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Резюме 

Целью исследования является разработка способа учёта влияния концевых шайб на обтекание крыльев 
с произвольным распределением профилей по размаху. 
Методы. Установка концевых шайб существенно улучшает аэродинамику крыла, увеличивая подъёмную 
силу и уменьшая индуктивное сопротивление. Применена теория непрерывной вихревой поверхности для 
моделирования учёта влияния концевых шайб на обтекание объёмного крыла. В соответствии с ней 
косые подковообразные вихри, моделирующие верхнюю и нижнюю сторону крыла, непрерывно распре-
делены по продольным панелям, на которые делится полуразмах крыла. Несущие части каждого подково-
образного вихря лежат в плоскостях, параллельных плоскости хорд крыла и проходят через точки и 
среднего сечения той панели, в точке которой вычисляются вызванные скорости. Свободные вихри крыла 
сходят с его торцов с верхней и нижней поверхностей под углом  к плоскости хорд. 
Результаты. Разработан алгоритм расчёта интенсивности вихрей из условия непроницаемости с 
учётом присоединённых и свободных вихрей крыла и вихрей концевых шайб. Вихревые плотности, 
входящие в это условие, представляются тригонометрическими рядами. Разработанный метод учиты-
вает геометрию профиля и концевых шайб, форму крыла в плане. Вихри индуцируют дополнительные 
скорости в точках поверхности крыла. Для вычисления их значений используется формула Био-Савара о 
вихревом влиянии. 
Заключение. С единых позиций теории непрерывной вихревой поверхности разработан метод расчёта 
аэродинамических характеристик объёмного крыла с концевыми шайбами. В расчётах учитывается 
геометрия шайб и профиля, форма крыла в плане. Метод универсален и может быть применён для 
крыльев без шайб, в том числе и для тонких. 
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Abstract 

Purpose of reseach is to develop a method for accounting for the influence of end washers on the flow of wings with 
an arbitrary distribution of fillets over the span. 
Methods. The installation of end washers significantly improves the aerodynamics of the wing, increasing lift and 
reducing inductive resistance. The theory of a continuous vortex surface is applied to simulate the effect of end 
washers on the flow of a volumetric wing. In accordance with it, oblique horseshoe-shaped vortices that model the 
upper and lower sides of the wing are continuously distributed along the longitudinal panels, into which the half-span 
of the wing is divided. The bearing parts of each horseshoe-shaped vortex lie in planes parallel to the plane of the 
wing chords and pass through the points and the middle section of the panel at which the induced velocities are 
calculated. The free vortices of the wing descend from its ends from the upper and lower surfaces at an angle to the 
plane of the chords. 
Results. An algorithm has been developed for calculating the intensity of vortices from the non-permeability 
condition, taking into account the attached and free vortices of the wing and the end-washer vortices. The vortex densities 
included in this condition are represented by trigonometric series. The developed method takes into account the geometry 
of the profile and end washers, the shape of the wing in the plan. The vortices induce an additional velocity at the points on 
the surface of the wing. To calculate their values, the Biot-savard formula on vortex influence is used. 
Conclusion. A method for calculating the aerodynamic characteristics of a volumetric wing with end washers has 
been developed from the unified positions of the theory of a continuous vortex surface. The calculations take into 
account the geometry of the washers and profile, the shape of the wing in the plan. The method is universal and can 
be used for wings without washers, including for thin ones. 
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*** 

Введение 

Как известно, установка концевых 
шайб существенно улучшает аэродина-
мические характеристики крыла. В 
большей степени это улучшение прояв- 

 
ляется для крыльев малых относитель-
ных удлинений. Препятствуя перетека-
нию потока с нижней стороны крыла на 
верхнюю и образованию вихрей на 
концах крыла, шайбы увеличивают 
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подъёмную силу и уменьшают индук-
тивное сопротивление. Использование 
этого положительного эффекта и появ-
ление первых конструкций шайб отно-
сится ещё к началу 1900-х годов. Боль-
шинство известных работ на эту тему 
посвящено экспериментальному иссле-
дованию влияния концевых шайб раз-
личной конструкции на аэродинамиче-
ские характеристики крыла [1, 2, 3, 4]. 
Теоретическое развитие вопрос полу-
чил в работах Я.М. Курицкеса [5, 6] на 
основе гипотезы П-образных вихрей. 
Расчётные методы рассматриваются в 
работах [7–12]. В работе [13] при уча-
стии автора настоящей статьи решена 
задача расчёта АДХ для тонкого крыла 
с концевыми шайбами. В предлагаемой 
статье представлен метод учёта влияния 
концевых шайб на аэродинамику «тол-
стого» крыла с распределёнными по 
размаху профилями. 

Материалы и методы  

Применена теория непрерывной 
вихревой поверхности для моделирова-
ния учёта влияния концевых шайб на 
обтекание объёмного крыла. Эта теория 
получила развитие в работах [13-20]. В 
соответствии с ней косые подковооб-
разные вихри, моделирующие верхнюю 
и нижнюю сторону крыла, непрерывно 
распределены по n  продольным пане-
лям, на которые делится полуразмах 
крыла. Несущие части каждого подко-
вообразного вихря лежат в плоскостях, 
параллельных плоскости хорд крыла, и 

проходят через точки M  и M   средне-
го сечения той панели, в точке A  кото-
рой вычисляются вызванные скорости 
(рис. 1). Свободные вихри крыла сходят 
с его торцов с верхней (в) и нижней (н) 
поверхностей под углом   к плоскости 
хорд [16]. 

Принимается, что интенсивность 
каждого вихря   по всей длине одина-
кова. По хорде i -й панели в зависимо-
сти от координаты x  интенсивности 
вихрей представляются в виде [16]: 

 cosвa dxi i   и cosнa dxi i  , 

где 
0

biai b
  – обратное сужение крыла в 

средних сечениях i -х панелей; bi  и 
0

b  – 

хорды в средних сечениях панелей и 
корневая. 

Шайбы, как и крыло, представля-
ются вихревыми поверхностями. При-
соединённые вихри крыла переходят на 
шайбу параллельно оси Oy , а затем 
сходят с верхнего (в) и нижнего (н) кра-
ёв шайбы как свободные под углом   к 
плоскости хорд. Координаты точек схо-
да вихрей для левой шайбы обозначим: 

вyл  – для верхнего края; нул  – для ниж-

него края. Аналогично для правой шай-

бы: п
ву  и п

ну . Эти вихри индуцируют 

дополнительные скорости в точках по-
верхности крыла. Для вычисления их 
значений используется формула Био-
Савара о вихревом влиянии. 
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Рис. 1. Схема к вычислению вызванных скоростей 

Fig. 1. Scheme for calculating the induced speeds 

 

Результаты и их обсуждение 

Для скорости в точке Aна верхней 
(в) стороне крыла, вызванной сходящим 
с верхней стороны левой (л) шайбы 
свободным вихрем, можно записать: 

(1 cos ).
4

вdxвв ввidWлi лiввhлi


  


        (1) 

Здесь ввhлi  – расстояние от точки А 

до оси свободного вихря (рис. 1). 
Введём относительные координаты: 

  – для луча, на котором располагается 

несущий вихрь, и '  – для луча, прохо-
дящего через расчётную точку ( A ). 

 

0

cos
2

x
b

   ,    
0

cos
2

x
b


   . 

Относительные величины: 

0 0 0

0

, , ,
2

, , , .
2

l l yynb b n b
h W Vh W V

b V V V

    


    

  

 

В безразмерном виде проекции 

скорости ввWлi  на оси координат полу-

чим, проинтегрировав (1) по длине 
шайбы: 

sin 1 cos
4 0
cos sin .

вв
вв вi лi

лix i вв
лi

вв
лi

aW
h

cos d
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;вв вв
лiy лixW W ctg    

1 cos
4 0

sin cos sin .

вв
вв в лi

лiz i вв
лi

вв
лi

aiW
h

d

  
  



    

 

Из рис. 1: 2 2 ;вв
лih AN NH AH    

cos ;

cos ;

sin .

вв
шлi
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шлi

ON
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AN
HN
AN

 

 

 

 

В относительных координатах по-
сле преобразований получим: 

 
2 2

sin cos 0.5 ;
cos

вв в в
шлi i i n

yih FD y i
                  

 

   
cos sincos ;

2 2cos sin

в в
вв i i
шлi

вв в в
шлi i i

FD y

h FD y

  
 

  
 

sin cos
cossin

в в i
i i

вв
лi вв

лi

yFD y

h


   

  ; 

   cos cos 0.5 .в в
i i n iFD a i tg y tg             

Аналогично рассчитываются про-
екции скоростей, вызванных в точке A
верхней поверхности крыла вихрями, 
сходящими с нижнего края левой шай-

бы  нв
лiW  и вихрями правой шайбы 

 п
вв
iW  и  п

нв
iW . 

Полные проекции скорости, вы-
званной вихревой системой шайб в рас-
чётной точке A  среднего сечения i -й 
панели верхней поверхности крыла: 

п п ;в вв нв вв нв
ix лix лix ix ixW W W W W     

п п ;в вв нв вв нв
iy лiy лiy iy iyW W W W W     

п п .в вв нв вв нв
iz лiz лiz iz izW W W W W     

Проекции скорости, вызванной вих-
ревой системой шайб в точке A  на ниж-
ней поверхности крыла ( , ,н н н

ix iy izW W W ), 

рассчитываются аналогично. 

Интегральные уравнения непроницаемости 

Условия непроницаемости в точках 
средних сечений панелей для верхней и 
нижней поверхностей крыла с коорди-
натой    запишем в виде: 

 
 

 

п м

п м

м

cos

sin

cos ;

в в в в
ix ix сix i

в в в в
iy iy сiy i

в
i

W V V

W V V

   

    

  

 

 
 

 
м

п м

п

м

cos

sin

cos .

н

i

н н н н
ix ix сix i

н н н
iy iy сiy

н
i

W V V

W V V

   

    

  

 

Здесь п п, , ,в в н н
i сi i сiV V V V  – скорости, 

вызванные присоединёнными и свобод-
ными вихрями верхней и нижней по-
верхностей крыла в точках А  и А , рас-
считываются по методике [16]; м

в
i  и 
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м
н

i  – углы между нормалями к конту-

рам средних сечений i -х панелей верх-
ней и нижней поверхностей крыла и 
плоскостью Oxz  (рис. 2).  

Проекции скоростей в уравнениях 
непроницаемости являются функциями 
вихревых плотностей  в

i   и  н
i  . 

Представим  в
i   и  н

i   тригоно-

метрическими рядами. Этот метод при-
менён в работах [13-20] и других. 

   0
1

2 sin
2

p
в
i i qi

q
А ctg A q



        
, 

  0
1

2 sin
2

p
н
i i qi

q
B ctg B q



        
. 

 
Рис. 2. Местные углы наклона элементов поверхности профиля к плоскости Oxz  

Fig. 2. The local tilt angles of the surface elements of the profile to the plane Oxz  

Выразим вызванные скорости в урав-
нениях непроницаемости через эти ря-
ды. Получим систему алгебраических 
уравнений относительно коэффициен-
тов qiA  и qiB : 

 

 

м
0 0

м
0 0

cos ;

cos .

p p
вв нв в
qi qi qi i

q q

p p
вн нн н
qi qi qi i

q q

C A K

C A K

 

 

         

         

   (2) 

Здесь вв
qiC , вн

qiC , нв
qiK , нн

qiK  – элементы 

матрицы в выражениях для скоростей, 
вызванных на верхней и нижней по-
верхностях крыла. 

Решив систему (2), найдём коэффи-
циенты qiA  и qiB , и, следовательно, рас-

пределение вихревой плотности в
i  и н

i . 

Для вычисления аэродинамических 
характеристик может быть применена 
методика, использованная в работе [6] 

для крыла без шайб. Коэффициенты дав-
ления в точках верхней и нижней по-
верхностей крыла найдём в виде: 

 2
1в в

pi iC W   ; 

 2
1н н

pi iC W   . 

Здесь в
iW  и н

iW  – скорости, касатель-
ные к верхней и нижней поверхностям 
крыла в точках средних сечений панелей. 
При их вычислении принимается, что 

скорости собственной индукции 2
  

направлены перпендикулярно к осям вих-
рей и касательно поверхности крыла. 

    пsin sinв в в в в в
i мi ix ix cix мiW W V V        

  п

2
cos cos

2

в
в в в вi

ix ix cix мiW V V


     


 

п

1 22
sin ;

2

в
в в в i

iz iz cizW V V
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    пsin sinн н н н н в
i мi ix ix cix мiW W V V       

 

 п

2
cos cos

2

н
н н н нi

ix ix cix мiW V V


      


 

п

1 22
sin .

2

н
н н н i

iz iz cizW V V
        

  

 

Выводы 

С единых позиций теории непре-
рывной вихревой поверхности разрабо-
тан метод расчёта аэродинамических 
характеристик объёмного крыла с кон-
цевыми шайбами. В расчётах учитыва-
ется геометрия шайб и профиля, форма 
крыла в плане. Метод универсален и 
может быть применён для крыльев без 
шайб, в том числе и для тонких. 
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