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Resumen. La complejidad intrínseca del cálculo fraccionario, causada parcialmente por propiedades no

locales de las derivadas fraccionarias, hace que sea difícil encontrar métodos numéricos eficientes. Mo-

tivado por aplicaciones en diversas áreas científicas, el cálculo de variaciones fraccionario se encuentra

en rápido desarrollo. En este trabajo consideramos problemas variacionales que consisten en minimizar

una integral de un lagrangiano que depende de la variable independiente, la variable dependiente, su

derivada primera y una derivada fraccionaria de Caputo. Se presenta un nuevo método numérico basado

en el método L1 para obtener aproximaciones a las soluciones de este tipo de problemas y, aunque es

más complicado que en el caso clásico, sigue heredando algún tipo de simplicidad y facilidad de imple-

mentación. Además, se consideraron dos ejemplos de prueba, resueltos mediante la implementación del

software Matlab.

Keywords: Finite difference, Variational problems, Euler-Lagrange equation, Fractional calculus, Opti-

mization.

Abstract. The intrinsic complexity of fractional calculus, caused partially by non-localized properties

of fractional derivatives makes it difficult to find efficient numerical methods. Motivated by applications

in several scientific areas, the fractional variational calculus is in development. In this paper we consider

variational problems that consist in minimizing an integral of a lagrangian that depends on the indepen-

dent variable, the dependent variable, its first derivative and one of its Caputo fractional derivative. Here

is presented a new numerical method based on the L1 method to obtain approximations to the solutions

of this type of problems and, although it is more complicated than in the classic case, it inherits some

kind of simplicity and ease of implementation. In addition, test samples were considered, and solved

through the implementation of the Matlab software.
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1. INTRODUCCIÓN

El cálculo variacional fraccionario es un campo reciente, iniciado en 1997, donde los pro-

blemas variacionales clásicos (Van Brunt, 2004) son considerados, pero en presencia de deri-

vadas o integrales fraccionarias. Se han desarrollado numerosos trabajos tendientes a extender

la teoría del cálculo variacional para poder ser aplicados a problemas del cálculo de variacio-

nes fraccionario. Esto se debe fundamentalmente, por un lado, a un importante desarrollo del

cálculo fraccionario tanto desde el punto de vista matemático como de sus aplicaciones en otras

áreas (electricidad, magnetismo, mecánica, dinámica de fluidos, medicina, etc.) (Almeida et al.,

2010; Goos y Reyero, 2017; Goos et al., 2015; Kilbas et al., 2006), lo que ha llevado a un gran

crecimiento de su estudio en las últimas décadas. Por otra parte, las ecuaciones diferenciales

fraccionarias establecen modelos muy superiores a los que utilizan ecuaciones diferenciales

con derivadas enteras porque incorporan en el modelo cuestiones de memoria o efectos pos-

teriores que se descuidan en los modelos con derivada clásica (Diethelm, 2004; Kilbas et al.,

2006).

Siguiendo (Malinowska et al., 2015; Odzijewicz y Torres, 2010), se considera aquí que la de-

rivada de orden más alto en el lagrangiano es de orden entero. La principal ventaja de esta

formulación, con respecto al enfoque fraccionario puro adoptado en la literatura, es que los

resultados clásicos del cálculo variacional se pueden obtener ahora como casos particulares.

Recordemos que la única posibilidad de obtener la derivada clásica y′ de una derivada fraccio-

naria Dαy, α ∈ (0, 1), es tomar el límite cuando α tiende a uno. Sin embargo, en general este

límite no existe (Ross et al., 1994).

Para estos problemas variacionales, se cuenta con una condición necesaria que consiste en

una ecuación de Euler-Lagrange en donde intervienen las derivadas fraccionarias de Riemann-

Liouville y de Caputo (Barrios y Reyero, 2017; Baleanu et al., 2012). Esto hace que resolver

dicha ecuación sea, en muchos casos, algo imposible de realizar. Por este motivo, se ve la ne-

cesidad de crear métodos numéricos eficientes para obtener aproximaciones a las soluciones de

este tipo de problemas.

En el presente trabajo se obtendrá un método numérico directo para problemas variacionales

fraccionarios con derivada clásica. En estos métodos directos, se discretiza sobre una malla en

el intervalo de tiempo interesado, se usan diferencias finitas para la derivada clásica, se uti-

liza el método L1 para las derivadas fraccionarias, y una regla de cuadratura para la integral

(Li y Zeng, 2015). Este procedimiento reduce al problema variacional, un problema continuo

de optimización dinámica, a la optimización estática de múltiples variables. Se logran mayores

precisiones al refinar el tamaño de la malla subyacente. Además, en el artículo se mostrarán dos

ejemplos de prueba, resueltos mediante la implementación del software Matlab.

1.1. Cálculo fraccionario

A continuación se presentan las definiciones y algunas propiedades de las derivadas frac-

cionarias de Riemann-Liouville y Caputo. Para más información sobre el tema referirse a

(Diethelm, 2004; Kilbas et al., 2006).

Definición: Los operadores integrales fraccionarios de Riemann-Liouville de orden 0 < α a

izquierda y a derecha, están definidos por

aI
α
x [f ](x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− ξ)α−1f(ξ) dξ (1)
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y

xI
α
b [f ](x) =

1

Γ(α)

∫ b

x

(ξ − x)α−1f(ξ) dξ. (2)

Para α = 0, tenemos aI
α
x = xI

α
b = I , donde I es el operador identidad.

Definición: Los operadores diferenciales fraccionarios de Riemann-Liouville de orden 0 <
α a izquierda y a derecha, están definidos por

aD
α
x =

dn

dxn
◦ aI

n−α
x (3)

y

xD
α
b = (−1)n

dn

dxn
◦ xI

n−α
b (4)

donde n = ⌈α⌉.

Definición: Los operadores diferenciales fraccionarios de Caputo de orden 0 < α a izquier-

da y a derecha, están definidos por

C
aD

α
x = aI

n−α
x ◦

dn

dxn
(5)

y

C
xD

α
b = xI

n−α
b ◦ (−1)n

dn

dxn
(6)

donde n = ⌈α⌉.

Propiedad: Relación entre las derivadas de Riemann-Liouville y de Caputo
Sea 0 < α < 1, entonces tenemos,

C
aD

α
x [y](x) = aD

α
x [y](x)− y(a)

(x− a)−α

Γ(1− α)
(7)

y

C
xD

α
b [y](x) = xD

α
b [y](x)− y(b)

(b− x)−α

Γ(1− α)
. (8)

1.2. Problemas variacionales fraccionarios con derivada clásica

El siguiente tipo de problema variacional tiene una amplia clase de aplicaciones importantes

a lo largo de los siglos, con numerosas implicaciones útiles en astronomía, geometría, álgebra

e ingeniería.

El problema consiste en hallar y ∈ α
aE

′, tal que minimice o maximice el funcional:

J(y) =

∫ b

a

L(x, y, y′, C
aD

α
xy) dx (9)

donde
α
aE

′ = {y : [a, b] → R : y ∈ C1([a, b]), C
aD

α
xy ∈ C([a, b])} (10)

sujeto a las condiciones de contorno: y(a) = ya y(b) = yb.

Teorema (Agrawal, 2002)

Si y es un mínimo o máximo de J en α
aE

′, entonces y verifica la siguiente ecuación de Euler-

Lagrange fraccionaria
∂L

∂y
−

d

dx

(

∂L

∂y′

)

+ xD
α
b

∂L

∂ C
aD

α
xy

= 0. (11)
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1.3. Método L1

El siguiente algoritmo es un método eficiente para aproximar las derivadas de Caputo por

izquierda y derecha de orden 0 < α < 1 (Li y Zeng, 2015).

Se considera un mallado sobre [a, b] como: a = x0, x1, ..., xn = b, xk = x0 + kh, h > 0.

C
aD

α
x [f ] (xi) = 1

Γ(1−α)

∫ xi

x0

(xn − s)−αf ′(s)ds

= 1
Γ(1−α)

i−1
∑

k=0

∫ xk+1

xk

(xn − s)−αf ′(s)ds

= 1
Γ(1−α)

i−1
∑

k=0

∫ xk+1

xk

(xn − s)−αf(xk+1)− f(xk)

h
ds

=

i−1
∑

k=0

bn−k−1(f(xk+1)− f(xk))

(12)

donde bk = h−α

Γ(2−α)
[(k + 1)1−α − k1−α].

Análogamente,

C
xD

α
b [f ] (xi) =

n−1
∑

k=i

(−bk−i) (f(xk+1)− f(xk)). (13)

2. RESULTADOS

2.1. Método de tipo L1 para problemas variacionales fraccionarios

A continuación se discretizará el funcional J dado en ec. (9) usando una regla de cuadratura

en un mallado a = x0, x1, ..., xn = b y h = b−a
n

.

El objetivo es hallar los valores y1, y2, ..., yn−1 de la función desconocida y en los puntos xi con

i = 1, ..., n− 1. Los valores y0 e yn están dados por las condiciones de contorno. Aplicando la

regla de cuadratura tenemos,

J(y) =

n
∑

i=0

∫ xi−1

xi

L(xi, yi, y
′

i,
C
aD

α
xyi) dx

∼= (14)

∼=

n
∑

i=0

hL
(

xi, yi, y
′

i,
C
aD

α
xyi
)

. (15)

Aproximando la derivada clásica usando diferencia finita hacia atrás, y la derivada fraccionaria

de Caputo utilizando el método L1 se obtiene,

J(y) ∼=

n
∑

i=0

hL

(

xi, yi,
yi − yi−1

h
,
i−1
∑

k=0

bi−k−1(y(xk+1)− y(xk))

)

. (16)

El lado derecho de ec. (16) puede ser considerado como una función ψ de n− 1 valores desco-

nocidos y = (y1, y2, ..., yn−1),

Ψ(y1, ..., yn−1) =

n
∑

i=0

hL

(

xi, yi,
yi − yi−1

h
,

i−1
∑

k=0

bi−k−1(y(xk+1)− y(xk))

)

. (17)
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Para hallar un extremo de Ψ, debemos resolver el siguiente sistema de ecuaciones algebraico,

∂Ψ

∂xi
= 0 i = 1, ..., n− 1. (18)

Teorema
El método de tipo L1 para un problema variacional fraccionario de la forma ec. (9) es equiva-

lente a la ecuación de Euler-Lagrange fraccionaria

∂L

∂y
−

d

dx

(

∂L

∂y′

)

+ xD
α
b

∂L

∂ C
aD

α
xy

= 0 (19)

cuando el paso del mallado h tiende a cero.

Observación Cuando se escribe equivalente en el teorema anterior, se refiere en sentido del

Teorema 3.6 de (Pooseh et al., 2014).

2.2. Ejemplo 1

J(y) =

∫ 1

0

[

C
0D

α
x [y](x)− (y′(x))2

]

dx (20)

y(0) = 0 y(1) = 1. (21)

La solución exacta es

y(x) = −
1

2Γ(3− α)
(1− x)2−α +

(

1−
1

2Γ(3− α)

)

x+
1

2Γ(3− α)
. (22)

Así,

ĺım
α→1

y(x) = x (23)

que es la solución del problema clásico asociado

∫ 1

0

[

y′(x)− (y′(x))2
]

dx (24)

y(0) = 0 y(1) = 1. (25)

Este problema se reduce numéricamente a resolver Ay = B, donde A = (Ai,j)
n−1
i,j=1 y B =

(Bi)
n−1
i=1

Ai,j =



















0 j < i− 1 o j > i+ 1

2 j = i− 1 o j = i+ 1

−4 j = i

(26)

Bi = −h2bn−i−2. (27)
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2.2.1. Gráficas y tablas con los resultados obtenidos

A continuación se presentan gráficas y tablas donde se muestra la aplicación del método en

el ejemplo dado para diferentes valores de α. En las gráficas se observan aproximaciones para

diferentes cantidades de pasos y la solución exacta, en las tablas se observa cantidad de pasos

utilizados, errores calculados mediante la norma infinito, orden de convergencia numérico y

tiempo de procesamiento utilizado.

Pasos Error Orden Tiempo de Proces.

20 1,2596e−03 3,838865e−03 seg

40 6,6113e−04 9,2996e−01 2,422537e−03 seg

80 3,4089e−04 9,5563e−01 4,625030e−03 seg

160 1,7377e−04 9,7213e−01 1,302488e−02 seg

320 8,7942e−05 9,8255e−01 3,164898e−02 seg

640 4,4302e−05 9,8918e−01 1,189970e−01 seg

Figura 1: α = 0,25

Pasos Error Orden Tiempo de Proces.

20 3,2433e−03 7,791845e−04 seg

40 1,8561e−03 8,0519e−01 1,735718e−03 seg

80 1,0317e−03 8,4725e−01 2,455375e−03 seg

160 5,6097e−04 8,7903e−01 8,938453e−03 seg

320 2,9991e−04 9,0339e−01 2,107657e−02 seg

640 1,5826e−04 9,2223e−01 1,088128−01 seg

Figura 2: α = 0,75
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Pasos Error Orden Tiempo de Proces.

20 2,7848e−04 1,185608e−03 seg

40 1,7149e−04 6,9945e−01 1,261967e−03 seg

80 1,0244e−04 7,4335e−01 4,386916e−03 seg

160 5,9758e−05 7,7758e−01 8,508629e−03 seg

320 3,4210e−05 8,0471e−01 2,851741e−02 seg

640 1,9291e−05 8,2649e−01 1,662323e−01 seg

Figura 3: α = 0,99

En Fig. 1, Fig. 2 y Fig. 3, se observa que a medida que la cantidad de pasos aumenta, el error

de la aproximación disminuye. También se puede ver que cuando α se aproxima a 1, las gráficas

son más similares a la gráfica de la solución exacta.

2.3. Ejemplo 2

J(y) =

∫ 1

0

[

y(x)(y′(x) + 1) + C
0D

α
x [y]

2(x)
]

dx (28)

y(0) = 0 y(1) = 0. (29)

La solución exacta para α > 0,5 es

y(x) = −
1

2

xα

Γ(α + 1)2
2F1(1,−α, 1 + α, x) +

(2α− 1)xα

4Γ(α+ 1)3
2F1(1,−α + 1, 1 + α, x), (30)

donde 2F1() es la función hipergeométrica de 3 parámetros. Luego,

ĺım
α→1

y(x) =
1

4
x2 −

1

4
x (31)

que es la solución del problema clásico asociado,

∫ 1

0

[

y(x)(y′(x) + 1) + (y′)
2
(x)
]

dx (32)

y(0) = 0 y(1) = 0. (33)
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Este problema se reduce numéricamente a resolver Ay = B donde A = (Ai,j)
n−1
i,j=1 y B =

(Bi)
n−1
i=1

Ai,j =















































∑N−i+d

k=d (bk − bk−1)(bk−d − bk−d−1) j = i− d

− 1
2h

+
∑n−i+1

k=1 (bk − bk−1)(bk−1 − bk−2) j = i− 1

1
h
+
∑n−i

k=0(bk − bk−1)
2 j = i

− 1
2h

+
∑n−i+1

k=0 (bk − bk−1)(bk+1 − bk) j = i+ 1
∑N−i+d

k=0 (bk − bk−1)(bk+d − bk+d−1) j = i+ d

(34)

Bi = −
1

2
. (35)

2.3.1. Gráficas y tablas con los resultados obtenidos

A continuación se presentan gráficas y tablas donde se muestra la aplicación del método en

el ejemplo dado para diferentes valores de α. Nuevamente en las gráficas se observan aproxima-

ciones para diferentes cantidades de pasos y la solución exacta, en las tablas se observa cantidad

de pasos utilizados, errores calculados mediante la norma infinito, orden de convergencia nu-

mérico y tiempo de procesamiento utilizado.

Pasos Error Orden Tiempo de Proces.

20 5,7188e−02 2,224742e+00 seg

40 4,5804e−02 3,2024e−01 3,400742e+00 seg

80 3,7201e−02 3,0013e−01 6,514247e+00 seg

160 3,0365e−02 2,9293e−01 1,651368e+01 seg

320 2,4819e−02 2,9096e−01 3,517423e+01 seg

640 2,0281e−02 2,9132e−01 7,176796e+01 seg

Figura 4: α = 0,65
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Pasos Error Orden Tiempo de Proces.

20 2,2609e−02 7,942765e−01 seg

40 1,5150e−02 5,7758e−01 1,639612e+00 seg

80 1,0403e−02 5,4232e−01 3,381163e+00 seg

160 7,2706e−03 5,1685e−01 1,383541e+01 seg

320 5,1292e−03 5,0334e−01 2,962093e+01 seg

640 3,6354e−03 4,9662e−01 6,071693e+01 seg

Figura 5: α = 0,75

Pasos Error Orden Tiempo de Proces.

20 1,9115e−03 1,744230e+00 seg

40 9,9220e−04 9,4600e−01 2,506286e+00 seg

80 5,1098e−04 9,5736e−01 5,192357e+00 seg

160 2,6201e−04 9,6364e−01 1,292983e+01 seg

320 1,3402e−04 9,6717e−01 2,928179e+01 seg

640 6,8454e−05 9,6924e−01 5,778820e+01 seg

Figura 6: α = 0,99

En Fig. 4, Fig. 5 y Fig. 6, también se observa que a medida que la cantidad de pasos aumenta,

el error de la aproximación disminuye. Se puede ver que cuando α se aproxima a 1, las gráficas

son más similares a la gráfica de la solución exacta. Por último cabe destacar que mientras α se

acerca a 0,5, el orden de convergencia decrece, esto se relaciona con el hecho de que la solución

tiene una pendiente cada vez más pronunciada en x = 1, cuando α es menor a 0,5 la pendiente

de la solución en x = 1 se acerca a infinito.
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3. CONCLUSIONES

En este trabajo se obtuvo un método numérico para problemas variacionales fraccionarios

con derivada clásica. En dicho método se utilizó con éxito el método L1 para las aproximaciones

de las derivadas fraccionarias tanto de Caputo como de Riemann-Liouville. Se han obtenido

buenos resultados como se muestra en los ejemplos 1 y 2. En el ejemplo 2, notamos que a

medida que α se acerca a 1/2 el orden de convergencia disminuye. Creemos que esto se debe a

que la solución se hace cada vez más singular en x = 1.Como trabajo a futuro se planea estudiar

técnicas que permitan mejorar la convergencia que se pierde para valores de α cercanos a 0,5
en este último ejemplo, como el uso de mallas adaptadas a la solución.
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