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✾✳✸✳✹ ◆♦t✐♦♥s t❤❛t ♠✐❣❤t ❧✐♥❦ ♣❤②s✐❝s ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
✾✳✸✳✺ ❊♥tr♦♣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✶✵ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ✶✷✵

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts ✶✷✵

❘❡❢❡r❡♥❝❡s ✶✷✶

✸
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✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✉♠♠❛r②

❲❡ ♦✛❡r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ♠❛② s♦❧✈❡ ❛t ❧❡❛st t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ♣❤②s✐❝s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳ ▲✐st ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥✲
t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❉❡s❝r✐❜❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❊①♣❧❛✐♥ s♦♠❡ s❡❡♠✐♥❣❧② ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ♦❢
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦✉t♣✉ts t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♣❛rt✐❝❧❡ s❡t ❛♥❞ s✉❣❣❡sts ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ❛ ✇❡❧❧✲s♣❡❝✐✜❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❞❞s ❛s♣❡❝ts t♦ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳

❚❤✐s ❡ss❛② ❞✐s❝✉ss❡s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛♥❞ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❢❡❛t✉r❡s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✱ ❛str♦♣❤②s✐❝s✱ ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳
❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞❡♥♦t❡s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥✈❡r✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡ ♣r♦✲
♣♦s❡✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞❡♥♦t❡s ♦✉r ✇♦r❦✳

❊❛❝❤ ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❝♦r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
❈♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♣❛rt✐❝❧❡ s❡t✱
❛♥❞ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s ✉♥✈❡r✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s s✉♣❡rs②♠♠❡tr②✳
❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦✉t♣✉ts ❛ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥❞ ❛❞❞s t♦ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞
▼♦❞❡❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ s❡t✳ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦t✐♦♥
✲ t❤❛t ❤❛s s♦♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s t♦ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✳

❚❛❜❧❡ ✶ ❧✐sts s♦♠❡ ❣♦❛❧s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤✐s ❡ss❛② ❤❛s ❜❛s❡s ✐♥ s②♥❡r❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞✲

❡❧✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡♠❜r❛❝❡s s②♠♠❡tr✐❡s
t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳

❖✉r ✇♦r❦ ♣r♦❣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s✳ ❊❛❝❤ ❧❛t❡r ♣❤❛s❡ ❡♥r✐❝❤❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♣r✐♦r
♣❤❛s❡s✳ P❤❛s❡ ♦♥❡ ♣✉rs✉❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❣♦❛❧s✳ ❊①♣❧❛✐♥ t❤r❡❡ ❡r❛s ✐♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✉♥✐✈❡rs❡✳ ❊①♣❧❛✐♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
✉♥✐✈❡rs❡✳ P❤❛s❡ t✇♦ ♣✉rs✉❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❣♦❛❧s✳ ❉❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ ✉s❡ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♦✉t♣✉ts t❤❡ ❧✐st ♦❢
❛❧❧ ❦♥♦✇♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ✇❡❧❧✲s♣❡❝✐✜❡❞ s✉❣❣❡st❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❉❡s❝r✐❜❡ ❞❛r❦
♠❛tt❡r✳ P❤❛s❡ t❤r❡❡ ♣✉rs✉❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣♦❛❧✳ ❊①♣❧❛✐♥ r❛t✐♦s✱ t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ t♦ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ t♦
❣❛❧❛①✐❡s✱ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♠♦✉♥ts t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❛♠♦✉♥ts✳

❚❛❜❧❡ ✷ s✉♠♠❛r✐③❡s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡s✳ ✭❚❛❜❧❡ ✷✼❜ ♥♦t❡s t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦♣❡rt②
✲ ✐s♦♠❡r ♦r ✐s♦♠❡rs ✲ t❤❛t ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✷✼ ♣♦✐♥ts
t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✐s♦♠❡rs✳✮

❚❛❜❧❡ ✸ ♣♦✐♥ts t♦ t❛❜❧❡s t❤❛t s✉♠♠❛r✐③❡ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❚❛❜❧❡ ✹ ❞✐s❝✉ss❡s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣r♦✲

♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♠❛r❦s ♣r♦✈✐❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛❜♦✉t t❤✐s ❡ss❛②✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶❪ s✉❣❣❡sts st❛♥❞❛r❞s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡

❞✐s❝✉ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞❛t❛✱ ❧✐♠✐ts ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②✱ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s t♦ ♠❛❦❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✱ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞
❛s♣❡❝ts✱ ❛♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♣♦ss✐❜❧❡ s②♥❡r❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧s
❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐s❝♦r❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤✐s ❡ss❛② ♠❛❦❡s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❞❛t❛✱ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❙✉❝❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡q✉❛❧ s✐♠✐❧❛r ❛s♣❡❝ts ♦❢
❛♥♦t❤❡r ♠♦❞❡❧✳ ❲♦r❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❆❆ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❇❇ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♠♣❧② ❝♦♥❝❡♣ts s✉❝❤ ❛s
❆❆ ❡q✉❛❧s ❇❇ ♦r ❆❆ ✐♠♣❧✐❡s ❇❇✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❙♦♠❡ ❣♦❛❧s ❢♦r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

●♦❛❧
• ❊①♣❧❛✐♥ ❞❛t❛ t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❡♠s ♥♦t t♦ ❡①♣❧❛✐♥✳
• Pr❡❞✐❝t ❞❛t❛ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❝❛♥ ✭❛t ❧❡❛st ❡✈❡♥t✉❛❧❧②✮ ✈❡r✐❢② ♦r r❡❢✉t❡✳
• ❉❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ ✉s❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ❝✉rr❡♥t❧② ❦♥♦✇♥ ❞❛t❛✳
• ❉❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ ✉s❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ✭❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ♠✐❣❤t
♣♦✐♥t t♦ ❧✐♠✐ts ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ❢♦r s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳✮
• ❉❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ ✉s❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✜♥❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♣r❡♣♦♥❞❡r❛♥❝❡ ♦❢
❡✈✐❞❡♥❝❡✱ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❡❧❧✐♥❣ t❤❛♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❝✉rr❡♥t ✉♥✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
• ❉❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ ✉s❡ ♠♦❞❡❧s ✲ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✜♥❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❡❧❧✐♥❣ ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t t♦♣✐❝s
t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❡♠s ♥♦t t♦ ❛❞❞r❡ss✳
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❚❛❜❧❡ ✷✿ ❙♦♠❡ r❡s✉❧ts

❋✐❡❧❞ ❆r❡❛ ❘❡s✉❧ts
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❍❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❙♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❧✐❡ ❜❡❧♦✇ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s
❆♣♣❧✐❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ▼♦❞❡❧s t❤❛t ❝❛t❛❧♦❣ ❛♥❞ ✐♥t❡rr❡❧❛t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢

❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝ts
❆♣♣❧✐❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ▼♦❞❡❧s t❤❛t ♦✉t♣✉t ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥t❛r②

♣❛rt✐❝❧❡s
❊❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❊①✐st❡♥❝❡ ❆ ❧✐st ♦❢ ♣♦ss✐❜❧② ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s
❊❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s Pr♦♣❡rt✐❡s ❆ ♥❡✇ ♣r♦♣❡rt②
❆str♦♣❤②s✐❝s ❉❛r❦ ♠❛tt❡r ❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
❆str♦♣❤②s✐❝s ❉❛r❦ ♠❛tt❡r ❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r r❛t✐♦s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♠♦✉♥ts

t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❛♠♦✉♥ts
❈♦s♠♦❧♦❣② ❉❛r❦ ❡♥❡r❣② ♥❡❣❛t✐✈❡

♣r❡ss✉r❡
❆♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤r❡❡ ❡r❛s ✐♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡

❈♦s♠♦❧♦❣② ❊❛r❧② ✉♥✐✈❡rs❡ ❉❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤
❈♦s♠♦❧♦❣② ❊❛r❧② ✉♥✐✈❡rs❡ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛✉s❡ ❢♦r ❜❛r②♦♥ ❛s②♠♠❡tr②
❆str♦♣❤②s✐❝s ●❛❧❛①② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❣❛❧❛①②

❢♦r♠❛t✐♦♥
P❤②s✐❝s Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢

❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s
❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛ss❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡s

P❤②s✐❝s Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

❆ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❡♥❣t❤s ♦❢
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛♥❞ ❣r❛✈✐t②

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❚❛❜❧❡s t❤❛t s✉♠♠❛r✐③❡ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❚♦♣✐❝✱ t❛❜❧❡✱ ❛♥❞ r❡s✉❧ts
• ▲✐st✐♥❣ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✷✸ ❧✐sts ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts✳ ❚❤❡ ❧✐st ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ ❦♥♦✇♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❧✐st ✐♥❝❧✉❞❡s ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ♠❛② s✉✣❝❡ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤✱ ✉♥❞❡r❧✐❡✱ ♦r ❡①♣❧❛✐♥ ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤✐s
❡ss❛② ✐♥❝❧✉❞❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ♦✉t♣✉ts t❤❡ ❧✐st✳
• ❊①♣❧❛✐♥✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞ r❛t✐♦s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳ ❚❛❜❧❡ ✾✺ ❝❛t❛❧♦❣s ♦❜s❡r✈❡❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ r❛t✐♦s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❡✛❡❝ts t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❡✛❡❝ts✳ ❚❤✐s ❡ss❛② s❤♦✇s ♠♦❞❡❧✐♥❣
t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s ✈❛r✐♦✉s r❛t✐♦s✳
• ❊①♣❧❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❛str♦♣❤②s✐❝s ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❛s♣❡❝ts✳ ❚❛❜❧❡ ✽✼ ❧✐sts ❛s♣❡❝ts ♦❢
❝♦s♠♦❧♦❣② ❛♥❞ ❛str♦♣❤②s✐❝s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❡♠s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥s✐❣❤t t❤❛t ❛✉❣♠❡♥ts
✐♥s✐❣❤t t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts✳ ❚❤✐s ❡ss❛② s❤♦✇s ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t❤❛t s✉❣❣❡st
t❤❡ ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤t✳
• ■♥t❡rr❡❧❛t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❛❜❧❡ ✺✽ ❝❛t❛❧♦❣s ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ t♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❛t ♠❛② ♣❡rt❛✐♥ t♦ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤✐s
❡ss❛② s❤♦✇s ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ♦r❣❛♥✐③❡s t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣✳ ❚❤✐s ❡ss❛② s❤♦✇s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s ❡ss❛② s❤♦✇s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛ss❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳
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❚❛❜❧❡ ✹✿ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✭❛✮ ❈♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❆s♣❡❝t ♦❢ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣
• ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ✲ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦✉t♣✉ts ❛ ❧✐st ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❧✐st ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡
❧✐st s✉❣❣❡sts ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❖✉r ✇♦r❦ s✉❣❣❡sts ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ s✉❣❣❡st❡❞
♣❛rt✐❝❧❡s t♦ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧✳
• ❚❤❡ ▲❛♠❜❞❛✲❈❉▼ ✭❝♦s♠♦❧♦❣②✮ ♠♦❞❡❧ ✲ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡♠❜r❛❝❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s♣❡❝ts ✭♦❢
♥❛t✉r❡✮ t❤❛t t❤❡ ▲❛♠❜❞❛✲❈❉▼ ♠♦❞❡❧ ❡♠❜r❛❝❡s✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r
s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s♣❡❝ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ ②❡t t♦ ❛❣r❡❡ ♦♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣
s✉❣❣❡sts ❛s♣❡❝ts t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ▲❛♠❜❞❛✲❈❉▼ ♠♦❞❡❧✳
• ❉❛r❦ ♠❛tt❡r ✲ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♠✉❝❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛s s♦♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s t♦
✉♥✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❲■▼Ps ✭♦r✱ ✇❡❛❦❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠❛ss✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✮✳
❯♥❧✐❦❡ ✇♦✉❧❞✲❜❡ ❲■▼Ps✱ t❤✐s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❢❡❛t✉r❡s ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡s✮ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t♦ ❜❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳
• ▼♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✲ P❡♦♣❧❡ ❛❧❧✉❞❡ t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡ ♣r❡ss✉r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② t♦
♠♦❞❡❧ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st✲s❝❛❧❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♦❜s❡r✈❡✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts t♦
r❡❛s♦♥s ✇❤② s✉❝❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❛② ♥♦t ❛♣♣❧② ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❛❝❝✉r❛t❡❧② t♦ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳
• ▼♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ✲ P❡♦♣❧❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣
♠♦t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛♥❞
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s s✉❝❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳

✭❜✮ ❯♥✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❆s♣❡❝t ♦❢ ✉♥✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣
• ◗✉❛♥t✉♠ ❣r❛✈✐t② ✲ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦✉t♣✉ts ✭r❛t❤❡r str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧②✮ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ q✉❛♥t✉♠
❣r❛✈✐t②✳ ❚❤❛t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t t❤✐s ❡ss❛② ❞✐s❝✉ss❡s s❡❡♠ t♦ ♣♦✐♥t t♦ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s
r❡❣❛r❞✐♥❣ tr②✐♥❣ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ q✉❛♥t✉♠ ❣r❛✈✐t② ❜② q✉❛♥t✐③✐♥❣ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②✳
• ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr② ✲ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❧✐st ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❛② s✉✣❝❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ❧❡❞ ♣❡♦♣❧❡ t♦ s✉❣❣❡st s✉♣❡rs②♠♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❧✐st ❞♦❡s ♥♦t ❡①❤✐❜✐t s✉♣❡rs②♠♠❡tr②✳
❚❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❧✐tt❧❡ ❢✉rt❤❡r ♣❤②s✐❝s ♥❡❡❞ ❢♦r ♣❡♦♣❧❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ s✉♣❡rs②♠♠❡tr②✳

✭❝✮ ❈♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❆s♣❡❝t ♦❢ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣
• ◗✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✲ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ❛ s♦♠❡✇❤❛t ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦
♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ◗❋❚ ✭♦r✱ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✮✳ ❚❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ◗❋❚ ❢❡❛t✉r❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✐s q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥
❡♥❡r❣②✱ ✇❤❡r❡❛s ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ◗❋❚ ❢❡❛t✉r❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ ❡♥❡r❣②✳ Pr♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t s♦♠❡✇❤❛t ♣❛r❛❧❧❡❧s ◗❋❚ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ♦r ♣♦✐♥t t♦ ✉s❡❢✉❧ ❜❛s❡s ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ♦r r❡❣❛r❞✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s✳
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❚❛❜❧❡ ✺✿ ●♦❛❧s ❢♦r P❊P▼ ✭♦r✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮

P❊P▼ s❤♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✳✳✳
• P♦✐♥ts t♦ ❛❧❧ ❦♥♦✇♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② t♦ ❛❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳
• ❖✉t♣✉ts r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳
• ❖✉t♣✉ts ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳
• ❖✉t♣✉ts ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✳
• ❊♠❜r❛❝❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ♠♦t✐♦♥✳
• ❊♠❜r❛❝❡s ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳
• ❍❡❧♣s ❡①♣❧❛✐♥ ❞❛t❛ t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❡♠s ♥♦t t♦ ❡①♣❧❛✐♥✳

❚❛❜❧❡ ✻✿ ❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ st❡♣s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ P❊P▼ ✭✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✮

❈♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ st❡♣s
• ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s✐♠✐❧❛r ♣❛rt✐❝❧❡s✳
• ❙♦✲❝❛❧❧❡❞ P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛t❤ t❤❛t ❡❝❤♦❡s t❤♦s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✳
• P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s❡s ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳
• P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡s ❛❧❧♦✇❡❞ s♣✐♥s ✇✐t❤ t❤r❡❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
• P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t s♦♠❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ♦✉t♣✉t ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳
• ❙♦✲❝❛❧❧❡❞ ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ❧❛❞❞❡r ♦♣❡r❛t♦rs ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳
• ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s❡s s②♠♠❡tr✐❡s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳
• ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❤❛s ❜❛s❡s ✐♥ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝✐t❡♠❡♥t ♦❢ ❜♦s♦♥ st❛t❡s✳
• ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦✉t♣✉ts r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
• ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts t♦ s②♠♠❡tr✐❡s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
• ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛✉❣♠❡♥ts✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
• ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡s ♥❡✇ ♣r♦♣❡rt②✲❝❡♥tr✐❝ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳
• ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts t♦ s②♠♠❡tr✐❡s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
• ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡♠❜r❛❝❡s s②♠♠❡tr✐❡s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳
• ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❤❡❧♣s ❜r✐❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
• ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜r✐❞❣✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛s♣❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♠♦t✐♦♥✳

❚❤✐s ❡ss❛② ❝✐t❡s r❡❢❡r❡♥❝❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❋♦r s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤✐s ❡ss❛②
❞♦❡s ♥♦t ❝✐t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ P❡r❤❛♣s✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷❪ ♣♦✐♥ts t♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t ❢♦r ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝✐t✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡s
r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t ❢♦r ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳

✷✳ ▼❡t❤♦❞s

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛❜♦✉t ♦✉r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ✉s❡ ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

✷✳✶✳ ●♦❛❧s✱ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❛♥❞ st❡♣s

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦✉r✲✇♦r❞ t❡r♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❝♦r❡ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✳
❚❤❡ ❛❝r♦♥②♠ P❊P▼ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡s t❤❡ ❢♦✉r✲✇♦r❞ t❡r♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❚❛❜❧❡ ✺ s✉❣❣❡sts ❣♦❛❧s ❢♦r P❊P▼✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❡❛❝❤ ♦❢
✐♥t❡r♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥✳

❖✉r ✇♦r❦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❣♦❛❧s t❤❛t t❛❜❧❡ ✺ ❧✐sts✳
❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ✜rst ❢❡✇ ❣♦❛❧s✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❤❛s t❡♥❞❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢
♦❜❥❡❝ts t❤❛t ♠♦✈❡ ♦r ✇✐t❤♦✉t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❛t❛❧♦❣✐♥❣ t②♣❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ♠♦✈❡✳

●♦❛❧s t❤❛t t❛❜❧❡ ✺ ❧✐sts ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s②♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞✲
❡❧✐♥❣✳ ❚♦❣❡t❤❡r✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❡♠ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❞❛t❛ t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
s❡❡♠s ♥♦t t♦ ❡①♣❧❛✐♥✳

❚❛❜❧❡ ✻ ♥♦t❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ st❡♣s t❤❛t ✉♥❞❡r❧✐❡ t❤✐s ❡ss❛②✬s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ P❊P▼✳ ✭❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ s❡❡ t❛❜❧❡ ✷✾❝✳✮ ❚❤❡ ❛❝r♦♥②♠ P❉❊ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡s t❤❡
t❤r❡❡✲✇♦r❞ t❡r♠ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤r❡❡✲❧❡tt❡r t❡r♠ ❆▲● st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ✇♦r❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝✳

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛❜♦✉t ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐♥❝❧✉❞❡s t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❢❡❛t✉r❡s s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ s✉♠s ♦❢ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ s❤♦✇s✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ x ❞❡♥♦t❡s

✼
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❚❛❜❧❡ ✼✿ P♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t Ψ(r)✱ ΩSA✱ D✱ ❛♥❞ νSA

✭❛✮ P♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✱ ♣❧✉s s♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡♥❞s t♦ ❡♠❜r❛❝❡

❙②♠❜♦❧ P♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❆ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡♥❞s t♦ ❡♠❜r❛❝❡
Ψ(r) ❈♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs ❈♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs
ΩSA ❈♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r
D ❈♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r P♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r
νSA ❈♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r

✭❜✮ ❖t❤❡r ❛s♣❡❝ts t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡♥❞s t♦ ❡♠❜r❛❝❡

❆s♣❡❝t t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡♥❞s t♦ ❡♠❜r❛❝❡
• ❚❤❡ s②♠❜♦❧ Ψ(r) ❞❡♥♦t❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢ r✳
• ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ΩSA ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛s♣❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
• ❚❤❡ s②♠❜♦❧ D ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
• ❚❤❡ s②♠❜♦❧ νSA ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧✳

❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ t❡r♠s✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ t❡r♠
❜❡✐♥❣ ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮ s❤♦✇s✳ ❚❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r n
✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳

xν exp(x−2) ✭✶✮

|n > ✭✷✮

✷✳✷✳ P❉❊ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ q✉❛♥t✉♠ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❍❡r❡✱ r ❞❡♥♦t❡s t❤❡

r❛❞✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞ ❤❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ηSA ❤❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r ηSA ✐s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ |ηSA| ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ s❝❛❧❡ ❧❡♥❣t❤✳ ❊❛❝❤
♦❢ ξSA ❛♥❞ ξ′SA ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ Ψ(r) ❞❡♥♦t❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ∇r

2 ❞❡♥♦t❡s ❛
▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ΩSA ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ t❡r♠ ❙❆✲s✐❞❡ ✇✐t❤ t❤✐s ✉s❡ ♦❢
s②♠❜♦❧s ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❲❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❛t t❤❡ s②♠❜♦❧s ✉s❡❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ s♦♠❡
♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❲❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❛t ❚❆✲s✐❞❡ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r ✲ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤
t❡♠♣♦r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ✲ s♦♠❡ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

ξSAΨ(r) = (ξ′SA/2)(−(ηSA)
2∇r

2 + (ηSA)
−2r2)Ψ(r) ✭✸✮

∇r
2 = r−(D−1)(∂/∂r)(rD−1)(∂/∂r)− ΩSAr

−2 ✭✹✮

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r t❤❡ r❛♥❣❡ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮ s❤♦✇s✳

0 < r <∞ ✭✺✮

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ s❤♦✇s✳

Ψ(r)∝(r/ηSA)
νSA exp(−r2/(2(ηSA)

2))✱ ✇✐t❤ (ηSA)
2 > 0 ✭✻✮

❚❛❜❧❡ ✼ ❞✐s❝✉ss❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t Ψ(r)✱ ΩSA✱ D✱ ❛♥❞ νSA✳ ❖✉r ✇♦r❦ ❞♦❡s
♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❡♠❜r❛❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡♥❞s t♦ ❡♠❜r❛❝❡✳

❚❛❜❧❡ ✽ ♣r♦✈✐❞❡s ❞❡t❛✐❧s t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✼✮ ❛♥❞ ✭✽✮ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✮✱ ✭✹✮✱ ❛♥❞ ✭✻✮✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ❛ss✉♠❡s✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ t❤❛t (ξ′SA/2) = 1 ❛♥❞ t❤❛t
ηSA = 1✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r t❡r♠s K❴ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ t❡r♠s V❴
✐♥❝❧✉❞❡s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡s ♦❢ (ξ′SA/2) ❛♥❞ ηSA✳ ❚❤❡ t❡r♠ V+2 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st t❡r♠
✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮✳ ❚❤❡ t❡r♠ V−2 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st t❡r♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮✳ ❚❤❡ ❢♦✉r K❴ t❡r♠s
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧s s✐❣♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t✇♦ K0❴

t❡r♠s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t♦r D + 2νSA ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮✳
❊q✉❛t✐♦♥s ✭✼✮ ❛♥❞ ✭✽✮ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ηSA ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

✽
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❚❛❜❧❡ ✽✿ ❚❡r♠s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❙❆✲s✐❞❡ P❉❊ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t (ξ′SA/2) = 1 ❛♥❞ ηSA = 1✮

❚❡r♠/ exp(−r2/2) ❙②♠❜♦❧ ❈❤❛♥❣❡ ✐♥ ◆♦♥✲③❡r♦ ✉♥❧❡ss ✳✳✳ ◆♦t❡s
❢♦r t❡r♠ ♣♦✇❡r ♦❢ r

−rνSA+2 K+2 +2 ✲ ❈❛♥❝❡❧s V+2

(D + νSA)r
νSA K0a 0 D + νSA = 0 ✲

νSAr
νSA K0b 0 νSA = 0 ✲

−νSA(νSA +D − 2)rνSA−2 K−2 −2 νSA = 0 ♦r
(νSA +D − 2) = 0

❈❛♥❝❡❧s V−2

ΩSAr
νSA−2 V−2 −2 ΩSA = 0 ❈❛♥❝❡❧s K−2

rνSA+2 V+2 +2 ✲ ❈❛♥❝❡❧s K+2

ξSA = (D + 2νSA)(ξ
′
SA/2) ✭✼✮

ΩSA = νSA(νSA +D − 2) ✭✽✮

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ Ψ(r)✳
■♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♣❡♦♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t Ψ(r) ♥♦r♠❛❧✐③❡s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❚❤❡

s②♠❜♦❧ (Ψ(r))∗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ (Ψ(r))✳

ˆ ∞

0

(Ψ(r))∗Ψ(r)rD−1dr <∞ ✭✾✮

❖✉r ✇♦r❦ ❡♠❜r❛❝❡s s♦♠❡✇❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❡♣t ✲ ❛s ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡♠❜r❛❝❡s ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✲
✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r r ✭t❤❛t ✐s✱ 0 < r < ∞ ❢♦r ♦✉r ✇♦r❦ ✈❡rs✉s 0 ≤ r < ∞ ❢♦r
♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮ ✐s ♥♦t ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r t❤✐s ❡ss❛②✳ ❋♦r ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❡ss❛②✱ ✇❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✮ ♣❡rt❛✐♥s✳ ✭❋♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r z✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ z = ℜ(z + iℑ(z) ♣❡rt❛✐♥s✳
❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ℜ(z) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ z✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ℑ(z) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ z✳
❚❤❡ s②♠❜♦❧ i ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r −1✳✮ ❲❡ t❛❦❡ t❤❡ ❧✐❜❡rt② t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ ❞❡✜♥❡s ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r ❛♥② r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r D✳

ℑ(D) = 0 ✭✶✵✮

❋♦r ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❡ss❛②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✮ ♣❡rt❛✐♥s✳

ℑ(νSA) = 0 ✭✶✶✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ D ❛♥❞ νSA ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r Ψ(r)✳
❋♦r D + 2νSA = 0✱ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❡rt❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t (ηSA)

2 → 0+✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s r❡❧❡✈❛♥t
t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r D + 2νSA = 0✱ t❤❡ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✮ s❤♦✇s ♣❡rt❛✐♥s✳ ❍❡r❡✱ x2

❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r2 ❛♥❞ 4ǫ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ (ηSA)
2✳ ✭❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✸❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✮✳✮ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥

❞♦♠❛✐♥s✱ ❜❡t✇❡❡♥ −∞ < x <∞ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮✱ ✐s ♥♦t ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❡r❡✳ ✭❖✉r ✉s❡ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❢❡❛t✉r❡s ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❝❡r♥s✱ r❡❣❛r❞✐♥❣
s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛s r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ③❡r♦✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ s♦♠❡ Ψ(r)✳✮

D + 2νSA ≥ 0 ✭✶✷✮

δ(x) = lim ǫ→0+(1/(2
√
πǫ))e−x2/(4ǫ) ✭✶✸✮

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ✈♦❧✉♠❡✲❧✐❦❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ D + 2νSA > 0✳ ❚❤❡ t❡r♠
✈♦❧✉♠❡✲❧✐❦❡ ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤❛t ✉♥❞❡r❧✐❡ ♠♦❞✲
❡❧✐♥❣✳ ✭❋♦r ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ✇♦r❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✲ ❛s ✐♥ r ♣❧✉s ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✲ ❝❛♥
❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳✮ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ D + 2νSA = 0✳
❍❡r❡✱ Ψ(r) ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ③❡r♦ ❢♦r ❛❧❧ r > 0✳ ❚❤❡ t❡r♠ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤❛t ✉♥❞❡r❧✐❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ s♦♠❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝❛s❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ νSA ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ j ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ ❛♥❞

jνSA ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♣r♦❝❡ss ❢♦r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲✐♥t❡❣❡r✲νSA ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥t♦ ✐♥t❡❣❡r✲
νSA ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❲❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❝❛s❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ D + 2νSA ≥ 0✱ j = 2✱ ❛♥❞ jνSA

✾
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❚❛❜❧❡ ✾✿ ❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✮✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t j = 2

D1 D2 D3 D4 D5 D···

· · ·
−1 −4 −10 −22 −46 · · ·
✵ −2 −6 −14 −30 · · ·
✶ ✵ · · · ◆♦t❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ D1 = 0✳
✷ ✷ · · · ✷
✸ ✹ ✻ ✶✵ ✶✽ · · ·
✹ · · · ◆♦t❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ D2 = 4✳
✺ ✽ ✶✹ ✷✻ ✺✵ · · ·
· · ·

s❛t✐s✜❡s ♦♥❡ ♦❢ jνSA = −1 ❛♥❞ jνSA = −3✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✶✼✳✮ P❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ✜♥❞ ✐♥t❡r❡st
✐♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❛s❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ j = 2✱ νSA > 0✱ jνSA ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ ❛♥❞ νSA ✐s ♥♦t ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ✭❖♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❝❛s❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ 2νSA ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ νSA ✐s ♥♦t ❛♥
✐♥t❡❣❡r✳✮

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡✲❡①♣r❡ss❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✮ ❞❡✜♥❡s✱ ❢♦r ✐♥t❡❣❡r k✱
Dk+1 ✐♥ t❡r♠s ♦❢ Dk✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✽✮✳ ✭❙♦♠❡ ✉s❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮ ♠❛② ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ ❛❜s♦r❜✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t♦r ✲ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st
t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✲ ♦❢ j−2 ✐♥t♦ t❤❡ t❡r♠ ξ′SA/2✳✮

ΩSA = (1/j2)(jνSA)((jνSA + jD1 − 2j) ✭✶✹✮

Dk+1 = j(Dk − 2) + 2 ✭✶✺✮

ΩSA = (1/j2)(jνSA)(jνSA + (j(D1 − 2) + 2)− 2) = (1/j2)(jνSA)(jνSA +D2 − 2) ✭✶✻✮

❆❞❞✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t D2 > 0 ②✐❡❧❞s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✮✳

D1 > 2(1− (1/j)) ✭✶✼✮

❆❞❞✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t D1 ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ t❤❛t j > 0 ②✐❡❧❞s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✮✳

D1 ≥ 2 ✭✶✽✮

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ j = 2✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✮ ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r D1 ≥ 2✳

D2 = 2D1 − 2 ✭✶✾✮

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ j = 2 ❛♥❞ D1 = 3✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✵✮ ♣❡rt❛✐♥s✳

D2 = 2D1 − 2 = 4 ✭✷✵✮

❚❛❜❧❡ ✾ s❤♦✇s✱ ❢♦r j = 2✱ r❡s✉❧ts D2 ❢r♦♠ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✮ ♦♥❝❡ t♦ s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ D1 ❛♥❞ r❡s✉❧ts
Dk ✭❢♦r k > 2)✮ ♦❢ r❡❛♣♣❧②✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✮✳

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r t❤❡ s✉❜✲❝❛s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ D1 = 3✱ j = 2✱ ❛♥❞
νSA = 1/2✳ ❍❡r❡✱ νSA ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧② ✭t❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮ s♦✲❝❛❧❧❡❞
t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ l~ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ l = νSA = 1/2✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✶✮ s❤♦✇s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢❛❝t♦r
✐♥ Ψ(r) = φ(r)Yl,m(θ, φ)✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✷✮ ❛♥❞ ✭✷✸✮ ♣❡rt❛✐♥✳ ■♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♣❡♦♣❧❡ ✉s❡ ♥♦t✐♦♥s
♦❢ t✇♦✲❝♦♠♣♦♥❡♥t s♣✐♥♦rs ❛♥❞ ❢♦✉r✲❝♦♠♣♦♥❡♥t s♣✐♥♦rs t♦ ❛✈♦✐❞ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦♥✲❡q✉❛❧✐t② ✐♥
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✷✮ s❡❡♠s t♦ ♣♦✐♥t✳

Y1/2,±1/2(θ, φ) = exp(±i(1/2)φ)✱ ❢♦r 0 ≤ φ ≤ 2π ✭✷✶✮

Yl,m(θ, 2π) = exp(±iπ) = −1 6= 1 = Yl,m(θ, 0) ✭✷✷✮

Yl,m(θ, j(2π)) = Yl,m(θ, 0) ✭✷✸✮

✶✵
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❚❛❜❧❡ ✶✵✿ ❙t❡♣s t♦ ❛✈♦✐❞ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✷✮ s❡❡♠s t♦ ♣♦✐♥t

P♦ss✐❜❧❡ st❡♣s
• ❯s❡ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ D1 = 3 t♦ D2 = 4✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✵✮✳✮
• ❙♣❧✐t ❛ s❡t ♦❢ ❢♦✉r ✭❛s ✐♥✱ D2 = 4✮ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐♥t♦ t✇♦ s❡ts✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳
• ❉❡✈❡❧♦♣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢
♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳

❚❛❜❧❡ ✶✶✿ ❆ ♣r♦❝❡ss ❢♦r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r D1 = D ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❢♦r D2 = D′

SA ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

❙t❡♣s
• ❈❤♦♦s❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ νSA✱ σSA✱ SSA✱ ❛♥❞ D′

SA✳
• ❉❡t❡r♠✐♥❡ ✭❛ ✜rst ✈❛❧✉❡ ♦❢✮ D ✈✐❛ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✻✮✳ ▲❡t D1 ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ♦❢ D✳
• ❊♠❜r❛❝❡ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Ψ(r) t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ✐♠♣❧✐❡s ❛♥❞ s❡t ❛♥② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥
❛♥❣✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t♦ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦♥st❛♥t✳
• ❈♦♠❜✐♥❡ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭t♦
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✭❛ s❡❝♦♥❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢✮ D ✭✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮✮ s❛t✐s✜❡s D = D′

SA✳ ▲❡t D2

❞❡♥♦t❡ t❤✐s ✭s❡❝♦♥❞✮ ✈❛❧✉❡ ♦❢ D✳ ✭❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ D2 ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ D1✳✮
• ❚❤❡r❡❜②✱ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ Ψ(r) t❤❛t ✭♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞✮ ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ D′

SA

❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❚❛❜❧❡ ✶✵ ❧✐st st❡♣s ✲ ♦t❤❡r t❤❛♥ ❞❡♣❧♦②✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ s♣✐♥♦rs ✲ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t♦ ❛✈♦✐❞ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✷✮ s❡❡♠s t♦ ♣♦✐♥t✳

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ s♦♠❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✹✮ ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r s♦♠❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ σSA✱ SSA✱ ❛♥❞ D′

SA✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✺✮
r❡st❛t❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✹✮ ❛♥❞ ✭✷✺✮ ②✐❡❧❞s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✻✮✳

ΩSA = σSASSA(SSA +D′
SA − 2)✱ ❢♦r σSA = ±1 ✭✷✹✮

D = 2− νSA + (νSA)
−1ΩSA ✭✷✺✮

D = 2− νSA + (νSA)
−1σSASSA(SSA +D′

SA − 2) ✭✷✻✮

❚❛❜❧❡ ✶✶ s❤♦✇s ❛ ♣r♦❝❡ss ❢♦r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r D1 = D ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥t♦
❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r D2 = D′

SA ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✻✮✳✮ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❞❡♣❧♦② s♦♠❡
❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡♠❜r❛❝❡s✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✼✳✮

❲❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ ✉s✐♥❣ P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s ❚❆✲s✐❞❡ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ ❙❆✲s✐❞❡ ❛s♣❡❝ts✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs APDE

TA ❛♥❞ APDE
SA ✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ Ψ(t, r) ❞❡♥♦t❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

APDE
TA Ψ(t, r) = ξTAΨ(t, r) = (ξ′TA/2)(−(ηTA)

2∇t
2 + (ηTA)

−2t2)Ψ(t, r) ✭✷✼✮

∇t
2 = t−(DTA−1)(∂/∂t)(tDTA−1)(∂/∂t)− ΩTAt

−2 ✭✷✽✮

APDE
SA Ψ(t, r) = ξSAΨ(t, r) = (ξ′SA/2)(−(ηSA)

2∇r
2 + (ηSA)

−2r2)Ψ(t, r) ✭✷✾✮

∇r
2 = r−(DSA−1)(∂/∂r)(rDSA−1)(∂/∂r)− ΩSAr

−2 ✭✸✵✮

❋♦r ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✶✮ ♣❡rt❛✐♥s✳

0 = APDE = APDE
TA −APDE

SA ✭✸✶✮

✶✶
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❚❛❜❧❡ ✶✷✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❆▲● s♦❧✉t✐♦♥s

✭❛✮ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs

❙✐❞❡ ✵ ✶ ✷ ✸ ✹ . . . ✶✻ . . . ✷✵
❚❆ nTA0 nTA1 nTA2 nTA3 nTA4 . . . nTA16 . . . nTA20

❙❆ nSA0 nSA1 nSA2 nSA3 nSA4 . . . nSA16 . . . nSA20

✭❜✮ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ♣❛✐r✐♥❣s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻ ✶✼✱ ✶✽ ✶✾✱ ✷✵
❚❆ nTA0 nTA1✱ nTA2 . . .
❙❆ nSA0 nSA1✱ nSA2 . . .

✷✳✸✳ ❆▲● ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✷✮ s❤♦✇s ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r st❛t❡s ❢♦r ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝

♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ |❴ > ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮✳✮ ❊q✉❛t✐♦♥
✭✸✸✮ s❤♦✇s t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ r❛✐s✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✹✮ s❤♦✇s t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❧♦✇❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r✳ ■♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ n ✐s ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳

|n > ✭✸✷✮

a+|n >= (1 + n)1/2|n+ 1 > ✭✸✸✮

a−|n >= n1/2|n− 1 > ✭✸✹✮

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✷✮ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❞♦♠❛✐♥ ♦❢ n ≥ 0 t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ n ≥ −1✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✺✮ ❛♥❞ ✭✸✻✮✳ ❚❤❡
❡①t❡♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ♣❧❛②s r♦❧❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳

a+| − 1 >= 0|0 > ✭✸✺✮

a−|0 >= 0| − 1 > ✭✸✻✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✼✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✼✮✱ ✭✷✽✮✱ ✭✷✾✮✱ ❛♥❞ ✭✸✵✮✳ ❍❡r❡✱ ❳❆ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ ❚❆
❛♥❞ ❙❆✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❳❆✱ AALG

XA ✐♥❝❧✉❞❡s DXA ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳

AALG
XA = (ξ′XA/2)

DXA−1∑

ι=0

−(ηXA)
2(

d

drXAι
)2 + (ηXA)

−2(rXAι)
2 ✭✸✼✮

❋♦r ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✽✮ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ AALG
TA ❛♥❞ AALG

SA ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢
❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ q✉❛♥t✉♠ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❚❤❡ ✇♦r❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✭♦r✱ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ ❡q✉❛❧❧② ✇❡✐❣❤t❡❞✮
❛❧s♦ ♣❡rt❛✐♥s t♦ t❤❡ ♣❛✐r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ AALG

TA ❛♥❞ AALG
SA ✳ ❚❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥tr② ♣❡rt❛✐♥s✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ ❚❆✲s✐❞❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❜② ♦♥❡ r❡q✉✐r❡s ❡✐t❤❡r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❚❆✲
s✐❞❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜② ♦♥❡ ♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥❡ ❙❆✲s✐❞❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜② ♦♥❡✳ ❚❤❡ t✇♦✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥tr②
❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣ ♣❡rt❛✐♥s✳

0 = AALG = AALG
TA −AALG

SA ✭✸✽✮

❋♦r ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✽✮ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✽✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❆▲●
❛♥❛❧♦❣ t♦ P❉❊ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✶✮✳

❚❛❜❧❡ ✶✷ ♣r♦✈✐❞❡s ✇❛②s t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✽✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ❚❆ ❛♥❞ ❙❆✱ ♦♥❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❥✉st
t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ❳❆✵ t❤r♦✉❣❤ ❳❆(DXA − 1)✳ ❊❛❝❤ r❡❧❡✈❛♥t nXA

❴

✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ✭◆♦t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✷✮✳ ❆❧s♦✱
❢♦r s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✽✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t (ξ′TA/2) =
(ξ′SA/2) 6= 0✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ t❤❛t (ξ′TA/2) = (ξ′SA/2) > 0✳ P❛r❛❧❧❡❧✐♥❣
r❡s✉❧ts t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✼✮ ❛♥❞ ✭✽✮ s❤♦✇✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ❢♦r ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❛t
ηTA = ηSA = 1✳✮

✶✷
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❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✽✮ ❛♥❞ ✭✸✾✮ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
✐s♦tr♦♣✐❝ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳

AALG
XA =

DXA−1∑

ι=0

(nXAι + 1/2) ✭✸✾✮

❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✵✮ ❛♥❞ ✭✹✶✮ ❡①t❡♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✽✮✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r✱ n✱ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤
❡①❝✐t❛t✐♦♥s s❛t✐s✜❡s n ≥ 0✳

a+AALG
TA = a+AALG

SA ✭✹✵✮

a−AALG
TA = a−AALG

SA ✭✹✶✮

❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✷✮ ❛♥❞ ✭✹✸✮ ❤❛✈❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ −1 ≤ n ≤ 0✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✹✹ ✲ ✇❤✐❝❤ ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s ✲ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✹✻ ✲ ✇❤✐❝❤ ♣❡rt❛✐♥s
❢♦r ♥❡✉tr✐♥♦s✳✮ ❚❤✐s ❡ss❛② ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s ❢✉❧❧② ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✷✮
❛♥❞ ✭✹✸✮✳

b+|n >= n1/2|n+ 1 > ✭✹✷✮

b−|n >= (1 + n)1/2|n− 1 > ✭✹✸✮

❲❡ ❞✐s❝✉ss s②♠♠❡tr✐❡s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳
❚❛❜❧❡ ✶✸ s❤♦✇s s②♠❜♦❧s t❤❛t t❤✐s ❡ss❛② s✉❣❣❡sts ❛♥❞ ❣r♦✉♣s t♦ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❢❡rs✳ ❘❡✲

❣❛r❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❣r♦✉♣s✱ ❛s✐❞❡ ❢r♦♠ r♦✇s ✭✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✮ t❤❛t s❤♦✇ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
t♦ AALG

XA ♦r t❤❛t s❤♦✇ t❤❡ s②♠❜♦❧ π@0,@−1
✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s

❜❡t✇❡❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ q✉❛♥t✉♠ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❚❤❡
❧❡❢t♠♦st ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r♦✇✱ t❤❡ s②♠❜♦❧ XA ❝❛♥ ❜❡ ❚❆✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛r❡ ❚❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ♦r ❙❆✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛r❡
❙❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ χ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝❤♦✐❝❡✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ χa ♣❡rt❛✐♥s t♦
♦♥❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ nXA❴ = a✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ S1G ❞❡♥♦t❡s ❛ ❣r♦✉♣ ✇✐t❤ ♦♥❡
❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❢♦r U(1) ✐s t✇♦✳ ❖♥❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ✐♥❝r❡❛s❡s
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❛❜❧❡ s❤♦✇s n❴ ≥ 0✳
❖♥❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ❞❡❝r❡❛s❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r t❤❡
♦s❝✐❧❧❛t♦r ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❛❜❧❡ s❤♦✇s n❴ ≥ 0✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ π ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ s②♠❜♦❧ πa,b ❞❡♥♦t❡s t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ❢♦r ♦♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ a ♣❡rt❛✐♥s
t♦ t❤❡ ✜rst ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ b ♣❡rt❛✐♥s t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ a ♣❡rt❛✐♥s t♦ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ b ♣❡rt❛✐♥s t♦ t❤❡ ✜rst ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s②♠❜♦❧ πn,@−1

✱ t❤❡ U(1) s②♠♠❡tr②
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ n✳ ❯s❡ ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧ π@0,@−1

✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❝♦♥t❡①t✳ ■♥ s♦♠❡ ❝♦♥t❡①ts✱ ❛ U(1) s②♠✲
♠❡tr② ♣❡rt❛✐♥s ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ @0✳ ■♥ s♦♠❡ ❝♦♥t❡①ts✱ ♥♦ U(1) s②♠♠❡tr② ♣❡rt❛✐♥s✳
❚❤❡ s②♠❜♦❧ ❆✵✰ ❞❡♥♦t❡s π@0,@0

✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ κ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡t ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t✇♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❳❆✶ ❛♥❞ ❳❆✷✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✹✮ ❛♥❞ ✭✹✺✮ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠
♦❢ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ κ0,−1✳ ❍❡r❡✱ ❡❛❝❤ ♦❢ d ❛♥❞ e ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ❬❜❧❛♥❦❪
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t t❤❛t✱ ✐♥ t❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s t❛❜❧❡ ✸✺✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t ❛ ❜❧❛♥❦ ❝❡❧❧ ❛s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤
κ0,−1✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ SU(j)✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧s κ@−1,···,@−1

❛♥❞ κ@0,···,@0
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

s❡t ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ j ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❢♦r SU(j) ✐s
j2 − 1✳

d|nXA1 = 0✱ nXA2 = −1 > + e|nXA1 = −1✱ nXA2 = 0 > ✭✹✹✮

|d|2 + |e|2 = 1 ✭✹✺✮

❲❡ ❞✐s❝✉ss r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❢♦r s♦♠❡ SU(j) ❣r♦✉♣s✳
■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✻✮✱ gj ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ SU(j)✱ t❤❡ s②♠❜♦❧ | ❞❡♥♦t❡s t❤❡

✇♦r❞ ❞✐✈✐❞❡s ✭♦r✱ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ ♣❤r❛s❡ ❞✐✈✐❞❡s ❡✈❡♥❧②✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s②♠❜♦❧ ✄✄❈❈| ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❢♦✉r✲✇♦r❞ ♣❤r❛s❡
❞♦❡s ♥♦t ❞✐✈✐❞❡ ❡✈❡♥❧②✳ ❋♦r s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✻✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡♥❞✐♥❣ t❤❡
s❡r✐❡s SU(3)✱ SU(5)✱ · · · ❛t t❤❡ ✐t❡♠ SU(7)✳ ❋♦r s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ s❡r✐❡s SU(3)✱
SU(5)✱ SU(7)✱ ❛♥❞ SU(17) ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥✳

✶✸
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❚❛❜❧❡ ✶✸✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ s②♠❜♦❧s✱ ❣r♦✉♣s✱ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ AALG
XA

❖s❝✐❧❧❛t♦rs ❙②♠❜♦❧✭s✮ ●r♦✉♣ ●❡♥❡r❛t♦rs ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ AALG
XA

✶ χ0 S1G ✶ 1/2
✶ @0 ✲ ✲ 1/2
✶ @−1 ✲ ✲ −1/2
✶ n❴ ✭n❴ ≥ 0) U(1) ✷ n❴ + (1/2)
✷ πn,@−1

✭n ≥ 0) U(1) ✷ n
✷ π@0,@−1

U(1) ✷ ✵
✷ π@0,@−1

✲ ✲ ✵
✷ ❆✵✰✱ π@0,@0

✲ ✲ ✶
✷ π@−1,@−1

✲ −1
✷ ❬❜❧❛♥❦❪✱ κ0,−1 ✲ ✲ ✵
j κ@0,···,@0

SU(j)✱ j ≥ 2 j2 − 1 j/2
j κ@−1,···,@−1

SU(j)✱ j ≥ 2 j2 − 1 −j/2

❚❛❜❧❡ ✶✹✿ ❙♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t

❆s♣❡❝t ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
• ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✲ ❉❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳
• ▼♦t✐♦♥ ✲ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ✭❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✮ ♦r ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
✭q✉❛♥t✉♠ ♣❤②s✐❝s✮✳
• ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✲ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r✬s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ♣r❡❞✐❝t ♦r ❡①♣❧❛✐♥
♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s✳

g3|g5, g3|g7, g5|g7 g5✄✄❈❈|g9, g7✄✄❈❈|g9, g7✄✄❈❈|g11 g3|g17, g5|g17, g7|g17 ✭✹✻✮

❲❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ ✐♥✈♦❦✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❞✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s SU(3)✱ SU(5)✱ · · · ❛t t❤❡ ✐t❡♠
SU(7)✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s✱ ✇❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ ❛♥ ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ ♣❤②s✐❝s ❞❛t❛✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s✱ ✇❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ ❛♥ ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤
s②♠♠❡tr✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳

❲❡ ♥♦t❡ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ SU(j) ❣r♦✉♣s ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♣ U(1)✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✼✮ ❡❝❤♦❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ s♦♠❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❍❡r❡✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs

j1 ❛♥❞ j2 ✐s ❛t ❧❡❛st t✇♦✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ⊃ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡
s②♠❜♦❧ ✐s ❛ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧✳

SU(j1 + j2) ⊃ SU(j1)× SU(j2)× U(1) ✭✹✼✮

✷✳✹✳ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s

❚❛❜❧❡ ✶✹ s❤♦✇s s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✳ ✭❚❤✐s ❡ss❛②
❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ♠❛♥② ♥♦t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♦r ❝♦✉❧❞
♠❡❡t ♦❜❥❡❝t✐✈❡s t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✹ ♥♦t❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡①t❡♥t t♦
✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ❧❡❛❞s t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡s ♥❛t✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s❡♣❛r❛t❡ ♦♥❡ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠
t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞❡✈♦t❡s ♠✉❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞❡✜♥❡s ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥
♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s❡♣❛r❛t❡ ❛♥
❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣♦s✐tr♦♥✳ ❆♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳✮

❚❤✐s ❡ss❛② s❡❡❦s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ t❤❛t ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✲ t❤❛t
❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❚❛❜❧❡ ✶✺ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ t❡r♠s ❑▼❙ ✭♦r✱ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ s♣❛❝❡✮✱ P❋❙ ✭♦r✱ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞ s♣❛❝❡✮✱ ❛♥❞
❯▼❙ ✭♦r✱ ✉♥✐t❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s♣❛❝❡✮✳

❚❛❜❧❡ ✶✻ ❞✐s❝✉ss❡s ✉s❡s ❢♦r ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❆▲● ♠♦❞❡❧s✳
❚❛❜❧❡ ✶✼ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✲ t❤❛t t❤✐s ❡ss❛② ❞✐s❝✉ss❡s ✲ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡❞

♦♥ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s P❋❙ P❉❊ ❛♥❞ ❑▼❙ P❉❊✱ t❤✐s ❡ss❛② ✉s❡s
s②♠❜♦❧s s✉❝❤ ❛s t ❛♥❞ r t♦ ❞❡♥♦t❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ P❋❙ P❉❊ ✉s❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s②♠❜♦❧ ❞♦❡s ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❑▼❙ P❉❊ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧✳

❯▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❛s✐s t♦ ❡①♣❧♦r❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ P❋❙ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ❡ss❛② ❞♦❡s ♥♦t ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦r❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦r❡
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❚❛❜❧❡ ✶✺✿ ❑▼❙ ✭♦r✱ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ s♣❛❝❡✮✱ P❋❙ ✭♦r✱ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞ s♣❛❝❡✮✱ ❛♥❞ ❯▼❙ ✭♦r✱ ✉♥✐t❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s♣❛❝❡✮

❆s♣❡❝t
• ❚❤❡ t❡r♠ ❑▼❙ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡s t❤❡ t❤r❡❡✲✇♦r❞ t❡r♠ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ t❡r♠ ❑▼❙
r❡❢❡rs t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝❛♥ ✲ ❛♥❞✱ ✐♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♦❢t❡♥ ❞♦❡s ✲ ✉s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤❛t ♣❡♦♣❧❡
✉s❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s♣❛❝❡✲t✐♠❡✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡♥❞s t♦
✉s❡ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ t♦♣✐❝s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✶✹✳✮ ❈♦r❡
♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡♥❞s t♦ ❡♠❜r❛❝❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s✉❝❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ♥❡✇ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ♠✐❣❤t s✉♣♣❧❡♠❡♥t s✉❝❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
• ❚❤❡ t❡r♠ P❋❙ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡s t❤❡ t❤r❡❡✲✇♦r❞ t❡r♠ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ t❡r♠ P❋❙ r❡❢❡rs t♦
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡♥❞s t♦ ✉s❡ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡s✮✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✶✹✳✮ ❈♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❡♠s ♥♦t t♦ ✐♥❝❧✉❞❡✱ ❢♦r ❛t ❧❡❛st ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣ t♦ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
• ❚❤❡ t❡r♠ ❯▼❙ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡s t❤❡ t❤r❡❡✲✇♦r❞ t❡r♠ ✉♥✐t❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ t❡r♠ ❯▼❙ r❡❢❡rs t♦
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❡♠❜r❛❝❡s ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤✱ ❛t ❧❡❛st✱ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡♥❞s t♦ ✉s❡ ❯▼❙ ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦ ❛❞❞r❡ss t♦♣✐❝s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ♣❡rt❛✐♥s
r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦t✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ ♥♦t❡ t❛❜❧❡ ✶✹✳✮
❯♥✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❡♠s t♦ s✉❣❣❡st ✲ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✈✐❛ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ t❤❡♦r② ♦❢
❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✲ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s✐r❛❜✐❧✐t② ❢♦r ♣❡♦♣❧❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ♥♦t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❯▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❚❛❜❧❡ ✶✻✿ ❯s❡s ❢♦r ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❆▲● ♠♦❞❡❧s

❯s❡
• ❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❆▲● ♠♦❞❡❧s ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡❛♥s t♦ ❡①t❡♥❞ ❛♥❞ ❝❛t❛❧♦❣ r❡s✉❧ts ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✲ t❤❛t ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❉❊ ♠♦❞❡❧s ♦✉t♣✉t✳
• ❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❆▲● ♠♦❞❡❧s s✉❣❣❡st ♠❡❛♥s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛s♣❡❝ts
t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✹ ❞✐s❝✉ss❡s✳

❚❛❜❧❡ ✶✼✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s

❚②♣❡ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ■♥t❡❣❡r 2ν ■♥t❡❣❡r n
✭♣❡rt❛✐♥s r❡ P❉❊✮ ✭♣❡rt❛✐♥s r❡ ❆▲●✮

❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❋❙ 2ν < 0 n ≥ −1
❈♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ 2ν ≥ 0✱ ❡✈❡♥ n ≥ 0
❯♥✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ 2ν ≥ 0✱ ❡✈❡♥ n ≥ 0
❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ 2ν ≥ 0✱ ❡✈❡♥ n ≥ 0
❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❆▲● ♠♦❞❡❧s ❯▼❙ ✲ 0 ≥ n ≥ −1
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♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❋❙ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ s✉❣❣❡st t❤❛t s♦♠❡ s✉❝❤ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❢❡❛t✉r❡ ❧✐♥❦✐♥❣ P❋❙
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✈✐❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ❝♦♥❝❡♣ts s✉❝❤ ❛s ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡s✱ t❛♥❣❡♥t s♣❛❝❡s✱
♦r s②♠♣❧❡❝t✐❝ ❣❡♦♠❡tr②✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹❪✳✮ ❖♥❡ ❝♦♥❝❡♣t ♠✐❣❤t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t P❋❙ P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② t♦ ❛ t❛♥❣❡♥t s♣❛❝❡ t♦ ❛ s♣❛❝❡ t❤❛t
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❖♥❡ ❝♦♥❝❡♣t ♠✐❣❤t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t P❋❙
P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② t♦ ❛ t❛♥❣❡♥t s♣❛❝❡ t♦ ❛ s♣❛❝❡ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ♣❤❛s❡
s♣❛❝❡ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲♠♦♠❡♥t✉♠ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ P❡r t❛❜❧❡ ✶✼✱ ✇❡
s✉❣❣❡st t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✉s❡ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❆▲● ♠♦❞❡❧s ❛s ❜❛s❡s ❢♦r ❡①♣❧♦r✐♥❣ s✉❝❤ ❝♦♥❝❡♣ts✳

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛❜♦✉t ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ❡ss❛② ❞✐s❝✉ss❡s✳
●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡♠❜r❛❝❡s ♠♦t✐♦♥ ✈✐❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ♠♦t✐♦♥✲❝❡♥tr✐❝ ❝♦♥s❡r✈❛✲

t✐♦♥ ❧❛✇s ❛♥❞ ✈✐❛ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♠♦t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s❡s✱
❛t ❧❡❛st ✐♥❞✐r❡❝t❧②✱ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s❡s P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠❛t❝❤
❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ✉s❡s ♦❢ ❑▼❙
♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠♦❞❡❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝ts✳

❑▼❙ P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ❢❡❛t✉r❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦r r❛❞✐❛❧ ♣❧✉s ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ P❋❙ P❉❊
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s r❛❞✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣
❢♦r ✇❤✐❝❤ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡✳ ❊❛❝❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ P❋❙ ν < 0 s♦❧✉t✐♦♥
♥♦r♠❛❧✐③❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐s ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❧❛r❣❡✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡s t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ❚❆✲s✐❞❡ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡
t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ t❡♠♣♦r❛❧ ❛s♣❡❝ts✳ ❚❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ t❡♠♣♦r❛❧ ❛s♣❡❝ts ❡❝❤♦❡s ♥♦t✐♦♥s ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ ❛s♣❡❝ts
♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✉s❡s s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ t❡♠♣♦r❛❧ ❛s♣❡❝ts
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡s t❤❡
♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ❙❆✲s✐❞❡ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ s♣❛t✐❛❧ ❛s♣❡❝ts✳ ❚❤❡
t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ s♣❛t✐❛❧ ❛s♣❡❝ts ❡❝❤♦❡s ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t
✉s❡s s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ s♣❛t✐❛❧ ❛s♣❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

✷✳✺✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ♦r❣❛♥✐③❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝ts

❲❡ ❞✐s❝✉ss ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♦r❣❛♥✐③❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧✐③❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡
♠❡t❤♦❞ ✐ts❡❧❢ ♠✐❣❤t ♣♦✐♥t t♦ ✐♥s✐❣❤t ❛❜♦✉t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛❜♦✉t ♥❛t✉r❡✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡
✶✶✶✳✮ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ ✇❡ tr❡❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛s✱ ✐♥ ❡ss❡♥❝❡✱ ❛♥ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❛s❡s ✐♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t SU(17) s②♠♠❡tr② ♠✐❣❤t ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❛s❡s
✐♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✶✼ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ SU(17) s②♠♠❡tr②✳ ✭❙❡❡
t❛❜❧❡ ✶✸✳✮

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❛s❡s ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✷❜✳ ❲❡ ❧❛❜❡❧ t❤❡ ✶✼ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛s ❍❖✶✱ ❍❖✷✱ ✳✳✳✱ ❛♥❞ ❍❖✶✼✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✼✮✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠s ❯▼❙ ❛♥❞ ❆▲●✳
❚❛❜❧❡ ✶✽ ♥♦t❡s ❛s♣❡❝ts ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ s♦♠❡ t②♣❡s ♦❢ s②♠♠❡tr✐❡s ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳ Pr♦♣♦s❡❞

♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s t❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts ✇✐t❤ ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ t❡r♠s ❡①❛❝t
s②♠♠❡tr②✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr②✱ ❛♥❞ ♥♦ s②♠♠❡tr② ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✇✐t❤
❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡♣r✐s❡s ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✽ s❤♦✇s✳ ❆♥ ❡❧❡❝tr♦♥✱
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛❝t s②♠♠❡tr② r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡✳ ❆♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛
r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡✳ ❋♦r ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❛♥❞ ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛❧❧ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡✱ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❢❡r♠✐♦♥
t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❣❡ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❋♦r t❤❛t ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ✲ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❢❡r♠✐♦♥ ✲ ♣❡rt❛✐♥s✳
❙✉♣♣♦s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❛ ❲ ❜♦s♦♥✳ ❚❤❡ ❲ ❜♦s♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♥♦
s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ✇✐t❤ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡✳ ■❢ t❤❡ ❲ ❜♦s♦♥ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❲
❜♦s♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t♦ ❛ ♥❡✉tr✐♥♦✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ③❡r♦ ❝❤❛r❣❡✳ ❍❡r❡✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱
t❤❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❲ ❜♦s♦♥ r❡❜✉ts t❤❡ r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✶✾ ❞✐s❝✉ss❡s ❛s♣❡❝ts r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♦r❣❛♥✐③❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳
❚❛❜❧❡ ✷✵ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♣r❡✈✐❡✇s ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳
❚❛❜❧❡ ✷✶ ♣♦s✐ts ❛s♣❡❝ts ✲ ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦❢ ♥❛t✉r❡ ✲ t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❙▼✻❛ ❛♥❞

❙▼✻❜ s②♠♠❡tr✐❡s✳

✸✳ ❘❡s✉❧ts✿ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

❚❤✐s ✉♥✐t ♣r❡❞✐❝ts ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ ②❡t t♦ ✜♥❞✳

✶✻
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❚❛❜❧❡ ✶✽✿ ❆s♣❡❝ts ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ s♦♠❡ t②♣❡s ♦❢ s②♠♠❡tr✐❡s ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s

❆s♣❡❝t
• ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♣❡rt❛✐♥✳

❙②♠♠❡tr② ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❊①❛❝t ❘❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s
❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❘❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t
◆♦ ◆♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②

• ❙②♠♠❡tr✐❡s r❛♥❦ ❛s ❢♦❧❧♦✇s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡①❛❝t♥❡ss✳ ❆♥ ❡①❛❝t s②♠♠❡tr② ✐s ♠♦r❡ ❡①❛❝t t❤❛♥ ❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr②✳ ❆♥ ❡①❛❝t s②♠♠❡tr② ✐s ♠♦r❡ ❡①❛❝t t❤❛♥ ♥♦ s②♠♠❡tr②✳ ❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
s②♠♠❡tr② ✐s ♠♦r❡ ❡①❛❝t t❤❛♥ ♥♦ s②♠♠❡tr②✳
• ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✐♥t❡rr❡❧❛t❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ◆♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❛❦❡s ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦✈❡r r❡❜✉tt❛❜❧❡
s♦♠❡✇❤❛t✳ ◆♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❛❦❡s ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦✈❡r r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s✳ ❘❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t t❛❦❡s
♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦✈❡r r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s✳
• ❋♦r ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❡❛st ❡①❛❝t s②♠♠❡tr② t❤❛t ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛♥② ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡ ♦r ♦❜❥❡❝t ♣❡rt❛✐♥s✳
• ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣❤♦t♦♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥t❡♥❝❡s
♣❡rt❛✐♥✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ π@0,@−1

❡①❛❝t s②♠♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r❡❜✉tt❛❜❧❡
❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❝❤❛r❣❡✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ π@0,@−1

❡①❛❝t s②♠♠❡tr②✱
✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❝❤❛r❣❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❝❤❛r❣❡✳ ❚❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡❧②
❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥✳
• ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❲ ❜♦s♦♥✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥t❡♥❝❡s ♣❡rt❛✐♥✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ π@0,@−1

❡①❛❝t s②♠♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❝❤❛r❣❡✳ ❚❤❡ ❲ ❜♦s♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛
κ@0,@−1

♥♦ s②♠♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❝❤❛r❣❡✳ ❚❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❝❤❛r❣❡✳ ❚❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s
❛ ♥❡✉tr✐♥♦✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ③❡r♦ ❝❤❛r❣❡✳

❚❛❜❧❡ ✶✾✿ ❆s♣❡❝ts r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♦r❣❛♥✐③❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts

❆s♣❡❝t
• ❆ U(1) s②♠♠❡tr② ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ q✉❛♥t✐t② ✭s✉❝❤ ❛s ❝❤❛r❣❡✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇ ♣❡rt❛✐♥s ❛❝r♦ss ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② s✉♠s ❛❝r♦ss ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝ts ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✮ t❤❛t ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧❛r❣❡r ♦❜❥❡❝t ✐♥❝❧✉❞❡s✳ ❆♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥ s❤❡❞ ♦r ❣❛✐♥
❛♠♦✉♥ts ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t②✳
• ❆♥ SU(2) s②♠♠❡tr② ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ tr✐♦ ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❢♦r ❛s♣❡❝ts t❤❛t s✉♠✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝❤❛r❣❡✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡✱ ③❡r♦
❝❤❛r❣❡✱ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s✉♠ ✲ ❛❝r♦ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✲ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥❡t ❝❤❛r❣❡ ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ s✉♠s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣
♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡✐t❤❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦r ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r t❤❛t ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦r ✇✐t❤ t❤r❡❡
s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❛♥② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ♠♦♠❡♥t❛ ✈❡❝t♦rs✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s✉♠ ✲
❛❝r♦ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✲ t❤❛t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✳
• ❆ U(1) s②♠♠❡tr② ♠✐❣❤t ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇✳ ❆♥ SU(2)
s②♠♠❡tr② ♠✐❣❤t ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ tr✐♦ ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❆ ♣❛✐r✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡ s✉❝❤ U(1)
s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ♦♥❡ s✉❝❤ SU(2) s②♠♠❡tr② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s②♠♠❡tr② t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ s✐① ❣❡♥❡r❛t♦rs
❛♥❞ t❤❛t ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ ❛ ♣❤②s✐❝s ♣r♦♣❡rt②✳ ❙✉❝❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s s❡❡♠ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡
❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ♠❛ss✳
• ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ✸▲❇ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ t✐♠❡s t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ♠✐♥✉s ❜❛r②♦♥
♥✉♠❜❡r✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ♠✐♥✉s ❜❛r②♦♥
♥✉♠❜❡r ✐s ❛ ❝♦♥s❡r✈❡❞ q✉❛♥t✐t②✳
• ❚❤❡ s❡r✐❡s ♦❢ s②♠❜♦❧s ✷●✱ ✹●✱ ✻●✱ ❛♥❞ ✽● ❞❡♥♦t❡s ❢♦✉r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧s ❝♦rr❡❧❛t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✭s♣✐♥✲♦♥❡✮ ♣❤♦t♦♥ ✭✇❤✐❝❤
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮✱ ❛ ✭s♣✐♥✲t✇♦✮ ❣r❛✈✐t♦♥
✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮✱ ❛
s♣✐♥✲t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦t ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣✮✱ ❛♥❞ ❛ s♣✐♥✲❢♦✉r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞
♥♦t ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮✳

✶✼
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❚❛❜❧❡ ✷✵✿ ❆ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♦r❣❛♥✐③❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✭✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ❍❖ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ ♣❤r❛s❡
❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✮

✭❛✮ ❙t❡♣s t❤❛t ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✭✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s✮

❍❖ r❛♥❣❡ j1 + j2 j1 j2 ❍❖ r❛♥❣❡ r❡j1 ❍❖ r❛♥❣❡ r❡j2 ❯s❡ ♦❢ U(1)
✶✲✶✼ ✶✼ ✽ ✾ ✶✲✽ ✭❞❡❢❡rr❡❞✮ ✾✲✶✼ ✭❞❡❢❡rr❡❞✮ ✭❞❡❢❡rr❡❞ t♦ ✶✲✷✮
✶✲✽ ✽ ✹ ✹ ✶✲✷❀ ✼✲✽ ✭❞❡❢❡rr❡❞✮ ✸✲✻ ✭❞❡❢❡rr❡❞✮ ❈♦♥s ♦❢ ❡♥❡r❣②

✶✲✷❀ ✼✲✽ ✹ ✷ ✷ ✶✲✷ ❈♦♥s ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ✼✲✽ ❈♦♥s ♦❢ ✸▲❇ ❈♦♥s ♦❢ ✸▲❇
✸✲✻ ✹ ✷ ✷ ✸✲✹ ▼❛ss✱ ❙▼✻❛ SU(2) ✺✲✻ ●❡♥❡r❛t✐♦♥s ✸✲✹ ❙▼✻❛ U(1)
✾✲✶✼ ✾ ✺ ✹ ✾✲✶✵❀ ✶✺✲✶✼ ✭❞❡❢❡rr❡❞✮ ✶✶✲✶✹ ✭❞❡❢❡rr❡❞✮ ✭❞❡❢❡rr❡❞ t♦ ✶✶✲✶✷✮

✾✲✶✵❀ ✶✺✲✶✼ ✺ ✸ ✷ ✾✲✶✵❀ ✶✼ ❙■ SU(3) ✶✺✲✶✻ ❙▼✻❜ SU(2) ✶✺✲✶✻ ❙▼✻❜ U(1)
✶✶✲✶✹ ✹ ✷ ✷ ✶✶✲✶✷ ❈♦♥s ♦❢ ❛♥❣ ♠♦♠ ✶✸✲✶✹ ❈♦♥s ♦❢ ♠♦♠ ❈♦♥s ♦❢ ♠♦♠

✭❜✮ ❙♦♠❡ ♥♦t❡s

◆♦t❡
• ❊❛❝❤ ♦♥❡✲✇♦r❞ ✐t❡♠ ✭❞❡❢❡rr❡❞✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ ❧❛t❡r r♦✇ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✵❛ ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r t❤❡ ❍❖ r❛♥❣❡✳
• ❊❛❝❤ ♠✉❧t✐✲❡❧❡♠❡♥t ✐t❡♠ ✭❞❡❢❡rr❡❞ t♦ k1✲k2✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ ❧❛t❡r r♦✇ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❍❖ r❛♥❣❡
k1✲k2 ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ U(1) s②♠♠❡tr② ♣❡rt❛✐♥s t♦ t❤❡ k1✲k2 ❍❖ r❛♥❣❡✳
• ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❡❧❡♠❡♥t ✐t❡♠ ✶✲✷❀ ✼✲✽ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❢♦✉r ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✶✱ ✷✱ ✼✱ ❛♥❞ ✽✳
• ❈♦♥s ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✇♦r❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳
• ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐t❡♠ ✸✲✹ ▼❛ss✱ ❛ ♣r♦♣❡rt② ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ✐s r❡st ♠❛ss ✭♦r ✲ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ✲
r❡st ❡♥❡r❣②✮✳
• ❚❤❡ ✐t❡♠s ✸✲✹ ❙▼✻❛ SU(2) ❛♥❞ ✸✲✹ ❙▼✻❛ U(1) ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐① ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ ❛♥
SU(2)× U(1) s②♠♠❡tr②✳
• ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐t❡♠ ✺✲✻ ●❡♥❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ✐s ❢r❡❡❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ✭♦r✱
❡♥❡r❣② ❛❜♦✈❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✮✳
• ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✲ ❢♦r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝t ✲ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ r❡st ❡♥❡r❣② ✭♦r✱
r❡st ♠❛ss t✐♠❡s c2 ✲ ✐♥ ✇❤✐❝❤ c ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✮ ♠✐♥✉s ❢r❡❡❛❜❧❡ ❡♥❡r❣②✳
• ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❡❧❡♠❡♥t ✐t❡♠ ✾✲✶✵❀ ✶✺✲✶✼ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✜✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✾✱ ✶✵✱ ✶✺✱ ✶✻✱ ❛♥❞ ✶✼✳
• ❚❤❡ ❙■ SU(3) ✐t❡♠ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ SU(3) s②♠♠❡tr②✳
• ❚❤❡ ✐t❡♠s ✶✺✲✶✻ ❙▼✻❜ SU(2) ❛♥❞ ✶✺✲✶✻ ❙▼✻❜ U(1) ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐① ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ ❛♥
SU(2)× U(1) s②♠♠❡tr②✳
• ❚❤❡ t✇♦✲❡❧❡♠❡♥t ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❣ ♠♦♠ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡s t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ ♣❤r❛s❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳
• ❚❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ♠♦♠ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡s t❤❡ ✇♦r❞ ♠♦♠❡♥t✉♠✳

✭❝✮ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦t❡s

◆♦t❡
• ■♥ t❛❜❧❡ ✷✵❛✱ ❍❖ r❛♥❣❡ ✶✲✷ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ✷● ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤
❝❤❛r❣❡✳
• ■♥ t❛❜❧❡ ✷✵❛✱ ❍❖ r❛♥❣❡ ✸✲✹ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r❡st ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ✹● ✐♥t❡r❛❝ts
✇✐t❤ r❡st ❡♥❡r❣②✳
• ■♥ t❛❜❧❡ ✷✵❛✱ ❍❖ r❛♥❣❡ ✺✲✻ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❢r❡❡❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ✻● ✐♥t❡r❛❝ts
✇✐t❤ ❢r❡❡❛❜❧❡ ❡♥❡r❣②✳
• ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ SU(2) t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❙▼✻❛ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✺✽❛✳✮ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ s❡❡♠✐♥❣❧②
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✲ ❜✉t ♥♦t ❡①❛❝t ✲ s②♠♠❡tr② t❤❛t ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❧❡♣t♦♥s✳ ✭❙❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✾✻✳✮
• ■♥ t❛❜❧❡ ✷✵❛✱ ❍❖ r❛♥❣❡ ✼✲✽ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✸▲❇ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ✽● ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ✸▲❇✳
• ❚❤❡ t✇♦✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ●✲❢❛♠✐❧② ♣❤②s✐❝s ✐♥❝❧✉❞❡s ✷●✱ ✹●✱ ✻●✱ ❛♥❞ ✽●✳ ❚❤❡ t❡r♠ ●✲❢❛♠✐❧② ♣❤②s✐❝s
❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❜♦s♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
• ■♥ t❛❜❧❡ ✷✵❛✱ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐♥ t❤❡ ❍❖ r❛♥❣❡ ✾✲✶✼ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡✢❡❝t ●✲❢❛♠✐❧②
♣❤②s✐❝s✳ P❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❡①♣❧♦r❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❣♦✈❡r♥✐♥❣ s✉❝❤ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✳
❲✐t❤♦✉t s✉❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✳
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❚❛❜❧❡ ✷✶✿ ❆s♣❡❝ts ✲ ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦❢ ♥❛t✉r❡ ✲ t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❙▼✻❛ ❛♥❞ ❙▼✻❜ s②♠♠❡tr✐❡s

✭❛✮ ❆s♣❡❝ts

❆s♣❡❝t
• ❙✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ✭❛♥❞ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝❤❛r❣❡✮✳
• ❙✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❡①❝❡♣t Σ● ✭♦r✱ ●✲❢❛♠✐❧②✮ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭❙❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✷●✱ ✹●✱ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤ ✲ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✾ ❛♥❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✵❝✳✮
• ❙✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ ❣r❛✈✐t②✳
• ❙✐① ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡✳

✭❜✮ ◆♦t❡s

◆♦t❡
• Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡①♣❧♦r❡s t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐s♦♠❡rs✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❜②
s②♠❜♦❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P❘ιI■❙P✱ ✇✐t❤ ✲ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✲ ιI = 1✱ ιI = 6✱ ❛♥❞
ιI = 36✳ ❚❤❡ t✇♦ ❧❡tt❡rs P❘ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡ t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ♣❤②s✐❝s✲r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ι
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ ♣❤r❛s❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢✳ ❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣t I ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❞ ✐s♦♠❡rs✳
❚❤❡ t❤r❡❡ ❧❡tt❡rs ■❙P ❛❜❜r❡✈✐❛t❡ t❤❡ ❢♦✉r✲✇♦r❞ ♣❤r❛s❡ ✐s♦♠❡rs ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭❚❤❡ t✇♦✲✇♦r❞
t❡r♠ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡♥♦t❡s ❛❧❧ ✲ ❡①❝❡♣t ❣❧✉♦♥s ❛♥❞ ●✲❢❛♠✐❧② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✲ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts✳ ❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✷✸✳ ❊❛❝❤ ✐s♦♠❡r ♦❢
s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ✐s♦♠❡r ♦❢ ❣❧✉♦♥s✳✮
• ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❝❛s❡ P❘✶■❙P ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✲ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ✲ ♦♥❡ ✐s♦♠❡r✳ ❈♦r❡
♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts✳
❈♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ P❘✶■❙P✳
• ❲❡ ✐♥✈♦❦❡ ❙▼✻❛ s②♠♠❡tr②✳
• ❲❡ s❛② t❤❛t ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❡①❝❡♣t ●✲❢❛♠✐❧② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✲ P❘✻■❙P
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ s✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ P❘✶■❙P✳ P❘✻■❙P ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ ❝❤❛r❣❡
❛♥❞ ♦♥❡ ✐s♦♠❡r ♦❢ ♠❛ss✳ ❚❤❡ ♦♥❡ ✐s♦♠❡r ♦❢ ♠❛ss ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ✐s♦♠❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t②✳
❚❤❡ s✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ P❘✶■❙P ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✈✐❛ ❛t ❧❡❛st ✭♦♥❡ ❛s♣❡❝t ♦❢✮ ❣r❛✈✐t②✳
✭❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❣r❛✈✐t② ❞♦ ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t ❛❧❧ s✐① ✐s♦♠❡rs t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❛❜❧❡ ✾✸✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❝♦♥♥❡❝t ❛❧❧ s✐① ✐s♦♠❡rs t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❙❡❡✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✾✸✳✮ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧s s❡❡♠ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♦❜s❡r✈❡❞ r❛t✐♦s ✲ ♦❢
❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❡✛❡❝ts t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❡✛❡❝ts ✲ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❘✶■❙P ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❡♠ ♥♦t t♦ ❡①♣❧❛✐♥✳
• ❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ✐♥✈♦❦❡ ❙▼✻❜ s②♠♠❡tr②✳
• ❲❡ s❛② t❤❛t ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❡①❝❡♣t ●✲❢❛♠✐❧② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✲ P❘✸✻■❙P
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ s✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ P❘✻■❙P✳ P❘✸✻■❙P ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✸✻ ✐s♦♠❡rs ♦❢ ❝❤❛r❣❡
❛♥❞ s✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ ♠❛ss✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐s♦♠❡rs ♦❢ ♠❛ss ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ✐s♦♠❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t②✳
❚❤❡ s✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ P❘✻■❙P ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✈✐❛ ✭s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢✮ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✳ ❚❤❡
s✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ P❘✻■❙P ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✈✐❛ ❣r❛✈✐t②✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❘✸✻■❙P
♠♦❞❡❧s ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✭❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r r❛t✐♦s ♦❢ ❞❡♥s✐t② ♦❢
❞❛r❦ ❡♥❡r❣② t♦ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❧✉s ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳
• ❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ✐♥✈♦❦❡ ❙▼✻❜ s②♠♠❡tr②✳
• ❙✐① ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡✿ ❚❛❜❧❡ ✷✵❛ ❝♦rr❡❧❛t❡s t❤❡ t❤r❡❡✲♦s❝✐❧❧❛t♦r ❍❖ r❛♥❣❡ ✾✱ ✶✵✱ ❛♥❞
✶✼ ✇✐t❤ ❛♥ SU(3) s②♠♠❡tr② t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❝♦rr❡❧❛t❡s✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡ r❡❞✱ t❤❡ ❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡ ❜❧✉❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡
❣r❡❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥❡ ♦❢ t❤r❡❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✻✾✳✮ P♦ss✐❜❧②✱ ❛
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s②♠♠❡tr② ✲ πr,b,g ✲ ❤❛s ♣❤②s✐❝s r❡❧❡✈❛♥❝❡✳
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❚❛❜❧❡ ✷✷✿ ❯s❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡

✭❛✮ ❱♦❝❛❜✉❧❛r② r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❝♦♥s✐❞❡r ❛s s❡tt❧❡❞

◆♦t❡
• ❚❤✐s ❡ss❛② ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❡❛❝❤ q✉❛r❦ ❝♦rr❡❧❛t❡s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤r❡❡
❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡s✱ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳

✭❜✮ ❆s♣❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✉♥✐✈❡rs❛❧ t❤r♦✉❣❤♦✉t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❆s♣❡❝t
• Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts s♦♠❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str♦♥❣ ❢♦r❝❡
✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧②
✐♥✈♦❧✈❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❊①❛♠♣❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✷❏ ❜♦s♦♥s ✭♦r✱ ❥❛② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✮ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ❛ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str♦♥❣
❢♦r❝❡✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✵P ❜♦s♦♥ ✭♦r✱ ♣✐❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡✮ ♠✐❣❤t
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✈✐rt✉❛❧ ♣✐♦♥s✱ ❛ ❨✉❦❛✇❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛♥❞ ❛♥
❛ttr❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str♦♥❣ ❢♦r❝❡✳
• Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts s♦♠❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❡r♠s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✜✈❡✲✇♦r❞ t❡r♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡
q✉❛♥t✉♠ ✈❛❝✉✉♠✳ ❊①❛♠♣❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡ s♦♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✵■ ❜♦s♦♥ ✭♦r✱ ❛②❡
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡✮ ❛♥❞ s♦♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✷❏ ❜♦s♦♥s✳

✭❝✮ P♦❧✐❝② r❡❣❛r❞✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡

❆s♣❡❝t
• ❚❤✐s ❡ss❛② ✉s❡s t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ s♦ ❛s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❛s♣❡❝ts ✲ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✵■✱ ✵P✱ ❛♥❞ ✷❏ ❜♦s♦♥s ✲ t♦ ✇❤✐❝❤ t❛❜❧❡ ✷✷❜ ❛❧❧✉❞❡s✳

✸✳✶✳ ❙✉♠♠❛r②✿ ❛ t❛❜❧❡ ♦❢ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ s✉❣❣❡st❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

❲❡ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♠✐❣❤t ❞❡♣❡♥❞✱ t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ ♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞
✈♦❝❛❜✉❧❛r② t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✉s❡✳

❚❛❜❧❡ ✷✷ ❞✐s❝✉ss❡s ✉s❡ ✲ ✐♥ t❤✐s ❡ss❛② ✲ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❛❜❧❡ ✷✷❛ ❞✐s❝✉ss❡s
✈♦❝❛❜✉❧❛r② r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❝♦♥s✐❞❡r ❛s s❡tt❧❡❞✳ ❚❛❜❧❡ ✷✷❜ ❞✐s❝✉ss❡s ❛s♣❡❝ts t❤❛t
❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✉♥✐✈❡rs❛❧ t❤r♦✉❣❤♦✉t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❆s♣❡❝ts t❤❛t t❛❜❧❡
✷✷❜ ♠❡♥t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡❧❛t❡ ❞✐r❡❝t❧②
✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s✳ ❚❛❜❧❡ ✷✷❝ st❛t❡s ♣♦❧✐❝② t❤❛t t❤✐s ❡ss❛② ❢♦❧❧♦✇s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡
t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡✳

❚❛❜❧❡ ✷✸ ❝❛t❛❧♦❣s ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❝♦❣♥✐③❡s ♦r t❤❛t ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts✳ ✭❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❝♦❣♥✐③❡s✳✮ ❊❛❝❤ r♦✇ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ✷✸❛ ❢❡❛t✉r❡s ♦♥❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s♣✐♥ S✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ S ❞❡♥♦t❡s
s♣✐♥✱ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ~✳ ✭❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ S ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ S ✐♥ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ S(S+1)~2✳✮
❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ Σ = 2S ♣r♦✈✐❞❡s ❢♦r ♥✉♠❜❡rs Σ t❤❛t ❛r❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Σ ❛♣♣❡❛rs
❛s t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ t✇♦✲❡❧❡♠❡♥t s②♠❜♦❧ ΣΦ✳ ❚❤❡ ❧❡tt❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ Φ ❞❡♥♦t❡s ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❢❛♠✐❧②
♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ΣΦ ❞❡♥♦t❡s ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s✉❜❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ m=̀0 ❞❡♥♦t❡s ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ③❡r♦❧✐❦❡ ♠❛ss✳ ❙♦♠❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❝♦rr❡❧❛t❡ ♥❡✉tr✐♥♦s
✇✐t❤ s♠❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛ss❡s✳ ❙♦♠❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❝♦rr❡❧❛t❡ ♥❡✉tr✐♥♦s ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❛ss❡s✳ ❚❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ m>̀0 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♠❛ss ❜❡✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ ❛❧❧ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐♥ ❛❧❧ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❆ ♥✉♠❜❡r ✭♥✮ ❞❡♥♦t❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆ ♥✉♠❜❡r ✭✭♥✮✮ ❞❡♥♦t❡s ❛
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✷✸❜ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐t❡♠s t❤❛t t❛❜❧❡ ✷✸❛ ❧✐sts✳ ❚❛❜❧❡
✷✻❝ ❛❧❧✉❞❡s t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t t❛❜❧❡ ✷✸ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ❡ss❛②
❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s✳ ❋♦r s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ ②❡t t♦ ✜♥❞✱ t❛❜❧❡ ✷✸❜ s❤♦✇s ♥❛♠❡s t❤❛t
t❤✐s ❡ss❛② s✉❣❣❡sts✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ Σmax✱ s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✽✮ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✾✮✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ♣❡rt❛✐♥ t♦ ❡❛❝❤ ❡♥tr② ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✸ ♦t❤❡r t❤❛♥ ●✲❢❛♠✐❧②
❡♥tr✐❡s ❛♥❞ ❯✲❢❛♠✐❧② ❡♥tr✐❡s✳ ❲❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ r♦♦t ❢♦r❝❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ●✲❢❛♠✐❧② ❡♥tr② ✐♥
t❛❜❧❡ ✷✸ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❯✲❢❛♠✐❧② ❡♥tr② ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✸✳ ❚❤✐s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞ r♦♦t r❡✢❡❝ts t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t
s♦♠❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❉❊ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❛s❡s ✐♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙
❛s♣❡❝ts ♦❢ r♦♦t ❢♦r❝❡s✱ ♦✉t♣✉ts s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ s✉❣❣❡st❡❞ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭❙❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✽✮✳ ❚❤✐s ❡ss❛② ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s✉❣❣❡st ♣❤②s✐❝s ♠❡❛♥✐♥❣ ❢♦r s✉❝❤
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❚❛❜❧❡ ✷✸✿ ❊❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✭♦r s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ r♦♦t ❢♦r❝❡s✮

✭❛✮ ❙✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ r♦♦t ❢♦r❝❡s ✭✇✐t❤ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ♥❛♠❡s
♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡s✮

❙♣✐♥ ✭S✮ Σ m>̀0 m=̀0
✵ ✵ ✵❍ ✭✶✮✱ ✵P ✭✶✮ ✵■ ✭✶✮

1/2 ✶ ✶❈ ✭✸✮✱ ✶◗ ✭✻✮ ✶◆ ✭✸✮✱ ✶❘ ✭✻✮
✶ ✷ ✷❲ ✭✷✮✱ ✷❚ ✭✹✮ ✷❏ ✭✸✮
✶ ✷ ✷● ✭✭✷✮✮✱ ✷❯ ✭✽✮
✷ ✹ ✹● ✭✭✷✮✮
✸ ✻ ✻● ✭✭✷✮✮
. . . . . . . . .

Σmax/2 Σmax Σmax● ✭✭✷✮✮

✭❜✮ ❙✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ r♦♦t ❢♦r❝❡s ✭✇✐t❤ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ♥❛♠❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s❀ ✇✐t❤ ✯
❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ②❡t t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s❀ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❚❇❉ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡
t❤r❡❡✲✇♦r❞ ♣❤r❛s❡ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✮

❙♣✐♥ ✭S✮ Σ m>̀0 m=̀0
✵ ✵ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥ ✭✶✮✱ P✐❡✯ ✭✶✮ ❆②❡✯ ✭✶✮

1/2 ✶ ❈❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s ✭✸✮✱ ◗✉❛r❦s ✭✻✮ ◆❡✉tr✐♥♦s ✭✸✮✱ ❆r❝s✯ ✭✻✮
✶ ✷ ❩ ❛♥❞ ❲ ❜♦s♦♥s ✭✷✮✱ ❚✇❡❛❦s✯ ✭✹✮ ❏❛②s✯ ✭✸✮
✶ ✷ P❤♦t♦♥ ✭✭✷✮✮✱ ●❧✉♦♥s ✭✽✮
✷ ✹ ●r❛✈✐t♦♥✯ ✭✭✷✮✮
✸ ✻ ❚❇❉✯ ✭✭✷✮✮
. . . . . . . . .

Σmax/2 Σmax ❚❇❉✯ ✭✭✷✮✮

✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞ r♦♦t✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠ r♦♦t ❢♦r❝❡✱ t❤✐s ❡ss❛② ❞♦❡s ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r✐❧② s✉❣❣❡st ♣❤②s✐❝s ♠❡❛♥✐♥❣ ❢♦r s✉❝❤ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞ s✐♠♣❧❡✳✮ ❲❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ t❤r❡❡✲❡❧❡♠❡♥t
t❡r♠ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ r♦♦t ❢♦r❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ● ❢❛♠✐❧②✳

P❛rt✐❝❧❡ ❝♦✉♥ts ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✸ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦✉♥t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❞♦✇♥ q✉❛r❦ ✇✐t❤
❣r❡❡♥ ❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡ ❛s ❞✐✛❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❞♦✇♥ q✉❛r❦ ✇✐t❤ r❡❞ ❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✷✷❛✳✮

❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣✐♥ ✐s ③❡r♦ ✭♦r✱ Σ = 0✮✳
❚❤❡ ✵❍ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥✳
❚❤❡ ✵P✱ ♦r s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣✐❡✱ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥

❛ttr❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str♦♥❣ ❢♦r❝❡✳
❚❤❡ ✵■✱ ♦r s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛②❡✱ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ③❡r♦❧✐❦❡✲♠❛ss r❡❧❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥✳ Pr♦♣♦s❡❞

♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❛②❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✢❛t♦♥✳
❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣✐♥ ✐s ♦♥❡✲❤❛❧❢ ✭♦r✱ Σ = 1✮✳
❚❤❡ t❤r❡❡ ✶❈ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s ✲ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ t❤❡ ♠✉♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ t❛✉♦♥✳
❚❤❡ s✐① ✶◗ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ t❤❡ s✐① q✉❛r❦s✳
❚❤❡ t❤r❡❡ ✶◆ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♥❡✉tr✐♥♦s✳ ❙♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡st t❤❛t ❛t ❧❡❛st

♦♥❡ ♥❡✉tr✐♥♦ ♠❛ss ♠✉st ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❆t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛ss ♠✐❣❤t ❡①♣❧❛✐♥ ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞
s♦♠❡ ❛str♦♣❤②s✐❝s ❞❛t❛✳ ❙♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ s✉❝❤ ❛s s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧✱
s✉❣❣❡st t❤❛t ❛❧❧ ♥❡✉tr✐♥♦ ♠❛ss❡s ❛r❡ ③❡r♦✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❡✛❡❝ts ♦❢ ✽● ❢♦r❝❡s ♠✐❣❤t
❢✉❧❧② ❡①♣❧❛✐♥ ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛str♦♣❤②s✐❝s ❞❛t❛✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣
s✉❣❣❡sts t❤❛t ✽● ❢♦r❝❡s ❧❡❛❞ t♦ ❡✛❡❝ts t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ❛str♦♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ s✉♠ ♦❢
♥❡✉tr✐♥♦ ♠❛ss❡s ♦❢ 3α2mǫ✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ α ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✜♥❡✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ mǫ ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t 3α2mǫ ❢❛❧❧s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ❛str♦♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣
❛ttr✐❜✉t❡s t♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✹✷✮ ❛♥❞ ✭✶✹✸✮✳✮ ❚❤❡ ✽● ❢♦r❝❡s ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡
♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♠❛ss✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ♥❡✉tr✐♥♦ ❤❛s ③❡r♦ ♠❛ss ♦r t❤❛t
♥❡✉tr✐♥♦s ❤❛✈❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ✭③❡r♦❧✐❦❡✮ ♠❛ss❡s t❤❛t ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ α2mǫ✳

❚❤❡ s✐① ✶❘✱ ♦r s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛r❝✱ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ③❡r♦✲❝❤❛r❣❡ ③❡r♦❧✐❦❡✲♠❛ss ❛♥❛❧♦❣s ♦❢ t❤❡ s✐① q✉❛r❦s✳
❍❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❛❞❡ ❢r♦♠ ❛r❝s ❛♥❞ ❣❧✉♦♥s ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ ❛s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♦t❤❡r t❤❛♥ ●✲❢❛♠✐❧② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣✐♥ ✐s
♦♥❡ ✭♦r✱ Σ = 2✮✳

❚❤❡ t✇♦ ✷❲ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜♦s♦♥s ✲ t❤❡ ❩ ❜♦s♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❲ ❜♦s♦♥✳
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❚❤❡ ❢♦✉r ✷❚✱ ♦r s♦✲❝❛❧❧❡❞ t✇❡❛❦✱ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❛♥❛❧♦❣s t♦ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜♦s♦♥s✳ ❚❤❡
❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♦♥❡ ♥♦♥✲③❡r♦✲❝❤❛r❣❡ ✷❚ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s t✇♦✲t❤✐r❞s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❲ ❜♦s♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♦♥❡
♥♦♥✲③❡r♦✲❝❤❛r❣❡ ✷❚ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ♦♥❡✲t❤✐r❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❲ ❜♦s♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦✲❝❤❛r❣❡ t✇❡❛❦ ♣❛rt✐❝❧❡s
♠❛② ❤❛✈❡ ♣❧❛②❡❞ r♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛r②♦♥ ❛s②♠♠❡tr②✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝❤❛r❣❡ t✇❡❛❦ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠✐❣❤t
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✉♥✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❧❡♣t♦q✉❛r❦s✳

❚❤❡ ✷❏ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♦r s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❥❛②s✱ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ③❡r♦❧✐❦❡✲♠❛ss ❜♦s♦♥s✳ ❚❤❡ ❥❛② ♣❛rt✐❝❧❡s ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ ❛ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str♦♥❣ ❢♦r❝❡✳ ✭❚❤❡ ❥❛②
♣❛rt✐❝❧❡s ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r❝❡✳✮ Pr♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❥❛② ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❧❛②❡❞ r♦❧❡s t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t✐♠❡s ❥✉st
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣✐❝ ❛♥❞ ✇✐t❤ t✐♠❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳

❚❤❡ ❡✐❣❤t ✷❯ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❤t ❣❧✉♦♥s✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❣❧✉♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✐♥❞ q✉❛r❦s ✐♥t♦ ❤❛❞r♦♥s✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣
s✉❣❣❡sts t❤❛t ❣❧✉♦♥s ❜✐♥❞ ❛r❝s ✐♥t♦ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r♦❧❡s ❢♦r t❤❡ ❛②❡ ❜♦s♦♥ ❛♥❞ ❥❛② ❜♦s♦♥s✳
❙♦♠❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛②❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❥❛② ♣❛rt✐❝❧❡s ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡

✇✐t❤ s♦♠❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ q✉❛♥t✉♠ ✈❛❝✉✉♠✳
❲❡ ❞✐s❝✉ss ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s✳
❊❛❝❤ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡ ❡①❤✐❜✐ts t✇♦ ♠♦❞❡s✳ ❖✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t❡♥❞s t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❝✐r❝✉❧❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♠♦❞❡s✳

❖♥❡ ♠♦❞❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♠♦❞❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r✐❣❤t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳
❋♦r ✷●✱ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✇♦r❞
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❝❛♥ ♣❡rt❛✐♥✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❢♦r ✷● ❛s♣❡❝ts t❤❛t
✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥✱ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
s✉❣❣❡sts ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧s✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ✹● ❛s♣❡❝ts t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥❞
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✹● ✐♥❝❧✉❞❡s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s
❛s♣❡❝ts ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ♣❤②s✐❝s ❛s♣❡❝ts✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✹● ✐♥❝❧✉❞❡s ❛s♣❡❝ts t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦✉r✲✇♦r❞ t❡r♠ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts
t❤❛t q✉❛♥t✉♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✱ ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② ✹● ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ✻● ❛s♣❡❝ts
❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ✽● ❛s♣❡❝ts✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✽● ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r
♠✐♥✉s ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts✱ ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢♦r
❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ s♦♠❡ Σ●✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✷● ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤
❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤✐s
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ❛❞❞r❡ss t❤❡ t♦♣✐❝s ♦❢
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♠♦t✐♦♥✳ ✭❙❡❡✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✻✶ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✻✷✳✮ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t❤❛t s✉❣❣❡st ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r ♦❜s❡r✈❡❞ r❛t✐♦s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
❛♠♦✉♥ts ✭♦r ♦t❤❡r ❡✛❡❝ts✮ t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❛♠♦✉♥ts ✭♦r ♦t❤❡r ❡✛❡❝ts✮✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡
✽✾ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡s ✾✷ ❛♥❞ ✾✸✳✮

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✽✮ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✾✮ ♣❡rt❛✐♥s✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣
✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ♥❛t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ✶✵●✱ ✶✷●✱ ✶✹●✱ ✶✻●✱ ✶✽●✱ ❛♥❞ ✷✵● ❜♦s♦♥s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✹✽ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✺✮✳✮ ●✲❢❛♠✐❧② ❜♦s♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ Σ ≥ 10 ✇♦✉❧❞
✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♥♦t ✇✐t❤ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✐♥❝❧✉❞❡ ❝❤❛r❣❡ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✷●✮✱ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✭✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
✷●✮✱ ❛♥❞ r❡st ♠❛ss ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✹●✮✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♣r♦♣❡rt②
✐s ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❉❡t❡❝t✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦❢ Σ● ❢♦r ✇❤✐❝❤ Σ ≥ 10 ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ✭❙❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✵✮✳✮ ❚❤✐s ❡ss❛② ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡❝♦♠♠❡♥❞ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✹✽✮ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✾✮ ♣❡rt❛✐♥s t♦ ♥❛t✉r❡✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✹✮ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✺✮✳✮

Σmax = 8 ✭✹✽✮

Σmax = 20 ✭✹✾✮

✸✳✷✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❛❜❧❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

❲❡ ❞✐s❝✉ss ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ t❛❜❧❡ ♦❢ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ s✉❣❣❡st❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳
✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✷✸✳✮

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡✳

✷✷
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■❞❡❛❧❧②✱ ✇❡ ♠✐❣❤t ✉s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ♠✐❣❤t ❝❛❧❧ s♠❛❧❧ ❞❛t❛✲s❡ts ❛♥❞ s♠❛❧❧✲
❞❛t❛ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❆♥ ✐♥♣✉t s♠❛❧❧ ❞❛t❛✲s❡t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❦♥♦✇♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧✲❞❛t❛
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦✉❧❞ ❢❡❛t✉r❡ ♥♦t ✈❡r② ♠❛♥② ❢♦r♠✉❧❛s ♦r ♦t❤❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✇♦✉❧❞
❢❡❛t✉r❡ ❛ ♣r❡s✉♠❛❜❧②✲s♠❛❧❧ ❞❛t❛✲s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ♥❛t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s✳

❙♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❛❜❧❡ ✷✸ ♣♦✐♥t t♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ t❤❛t ✇❡ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡
❡①❤✐❜✐ts ♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❖♥❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Σ✳ ❖♥❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢❡❛t✉r❡s
❛ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❛ss ❛♥❞ ③❡r♦❧✐❦❡ ♠❛ss✳

❙♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❛❜❧❡ ✷✸ ♣♦✐♥t t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ t❤❛t ✇❡ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞✳
❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ③❡r♦❧✐❦❡ ♠❛ss ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❋♦r s♦♠❡ ♠♦❞❡❧s✱ ③❡r♦❧✐❦❡
♠❡❛♥s ③❡r♦✳ ❋♦r s♦♠❡ ♠♦❞❡❧s ③❡r♦❧✐❦❡ ♠❡❛♥s ✲ ❢♦r s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✲ ♥♦♥✲③❡r♦✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱
♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✉s❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞✱ t❤❡r❡❜②✱
♠✐❣❤t ❜②♣❛ss s♦♠❡ ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧
♣❤②s✐❝s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠ ♣❤②s✐❝s ✭❛♥❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❝❤r♦❞✐♥❣❡r
❡q✉❛t✐♦♥✮✳

❙✐♠✐❧❛r ❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s ♣❡rt❛✐♥❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ t❛❜❧❡ ❢♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡r❡ ✇❡r❡ t✇♦
♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✲ ❛t♦♠✐❝ ✇❡✐❣❤t ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r✐t② r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ ♥♦t❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✺❪✳✮ P❡♦♣❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞✐❞ ♥♦t ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❜❛s❡s ❢♦r t❤♦s❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ◆❡✐t❤❡r ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♣r♦✈❡❞
t♦ ❜❡ str✐❝t❧② r✐❣♦r♦✉s✳ ❆❢t❡r ♣❡♦♣❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣✱
♣❡♦♣❧❡ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳

❖✉r ♠❡t❤♦❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ✐♥♣✉t s♠❛❧❧ ❞❛t❛✲s❡t t❤❛t ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❦♥♦✇♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t
❢❡❛t✉r❡s ❛ s♠❛❧❧ ❞❛t❛✲s❡t t❤❛t ♠✐❣❤t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ♥❛t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✷✸✳✮

❲❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❛s ✉s✐♥❣ ✭♥♦♥✲❝♦♠♣✉t❡r✐③❡❞ ♦r ♠❡♥t❛❧✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤
t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ❜✐❣✲❞❛t❛ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❆ ♣✐✈♦t❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢❡❛t✉r❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✳ ❘❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❛t s♦♠❡ ♣❛rts ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❛❧
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s❡s ❢♦r ❑▼❙ P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ s❡❡♠ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠
❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❯s❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❋❙ P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❆♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❛t s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ❞✉❛❧✐t②
✲ t❤❛t s♦♠❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ r♦♦t ❢♦r❝❡s✮ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✮ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✲ ♣♦rt❡♥❞s s♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

❆♥♦t❤❡r ♣✐✈♦t❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢❡❛t✉r❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ P❋❙ ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦
r❡♣r❡s❡♥t ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t♦ ❛❞❞ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ P❋❙ P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✲❧❛✇ s②♠♠❡tr✐❡s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤♦✉t ✐♥♣✉ts ❜❛s❡❞ ♦♥ P❋❙ P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱
P❋❙ ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ♣♦✐♥t t♦ ❛♥ ♦✈❡r❧② ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛s♣❡❝ts✳ ▲♦♦❦ ❛t ❞❛t❛ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❘❡✉s❡✱ ❡①t❡♥❞✱ ❝r❡❛t❡✱ ♦r ✐♥t❡❣r❛t❡
♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ▼❛t❝❤✱ ❡①♣❧❛✐♥✱ ♣r❡❞✐❝t✱ ♦r r❡✐♥t❡r♣r❡t ❞❛t❛✳ ■t❡r❛t❡✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦✈❡s ✉s❡❢✉❧✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❝❛♥ ❣❛✐♥ ♠♦r❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
❜❡❝♦♠❡s r❡❧❡✈❛♥t✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ t❛❜❧❡ ❢♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❣❛✐♥✐♥❣ ♥❡✇ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞❡✈❡❧✲
♦♣✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ ♣❤②s✐❝s✳

■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✭❛t ❧❡❛st ❢❡r♠✐♦♥✮ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ tr✉❧② ❡❧❡♠❡♥t❛r②✱ ❣❛✐♥✐♥❣ ♠♦r❡ ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞✐♥❣ ✭♠✐❣❤t ✐♥❝❧✉❞❡ ❡♠❜r❛❝✐♥❣ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs ❜✉t✮ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❢❡❛t✉r❡
❞❡❡♣❡r ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♥❛t✉r❡✳ ✭❍❡r❡✱ t❤✐s ❡ss❛② ✉s❡s t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ ♣❤r❛s❡ tr✉❧② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❛❞✈✐s❡❞❧②✱ ❢r♦♠ ❛
st❛♥❞♣♦✐♥t ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤✐s ❡ss❛② ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ♥❛t✉r❡ ♠✐❣❤t ❡①❤✐❜✐t
❛s♣❡❝ts t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❝♦♥s✐❞❡r t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② t❤❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳✮ ◆❡✇ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
❝♦✉❧❞ ❢❡❛t✉r❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❯▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♣♦✐♥t t♦ ❤♦✇ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ t❤❡♦r②
♦❢ ❡✈❡r②t❤✐♥❣✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✶✶✵✳✮ ❯▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♣♦✐♥t ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❡♥❝♦♠♣❛ss✐♥❣ s❡t ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣
r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✭♦r✱ t❛❜❧❡ ✷✸✮✳
❚❛❜❧❡ ✷✹ s✉♠♠❛r✐③❡s s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛♥❞

♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r♦✇ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ✐t❡♠ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞
❝♦❧✉♠♥ ♠✐❣❤t ❡①♣❧❛✐♥ ❛s♣❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s✳ ✭❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡♥tr✐❡s t❤❛t ❛❧❧✉❞❡
t♦ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✹● ❢♦r❝❡s✱ s❡❡ t❛❜❧❡ ✻✷ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② s❡❡ t❛❜❧❡ ✻✷❜✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ✐s♦♠❡rs✱ s❡❡ t❛❜❧❡s ✷✵✱ ✷✼❜✱ ✷✼❞✱ ✻✷❜✱ ❛♥❞ ✻✸✳✮

❚❛❜❧❡ ✷✺ r❡✈✐❡✇s ❛♥❞ ♣r❡✈✐❡✇s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡s ✶✷❜✱
✶✾✱ ✷✵✱ ❛♥❞ ✺✽✳✮ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❛❜❧❡ ✷✺ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❢♦r ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❤♦✇ ♣r♦♣♦s❡❞

✷✸
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❚❛❜❧❡ ✷✹✿ ❙♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✭✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝s
❛❜♦✉t ✹● ❢♦r❝❡s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦♠❡rs ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮

P❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣
◗✉❛♥t✉♠ ✈❛❝✉✉♠ ❆②❡ ❛♥❞ ❥❛②s
■♥✢❛t♦♥ ❆②❡
■♥✢❛t✐♦♥❛r② ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✹● ❢♦r❝❡s

❆❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❉❛r❦ ❡♥❡r❣② ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✹● ❢♦r❝❡s
◆❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❆t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ♥❡✉tr✐♥♦ r❡st ♠❛ss ✽● ❢♦r❝❡s
❙♦♠❡ ❛str♦♣❤②s✐❝s ❞❛t❛ ❆t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ♥❡✉tr✐♥♦ r❡st ♠❛ss ✽● ❢♦r❝❡s
◆✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ❆ttr❛❝t✐✈❡ r❡s✐❞✉❛❧ str♦♥❣ ❢♦r❝❡ P✐❡
◆✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ❘❡♣✉❧s✐✈❡ r❡s✐❞✉❛❧ str♦♥❣ ❢♦r❝❡ ❏❛②s

❚❛❜❧❡ ✷✺✿ ❙♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ r♦♦t ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✭✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡✲✇♦r❞ t❡r♠ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐✈❡
r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❛ s✉♠ ✲ ❛❝r♦ss ♦❜❥❡❝ts ✲ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②✮

ΣΦ Pr♦♣❡rt② ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❈♦♥s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❳❆ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐r
✷● ❈❤❛r❣❡ ❨❡s ✶✱ ✷
✹● ❘❡st ❡♥❡r❣② ◆♦ ✸✱ ✹
✻● ❋r❡❡❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ✭✇❤✐❝❤✱ ❢♦r s✐♠♣❧❡

❢❡r♠✐♦♥s ♦♥❧②✱ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✮
◆♦ ✺✱ ✻

✽● ✸▲❇ ♥✉♠❜❡r ❨❡s ✼✱ ✽
✷❯ ❈♦❧♦r ❝❤❛r❣❡ ◆♦ ✾✱ ✶✵

♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣s t❛❜❧❡ ✷✸✳
❋♦r ✷●✱ ✹●✱ ❛♥❞ ✷❯✱ t❛❜❧❡ ✷✺ s❤♦✇s s❡❡♠✐♥❣❧② ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞

♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♣❤♦t♦♥s
✭♦r✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✷●✮ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✳

❈♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✭❛♥❞✱ ❛s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ ❛❧s♦ ✉♥✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡
❛s♣❡❝ts t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ ✻● ♦r ✽●✳ ❈♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧
❡♥❡r❣② ❛❜♦✈❡ ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣②✳

✸✳✷✳✶✳ Pr♦♣♦s❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✭♦r✱ P❊P▼✮

❲❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✭♦r✱ P❊P▼✮✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡s ✺ ❛♥❞ ✻✳✮

▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤❛r✲
♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❆ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✉♠
❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r−2 ❛♥❞ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r2✳
✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮✳✮ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✶✼✳✮ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ r ❞❡♥♦t❡s ❛ r❛❞✐❛❧
s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❚❤❡ r−2 ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛s♣❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ ❛♥
❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r−1 ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♦r r❡♣✉❧s✐✈❡✳ ❚❤❡
❢♦r❝❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r−2 ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♦r r❡♣✉❧s✐✈❡✳ ❚❤❡ r−2 ♦♣❡r❛t♦r ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛s♣❡❝ts
❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ ❛ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ r−2 ♦♣❡r❛t♦r ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛s♣❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣
✇✐t❤ ❡❛❝❤ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡ Σ● ❢♦r ✇❤✐❝❤ Σ ≤ 8✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✷✺✳✮ ❚❤❡ r2 ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧
❛s♣❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ ❛ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡
❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r1✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r0✳ ✭❆♣♣❛r✲
❡♥t❧②✱ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢r❡❡❞♦♠ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛t ♠✐❣❤t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✲ ❛t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡
❞✐st❛♥❝❡ ✲ r1 ❜❡❤❛✈✐♦r ♣❡rt❛✐♥s✳✮ ❚❤✐s str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ✷❯ s✉❜❢❛♠✐❧② ✭♦r✱ ❣❧✉♦♥s✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
✐♥❝❧✉❞❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ str♦♥❣ ❢♦r❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ str♦♥❣ ❢♦r❝❡✳ ❚❤❡ t❤r❡❡✲✇♦r❞ t❡r♠
r❡s✐❞✉❛❧ str♦♥❣ ❢♦r❝❡ ♣❡rt❛✐♥s t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts
❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str♦♥❣ ❢♦r❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✵P ✲ ♦r✱ ♣✐❡ ✲ s✐♠♣❧❡
❜♦s♦♥✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ❛ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str♦♥❣ ❢♦r❝❡ ✇✐t❤
t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✷❏ ✲ ♦r✱ ❥❛② ✲ s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s✳✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ s❡❡♠ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❛❜♦✉t ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ❢♦r❝❡s✮ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤
●✲❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ❯✲❢❛♠✐❧② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❲❡ ♣✉rs✉❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✮ ❛♥❞
✭✹✮ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ t♦ s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❖✉r ✉s❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✮
❛♥❞ ✭✹✮ t♦ ♠❛t❝❤ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ✭❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ s✉❝❤ ✉s❡
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♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ t♦ ♠❛t❝❤ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r−1✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ s✉❝❤ ✉s❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ t♦ ♠❛t❝❤ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r1✳ ❲❡ ♠✐❣❤t ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ✇✐❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥t❡❣r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣
t❤❛t ❜❡tt❡r ✐♥t❡❣r❛t❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ✉s❡✳ P❡r❤❛♣s✱ ♣❡♦♣❧❡ ✇✐❧❧ ✲ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ s✉❝❤ ✐♥t❡❣r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣
✲ ✉s❡ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t t❛❜❧❡ ✺✼ s❤♦✇s✳ P❡r❤❛♣s✱ ♣❡♦♣❧❡ ✇✐❧❧ ✲ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ s✉❝❤
✐♥t❡❣r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ✉s❡ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❯▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✇✐t❤ r❡s✉❧ts ❢r♦♠
❯▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤✐s ❡ss❛② ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ s✉❝❤ ✐♥t❡❣r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳✮

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❋❙ P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♣♦✐♥t t♦ r❡s✉❧ts ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ● ❢❛♠✐❧②
❛♥❞ t❤❡ ❯ ❢❛♠✐❧②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♥❡①t t✇♦ s❡♥t❡♥❝❡s ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥✳ ❖♣❡r❛t♦r ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ r0 ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ❖♣❡r❛t♦r ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ r0 ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ✭❍❡r❡✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ r0 ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛❧❧
♥♦♥✲r❡s✐❞✉❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳✮

❚❛❜❧❡ ✷✻ ♦✉t❧✐♥❡s st❡♣s t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❛❦❡s✳ ✭❚❤✐s t❛❜❧❡ s②♠❜♦❧✐③❡s st❡♣s✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤✐s
t❛❜❧❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛s♣❡❝ts ❜❡❧♦✇ ✐♥ t❤✐s ❡ss❛②✳✮ ❋♦r ❡❛❝❤ st❡♣✱ t❤❡ ❧❡❢t♠♦st ❝♦❧✉♠♥
❧✐sts ✐t❡♠s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✐♥♣✉ts t♦ t❤❡ st❡♣✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❝♦❧✉♠♥ ♥♦t❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t ❛r❡ ❦❡②
t♦ t❛❦✐♥❣ t❤❡ st❡♣✳ ❚❤❡ r✐❣❤t♠♦st ❝♦❧✉♠♥ ❧✐sts ✐t❡♠s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♦✉t♣✉ts ❢r♦♠ t❤❡ st❡♣✳ P❋❙
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❡rt❛✐♥s✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✶✼✳✮ ■♥ t❛❜❧❡ ✷✻❛✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✉s❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ❛s♣❡❝ts ♦❢
P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧s t❤❛t ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ✇✐t❤ r♦♦t ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ st❡♣s ♦✉t♣✉t ❛ ❧✐st ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ t❛❜❧❡ ✷✻❜✱ st❡♣s ♦✉t♣✉t ♠❛ss❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✷✻❝ s❤♦✇s ♣♦ss✐❜❧❡ st❡♣s t❤❛t t❤✐s ❡ss❛② ❣❡♥❡r❛❧❧②
❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✷✻❞ ❞✐s❝✉ss❡s s②♠❜♦❧s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❛❜❧❡s ✷✻❛✱ ✷✻❜✱ ❛♥❞ ✷✻❝✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✵✮
❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ |ι3CH |=́n✳ ✭❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❛❜❧❡s ✷✻❛✱ ✷✻❝✱ ❛♥❞ ✷✻❞ ❡①❤✐❜✐ts ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✳✮

|ι3CH |=́n ❞❡♥♦t❡s |ι3CH | = n ♦r 0 ✭✺✵✮

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❊❛❝❤ ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✶✹✳✮

▼♦❞❡❧s ❢♦r ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❡rs ✇♦✉❧❞ ❛❣r❡❡✳
❖♥❡ s✉❝❤ ♣r♦♣❡rt② ✐s ❝❤❛r❣❡ ✭♦r✱ ❝❤❛r❣❡ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ✇♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❞♦❡s ♥♦t ♠♦✈❡✮✳ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ♦❜❥❡❝ts ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♣r♦♣❡rt✐❡s
✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦❜s❡r✈❡rs ♠✐❣❤t ❧❡❣✐t✐♠❛t❡❧② ❞✐s❛❣r❡❡✳ ❖♥❡ s✉❝❤ ♥♦t✐♦♥ ✐s ✈❡❧♦❝✐t②✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡rs✱
♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✳ ▼♦❞❡❧s ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts✳ ❆♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ✲
❢♦r ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✲ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ s♦♠❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ s♦♠❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❛❜❧❡ ✷✼ ❧✐sts s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❛ttr✐❜✉t❡ t♦ ♦❜❥❡❝ts✳ P❊P▼ t❡♥❞s t♦ ✇♦r❦ ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ✷✼❛
t♦✇❛r❞ t❛❜❧❡ ✷✼❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ◗❋❚ ✭♦r✱ q✉❛♥t✉♠
✜❡❧❞ t❤❡♦r②✮✱ ❤❛s ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ✲ ❢r♦♠ ❡❛r❧② ♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ❛s♣❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣
✇✐t❤ t❛❜❧❡ ✷✼❡✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ qǫ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ c ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳
■♥ t❛❜❧❡ ✷✼❛✱ S ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ S ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ S(S + 1)~2 ❛♥❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✇✐t❤ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
s♣✐♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛①✐s✳ ■♥ t❛❜❧❡s ✷✼❜ ❛♥❞ ✷✼❞✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦♠❡rs ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡
t♦♣✐❝ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❛❜❧❡s ✻✷❜✱ ✻✸✱ ❛♥❞ ✽✾✳ ■♥ t❛❜❧❡ ✷✼❝✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧ S ❞♦❡s
♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s♣✐♥✳ ✭❈♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✷✼❛✳✮ ❊❧s❡✇❤❡r❡✱ t❤✐s ❡ss❛② t❡♥❞s
t♦ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ S t♦ ♣❡rt❛✐♥ t♦ ❡♥tr♦♣②✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧
◆❘ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ ♣❤r❛s❡ ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✳

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧s✱ ❡①❝❡♣t m✱ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✼❛ ❞❡♥♦t❡s ❛ q✉❛♥t✐t② t❤❛t ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❊❛❝❤ ♦❢
t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✼❛ ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❊❛❝❤ ✲ ❡①❝❡♣t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ✲ ♦❢ t❤❡
q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✼❛ ❝❛♥ ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡✳ ■♥ t❡r♠s
♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✶✮ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ε0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✳

ι3CH = 1 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ (|qǫ|/3)/(4πε0)1/2 ✭✺✶✮

❚❛❜❧❡ ✷✽ ❧✐sts ❛s♣❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ s♦♠❡ s②♠♠❡tr✐❡s t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✸ ❧✐sts✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✶✽✳ P❡r❤❛♣s✱
❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❛❜❧❡ ✶✾✳ P❡r❤❛♣s✱ ♥♦t❡ t❛❜❧❡ ✸✹✳ P❡r❤❛♣s✱ ♥♦t❡ t❛❜❧❡ ✹✵✳✮

❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥tr② ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣✳
❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❢♦r ♣❤♦t♦♥s✱ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t✇♦

❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t✇♦ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ♦♥❡
❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❊❛❝❤ ♠♦❞❡ ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❤❛t ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ❜♦t❤ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡✳ ❚❤❡s❡
♥♦t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

✷✺
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❚❛❜❧❡ ✷✻✿ ❙t❡♣s✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✭❛✮ ❙t❡♣s t❤❛t ♦✉t♣✉t ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

❋r♦♠ ❱✐❛ ❚♦
Σ●✱ ✷❯ P❋❙ P❉❊✱ P❋❙ ❆▲● ✵❍✱ ✶❈✱ ✶◆✱ ✷❲

✶❈✱ ✶◆✱ ✷❲ |ι3CH |=́3 → |ι3CH |=́(2 ♦r 1) ✶◗✱ ✶❘✱ ✷❚
✷❲ ❯▼❙ ❆▲● ✷❏
✵❍ nXA0 = 0 ← nXA0 = −1 ✵■
✷❯ SU(3) → SU(3) ⊎ I ✵P

✭❜✮ ❙t❡♣s t❤❛t ♦✉t♣✉t ❜♦s♦♥ ♠❛ss❡s

❋r♦♠ ❱✐❛ ❚♦
Σ● P❋❙ ❆▲●✱ P❋❙ P❉❊ ✵❍✱ ✷❲

✵❍✱ ✷❲ nXA0 = 0 ← nXA0 = −1 ✵■✱ ✷❏
Σ● P❋❙ ❆▲●✱ P❋❙ P❉❊ ✷❚

❖♥❣♦✐♥❣ mπ ✵P

✭❝✮ P♦ss✐❜❧❡ st❡♣s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s

❋r♦♠ ❱✐❛ ❚♦
✷❯ P❋❙ ❆▲● ✘✘✘✘(≥ 4)❯
✵❍ |ι3CH |=́3 → |ι3CH |=́(2 ♦r 1) ✁❄

✭❞✮ ❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ s♦♠❡ s②♠❜♦❧s

❉✐s❝✉ss✐♦♥
• ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ι ❞❡♥♦t❡s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳
• ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ι3CH ❞❡♥♦t❡s ❝❤❛r❣❡✱ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ♦♥❡✲t❤✐r❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥
✭♦r✱ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❛ ❞♦✇♥ q✉❛r❦✮✳
• |ι3CH |=́3 → |ι3CH |=́(2 ♦r 1) ❞❡♥♦t❡s ❡①t❡♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r |ι3CH |=́3 t♦ r❡s✉❧ts ❢♦r |ι3CH |=́2 ❛♥❞
t♦ r❡s✉❧ts ❢♦r |ι3CH |=́1✳
• ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ nXA0 = 0 ← nXA0 = −1 ❞❡♥♦t❡s ✲ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ❳❆ ❡q✉❛❧s ❚❆ ❛♥❞ ❳❆ ❡q✉❛❧s ❙❆
✲ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♠✐♥✉s ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ③❡r♦✳
• SU(3) → SU(3) ⊎ I ❞❡♥♦t❡s ❡①t❡♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♣❡r❛t♦r✱
✇❤✐❝❤ ♦♣❡r❛t♦r✲❝❡♥tr✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ SU(3) ❧❛❝❦s✳
• ❚❤❡ ✇♦r❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ❞❡♥♦t❡s ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢
t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str♦♥❣ ❢♦r❝❡ ✈✐❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ♣✐♦♥s✳
• ❚❤❡ s②♠❜♦❧ mπ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛ss ✭♦r ♠❛ss❡s✮ ♦❢ ♣✐♦♥s✳

• ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✓✓�❳ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ❡ss❛② ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❳✳
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❚❛❜❧❡ ✷✼✿ ❙♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts

✭❛✮ ■♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts

❙②♠❜♦❧ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❈♦♥❝❡♣t ❘❡❧❛t❡❞ s②♠❜♦❧ ✭♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮
ι3CH ✸❈❍ ✭❝❤❛r❣❡✱ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ |qǫ|/3✮ q ✲ ❝❤❛r❣❡
m r❡st ♠❛ss✱ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ❡♥❡r❣②✴c2 m ✲ r❡st ♠❛ss
j 1 ≤ j ≤ 3 ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s ✶ ♦r ✷ ♦r ✸
ιS = 2S s♣✐♥✱ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ~/2 S ✲ s♣✐♥ ✭♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡✮✱ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ~
ιL = 3L ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ 3L L ✲ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ✭✐♥t❡❣❡r✮
ιB = 3B ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ 3B B ✲ ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r ✭✐♥t❡❣❡r × ✶✴✸✮
ι3LB = 3(L−B) ✸▲❇ ♥✉♠❜❡r ✭♦r✱ ✸▲❇✮

✭❜✮ ❖t❤❡r ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✭♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮

❙②♠❜♦❧ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❈♦♥❝❡♣t ❘❡❧❛t❡❞ s②♠❜♦❧
✭♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣✮

✲ r❡❧❡✈❛♥t ✐s♦♠❡rs ❛ ❧✐st ♦❢ ✐s♦♠❡rs ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ✭♦r✱ ❛ ❧✐st ♦❢
✐s♦♠❡rs ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✮ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ❛♥
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡
❝♦rr❡❧❛t❡s

✲

✭❝✮ ❖t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s

❙②♠❜♦❧ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❈♦♥❝❡♣t ❘❡❧❛t❡❞ s②♠❜♦❧ ✭♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮
❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡ r ♦r b ♦r g
❡♥tr♦♣② S ✲ ❡♥tr♦♣② ✭kb lnΩ✮

✭❞✮ ❖t❤❡r ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✭♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮

❙②♠❜♦❧ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❈♦♥❝❡♣t ❘❡❧❛t❡❞ s②♠❜♦❧
✭♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣✮

ιI ❂ ◆❘✱ ✶✱ ✻✱ ♦r ✸✻ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐s♦♠❡rs ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ✭♦r✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐s♦♠❡rs ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✮

✲

✭❡✮ ❖❜s❡r✈❡r✲❝❡♥tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❙②♠❜♦❧ ❈♦♥❝❡♣t ❘❡❧❛t❡❞ s②♠❜♦❧ ✭♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮
E ❡♥❡r❣②✱ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ❡♥❡r❣② E−→
P ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠

−→
P−→

J ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠
−→
J
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❚❛❜❧❡ ✷✽✿ ❆s♣❡❝ts ✲ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❚❆✲s✐❞❡ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ s♦♠❡ ❙❆✲s✐❞❡ ❛s♣❡❝ts

❆s♣❡❝t
• ❆ ❚❆✵ nTA0 = 0 ♦r ❛ ❚❆✵ nTA0 = n ✭✇✐t❤ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r n✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✲ ❢♦r P❋❙ ♠♦❞❡❧s ❢♦r
❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s ✲ ✇✐t❤ ❛ U(1) s②♠♠❡tr②✳ ❖♥❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❖♥❡
❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥✳
• ❆ ❚❆✲s✐❞❡ π@0,@−1

❝♦rr❡❧❛t❡s ✲ ❢♦r ❯▼❙ ♠♦❞❡❧s ✲ ✇✐t❤ ❛ U(1) s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ q✉❛♥t✐t②
t❤❛t s✉♠s ❛❝r♦ss ♦❜❥❡❝ts ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✮ t❤❛t ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧❛r❣❡r ♦❜❥❡❝t ✐♥❝❧✉❞❡s✳
❍❡r❡✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ s✉♠♠✐♥❣ ❛❝r♦ss ♦❜❥❡❝ts✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t t❤✐♥❦ ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧ π0,@−1

❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
t❤❛t t❤❡ ③❡r♦ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ U(1) s②♠♠❡tr②✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❛❜❧❡s ✷✵❛✱ ✺✽❛✱ ❛♥❞
✶✶✶❛✳✮ ❖♥❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛❞❞✐♥❣ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r ♦❜❥❡❝t✳ ❖♥❡
❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ s✉❜tr❛❝t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r ♦❜❥❡❝t✳
• ❆ ❚❆✲s✐❞❡ π@0,@−1

❝♦rr❡❧❛t❡s ✲ ❢♦r P❋❙ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❢♦r ❯▼❙ ♠♦❞❡❧s ✲ ✇✐t❤ ❛ r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✶✽ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✹✵✳✮
• ❆ ❚❆✲s✐❞❡ κ@0,@0

♦r κ@−1,@−1
❝♦rr❡❧❛t❡s ✲ ❢♦r P❋❙ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ❯▼❙

♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s ✲ ✇✐t❤ ❛♥ SU(2) s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇✳
• ❆ ❚❆✲s✐❞❡ κ@0,@0

♦r κ@−1,@−1
❝♦rr❡❧❛t❡s ✲ ❢♦r P❋❙ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ❯▼❙

♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s ✲ ✇✐t❤ ✭❢♦r ❚❆✺✲❛♥❞✲❚❆✻✮ ❛♥ SU(2) s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛
r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇✳
• ❆ ❚❆✲s✐❞❡ κ@0,@−1

❝♦rr❡❧❛t❡s ✲ ❢♦r P❋❙ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ❯▼❙ ♠♦❞❡❧s ❢♦r
❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s ✲ ♥♦ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡
✶✽ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✹✵✳✮
• ❆ ❚❆✲s✐❞❡ κ@0,...,@0

✭SU(j)✮ ✲ ✇✐t❤ j ❜❡✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ❢♦✉r ✲ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✲ ❢♦r P❋❙ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ●✲❢❛♠✐❧②
❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s ✲ ✇✐t❤ ❛ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✹✽❜✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ j ✲ ♥♦t t✇♦ ✲ ❚❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳✮
• ❆ ❚❆✲s✐❞❡ κ@−1,...,@−1

✭SU(3)✮ ✲ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✲ ❢♦r P❋❙ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❯✲❢❛♠✐❧② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s ✲
✇✐t❤ ❛ r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣
t❛❜❧❡ ✺✹✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✲ ♥♦t t✇♦ ✲ ❚❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳✮
• ❆♥ ❙❆✲s✐❞❡ πn,@0

♦r π0,@0
❝♦rr❡❧❛t❡s ✲ ❢♦r P❋❙ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ●✲❢❛♠✐❧② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s ✲ ✇✐t❤ t✇♦

♠♦❞❡s✳ ❖♥❡ ♠♦❞❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♠♦❞❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r✐❣❤t
❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳
• ❆♥ ❙❆✲s✐❞❡ π@0,@−1

❝♦rr❡❧❛t❡s ✲ ❢♦r P❋❙ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ❯▼❙ ♠♦❞❡❧s ❢♦r
❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s ✲ ✇✐t❤ ✭❢♦r ❙❆✶✲❛♥❞✲❙❆✷✮ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✭❢♦r
❙❆✼✲❛♥❞✲❙❆✽✮ ♣♦s✐t✐✈❡ ✸▲❇ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✸▲❇ ♥✉♠❜❡r✳
• ❆♥ ❙❆✲s✐❞❡ κ@0,@0

♦r κ@−1,@−1
❝♦rr❡❧❛t❡s ✲ ❢♦r P❋❙ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ❯▼❙

♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s ✲ ✇✐t❤ ❛♥ SU(2) s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ✇✐t❤ ✭❢♦r ❙❆✺✲❛♥❞✲❙❆✻✮ t❤r❡❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♦r ✭❢♦r ❙❆✾✲❛♥❞✲❙❆✶✵✮ t❤r❡❡ ❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡s✳
• ❆♥ ❙❆✲s✐❞❡ κ@0,@−1

❝♦rr❡❧❛t❡s ✲ ❢♦r P❋❙ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s ✲ ✇✐t❤ ♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
✭r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ str❡♥❣t❤s✮ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦r
♣❛✐r✳ ✭❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡✳ ❙❡❡ t❛❜❧❡ ✹✼✳✮
• ❆♥ ❙❆✲s✐❞❡ π@0,@0

❝♦rr❡❧❛t❡s ✲ ❢♦r P❋❙ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ●✲❢❛♠✐❧② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s ✲ ✇✐t❤ ♥♦
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✭r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ str❡♥❣t❤s✮ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡
r❡❧❡✈❛♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐r✳ ✭❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❣r❛✈✐t♦♥ ✲ ♦r ✹● ✲ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡✳ ❙❡❡
t❛❜❧❡ ✹✽❛✳✮
• ❆♥ ❙❆✲s✐❞❡ κ@0,@0

✱ κ0,0✱ κ@−1,@−1
✱ ♦r κ−1,−1 ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✲ ❢♦r ❯▼❙ ♠♦❞❡❧s ✲ ✇✐t❤ ❛♥ SU(2)

s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ tr✐♦ ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❢♦r ❛s♣❡❝ts t❤❛t s✉♠ ❛❝r♦ss ♦❜❥❡❝ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝❤❛r❣❡✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡✱ ③❡r♦ ❝❤❛r❣❡✱ ❛♥❞
♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✸▲❇✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✸▲❇✱ ③❡r♦
✸▲❇✱ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✸▲❇✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡ s♣❛t✐❛❧
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆❧s♦✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❥❛② ✭♦r✱ ✷❏✮ ❜♦s♦♥s✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤
t❤r❡❡ s✐♠♣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭❋♦r t❤❡ ❥❛② ❜♦s♦♥s✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✉♠♠❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt② ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ ✸▲❇✳ ❙❡❡ t❛❜❧❡ ✺✷✳✮

✷✽
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Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❋❙ ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❤❛s ❜❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t t❤❛t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦✉r
❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❤❛s ✉s❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❤❛s ❜❛s❡s ✐♥ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❢♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐s t❡♠♣♦r❛❧✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r t❤r❡❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❢♦✉r
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ s♣❛t✐❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♣♦✐♥ts t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✽✮ ❛♥❞ t♦ ❛ ❝♦♥❝❡♣t t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡
t✇♦✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥tr② ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣✳ ❚❤❡ t❡r♠ r❡❢❡rs t♦ ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ♥✉♠❡r✐❝
❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❚❆✲s✐❞❡ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ ❙❆✲s✐❞❡ ❛s♣❡❝ts✳ ❚❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ r❡✢❡❝ts ❛ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❛ s✉♠ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣
t♦ ❚❆✲s✐❞❡ ❛s♣❡❝ts ❡q✉❛❧s ❛ s✉♠ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❙❆✲s✐❞❡ ❛s♣❡❝ts✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐ts ❛s♣❡❝ts t❤❛t ✇❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠
❞♦✉❜❧❡✲❡♥tr② ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ r❡❢❡rs t♦ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ❚❆✲s✐❞❡ q✉❛♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t♦
❡✛❡❝ts ♦❢ ❛♥ ❙❆✲s✐❞❡ q✉❛♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦r✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✶✮✳✮

✸✳✷✳✷✳ P❛tt❡r♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❦♥♦✇♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣ ✲ t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ t❛❜❧❡ ❢♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✲ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥✲
t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ t❛❜❧❡ r❡✢❡❝ts ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ✭◆♦t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✺❪✳✮ ❖♥❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦♣❡rt②
✐s t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s✳ ❖♥❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦♣❡rt② ✐s t❤❡ ❛t♦♠✐❝
✇❡✐❣❤t✳ ❆ ✉s✉❛❧ ❞✐s♣❧❛② ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ t❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ❛rr❛② ✇✐t❤ ❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ r♦✇s✳ ❊❧❡♠❡♥ts ❧✐st❡❞
✐♥ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ s✐♠✐❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛ r♦✇✱ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ✉s✉❛❧❧②
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ✇❡✐❣❤t ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❡❧❡♠❡♥t✳ ❆t♦♠✐❝ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ ♦♥❡
r♦✇ ❡①❝❡❡❞ ❛t♦♠✐❝ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ r♦✇s ❛❜♦✈❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝t r♦✇✳

❲❡ ❧♦♦❦ ❢♦r ♣❛tt❡r♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✷✸✳✮
❚❛❜❧❡ ✷✾ r❡✢❡❝ts ❛ ❝♦♥❝❡♣t t❤❛t ✲ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ m>̀0 ♣❡rt❛✐♥s ✲ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r②

♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ s✉❜❢❛♠✐❧② ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ s✉❜❢❛♠✐❧②✳ ❚❛❜❧❡ ✷✾❜
❡①♣❧❛✐♥s ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❛t t❛❜❧❡ ✷✾❛ ✉s❡s✳ ❚❤❡ s♣✐♥ S ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ S(S+1)~2 ♣❡rt❛✐♥s✳ ❚❤❡ s♣✐♥ S ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛①✐s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
❝♦❧✉♠♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t ❧❛❜❡❧ s✉❜✲❤❛❞r♦♥✐❝ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡
t❤❛t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ❧❛❜❡❧❡❞ s✉❜✲❤❛❞r♦♥✐❝✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✷✮ ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r ❦♥♦✇♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ m>̀0✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✷✾❝✳✮ ❙♣✐♥ ❛♥❞ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s r❡❧❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

ιS + 1 =
∑

n ✭✺✷✮

✸✳✷✳✸✳ ❙♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ P❉❊ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s

❚❛❜❧❡ ✸✵ ♥♦t❡s s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❝❛♥ ❜❛s❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s t❤❛t ✉♥❞❡r❧✐❡s
P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✶✼✳✮ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❡ s②♠❜♦❧ † ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣
s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❡ s②♠❜♦❧ † ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②
♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇♦r❦ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛str♦♣❤②s✐❝s✱ ❛♥❞
❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧❧② s✉✣❝❡s✳ ❊❛❝❤
♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ✉s❡ ❑▼❙ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❛❜❧❡ ✶✼ ❞✐s❝✉ss❡s s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ ♥♦t❡ ✇♦r❦ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✸✶✮✳✮ ❋♦r ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧
❛s♣❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❛s♣❡❝ts✳ ❙♦❧✉t✐♦♥s
Ψ ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋♦r P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤
♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❛s♣❡❝ts✳ ❙♦❧✉t✐♦♥s Ψ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

✸✳✷✳✹✳ P❉❊ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst r♦✇ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✵✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❡rt❛✐♥s✳
❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ νSA < 0 ♣❡rt❛✐♥s✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ❢❡❛t✉r❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✸✮ ❛♥❞ ✭✺✹✮ s❤♦✇✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♦✉r
✇♦r❦ ❤❡r❡ ❢❡❛t✉r❡s P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✸✮
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❙❆✲s✐❞❡ ❛s♣❡❝t ❢❡❛t✉r❡s
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦♣✐❝✱ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡rs
♦❢ s♣✐♥ st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦♣✐❝✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✷✾ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✺✷✮✳✮

D∗
SA = 3 ✭✺✸✮

✷✾
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❚❛❜❧❡ ✷✾✿ ❑♥♦✇♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

✭❛✮ ❊❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

ιS = 2S ❈❛♥ ❜❡ ❢r❡❡ ❈❛♥ ❜❡ ❢r❡❡ ❙✉❜✲❤❛❞r♦♥✐❝ ❙✉❜✲❤❛❞r♦♥✐❝ ❙✉❜✲❤❛❞r♦♥✐❝
m>̀0 m=̀0 m>̀0 m>̀0 m=̀0

✵ ✵❍0✿✶
✶ ✶❈3

j ✿✷ ✶◆0
j ✿④✶ ♦r ✷⑥ ✶◗2

j ✿✷ ✶◗1
j ✿✷

✷ ✷❲0✿✶
✷ ✷❲3✿✷
✷ ✷●0✿✭✭✷✮✮ ✷❯0✿✽
✹ ④✹●0✿✭✭✷✮✮⑥

✭❜✮ ◆♦t❛t✐♦♥

◆♦t❛t✐♦♥ ◆♦t❡ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
ιS ❙♣✐♥✱ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ~/2
S ❙♣✐♥✱ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ~

❈❛♥ ❜❡ ❢r❡❡ ❈❛♥ ♠♦✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ❤❛❞r♦♥s ✭P❡r❤❛♣s✱ s❡❡ t❛❜❧❡ ✸✼✳✮
❙✉❜✲❤❛❞r♦♥✐❝ ❋♦✉♥❞ ♦♥❧② ✭✐♥ t♦❞❛②✬s ✉♥✐✈❡rs❡✮ ✐♥ ❤❛❞r♦♥s

m>̀0 ◆♦♥✲③❡r♦ ♠❛ss ❚❤❡ ♠❛ss ✐s ❛t ❧❡❛st t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥
m=̀0 ❩❡r♦❧✐❦❡ ♠❛ss ▼♦❞❡❧s ✭✐♥ s♦♠❡ ♠♦❞❡❧s✮ ❛s ❤❛✈✐♥❣ ③❡r♦ ♠❛ss

ιSΦ
|ι3CH |
❴ ιSΦ ❆ s✉❜❢❛♠✐❧② ♦❢ t❤❡ Φ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

|ι3CH | ⑤❈❤❛r❣❡⑤ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ♦♥❡✲t❤✐r❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❛ ♣♦s✐tr♦♥
⑤x⑤ ❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ x
❴ ●❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❢❡r♠✐♦♥s✱ ✇✐t❤ 1 ≤ j ≤ 3❀ ◆❘ ❢♦r ❜♦s♦♥s
◆❘ ◆♦t r❡❧❡✈❛♥t

✿n n ❂ ✶ ♦r ✷ n ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❧✉s ❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡s
④✶ ♦r ✷⑥ ▼❛❥♦r❛♥❛ ❢❡r♠✐♦♥ ♦r ❉✐r❛❝ ❢❡r♠✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

✽ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣❧✉♦♥s
✿✭✭✷✮✮ ❖♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ t✇♦ ♠♦❞❡s

④ιSΦ
ι3CH
❴ ⑥ ❍②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ s✉❜❢❛♠✐❧② ✭❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞✱ ❜✉t ♥♦t ②❡t ❢♦✉♥❞✮

④✹●0✿✭✭✷✮✮⑥ ●r❛✈✐t♦♥ ✭❤②♣♦t❤❡s✐③❡❞✱ ❜✉t ♥♦t ②❡t ❢♦✉♥❞✮

✭❝✮ ❙✉❜❢❛♠✐❧✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ m>̀0 ✭✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ❣❡♥ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✮

❙✉❜❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ✭✐❢ ♥♦t ◆❘✮ ❣❡♥ P❛rt✐❝❧❡s
∑

n ✭♣❡r ✿n✮ Σ+ 1
✵❍ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥ ✶ ✶
✶❈j j✲t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s ✷ ✷
✶◗2

j j✲t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ |ι3CH | = 2 q✉❛r❦s ✷ ✷
✶◗1

j j✲t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ |ι3CH | = 1 q✉❛r❦s ✷ ✷
✷❲ ❩ ❛♥❞ ❲ ✭❲−3 ❛♥❞ ❲+3✮ ❜♦s♦♥s ✸ ✸

✭❞✮ ❙✉❜❢❛♠✐❧✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ m=̀0 ✭✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ❣❡♥ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✮

❙✉❜❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ✭✐❢ ♥♦t ◆❘✮ ❣❡♥ P❛rt✐❝❧❡s
∑

n ✭♣❡r ✿n✮
✶◆j j✲t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦s ④✶ ♦r ✷⑥
✷● P❤♦t♦♥ ✭✭✷✮✮
④✹●⑥ ●r❛✈✐t♦♥ ✭❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧✮ ✭✭✷✮✮
✷❯ ●❧✉♦♥s ✽

✭❡✮ ❆ ♥♦t❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♥❡✉tr✐♥♦s

◆♦t❡
• ❚❛❜❧❡s ✷✾❛✱ ✷✾❜✱ ❛♥❞ ✷✾❞ ❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ♥❡✉tr✐♥♦s ♠✐❣❤t ♠♦❞❡❧
❡✐t❤❡r ❛s ▼❛❥♦r❛♥❛ ❢❡r♠✐♦♥s ♦r ❛s ❉✐r❛❝ ❢❡r♠✐♦♥s✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r
♠✐♥✉s ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r ✐s ❛ ❝♦♥s❡r✈❡❞ q✉❛♥t✐t②✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t
♥❡✉tr✐♥♦s ♠♦❞❡❧ ❛s ❉✐r❛❝ ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t ❛s ▼❛❥♦r❛♥❛ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✶✼✾✮✳✮ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❛❜❧❡s ✷✾❛✱ ✷✾❜✱ ❛♥❞ ✷✾❞✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡
r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t {1 ♦r 2} ← 2 ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳

✸✵
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❚❛❜❧❡ ✸✵✿ ❙♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❝❛♥ ❜❛s❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s t❤❛t ✉♥❞❡r❧✐❡s P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✭✇✐t❤
t❤❡ s②♠❜♦❧ † ❞❡♥♦t✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛r❡ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧②
♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇♦r❦ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛str♦♣❤②s✐❝s✱ ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣②✮

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ . . . ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❋❙ ♦r ❑▼❙ νSA ❋♦❝✉s
❙✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t
♥❛t✉r❡ ❡♠❜r❛❝❡s

Pr♦♣♦s❡❞ P❋❙ < 0 ❖♥❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t
♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s †

Pr♦♣♦s❡❞ P❋❙ < 0 ▼✉❧t✐♣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

▼♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r s♦♠❡
❛s♣❡❝ts ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s

❖♥❣♦✐♥❣ ♦r
♣r♦♣♦s❡❞

❑▼❙ ≥ 0 ▼✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t s②st❡♠

▼♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r s♦♠❡
❛s♣❡❝ts ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s

❖♥❣♦✐♥❣ ♦r
♣r♦♣♦s❡❞

❑▼❙ ≥ 0 ▼✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t s②st❡♠

❚❛❜❧❡ ✸✶✿ P❉❊ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r s♦♠❡ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

◆♦t✐♦♥
• ❚❤❡ s②♠❜♦❧ S ❞❡♥♦t❡s s♣✐♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ~✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ~ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ P❧❛♥❝❦✬s ❝♦♥st❛♥t✳
• ❋♦r s♦♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✲ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✺✮ ✲ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮✱ DSA 6= D∗

SA✳
• ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ νSA = −1/2 ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✜❡❧❞s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳
• ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ νSA = −1 ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✜❡❧❞s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s✳
• ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ νSA = −3/2 ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳
• ❚❆✲s✐❞❡ P❉❊ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ r❛❞✐❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✱ t❤❡ ❚❆✲s✐❞❡ ❛♥❛❧♦❣ t♦ t❤❡ ❙❆✲s✐❞❡ r❛❞✐❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r✳
• ❋♦r s♦♠❡ ❚❆✲s✐❞❡ P❉❊ s♦❧✉t✐♦♥s✱ DTA 6= D∗

TA✳

D∗
TA = 1 ✭✺✹✮

❲❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ ♠❛❦✐♥❣ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✺✮ ❛♥❞ ✭✺✻✮✳ ❍❡r❡✱ ❡❛❝❤ ♦❢ 2S ❛♥❞ 2STA ✐s
❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳ ✭❲❡ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ s②♠❜♦❧ SSA ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧ S✳✮ ❚❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t
❢❡❛t✉r❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✺✮✱ σSA = +1✱ ❛♥❞ S = νSA ✐s ❛ r❡st❛t✐♥❣ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✮✳ ✭❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✼✮ s❤♦✇s✳✮ ❚❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s ❡q✉❛t✐♦♥
✭✺✺✮ ❛♥❞ σSA = −1 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞
t♦ t❛❜❧❡ ✼✻✳✮ ❙✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❡♣ts ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✻✮ ❛♥❞ σTA✳

ΩSA = σSAS(S +D∗
SA − 2) = σSAS(S + 1)✱ ❢♦r σSA = ±1 ✭✺✺✮

ΩTA = σTASTA(STA +D∗
TA − 2) = σTASTA(STA − 1)✱ ❢♦r σTA = ±1 ✭✺✻✮

~
2S(S + 1)✱ ❢♦r ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r 2S ✭✺✼✮

❚❛❜❧❡ ✸✶ ❧✐sts ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r s♦♠❡ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ D∗

SA = 3 ❛♥❞ ✇✐t❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s
❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ D∗

TA = 1✱ ✇❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ ♥❡❡❞✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t✇♦
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ❝❛s❡ t❤❛t ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② D′′ = 2✳ ✭❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞❡q✉❛t❡❧②
❝♦✈❡r t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ D′′ = 2 ✐s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ✲ ❛t ❧❡❛st ✲
♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s✳✮

❚❛❜❧❡ ✸✷ s❤♦✇s s♦♠❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ P❉❊ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ❳❆ ❝❛♥ ❞❡♥♦t❡ ❡✐t❤❡r
❙❆ ♦r ❚❆✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ D′′ t❤❡ s②♠❜♦❧s S′′✱ ν′′✱ Ω′′✱ ❛♥❞ σ′′✳ ❊❛❝❤ ♦❢ S′′✱ ν′′✱ Ω′′✱ ❛♥❞ σ′′ ❞♦❡s
♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✉s❡s ♦❢ S✱ νSA✱ ΩSA✱ σSA✱ STA✱ νTA✱ ΩTA✱ ♦r σTA ✐♥ ♠♦❞❡❧s r❡❣❛r❞✐♥❣
s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋♦r Ω′′ = 0✱ t❤❡ t❛❜❧❡ ✉s❡s t❤❡ ❧❡tt❡rs ◆❘ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ σ′′ ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✳
❋♦r t❛❜❧❡ ✸✷❜✱ ✇❡ ✉s❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✺✮ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r D ❛♥❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
D✳ ❙✐♠✐❧❛r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ D ✐♥ t❛❜❧❡s ✸✷❝✱ ✸✷❞✱ ❛♥❞ ✸✷❡✳ ✭❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❛❜❧❡s ✸✷❜✱
✸✷❝✱ ✸✷❞✱ ❛♥❞ ✸✷❡✱ ♣❡r❤❛♣s ♥♦t❡ t❤❛t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ D ❞♦ ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ D∗

SA✱ D
∗
TA✱ ❛♥❞ D′′✳✮

✸✳✷✳✺✳ P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ❜♦✉♥❞s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts✳
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❚❛❜❧❡ ✸✷✿ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ P❉❊ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✭❛✮ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s r❡❧❡✈❛♥t t♦ D∗
XA ❛♥❞ D′′ ✭✇✐t❤ ❳❆ ❞❡♥♦t✐♥❣

❡✐t❤❡r ❙❆ ♦r ❚❆✮

D∗
XA D′′ νXA ν′′ D∗

XA + 2νXA D′′✰✷ν′′

✶ −1/2 0
✶ −1 −1
✶ −3/2 −2

✷ −1 ✵
✸ −1/2 2
✸ −1 1
✸ −3/2 0

✭❜✮ ❙❆✲s✐❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ ❢♦r σSA = +1 ✭✇✐t❤ D ❞❡♥♦t✐♥❣ DSA❀ ✇✐t❤ Ω ❞❡♥♦t✐♥❣ ΩSA❀ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✯ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
❝❛✉s❡ ❢♦r ❝♦♥❝❡r♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✮

νSA D S ΩSA σSA D D + 2νSA D∗
SA + 2νSA ❘❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ιS

−1 3− Ω ✵ ✵ +1 ✸ ✶ ✶ ❇♦s♦♥ ✜❡❧❞ ✵
−1/2 (5− 4Ω)/2 1/2 3/4 +1 ✶ ✵ ✷ ❋❡r♠✐♦♥ ✜❡❧❞ ✶
−3/2 (21− 4Ω)/6 1/2 3/4 +1 ✸ ✵ ✵ ❋❡r♠✐♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ✶
−1 3− Ω ✶ ✷ +1 ✶ −1✯ ✶ ❇♦s♦♥ ✜❡❧❞ ✷

✭❝✮ ❚❆✲s✐❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ ❢♦r σTA = +1 ✭✇✐t❤ D ❞❡♥♦t✐♥❣ DTA❀ ✇✐t❤ Ω ❞❡♥♦t✐♥❣ ΩTA❀ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✯ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
❝❛✉s❡ ❢♦r ❝♦♥❝❡r♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✮

νTA D STA ΩTA σTA D D + 2νTA 3 + 2νTA ❘❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ιS
−1 3− Ω ✵ ✵ +1 ✸ ✶ ✶ ❇♦s♦♥ ✜❡❧❞ ✵
−1/2 (5− 4Ω)/2 3/2 3/4 +1 ✶ ✵ ✷ ❋❡r♠✐♦♥ ✜❡❧❞ ✶
−3/2 (21− 4Ω)/6 3/2 3/4 +1 ✸ ✵ ✵ ❋❡r♠✐♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ✶
−1 3− Ω ✶ ✷ +1 ✶ −1✯ ✶ ❇♦s♦♥ ✜❡❧❞ ✷

✭❞✮ ❙❆✲s✐❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ ❢♦r σSA = −1 ✭✇✐t❤ D ❞❡♥♦t✐♥❣ DSA❀ ❛♥❞ ✇✐t❤ Ω ❞❡♥♦t✐♥❣
ΩSA✮

νSA D S ΩSA σSA D D + 2νSA 2S + 1
−1/2 (5− 4Ω)/2 1/2 −3/4 −1 ✹ ✸ ✷
−1/2 (5− 4Ω)/2 3/2 −15/4 −1 ✶✵ · · · · · ·
−1/2 (5− 4Ω)/2 · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
−1 3− Ω ✵ ✵ −1 ✸ ✶ ✶
−1 3− Ω ✶ −2 −1 ✺ ✸ ✸
−1 3− Ω ✷ −6 −1 ✾ · · · · · ·
−1 3− Ω · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
−3/2 (21− 4Ω)/6 1/2 −3/4 −1 ✹ ✶ ✷
−3/2 (21− 4Ω)/6 3/2 −15/4 −1 ✻ · · · · · ·
−3/2 (21− 4Ω)/6 · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

✭❡✮ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❢♦rD′′ = 2 ❛♥❞ D′′+2ν′′ =
0 ✭✇✐t❤ ◆❘ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ σ′′ ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✮

ν′′ D S′′ Ω′′ σ′′ D D + 2ν′′ 2S′′ + 1
−1 3− Ω′′ ✶ ✶ +1 ✷ ✵ ✸
−1 3− Ω′′ ✵ ✵ ◆❘ ✸ ✶ ✶
−1 3− Ω′′ ✶ −1 −1 ✹ ✷ ✸
−1 3− Ω′′ ✷ −4 −1 ✼ ✺ ✺
−1 3− Ω′′ ✸ −9 −1 ✶✷ ✶✵ ✼
−1 3− Ω′′ ✹ −16 −1 ✶✾ ✶✼ ✾
−1 3− Ω′′ ✺ −25 −1 ✷✽ ✷✻ ✶✶
−1 3− Ω′′ ✻ −36 −1 ✸✾ ✸✼ ✶✸
−1 3− Ω′′ ✼ −49 −1 ✺✷ ✺✵ ✶✺
−1 3− Ω′′ ✽ −64 −1 ✻✼ ✻✺ ✶✼
−1 3− Ω′′ ✾ −81 −1 ✽✹ ✽✷ ✶✾
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❚❛❜❧❡ ✸✸✿ ❆s♣❡❝ts t❤❛t P❊P▼ ♣♦s✐ts t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

❆s♣❡❝t
• ❊❛❝❤ s✐♠♣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ s✉❜❢❛♠✐❧② ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ νSA = −1/2 s♦❧✉t✐♦♥
❡①✐sts✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡
s✉❜❢❛♠✐❧②✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡✲❧✐❦❡✳
• ❊❛❝❤ s✐♠♣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ s✉❜❢❛♠✐❧② ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ νSA = −3/2 s♦❧✉t✐♦♥
❡①✐sts✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡
s✉❜❢❛♠✐❧②✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡✳
• ❊❛❝❤ s✐♠♣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ s✉❜❢❛♠✐❧② ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ νSA = −1 s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐sts✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ s✉❜❢❛♠✐❧②✳ ❚❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡✲❧✐❦❡✳
• ❊❛❝❤ s✐♠♣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ s✉❜❢❛♠✐❧② ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ νSA = −1 s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐sts
❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤r❡❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐rs✳ ❚❤❡ tr✐♦ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r t❤❡
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ s✉❜❢❛♠✐❧②✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡✳
• ❋♦r ❡❛❝❤ s✉❝❤ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t Ω... ✐s ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t σ... ✐s ♣❧✉s ♦♥❡✱ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
2S... ✐s ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t D ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳

❚❛❜❧❡ ✸✸ ❧✐sts ❛s♣❡❝ts t❤❛t P❊P▼ ♣♦s✐ts t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳
✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✸✶✳✮ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ❧✐♠✐ts t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t s✉❜❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ❞♦❡s ♥♦t s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✉❜❢❛♠✐❧✐❡s t❤❛t ♥❛t✉r❡ ❡♠❜r❛❝❡s✳

❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ r♦✇s ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✷❜ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ΩSA✳ ❆ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s♣✐♥ S
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ΩSA✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦s✐ts t❤❛t ❡❛❝❤ s✐♠♣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ ❛ ✜❡❧❞✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦s✐ts t❤❛t D ♠✉st ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳ ✭❆❧s♦✱ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r t❤✐s
❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ D = DSA✳✮ ◆♦ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ S ❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✽✮✳ ✭❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❢❡r♠✐♦♥
✜❡❧❞s✱ S = 3/2 ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ΩSA = 15/4 ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✱ −5✱ ❢♦r DSA✳✮ ❊q✉❛t✐♦♥
✭✺✾✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t t❤❛t ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✸✸✳ ❆❧s♦✱ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ σSA = −1✳ ❙❡❡ t❛❜❧❡ ✸✷❞✳
■❢ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ σSA = −1✱ t❛❜❧❡ ✸✷❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ S✳✮ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❡❝t t❤❛t ♥❛t✉r❡ ❡♠❜r❛❝❡s s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ s♣✐♥s ♦t❤❡r t❤❛♥ ③❡r♦✱ ♦♥❡✲❤❛❧❢✱ ❛♥❞
♦♥❡✳

S ≥ 0 ❛♥❞ D ≥ 1 ✭✺✽✮

0 ≤ S ≤ 1 ✭✺✾✮

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts✳ ❚❤✐s ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
♣❡rt❛✐♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞s t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✽✮ ❛♥❞ ✭✺✾✮ ✐♠♣❧②✳

❚❛❜❧❡s ✸✷❜ ❛♥❞ ✸✷❝ s❤♦✇ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✜❡❧❞s ❢♦r ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ❝❛s❡s✳ ❚❛❜❧❡s ✸✷❜ ❛♥❞ ✸✷❝
s❤♦✇ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡s ❞♦ ♥♦t
❞✐s❝✉ss ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r r❡❧❡✈❛♥t ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥ ❝❛s❡s✳

❚❛❜❧❡ ✸✷❜ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧ D∗
SA+2νSA✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ D′ t♦ ❞❡♥♦t❡ D∗

SA✳ ❚❛❜❧❡ ✸✷❝
✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧ 3 + 2νTA✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ D′ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t❤r❡❡✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s
❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❛ r❡❧❡✈❛♥t D′ + 2νXA s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ✜❡❧❞s ❛♥❞ ③❡r♦ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❛❜❧❡s ✸✷❜ ❛♥❞ ✸✷❝✱ D′ = 3✳

❲❡ ♣✉rs✉❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❚❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❚❆✵✱ ❚❆✶✱ ❛♥❞ ❚❆✷ ❛♥❞
t❤r❡❡ ❙❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❙❆✵✱ ❙❆✶✱ ❛♥❞ ❙❆✷✳ ✭❈♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✼✮✳✮

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✉s❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✼✮ ❛❧❧♦✇s s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠s ✐♥t♦ ❝❧✉st❡rs✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✼✮ ✐s ❛ s✉♠ ♦❢
DXA t❡r♠s✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ DXA t❡r♠s ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✳ ❋♦r DXA = 1✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ t❡r♠
✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❳❆✵ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r ✭✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♦♥❡ t❡r♠✮✳ ❋♦r DXA = 3✱
✇❡ ✉s❡ t✇♦ ❝❧✉st❡rs✳ ❖♥❡ ❝❧✉st❡r ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❳❆✵ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❖♥❡ ❝❧✉st❡r ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡
❳❆✶✲❛♥❞✲❳❆✷ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐r✳ ■♥ t❤❡s❡ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ✲ ❢♦r ❡❛❝❤ t✇♦✲♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝❧✉st❡r ✲ ❛♥
❛♥❛❧♦❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮✳

❍❡r❡✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ DTA = DSA = D′ = 3✳
❲❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ❢♦r ✜❡❧❞s ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✲ ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ s✐♠♣❧❡

❢❡r♠✐♦♥s✳
❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ✜❡❧❞s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ✜❡❧❞s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t✱

❢♦r r❡❧❡✈❛♥t ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ s❡ts ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛♥❞ ♦❢ D✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✵✮ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❋♦r ✜❡❧❞s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s✱

✸✸
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νSA = −1✳ ❋♦r ✜❡❧❞s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✱ νSA = −1/2✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡✲❧✐❦❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✻✵✮✳

D + 2νSA = 1 ✭✻✵✮

❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
t❤❛t✱ ❢♦r r❡❧❡✈❛♥t ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ s❡ts ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛♥❞ ♦❢ D✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✶✮ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❋♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r s✐♠♣❧❡
❜♦s♦♥s✱ νSA = −1✳ ❋♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✱ νSA = −3/2✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✶✮✳

D + 2νSA = 0 ✭✻✶✮

❲❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❛t✱ ❢♦r s♦♠❡ ♣✉r♣♦s❡s✱ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✷✮ ❛♥❞ ✭✻✸✮ s❤♦✇ ❛r❡ ✉s❡❢✉❧✳
✭❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛←❜ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❜ r❡♣❧❛❝❡s ✲ ♦r s✉❜st✐t✉t❡s ❢♦r ✲ ❛✳✮

❚❆✶← ❚❆✺✱ ❚❆✷← ❚❆✻ ✭✻✷✮

❙❆✶← ❙❆✺✱ ❙❆✷← ❙❆✻ ✭✻✸✮

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ✜❡❧❞s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ✜❡❧❞s ❢♦r ιS = 2 s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ D = 1

s♦❧✉t✐♦♥s ✲ t❤❛t t❛❜❧❡s ✸✷❜ ❛♥❞ ✸✷❝ s❤♦✇ ✲ ✐♥t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ D′ = 3✳ ✭❋♦r ❡❛❝❤
♦❢ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ D = 1 s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ♦r ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❛♥❣✉❧❛r
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳✮ ❍❡r❡✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❙❆✲s✐❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❚❆✲s✐❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✵✮✳ ✭D∗

SA + 2νSA ✐s ♦♥❡✳ 3 + 2νTA ✐s ♦♥❡✳✮ ❲❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❙❆✵✱
❙❆✶✱ ❛♥❞ ❙❆✷ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❆✲s✐❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥t❡♥❝❡s ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✭♦r✱ ❩ ❛♥❞ ❲✮ ❜♦s♦♥s✳ ✭❙✐♠✐❧❛r r❡♠❛r❦s ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t✇❡❛❦ ❜♦s♦♥s✳✮ ❙❆✲s✐❞❡ ✉s❡ ♦❢ D′ = 3 ✐s
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ✭P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞✮ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥ st❛t❡s ✭t❤❡ ❩ ❜♦s♦♥✱ t❤❡
♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❲ ❜♦s♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❲ ❜♦s♦♥✮✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✹✷✳✮ ❙❆✲s✐❞❡ ✉s❡ ♦❢ D′ = 3
✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ✭❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞✮ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤r❡❡ s♣✐♥ st❛t❡s✳ ❆❧s♦✱ ❙❆✲s✐❞❡ ✉s❡ ♦❢ D′ = 3
✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ✭❯▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞✮ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥ st❛t❡s ✭t❤❡ ❩ ❜♦s♦♥✱
t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❲ ❜♦s♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❲ ❜♦s♦♥✮✳ ✭❙❡❡ t❤❡ ❳❆✶✲❳❆✷ r♦✇ ✐♥ t❛❜❧❡
✺✽✳✮ ❚❆✲s✐❞❡ ✉s❡ ♦❢ D′ = 3 ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ✭P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞✮ r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✸✹ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✹✷✳✮ ❲❡ ✐♥✈♦❦❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✷✮✳ ❚❤❡
♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐r ❚❆✺✲❛♥❞✲❚❆✻✱ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥❞✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ κ@0,@0

✭♦r✱ SU(2)✮ s②♠♠❡tr②
t❤❛t ✐s r❡❧❡✈❛♥t t♦ r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ✜❡❧❞s ❢♦r ιS = 0 s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ r❡s✉❧ts t❤❛t t❛❜❧❡s ✸✷❜ ❛♥❞ ✸✷❝
s❤♦✇✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ❳❆ ❡q✉❛❧s ❙❆ ❛♥❞ ❳❆ ❡q✉❛❧s ❚❆✱ D′ = 3 ❛♥❞ D′ + 2νXA = 1✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ❳❆ ❡q✉❛❧s
❙❆ ❛♥❞ ❳❆ ❡q✉❛❧s ❚❆✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✵✮ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❲❡ ✐♥✈♦❦❡ ❡❛❝❤ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✷✮ ❛♥❞ ✭✻✸✮✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✹✼✳✮ ❘❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❡rt❛✐♥s✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s✳
❋♦r s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s D′′ = 2✱

ν′′ = −1 ❛♥❞D+2ν′′ = 0✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡s ✸✸ ❛♥❞ ✸✷❡✳✮ ❲❡ ❜❛s❡ t❤✐s ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t✱ ❢♦r s✐♠♣❧❡
❢❡r♠✐♦♥s✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ DTA + 2νTA = 0 = DSA + 2νSA✳
✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✶✮ ❛♥❞ t❛❜❧❡s ✸✷❜ ❛♥❞ ✸✷❝✳✮

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s✱ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ DTA = DSA = D′ = 3 ♠♦❞❡❧s
❢♦r ✜❡❧❞s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❚❆✶✲❛♥❞✲❚❆✷ ✭♦r✱ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✷✮✱ ❚❆✺✲❛♥❞✲❚❆✻✮✱ ❚❆✵✲❛♥❞✲
❙❆✵✱ ❛♥❞ ❙❆✶✲❛♥❞✲❙❆✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s D′′ = 2✱ ν′′ = −1 ❛♥❞ D + 2ν′′ = 0✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ιS = 2 s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s✱ ♥♦t✐♦♥s ✲ s✉❝❤ ❛s t❤r❡❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐rs ❛♥❞
r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✲ t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r ✜❡❧❞s ❢♦r ιS = 2 s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s
❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ♣❡rt❛✐♥✳ P❛r❛❧❧❡❧✐♥❣ ✇♦r❦ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✜❡❧❞s ❢♦r ιS = 2 s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s✱ ✇❡ ✐♥✈♦❦❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✷✮✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ιS = 0 s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s✱ t❤❡ t✇♦ ♣❡r❤❛♣s s❡❡♠✐♥❣❧② ❡①tr❛ ♦s❝✐❧❧❛t♦r
♣❛✐rs ✲ ❚❆✶✲❛♥❞✲❚❆✷ ❛♥❞ ❙❆✶✲❛♥❞✲❙❆✷ ✲ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ P❛r❛❧❧❡❧✐♥❣ ✇♦r❦ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✜❡❧❞s ❢♦r ιS = 0 s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s✱ ✇❡ ✐♥✈♦❦❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
✭✻✷✮ ❛♥❞ ✭✻✸✮✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ✜❡❧❞s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ✜❡❧❞s ❢♦r ιS = 1 s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✱ t❤❡ D∗

SA + 2νSA ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✷❜ s❤♦✇s
❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✇♦✳ ❚❤❡ 3 + 2νTA ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✷❝ s❤♦✇s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✇♦✳ ❙❡❡♠✐♥❣❧②✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✵✮ ♠✐❣❤t
♥♦t ♣❡rt❛✐♥✳

✸✹
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❚❛❜❧❡ ✸✹✿ ❙♦♠❡ s②♠♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ t♦ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s

P❛✐r ❙②♠♠❡tr② ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
❙❆✶✲❛♥❞✲❙❆✷ π@0,@−1

❚❤✐s s②♠♠❡tr② ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❛♥t✐♠❛tt❡r✳
❙❆✺✲❛♥❞✲❙❆✻ SU(2) ❚❤❡ t❤r❡❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡

❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ SU(2)✳ ❋♦r ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧s κ@0,@0

❛♥❞ κ@−1,@−1
❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ SU(2) s②♠♠❡tr②✳

❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✜❡❧❞s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❢❡r♠✐♦♥ s✉❜❢❛♠✐❧✐❡s ✶Φ✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✜❡❧❞s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ❢❡❛t✉r❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ D† = 2 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ D′ = 3✳

✭❊❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♦♥❡ ✲ ♥♦t t✇♦ ✲ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❤❛♥❞❡❞♥❡ss✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡❛❝❤
❦♥♦✇♥ ♠❛tt❡r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❧❡❢t ❤❛♥❞❡❞♥❡ss ❛♥❞ ♥♦t ✇✐t❤ r✐❣❤t ❤❛♥❞❡❞♥❡ss✳ ❊❛❝❤
❦♥♦✇♥ ❛♥t✐♠❛tt❡r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r✐❣❤t ❤❛♥❞❡❞♥❡ss ❛♥❞ ♥♦t ✇✐t❤ ❧❡❢t ❤❛♥❞❡❞♥❡ss✳ ❆
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ D′ = 3 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t♦ D† = 2 ❝♦rr❡❧❛t❡s✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛❝❦ ✲ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✲ ♦❢
❛ s❡❝♦♥❞ ❤❛♥❞❡❞♥❡ss✳ P❡r❤❛♣s✱ ♥♦t❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣❤♦t♦♥ ♠♦❞❡s ✲ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✸✺✳ ❆❧s♦✱
♣❡r❤❛♣s✱ ♥♦t❡ t❛❜❧❡ ✶✵✳✮ ❋♦r D† = 2✱ D† + 2νSA = D† + 2νTA = 1✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✈♦❧✉♠❡✲❧✐❦❡ ❛♥❞ ✜❡❧❞
st✐❧❧ ♣❡rt❛✐♥✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✵✮ ♣❡rt❛✐♥s✳

❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✜❡❧❞s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✭♦r✱
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✮ ✇✐t❤✐♥ ❢❡r♠✐♦♥ s✉❜❢❛♠✐❧✐❡s ✶Φ✳

❲❡ s❤✐❢t ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t s❡♣❛r❛t❡ ❢r♦♠ ❛s♣❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ D† = 2✳
❋r♦♠ D1 = D′ = 3✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✮✳
✭P❡r❤❛♣s ♥♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✮✱ j = 2 ❛♥❞ t❤❛t✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❤❡r❡✱ jνSA ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳✮ ❚❤❡
r❡s✉❧t D2 = (2 · 3) − 2 = 4 ♣❡rt❛✐♥s✳ ❲❡ ❜r✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ❛s♣❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ D† = 2 ❛♥❞ ❛s♣❡❝ts
❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ D2 = 4✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t D2 −D† = 4− 2 = 2 ♣❡rt❛✐♥s✳ ■♥ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✲ ❢r♦♠
D1 t♦ D2 ❛❞❞s ✲ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ D† = 2 ♣❡rt❛✐♥s ✲ t✇♦ ❚❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛♥❞ t✇♦ ❙❆✲s✐❞❡
♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❊❛❝❤ ♥❡✇ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐r ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥ SU(2) s②♠♠❡tr②✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✶✸✳✮ ❊q✉❛t✐♦♥
✭✻✵✮ ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ D = D† = 2 ❛♥❞ D = D2 −D† = 2✳ ❊❧s❡✇❤❡r❡✱ ✇❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✭❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r
❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t✇♦ ❚❆✲s✐❞❡
♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✇✐t❤ t❤❡ ❚❆✺✲❛♥❞✲❚❆✻ ♣❛✐r ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❙❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✇✐t❤ t❤❡ ❙❆✺✲❛♥❞✲❙❆✻
♣❛✐r✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❛❜❧❡ ✺✽✳✮ ❲❡ ✐♥✈♦❦❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✷✮ ❛♥❞ ✭✻✸✮✳ ❚❤❡ ❙❆✺✲❛♥❞✲❙❆✻ ♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ ✲ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥ ✲ t❤r❡❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✳

❚❛❜❧❡ ✸✹ s❤♦✇s ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡ts s②♠♠❡tr✐❡s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ t♦ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s✳ ✭◆♦t❡ t❛❜❧❡s ✷✽
❛♥❞ ✺✽✳✮ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥✱ ❡✐t❤❡r @0 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r r❡❧❡✈❛♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ♦r
@−1 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r r❡❧❡✈❛♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ιS = 1 s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳
❚❛❜❧❡ ✸✷❜ s❤♦✇s D = 3 ❛♥❞ D+2νSA = 0✳ ❚❛❜❧❡ ✸✷❝ s❤♦✇s D = 3 ❛♥❞ D+2νTA = 0✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✶✮

♣❡rt❛✐♥s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r D = 3 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✸✹ ✲ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❙❆✲s✐❞❡ @0 ❛♥❞
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❙❆✲s✐❞❡ @−1✳ ❘❡s✉❧ts t❤❛t t❛❜❧❡ ✸✹ ❢❡❛t✉r❡s ♣❡rt❛✐♥✳ ❖♥❡ ❝❛♥ r❡✉s❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ♣❡rt❛✐♥
❢♦r ✜❡❧❞s ❢♦r ιS = 1 s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳

✸✳✷✳✻✳ ❈♦♥❝❡♣ts r❡❣❛r❞✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ♣❤♦t♦♥s

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♥♦t✐♦♥s t❤❛t✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡s ♣❤♦t♦♥ st❛t❡s ✈✐❛ t✇♦ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s

❢♦✉r s♣❛❝❡✲t✐♠❡✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
❲❤② ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ ♣❤♦t♦♥ st❛t❡s ✈✐❛ ❢♦✉r ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs❄
Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡s ♣❤♦t♦♥ st❛t❡s ✈✐❛ ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s ❢♦✉r ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳
❚❤❡ ❢♦✉r✲♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠♦❞❡❧s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❖♥❡ ♠✐❣❤t ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦✉r✲♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠♦❞❡❧s ♠✉st ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♥♦♥✲③❡r♦ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❤♦t♦♥ r❡st ♠❛ss t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦♥✲③❡r♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛❧❧♦✇s ❛ ✇❛② t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s
♣❡r❝❡✐✈❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✺✮✳✮

❖♥❡ ♠✐❣❤t ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✉s✐♥❣ ❢♦✉r ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✇♦✉❧❞ ❛❞❞ ♥♦ ✐♥s✐❣❤t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉s✐♥❣ ❢♦✉r ♦s❝✐❧❧❛t♦rs
❧❡❛❞s t♦ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ✐♥s✐❣❤t ❛❜♦✉t ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ♣❤♦t♦♥s✳

✸✳✷✳✼✳ ❆▲● r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

❲❡ ❞✐s❝✉ss ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ♠♦❞❡ ❜② n✳ ❍❡r❡✱ n ✐s ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳ ❖♥❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❡rt❛✐♥s✳ ❲❡ ❧❛❜❡❧ t❤❛t ♦s❝✐❧❧❛t♦r

✸✺
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❚❛❜❧❡ ✸✺✿ ❆ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻
❚❆ n
❙❆ −1 n✱ @0

❚❛❜❧❡ ✸✻✿ ❆ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ♣❤♦t♦♥

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻
❚❆ n π@0,@−1

❙❆ −1 πn,@0

❚❆✵✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r nTA0 = n ♣❡rt❛✐♥s✳ ❍❡r❡✱ nTA0 = n ≥ 0 ♣❡rt❛✐♥s✳ ❍❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❝♦rr❡❧❛t❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ n + 1/2 ✇✐t❤ t❤❛t ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❚❤r❡❡ s♣❛t✐❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ♣❡rt❛✐♥✳ ❍❡r❡✱
nSA0 = −1✱ nSA1 = n✱ nSA2 = @0✳ ❖s❝✐❧❧❛t♦r ❙❆✵ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛s ③❡r♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✺✮✳✮ ❖s❝✐❧❧❛t♦r ❙❆✶ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳
❖s❝✐❧❧❛t♦r ❙❆✷ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r✐❣❤t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ @❴ ❞❡♥♦t❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❴ t❤❛t✱
✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t✱ ♥❡✈❡r ❝❤❛♥❣❡s✳ ❋♦r ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ @0 ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❙❆✷✳ ❚❤❡ s✉♠
n+ 1/2 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ❚❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡ ❙❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❋♦r t❤❡ ❚❆✲
s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ t❤❡ s✉♠ ✲ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ AALG

TA ✲ ❡q✉❛❧s (n + 1/2)✳ ❋♦r t❤❡ ❙❆✲s✐❞❡
♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ t❤❡ s✉♠ ✲ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ AALG

SA ✲ ❡q✉❛❧s (−1+1/2)+(n+1/2)+(0+1/2)✳
❚❛❜❧❡ ✸✺ s❤♦✇s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✶✷❜✳ P❡r❤❛♣s✱

❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❛❜❧❡ ✷✵❛✳✮ ❚❤❡ t✇♦✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t
❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ P❋❙ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❡①✐sts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❛❜❧❡ ✸✺✱ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ P❋❙ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
✇♦✉❧❞ s❤♦✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✸▲❇✳
✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✹✶✳✮

❋♦r t❤❡ r✐❣❤t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥✱ ♦♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ nSA1 ❛♥❞ nSA2✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t ✐s nSA1 = @0✱ nSA2 = n✳

❚❛❜❧❡ ✸✻ s❤♦✇s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ♣❤♦t♦♥✳ P❤♦t♦♥s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r
♣❛✐r ❙❆✶✲❛♥❞✲❙❆✷ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡ ♦r ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡✳ P❤♦t♦♥s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡
❝❤❛r❣❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ♣❤♦t♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✳ P❡r t❛❜❧❡ ✷✽✱ t❤❡ ❚❆✶✲❛♥❞✲❚❆✷ ❡♥tr② ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✺ ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡✳ P❡r t❛❜❧❡ ✶✸✱ t❤✐s t❡r♠ ♠❛❦❡s ❛ ③❡r♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ AALG

TA ✳
Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ ❚❆✶✲❛♥❞✲❚❆✷ ❡♥tr② ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✺ ✇✐t❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ♦r
✇✐t❤ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡✱ ❢♦r t❤❡ ❚❆✵ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ r❛✐s✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❧♦✇❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤
U(1) s②♠♠❡tr② ♣❡rt❛✐♥✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ ♥♦t❡ t❛❜❧❡ ✷✽✳✮ ❖♥❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❣❡♥✲
❡r❛t♦r ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡ss❛② ❞♦❡s ♥♦t ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤✐s U(1)
s②♠♠❡tr② ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ U(1) s②♠♠❡tr② t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡s
✇✐t❤ ♣❤♦t♦♥s✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ ♥♦t❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✸✮✳✮

❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t t❛❜❧❡ ✸✻ s❤♦✇s ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦❜s❡r✈❡r✳ ■♥ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ❛ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t✱ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❡r ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♦♥❡ ♦❢ ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ r✐❣❤t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❛t ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❡r✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ ✇♦✉❧❞ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s❛♠❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ n✳ ❖❜s❡r✈❡rs ♠✐❣❤t ❞✐s❛❣r❡❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡♥❡r❣② ♦r ♠♦♠❡♥t✉♠✳

❲❡ ♣r❡♣❛r❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ ♣❤♦t♦♥s✳
❚❛❜❧❡ ✸✼ ❞✐s❝✉ss❡s ♦✉r ✉s❡s ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥❞ r❡❣❛r❞✐♥❣

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝ts ❡①✐st ✲ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞ ✉♥❢r❡❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞
❢r❡❡✳

❚❛❜❧❡ ✸✽ ❞✐s❝✉ss❡s ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ nTA0 = −1✳ ❆❜s❡♥t
s✉❝❤ ❛s♣❡❝ts✱ ♠♦❞❡❧s ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t s✉❝❤ ❜♦s♦♥s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❡①❝✐t❡✳ ✭◆♦t❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✸✺✮✳✮

❚❛❜❧❡ ✸✾ ❧✐sts q✉❡st✐♦♥s t❤❛t✱ ❢♦r t❤✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡ ❢✉❧❧② ❛❞❞r❡ss✐♥❣✳
❚❛❜❧❡ ✹✵ ❞✐s❝✉ss❡s ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥ ❚❆✲s✐❞❡ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✶✽✳ P❡r❤❛♣s✱

s❡❡ t❛❜❧❡ ✷✽✳✮ ❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❚❆✼✲❛♥❞✲
❚❆✽ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❧✇❛②s ✲ ✇❤❡♥ s✉♠♠❡❞ ♦✈❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✲ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✸▲❇ ♥✉♠❜❡r✳ ✭❈♦r❡
♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛s♣❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✷❚
s✉❜❢❛♠✐❧②✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✻❪ ❞✐s❝✉ss❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ✇❡ ✐♥t❡r♣r❡t ❛s s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❚❆✼✲❛♥❞✲❚❆✽ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✸▲❇ ♥✉♠❜❡r✳✮ ❊❧s❡✇❤❡r❡✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛s♣❡❝ts
t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡♥t✐♦♥s✱ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✵✱ ♦❢ ✷❲ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✹✷✳✮✱ ✹● ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✹✽❛✳✮✱ ✻● ✭❙❡❡

✸✻
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❚❛❜❧❡ ✸✼✿ ❚❤❡ ✇♦r❞ ✉♥❢r❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❞ ❢r❡❡ ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts

❆s♣❡❝t
• ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✇♦r❞ ✉♥❢r❡❡ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❛♥
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦❞❡❧s ✲ ✐♥ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ♦♥❧② ❛s ✐❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❡♥t❛♥❣❧❡
✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ✉♥❢r❡❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ q✉❛r❦s ❛♥❞ t❤❡ ❛r❝s✳ ❚❤❡ ✉♥❢r❡❡
❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❣❧✉♦♥s✱ t❤❡ ❛②❡ ❜♦s♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❥❛② ❜♦s♦♥s✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❢r❡❡
❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ nTA0 = −1✳
• ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✇♦r❞ ❢r❡❡ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❛♥
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ✲ ✐♥ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ❛s ✐❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡①✐sts ✇✐t❤♦✉t ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t
✇✐t❤ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✷✾❛ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✷✾❜✳✮ ❚❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s
❛r❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦s✳ ❚❤❡ ❢r❡❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s ❛r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
❜♦s♦♥s ❡①❝❡♣t ❣❧✉♦♥s✱ t❤❡ ❛②❡ ❜♦s♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❥❛② ❜♦s♦♥s✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ nTA0 = 0✳
• ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✇♦r❞ ✉♥❢r❡❡ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r
♠♦♠❡♥t✉♠ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡rt❛✐♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦♥❡ ♣❧❛♥❡t ✐♥ ❛ s♦❧❛r s②st❡♠✱ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
♠♦♠❡♥t✉♠ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡rt❛✐♥✳
• ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✇♦r❞ ❢r❡❡ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♦❢
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠
♣❡rt❛✐♥s✳
• ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❡①✐st✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✇♦r❞ ✉♥❢r❡❡ t♦ ❛❧❧✉❞❡ t♦
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❢r❡❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❚❛❜❧❡ ✸✽✿ ❆s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ nTA0 = −1

❆s♣❡❝t
• ❊❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ nTA0 = −1 ❝❛♥ ❡①❝✐t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✲ t♦ ✉s❡ ❛ ✇♦r❞ ❢r♦♠
♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳
• ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ nTA0 = (−1)+✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✻✽ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✶✮✳✮

❚❛❜❧❡ ✸✾✿ ◗✉❡st✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ nSA0 = −1

◗✉❡st✐♦♥
• ❚♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t ❞♦ ❛♥s✇❡rs t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s ❞✐✛❡r ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ s✐♠♣❧❡
❢❡r♠✐♦♥s❄
• ❚♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t ❞♦❡s nSA0 = −1 ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ③❡r♦ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥❄
• ❚♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t ❞♦❡s nSA0 = −1 ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ③❡r♦ r❡st ♠❛ss❄
• ❚♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t ❞♦❡s nSA0 = −1 ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❡①❝✐t❡ ❛ st❛t❡ ✈✐❛ ✉s✐♥❣ ❛♥
❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② sq✉❛r❡❞❄
• ❚♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t ❞♦❡s nSA0 = −1 ❝♦rr❡❧❛t❡✱ ❢♦r ❢r❡❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ✇✐t❤ tr❛✈❡❧ ❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t❄
• ❚♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t ❞♦❡s nSA0 = −1 ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✐♥❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥✱ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❙❆✵ ♦s❝✐❧❧❛t♦r❄

✸✼
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❚❛❜❧❡ ✹✵✿ ❆s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥ ❚❆✲s✐❞❡ s②♠♠❡tr✐❡s ✭✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥
❝♦rr❡❧❛t❡s ✲ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❧❡✈❛♥t ❚❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐r ✲ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡①❛❝t s②♠♠❡tr②✮

❆s♣❡❝t
• ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❚❆✶✲❛♥❞✲❚❆✷ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐r✳

❙②♠❜♦❧ ❙②♠♠❡tr② ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ■❢ t❤✐s s②♠♠❡tr② ✐s ❊❧❡♠❡♥t❛r②
t❤❡ ❧❡❛st ❡①❛❝t s②♠♠❡tr②✱ ❜♦s♦♥
❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s ✳✳✳ s✉❜❢❛♠✐❧✐❡s

π@0,@−1
❊①❛❝t ❘❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❝❤❛r❣❡✳ ❆❧❧ ❜✉t ✳✳✳

✲ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❘❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ✭♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✮ ✲
κ@0,@−1

◆♦ ◆♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❝❤❛r❣❡✳ ✷❲✱ ✷❚
• ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❚❆✺✲❛♥❞✲❚❆✻ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐r✳

❙②♠❜♦❧ ❙②♠♠❡tr② ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ■❢ t❤✐s s②♠♠❡tr② ✐s ❊❧❡♠❡♥t❛r②
✭❣r♦✉♣✮ t❤❡ ❧❡❛st ❡①❛❝t s②♠♠❡tr②✱ ❜♦s♦♥

❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s ✳✳✳ s✉❜❢❛♠✐❧✐❡s
κ@−1,···,@−1

❊①❛❝t ✭❘❡❜✉tt❛❜❧❡✮ ❛❧✇❛②s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✳ ✷❯
✭SU(3)✮ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✶✶✸❛✳✮
π@0,@−1

❊①❛❝t ❘❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✳ ❆❧❧ ❜✉t ✳✳✳
✭✲✮
κ@0,@0

❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❘❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ♠✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✳ ✷❲✱ ✷❚✱ ✹●
✭SU(2)✮
κ@0,···,@0

■♥ ❡✛❡❝t✱ ♥♦ ◆♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✳ ✻●
✭SU(4)✮
κ@0,···,@0

■♥ ❡✛❡❝t✱ ♥♦ ◆♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✳ ✽●
✭SU(6)✮

• ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❚❆✼✲❛♥❞✲❚❆✽ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐r✳
❙②♠❜♦❧ ❙②♠♠❡tr② ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ■❢ t❤✐s s②♠♠❡tr② ✐s ❊❧❡♠❡♥t❛r②

t❤❡ ❧❡❛st ❡①❛❝t s②♠♠❡tr②✱ ❜♦s♦♥
❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s ✳✳✳ s✉❜❢❛♠✐❧✐❡s

π@0,@−1
❊①❛❝t ❘❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✸▲❇ ♥✉♠❜❡rs✳ ❆❧❧ ❜✉t ✳✳✳

✲ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❘❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ✭♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✮ ✲
κ@0,@−1

◆♦ ◆♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ✸▲❇ ♥✉♠❜❡rs✳ ✷❚

t❛❜❧❡ ✹✽❜✳✮✱ ✽● ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✹✽❝✳✮✱ ❛♥❞ ✷❚ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✺✷✳✮✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✻●✱ t❤❡ t❤r❡❡✲✇♦r❞ ♣❤r❛s❡ ✐♥ ❡✛❡❝t
♥♦ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ✲ ♥♦t ♦♥❡ ✲ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐rs✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✽●✱ t❤❡ t❤r❡❡✲✇♦r❞ ♣❤r❛s❡ ✐♥
❡✛❡❝t ♥♦ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ t❤r❡❡ ✲ ♥♦t ♦♥❡ ✲ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐rs✳ ❊①tr❛♣♦❧❛t✐♥❣ ❜❛❝❦✇❛r❞s✱ r❡❣❛r❞✐♥❣
✷● ❛♥❞ t❤❡ ❚❆✺✲❛♥❞✲❚❆✻ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐r✱ ❛♥ ❡①❛❝t s②♠♠❡tr② ♣❡rt❛✐♥s✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✹✶✳✮ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✲ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❧❡✈❛♥t ❚❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐r ✲ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❡①❛❝t
s②♠♠❡tr② ❛♥❞ r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❡rt②✳ ✭◆♦t❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✽ ❛❜♦✉t ♠♦❞❡❧✐♥❣
❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❜♦✉t t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❡rt②✳✮

❋♦r P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✹✮ ♣❡rt❛✐♥s ✲ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦✈✐s♦
t❤❛t✱ ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✉♥t t❤❡ t✇♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ ❛♥ SU(2) s②♠♠❡tr② t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✳ ❍❡r❡✱ NSA ❞❡♥♦t❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t
❙❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ ❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✹✮ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✷✮✳ ❆❧s♦✱ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤
❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❙❆✶ ❛♥❞ ❙❆✷ ✐s r❡❧❡✈❛♥t✳ ❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
✲ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✸✹ ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ D† = 2 ❛♥❞ D′ = 3✳✮

NSA = 2S + 1 ✭✻✹✮

❲❡ r❡t✉r♥ t♦ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s✳
❚❛❜❧❡ ✹✶ ✉♣❞❛t❡s t❛❜❧❡ ✸✻ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛s♣❡❝ts t❤❛t t❛❜❧❡ ✹✵ ♠❡♥t✐♦♥s✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✼❪ ❞✐s❝✉ss❡s

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ✇❡ ✐♥t❡r♣r❡t ❛s s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❚❆✺✲❛♥❞✲❚❆✻ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✷● s✉❜❢❛♠✐❧②✳ ❚❤❡ ❚❆✼✲❛♥❞✲❚❆✽
❡♥tr② ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✸▲❇ ♥✉♠❜❡r✳

❲❡ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ ♣❤♦t♦♥s✳ ✭❲❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ r♦✉❣❤❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
st❡♣s t❤❛t t❛❜❧❡ ✷✻❛ s❤♦✇s✳✮

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭♦r✱ ❩ ❛♥❞ ❲✮ ❜♦s♦♥s✳
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥t❡rr❡❧❛t❡s ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜♦s♦♥s✳

✸✽
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❚❛❜❧❡ ✹✶✿ ❆ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ♣❤♦t♦♥

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻
❚❆ n π@0,@−1

π@0,@−1
π@0,@−1

❙❆ −1 πn,@0

❚❛❜❧❡ ✹✷✿ ❆ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❢♦r ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜♦s♦♥s ✭✇✐t❤ π@0,@−1
♦♠✐tt❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣

❚❆✼✲❛♥❞✲❚❆✽✮

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻
❚❆ ✵ κ0,0

❙❆ nZ = 0 nW−3 = 0✱ nW+3 = 0

❚❛❜❧❡ ✹✷ ♣♦s✐ts ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❢♦r ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜♦s♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❜♦s♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❩ ❛♥❞ ❲
❜♦s♦♥s✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❲ ❜♦s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❆✶ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡
❝♦rr❡❧❛t❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❲ ❜♦s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❆✷ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ✭❖♥❡ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
❝❤❛r❣❡ ✇✐t❤ ❙❆✷ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ✇✐t❤ ❙❆✶✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧♦r❡ t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢✉rt❤❡r✳ ❚❤✐s ❡ss❛② ❞♦❡s
♥♦t ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❤ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢
♣❤♦t♦♥ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✳ ❚❤✐s ❡ss❛② ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❤❛♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ ❲ ❜♦s♦♥s✳ P❡r❤❛♣s✱
s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✽❪✳✮ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❲ ❜♦s♦♥s ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❚❆✶✲❛♥❞✲
❚❆✷ ❡♥tr② ❞♦❡s ♥♦t s❤♦✇ ❛ s②♠♠❡tr② t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ ♥♦t❡ t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✲ ♣❡r t❛❜❧❡ ✶✸ ✲ ♦❢ ❬❜❧❛♥❦❪ ❛♥❞ κ0,−1✳✮ P❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ κ0,0 ✇✐t❤ t❤❡ ❚❆✺✲❛♥❞✲❚❆✻ ♦s❝✐❧❧❛t♦r
♣❛✐r ❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✷✮ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✷✵❛✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss ❲✲❢❛♠✐❧② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ n ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❲✲❢❛♠✐❧② ❜♦s♦♥s✱ ✇❡ ✉s❡ nTA0 = n = nSA❴✱
✇✐t❤ ❙❆❴ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ❜♦s♦♥✳ ❆♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❡①❝✐t❡s ♦r ❞❡✲❡①❝✐t❡s t❤❡ ❜♦s♦♥
❝♦♥s❡r✈❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥ t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✭♦r✱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✲♦♥❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥✮ ❛♥❞ ❛ ❲+3 ❜♦s♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✲♦♥❡
♥❡✉tr✐♥♦✳ ✭P❡r ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ❡ss❛② ✉s❡s✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ s②♠❜♦❧ ❲+3 ❡q✉❛❧s t❤❡
❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❛ ♣♦s✐tr♦♥✳ ❙❡❡ t❛❜❧❡ ✷✻❞✳✮ ❲❡ s❛② t❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❤❛❞r♦♥s ✭s✉❝❤ ❛s ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥s✮✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡♥t❛♥❣❧❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✭♣❡r❤❛♣s✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✈✐rt✉❛❧✮ ❲ ❜♦s♦♥s✱
✇✐t❤ ♦♥❡ ❲ ❜♦s♦♥ ❜❡✐♥❣ ❛ ❲−3 ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❲ ❜♦s♦♥ ❜❡✐♥❣ ❛ ❲+3✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st
t❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♥❡❡❞ ♥♦t ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t q✉❛r❦s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡ t❤❛t t❛❜❧❡ ✹✷ s❤♦✇s t♦ t❤❡ st❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② nTA0 = 2✱ nSA0 = 0✱
nSA1 = 1✱ ❛♥❞ nSA2 = 1 ✇♦✉❧❞ ✈✐♦❧❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✵✮✳ ❚❤❡ ❚❆✲s✐❞❡ r❛✐s✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛
❢❛❝t♦r ♦❢ (1+0)1/2(1+1)1/2✱ ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧s 21/2. ❚❤❡ ❙❆✲s✐❞❡ r❛✐s✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢
(1 + 0)1/2(1 + 0)1/2✱ ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧s 1. ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✵✮ ❛♥❞ ✭✹✶✮ ✐♠♣❧② t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❚❆✺ ❛♥❞ ❚❆✻
♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♦❢ q✉❛r❦s✳ ❚❤r❡❡ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ SU(2)✳ ✭❙❡❡
t❛❜❧❡ ✶✸✳✮ ❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ SU(2) s②♠♠❡tr② ♣❡rt❛✐♥s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ✜✈❡✲✇♦r❞ t❡r♠ r❡❜✉tt❛❜❧❡
s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭♦r✱ t❤❡ s✐①✲✇♦r❞ t❡r♠ r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✮✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❡♠s t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❈P ✈✐♦❧❛t✐♦♥✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✾❪✳✮ Pr♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❲✲
❢❛♠✐❧② ❡✛❡❝ts✱ ♦❢ ❧❡♣t♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ✭❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✾❪ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠❛② ❜❡ ♦♥ t❤❡ ✈❡r❣❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣
❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♣t♦♥ ❈P ✈✐♦❧❛t✐♦♥✳✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❚❆✺✲❛♥❞✲❚❆✻ SU(2) s②♠♠❡tr② ✇✐t❤ t❤❡ ❚❆✵ U(1) s②♠♠❡tr② ②✐❡❧❞s ❛♥ SU(2)×U(1)
s②♠♠❡tr②✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡s ✶✸ ❛♥❞ ✹✷✳✮ ❚❤✐s ❡ss❛② ❞♦❡s ♥♦t ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s
♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ SU(2) × U(1) s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ SU(2) × U(1) s②♠♠❡tr② t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ ♥♦t❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✸✮✳✮

❚❛❜❧❡ ✹✸ s❤♦✇s ❛ ❯▼❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜♦s♦♥s✳ ❚❤❡ ❙❆✶✲❛♥❞✲❙❆✷
κ@0,@0

❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✸ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ t❤r❡❡ s♣✐♥ st❛t❡s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❚❆✺✲❛♥❞✲❚❆✻
κ@0,@0

❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✶✽ ❛♥❞ t❛❜❧❡
✹✵✳✮

❲❡ ❞✐s❝✉ss r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s ❛♥❞ ❢♦r ♥❡✉tr✐♥♦s✳
❋♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s✱ ✇❡ ♣♦s✐t t❤❛t ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♥❡❡❞ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤

❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳

✸✾
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❚❛❜❧❡ ✹✸✿ ❆ ❯▼❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜♦s♦♥s ✭✇✐t❤ π@0,@−1
♦♠✐tt❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❚❆✼✲❛♥❞✲❚❆✽✮

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻
❚❆ @0 κ@0,@−1

κ@0,@0

❙❆ @0 κ@0,@0

❚❛❜❧❡ ✹✹✿ ❆ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✉❜❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s ✭✇✐t❤ π@0,@−1
♦♠✐tt❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❚❆✼✲❛♥❞✲❚❆✽✮

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻
❚❆ @0 π@0,@−1

❙❆ @0 π@0,@−1

❚❛❜❧❡ ✹✹ s❤♦✇s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✶❈ s✉❜❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦rts
✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ D′ = 3 ❛♥❞ D† = 2✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡s ✸✷❜✱ ✸✷❝✱ ❛♥❞ ✸✹✳✮ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢
❙❆✶✲❛♥❞✲❙❆✷ ❛♥❞ ❚❆✶✲❛♥❞✲❚❆✷✱ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♦♥❧② ♦♥❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❡rt❛✐♥s✳ ❋♦r ❙❆✶✲❛♥❞✲❙❆✷✱ t❤❡ s②♠❜♦❧
π@0,@−1

❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❛♥t✐♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋♦r ❚❆✶✲❛♥❞✲❚❆✷✱ t❤❡
s②♠❜♦❧ π@0,@−1

❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ s②♠♠❡tr② t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡✳
❋♦r ❙❆✵✱ t❤❡ s②♠❜♦❧ @0 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❛ss ❛♥❞ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝❤❛r❣❡✳ ❋♦r ❚❆✵✱ t❤❡ s②♠❜♦❧ @0

♣❡rt❛✐♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥tr② ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣✳
❚❛❜❧❡ ✹✺ s❤♦✇s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤ t❤❡

♥♦t✐♦♥s ♦❢ D1 = D′ = 3 ❛♥❞ D2 = 4✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡s ✸✷❜✱ ✸✷❝✱ ❛♥❞ ✸✹✳✮ ❋♦r ❙❆✺✲❛♥❞✲
❙❆✻✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ κ@0,@0

❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✳ P❡r t❛❜❧❡ ✷✽✱ t❤❡ ❚❆✺✲❛♥❞✲❚❆✻
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t t❛❜❧❡ ✹✺ s❤♦✇s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ✭◆♦t❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s t❤❛t t❛❜❧❡ ✹✵ ❞❡s❝r✐❜❡s✳✮

❚❛❜❧❡ ✹✻ s❤♦✇s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♥❡✉tr✐♥♦s✳ ❙♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❛❜❧❡ ✹✻ ❛♥❞
t❛❜❧❡ ✹✺ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✷✮ ❛♥❞ ✭✹✸✮✳ ✭❚❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠ ❛ ❢❡r♠✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦❢m>̀0 ❛♥❞m=̀0 t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♦❢m>̀0 ❛♥❞m=̀0✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣
♥♦t❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✷✸✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ @0 ✐s ♥♦t ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❍❡r❡✱
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ −1 ❛♥❞ @−1 ✐s ♥♦t ♠❛t❡r✐❛❧✳✮ ❖♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❙❆✵✳ ❖♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❚❆✵✳ ❋♦r ❙❆✵✱ t❤❡ s②♠❜♦❧ @−1 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ③❡r♦❧✐❦❡ ♠❛ss ❛♥❞
③❡r♦ ❝❤❛r❣❡✳ ❋♦r ❚❆✵✱ t❤❡ s②♠❜♦❧ @−1 ♣❡rt❛✐♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥tr② ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣✳ ❖t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t✇♦ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ κ@0,@0

← κ@−1,@−1
❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥

r❡❧❡✈❛♥t s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ κ@0,@0
← κ@−1,@−1

s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ nXA❴ = nTA0✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ nXA❴ = nTA0 ✐s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣
♠♦❞❡❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ r❡❢r❛❝t✐♦♥✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✻✽✳✮

❲❡ r❡t✉r♥ t♦ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s✳
❚❛❜❧❡ ✹✼ s❤♦✇s ❛ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥✳ P❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥

r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡s ✸✷❜ ❛♥❞ ✸✷❝✱ t❤r❡❡ ❚❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛♥❞ t❤r❡❡ ❙❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ♣❡rt❛✐♥✳ ❚❤❡ ❙❆✲s✐❞❡
✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ κ@0,@−1

❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♥♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡✳ ❯♥❧✐❦❡ ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜♦s♦♥s✱
♥♦ ❡①❝✐t❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ nTA0 ❛♥❞ ❛ r❡❧❡✈❛♥t nSA❴✳ ✭◆♦t❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✹✷✳✮ ❋♦r ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥s✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ r❡❜✉tt❛❜❧❡
❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❛❜❧❡ ✹✼ s❤♦✇s π@0,@−1

r❡❣❛r❞✐♥❣ ❚❆✺✲❛♥❞✲❚❆✻✳
❚❛❜❧❡ ✹✽ s❤♦✇s P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ✹●✱ ✻●✱ ❛♥❞ ✽● r♦♦t ❢♦r❝❡s✳ ❊❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✹✮✳ ❊❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡s ❢r♦♠ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣❤♦t♦♥✳
✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✹✶✳✮ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✹● ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐♥❣ r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✷❲ s✉❜❢❛♠✐❧②✱ t❤❡ ❚❆✺✲❛♥❞✲❚❆✻
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ κ@0,@0

✐♥ t❛❜❧❡ ✹✽❛ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳
✭❚❤✐s ❧❡❛✈❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❡✐t❤❡r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✈✐rt✉❛❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❧♦s❡✲❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦✛❡rs ❛♥♦t❤❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✷✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t s❡❡♠s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣r❡❝❧✉❞❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✲ t♦✇❛r❞ s✉❝❤ ❞❛t❛ ✲ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳✮ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❛❜❧❡ ✹✽❜ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✹✽❝✱

❚❛❜❧❡ ✹✺✿ ❆ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s ✭✇✐t❤ π@0,@−1
♦♠✐tt❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❚❆✼✲❛♥❞✲❚❆✽✮

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻
❚❆ @0 π@0,@−1

κ@0,@0

❙❆ @0 π@0,@−1
κ@0,@0

✹✵
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❚❛❜❧❡ ✹✻✿ ❆ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ♥❡✉tr✐♥♦s ✭✇✐t❤ π@0,@−1
♦♠✐tt❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❚❆✼✲❛♥❞✲❚❆✽✮

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻
❚❆ @−1 π@0,@−1

κ@−1,@−1

❙❆ @−1 π@0,@−1
κ@−1,@−1

❚❛❜❧❡ ✹✼✿ ❆ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥ ✭✇✐t❤ π@0,@−1
♦♠✐tt❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❚❆✶✲❛♥❞✲

❚❆✷ ❛♥❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❚❆✼✲❛♥❞✲❚❆✽✮

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻
❚❆ ✵ π@0,@−1

❙❆ ✵ κ@0,@−1

✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❚❆✺✲❛♥❞✲❚❆✻ ✐t❡♠ t♦ ♣♦✐♥t t♦ ❛ s②♠♠❡tr② t❤❛t t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❥✉st
t✇♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳

❚❛❜❧❡ ✹✽ ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t Σmax = 8 ♣❡rt❛✐♥s ✭P❡r❤❛♣s✱ s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✽✮✳✮ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t nTA0 = 0 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ nTA0 = @0✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✹●✱
✻●✱ ❛♥❞ ✽● r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✲ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s②♠♠❡tr✐❡s SU(3)✱ SU(5),❛♥❞ SU(7) ♣❡rt❛✐♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❛ ❧✐♠✐t ♦❢ SU(7) ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✻✮ ❛♥❞
❞✐s❝✉ss✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡s ✻✷❛ ❛♥❞ ✻✹✳ P❡r❤❛♣s✱ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✷✵● ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ SU(17)✳✮

❲❡ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ |ι3CH |=́2 ♦r |ι3CH |=́1✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡
✷✻❞ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✵✮✳✮

❚❛❜❧❡ ✹✾ ♥♦t❡s ❝♦♥❝❡♣ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✱ ❢♦r ♦❜❥❡❝ts✱ ♦❢ ❝❤❛r❣❡✱ ♦❢ ι3LB ✱ ♦❢ L✱ ❛♥❞ ♦❢ B✳ ❍❡r❡✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛ ♣r♦t♦♥ ♦r ♦t❤❡r ❤❛❞r♦♥ ✇✐t❤ ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡ q✉❛r❦s ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ❢r❡❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ❛❧s♦ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❋♦r ❛ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡
q✉❛r❦s ❛♥❞ ❛r❝s✱ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s t♦ ✐♥t❡❣❡r ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡r ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r ♣r❡❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❜♦t❤ q✉❛r❦s ❛♥❞ ❛r❝s✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ❛ s②♠♠❡tr② r❡❣❛r❞✐♥❣ ι3CH ✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr② s✉❣❣❡sts t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
❝❛s❡s ι3CH = 2 ❛♥❞ ι3CH = 1 ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ι3CH = 3✳ ❋♦r t❤❡ ✶❈ s✉❜❢❛♠✐❧②✱ t❤❡ ❝❛s❡s ι3CH = 2
❛♥❞ ι3CH = 1 ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐① ✶◗ ✭♦r✱ q✉❛r❦✮ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s✳ ◗✉❛r❦s ❤❛✈❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❣❡s✳

❚❛❜❧❡ ✺✵ s❤♦✇s✱ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡❧❛t❡❞ t♦
ι3CH ✳ ❋♦r t❤❡ ③❡r♦✲❝❤❛r❣❡ ✶❘ ❛♥❞ ✷❚ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t t❛❜❧❡ ✺✵ s❤♦✇s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐❝❦ ♠❛r❦s ✐♥ ❛ s②♠❜♦❧
ΣΦ0❴ ❡q✉❛❧s |ι3CH |✳

❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ✶◗ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ✇❤✐❝❤ t❛❜❧❡ ✺✵ ❛❧❧✉❞❡s ❡q✉❛❧s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✶❈ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❛❜❧❡ ✹✺ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r q✉❛r❦s✳

❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ✶❘ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ✇❤✐❝❤ t❛❜❧❡ ✺✵ ❛❧❧✉❞❡s ❡q✉❛❧s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✶◆ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❛❜❧❡ ✹✻ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛r❝s✳

❚❛❜❧❡ ✺✶ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❯▼❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t✇❡❛❦ ❜♦s♦♥s✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♠❡♥❞s t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t t❛❜❧❡ ✹✸ s❤♦✇s ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜♦s♦♥s s♦ ❛s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥✲
s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ✸▲❇ ♥✉♠❜❡r✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✹✵✳✮

❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❥❛② ❜♦s♦♥s✳
❚❛❜❧❡ ✺✷ s❤♦✇s ❛ ❯▼❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❥❛② ✭♦r✱ ✷❏✮ ❜♦s♦♥s✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ s❤♦✇s r❡s✉❧ts

♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✷✮ ❛♥❞ ✭✹✸✮ t♦ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜♦s♦♥s✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✹✸✳✮
❚❤❡ r❡s✉❧t nSA0 = −1 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ③❡r♦ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ③❡r♦❧✐❦❡ ♠❛ss✳ P❛r❛❧❧❡❧✐♥❣ r❡s✉❧ts ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ t❤❡
✷❲ s✉❜❢❛♠✐❧②✱ t❤❡ ❙❆✼✲❛♥❞✲❙❆✽ SU(2) s②♠♠❡tr② ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ✇✐t❤
t❤r❡❡ s♣✐♥ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❙❆✼✲❛♥❞✲❙❆✽ ❛♥❞ ❚❆✺✲❛♥❞✲❚❆✻ ✐t❡♠s ❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤ ♥♦t❛t✐♦♥✲❝❡♥tr✐❝ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s
r❡❣❛r❞✐♥❣ nXA❴ = nTA0✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦s✐t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ✷❏ ❜♦s♦♥s✳ ✷❏0
❝❛♥ ❡①❤✐❜✐t ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r✐❣❤t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ✷❏− ❝❛♥ ❡①❤✐❜✐t ✭s❛②✮ ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❡①❤✐❜✐t r✐❣❤t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ✷❏+ ❝❛♥ ❡①❤✐❜✐t r✐❣❤t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ✭❊❧s❡✇❤❡r❡✱ ✇❡ ♠♦r❡ ❢✉❧❧② ❞✐s❝✉ss ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❥❛② ♣❤②s✐❝s✳
❙❡❡ t❛❜❧❡ ✼✵✳✮

❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❛②❡ ❜♦s♦♥✳
❚❛❜❧❡ ✺✸ s❤♦✇s ❛ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❛②❡ ❜♦s♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ✺✸ ❞✐✛❡rs

❢r♦♠ t❛❜❧❡ ✹✼ ✲ ✇❤✐❝❤ ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥ ✲ ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✲ ♦♥❡ ❢♦r ❚❆✵ ❛♥❞ ♦♥❡
❢♦r ❙❆✵ ✲ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ nXA0 = 0← nXA0 = −1✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss ❣❧✉♦♥s✳
❚❛❜❧❡ ✺✹ s❤♦✇s ❛ ❯▼❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ✷❯ ❢♦r❝❡s✳ ✭❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐r

✹✶

Preprints (www.preprints.org)  |  NOT PEER-REVIEWED  |  Posted: 21 October 2020                   doi:10.20944/preprints202010.0421.v1

https://doi.org/10.20944/preprints202010.0421.v1


❚❛❜❧❡ ✹✽✿ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ❢♦r t❤❡ ✹●✱ ✻●✱ ❛♥❞ ✽● r♦♦t ❢♦r❝❡s

✭❛✮ ❆ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ❢♦r ✹● ❜♦s♦♥s ✭✇✐t❤ π@0,@−1
♦♠✐tt❡❞ r❡✲

❣❛r❞✐♥❣ ❚❆✶✲❛♥❞✲❚❆✷ ❛♥❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❚❆✼✲❛♥❞✲❚❆✽✮

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻
❚❆ ✵ κ@0,@0

❙❆ −1 π@0,@0
π0,@0

✭❜✮ ❆ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ❢♦r ✻● ❜♦s♦♥s ✭✇✐t❤ π@0,@−1
♦♠✐tt❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❚❆✶✲❛♥❞✲

❚❆✷ ❛♥❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❚❆✼✲❛♥❞✲❚❆✽✮

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻
❚❆ ✵ κ@0,...,@0

✭SU(4)✮
❙❆ −1 π@0,@0

π@0,@0
π0,@0

✭❝✮ ❆ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ❢♦r ✽● ❜♦s♦♥s ✭✇✐t❤ π@0,@−1
♦♠✐tt❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❚❆✶✲❛♥❞✲❚❆✷

❛♥❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❚❆✼✲❛♥❞✲❚❆✽✮

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻
❚❆ ✵ κ@0,...,@0

✭SU(6)✮
❙❆ −1 π@0,@0

π@0,@0
π@0,@0

π0,@0

❚❛❜❧❡ ✹✾✿ ❱❛❧✉❡s✱ ❢♦r ♦❜❥❡❝ts✱ ♦❢ ι3LB ✱ ♦❢ L✱ ❛♥❞ ♦❢ B

❈♦♥❝❡♣t
• ❋♦r ❢r❡❡ ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ s♦♠❡ ♥♦♥✲③❡r♦ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ |qǫ| ❢♦r ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞
t❤r❡❡ ❢♦r |ι3LB |✳
• ❋♦r ✉♥❢r❡❡ ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ s♦♠❡ ♥♦♥✲③❡r♦ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ |qǫ|/3 ❢♦r ❝❤❛r❣❡
❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r |ι3LB |✳
• ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❝❤❛r❣❡✱ ι3LB ✱ L✱ ❛♥❞ B ✐s ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛
♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝t✳

❚❛❜❧❡ ✺✵✿ ❙✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ |ι3CH |=́2 ♦r |ι3CH |=́1 ✭✇✐t❤ t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s s❤♦✇✐♥❣ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤
|ι3CH |=́3✮

ιS = 2S |ι3CH |=́3 |ι3CH |=́3 |ι3CH |=́2 |ι3CH |=́2 |ι3CH |=́1 |ι3CH |=́1
m>̀0 m=̀0 m>̀0 m=̀0 m>̀0 m=̀0

✶ ✶❈3
j ✿✷ ✶◆0

j ✿④✶ ♦r ✷⑥ ✶◗2
j ✿✷ ✶❘0′′

j ✿④✶ ♦r ✷⑥ ✶◗1
j ✿✷ ✶❘0′

j ✿④✶ ♦r ✷⑥

✷ ✷❲0✿✶ ✷❚0′′ ✿✶ ✷❚0′ ✿✶
✷ ✷❲3✿✷ ✷❚2✿✷ ✷❚1✿✷

❚❛❜❧❡ ✺✶✿ ❆ ❯▼❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✇❡❛❦ ❜♦s♦♥s

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻
❚❆ @0 κ@0,@−1

κ@0,@0
κ@0,@−1

❙❆ @0 κ@0,@0

❚❛❜❧❡ ✺✷✿ ❆ ❯▼❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❥❛② ❜♦s♦♥s

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻
❚❆ @−1 π@0,@−1

κ@−1,@−1
π@0,@−1

❙❆ @−1 κ@−1,@−1

❚❛❜❧❡ ✺✸✿ ❆ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❛②❡ ❜♦s♦♥ ✭✇✐t❤ π@0,@−1
♦♠✐tt❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❚❆✶✲❛♥❞✲

❚❆✷ ❛♥❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❚❆✼✲❛♥❞✲❚❆✽✮

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻
❚❆ −1 π@0,@−1

❙❆ −1 κ@0,@−1
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❚❛❜❧❡ ✺✹✿ ❆ ❯▼❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ✷❯ ✭✇✐t❤ π@0,@−1
♦♠✐tt❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❚❆✶✲❛♥❞✲❚❆✷ ❛♥❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❚❆✼✲❛♥❞✲❚❆✽✮

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻
❚❆ κ@−1,@−1,@−1

✭SU(3)✮
❙❆ @−1 κ@−1,@−1

❚❛❜❧❡ ✺✺✿ P♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❯✲❢❛♠✐❧② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❯✲❢❛♠✐❧② ♦❢
r♦♦t ❢♦r❝❡s

❙✉❜❢❛♠✐❧② ❈♦♥❝❡♣t ❆s♣❡❝t ❑▼❙ ❙❆✲s✐❞❡ ❛s♣❡❝t ✵Φ ✵Φ ♠❛ss ❘❡s✐❞✉❛❧ str♦♥❣ ❢♦r❝❡
✷❯ SU(3) ⊎ I I ♦♣❡r❛t♦r − exp(r/(|ηSA|)) ✵P m>̀0 ❆ttr❛❝t✐✈❡

❙❆✾✲❛♥❞✲❙❆✶✵✱ s❡❡ t❛❜❧❡ ✷✵❛✳✮ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❚❆✲s✐❞❡ SU(3) s②♠♠❡tr② t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s✱ ✐♥
P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ✇✐t❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❚❆✵✱ ❚❆✾✱ ❛♥❞ ❚❆✶✵✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s❡❡♠✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤r❡❡
✲ ♥♦t t✇♦ ✲ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ nTA❴ = −1 ❢♦r ❛s♣❡❝ts t❤❛t s❡❡♠✐♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❥✉st t✇♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ❝♦♠♣❛r❡
✇✐t❤ t❤❡ SU(4) ❛♥❞ SU(6) ✐t❡♠s ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✵✳✮ ❚❤❡ ❚❆✲s✐❞❡ SU(3) s②♠♠❡tr② ❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤ r❡❜✉tt❛❜❧❡
❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ s❡❡ t❛❜❧❡ ✹✵✳✮ ❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ ✭♥♦♥✲r❡s✐❞✉❛❧✮ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
❡✐t❤❡r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦r ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❈P s②♠♠❡tr②✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✶✶✸✳✮ ❚❤✐s ❡ss❛② ❞♦❡s ♥♦t ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❚❆✲s✐❞❡ SU(3) s②♠♠❡tr②
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ SU(3) s②♠♠❡tr② t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ str♦♥❣
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ ♥♦t❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✸✮✳✮ ❚❤❡ ❙❆✲s✐❞❡ SU(2) s②♠♠❡tr② ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡s✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✺✽❛✳✮ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✻✾ s❤♦✇s✱ ❢r♦♠ ❛ P❋❙✲
❝❡♥tr✐❝ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❧✉♦♥s✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣✐❡ ❜♦s♦♥✳
❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✷❯ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐❡ ✭♦r✱ ✵P✮ ❜♦s♦♥✳
❚❛❜❧❡ ✺✺ ❛❧❧✉❞❡s t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s t❤❡ ♣✐❡ ❜♦s♦♥ ✇✐t❤ ❯✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s✳ ❚❛❜❧❡s ✷✻❛ ❛♥❞

✷✻❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ SU(3) ⊎ I✳ ❚❛❜❧❡ ✺✺ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♣❡r❛t♦r ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
SU(3) ⊎ I✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣✐❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ❛ ❨✉❦❛✇❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛t✱ ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐✱ ❛ttr❛❝ts ❤❛❞r♦♥s t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✻✮✳✮ ❲❤❡r❡❛s✱ ✷❯ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡s✱ ✵P ♣❛rt✐❝❧❡s ✲ ✐♥ ❡✛❡❝t ✲
✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❝❧❡❛r ✭♦r✱ ✇❤✐t❡✮ ❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡✳

❚❛❜❧❡ ✺✻ s❤♦✇s ❛ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✵P ❜♦s♦♥✳ ❚❤❡ ✵P s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞♦❡s ♥♦t
✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳

❚❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣✐❡ s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥ ♠✐❣❤t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ ♣✐♦♥s✳ ✭❲❡ ❜❛s❡ t❤❛t ♥♦t✐♦♥ ♦♥
♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ✲ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s ✈✐rt✉❛❧ ♣✐♦♥s✳✮ ❚❤✐s ❡ss❛② ❞♦❡s ♥♦t ❢✉rt❤❡r
❡①♣❧♦r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣✐❡ ❜♦s♦♥✳

✸✳✷✳✽✳ ❙♦♠❡ P❊P▼ ❝♦♥❝❡♣ts r❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ♦✉t♣✉t t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

❚❛❜❧❡ ✺✼ s✉♠♠❛r✐③❡s s♦♠❡ P❊P▼ ❝♦♥❝❡♣ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ♦✉t♣✉t t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ ❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ✺✼ ✇✐t❤ t❛❜❧❡ ✼✷✳✮

✹✳ ❘❡s✉❧ts✿ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝ts

❚❤✐s ✉♥✐t ✐♥t❡rr❡❧❛t❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝ts✳

✹✳✶✳ ❙✉♠♠❛r②✿ ❛ t❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝ts

❚❛❜❧❡ ✺✽ ❧✐sts ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ t♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❛t ♠❛② ♣❡rt❛✐♥ t♦ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t
❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝t✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✷✵✳✮

❲❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❜♦✉t ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ r❡❣❛r❞
t♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❚❛❜❧❡ ✺✻✿ ❆ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✵P s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥ ✭✇✐t❤ π@0,@−1
♦♠✐tt❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❚❆✶✲❛♥❞✲❚❆✷ ❛♥❞ r❡✲

❣❛r❞✐♥❣ ❚❆✼✲❛♥❞✲❚❆✽✮

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻
❚❆ ✵
❙❆ ✵

✹✸
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❚❛❜❧❡ ✺✼✿ ❙♦♠❡ P❊P▼ ❝♦♥❝❡♣ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ♦✉t♣✉t t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

❚②♣❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s P❉❊ ❙✉❜❢❛♠✐❧✐❡s ❆▲●
✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
▲♦♥❣✲r❛♥❣❡ r♦♦t ❢♦r❝❡s r−2 Σ● nTA0 = 0✱ nSA0 = −1
❖t❤❡r r♦♦t ❢♦r❝❡s r2 ✷❯ nTA0 = (−1)+
❙✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s r0 ❆❧❧ ♦t❤❡rs nTA0 = nSA0

❊❧s❡✇❤❡r❡✱ ✇❡ s♣❡❝✉❧❛t❡ t❤❛t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❛❜❧❡ ✺✽❛ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♣ SU(17)✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✷✵✳✮ ❊❧s❡✇❤❡r❡✱ ✇❡ s♣❡❝✉❧❛t❡ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❛❜❧❡
✺✽❛ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✲ ❛t ❧❡❛st ❛ ❦❡② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✲ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ t❤❡♦r② ♦❢ ❡✈❡r②t❤✐♥❣✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞
t♦ t❛❜❧❡ ✶✶✶✳✮

✹✳✷✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝ts

❲❡ ❞✐s❝✉ss ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ♣♦✐♥t t♦ r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡s✳

✹✳✷✳✶✳ ❑✐♥❡♠❛t✐❝s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳
■♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛rr✐❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡✈❡♥ts t❤❛t

❡①❝✐t❡❞ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ❱✐❛ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ ♣❡♦♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ♠♦♠❡♥t❛✱ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳ ✭❆❧s♦✱ ♣❡♦♣❧❡
♠❡❛s✉r❡ ♦r ✐♥❢❡r t❤❛t t❤❡ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ❢❡❛t✉r❡s ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❢❡❛t✉r❡ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳✮ P❡♦♣❧❡ ✐♥❢❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts✳

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r Σ● ✭♦r✱ ●✲❢❛♠✐❧②✮ ✜❡❧❞s r❡✢❡❝t
❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❲❡ st❛rt ❜② ❡①♣❧♦r✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡♥❡r❣②✱ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳
❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞✐s❝✉ss❡s ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♦❜❥❡❝ts✱ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭s✉❝❤ ❛s s♣✐♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡✮ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱

♠♦t✐♦♥✲❝❡♥tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭s✉❝❤ ❛s ♠♦♠❡♥t✉♠✮ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭♦r✱ ❢♦r❝❡s✮ t❤❛t ❛✛❡❝t ✐♥t❡r♥❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♦r ♠♦t✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss s②♠♠❡tr✐❡s t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❧❛✇s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠♦t✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✺✾ s✉♠♠❛r✐③❡s s②♠♠❡tr✐❡s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❝♦rr❡❧❛t❡s ❛♥ S1G s②♠♠❡tr② ✇✐t❤ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ S1G ❞❡♥♦t❡s ❛ s②♠♠❡tr②
❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❣r♦✉♣ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ♣❡rt❛✐♥s✳ ❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣
♣❡rt❛✐♥s t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♣❡rt❛✐♥s t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝ts✳ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s
❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ♠♦t✐♦♥✳ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ♠♦t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡
❦✐♥❡♠❛t✐❝s s②♠♠❡tr✐❡s t❤❛t t❛❜❧❡ ✺✽ s❤♦✇s✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❼ ▼♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❢r❡❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♥❡❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t
❛❧❧ t❤r❡❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ♣❡rt❛✐♥✳ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢r❡❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❼ ❖❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❡①✐st ❛s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢✱ ❧❡t ✉s ❝❛❧❧ t❤❡♠✱ ❧❛r❣❡r ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ❢r❡❡✳ ❋♦r ♦♥❡ ❡①❛♠♣❧❡✱
❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♥ ❡①✐st ❛s ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠✳ ❋♦r ❛♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❤❛❞r♦♥ ❝❛♥ ❡①✐st ❛s ♣❛rt ♦❢ ❛♥
❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✉s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❤❛❞r♦♥✳ ❚❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ ❝♦♥✜♥❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❛♥
♣❡rt❛✐♥✳

❼ ▼♦❞❡❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ✭♦r✱ ❞②♥❛♠✐❝s✮ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ✉♥❢r❡❡ ✭♦r✱ ❝♦♥✜♥❡❞✮ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❞♦
♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♥❡❡❞ t♦ ❡♠❜r❛❝❡ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳ ❯♥❢r❡❡ ♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ ♠♦❞❡❧
❛s ❡①✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①ts ♦❢ ❧❛r❣❡r ❢r❡❡ ♦❜❥❡❝ts✳

❼ ❋♦r ❛ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❆▲● ♠♦❞❡❧ t♦ ❡♠❜r❛❝❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ♦♥❡✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ ❛❞❞s ✭t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛♥ ♦❜❥❡❝t✮ ❢♦✉r ❙❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛♥❞
❡①♣r❡ss❡s t✇♦ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ SU(2) s②♠♠❡tr②✳ ❉♦✉❜❧❡✲❡♥tr② ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣ s✉❣❣❡sts ❛❞❞✐♥❣ ❢♦✉r ❚❆✲
s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❤t ❛❞❞❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ n❴ = nTA0✳

✹✹
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❚❛❜❧❡ ✺✽✿ ❆ ❝❛t❛❧♦❣ ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ t♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❛t ♠❛② ♣❡rt❛✐♥ t♦ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝ts

✭❛✮ ❚❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ ✭✇✐t❤ ❉♦❋ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡✲✇♦r❞ ♣❤r❛s❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✮

❳❆ ❙❆✲s✐❞❡ Pr♦♣❡rt✐❡s ❙❆✲s✐❞❡ ❚❆✲s✐❞❡
s②♠♠❡tr② ❝♦✉♥t s②♠♠❡tr②
✭✯ ❞❡♥♦t❡s ✭s✉♠♠❛❜❧❡
❙❆✲s✐❞❡ ❛♥❞ ❛♥❞
❚❆✲s✐❞❡✮ ❝♦♥s❡r✈❡❞✮

✵ ✲ P♦s✐t✐✈❡ ♦r ③❡r♦❧✐❦❡ r❡st ❡♥❡r❣② ✲ ✲
✶✱ ✷ SU(2) ❈❤❛r❣❡ ✸ ✭−✱✵✱✰✮ U(1)
✸✱ ✹❀ ✺✱ ✻ SU(4) ❘❡st ❡♥❡r❣② ♠✐♥✉s ❢r❡❡❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ✲ U(1)
✸✱ ✹ SU(2)× U(1) ✯ ❘❡st ❡♥❡r❣②✳ ■s♦♠❡rs ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✺✽❝✳✮ ✻ ✲
✺✱ ✻ ✭SU(2)✮ ❋r❡❡❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ✭●❡♥s✱ r❡ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✮ ✭✸ ❣❡♥s✮ ✭✲✮
✼✱ ✽ SU(2) ✸▲❇ ♥✉♠❜❡r ✸ ✭−✱✵✱✰✮ U(1)
✾✱ ✶✵ SU(2) ❈♦❧♦r ❝❤❛r❣❡ ✸ ✭r✱ ❜✱ ❣✮ ✲
✶✶✱ ✶✷ SU(2) ▼♦♠❡♥t✉♠ ✸ ❉♦❋ U(1)
✶✸✱ ✶✹ SU(2) ❆♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✸ ❉♦❋ U(1)
✶✺✱ ✶✻ SU(2)× U(1) ✯ ■s♦♠❡rs ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✺✽❝✳✮ ✻ ✲

✭❜✮ ◆♦t❡s ❛❜♦✉t ❝♦❧✉♠♥s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣

◆♦t❡
• ❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ❳❆ ❞✐s♣❧❛②s s❡ts ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❍❡r❡✱ ❳❆ ✐♥❝❧✉❞❡s ❡❛❝❤ ♦❢ ❚❆ ❛♥❞ ❙❆✳
• ❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ❙❆✲s✐❞❡ s②♠♠❡tr② ✭❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇✐t❤ t✇♦ ♠❛r❦❡❞ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✮ ❧✐sts ❙❆✲s✐❞❡
s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ✯ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♠❜✐♥❡s
❙❆✲s✐❞❡ ❛♥❞ ❚❆✲s✐❞❡ s②♠♠❡tr✐❡s✳
• ❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧✐sts ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
• ◆✉♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ❙❆✲s✐❞❡ ❝♦✉♥t ❡q✉❛❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣s ✐♥
t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ❙❆✲s✐❞❡ s②♠♠❡tr②✳
• ❋♦r ❛ r♦✇ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ❚❆✲s✐❞❡ s②♠♠❡tr② s❤♦✇s t❤❡ ❣r♦✉♣ U(1)✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s
❛ ❝♦♥s❡r✈❡❞ q✉❛♥t✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② s✉♠s ❛❝r♦ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝t✳

✭❝✮ ◆♦t❡s ❛❜♦✉t r♦✇s ❛♥❞ ✐t❡♠s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣

◆♦t❡
• ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ③❡r♦❧✐❦❡ r❡st ❡♥❡r❣② ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♥♦t ❢♦r ♦t❤❡r
♦❜❥❡❝ts✳
• ❊❛❝❤ ♦❜❥❡❝t ❤❛s ❛ ❝❤❛r❣❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ♦♥❡✲t❤✐r❞ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ✭−✱✵✱✰✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡
✐♥t❡❣❡r ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r ✐s ③❡r♦✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳
• ❋♦r ❛♥ ♦❜❥❡❝t t❤❛t r❡♠❛✐♥s ✐♥t❛❝t ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② r❡st
❡♥❡r❣② ♠✐♥✉s ❢r❡❡❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛✐rs ❳❆✸✲❛♥❞✲❳❆✹
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ r❡st ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ♣❛✐rs ❳❆✺✲❛♥❞✲❳❆✻ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❢r❡❡❛❜❧❡ ❡♥❡r❣②✳
• ❚❤❡ r♦✇ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❳❆ ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s ❥✉st t❤❡ ✐♥t❡❣❡rs t❤r❡❡ ❛♥❞ ❢♦✉r ✐s ❛ s✉❜✲❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ r♦✇
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❜♦✈❡ t❤❛t r♦✇✳
• ❚❤❡ r♦✇ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❳❆ ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s ❥✉st t❤❡ ✐♥t❡❣❡rs ✜✈❡ ❛♥❞ s✐① ✐s ❛ s✉❜✲❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ r♦✇
t✇♦ r♦✇s ❛❜♦✈❡ t❤❛t r♦✇✳
• ❚❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t ✐t❡♠ ❣❡♥s ❛❜❜r❡✈✐❛t❡s t❤❡ ✇♦r❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♣❡rt❛✐♥s
❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s ♦♥❧②✳
• ❊❛❝❤ ♦❜❥❡❝t ❤❛s ❛ ✸▲❇ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ✸▲❇ ♥✉♠❜❡r ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r ❢♦r ❛ q✉❛r❦✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ✭−✱✵✱✰✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳
❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r ✐s ③❡r♦✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳
• ❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ ♦t❤❡r ♣❡r♠✉t✐♥❣✱ ❛♠♦♥❣ r♦✇s✱ ♦❢ t❤❡ ✐t❡♠s t❤❛t t❛❜❧❡ ✺✽❛ s❤♦✇s ❛s
❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❳❆✾✲❛♥❞✲❳❆✶✵ t❤r♦✉❣❤ ❳❆✶✺✲❛♥❞✲❳❆✶✻ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♠❛❦❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡❣❛r❞✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ❡ss❛② ❞✐s❝✉ss❡s✳
• ❚❤❡ t❤r❡❡✲❡❧❡♠❡♥t ✐t❡♠ ✭r✱ ❜✱ ❣✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡s ✲ r❡❞✱ ❜❧✉❡✱ ❛♥❞ ❣r❡❡♥✳
• ❚❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t ✐t❡♠ ❉♦❋ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡s t❤❡ t❤r❡❡✲✇♦r❞ ♣❤r❛s❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳
• ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s✐① ✐s♦♠❡rs ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ♣❤②s✐❝s✲r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥❝❡♣t✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡
✷✶❛✳✮ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❙▼✻❛ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ✭❛♥❞ ♦❢
s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✮✱ ✇✐t❤ P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r ♦❜s❡r✈❡❞ r❛t✐♦s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
❡✛❡❝ts t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❡✛❡❝ts✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✷✶❜✳✮

✹✺
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❚❛❜❧❡ ✺✾✿ ❙②♠♠❡tr✐❡s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s

❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇ ❖♥❣♦✐♥❣ ❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ Pr♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❑▼❙ ♠♦❞❡❧s P❋❙ ♠♦❞❡❧s ❯▼❙✴❑▼❙ ♠♦❞❡❧s

❚❆✲s✐❞❡ ❙❆✲s✐❞❡ ❚❆✲s✐❞❡ ❙❆✲s✐❞❡
❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② S1G SU(5) U(1) ♦r S1G SU(4)
❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ SU(2) SU(2) U(1) SU(2)
❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ SU(2) SU(2) U(1) SU(2)

❚❛❜❧❡ ✻✵✿ P♦ss✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❢♦r ❢r❡❡ ♦❜❥❡❝ts

✭❛✮ ❚❤❡ ❝❛s❡ nTA0 = 0 ✭✇✐t❤ κ0,0,0,0,0 s♣❛♥♥✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ✐t❡♠s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ s②♠❜♦❧
✯✮

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻
❚❆ ✯ ✯ ✯
❙❆ ✵ κ0,0 κ0,0

✭❜✮ ❚❤❡ ❝❛s❡ nTA0 = −1 ✭✇✐t❤ κ−1,−1,−1,−1,−1 s♣❛♥♥✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ✐t❡♠s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
s②♠❜♦❧ ✯✮

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻
❚❆ ✯ ✯ ✯
❙❆ −1 κ−1,−1 κ−1,−1

✕ ❋♦r s♦♠❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ❚❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✇✐t❤ t❤❡
❚❆✵ ♦s❝✐❧❧❛t♦r t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥ SU(5) s②♠♠❡tr②✳ ❋♦r s✉❝❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣
s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❚❆✲s✐❞❡ SU(5) s②♠♠❡tr② ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡
✺✾✳✮

✕ ❋♦r s♦♠❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ✉s❡ SU(4) ♣❧✉s S1G✳

✕ ❋♦r s♦♠❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ✉s❡ SU(4) ♣❧✉s U(1)✳

✕ ■♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❡❛❝❤ ♦❢ S1G ❛♥❞ U(1) ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ✭❙❡❡
t❛❜❧❡ ✶✸✳✮ ■♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ S1G ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♣❛❝❡✲
t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤✐s ❡ss❛② ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s
❜❡t✇❡❡♥ S1G ❛♥❞ U(1)✳

❼ ❚❛❜❧❡ ✻✵ s❤♦✇s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ❢♦r ❢r❡❡
♦❜❥❡❝ts✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ✐t ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡s✐❣♥❛t❡ s♣❡❝✐✜❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐rs✳ ✭❆ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐rs ❳❆✶✶✲❛♥❞✲❳❆✶✷ ❛♥❞ ❳❆✶✸✲❛♥❞✲❳❆✶✹ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s❡s ❢♦r
♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❳❆✵✲t❤r♦✉❣❤✲❳❆✶✵✳ ❆ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐rs ❳❆✶✶✲❛♥❞✲❳❆✶✷ ❛♥❞ ❳❆✶✸✲❛♥❞✲❳❆✶✹
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t t❛❜❧❡ ✺✽❛ s❤♦✇s✳✮ ❋♦r ✲ ❛t ❧❡❛st ✲ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✱
t❤✐s ❡ss❛② ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐rs ❳❆✶✶✲❛♥❞✲❳❆✶✷ ❛♥❞ ❳❆✶✸✲❛♥❞✲❳❆✶✹✳ ✭❋♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ Σmax = 20✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ✉s❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐rs s✉❝❤ ❛s ❳❆✷✶✲❛♥❞✲❳❆✷✷ ❛♥❞
❳❆✷✸✲❛♥❞✲❳❆✷✹✳ Pr❡s✉♠❛❜❧②✱ t❤❡ ♣❛✐r ❳❆✶✾✲❛♥❞✲❳❆✷✵ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✶✵●✳✮

❼ ❙♣❡❝✐❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❜♦♦st s②♠♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ SU(2) s②♠♠❡✲
tr②✳ ❇♦♦st s②♠♠❡tr② ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
♥❡❡❞ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❜♦♦st s②♠♠❡tr②✳

❼ ❆ ❝♦♥tr❛st ❜❡t✇❡❡♥ t❛❜❧❡ ✹✽ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✻✵ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❙♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✽ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
s②♠♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✭♦r ✇✐t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr✐❡s ❛♥❞ r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥✲
s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✮ t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✜❡❧❞s ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❙♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❛❜❧❡
✻✵ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✳

❼ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛s♣❡❝ts ❝❛♥ ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t✇♦ ❢r❡❡ ♦❜❥❡❝ts t♦ ❢♦r♠
♦♥❡ ❢r❡❡ ♦❜❥❡❝t✳

✕ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t✇♦ ❙❆✲s✐❞❡ SU(2) s②♠♠❡tr✐❡s✳

✹✻
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✕ ❚✇♦ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❆✲s✐❞❡ SU(2) s②♠♠❡tr✐❡s ❝❛♥ ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♠♦t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❙❆✲s✐❞❡ SU(2) s②♠♠❡tr✐❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥t❡r✲
♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝t✳ ◆❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❡①❤✐❜✐t ❜♦t❤
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❛ s②st❡♠
❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ st❛r ❛♥❞ ❛ ♣❧❛♥❡t✱ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ st❛r ♥♦r t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❡①❤✐❜✐ts ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦✲
♠❡♥t✉♠✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ ✉♥❢r❡❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❡❛❝❤ ❧❡❢t♦✈❡r ✐♥t❡r♥❛❧ SU(2) s②♠♠❡tr② ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝ts✱ ❢♦r ✜❡❧❞s t❤❛t ♠♦❞❡❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝ts✱ ❢♦r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ✜❡❧❞s✱ ♦r ❢♦r s♦♠❡t❤✐♥❣ ❡❧s❡✳ ❍❡r❡✱ t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❡❧s❡ ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t✇♦✲❜♦❞② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t
❢❡❛t✉r❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ♠❛ss✳

✕ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t✇♦ ❚❆✲s✐❞❡ SU(5) s②♠♠❡tr✐❡s ❝❛♥ ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❢♦r t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❚❆✲s✐❞❡ SU(5) s②♠♠❡tr② ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣
✐♥t❡r♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝t✳

✹✳✷✳✷✳ ●✲❢❛♠✐❧② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛♥❞ ❣r❛✈✐t②

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s ❛♥❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s✳
■♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡ ❝❛rr✐❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤

✇❤✐❝❤ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥❢❡r ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣❡♦♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡
❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ ♠✐❣❤t ✉s❡ t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ✐♥❢❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛♥ ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤❛t
❡①❝✐t❡❞ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✳

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✷● ♠♦❞❡s✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ✷● ✜❡❧❞✳ ❲❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❛t P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts t♦ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ✇❤✐❝❤ ♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♦✲
❝❛❧❧❡❞ ✐s♦♠❡r ♦r ✐s♦♠❡rs t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✺✽✳ ❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❛❜❧❡ ✽✽✳ P❡r❤❛♣s ♥♦t❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✲ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ✐s♦♠❡rs ❛♥❞ s♣❛♥s ✲ r❡❧❛t❡❞ t♦
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✾✮ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✾✸✳✮

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♠♦❞❡✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r s♦♠❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛s♣❡❝ts
♦❢ t❛❜❧❡ ✸✺✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧s ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ❛s ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r
♠♦❞❡ ♦❢ ✹● ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ❝✐r❝✉❧❛r ♠♦❞❡ ♦❢ ✷●✳ ✭❚❤✐s ❡ss❛② ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥
❛❝t✉❛❧ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s ❛ ❣r❛✈✐t♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣❤♦t♦♥✳✮ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❛ ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
s♣✐♥✲✶ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✷●✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✺✮ ♣r♦✈✐❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❢♦r s✉❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ Σ● ❞❡♥♦t❡s ❛
s✉❜❢❛♠✐❧② ♦❢ t❤❡ ●✲❢❛♠✐❧② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✽✮✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ Γ ❞❡♥♦t❡s ❛ s❡t ♦❢ ❡✈❡♥ ✐♥t❡❣❡rs
s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t {2, 4, 6, 8}✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ λ t♦ ❞❡♥♦t❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Γ✳ ❊❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐r ❙❆✭λ − 1✮✲❛♥❞✲❙❆λ✳ ✭❊❧s❡✇❤❡r❡✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛s♣❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ❧✐♠✐t λ ≤ 8✳ ❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✻✷✳✮ ❋♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❜tr❛❝t✐♥❣ s♣✐♥✲✶ ❢r♦♠
s♣✐♥✲✷✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Γ = 24 ♣❡rt❛✐♥s ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✻✮ ♣❡rt❛✐♥s✳

Σ●Γ ✭✻✺✮

Σ = | − 2 + 4| = 2 ✭✻✻✮

❚❛❜❧❡ ✻✶ ♣♦✐♥ts t♦ ♣♦ss✐❜❧② r❡❧❡✈❛♥t s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ♠♦♥♦♣♦❧❡✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧ ❞✐♣♦❧❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞✐♣♦❧❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❢♦r Γ = 24✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✷●✷✹ ❛♥❞ ✻●✷✹ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ✻●✷✹ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
Σ = |+2+4| = 6✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦✉r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r
❡❛❝❤ ✐t❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡✳ ●✲❢❛♠✐❧② ♣❤②s✐❝s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ♠✐❣❤t
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠❜♦❧ ✵●✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t✇♦ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✐t❡♠s✱ t❤❡ ♦♥❡ ✵●Γ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
♥♦t r❡❧❡✈❛♥t t♦ ●✲❢❛♠✐❧② ♣❤②s✐❝s✳ ✭❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♣❤②s✐❝s ♦t❤❡r t❤❛♥ ●✲❢❛♠✐❧② ♣❤②s✐❝s✳
❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✼✸✳✮ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✵●✷✹✻✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ | − 2 − 4 + 6|✱ ✐s
♥♦t r❡❧❡✈❛♥t t♦ ●✲❢❛♠✐❧② ♣❤②s✐❝s✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❝t✉♣♦❧❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❡✐❣❤t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦♥❡ ✐t❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ♦❝t✉♣♦❧❡✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✵●✷✹✻✽ ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t t♦ ●✲❢❛♠✐❧②
♣❤②s✐❝s✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ♥♦t❡s ❛ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✵●∅ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ∅ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡♠♣t② s❡t✳

❙♦ ❢❛r✱ ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ♠♦♥♦♣♦❧❡ t❤r♦✉❣❤ ♦❝t✉♣♦❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ♥✉♠❜❡rs ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❞♦❡s
♥♦t ❢❡❛t✉r❡ ♣❤②s✐❝s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳

✹✼
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❚❛❜❧❡ ✻✶✿ ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ♠❛② ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t

❖t❤❡r ▼♦♥♦♣♦❧❡ ❉✐♣♦❧❡ ◗✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❖❝t✉♣♦❧❡
✵●∅ ✷●✷ Σ●✷✹ Σ●✷✹✻ Σ●✷✹✻✽

✹●✹ Σ●✷✻ Σ●✷✹✽
✻●✻ Σ●✷✽ Σ●✷✻✽
✽●✽ Σ●✹✻ Σ●✹✻✽

Σ●✹✽
Σ●✻✽

❙♦ ❢❛r✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♠♦❞❡❧✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s
♠♦❞❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②✳

❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t t❤❡ ✇♦r❞s ♠♦♥♦♣♦❧❡ t❤r♦✉❣❤ ♦❝t✉♣♦❧❡ ❝♦rr❡❧❛t❡✱ ❢♦r ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ ◆❡✇t♦♥✐❛♥
♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇✐t❤ ❢♦r❝❡ ❧❛✇s✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s t❤❡ ✇♦r❞ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ✇✐t❤ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②
t❤❛t ✈❛r✐❡s ❛s r−1 ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❙❉❋ ♦❢ r−2✳ ✭❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❘❙❉❋ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳✮
❍❡r❡✱ r ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ r❡❧❡✈❛♥t ♦❜❥❡❝t✳ ❘❙❉❋ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡s t❤❡ ✜✈❡✲✇♦r❞
t❡r♠ r❛❞✐❛❧ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦r❝❡✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡ ❛♥❣✉❧❛r ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❢♦r❝❡s✳ ✭❉✐s❝✉ss✐♦♥
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✻✻ s❤♦✇s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t t❛❜❧❡ ✻✶ ❧✐sts ❛♥❞ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✷●✷ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡✳ ✷●✷✹ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
✇✐t❤ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳✮

❚❛❜❧❡ ✻✷ s❤♦✇s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t t❛❜❧❡ ✻✶ ❧✐sts✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ s②♠♠❡tr✐❡s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ Σ ❜❡✐♥❣ t✇♦✱ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤ t❤❡
t②♣❡ ♦❢ Σ● ❡①❝✐t❛t✐♦♥s t♦ ✇❤✐❝❤ t❛❜❧❡ ✸✻ ❛❧❧✉❞❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ Σ ❜❡✐♥❣ ❢♦✉r✱ s✐①✱ ♦r ❡✐❣❤t✱ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s
❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ Σ● ❡①❝✐t❛t✐♦♥s t♦ ✇❤✐❝❤ t❛❜❧❡ ✹✽ ❛❧❧✉❞❡s✳ ■♥ t❛❜❧❡ ✻✷✱ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st s❡✈❡♥
❝♦❧✉♠♥s ❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥tr② ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❚❆✲s✐❞❡ SU(3) s②♠♠❡tr② ❛❧❧✉❞❡s t♦
t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❚❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ nTA❴ = 0✳ ❚❤♦s❡ t✇♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ♣❧✉s t❤❡ ❚❆✵
♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ κ0,0,0 ✭♦r✱ ✇✐t❤ SU(3) s②♠♠❡tr②✮✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ❆✵✰ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r
♣❛✐r ❢♦r ✇❤✐❝❤✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ t❤❡ s②♠❜♦❧ @0 ♣❡rt❛✐♥s✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ s❡❡ t❛❜❧❡ ✶✸✳✮ ■♥ t❛❜❧❡
✻✷❛✱ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ s♣❛♥ ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛♥❞✱ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱
❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛str♦♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✾✸ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✻✷❜✳✮ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❛❝❤ Σ > 0 s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t
t❤❡ t❛❜❧❡ s❤♦✇s✱ t❤❡ ❑▼❙ r❛❞✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s rnSA0 ✳ ❚❤❡ ❘❙❉❋ ✐s rnSA0−1✳

❚❛❜❧❡ ✻✸ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ✻✷❜✳
❚❛❜❧❡ ✻✹ ❧✐sts ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t ♦❢ λ ≤ 8✳ P♦ss✐❜❧②✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ✐s

r❡❧❡✈❛♥t✳
❚❛❜❧❡ ✻✺ ❧✐sts ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥s Σ●Γ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ Σ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ❡✐❣❤t ❛♥❞ Σ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡

❧✐st Γ✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s | − 2 + 4− 6 + 8| ❛♥❞ | − 2− 4− 6 + 8| s❤♦✇ t❤❛t t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤ t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✹●✷✹✻✽✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s |+2+4−6+8| ❛♥❞ |−2−4+6+8| s❤♦✇ t❤❛t t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♠♣♦rt
✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✽●✷✹✻✽✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ Σγ t♦ r❡❢❡r t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥s Σ●Γ ❢♦r
✇❤✐❝❤ Σ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❧✐st Γ✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✼✮✳✮ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ γλ t♦ r❡❢❡r t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ●✲❢❛♠✐❧②
s♦❧✉t✐♦♥s Σ●Γ ❢♦r ✇❤✐❝❤ λ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❧✐st Γ ❛♥❞ Σ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❧✐st Γ✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✽✮✳✮

Σγ = {Σ●Γ|Σ ∈ Γ} ✭✻✼✮

γλ = {Σ●Γ|λ ∈ Γ,Σ /∈ Γ} ✭✻✽✮

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❣r❛✈✐t② ✭♦r✱ t❤❡ ❢♦✉r✲✇♦r❞ t❡r♠ ♠♦♥♦♣♦❧❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❣r❛✈✐t②✮ ✇✐t❤ t❤❡ ✹●✹ s♦❧✉t✐♦♥✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✻✸✳✮ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s t❤❡ t✇♦✲
❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ♥♦♥✲♠♦♥♦♣♦❧❡ ❣r❛✈✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ✹●✹✽✱ ✹●✷✹✻✱ ✹●✷✹✻✽❛✱ ❛♥❞ ✹●✷✹✻✽❜ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❙♦❧✉t✐♦♥
✹●✹✽ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ s♦♠❡ ❡✛❡❝ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ✉s❡ t❤❡ ❢♦✉r✲✇♦r❞ t❡r♠ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣②
♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡✳ ❙♦❧✉t✐♦♥s ✹●✷✹✻✽❛ ❛♥❞ ✹●✷✹✻✽❜ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❡✛❡❝ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
✉s❡s t❤❡ t❤r❡❡✲✇♦r❞ t❡r♠ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❞❛r❦ ❡♥❡r❣②✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✹●✹✽✱ ✹●✷✹✻✱ ✹●✷✹✻✽❛✱ ❛♥❞
✹●✷✹✻✽❜ ❝♦rr❡❧❛t❡s ❛❧s♦ ✇✐t❤ ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ❡✛❡❝ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣❡♦♣❧❡ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ❡✐t❤❡r
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❞❛r❦ ❡♥❡r❣②✳

❚❛❜❧❡ ✻✻ ❞✐s❝✉ss❡s ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❛❜❧❡ ✻✺✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r②
♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♠♦❞❡❧s✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✶✶✾ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✶✷✸✳✮ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✉s❡ ✇♦r❞✐♥❣ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❑▼❙ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ◆❡✇t♦♥✐❛♥
♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ✷●✷✹✽ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝
❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♣❡rt❛✐♥s✱ ❛♥ ❛①✐s ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
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❚❛❜❧❡ ✻✷✿ P❋❙ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❚❆✲s✐❞❡ s②♠♠❡tr✐❡s✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥s

✭❛✮ ΣΦΓ✱ ❚❆✲s✐❞❡ s②♠♠❡tr✐❡s✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❛s♣❡❝ts

ΣΦΓ ❙♣❛♥ ❚❆✲s✐❞❡ ❚❆ ❙❆ ❙❆ ❙❆ ❙❆ ❙❆
✭❢♦r SU(❴) ✵ ✵ ✶ ❛♥❞ ✷ ✸ ❛♥❞ ✹ ✺ ❛♥❞ ✻ ✼ ❛♥❞ ✽

ιI ≥✻✮ s②♠♠❡tr②
✵●∅ ✶ ◆♦♥❡ −1 −1
✷●✷ ✶ ◆♦♥❡ ✵ −1 π0,@0

✹●✹ ✻ SU(3) ✵ −1 ❆✵✰ π0,@0

Σ●✷✹ ✶ ◆♦♥❡ ✵ −2 π0,@0
π0,@0

✻●✻ ✷ SU(5) ✵ −1 ❆✵✰ ❆✵✰ π0,@0

Σ●✷✻ ✻ SU(3) ✵ −2 π0,@0
❆✵✰ π0,@0

Σ●✹✻ ✻ SU(3) ✵ −2 ❆✵✰ π0,@0
π0,@0

Σ●✷✹✻ ✶ ◆♦♥❡ ✵ −3 π0,@0
π0,@0

π0,@0

✽●✽ ✶ SU(7) ✵ −1 ❆✵✰ ❆✵✰ ❆✵✰ π0,@0

Σ●✷✽ ✷ SU(5) ✵ −2 π0,@0
❆✵✰ ❆✵✰ π0,@0

Σ●✹✽ ✷ SU(5) ✵ −2 ❆✵✰ π0,@0
❆✵✰ π0,@0

Σ●✻✽ ✷ SU(5) ✵ −2 ❆✵✰ ❆✵✰ π0,@0
π0,@0

Σ●✷✹✽ ✻ SU(3) ✵ −3 π0,@0
π0,@0

❆✵✰ π0,@0

Σ●✷✻✽ ✻ SU(3) ✵ −3 π0,@0
❆✵✰ π0,@0

π0,@0

Σ●✹✻✽ ✻ SU(3) ✵ −3 ❆✵✰ π0,@0
π0,@0

π0,@0

Σ●✷✹✻✽ ✶ ◆♦♥❡ ✵ −4 π0,@0
π0,@0

π0,@0
π0,@0

✭❜✮ ◆♦t❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ Σ●Γ

◆♦t❡
• ❆♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ Σ● ✜❡❧❞ ❞♦❡s ♥♦t ✭❞✐r❡❝t❧②✮ ❡♥❝♦❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛ r❡❧❡✈❛♥t Σ●Γ✳
• Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s s♦✲❝❛❧❧❡❞ P❘ιI■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇✐t❤ ιI ❜❡✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣❡rs ♦♥❡✱
s✐①✱ ❛♥❞ ✸✻✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛❞❞r❡ss ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛str♦♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r ιI
❞❡♥♦t❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐s♦♠❡rs ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
• ■♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ P❘✶■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s♣❛♥ ✐s
♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✳ ✭❖r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t ❡❛❝❤ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ r♦♦t ❢♦r❝❡s ❤❛s ❛
s♣❛♥ ♦❢ ♦♥❡✳✮
• ❋♦r P❘ιI■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ιI ≥✻✱ ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦❢ ❛ Σ● ✜❡❧❞✮ ❡♥❝♦❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t s♣❡❝✐✜❡s r❡❧❡✈❛♥t ✐s♦♠❡rs ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✇♦r❞ r❡❧❡✈❛♥t ❞❡♥♦t❡s
r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇♦r❞ s♣❛♥ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ✐s♦♠❡rs✳
• ❋♦r P❘ιI■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ιI ≥✻✱ ❛ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♠✉st ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦♠❡r ✐♥ t❤❡ ❧✐st
♦❢ ✐s♦♠❡rs t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✻✸✿ ◆♦t❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ ♣❧✉s ♥♦t❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ P❋❙
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣

◆♦t❡
• ❆♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ✭♦r✱ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦r ❛ r♦♦t ❢♦r❝❡✮ ❡♥❝♦❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐s♦♠❡r ♦r r❡❧❡✈❛♥t ✐s♦♠❡rs✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡
❡①❛♠♣❧❡s✳ ❋♦r ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝❤❛r❣❡✱ t❤❡ ❧✐st ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t
✐s♦♠❡rs ✐♥❝❧✉❞❡s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ✐s♦♠❡r✳ ❋♦r ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✭♦r✱ ✷● ♠♦❞❡✮ ✈✐❛ ❛♥
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✷●✻✽✱ t❤❡ ❧✐st ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ✐s♦♠❡rs ✐♥❝❧✉❞❡s ❡①❛❝t❧② t✇♦ ✐s♦♠❡rs✳
• ❆♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r♦♦t ❢♦r❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥❝♦❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ r♦♦t ❢♦r❝❡✳
• ❆ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♠✉st ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦♠❡r ✐♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✐s♦♠❡rs t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡
r❡❧❡✈❛♥t ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳
• ■♥ t❤✐s ❡ss❛②✱ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s❡s ♦❢ t❡r♠s s✉❝❤ ❛s t❤❡ t✇♦✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ❴♣♦❧❡ ❣r❛✈✐t② r❡❢❡r t♦
♥♦t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✐s♦♠❡rs✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ t❡r♠s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ ♣❤r❛s❡
♠♦♥♦♣♦❧❡ ❣r❛✈✐t②✱ t❤❡ t✇♦✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ♥♦♥✲♠♦♥♦♣♦❧❡ ❣r❛✈✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉r✲✇♦r❞ t❡r♠ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❣r❛✈✐t②✳
• ■♥ t❤✐s ❡ss❛②✱ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s❡s ♦❢ t❡r♠s s✉❝❤ ❛s t❤❡ t✇♦✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ❴♣♦❧❡ ❣r❛✈✐t② r❡❢❡r t♦
♥♦t✐♦♥s t❤❛t ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ♠❛ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦t s♣❤❡r✐❝❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❝❛♥ ❤❛✈❡
❛ ♠❛ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t r♦t❛t❡s✳

✹✾
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❚❛❜❧❡ ✻✹✿ ◆♦t✐♦♥s t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t ♦❢ λ ≤ 8

◆♦t✐♦♥
• ❚❤❡ ❧✐♠✐t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❧❛✇✳ ❋♦r t❤❡ Γ ♦❢ ✷✹✻✽J10K✱ t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t ♣❤r❛s❡
❤❡①❛❞❡❝✐♠❛❧✲♣♦❧❡ ✇♦✉❧❞ ♣❡rt❛✐♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ s②♠❜♦❧ J10K ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r t❡♥✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❑▼❙
◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ❘❙❉❋ ✭♦r✱ r❛❞✐❛❧ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦r❝❡✮ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r−6✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✐♠✐❧❛r✱ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣✱ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣✱ s♦♠❡✇❤❛t s♣❤❡r✐❝❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝
♦❜❥❡❝ts✳ ❆ Σ●✷✹✻✽J10K ❢♦r❝❡ ✇♦✉❧❞ s❝❛❧❡ ❧✐❦❡ (υ3ρ)2/(υr)6✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ υ ✐s ❛ ♥♦♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣
❢❛❝t♦r t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r s✐③❡ ✭♦r✱ ❛ ❧❡♥❣t❤✮✱ ρ ✐s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♦❜❥❡❝t ♣r♦♣❡rt② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡
❢♦r ✇❤✐❝❤ υ = 1✱ ❛♥❞ r ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r υ3 ♣r♦✈✐❞❡s
❢♦r s❝❛❧✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ❤❛s t❤r❡❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ υ✳
❚❤❛t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠✐❣❤t s✉❣❣❡st✱ ❢r♦♠ ❛ st❛♥❞♣♦✐♥t ♦❢ ♣❤②s✐❝s✱ t❤❛t ̺ = 0 ♣❡rt❛✐♥s✳
• ❚❤❡ ❧✐♠✐t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ❡r❛s ✐♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳
✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✶✵✷✳✮ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s t❤♦s❡ ❡r❛s ✇✐t❤ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
✇♦r❦✐♥❣ ❜❛❝❦✇❛r❞s ✐♥ t✐♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❡r❛✮ ❞✐♣♦❧❡ r❡♣✉❧s✐♦♥✱ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞
♦❝t✉♣♦❧❡ r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ❲❡ ❦♥♦✇ ♦❢ ♥♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❛♥ ❡r❛ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❤❡①❛❞❡❝✐♠❛❧
♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳
• ❚❤❡ ❧✐♠✐t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❚❆✲s✐❞❡ SU(9) s②♠♠❡tr②✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐♥❦✐♥❣ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❛❜❧❡
✻✷✱ ✶✵●J10K ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❚❆✲s✐❞❡ SU(9) s②♠♠❡tr②✳ ❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t r❡♠❛r❦s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✹✻✮ ♣❡rt❛✐♥✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ✶✻●J✶✻K ❤❛s r❡❧❡✈❛♥❝❡ t♦ ♣❤②s✐❝s✳ ✭❙❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✶✷✸✳✮ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✶✻●J✶✻K ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❚❆✲s✐❞❡ SU(17)
s②♠♠❡tr②✳
• ❚❤❡ ❧✐♠✐t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✺✮
s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛ λ t❤❛t ❡①❝❡❡❞s ❡✐❣❤t ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t r❡❣❛r❞✐♥❣ ●✲❢❛♠✐❧② ♣❤②s✐❝s✳
• ❚❤❡ ❧✐♠✐t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❛❜❧❡ ✷✵✳ ❚❤✐s ❡ss❛②
❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✳

❚❛❜❧❡ ✻✺✿ Σγ s♦❧✉t✐♦♥s ✭♦r✱ ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ Σ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❧✐st Γ✮

Σ ▼♦♥♦♣♦❧❡ ❉✐♣♦❧❡ ◗✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❖❝t✉♣♦❧❡
✷ ✷●✷ ✷●✷✹ ✷●✷✹✽
✹ ✹●✹ ✹●✹✽ ✹●✷✹✻ ✹●✷✹✻✽❛✱ ✹●✷✹✻✽❜
✻ ✻●✻ ✻●✹✻✽
✽ ✽●✽ ✽●✷✹✻✽❛✱ ✽●✷✹✻✽❜

✺✵

Preprints (www.preprints.org)  |  NOT PEER-REVIEWED  |  Posted: 21 October 2020                   doi:10.20944/preprints202010.0421.v1

https://doi.org/10.20944/preprints202010.0421.v1


❚❛❜❧❡ ✻✻✿ ❑▼❙✲♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ s♦♠❡ Σγ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ Σ ≤ 4

✭❛✮ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❈♦♠♣♦♥❡♥ts ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✳✳✳
✷●✷ ❈❤❛r❣❡
✷●✷✹ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t
✷●✷✹✽ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛①✐s ❝❤❛♥❣❡s ♦✈❡r t✐♠❡
✹●✹ ▼❛ss
✹●✹✽ ▼❛ss t❤❛t r♦t❛t❡s
✹●✷✹✻ ◗✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ♠❛ss

✹●✷✹✻✽❛✱ ✹●✷✹✻✽❜ ◗✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ♠❛ss t❤❛t r♦t❛t❡s

✭❜✮ ❆♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

❆s♣❡❝t ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
✽∈ Γ ❘♦t❛t✐♦♥

❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛t❝❤ t❤❡ ❛①✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ❝r♦ss ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✈❡❝t♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ ❞✐♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❋♦r t❤❡ ❡❛rt❤✱ t❤❡ ✷●✷✹✽ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t
8 ∈ Γ ✲ ♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❡✐❣❤t ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧✐st Γ ✲ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲③❡r♦ r♦t❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♦❢ ✹●✷✹✻✽❛
❛♥❞ ✹●✷✹✻✽❜ ✐♥t❡r❛❝ts ✲ ✇✐t❤ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♠❛ss ✲ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛①✐s ♦❢
♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ ✹●✷✹✻✽❛ ❛♥❞ ✹●✷✹✻✽❜ ✐♥t❡r❛❝ts ✲ ✇✐t❤ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts
♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♠❛ss ✲ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛①✐s ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛✳

❙t❛t❡♠❡♥ts ❛❜♦✈❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✷● ❛♥❞ ✹● ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✾✮ ❛♥❞ ✭✼✵✮ s②♠❜♦❧✐③❡✳
P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥✈♦❧✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣
t♦ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✾✮ ♣❡rt❛✐♥s✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✹✽✳✮ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✵✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❧✐♥❦✐♥❣ ●✲
❢❛♠✐❧② ♣❤②s✐❝s t♦ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❢♦r❝❡s ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✷● ❛♥❞ ✹●
❛♥❞ s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✻✷✳✮ ❆♥♦t❤❡r ❛s♣❡❝t ♦❢ s✉❝❤ ❧✐♥❦✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❧❛✇s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✺✾✳✮

Σ●↔ q✉❛♥t✉♠ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✭✻✾✮

Σ●Γ↔ ❛ ❜r✐❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ q✉❛♥t✉♠ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❢♦r❝❡s ✭✼✵✮

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭❚❤✐s
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳✮

❲❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✻✮✱ t❛❜❧❡ ✺✾✱ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✻✷✳ ❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t ❚❆✲s✐❞❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❛❜❧❡
✺✾ ❛♥❞ ❚❆✲s✐❞❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❛❜❧❡ ✻✷ ❝♦♠❜✐♥❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ✽●✽✱ ❛ ❚❆✲s✐❞❡ SU(11) s②♠♠❡tr② ✇♦✉❧❞
♣❡rt❛✐♥✳ ✭■♥ t❛❜❧❡ ✺✾✱ s❡✈❡♥ ❚❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ♣❡rt❛✐♥✳ ■♥ t❛❜❧❡ ✻✷✱ ✜✈❡ ❚❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ♣❡rt❛✐♥✳
❚❤❡ t❛❜❧❡s s❤❛r❡ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ nTA0 = 0 ✈❛❧✉❡s✳ ❙❡✈❡♥ ♣❧✉s ✜✈❡ ♠✐♥✉s ♦♥❡ ✐s ✶✶✳✮ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❢♦r ✹●✹✱ ❛ ❚❆✲s✐❞❡ SU(7) s②♠♠❡tr② ✇♦✉❧❞ ♣❡rt❛✐♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ✷●✷ ♦r ✷●✷✹✱ ❛ ❚❆✲s✐❞❡ SU(5)
s②♠♠❡tr② ✇♦✉❧❞ ♣❡rt❛✐♥✳ ❲❡ ♣♦s✐t ❛ ❧✐♠✐t t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✻✮✳ ❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t
❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✷ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❚❆✲s✐❞❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ ◆♦♥❡ ♦r SU(3) ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t
✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭❍❡r❡✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❚❆✲s✐❞❡ s②♠♠❡tr② t❤❛t t❛❜❧❡ ✻✷ s❤♦✇s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
♦❢ ❡♥❡r❣② s②♠♠❡tr② ♣r♦❞✉❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ SU(5) ♦r SU(7)✳✮ ❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥
t❛❜❧❡ ✻✷ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❚❆✲s✐❞❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ ◆♦♥❡ ♦r SU(3) ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝ts✳ ❲❡
♣♦s✐t t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✷ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❚❆✲s✐❞❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ SU(5) ♦r SU(7) ❞♦❡s
♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭❍❡r❡✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❚❆✲s✐❞❡ s②♠♠❡tr② t❤❛t t❛❜❧❡ ✻✷ s❤♦✇s ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② s②♠♠❡tr② ♣r♦❞✉❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ SU(9) ♦r SU(11)✳✮ ❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞
s②♠♠❡tr② ♦❢ ❡✐t❤❡r SU(9) ♦r SU(11) ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝ts✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✷●✻✽ ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛♥ ❛t♦♠ ❜✉t ♥♦t ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ✭❚❛❜❧❡ ✻✷ s❤♦✇s✱
r❡❣❛r❞✐♥❣ ✷●✻✽✱ ❛ ❚❆✲s✐❞❡ SU(5) s②♠♠❡tr②✳✮ ❲❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✷●✻✽ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st t❤❡ ✷✶✲❝❡♥t✐♠❡t❡r ❤②♣❡r✜♥❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✷✮✳✮ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ 6 ∈ λ ❝❛♥
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❢r❡❡❛❜❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✷✺✳✮
●❡♥❡r❛❧❧②✱ 8 ∈ λ ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ r♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♦r s♣✐♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ✭❙❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✷✺ ❛♥❞ s❡❡ t❛❜❧❡ ✻✻❜✳✮

✺✶
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❚❛❜❧❡ ✻✼✿ ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ λ ≤ 4

❖t❤❡r ▼♦♥♦♣♦❧❡ ❉✐♣♦❧❡
✵●∅ ✷●✷ Σ●✷✹

✹●✹

❲❡ ❝♦♥tr❛st ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ●✲❢❛♠✐❧② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❚❛❜❧❡ ✻✼ ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ t❛❜❧❡ ✻✶✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✻✼✱ ✇❡ ❞❡♣❧♦② P❊P▼ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛♥
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ λ ✐♥ ❛♥② Γ ✐s ✹✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡
t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✵●∅ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞
q✉❛♥t✉♠ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✷●✷ ❛♥❞ ✷●✷✹✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧②
✐♥❝❧✉❞❡ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✻●✷✹✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧s ❢♦r
❣r❛✈✐t② ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ✭②❡t✮ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❛t❡♠❡♥t r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ ❣r❛✈✐t♦♥ ✭♦r✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ✹●✹✮✳

✹✳✷✳✸✳ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ♠✐♥✉s ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ♠✐♥✉s ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✶✮ s❤♦✇s ❛ q✉❛♥t✐t②✱ NL−B ✭♦r✱ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ♠✐♥✉s ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r✮✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ L

❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ B ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r✳ ❋♦r ❛ ♠❛tt❡r ❧❡♣t♦♥✱ L = +1 ❛♥❞ B = 0✳ ❋♦r ❛♥ ❛♥t✐♠❛tt❡r ❧❡♣t♦♥✱
L = −1 ❛♥❞ B = 0✳ ❋♦r ❛ ♠❛tt❡r q✉❛r❦✱ L = 0 ❛♥❞ B = 1/3✳ ❋♦r ❛♥ ❛♥t✐♠❛tt❡r q✉❛r❦✱ L = 0
❛♥❞ B = −1/3✳ ❖t❤❡r t❤❛♥ ♣♦ss✐❜❧② ❢♦r ❝❤❛r❣❡❞ ❚✲❢❛♠✐❧② ❜♦s♦♥s✱ ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ r♦♦t ❢♦r❝❡s✱
0 = L = B = NL−B ✳ ■♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ NL−B ✐s ❛ ❝♦♥s❡r✈❡❞ q✉❛♥t✐t②✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✶✮ ❞❡✜♥❡s t❤❡
s②♠❜♦❧ ι3LB ✳

NL−B = L−B ❛♥❞ ι3LB = 3(NL−B) ✭✼✶✮

❲❡ ❝♦rr❡❧❛t❡✱ ✇✐t❤ ι3LB ✱ t❤❡ t✇♦✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ✸▲❇ ♥✉♠❜❡r✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠
✸▲❇ t♦ ❞❡♥♦t❡ ✸▲❇ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ❢♦✉r✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✸▲❇ ♥✉♠❜❡r ♣❡rt❛✐♥s✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ι3LB ✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✺✽✳✮
❊❛❝❤ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✼✷✮✱ ✭✼✸✮✱ ✭✼✹✮✱ ❛♥❞ ✭✼✺✮ s❤♦✇s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ✷❚+1 s✐♠♣❧❡

♣❛rt✐❝❧❡❀ tr❛♥s❢♦r♠ ❛ ♠❛tt❡r q✉❛r❦ ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥❀ ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❡ ι3LB ✱ L✱ ❛♥❞ B✳ ❍❡r❡✱
❢♦r ❢❡r♠✐♦♥s✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✶Φι3CH

ι3LB;3L,3B
♣❡rt❛✐♥s✳ ❍❡r❡✱ ❢♦r ❜♦s♦♥s✱ ❡q✉❛t✐♦♥s s❤♦✇ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

✷Φι3CH
ι3LB;3L,3B

❛♥❞ ♠✐❣❤t s✉❣❣❡st t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ L✱ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ L✱ B✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ B ✐s ❛♣♣r♦♣r✐✲
❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✻✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ L✱ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ L✱ B✱ ❛♥❞
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ B ✐s r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❜♦s♦♥ ♣❤②s✐❝s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭t❤❛t ✐s✱
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✼✷✮✱ ✭✼✸✮✱ ❛♥❞ ✭✼✹✮✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♠❛tt❡r q✉❛r❦ ✐♥t♦ ❛♥ ❛♥t✐♠❛tt❡r s✐♠♣❧❡
❢❡r♠✐♦♥✳ ❆♠♦♥❣ t❤♦s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✷❚+1

−2;❴,❴ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❢♦r♠s ♦❢ ✷❚+1
−2;❴,❴✱

♥❛♠❡❧② ✷❚+1
−2;0,+2 ❛♥❞ ✷❚+1

−2;−3,−1✳ ❚❤❡ t✇♦ ❢♦r♠s✱ ✷❚+1
−2;0,+2 ❛♥❞ ✷❚+1

−2;−3,−1✱ s❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ι3LB ✱ ❜✉t
❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ L ♦r ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ B✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❛
♠❛tt❡r q✉❛r❦ ✐♥t♦ ❛ ♠❛tt❡r ❢❡r♠✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ t❤✐r❞✱ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧❡♣t♦q✉❛r❦s✳

1◗+2
−1;0,+1 → 1◗+1

+1;0,−1 + 2❚+1
−2;0,+2 ✭✼✷✮

1◗+2
−1;0,+1 + 2❚+1

−2;−3,−1 → 1❈+3
−3;−3,0 ✭✼✸✮

1◗−1
−1;0,+1 + 2❚+1

−2;−3,−1 → 1◆0
−3;−3,0 ✭✼✹✮

1◗−1
−1;0,+1 + 2❚+1

+4;+3,−1 → 1◆0
+3;+3,0 ✭✼✺✮

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✻✮ s❤♦✇s ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛r❣❡❞ ✷❚ s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s t❤❛t ❝♦♥✈❡rt s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❛♥t✐♠❛tt❡r✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✼✮ s❤♦✇s ♣♦ss✐❜❧❡ ✷❚ ❝❤❛r❣❡❞ s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♥♦t
❝♦♥✈❡rt s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❛♥t✐♠❛tt❡r✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛r❣❡❞ s✐♠♣❧❡
❜♦s♦♥s✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t s❤♦✇ ❛ ♥✉♠❜❡r 3L ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t s❤♦✇ ❛ ♥✉♠❜❡r 3B✳

2❚±1
∓2; ❛♥❞ 2❚±2

±2; ✭✼✻✮

✺✷
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❚❛❜❧❡ ✻✽✿ ❈❛s❡s ✲ ❢♦r ③❡r♦❧✐❦❡ r❡st ♠❛ss ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✲ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
✭✇✐t❤ t❤❡ s②♠❜♦❧ ◆❘ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ♥♦t ♣❤②s✐❝s✲r❡❧❡✈❛♥t✮

nSA0 nTA0 ❇♦s♦♥✴❋❡r♠✐♦♥ ❊①❛♠♣❧❡
−1 0 ❇♦s♦♥ P❤♦t♦♥s
−1 −1 ❋❡r♠✐♦♥ ◆❡✉tr✐♥♦s
−1 −1 ❇♦s♦♥ ●❧✉♦♥s
−1 ✵ ❋❡r♠✐♦♥ ◆❘

2❚±1
±4; ❛♥❞ 2❚±2

∓4; ✭✼✼✮

❚❤✐s ❡ss❛② ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✼✮ s❤♦✇s✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✻✮✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s 2❚+1

−2;✱ ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ L✲❛♥❞✲B ♣❛✐rs✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❝❤❛r❣❡❞ ✷❚ ❜♦s♦♥s ❛r❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤
♦❢ L ❛♥❞ B✳

●❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♥s❡r✈❡ ι3LB ✱ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥s❡r✈❡ L✱ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥s❡r✈❡
B✳ ◆♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ L ❛♥❞ B ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✐♥✈♦❧✈❡♠❡♥t ✲ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✲ ♦❢ ✷❚± ❜♦s♦♥s✳ ❖♥❡
♠✐❣❤t ❞❡♣❧♦② t❤❡ s✐①✲✇♦r❞ ♣❤r❛s❡ r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ s✐①✲✇♦r❞
♣❤r❛s❡ r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r✳ ❖♥❡ ♠✐❣❤t ❞❡♣❧♦②✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
❢❡r♠✐♦♥s✱ t❤❡ s❡✈❡♥✲✇♦r❞ ♣❤r❛s❡ r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ✸▲❇ ♥✉♠❜❡r✳

✹✳✷✳✹✳ ❘❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦♥t❡①ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ③❡r♦❧✐❦❡ r❡st ♠❛ss ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤
✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s✳ ✭❚❤✐s ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳✮ ❑♥♦✇♥ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ♣❤♦t♦♥s ✐♥
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ♠❡❞✐❛✳ ❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t s✐♠✐❧❛r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r ♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❢♦r ❣❧✉♦♥s✳

❚❛❜❧❡ ✻✽ s❤♦✇s ❢♦✉r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜♦s♦♥ ❛♥❞ nTA0 = 0 ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r
●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❛♥❞ nTA0 = −1 ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r ✭❛t ❧❡❛st✮ ♥❡✉tr✐♥♦s✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜♦s♦♥
❛♥❞ nTA0 = −1 ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r ✭❛t ❧❡❛st✮ ❣❧✉♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❛♥❞ nTA0 = 0 ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
♣❤②s✐❝s✲r❡❧❡✈❛♥t✳ ✭Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤
nTA0 6= nSA0✳✮ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ nSA0 = −1 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ③❡r♦❧✐❦❡ r❡st ♠❛ss✳

❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t P❋❙ ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡①t❡♥❞s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲✐s♦tr♦♣✐❝ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳
❊❛❝❤ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✼✽✮ ❛♥❞ ✭✼✾✮ ♦✛❡rs✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❛♥❣❡ −1 < nSA0 < 0✱ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❛s✐s

❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ ③❡r♦❧✐❦❡ r❡st ♠❛ss ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡✳ ✭❲❡ ❝♦♥tr❛st −1 < nSA0 < 0 ✇✐t❤
nSA0 < −1✳ ❯s❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ nSA0 < −1 ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ●✲
❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❢♦r ♦t❤❡r ♣✉r♣♦s❡s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s✱ s❡❡ t❛❜❧❡ ✻✷✳✮ ■♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ E ❞❡♥♦t❡s ❡♥❡r❣②✱

−→
P ❞❡♥♦t❡s ♠♦♠❡♥t✉♠✱

−→v ❞❡♥♦t❡s ✈❡❧♦❝✐t②✱ < ❴ > ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❴✱ P 2 =<
−→
P · −→P >✱ ❛♥❞ v2 =< −→v · −→v >✳

❍❡r❡✱ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥tr② ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣ ♣❡rt❛✐♥s t♦ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ P❋❙ ❆▲● ❚❆✲s✐❞❡ s❡t
♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡ P❋❙ ❆▲● ❙❆✲s✐❞❡ s❡t ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐s♦tr♦♣✐❝✳

nSA0 = −c2P 2/E2 ✭✼✽✮

nSA0 = −v2/c2 ✭✼✾✮

❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❤②s✐❝s✲r❡❧❡✈❛♥t ❝❛s❡s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✼✽✮ ❛♥❞ ✭✼✾✮ ❛❞❞s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♠♦✉♥t
t♦ AALG

SA ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ♣♦s✐t t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❧❡✈❛♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ −1 ≤ n❴ ≤ 0 ♣❡rt❛✐♥s✳
❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜♦s♦♥ ❛♥❞ nTA0 = 0✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❧❡✈❛♥t ❚❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ nTA❴ = 0✳ ❖♥❡ ❝❛♥♥♦t

s❛t✐s❢② ❞♦✉❜❧❡✲❡♥tr② ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t♦ AALG
TA ✳ ❙❛t✐s❢②✐♥❣ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥tr② ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s

✇✐t❤ s✉❜tr❛❝t✐♥❣ s♦♠❡t❤✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢r♦♠ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❙❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ SU(2)
❦✐♥❡♠❛t✐❝s s②♠♠❡tr✐❡s✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s t❤✐s s✉❜tr❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛s♣❡❝ts ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥✳ ❖♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ c/v ✭♦r✱ (c2/v2)1/2) ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✭♦r✱ ✇✐t❤
t❤❡ t❤r❡❡✲✇♦r❞ t❡r♠ ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t✳

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❛♥❞ nTA0 = −1✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❧❡✈❛♥t ❙❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ nSA❴ = −1✳ ❖♥❡ ❝❛♥♥♦t
s❛t✐s❢② ❞♦✉❜❧❡✲❡♥tr② ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t♦ AALG

SA ✳ ❙❛t✐s❢②✐♥❣ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥tr② ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ ❛❞❞✐♥❣ s♦♠❡t❤✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❚❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ SU(2)
r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②♠♠❡tr② ♦r t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❚❆✲s✐❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs
t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② s②♠♠❡tr②✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ♣❡rt❛✐♥s✱
✭r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s✮ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡rt❛✐♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥

✺✸
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❚❛❜❧❡ ✻✾✿ P❋❙ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❙❆✲s✐❞❡ ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ✷❯ ❡r❛s❡ ♦r ♣❛✐♥t ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ✭✇✐t❤ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ✲ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❚❆✲s✐❞❡ ❛s♣❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ✲ ♦♠✐tt❡❞✮

●r♦✉♥❞ st❛t❡ ❙❆✵ ❙❆✾ ❙❆✶✵
✷❯✵ (−1)+ −1 −1
✷❯✾ −1 (−1)+ −1

✷❯J10K −1 −1 (−1)+

♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉❣❣❡st t❤❛t r❛t❡s
❛t ✇❤✐❝❤ ♥❡✉tr✐♥♦s ♦s❝✐❧❧❛t❡ ✈❛r② ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦s✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✵❪✳✮ ❚❤✐s ❡ss❛② ❞♦❡s
♥♦t ♣✉rs✉❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❞♦✉❜❧❡✲❡♥tr② ❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✽✮
♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✲ ❢♦r s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✲ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r❛t❡s ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜♦s♦♥ ❛♥❞ nTA0 = −1✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✽✵✮✱ ✭✽✶✮ ❛♥❞ ✭✽✷✮ ❝❛♥ ♣❡rt❛✐♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ s②♠❜♦❧
nSA❴ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❢♦r ✇❤✐❝❤ nSA❴ = −1 ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣❡rt❛✐♥❡❞✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤
❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ r❡❢r❛❝t✐♦♥✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✼✽✮ ❛♥❞ ✭✼✾✮✳✮ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ a ← b
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡✲❡❧❡♠❡♥t ♣❤r❛s❡ a ❜❡❝♦♠❡s b ✭♦r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t b r❡♣❧❛❝❡s a✮✳ ❍❡r❡✱ t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ nSA❴ = (−1)+ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❝♦♥❝❡♣ts s✉❝❤ ❛s r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
♥♦♥✲✐s♦tr♦♣✐❝ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❍❡r❡✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛s ✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥
❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ♣❤②s✐❝s✲r❡❧❡✈❛♥t ❝❛s❡s✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✻✾ ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❣❧✉♦♥s✳

−1 < (−1)+ < 0 ✭✽✵✮

nTA0 = −1 ← nTA0 = (−1)+ ✭✽✶✮

nSA❴ = −1 ← nSA❴ = (−1)+ ✭✽✷✮

✹✳✷✳✺✳ ●❧✉♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❣❧✉♦♥s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❯✲❢❛♠✐❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ✷❯ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❣❧✉♦♥s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❞❡t❛✐❧s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ P❋❙ ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤r❡❡ r❡❧❡✈❛♥t P❋❙ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❜② t❤❡ s②♠❜♦❧s ❙❆✵✱ ❙❆✾✱ ❛♥❞ ❙❆✶✵✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ ❝♦♠♣❛r❡

✇✐t❤ t❛❜❧❡ ✺✹✳✮ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ q✉❛r❦ ♦r ❛r❝ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❙❆✵✱ ❙❆✾✱ ❛♥❞ ❙❆✶✵ ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ ❛ ❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡✳ ❘❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❣❧✉♦♥s✱ ♦♥❡ ♦❢ ❙❆✾ ❛♥❞
❙❆✶✵ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❧♦r r❡❞✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♦❢ ❙❆✾ ❛♥❞ ❙❆✶✵ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❧♦r ❜❧✉❡✱ ❛♥❞ ❙❆✵
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❧♦r ❣r❡❡♥✳

❚❛❜❧❡ ✻✾ s❤♦✇s ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤r❡❡ ❡r❛s❡ ♦r ♣❛✐♥t ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s✳
❆ ❣❧✉♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ ❡r❛s❡✲❛♥❞✲♣❛✐♥t ♣❛✐rs✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r✱ t❤❡ ❡r❛s❡

♣❛rt ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ ❛♥ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡r❛s❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛r❦ ♦r ❛r❝ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥ t❤❛t ❛❜s♦r❜s
t❤❡ ❣❧✉♦♥✱ ❛ ❝♦❧♦r✳ ❚❤❡ ♣❛✐♥t ♣❛rt ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ ❛♥ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣❛✐♥t✱ ♦♥ t♦ t❤❡ q✉❛r❦ ♦r ❛r❝
s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥ t❤❛t ❛❜s♦r❜s t❤❡ ❣❧✉♦♥✱ ❛ ❝♦❧♦r✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ nSA❴ = (−1)+ ❞❡♥♦t❡s ❛♥ ❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ❣❧✉♦♥
t♦ ❡r❛s❡ ♦r ♣❛✐♥t t❤❡ ❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❆❴ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✽✸✮ s❤♦✇s ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❤t ❣❧✉♦♥s✳ ✭❖✉t ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❤t ❣❧✉♦♥s✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ t❤❛t
✐♥✈♦❧✈❡s t❤r❡❡ ❡r❛s❡✲❛♥❞✲♣❛✐♥t ♣❛✐rs✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r s❡✈❡♥ ❣❧✉♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡s t✇♦ ❡r❛s❡✲❛♥❞✲♣❛✐♥t ♣❛✐rs✳✮
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✻✾✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ✭❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ♦r
r❡s✉❧ts✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t r❡✈❡rs❡ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ ❙❆✾ ❛♥❞ ❙❆✶✵✳✮ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ r ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♣❛✐♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧♦r
r❡❞ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❛✐♥t✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✷❯J10K✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ r̄ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡r❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧♦r r❡❞ ❛♥❞
✇✐t❤ ❛♥ ❡r❛s✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✷❯J10K✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ b ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♣❛✐♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧♦r ❜❧✉❡ ❛♥❞ ✇✐t❤
❛ ♣❛✐♥t✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✷❯✾✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ b̄ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡r❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧♦r ❜❧✉❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡r❛s✐♥❣
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✷❯✾✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ g ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♣❛✐♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧♦r ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❛✐♥t✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ✷❯✵✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ḡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡r❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧♦r ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡r❛s✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✷❯✵✳

(rr̄ + bb̄− 2gḡ)/(6)1/2 ✭✽✸✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ nTA0 = (−1)+ ♣❡rt❛✐♥s✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✶✮✳✮ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s nTA5 = −1 ❛♥❞
nTA6 = −1 ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ κ−1,−1 ✭♦r✱ SU(2)✮ s②♠♠❡tr②✳ ✭❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r
♣❛✐r ❚❆✺✲❛♥❞✲❚❆✻✱ s❡❡ t❛❜❧❡ ✺✹✳✮ ❚❤❛t s②♠♠❡tr② ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✭❛t ❧❡❛st✮ r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t s②♠♠❡tr② ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✲ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ✷❯ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❈P ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✲ ✐♥ t❛❜❧❡
✶✶✸✳✮

✺✹
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✹✳✷✳✻✳ ◆✉♠❜❡rs ♦❢ ❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡s

❚❛❜❧❡ ✺✽ ♣♦✐♥ts t♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡①❛❝t❧② t❤r❡❡ ❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡s✳ ✭P❡r❤❛♣s✱
s❡❡ ❛❧s♦✱ t❛❜❧❡ ✷✵✳✮

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡s ❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t D = 3 ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❚❆✲s✐❞❡
❛s♣❡❝ts ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❢❡r♠✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✸✷❝✳✮ ❚❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ ❛ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❤r❡❡ ✭❛♥❞ ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡✮ ❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡s ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r ❡❛❝❤ q✉❛r❦ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❛r❝✳

✹✳✷✳✼✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❥❛② ❜♦s♦♥s

❲❡ ♥♦t❡ ✲ ❛s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✲ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧t t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤
❥❛② ❜♦s♦♥s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✶❪ r❡♣♦rts ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡♥❡r❣② ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♦♥❡ t②♣❡ ♦❢ ✜♥❡✲
str✉❝t✉r❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ❛♥❞ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ s❡❡ ❛❧s♦
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✷❪✳✮ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✽✹✮ st❛t❡s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✽✺✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡♥❡r❣② ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✶❪ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
✈✐❛ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ 23S1 → 23P0✳

18501.02± 0.61 ▼❍③ ✭✽✹✮

18498.25± 0.08 ▼❍③ ✭✽✺✮

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡✛❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❥❛② ❜♦s♦♥s✳
❚❛❜❧❡ ✼✵ ❞✐s❝✉ss❡s ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣❤②s✐❝s✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❥❛② ✭♦r✱ ✷❏✮ s✐♠♣❧❡

❜♦s♦♥s✳

✹✳✷✳✽✳ ❆ s❡r✐❡s ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ❧❡♥❣t❤s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ P❧❛♥❝❦ ❧❡♥❣t❤

❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤r❡❡ r❡❧❛t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡ ❧❡♥❣t❤s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛s♣❡❝ts ♣❡rt❛✐♥✐♥❣
t♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t♦ ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝ts✳

❲❡ s✉❣❣❡st ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ❧❡♥❣t❤s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✽✻✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❙❝❤✇❛r③s❝❤✐❧❞ r❛❞✐✉s
❢♦r ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ♠❛ss m✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✽✼✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ P❧❛♥❝❦ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ m✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✽✽✮ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ m−1✳ ❲❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✷❲ ❜♦s♦♥s✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✽✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s
s♦♠❡✇❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ♣✐♦♥✱ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✽✽✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s s♦♠❡✇❤❛t ✇✐t❤ ❛ r❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❛t ❤❛s ❜❛s❡s ✐♥
❣❧✉♦♥s✳ ✭❚❤❛t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜✐♥❞s t❤❡ t✇♦ q✉❛r❦s t❤❛t ❡①✐st ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣✐♦♥✳✮ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✽✾✮ s❤♦✇s t❤❡ r❛t✐♦
❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✾✵✮ s❤♦✇s✱ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ t❤❡ r❛t✐♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✽✾✮✳

R4(m) = (GN )1m1
~
0c−221 ✭✽✻✮

R2(m) = (GN )1/2m0
~
1/2c−3/220 ✭✽✼✮

R0(m) = (GN )0m−1
~
1c−12−1 ✭✽✽✮

(GN )−1/2m−1
~
1/2c1/22−1 ✭✽✾✮

(GN )−1/2(mǫ)
−1

~
1/2c1/22−1≈1.1945Ö1022 ✭✾✵✮

✹✳✷✳✾✳ ❘❛♥❣❡s ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s

❚❛❜❧❡ ✼✶ ❞✐s❝✉ss❡s r❛♥❣❡s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s✳
●❡♥❡r❛❧❧②✱ s✉❜s❡q✉❡♥t r♦✇s ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✶ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛♥❣❡s t❤❛♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛♥❣❡s
t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s r♦✇s✳ ❙♦♠❡ ✐t❡♠s ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✽✮✳

✺✺
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❚❛❜❧❡ ✼✵✿ ❆s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ✷❏ ❜♦s♦♥s

✭❛✮ ❆s♣❡❝ts ✲ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✷❏ ❜♦s♦♥s

❆s♣❡❝t
• ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✲ ❜❡t✇❡❡♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢❡r♠✐♦♥s ✲ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❛
P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r❝❡✳ ✭❆ ♣❛✐r ♦❢ s✉❝❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢❡r♠✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t✇♦ ❤❛❞r♦♥s ✐♥ ❛♥
❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✉s ♦r t✇♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝❛♥ ✐♥✈♦❧✈❡
r❡st ❡♥❡r❣②✱ ❝❤❛r❣❡✱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✲ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❛♥ ❛t♦♠ ✲ s♣✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r❜✐t❛❧ st❛t❡✳
❆s♣❡❝ts s✉❝❤ ❛s s♣✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r❜✐t❛❧ st❛t❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ ❛s♣❡❝ts✳
P❡r❤❛♣s ♥♦t❡ t❛❜❧❡ ✶✵✾✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ✲ ✐♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✲ ✸▲❇
♥✉♠❜❡r✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛❞❞ t♦ t❤❡ ❧✐st t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇♦✉❧❞ s✉❣❣❡st ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✲ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r t❤❛t
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✐s♦♠❡r✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ❧✐st t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳✮
• ❋♦r❝❡s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ❛t♦♠s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✹✮✳✮
• ❙♦♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ s♣✐♥✲♦♥❡ ❢❡r♠✐♦♥✱ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♦r ♦✉t❣♦✐♥❣
Σ● ❢♦r ✇❤✐❝❤ Σ ≥ 4✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t❣♦✐♥❣ s♣✐♥✲♦♥❡ ❢❡r♠✐♦♥✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✹✮✳
❋♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ✷❏ ❜♦s♦♥ ❛❜s♦r❜s✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ ♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢ s♣✐♥ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✇✐t❤ ❛♥
✐♥❝♦♠✐♥❣ ❢❡r♠✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥✐t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ~✳✮
• ❙♦♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ♥♦ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✸✮✳ ❋♦r
t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ✷❏ ❜♦s♦♥ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ t✇♦ ✉♥✐ts ♦❢ s♣✐♥ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥
♦✉t❣♦✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ❣r❛✈✐t♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥✐t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ~✳✮

✭❜✮ ❙✉❣❣❡st❡❞ ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ✷❏ ❜♦s♦♥s

❆s♣❡❝t
• ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ✷❏ ❜♦s♦♥s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥t❡♥❝❡s ♣❡rt❛✐♥✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ nSA0 = −1
♣❡rt❛✐♥s✳ ■♥ ❛ ❢r❡❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❡①❝✐t❡✳ ■♥ ❛♥ ✉♥❢r❡❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡ ❝❛♥ ❡①❝✐t❡✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣
r❡❣❛r❞✐♥❣ ❣❧✉♦♥s✳ ❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡s ✻✽ ❛♥❞ ✻✾✳✮
• ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦s✐t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ✷❏ ❜♦s♦♥s✳ ✷❏0
❝❛♥ ❡①❤✐❜✐t ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r✐❣❤t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ✷❏− ❝❛♥ ❡①❤✐❜✐t ✭s❛②✮ ❧❡❢t
❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❡①❤✐❜✐t r✐❣❤t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ✷❏+ ❝❛♥ ❡①❤✐❜✐t r✐❣❤t ❝✐r❝✉❧❛r
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✺✷✳✮
• ❚❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r❝❡ ✭✐♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✭✐♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮ ❛
r❡♣✉❧s✐✈❡ ❢♦r❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✷❏± ❜♦s♦♥s✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ tr✐❡s t♦ ✢✐♣ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ ❛ ❢❡r♠✐♦♥✳ ■♥
s♦ ❞♦✐♥❣✱ t❤❡ ✷❏± ❜♦s♦♥ ✇♦✉❧❞ tr❛♥s✐t ❢r♦♠ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ t♦ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳
• ❚❤❡ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ❡♥❡r❣② s❤✐❢t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❢❡r♠✐♦♥s ✲ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❛
♣♦s✐tr♦♥ ✲ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♣✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮✱ ❡①❝❡♣t ✲ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✲ ❢♦r ✸▲❇
♥✉♠❜❡r✳ ✭❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✸▲❇ ♥✉♠❜❡r ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❝❤❛r❣❡✳✮ ❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t ❛♥
❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ s❤✐❢t ✭r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ st❛t❡✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ ❛s♣❡❝ts ♦❢
✷❏± ❜♦s♦♥s✳ Pr❡s✉♠❛❜❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✷❏ ❜♦s♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ t♦ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦r ❢r♦♠ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ t♦ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ❛t ❧❡❛st ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ✭♦r ✸▲❇✮ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✭❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥✮ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳
• ❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t ✷❏± ❜♦s♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s♦♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣
s♣✐♥✲♦♥❡ ❢❡r♠✐♦♥✱ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♦r ♦✉t❣♦✐♥❣ Σ● ❢♦r ✇❤✐❝❤ Σ ≥ 4✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t❣♦✐♥❣ s♣✐♥✲♦♥❡ ❢❡r♠✐♦♥✳
✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✹✮✳✮
• ❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t t❤❡ ✷❏0 ❜♦s♦♥ ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s♦♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ♥♦
❢❡r♠✐♦♥s✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✸✮✳✮

✺✻
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❚❛❜❧❡ ✼✶✿ ❘❛♥❣❡s ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s

nTA0 nSA0 ❙✉❜❢❛♠✐❧✐❡s ❉✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛♥❣❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠❡❞✐❛t❡❞
❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

✵ −1 Σ●✱ Σ ≥ 2 • ❚❤❡ ♣❤♦t♦♥✱ ❣r❛✈✐t♦♥✱ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤ ❤❛✈❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✉♥❜♦✉♥❞❡❞
r❛♥❣❡s✳

✵ ✵ ✵P • ❚❤❡ ♣✐❡ ❤❛s ❛ r❛♥❣❡ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤✐♥ ❛♥
❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✉s✱ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❤❛❞r♦♥s✳

−1 −1 ✷❯ • ●❧✉♦♥s ❤❛✈❡ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳
✵ ✵ ✵❍✱ ✷❲ • ❚❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t 10−18 ♠❡t❡rs✱ ✐♥ t❤❡

s❡♥s❡ t❤❛t ✷● ✭✐❢ r❡❧❡✈❛♥t✮ ❤❛s ♠♦r❡ ❡✛❡❝t ✭t❤❛♥ t❤❡ ✇❡❛❦
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮ ❛t ❞✐st❛♥❝❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛❜♦✉t 10−18 ♠❡t❡rs✳

✵ ✵ ✷❚ • Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t t✇❡❛❦ ♠❛ss❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡
♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ r❛♥❣❡ ❢♦r t✇❡❛❦ ❜♦s♦♥s ✐s ❧❡ss
t❤❛♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

−1 −1 ✵■ • ❚❤❡ ✵■ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛② ❧♦s❡ ✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ✭❛t ❧❡❛st✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❡✛❡❝ts
♦❢ ♦t❤❡r r❡❧❡✈❛♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✮ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❞❡♥s✐t✐❡s
❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t ❧❡ss t❤❛♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳

−1 −1 ✷❏ • ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❢❡r♠✐♦♥s✱ ❥❛② ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
r❛♥❣❡s t❤❛t ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r❝❡✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❥❛② ❜♦s♦♥s ♠✐❣❤t ✈❛r②
❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❡rt❛✐♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s ♦r t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❢❡r♠✐♦♥
❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
• ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s✱ ❥❛② ♣❛rt✐❝❧❡s ♠✐❣❤t
❧♦s❡ t❤❡✐r ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ✭❛t ❧❡❛st✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♦t❤❡r r❡❧❡✈❛♥t
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✮ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥
❞❡♥s✐t✐❡s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳

❚❛❜❧❡ ✼✷✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✵● ❛♥❞ ✵❯ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s

❉✐r❡❝t ❜❛s✐s ❖t❤❡r ❙✉❜❢❛♠✐❧② ❇♦s♦♥s ❉✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✳✳✳
✭s♦❧✉t✐♦♥s✮ ❜❛s✐s
✵●✷✹✻✽ ✲ ✵❍ ❍✐❣❣s ❚❛❜❧❡ ✼✸

✲ ✵❍ ✵■ ❆②❡ ❚❛❜❧❡ ✺✸
✵●✷✹✻ ❛♥❞ ✵●✷✻✽ ✲ ✷❲ ❩ ❛♥❞ ❲ ❚❛❜❧❡ ✼✸

✵●Γλmax=14 ✲ ✷❚ ❚✇❡❛❦s ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✾✶✮
✵●∅ ✲ ✷❏ ❏❛②s ❚❛❜❧❡ ✼✹
✵❯ ✲ ✵P P✐❡ ❚❛❜❧❡ ✺✺

✹✳✷✳✶✵✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ●✲❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ❯✲❢❛♠✐❧② ❆▲● s♦❧✉t✐♦♥s

❲♦r❦ ❡❧s❡✇❤❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t P❉❊ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥✲
t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✺✼✳✮

❚❛❜❧❡ ✼✷ ❞✐s❝✉ss❡s✱ ❢r♦♠ ❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ✵● ❛♥❞ ✵❯ s♦❧✉t✐♦♥s ♠✐❣❤t
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❡❢t♠♦st ❝♦❧✉♠♥ ♣♦✐♥ts t♦ ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥s Σ● t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ Σ = 0 ❛♥❞ t♦ ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❯✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r♦✇✱ ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ r♦✇ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ t❤❡
✵■ s✉❜❢❛♠✐❧②✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t s✉❜❢❛♠✐❧✐❡s ❛♥❞ ❜♦s♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✲ ❢r♦♠ ❛
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ s♦♠❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ t❛❜❧❡ ❧✐st ❢♦r t❤❛t r♦✇✳ ❚❛❜❧❡ ✼✷ s✉❣❣❡sts ❛
♣♦ss✐❜❧❡ ✭✐♥❞✐r❡❝t✮ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭✈✐❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥✮ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛②❡ ❜♦s♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r♦✇✱
t❤❡ r✐❣❤t♠♦st ❝♦❧✉♠♥ ♣♦✐♥ts t♦ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤✐s ❡ss❛② t❤❛t ❞✐s❝✉ss t❤❡ s✉❣❣❡st❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜♦s♦♥s✳
❚❛❜❧❡ ✼✸ ♣♦s✐ts ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ❲✲❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ❍✲❢❛♠✐❧② ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❛❧❧ ●✲❢❛♠✐❧② Σ = 0

s♦❧✉t✐♦♥s ✲ ♦t❤❡r t❤❛♥ ✵●∅ ✲ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❛❜❧❡ ✻✷✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ jλ∈Γ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ Γ ✐♥ Σ●Γ✳ ❊❧s❡✇❤❡r❡✱ ✇❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ jλ∈Γ ✇✐t❤ ♠❛ss✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✼✻✳✮

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ Σ = 0 ✐t❡♠s t❤❛t t❛❜❧❡ ✼✸ ❧✐sts ❤❛s ❛ ❚❆✲s✐❞❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ ♥♦♥❡ ♦r SU(3)✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✻✷✳✮
❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❛②❡ ❜♦s♦♥✳
❲❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❛②❡ ✭♦r✱ ✵■✮ ❜♦s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t D+2ν′′ = 0 t❤❛t ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r t❤❡ r♦✇

✺✼
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❚❛❜❧❡ ✼✸✿ P♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✵● s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❧ ❲✲❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ❍✲❢❛♠✐❧② ❜♦s♦♥s ✭✇✐t❤ jλ∈Γ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ Γ ✐♥ Σ●Γ✮

❙♦❧✉t✐♦♥s ❇♦s♦♥s ❙✉❜❢❛♠✐❧② jλ∈Γ

✵●✷✹✻ ❛♥❞ ✵●✷✻✽ ❩ ❛♥❞ ❲ ✷❲ ✸
✵●✷✹✻✽ ❍0 ✭♦r✱ ❍✐❣❣s✮ ✵❍ ✹

❚❛❜❧❡ ✼✹✿ P♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✵● s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❥❛② ❜♦s♦♥s ✭✇✐t❤ jλ∈Γ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥
t❤❡ Γ ✐♥ Σ●Γ✮

❙♦❧✉t✐♦♥ ❇♦s♦♥s ❙✉❜❢❛♠✐❧② jλ∈Γ

✵●∅ ❚❤r❡❡ ✷❏ ✭♦r✱ ❥❛②✮ ❜♦s♦♥s ✷❏ ✵

✲ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✷❡ ✲ t❤❛t ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r S′′ = 1 ❛♥❞ Ω′′ = 1✳
Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s t❤❡ ❛②❡ ❜♦s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✺✸✳✮

❚❤❡r❡❜②✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ✲ ♣❡r t❛❜❧❡ ✼✸ ✲ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛②❡ ❜♦s♦♥ ❛♥❞ ●✲❢❛♠✐❧②
s♦❧✉t✐♦♥s✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ t✇❡❛❦ ❜♦s♦♥s✳
❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❜♦✈❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ✭❛t ❧❡❛st ✐♥❞✐r❡❝t❧②✮ Ω′′ ≤ 0 r♦✇s ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✷❡ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡

✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ S′′ ♦❢ ③❡r♦✱ t❤r❡❡✱ ❛♥❞ ❢♦✉r✳
❚❤❡ ♥❡①t ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❢♦r ✵● s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❛♥❣❡ 2 ≤ λ ≤ J14K✳ ❋♦r t❤❛t r❛♥❣❡✱ t❤❡r❡

❛r❡ ❢♦✉r s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✵●✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✾✶✮ s❤♦✇s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣✉t ❜r❛❝❦❡ts
❛r♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ t❤❛t ❡①❝❡❡❞ ❡✐❣❤t✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✾✷✮ s❤♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦✉r s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
❣r♦✉♣✐♥❣✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✶✮ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✷✮✱ t❤❡ ✜rst ✐t❡♠ ✭❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ✜rst t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s✮
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ 0± 0✳

(14− 10− 6 + 2)± (12− 8− 4); 14− 12− 10 + 8 + 6− 4− 2; 14− 12 + 10− 8− 6 + 4− 2 ✭✾✶✮

(14− 12− 10 + 8)± (6− 4− 2); 14 + 12− 10− 8− 6− 4 + 2; 14− 12 + 10− 8− 6 + 4− 2 ✭✾✷✮

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✷❚0′′ ❛♥❞ ✷❚0′ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✶✮ s❤♦✇s✳
❚❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s❤♦✇s ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✷❚2 ❛♥❞ ✷❚1✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts
t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♠❛ss❡s ❢♦r ✷❚ s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✾✽✮ ❛♥❞ ✭✾✾✮✳✮

❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❥❛② ❜♦s♦♥s✳
❚❛❜❧❡ ✼✹ ♥♦t❡s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✵● s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❥❛② ❜♦s♦♥s✳ ✭❙❡❡✱ ❛❧s♦✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✺✮✳✮ ❲❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❥❛② ❜♦s♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t D+2ν′′ = 1 t❤❛t ♣❡rt❛✐♥s
❢♦r t❤❡ r♦✇ ✲ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✷❡ ✲ t❤❛t ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r S′′ = 0 ❛♥❞ Ω′′ = 0✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣✐❡ ❜♦s♦♥✳
❚❛❜❧❡ ✺✺ s✉❣❣❡sts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✵P ❜♦s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❯✲❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✇✐t❤ t❤❡ ●✲❢❛♠✐❧②✳

❚❤✐s ❡ss❛② ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧♦r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✵P ❜♦s♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ❛ ✵❯ s♦❧✉t✐♦♥✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✵● s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳
❚❛❜❧❡ ✼✺ s✉❣❣❡sts ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✷❲ s♦❧✉t✐♦♥s ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ✈✐❛ t❛❜❧❡ ✼✷✱ ✵● s♦❧✉t✐♦♥s✮ ❛♥❞

s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ❚❛❜❧❡ ✼✺❜ r❡st❛t❡s ✲ ❢♦r ❲ ❜♦s♦♥s ✲ t❛❜❧❡ ✹✷✳ ❚❛❜❧❡ ✼✺❝
r❡✢❡❝ts ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❛❜❧❡ ✼✺❜✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ♥❡①t t❤r❡❡ s❡♥t❡♥❝❡s ♠❡♥t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❚❆✵ r❡s✉❧t
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ✵ t♦ @0 ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❢❡r♠✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ❙❆✶✲❛♥❞✲❙❆✷ r❡s✉❧t π@0,@−1

❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ✵ t♦ @0 ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❢❡r♠✐♦♥s✮ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ♦♥❡ @0 t♦ @−1

✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❢❡r♠✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ❚❆✺✲❛♥❞✲❚❆✻ r❡s✉❧t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥tr②
❜♦♦❦❦❡❡♣✐♥❣ ❛♥❞ ✇✐t❤ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ κ0,0 t♦ κ0,−1 ✭❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❬❜❧❛♥❦❪ ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✮✳ ❋r♦♠
❤❡r❡✱ ♦♥❡ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❝❛♥ ♠✐rr♦r st❡♣s ✲ t❤❛t t❤✐s ❡ss❛② s❤♦✇s ❡❧s❡✇❤❡r❡ ✲ t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✐♠♣❧❡ ✶❈ ❢❡r♠✐♦♥s✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✐♠♣❧❡ ✶◆ ❢❡r♠✐♦♥s✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✐♠♣❧❡ ✶◗ ❢❡r♠✐♦♥s✱ ❛♥❞
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✐♠♣❧❡ ✶❘ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✹✺✱ t❛❜❧❡ ✹✻✱ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✺✵✳✮

✹✳✸✳ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ♠❛ss❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳

✺✽
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❚❛❜❧❡ ✼✺✿ ■♥❞✐r❡❝t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✵● s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s

✭❛✮ ❇❛s❡s

❉✐r❡❝t ❜❛s✐s ❖t❤❡r ❙✉❜❢❛♠✐❧② ❋❡r♠✐♦♥s ❉✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✳✳✳
✭s♦❧✉t✐♦♥s✮ ❜❛s✐s

✲ ✷❲ ✶❈ ❈❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s ❚❛❜❧❡ ✼✺❜ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✼✺❝
✲ ✶❈ ✶◆ ◆❡✉tr✐♥♦s ❚❛❜❧❡ ✹✻
✲ ✶❈ ✶◗ ◗✉❛r❦s ❚❛❜❧❡ ✺✵
✲ ✶◆ ✶❘ ❆r❝s ❚❛❜❧❡ ✺✵

✭❜✮ ❆ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❢♦r ❲ ❜♦s♦♥s

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻
❚❆ ✵ κ0,0 π@0,@−1

❙❆ @0 π0,@0

✭❝✮ ❆ P❋❙✲❝❡♥tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✶❈ s✉❜❢❛♠✐❧② ✭✇✐t❤ π@0,@−1
♦♠✐tt❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❚❆✶✲

❛♥❞✲❚❆✷✮

❙✐❞❡ ✵ ✶✱ ✷ ✸✱ ✹ ✺✱ ✻ ✼✱ ✽ ✾✱ ✶✵ ✶✶✱ ✶✷ ✶✸✱ ✶✹ ✶✺✱ ✶✻
❚❆ @0 π@0,@−1

❙❆ @0 π@0,@−1

❚❛❜❧❡ ✼✻✿ ❘❡st ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r ❦♥♦✇♥ ♥♦♥✲③❡r♦✲♠❛ss s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s

Φ S ❙②♠❜♦❧ ◆❛♠❡
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❈❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❉✐✛❡r❡♥❝❡
mc2 ✭●❡❱✮ ◆ mc2 ✭●❡❱✮ ✭st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✮

❲ ✶ ✷❲✶✱ ✷❲✷ ❲ 80.379± 0.012 ✼ ✽✵✳✹✷✵ ≈ 3.4
❲ ✶ ✷❲✵ ❩ 91.1876± 0.0021 ✾ ✾✶✳✶✽✼✻ ✲
❍ ✵ ✵❍✵ ❍0 125.18± 0.16 ✶✼ ✶✷✺✳✸✸ ≈ 1.0

✹✳✸✳✶✳ ❚❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ❲✱ ❩✱ ❛♥❞ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥s

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ✷❲ ✭♦r✱ ❲ ❛♥❞ ❩✮ ❛♥❞ ✵❍ ✭♦r✱ ❍✐❣❣s✮ ❜♦s♦♥s✳
❚❛❜❧❡ ✼✻ s❤♦✇s✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✇♦r❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✱ r❡st ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r

t❤❡ ❦♥♦✇♥ ♥♦♥✲③❡r♦✲♠❛ss s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✸❪✳✮ ◆♦t❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ✷❲✶ ❛♥❞ ✵❍✵ ❡①t❡♥❞s
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ Γ ✲ ❛s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ❆▲● ♠♦❞❡❧s ❢♦r ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥s ✲ t♦ ♥♦t✐♦♥s ♦❢
Γ ❢♦r ❆▲● ♠♦❞❡❧s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ● ❢❛♠✐❧②✳ ❚❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡❧②
❦♥♦✇♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛ss❡s ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❩ ❜♦s♦♥✳ ✭❘❡st ❡♥❡r❣② ❡q✉❛❧s ♠❛ss t✐♠❡s c2✳✮ ❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥
❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✇♦r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s❤♦✇s r❡s✉❧ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✸✮ ❛♥❞ ♦♥ ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❛t ♥✐♥❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❩ ❜♦s♦♥✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✾✹✮ s❤♦✇s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♦♥❡
✉♥✐t✳ ❚❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♠❛ss ✐s ≈ 30.396●❡❱/c2✳ ■♥ t❛❜❧❡ ✼✻✱ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✇♦r❞
❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✭r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✮ ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♠❛ss ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❛ss✳

(m❍0)2 : (m❩)
2 : (m❲)2 :: 17 : 9 : 7 ✭✾✸✮

≈ 9.239× 102(●❡❱/c2)2 :: 1 ✭✾✹✮

❲❡ ❞✐s❝✉ss ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ r❛t✐♦s ❢♦r t❤❡ sq✉❛r❡s ♦❢ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ❍✐❣❣s✱ ❩✱ ❛♥❞ ❲ ❜♦s♦♥s✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦s ✭♦❢ sq✉❛r❡s ♦❢ ♠❛ss❡s✮ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✸✮ s❤♦✇s✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧② ❧❡❛st ❛❝❝✉r❛t❡❧②

s✉❣❣❡st❡❞ ♠❛ss ✐s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❲ ❜♦s♦♥✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✾✸✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r t❤❛t ✐s ✇✐t❤✐♥ ❢♦✉r
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❲ ❜♦s♦♥✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✼✻✳✮

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✸✮ ✇✐t❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s 17 = 17✱
9 = 10−1−0✱ ❛♥❞ 7 = 10−1−2✳ ❊❛❝❤ ♦❢ ③❡r♦✱ ♦♥❡✱ t✇♦✱ ✶✵✱ ❛♥❞ ✶✼ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ D+2ν′′

❢♦r ❛ P❉❊ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ D′′ = 2✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✸✷❡✳✮
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡ sq✉❛r❡s ♦❢ ♠❛ss❡s✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✼✸ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✸✷❡✳✮

❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❲✱ ❩✱ ❛♥❞ ✵❍ ❜♦s♦♥s✱ ♦♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t❡r♠ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❚❤❛t t❡r♠ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ D + 2ν′′ ❢♦r ✇❤✐❝❤ σ′′ = −1 ❛♥❞ S′′ = jλ∈Γ ♣❡rt❛✐♥✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✼✸✳✮ ❋♦r t❤❡ ❲ ❛♥❞ ❩ ❜♦s♦♥s✱ ❛
♥❡❣❛t✐✈❡ t❡r♠ ✲ ♠✐♥✉s ♦♥❡ ✲ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❚❤❛t t❡r♠ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ D + 2ν′′

✺✾
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❢♦r ✇❤✐❝❤ σ′′ = −1 ❛♥❞ S′′ = 0 ♣❡rt❛✐♥✳ ❚❤❛t t❡r♠ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s♣✐♥✲♦♥❡✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✻✮✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ✷❏ ❜♦s♦♥s ✲ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✾✺✮✳✮ ❋♦r t❤❡ ❲ ❜♦s♦♥✱ ❛♥♦t❤❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ t❡r♠ ✲ ♠✐♥✉s ✷ ✲ ❛❧s♦ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❚❤❛t t❡r♠ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ D + 2ν′′ ❢♦r ✇❤✐❝❤ σ′′ = −1 ❛♥❞ S′′ = 1 ♣❡rt❛✐♥✳ ❚❤❛t t❡r♠ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✭♦r t❤❛t t❡r♠ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❤❛r❣❡
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✮✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✻✮✳✮

❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t m❲ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❛❝t❧② ❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✸✮✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♠♦♠❡♥t ♣❡rt❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❲ ❜♦s♦♥ ❤❛s ♥♦♥✲③❡r♦ ❝❤❛r❣❡✱ ♥♦♥✲③❡r♦ ♥♦♠✐♥❛❧
♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❛ss✳ ❲❡ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♠♦♠❡♥t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡
♠♦st❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✻●✷✹ s♦❧✉t✐♦♥✳ ✭❈♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✻✮✳✮ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ♠✐♥✉s t✇♦ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❩ ❜♦s♦♥✮ ✲ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✸✮ ✐♠♣❧✐❡s ✲ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ ✷●✷✹
❛♥❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳

✹✳✸✳✷✳ ❚❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ❛②❡ ❜♦s♦♥ ❛♥❞ ❥❛② ❜♦s♦♥s

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❥❛② ✭♦r✱ ✷❏✮ ❜♦s♦♥s✳
❋♦r t❤❡ ❥❛② ❜♦s♦♥s✱ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✵●∅ s♦❧✉t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳ ❚❤❡ ✵●∅ s♦❧✉t✐♦♥

❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ jλ∈Γ = 0✳ ✭❈♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✼✸✳✮ ❚❤❡ r❡s✉❧t jλ∈Γ = 0 ♠✐❣❤t
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ S′′ = 0✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✼✻✳✮ ❚❤❡ r❡s✉❧t S′′ = 0 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡
sq✉❛r❡ ♦❢ ♠❛ss ♦❢ ♦♥❡✳ ✭❙❡❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✲ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✷❡ ✲ ❧❛❜❡❧❡❞ D + 2ν′′✳✮ P❛r❛❧❧❡❧✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❩
❛♥❞ ❲ ❜♦s♦♥s✱ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ❥❛② ❜♦s♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ♣❧✉s ♦♥❡ ♠✐♥✉s ♦♥❡✱
✇❤✐❝❤ ✐s ③❡r♦✳ ✭❚❤❡ t❡r♠ ♠✐♥✉s ♦♥❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✉❜tr❛❝t✐♥❣ ♦♥❡ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s
t❤❛t ❤❛✈❡ s♣✐♥s ♦❢ ♦♥❡✳✮ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✾✺✮ ❡①t❡♥❞s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✸✮✳

(m❍0)2 : (m❩)
2 : (m❲)2 : (m✷❏)

2 :: 17 : 9 : 7 : 0 ✭✾✺✮

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❛②❡ ✭♦r✱ ✵■✮ ❜♦s♦♥✳
❲❡ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❛②❡ ❜♦s♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ σ′′ = +1 ❛♥❞ S′′ = 1✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡

✸✷❡✳✮ ❚❤❡ r❡s✉❧t D + 2ν′′ = 0 ♣❡rt❛✐♥s ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ③❡r♦ sq✉❛r❡ ♦❢ ♠❛ss✳

✹✳✸✳✸✳ P♦ss✐❜❧❡ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ t✇❡❛❦ ❜♦s♦♥s

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠❛ss❡s ♦❢ ❚✲❢❛♠✐❧② ❜♦s♦♥s✳
❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ✉s✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❛s❡s ✐♥ ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❛❜❧❡ ✸✷❡✳
❚❛❜❧❡ ✼✼ ♣♦✐♥ts t♦ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛ss ❢♦r ③❡r♦✲❝❤❛r❣❡ ✷❚ ❜♦s♦♥s✳ ❚❛❜❧❡ ✼✼❛ s✉♠♠❛r✐③❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s✳ ❚❤❡ D + 2v′′ ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✲ ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ✸✷❡ ✲ t❤❛t
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✉♠s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❛r❡s ♦❢ t❤❡
♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s✳ ❚❤❡ Ω′′ ❛♥❞ S′′ ❝♦❧✉♠♥s s❤♦✇ ♦t❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ✸✷❡✳ ❋♦r ♦t❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ ✵■ ❜♦s♦♥✱ t❤❡ jλ∈Γ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐rs r❡❧❡✈❛♥t t♦ s♦❧✉t✐♦♥s Σ●Γ ❢♦r ✇❤✐❝❤
Σ = 0✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✼✻✳✮ ❚❤❡ ♥❡①t ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♥❡❣❛t✐✈❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ s♣✐♥✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✼✻✳✮ ❚❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥
s✉♠s t❤❡ D + 2v′′ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ t❤❡ s♣✐♥✲r❡❧❛t❡❞ ✐♥t❡❣❡r✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✼✻ ❢♦r ❛ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧ ◆✳✮ ❚❛❜❧❡
✼✼❜ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡s ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ✼✼❛✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ S′′ = 7 ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✜rst ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✭❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t
λ ≤ 8✮ t♦ ❤❛✈❡ ●✲❢❛♠✐❧②✲❧✐❦❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ Σ = 0✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✶✮✳✮ ❚❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ S′′ = 7 ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛❧❧♦✇❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λ ♦❢ t✇♦✱ ❢♦✉r✱ s✐①✱ ❡✐❣❤t✱ ✶✵✱ ✶✷✱ ❛♥❞ ✶✹✳ ❋♦r
S′′ = 7✱ D + 2ν′′ = 50✳

❚❤❡ ❝❤❛r❣❡s ❢♦r t❤❡ ❚±1 ❛♥❞ ❚±2 ❜♦s♦♥s ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ❢♦r t❤❡ ❩0 ❛♥❞ ❲±3 ❜♦s♦♥s✳ ❲❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝❤❛r❣❡✲r❡❧❛t❡❞ ✭♦r ♠❛❣♥❡t✐❝✲♠♦♠❡♥t✲r❡❧❛t❡❞✮ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛❧✉❡s
♦❢ ◆ ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs t❤❛t ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♠✐♥✉s t✇♦ t♦ ③❡r♦✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✾✻✮ ❛♥❞ ✭✾✼✮ ♣❡rt❛✐♥✳
✭❍❡r❡✱ ❚0 ❞❡♥♦t❡s ❡❛❝❤ ♦❢ ❚0′′ ❛♥❞ ❚0′ ✳ ❍❡r❡✱ ❚± ❞❡♥♦t❡s ❡❛❝❤ ♦❢ ❚±2 ❛♥❞ ❚±1✳✮ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❞❛t❛ ❢r♦♠
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✸❪ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥✱ t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❚✲❢❛♠✐❧② ❜♦s♦♥s ✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✾✽✮ ❛♥❞ ✭✾✾✮✳

(m❚0)2/(m❍0)2 = 49/17 ✭✾✻✮

47/17 ≤ (m❚±)2/(m❍0)2 ≤ 49/17 ✭✾✼✮

(m❚0)c2 ≈ 212.5●❡❱ ✭✾✽✮
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❚❛❜❧❡ ✼✼✿ P❛tt❡r♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡s ♦❢ ♠❛ss❡s ♦❢ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s

✭❛✮ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✵■✱ ✷❏✱ ✷❲✱ ❛♥❞ ✵❍ ❜♦s♦♥s

❙✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s D + 2v′′ Ω′′ S′′ jλ∈Γ ❙♣✐♥✲r❡❧❛t❡❞ ◆ ❢♦r ③❡r♦✲❝❤❛r❣❡ s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s
✵■ ✵ ✶ ✶ ✭−1✮ ✵ ✵
✷❏ ✶ ✵ ✵ ✵ −1 ✵
✷❲ ✶✵ −9 ✸ ✸ −1 ✾
✵❍ ✶✼ −16 ✹ ✹ ✵ ✶✼

✭❜✮ ❊①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✷❚ ❜♦s♦♥s

❙✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s D + 2v′′ Ω′′ S′′ jλ∈Γ ❙♣✐♥✲r❡❧❛t❡❞ ◆ ❢♦r ③❡r♦✲❝❤❛r❣❡ s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s
✷❚ ✺✵ −49 ✼ ✼ −1 ✹✾

208●❡❱ . (m❚±)c2 . 213●❡❱ ✭✾✾✮

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✾✽✮ ❛♥❞ ✭✾✾✮ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦ss✐❜❧❡ r❡st
❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r t✇❡❛❦s✳ ✭P♦ss✐❜❧②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❛ss r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ S′′ = 7✱ S′′ = 8✱
S′′ = 11✱ ♦r S′′ = 12✳✮

❉❡t❡❝t✐♥❣ ✷❚± ♣❛rt✐❝❧❡s ♠✐❣❤t r❡q✉✐r❡ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛t ❧❡❛st t✇✐❝❡ t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ✷❚±✳

✹✳✸✳✹✳ ❆ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❛✉♦♥ ♠❛ss

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✵✮ s❤♦✇s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ t❛✉♦♥ ♠❛ss✱ mτ ✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✹❪✳✮

mτ, ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ≈ (1776.86± 0.12) ▼❡❱/c2 ✭✶✵✵✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✶✮ ❞❡✜♥❡s t❤❡ s②♠❜♦❧ β′✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✷✮ ❞❡✜♥❡s β✳ ❍❡r❡✱ m ❞❡♥♦t❡s ♠❛ss✱ ǫ ❞❡♥♦t❡s
❡❧❡❝tr♦♥✱ q ❞❡♥♦t❡s ❝❤❛r❣❡✱ ε0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✱ ❛♥❞ GN ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✲
st❛♥t✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✸✮ ♣♦ss✐❜❧② ♣❡rt❛✐♥s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✸✮ ♣r❡❞✐❝ts ❛ t❛✉♦♥ ♠❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✹✮
s❤♦✇s✱ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡ ❡✐❣❤t❤ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧t✳ ✭❋♦r r❡❧❡✈❛♥t ❞❛t❛✱ s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✹❪✳✮ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✺✮ s❤♦✇s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
β t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✱ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ t❤❛t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✹❪ s❤♦✇s✱ ✈✐❛ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✷✮✳✮ ❊❧s❡✇❤❡r❡✱ ✇❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡
♥✉♠❜❡rs ❢♦✉r ❛♥❞ t❤r❡❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✷✮ ✇✐t❤ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✵✮ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✹✮✳✮

β′ = mτ/mǫ ✭✶✵✶✮

(4/3)× β12 = ((qǫ)
2/(4πε0))/(GN (mǫ)

2) ✭✶✵✷✮

β′ = β ✭✶✵✸✮

mτ, ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ≈ (1776.8400± 0.0115) ▼❡❱/c2 ✭✶✵✹✮

β ≈ 3477.1891± 0.0226 ✭✶✵✺✮

❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✸✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♥❛t✉r❡✱ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ GN ♦r mτ ❝♦✉❧❞ ♣r❡❞✐❝t ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✭t❤❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✮ ✈❛❧✉❡ ❢♦r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ mτ ♦r GN ✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t✱ ❛s ②❡t✱ s✉❣❣❡st ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✲ ♣❡r❤❛♣s s✐♠✐❧❛r t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✷✮ ✲
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ mµ/mǫ✳ ❍❡r❡✱ µ ❞❡♥♦t❡s ♠✉♦♥✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✾✮ ❛♥❞ ✭✶✷✵✮✳✮

✹✳✸✳✺✳ ❚❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ q✉❛r❦s ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s

❚❛❜❧❡ ✼✽ s✉♣♣♦rts t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t t❤❛t ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❧✐♥❦ t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ s✐① q✉❛r❦s ❛♥❞ t❤r❡❡ ❝❤❛r❣❡❞
❧❡♣t♦♥s✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ s❤♦✇s ✈❛❧✉❡s ♦❢ log10(m/mǫ)✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ m ❞❡♥♦t❡s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❛ss✳ ❚❤❡
s②♠❜♦❧ mǫ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ✭❉✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✼✾ ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❢♦r
r❡❧❡✈❛♥t ❞❛t❛✳✮ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s ♦♥❡ ♠♦✈❡s ❞♦✇♥✇❛r❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r♦✇ t❤❛t s❤♦✇s
♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s ♦♥❡ ♠♦✈❡s r✐❣❤t✇❛r❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ q✉❛r❦ ❝♦❧✉♠♥✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢
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❚❛❜❧❡ ✼✽✿ ◆♦♥✲③❡r♦ ❝❤❛r❣❡ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ log10(m/mǫ)

❈❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡ ◗✉❛r❦ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡ ◗✉❛r❦ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡
❡❧❡❝tr♦♥✿ ✵✳✵ ✉♣✿ ✵✳✻ ❞♦✇♥✿ ✶✳✵

str❛♥❣❡✿ ✷✳✸ ❝❤❛r♠✿ ✸✳✹
♠✉♦♥✿ ✷✳✸ ❜♦tt♦♠✿ ✸✳✾ t♦♣✿ ✹✳✺
t❛✉♦♥✿ ✸✳✻

❚❛❜❧❡ ✼✾✿ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ r❡st ❡♥❡r❣✐❡s ✭✐♥ ▼❡❱✮ ❢♦r q✉❛r❦s ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s

M ′ ✸ ✷ ✶
❈❤❛r❣❡ −1 · |qǫ| +(2/3) · |qǫ| −(1/3) · |qǫ|

M ′′ ▲❡❣❡♥❞
✵ ♥❛♠❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✉♣ ❞♦✇♥
✵ ❞❛t❛ ✭✵✳✺✶✶ t♦ ✵✳✺✶✶✮×100 ✭✶✳✽ t♦ ✷✳✼✮×100 ✭✹✳✹ t♦ ✺✳✷✮×100
✵ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ mǫc

2 ≈✵✳✺✶✶×100 muc
2 ≈✷✳✷×100 mdc

2 ≈✹✳✽×100

✶ ♥❛♠❡ ❝❤❛r♠ str❛♥❣❡
✶ ❞❛t❛ ✭✶✳✷✹ t♦ ✶✳✸✵✮×103 ✭✵✳✾✷ t♦ ✶✳✵✹✮×102
✶ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ mcc

2 ≈✶✳✷✻✸×103 msc
2 ≈✵✳✾✸✽×102

✷ ♥❛♠❡ ♠✉♦♥ t♦♣ ❜♦tt♦♠
✷ ❞❛t❛ ✭✶✳✵✻ t♦ ✶✳✵✻✮×102 ✭✶✳✺✻ t♦ ✶✳✼✹✮×105 ✭✹✳✶✺ t♦ ✹✳✷✷✮×103
✷ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ mµc

2 ≈✶✳✵✻×102 mtc
2 ≈✶✳✼✷×105 mbc

2 ≈✹✳✶✽×103

✸ ♥❛♠❡ t❛✉♦♥
✸ ❞❛t❛ ✭✶✳✼✼✼ t♦ ✶✳✼✼✼✮×103
✸ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ mτ c

2 ≈✶✳✼✼✼×103

t❤❡ q✉❛r❦ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛r❦ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ r♦✇ ❛♥❞ ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡
❛s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛r❦ ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✇✳

❚❛❜❧❡ ✼✾ s❤♦✇s✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ q✉❛r❦s ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s✱ ❞❛t❛ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ r❡♣♦rt
❛♥❞ ♥✉♠❜❡rs t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✈✐❛ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✽✮✳ ❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ t❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡❢♦r❡ ✇❡
❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✽✮ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ✜tt✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❡ss❛② ❞♦❡s ♥♦t
s❤♦✇ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✽✮✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ q✉❛r❦s✱ s♦♠❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✾ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥ts
✐♥ t❛❜❧❡ ✼✽✳ ■♥ t❛❜❧❡ ✼✾✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ M ′ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ q✉❛r❦s r❡✢❡❝t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t t❤❛t s♦♠❡
❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠❛ss ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡✳ ■♥ t❛❜❧❡ ✼✾✱ ❢♦r ❡❛❝❤ q✉❛r❦ ❝♦❧✉♠♥✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢
t❤❡ q✉❛r❦ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛r❦ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ r♦✇ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡
q✉❛r❦ ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✇✳

❚❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✾ r❡✢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✸❪✳✮ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ t♦♣
q✉❛r❦✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✸❪ ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❡ ❡st✐♠❛t❡✳ ❋♦r t❤❡ t♦♣ q✉❛r❦✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✸❪ ♣r♦✈✐❞❡s t❤r❡❡ ❡st✐♠❛t❡s✳
❋♦r ❡❛❝❤ q✉❛r❦✱ t❛❜❧❡ ✼✾ s❤♦✇s ❛ ❞❛t❛ r❛♥❣❡ t❤❛t r✉♥s ❢r♦♠ ♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ t❤❛t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✸❪ s❤♦✇s t♦ ♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡
t❤❛t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✸❪ s❤♦✇s✳ ❊❛❝❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ t❤❛t
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❋♦r ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s ✭t❤❛t ✐s✱ ❢♦rM ′ = 3✮✱ t❤❡ t❛❜❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
s♣❡❝✐❢② ❛❝❝✉r❛❝② r❡❣❛r❞✐♥❣ r❛♥❣❡s✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✽✮✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✻✮ ♣r♦❞✉❝❡s ❛
♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r m(3, 1)✳ ✭◆♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ M ′′ = 3 ❛♥❞ M ′ = 1✳✮ ❋♦r ❡❛❝❤
0 ≤ M ′′ ≤ 3✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✼✮ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m(M ′′, 3/2)✳ ✭◆♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ M ′ = 3/2✳ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✵✽✮✱ ✭✶✶✷✮✱ ❛♥❞ ✭✶✶✸✮ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t t❤❛t
m(M ′′, 3/2) ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣✳✮ ❲✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ r♦✇ ❢♦r ✇❤✐❝❤ M ′′ 6= 3✱ t❤❡ ✜♥❡✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t ♣❧❛②s
❛ r♦❧❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss❡s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r t❤❛t r♦✇✳ ✭❆s♣❡❝ts ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✽✮ ❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤
t❤✐s r♦❧❡✳✮

m(3, 1)m(3, 2) = m(3, 0)m(3, 3) ✭✶✵✻✮

(m(M ′′, 3/2))2 = m(M ′′, 2)m(M ′′, 1) ✭✶✵✼✮

✻✷
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❚❛❜❧❡ ✽✵✿ ❘❛♥❣❡s ♦❢ d′(M ′′) t❤❛t ✜t t❤❡ ❞❛t❛ r❛♥❣❡s t❤❛t t❛❜❧❡ ✼✾ s❤♦✇s ❢♦r q✉❛r❦ ♠❛ss❡s

❙②♠❜♦❧ ▼✐♥✐♠✉♠ ◆♦♠✐♥❛❧ ▼❛①✐♠✉♠
✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✮ ✭t❛❜❧❡ ✼✾✮ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✮

d′(0) 0.251 0.318 0.386
d′(1) −1.072 −1.057 −1.042
d′(2) −1.5158 −1.5091 −1.5024

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✽✮✳ ❲❡ ✉s❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✷✮
t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ β✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✽✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ mτ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✹✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✽✮ s❤♦✇s ❛ ❢♦r♠✉❧❛ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✜ts t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ s✐① q✉❛r❦s ❛♥❞ t❤r❡❡ ❝❤❛r❣❡❞
❧❡♣t♦♥s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥❝❧✉❞❡s t✇♦ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ s❡✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❖♥❡ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡✱ M ′′✱
❝♦rr❡❧❛t❡s s♦♠❡✇❤❛t ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐① q✉❛r❦s✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧s
M ′′ +1✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❛✉♦♥✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧s M ′′✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡✱ M ′✱
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡✳ ❚❤❡ s❡✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ mǫ✱ mµ ✭♦r✱ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛ ♠✉♦♥✮✱ β✱
α✱ d′(0)✱ d′(1)✱ ❛♥❞ d′(2)✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ α ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✜♥❡✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✾✮✳✮ ❍❡r❡✱
d′(k) ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✲✭k+1) q✉❛r❦s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r d′(k) ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✇♦ r❡❧❡✈❛♥t q✉❛r❦ ♠❛ss❡s ❞♦ ♥♦t ❡q✉❛❧ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ q✉❛r❦
♠❛ss❡s✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✼✮✳✮ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s✱ M ′ = 3✱ t❤❡ t❡r♠ 1− δ(M ′, 3) ✐s ③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤❡
❢❛❝t♦r ✲ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✽✮ ✲ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✜♥❡✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s ♦♥❡✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✷✮✳✮

m(M ′′,M ′) = mǫÖ(β
1/3)M

′′+(j
′′

M′′ )d
′′ × (α−1/4)(1−δ(M ′,3))·((3/2)·(1+M ′′)+(j

′

M′ )d
′(M ′′)) ✭✶✵✽✮

α = ((qǫ)
2/(4πε0))/(~c) ✭✶✵✾✮

j
′′

M ′′ = 0,+1,−1, 0 ❢♦r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ M ′′ = 0, 1, 2, 3 ✭✶✶✵✮

d′′ = (2− (log(mµ/mǫ)/ log(β
1/3))) ≈ 3.840679× 10−2 ✭✶✶✶✮

1− δ(M ′, 3) ❡q✉❛❧s 0, ❢♦r M ′ = 3✱ ❛♥❞ ❡q✉❛❧s 1✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✭✶✶✷✮

j
′

M ′ = 0,−1, 0,+1 ❢♦r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ M ′ = 3, 2, 3/2, 1 ✭✶✶✸✮

d′(0) ∼ 0.318 ✭✶✶✹✮

d′(1) ∼ −1.057 ✭✶✶✺✮

d′(2) ∼ −1.5091 ✭✶✶✻✮

m(1, 3) ≈ 8.59341▼❡❱/c2 ✭✶✶✼✮

■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✽✮✱ t❤❡ ❢❛❝t♦r 3/2 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ M ′ = 2 ❛♥❞ M ′ = 1 ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✼✮✳ ✭◆♦t❡ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ M ′ = 3/2 ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✸✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ M ′ = 3/2 ❛♥❞
m(M ′′, 3/2) ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤♦✉❣❤ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♣❤②s✐❝s✳✮ ❘❡❣❛r❞✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✹✮✱ ✭✶✶✺✮✱ ❛♥❞ ✭✶✶✻✮✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ✜t ❞❛t❛✳ ✭❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ d′(❴)
r❡✢❡❝t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ q✉❛r❦s ✲ ❜❡t✇❡❡♥ t❛❜❧❡ ✼✽ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✼✾✳✮ ❘❡❣❛r❞✐♥❣
❡❛❝❤ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥✱ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✜t ❞❛t❛ t♦ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✜❣✉r❡s t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✾
s❤♦✇✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t❛✉♦♥✱ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ♠❛ss t❤❛t ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡✱ ❛♥❞ ♠♦r❡
❛❝❝✉r❛t❡❧② s♣❡❝✐✜❡❞✱ t❤❛♥ t❤❡ ♠❛ss t❤❛t r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✶✸❪ ❛♥❞ ❬✶✹❪ s❤♦✇✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✵✹✮ ❛♥❞ ✭✶✵✵✮✳✮

❚❛❜❧❡ ✽✵ s❤♦✇s r❛♥❣❡s ♦❢ d′(M ′′) t❤❛t ✜t t❤❡ ❞❛t❛ r❛♥❣❡s t❤❛t t❛❜❧❡ ✼✾ s❤♦✇s ❢♦r q✉❛r❦ ♠❛ss❡s✳ ✭❙❡❡
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✹✮✱ ✭✶✶✺✮✱ ❛♥❞ ✭✶✶✻✮✳✮

❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡ q✉❛r❦ ♠❛ss❡s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✱ ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✜♥❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s
❜❡t✇❡❡♥ d′(0)✱ d′(1)✱ ❛♥❞ d′(2)✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❧❡ss t❤❛♥ s❡✈❡♥✳

✻✸
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❚❛❜❧❡ ✽✶✿ P♦ss✐❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r q✉❛r❦ r❡st ❡♥❡r❣✐❡s

M ′′ ❘❛t✐♦ ❱❛❧✉❡ d′(M ′′) mM ′=2c
2 ✭▼❡❱✮ mM ′=1c

2 ✭▼❡❱✮
✵ mǫmd/(mu)

2 1/2 ≈✵✳✸✶✷✶✻✹✺✹ muc
2 ≈✷✳✷✵✸×100 mdc

2 ≈✹✳✼✹✽×100
✶ m(1, 3)mc/(ms)

2 ✶ −1 mcc
2 ≈✶✳✶✼✽×103 msc

2 ≈✶✳✵✵✻×102
✷ mµmt/(mb)

2 ✶ −3/2 mtc
2 ≈✶✳✻✾✺×105 mbc

2 ≈✹✳✸✷✷×103

❚❛❜❧❡ ✽✶ s♣❡❝✉❧❛t❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡st ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r q✉❛r❦s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r♦✇✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡
t❤❛t t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s ❢♦r t❤❡ r❛t✐♦ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❞❡✜♥❡s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
t❤❛t t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧❡❞ d′(M ′′) s❤♦✇s✳ ❚❤❡ s✐① ❡st✐♠❛t❡❞ q✉❛r❦ r❡st ❡♥❡r❣✐❡s ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts t❤❛t t❛❜❧❡ ✼✾ s❤♦✇s✳ ❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t t❛❜❧❡ ✽✶ ❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤ ♥❛t✉r❡✱ ✜tt✐♥❣
t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ s✐① q✉❛r❦s ❛♥❞ t❤r❡❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s r❡q✉✐r❡s ❛t ♠♦st ✜✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✜✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❝❛♥ ❜❡ mǫ✱ mµ✱ β ✱ α✱ ❛♥❞ d′(0)✳

❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t t❛❜❧❡ ✽✶ ❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤ ♥❛t✉r❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✽✮ ♣❡rt❛✐♥s✳

(ms)
2mµ = mǫmτmc ✭✶✶✽✮

❚❤❡ ❝❤❛r❣❡ qǫ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ β ✈✐❛ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✷✮✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣❡ qǫ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ α✱ ✈✐❛ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✾✮✳
❇❛s❡❞ ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✾✸✮ ❛♥❞ ✭✶✵✽✮ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ●✲❢❛♠✐❧②✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡♥t❛♥❣❧❡s
❝♦♥❝❡♣ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠❛ss ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝❤❛r❣❡ ♠♦r❡ ❞❡❡♣❧② t❤❛♥ ❞♦❡s ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✾✮ ❛♥❞ ✭✶✷✵✮ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✲ ♣❡r❤❛♣s s✐♠✐❧❛r t♦ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✶✵✷✮ ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ mµ/mǫ ♦r t❤❡ r❛t✐♦ mτ/mµ✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✶✮ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t t❤❛t ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡
❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❛t❛ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✸❪✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✷✮ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t t❤❛t ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❛t❛
❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✹❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ ❞❛t❛ ❧✐❡s ✐♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
❝♦♥st❛♥t✱ GN ✳ ✭❚❤❡ t✇♦ r❡❢❡r❡♥❝❡s ♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ t❛✉♦♥ ♠❛ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡s✉❧t✱
✇❡ ✉s❡ ❛ t❛✉♦♥ ♠❛ss t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✷✮✳✮ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡
♥♦t✐♦♥ t❤❛t 1 + x ≈ 10/9✳

(1 + x)β1/3 = mτ/mµ ≈ m(1, 3)/mǫ ✭✶✶✾✮

(1 + x)−2β1/3 ≈ mµ/m(1, 3) ✭✶✷✵✮

x ≈ 0.110033 ✭✶✷✶✮

x ≈ 0.110031 ✭✶✷✷✮

✹✳✸✳✻✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ str❡♥❣t❤s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛♥❞ ❣r❛✈✐t②

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢
❣r❛✈✐t② ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✳

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✇♦r❦ ✇✐t❤✐♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧

♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝ts✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♣❡rt❛✐♥s✳
❲❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ ✶❋ ✇✐t❤ t❤❛t ❢❡r♠✐♦♥✳ ❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ♠♦❞❡❧ ❛s ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜♦s♦♥s ❡q✉❛❧s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❜♦s♦♥s✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❛❜❧❡ ✶✶✺✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥
t❛❜❧❡ ✶✶✺✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♥ ✲ s✉❝❤ ❛s ✐♥ ♥❢ ✲ ❞❡♥♦t❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♥♦t ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 2S✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✸❢ ❞❡♥♦t❡s t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s✳✮ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✸✮ s❤♦✇s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥ ❛❜s♦r❜s
❛ ♣❤♦t♦♥✳ ❚❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥ ✢✐♣s✳ ❆♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞✳ ❚r②✐♥❣ t♦ r❡♣❧❛❝❡✱ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✶✷✸✮✱ ✷● ✇✐t❤ ✹● ❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❜② ♥♦
♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✉♥✐t✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♥s❡r✈❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✹✮ ❝❛♥ ♣❡rt❛✐♥✳
✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✹✮ ❞♦❡s ♥♦t ♣♦rtr❛② ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✲ ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② ❛ ✷❏ ❜♦s♦♥ ✲ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ❖♥❡
❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ✷❏ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✹✮ ✐s ❛ ✷❏±✳ ❙❡❡ t❛❜❧❡ ✼✵✳ ❖♥❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✹✮ ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✲ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✲
❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❛s✐❧② ❞✐r❡❝t❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣❤②s✐❝s✳✮

✶❋+ ✷●→ ✶❋+ ✵■ ✭✶✷✸✮

✶❋+ ✹●→ ✶❋+ ✷❏ ✭✶✷✹✮

✻✹
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❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ✶❋+ ✹●→ ✶❋+ ✵■ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡rt❛✐♥ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s
t❤❛t t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❣r❛✈✐t② ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✳

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ str❡♥❣t❤s ✲ ❢♦r t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞
❧❡♣t♦♥s ✲ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛♥❞ ❣r❛✈✐t②✳ ❲❡ ✉s❡ ❑▼❙ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✺✮ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✷●✷ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✳ ❍❡r❡✱ r ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❍❡r❡✱ F ❞❡♥♦t❡s t❤❡ str❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s r❡♣✉❧s✐✈❡✳ ❊q✉❛t✐♦♥
✭✶✷✻✮ s❤♦✇s ♥♦t❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✼✾✳✮ ❍❡r❡✱
ǫ✱ µ✱ ❛♥❞ τ ❞❡♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ t❤❡ ♠✉♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ t❛✉♦♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥ m(M ′′, 3)
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s✳ ✭❈♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡rt❛✐♥s t♦ t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ q✉❛r❦s
❛♥❞ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s✳✮ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✼✮ r❡♣❡❛ts ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✶✮✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✽✮ s❤♦✇s r❡s✉❧ts t❤❛t r❡✢❡❝t
❞❛t❛✳ ✭❲❡ ✉s❡❞ ❞❛t❛ t❤❛t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✹❪ s❤♦✇s✳✮ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✾✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✹●✹ ❛♥❛❧♦❣ t♦ t❤❡ ✷●✷
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✺✮✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ GN ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❛ttr❛❝t✐✈❡✳

r2F = (qǫ)
2/(4πε0) ✭✶✷✺✮

m(M ′′, 3) = mx✱ ❢♦r t❤❡ ♣❛✐rs M
′′ = 0, x = ǫ; M ′′ = 2, x = µ; ❛♥❞ M ′′ = 3, x = τ ✭✶✷✻✮

β′ = mτ/mǫ ✭✶✷✼✮

m(M ′′, 3) = yM ′′(β′)M
′′

mǫ,✇✐t❤ y0 = y3 = 1 ❛♥❞ y2 ≈ 0.9009 ✭✶✷✽✮

r2F = GN (m(M ′′, 3))2 ✭✶✷✾✮

❲❡ ♣✉rs✉❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t t❤❛t ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ M ′′ ❝❛♥ ♣♦✐♥t t♦ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❣r❛✈✐t②✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❥✉st ❛❜♦✈❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✵✮ ♣❡rt❛✐♥s
✇✐t❤✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡rr♦rs r❡❣❛r❞✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ❞❛t❛✳ ✭❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✸❪ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❞❛t❛✳✮ ❍❡r❡✱ ✐♥ ❡ss❡♥❝❡✱
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ y18 = y0 = 1 ♣❡rt❛✐♥s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✵✮ ❡❝❤♦❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✷✮✳

((qǫ)
2/(4πε0))/4 = (GN (m(18, 3))2)/3✱ ✇✐t❤ m(18, 3) = (β′)6mǫ ✭✶✸✵✮

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡ts ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✵✮ ❛s s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ✷●✷ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
❢♦✉r s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✹✮✳✮ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ str❡♥❣t❤ ❢♦r ❡❛❝❤
❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ✭(qǫ)

2/(4πε0))/4✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❝❤❛♥♥❡❧s ❝♦♠❜✐♥❡ ❜② ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ②✐❡❧❞ t❤❡ ✷●✷
str❡♥❣t❤ (qǫ)

2/(4πε0)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ GN (m(M ′′, 3))2/3 ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ str❡♥❣t❤ ♣❡r ❝❤❛♥♥❡❧
❢♦r ✹●✹✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ str❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛❞❞ t♦ ②✐❡❧❞ GN (m(M ′′, 3))2✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❡s ♣❡rt❛✐♥✳

❼ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✵✮ ❧✐♥❦s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t✇♦ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛ss❡s t♦ ❛ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ str❡♥❣t❤s ♦❢ t✇♦
●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❼ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✵✮ ❧✐♥❦s t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ✷●✷ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ✹●✹ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❼ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✶✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s t❤❡ ✜♥❡✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t✱ α✱ ✇✐t❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛✉♦♥ ♠❛ss ❛♥❞ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ss✳ ✭❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✜♥❡✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t✱ s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✾✮✳✮

α = ((qǫ)
2/(4πε0~c)) = (4/3)× (mτ/mǫ)

12GN (mǫ)
2/(~c) ✭✶✸✶✮

❼ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✷✮ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛ ♣❡r ❝❤❛♥♥❡❧ r❛t✐♦ t❤❛t ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s✳

(((qǫ)
2/(4πε0))/4) / ((GN (mǫ)

2)/3) ≈ 3.124× 1042 ✭✶✸✷✮

❼ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✸✮ r❡❝❛sts ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✷✮ t♦ ❢❡❛t✉r❡✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ t❤r❡❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱
✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t✇♦ s✐♠✐❧❛r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ GN (mτ )

2 ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ ❛ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ t❛✉♦♥s✳✮

(4/3)((GN (mτ )
2)/(GN (mǫ)

2))6 = ((qǫ)
2/(4πε0))/(GN (mǫ)

2) ✭✶✸✸✮

✻✺
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❚❛❜❧❡ ✽✷✿ P♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ♥❡✉tr✐♥♦s

❚✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✿
• ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤r❡❡ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛r❡ ❉✐r❛❝ ❢❡r♠✐♦♥s✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✸✮ ❛♥❞
t❛❜❧❡ ✽✹ ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ✽●✷✹✻✽① ❡q✉❛❧s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ✹●✷✹✻✽①✳ ✭❍❡r❡✱ ① ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ ❛ ❛♥❞ ❜✳✮
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✺✮ ✇♦✉❧❞ ♣❡rt❛✐♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐s ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤r❡❡ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✶✹✸✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❉✐r❛❝ ♥❡✉tr✐♥♦s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✽✹✳✮
• ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♥❡✉tr✐♥♦s ✐s ❛ ❉✐r❛❝ ❢❡r♠✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ♥❡✉tr✐♥♦s
❛r❡ ▼❛❥♦r❛♥❛ ❢❡r♠✐♦♥s✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✸✮ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✽✹ ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ✽●✷✹✻✽① ❡q✉❛❧s ♦♥❡✲t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s
t❤❛t ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ✹●✷✹✻✽①✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✹✮ ✇♦✉❧❞ ♣❡rt❛✐♥✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤r❡❡ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✶✹✸✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ r❛t✐♦ ♦❢ t❤r❡❡ ✹● ❝❤❛♥♥❡❧s t♦ ♦♥❡ ✽● ❝❤❛♥♥❡❧✳

✹✳✸✳✼✳ ❈❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ●✲❢❛♠✐❧② ❜♦s♦♥s

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ♣❡rt❛✐♥s t♦✱ ❛t ❧❡❛st✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ str❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ✷●✷ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✷● ✭♦r✱
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✮ ❛♥❞ t❤❡ ✹●✹ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✹● ✭♦r✱ ❣r❛✈✐t②✮✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✵✮✳✮
❲❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡✳ ❋♦r ✻●✻✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐s t✇♦✳ ❋♦r ✽●✽✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐s ♦♥❡✳ ❋♦r
Σ = 10 ❛♥❞ Γ = J10K✱ Σ●Γ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ③❡r♦ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ ♥♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❊❛❝❤ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✹✮ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✺✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s
t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r ❛ ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥ Σ●Γ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ●✲❢❛♠✐❧② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡✳ ✭❚❤✐s
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❥❛② ❜♦s♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✵●∅ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥
❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦t❤❡r ✲ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜♦s♦♥s ✲ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✵●Γ s♦❧✉t✐♦♥s✳✮

5− (Σ/2) ✭✶✸✹✮

5− (λmax/2)✱ ✇✐t❤ λmax = max{λ|λ ∈ Γ} ✭✶✸✺✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✹✮ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s Σ●✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✹✽✳✮
P♦ss✐❜❧❡ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ Σ ≥ 10 ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♣❤②s✐❝s✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✷✸✳✮ ❲❡
✇♦✉❧❞ s❛② t❤❛t Σmax = 8✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✺✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✺✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
Σ●Γ✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✺✮ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❚❆✲s✐❞❡ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✻✷✳✮ ❊✐t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ Σmax = 8
♦r Σmax = 20 ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥ t♦ ♥❛t✉r❡✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✺✮ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s✳
❲❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✺✮ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✷●✱ s♦♠❡ ♦❜❥❡❝ts ♠❡❛s✉r❡ ❛s ❤❛✈✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✷●✷✮ ❛♥❞ ♥♦t ❤❛✈✐♥❣

✐♥tr✐♥s✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✭✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✷●✷✹✮✳ ❖t❤❡r ♦❜❥❡❝ts ♠❡❛s✉r❡ ❛s ❤❛✈✐♥❣ ✐♥tr✐♥s✐❝
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ♥♦t ❤❛✈✐♥❣ ♥❡t ♥♦♥✲③❡r♦ ❝❤❛r❣❡✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t s✉❝❤ ♥♦t✐♦♥s ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t
❝❤❛♥♥❡❧s ❝♦rr❡❧❛t❡ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ ✷●Γ ❛♥❞ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ ✷●✳

❚❛❜❧❡ ✽✷ s✉♠♠❛r✐③❡s ❛ t❤♦✉❣❤t ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t s♦♠❡ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛r❡ ❉✐r❛❝ ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞
s♦♠❡ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛r❡ ▼❛❥♦r❛♥❛ ❢❡r♠✐♦♥s s❡❡♠s ❧❡ss t❤❛♥ ❢✉❧❧② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✷✾❡✳✮

❚❤✐s ❡ss❛② ✉s❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✺✮ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

✹✳✸✳✽✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ str❡♥❣t❤s ♦❢ ✷●✷✱ ✷●✷✹✱ ❲✲❜♦s♦♥✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r s♣✐♥✲♦♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ●✲❢❛♠✐❧②
♠♦♥♦♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ●✲❢❛♠✐❧② ❞✐♣♦❧❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✻✮ ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❡✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ✭❈♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✾✮✱
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳✮ ■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✻✮✱ (qǫ)

2/(4πε0c) ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ str❡♥❣t❤
♦❢ ✷●✷✳

α = ((qǫ/~)
2/(4πε0c)) · ~ ✭✶✸✻✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✻✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ✷●✷ ❛♥❞ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ✷●✷✹✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ t❡r♠ (qǫ/~)

2✳ ❚❤❡ ❏♦s❡♣❤s♦♥ ❝♦♥st❛♥t K❏ ❡q✉❛❧s 2qǫ/h ✭♦r✱ qǫ/(2π~)✮✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ h/(2qǫ)✳ ✭❲❡ ♥♦t❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣

✻✻
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✲ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✻✮ ✲ ❢♦r ✇❤✐❝❤ α = (· · ·) ·K❏✳ ❊❧s❡✇❤❡r❡✱ t❤✐s ❡ss❛② ❧✐♥❦s s♣✐♥ t♦ ❛s♣❡❝ts ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦
t❤❡ sq✉❛r❡s ♦❢ ♠❛ss❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s✳ ❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✸✮ ❛♥❞
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✺✮✳ ❊❧s❡✇❤❡r❡✱ t❤✐s ❡ss❛② ♠❡♥t✐♦♥s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❛s♣❡❝ts ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦
sq✉❛r❡s ♦❢ ♠❛ss❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s ♠✐❣❤t ❧✐♥❦ ✇✐t❤ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❙❡❡✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✸✮✳ P♦ss✐❜❧②✱ t❤❡ α = (· · ·) ·K❏ ❛♥❛❧♦❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✻✮ ❤❛s r❡❧❡✈❛♥❝❡ t♦ ❛s♣❡❝ts
♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ sq✉❛r❡s ♦❢ ♠❛ss❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s✳ ❚❤✐s ❡ss❛② ❞♦❡s ♥♦t ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss ♣♦ss✐❜❧❡
r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ α = (· · ·) ·K❏ ❛♥❛❧♦❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✻✮✳✮

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ❛ ❝♦♥❝❡♣t r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ str❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝✱ ✇❡❛❦✱ ❛♥❞ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ Σ❇ t♦ ❞❡♥♦t❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s♣✐♥ ♦❢ Σ/2✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
✶❋✰✷❇→✶❋✰✵❇ ❝❛♥ ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s ✲ ✷❇ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✷●✱ ✷❇ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
✷❲✱ ❛♥❞ ✷❇ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✷❯✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝✱ ✇❡❛❦✱ ❛♥❞ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

✹✳✸✳✾✳ ❘❡❧❛t✐✈❡ str❡♥❣t❤s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s r❡ ●✲❢❛♠✐❧② ❜♦s♦♥s ✇✐t❤ s♣✐♥s ♦❢ ❛t ❧❡❛st t✇♦

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✸✼✮ ❛♥❞ ✭✶✸✽✮ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✹✮✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✹✮✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✼✮
r❡q✉✐r❡s ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✲ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ●✲❢❛♠✐❧② ❜♦s♦♥ ✲ ♦❢ ♦♥❡ ♠♦r❡ ✉♥✐t ✲ ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ~ ✲ ♦❢ s♣✐♥✳
❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✼✮✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✽✮ r❡q✉✐r❡s ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✲ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ●✲❢❛♠✐❧② ❜♦s♦♥ ✲
♦❢ ♦♥❡ ♠♦r❡ ✉♥✐t ✲ ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ~ ✲ ♦❢ s♣✐♥✳

✶❋+ ✻●+ ✵■→ ✶❋+ ✷❏+ ✷❏ ✭✶✸✼✮

✶❋+ ✽●+ ✵■+ ✵■→ ✶❋+ ✷❏+ ✷❏+ ✷❏ ✭✶✸✽✮

❊❛❝❤ ♦❢ ✹●✹✱ ✻●✻✱ ❛♥❞ ✽●✽ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ ❡✛❡❝t✱ ✹●✹ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤
✭❛t ❧❡❛st s♦♠❡✮ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ♥❡✐t❤❡r ♦❢ ✻●✻ ❛♥❞ ✽●✽ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s✳
✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✾✸✳✮

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❛ str❡♥❣t❤ s❝❛❧✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ●✲❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts Σ●Γ t❤❛t s❤❛r❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Γ✳ ❋♦r t✇♦ s✉❝❤ Σ●Γ✱ Σ1●Γ ❛♥❞ Σ2●Γ✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✾✮ ♣❡rt❛✐♥s✳

|Σ2 − Σ1|/4 ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✭✶✸✾✮

❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✻✮ ❛s s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ α ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡
❛❜s♦r❜✐♥❣ ♦❢ ❛ ✉♥✐t ♦❢ s♣✐♥✳ ❋♦r ❛ st❡♣ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✹✮ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✽✮✱ t✇♦ ❢❛❝t♦rs ♦❢ α ✇♦✉❧❞
♣❡rt❛✐♥✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ α2 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t s♦♠❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts α2mǫ ❛s
❡q✉❛❧✐♥❣ ♦r ❜❡✐♥❣ s♦♠❡✇❤❛t ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ♥❡✉tr✐♥♦ ♠❛ss✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✸✮✳✮

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ Σmax = 20 ❜✉t ♥♦t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ Σmax = 8✳
❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ ✶✵●✱ ✶✷●✱ . . .✱ ❛♥❞ ✷✵● ✇♦✉❧❞ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♥♦t ✇✐t❤ ♥♦♠✐♥❛❧

♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❝❤❛r❣❡ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛
♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✷●✷✱ ♦❢ ✷●✮✱ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛
♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✷●✷✹✱ ♦❢ ✷●✮✱ ❛♥❞ r❡st ♠❛ss ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✹●✹✱ ♦❢ ✹●✮✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♣r♦♣❡rt② ✐s ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝
❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❉❡t❡❝t✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦❢ Σ● ❢♦r ✇❤✐❝❤ Σ ≥ 10 ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✵✮✳✮

❋♦r ❡❛❝❤ ●✲❢❛♠✐❧② ♣❤②s✐❝s✲r❡❧❡✈❛♥t Σ●Γ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ Σ ≥ 10✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ●✲❢❛♠✐❧② ♣❤②s✐❝s✲r❡❧❡✈❛♥t
Σ′●Γ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ Σ′ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ Σ✳ ✭❈♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ✾✷❝ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❜❧❡ ✾✷❛ ❛♥❞
t❛❜❧❡ ✾✷❜✳✮ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✵✮ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❆❧s♦✱ ❡❛❝❤ ●✲❢❛♠✐❧② ♣❤②s✐❝s✲r❡❧❡✈❛♥t Σ●Γ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ Σ ≥ 10
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞s ❞✐♣♦❧❡✱ q✉❛❞r✉♣♦❧❡✱ ♦r ♦❝t✉♣♦❧❡✳

Σ− Σ′ ≥ 4 ✭✶✹✵✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✶✮ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✾✮✳

α2 < 5.33× 10−5 ✭✶✹✶✮

❊✛❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ●✲❢❛♠✐❧② ♣❤②s✐❝s✲r❡❧❡✈❛♥t Σ●Γ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ Σ ≥ 10 ♠✐❣❤t ❜❡
❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜s❡r✈❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ✇♦r❞ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡rt❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛
r❡❧❡✈❛♥t ●✲❢❛♠✐❧② Σ′●Γ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❛♠❡ ✇♦r❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❧✐st ❞✐♣♦❧❡✱ q✉❛❞r✉♣♦❧❡✱ ❛♥❞ ♦❝t✉♣♦❧❡
♣❡rt❛✐♥s✮ t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ❛♥ ❡✛❡❝t t❤❛t ✐s ❛t ❧❡❛st ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 104 ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ Σ●Γ s♦❧✉t✐♦♥✳

✻✼
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❚❛❜❧❡ ✽✸✿ P♦ss✐❜❧❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ s♦♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ str❡♥❣t❤s ✲ ♦❢ t❤❡ ✜♥❡✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t ✭✇✐t❤ t❤❡ s②♠❜♦❧
❖ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣❀ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠❜♦❧ P ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣❀
✇✐t❤ ❑▼❙ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣❀ ✇✐t❤ P❋❙ ❞❡♥♦t✐♥❣ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣❀ ✇✐t❤ ◗❊❉ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ q✉❛♥t✉♠

❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s❀ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠❜♦❧ ✯ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ (1− δ(M ′, 3)) · ((3/2) · (1 +M ′′) + (j
′

M′ )d
′(M ′′))✮

P✴❖ ❈♦♥t❡①t ❆s♣❡❝t ❋❛❝t♦r
❖ ✲ ❑▼❙ ◗❊❉ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥♦♠❛❧♦✉s

♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts
❚❡r♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ j ✈✐rt✉❛❧ ♣❤♦t♦♥s ✭❙❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✸✮✳✮

αj

P ✲ P❋❙ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛ss❡s
♦❢ q✉❛r❦s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢
❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s

✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✽✮✳✮ (α−1/4)
∗

P ✲ P❋❙ P♦ss✐❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ✷●✷ ❛♥❞ t❤❡
str❡♥❣t❤ ♦❢ ✷●✷✹

✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✶✸✻✮✳✮

α

P ✲ P❋❙ ▲❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ✭♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣✮ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ♠❛ss❡s ❢♦r
♥❡✉tr✐♥♦s

❘❛t✐♦ ♦❢ str❡♥❣t❤s✿ ✹●✷✹✻✽① t♦ ✽●✷✹✻✽①✱
✇✐t❤ ① ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ♦r ❜ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✷✮✳ ❙❡❡ t❛❜❧❡ ✽✹✳
❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✽✮✳✮

✶ t♦ α2

P ✲ P❋❙ P♦ss✐❜❧❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r
Σ ≥ 4✱ 2 ∈ Γ✱ ❛♥❞ j > 0

❘❛t✐♦ ♦❢ str❡♥❣t❤s✿ Σ●Γ t♦ (Σ + 2j)●Γ
✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✶✸✽✮✳✮

✶ t♦ αj

P ✲ P❋❙ P♦ss✐❜❧❡ ✭s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡✮ ❛s♣❡❝ts
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❲
❜♦s♦♥✳

✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✼✻ ❛♥❞
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✻✮✳✮

❄

✹✳✸✳✶✵✳ ❘♦❧❡s ♦❢ t❤❡ ✜♥❡✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t

❚❛❜❧❡ ✽✸ ♥♦t❡s s♦♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❡✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t r❡❣❛r❞✐♥❣ r❛t✐♦s ♦❢
str❡♥❣t❤s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

✹✳✸✳✶✶✳ ◆✉♠❜❡rs ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s

❯♥✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❢♦✉rt❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦✳ P❡♦♣❧❡ ✉s❡ t❤❡
t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ st❡r✐❧❡ ♥❡✉tr✐♥♦✳ ❲❡ ❦♥♦✇ ♦❢ ♥♦ ❞❛t❛ t❤❛t s✉♣♣♦rts t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢♦✉rt❤ ♥❡✉tr✐♥♦✳

❚❛❜❧❡ ✺✽ ♣♦✐♥ts t♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡①❛❝t❧② t❤r❡❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❧✲
❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s✳ ❋♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s✱ t❤❡ SU(2) s②♠♠❡tr② t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
t❤❡ ❙❆✺✲❛♥❞✲❙❆✻ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✹✺✱ t❤❡
t❤r❡❡ ✭❙❆✲s✐❞❡✮ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❚❆✺✲❛♥❞✲❚❆✻ SU(2)
s②♠♠❡tr② ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

✹✳✸✳✶✷✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦ ♠❛ss❡s

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✷✮ ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❧✐♠✐ts ❢♦r t❤❡ s✉♠✱ ❛❝r♦ss t❤r❡❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✱ ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦
♠❛ss❡s✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✸❪✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✺❪ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❧♦✇❡st ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐ts t❤❛t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✸❪ ❧✐sts✳✮
❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r j ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✷✮ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛str♦♣❤②s✐❝s ❞❛t❛✳

0.06❡❱/c2 >

3∑

j=1

mj > 0.12❡❱/c2 ✭✶✹✷✮

■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✸✮ ♣❡rt❛✐♥s✳

3α2mǫ ≈ 0.0816❡❱/c2 ✭✶✹✸✮

❲❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥t❡♥❝❡s st❛t❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r 3α2mǫ ♠✐❣❤t ♣r❡❞✐❝t
❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t
✉♥❞❡r❧✐❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✷✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r 3α2mǫ ♠✐❣❤t ♣r❡❞✐❝t ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡
t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ✉♥❞❡r❧✐❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✷✮✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤r❡❡ ♠✐❣❤t
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❛♥❣❡ 1 ≤ j ≤ 3 ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✷✮✳

✻✽
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❚❛❜❧❡ ✽✹✿ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥s

❆s♣❡❝t ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
✽● ■♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ♠✐♥✉s ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r

✽●✷✹✻✽❛ ❛♥❞ ✽●✷✹✻✽❜ ■♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♥❡✉tr✐♥♦s
✽●✷✹✻✽❛ ❛♥❞ ✽●✷✹✻✽❜ ❈❛t❛❧②③❡ ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
✽●✷✹✻✽❛ ❛♥❞ ✽●✷✹✻✽❜ ❈❛t❛❧②③❡ ❡✛❡❝ts t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t ❛s ✐♠♣❧②✐♥❣ ✭✈✐❛ ♦♥❣♦✐♥❣

♠♦❞❡❧✐♥❣✮ t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦ ❤❛s ♥♦♥✲③❡r♦
♠❛ss

❚❛❜❧❡ ✽✺✿ ❆s♣❡❝ts r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s

❆s♣❡❝t
• ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✽●✷✹✻✽① ❛♥❞ ✹●✷✹✻✽① t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✾✮ ✐s r❡❧❡✈❛♥t✳
❍❡r❡✱ ① ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ ❛ ❛♥❞ ❜✳
• ❆ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✷✹✮ ✭✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s ✹●✮ ❛♥❞ ✭✶✸✽✮ ✭✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s ✽●✮ ✐s
r❡❧❡✈❛♥t✳
• ❆ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❢❛❝t♦r α ♣❡rt❛✐♥s t✇✐❝❡ ✐s r❡❧❡✈❛♥t✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✻✮✳✮ ❊❛❝❤ ❢❛❝t♦r ♦❢ α
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐t ~ ♦❢ s♣✐♥✳
• ❋♦r ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ✽●✷✹✻✽① t♦ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ✹●✷✹✻✽① ✐s α2✳
• ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♥❡✉tr✐♥♦s ✲ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ✽●✷✹✻✽① ❡q✉❛❧s t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ✽●✷✹✻✽① ❢♦r
❡❧❡❝tr♦♥s✳

✹✳✸✳✶✸✳ ▼♦❞❡❧s t❤❛t ♠✐❣❤t ❡st✐♠❛t❡ ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉♠ ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦ ♠❛ss❡s

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉♠
♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦ ♠❛ss❡s✳

❖♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❤❛s ❜❛s❡s ✐♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✽✮✱ t♦ r❡s✉❧ts
t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ t♦ ♥❡✉tr✐♥♦ ♠❛ss❡s✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ✜♥❞ ❛ s❡❡♠✐♥❣❧② ✉s❡❢✉❧ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤✐s
♣♦ss✐❜✐❧✐t②✳

❖♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❛ss✉♠❡s t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✹● s✉❜❢❛♠✐❧②✳ ❚❛❜❧❡ ✹✽❛ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✹● ✇✐t❤ r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ◆❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✈✐rt✉❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤
✹● ♦r ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❧♦s❡✲❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✹●✳ ✭P❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦rr❡❧❛t❡ ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛✲
t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❈P ✈✐♦❧❛t✐♦♥✳ ❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✹✷✳✮ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠✐❣❤t
♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ✭❆❧s♦✱ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❡♠s ♥♦t t♦
♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❈P ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳✮ ❲❡ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
t❤❛t q✉❛♥t✉♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹● ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♥❡✉tr✐♥♦
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳

❖♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❤❛s ❜❛s❡s ✐♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♠✐❣❤t ❢❡❛t✉r❡
♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✽✮✳✮ ❙♦♠❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❣r❛✈✐t②✳ ❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ ♣❡♦♣❧❡
❤❛✈❡ ②❡t t♦ ❞❡t❡❝t ✭❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❧❡♥s✐♥❣ ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦s ♦r✮ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦s✳ ✭❙❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✽✻✳✮ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② ✽● ❜♦s♦♥s
♣❧❛② s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦s✳

▼❛tt❡r ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ❛♥❞ ♠❛tt❡r ♥❡✉tr✐♥♦ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠❡ ✸▲❇ ♥✉♠❜❡r ✲ ι3LB = 3✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❤❡r❡✱ ♥❡✉tr✐♥♦s ♠♦❞❡❧ ❛s ❜❡✐♥❣ ❉✐r❛❝ ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞
♥♦t ❛s ❜❡✐♥❣ ▼❛❥♦r❛♥❛ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ✭❋♦r ▼❛❥♦r❛♥❛ ❢❡r♠✐♦♥s✱ ι3LB ✇♦✉❧❞ ❜❡ ③❡r♦✳ P❡r❤❛♣s✱ s❡❡ t❛❜❧❡ ✷✾❡✳✮

❚❛❜❧❡ ✽✹ ♣♦✐♥ts t♦ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ♠✐❣❤t ✉♥❞❡r❧✐❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳
❚❛❜❧❡ ✽✺ ❧✐sts ❛s♣❡❝ts t❤❛t ✇❡ ♣♦s✐t t♦ ❤❛✈❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♣♦s✐t t❤❛t ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢

✽●✷✹✻✽① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥❡✉tr✐♥♦s ✲ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♠✉♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ t❛✉♦♥ ❛r❡ ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✳
✭P❡r❤❛♣s✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ r❡st ❡♥❡r❣② ♠✐♥✉s ❢r❡❡❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ♣❡rt❛✐♥s✳ P❡r❤❛♣s✱ t❤❛t ♥♦t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t✱ ❢♦r Σ●✷✹✻✽①✱ ❡❛❝❤ ♦❢ 4 ∈ Γ ❛♥❞ 6 ∈ Γ ♣❡rt❛✐♥s✳✮

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛str♦♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s

✇✐t❤ ✻● ❛♥❞ ✽●✳ ❲❡ ♣♦s✐t ♦♥❡ ♦r t✇♦ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ✽● ♦❝t✉♣♦❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❢♦r❝❡ ♠❛♣s t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ♦❝t✉♣♦❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
✹● ❢♦r❝❡s✳ P❡r❤❛♣s t❤❛t st❡♣ s✉✣❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧✐♥❣ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ ✹●✷✹✻✽❛ ❛♥❞ ✹●✷✹✻✽❜ ✐♥t❡r♣r❡ts ✽● ❡✛❡❝ts ♦♥ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦♥✲③❡r♦ ♥❡✉tr✐♥♦

✻✾
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❚❛❜❧❡ ✽✻✿ ❆s♣❡❝ts t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ♥❡✉tr✐♥♦s ❤❛✈❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❛ss❡s

❆s♣❡❝t
• ▲✐♠✐ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ♥❡✉tr✐♥♦ ♠❛ss❡s✱ ❛s ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❛str♦♣❤②s✐❝s ❞❛t❛✳
• ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳
• ◆❡✉tr✐♥♦ s♣❡❡❞s✳
• ❊✛❡❝ts ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦ ❧❡♥s✐♥❣ ✭✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣r❛✈✐t②✮✳
• ❖t❤❡r✳

♠❛ss✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭♦r✱ s❡❝♦♥❞✮ st❡♣ ♣❡rt❛✐♥s t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t r❡❧❡✈❛♥t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t
❝♦rr❡❧❛t❡ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦♥✲♠♦♥♦♣♦❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✹●✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ✹● ♦❝t✉♣♦❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❢♦r❝❡ ♠❛♣s t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✹●✹✳
■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♥❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✹●✹ ✇♦✉❧❞ ✐♥t❡r♣r❡t ✽● ❡✛❡❝ts ♦♥
♥❡✉tr✐♥♦s ❛s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦♥✲③❡r♦ ♥❡✉tr✐♥♦ ♠❛ss✳

❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝❤❡❝❦ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡♥❡ss ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t
❝♦✉♣❧❡ t♦ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r✳ ✭❍❡r❡✱ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❡rt❛✐♥s✳✮

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✹✮ ❞❡s❝r✐❜❡s r❡s✉❧ts ❜❛s❡❞ ❥✉st ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✹●✹ ❡✛❡❝ts✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✺✮ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ǫ′ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ✭❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✸❪ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❢♦r t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳✮
❚❤❡ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ❢♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡q✉❛❧s t❤❡ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ❢♦r ❛ ♠❛tt❡r ♥❡✉tr✐♥♦✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✻✮
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r❡s✉❧ts ❜❛s❡❞ ❥✉st ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✽● ❡✛❡❝ts✳
✭❖♥❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ t✇♦ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ t✇♦ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣✱ ✐♥ ❡ss❡♥❝❡✱ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✸✮✳
❖♥❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ t✇♦ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t✇♦ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳✮ ❚❤❡
r❡s✉❧t t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✻✮ s❤♦✇s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ r❡s✉❧t t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✺✮ s❤♦✇s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ♦❢
♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ✐s
♥♦t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ss❡s✳

GN (mǫ(1 + ǫ′))2/r2 ≈ GN (mǫ)
2(1 + 2ǫ′)/r2 ✭✶✹✹✮

|ǫ′| ≈ 1.2× 10−8 ✭✶✹✺✮

(α2)2 ≈ 2.8× 10−9 ✭✶✹✻✮

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t✱ ❢♦r ❑▼❙ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤
❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r s❝❛❧❡s ❛s r−5✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡ s❝❛❧❡s ❛s r−2✳ P❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t
t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s ❡①❤✐❜✐ts ♠❡❛s✉r❛❜❧❡
❡✛❡❝ts ♦❢ ✽● ♦❝t✉♣♦❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❛❜♦✉t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ s✉♠ ♦❢
♥❡✉tr✐♥♦ ♠❛ss❡s✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ♣❡rt❛✐♥✳ ❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛str♦♣❤②s✐❝s ❞❛t❛ ❝♦rr❡✲
❧❛t❡s ✇✐t❤ ♥❡✉tr✐♥♦ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✽●✷✹✻✽❛ ❛♥❞ ✽●✷✹✻✽❜ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ ✽●✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ tr❛❥❡❝t♦r② ❜❡♥❞✐♥❣ ✈✐❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤
❣r❛✈✐t② ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❈P✲✈✐♦❧❛t✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❣r❛✈✐t② ♠✐❣❤t ♣❡r✲
t❛✐♥✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦♥✲③❡r♦ ♥❡✉tr✐♥♦ ♠❛ss❡s ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
♥❡✉tr✐♥♦s ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ③❡r♦ ♠❛ss✳

✹✳✸✳✶✹✳ ◆❡✉tr✐♥♦ ♠❛ss❡s

❉✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✽✹ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣
t❤❛t ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ st❛t❡♠❡♥ts✳ ❆❧❧ ♥❡✉tr✐♥♦s ❤❛✈❡ ③❡r♦ ♠❛ss✳ ❙♦♠❡
♥❡✉tr✐♥♦s ❤❛✈❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❛ss✳

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ ♥❡✉tr✐♥♦s ❤❛✈❡ ③❡r♦ ♠❛ss✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t ❞❛t❛ ❛s s✉❣✲
❣❡st✐♥❣ t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✢❛✈♦r ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❛ss✳

❚❛❜❧❡ ✽✻ ❧✐sts ❛s♣❡❝ts t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ♥❡✉tr✐♥♦s ❤❛✈❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❛ss❡s✳
❲❡ ❞✐s❝✉ss ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❢r♦♠ ❛str♦♣❤②s✐❝s ❞❛t❛✳
❉✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✽✹ ❛♥❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✸✮ s✉❣❣❡sts ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡

✇✐t❤ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛s♣❡❝ts t❤❛t s✉❣❣❡st t❤❛t ❛❧❧
♥❡✉tr✐♥♦s ❤❛✈❡ ③❡r♦ r❡st ♠❛ss❡s✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss ❛s♣❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳

✼✵
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❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐③❡s t❤❛t ❣r❛✈✐t② ❝❛t❛❧②③❡s ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ♠✐❣❤t
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❡❛❝❤ ❦♥♦✇♥ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞♦❡s
♥♦t ❝❛t❛❧②③❡ ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣❤♦t♦♥s ❞♦ ♥♦t ❝❛t❛❧②③❡ ♥❡✉tr✐♥♦
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛t❛❧②③❡ ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♦♥❧② ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛t❛❧②st ❢♦r ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♠✐❣❤t ❜❡ ❣r❛✈✐t②✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✹● ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠❡❞✐❛t❡❞ ❜② ✹● ❜♦s♦♥s ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t
t♦ ❝❛t❛❧②③❡ ❦♥♦✇♥ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✽● ❜♦s♦♥s ❝❛t❛❧②③❡
♦❜s❡r✈❡❞ ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✽✹✳✮

❲❡ ❦♥♦✇ ♦❢ ♥♦ ❞❛t❛ ❛❜♦✉t ♥❡✉tr✐♥♦ s♣❡❡❞s t❤❛t ✇♦✉❧❞ s❡tt❧❡ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❛s t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤
♥❡✉tr✐♥♦s ❤❛✈❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❛ss❡s✳

❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♠♣❛❝ts ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡✉tr✐♥♦ ❧❡♥s✐♥❣ ❤❛✈❡ ②❡t t♦ ♣r♦❞✉❝❡ r❡❧❡✈❛♥t
r❡s✉❧ts✳

❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧② r❡❧❡✈❛♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥s✐❣❤t ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ♥❡✉tr✐♥♦s ❤❛✈❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❛ss❡s✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✶✻❪ ❛♥❞
❬✶✼❪✳✮

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❡❛❝❤ ♥❡✉tr✐♥♦ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ③❡r♦ r❡st ♠❛ss✳

✹✳✸✳✶✺✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

❚❛❜❧❡ ✻✷ ♣♦✐♥ts t♦ ♥♦ ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t
❢♦r ❛ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ s✉❝❤ ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥s ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♥❛t✉r❡ ♥♦t
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳

✹✳✸✳✶✻✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦ ❛s②♠♠❡tr②

❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✽❪ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ♦♥ t❤❡ ✈❡r❣❡ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❈P ✈✐♦❧❛t✐♦♥✱ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛tt❡r ♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❛♥t✐♠❛tt❡r ♥❡✉tr✐♥♦s✳ ❚❤❡ ❛rt✐❝❧❡ s✉❣❣❡sts
t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ s❡❡♠s t♦ ♣♦✐♥t t♦✇❛r❞ s✉❝❤ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t❤❛t ✐t ♠✐❣❤t
❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❛t✱ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❞❛t❛✱ ♣❡♦♣❧❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❡①✐sts✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦✛❡rs ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ❞❛t❛✳
P❡♦♣❧❡ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♥❡✉tr✐♥♦s ✷✾✺ ❦✐❧♦♠❡t❡rs ❢r♦♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳ ❇❡✲

t✇❡❡♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦s ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ ❡❛rt❤✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤✱ ✐❢ ♦♥❡ ❥✉st ❝♦♥s✐❞❡rs
♣r♦t♦♥s ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ι3LB ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ③❡r♦✳ ■❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧s♦ t❤❡
♥❡✉tr♦♥s ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐✱ ι3LB ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t✱ ✈✐❛ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
✈✐rt✉❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ r❡❧❡✈❛♥t ♥❡✉tr✐♥♦s ✐♥t❡r❛❝t ✈✐❛ ✽● ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ι3LB t❤❛t ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡ss❡♥✲
t✐❛❧❧② ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛t❤✳ ✭❙♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤
✽●✷✹✻✽❛ ❛♥❞ ✽●✷✹✻✽❜✳ ❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ✽●✽ ♣❡rt❛✐♥s✱ t❤❡ ✽●✽ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ α2 t✐♠❡s t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞
❣r❛✈✐t②✳✮

❚❤✐s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ✇♦✉❧❞✲❜❡ ❛s②♠♠❡tr② ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤r♦✉❣❤
✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦s ♣❛ss✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ✇♦✉❧❞✲❜❡ ❛s②♠♠❡tr② ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❈P ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr② ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ♥❡✉tr✐♥♦s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳

✺✳ ❘❡s✉❧ts✿ ❛str♦♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣②

❚❤✐s ✉♥✐t ❞❡s❝r✐❜❡s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ✉♥✐t ♣r❡❞✐❝ts ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥s ❞❛t❛ ❛❜♦✉t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✱
❣❛❧❛①② ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦t❤❡r ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛str♦♣❤②s✐❝s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦s♠♦s✳

✺✳✶✳ ❙✉♠♠❛r②✿ ❛ t❛❜❧❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s r❡ ❛str♦♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣②

❲❡ ❞✐s❝✉ss ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♥❛t✉r❡ ✲ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✱ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣②✱ ❛str♦♣❤②s✐❝s✱ ❛♥❞
❝♦s♠♦❧♦❣② ✲ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♥❡✇ ❞❡t❛✐❧s ♦r
❜❡tt❡r✲❞❡✜♥❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✳

❚❛❜❧❡ ✽✼ ❧✐sts s♦♠❡ t♦♣✐❝s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❡♠s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥s✐❣❤t t❤❛t ❛✉❣♠❡♥ts ✐♥s✐❣❤t
t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❧♦✇ s♦♠❡✱ ❜✉t ♥♦t ❛❧❧✱ ♦❢ t❤❡ ✐t❡♠s t❤❛t t❛❜❧❡ ✽✼ ❧✐sts✳
❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡①♣❧♦r❡s ✈❛r✐♦✉s ❤②♣♦t❤❡s❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s❡s ✐ts ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❞❛t❛ t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❡♠s ♥♦t t♦ ❡①♣❧❛✐♥✳

✼✶
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❚❛❜❧❡ ✽✼✿ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ♥❛t✉r❡ ✲ t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞✐s❝✉ss❡s ♦r s✉❣❣❡sts ✲ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❡♠s t♦ ♣r♦✈✐❞❡
✐♥s✐❣❤t t❤❛t ❛✉❣♠❡♥ts ✐♥s✐❣❤t t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts

❆s♣❡❝t
• ❉❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳
• ❊r❛s ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ♦r ❞❡❝r❡❛s❡s✳
• ❘❛t✐♦s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♠♦✉♥ts ♦r ❡✛❡❝ts t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❛♠♦✉♥ts ♦r ❡✛❡❝ts✳
• ❉❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳
• ❉❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳
• ❉❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❜❛r②♦♥ ❛s②♠♠❡tr②✳
• ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❧❛♠❡♥ts✳
• ❉❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❣❛❧❛①② ❢♦r♠❛t✐♦♥✳
• ❉❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❣❛❧❛①✐❡s✳

❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ♥♦t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤r❡❡ ❦♥♦✇♥ ❡r❛s ✐♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳
❖♥❡ ❡r❛ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ✭♦r✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✮ r❛t❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳
❆ ❧❛t❡r ♠✉❧t✐✲❜✐❧❧✐♦♥✲②❡❛r ❡r❛ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ✭♦r✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❜✉t st✐❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡✮ r❛t❡✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t
♠✉❧t✐✲❜✐❧❧✐♦♥✲②❡❛r ❡r❛ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ r❛t❡✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s
❜❛s❡s ✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✹● ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦r ♦♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❛s❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
r❡❧❛t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t♦ s♦♠❡ s✉❜t❧❡t✐❡s t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♠✐ss✳

❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❡♠s ♥♦t t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♣❛tt❡r♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ r❛t✐♦s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳
❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣♦✐♥t t♦ r❛t✐♦s ♦❢ ✜✈❡✲♣❧✉s t♦ ♦♥❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛♠♦✉♥ts
✐♥ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ r❛t✐♦s ♦❢ ❛♠♦✉♥ts ✐♥ ❡❛r❧② ❣❛❧❛①✐❡s s❡❡♠ t♦ ❝❧✉st❡r ❛r♦✉♥❞
③❡r♦✲♣❧✉s t♦ ♦♥❡ ❛♥❞ ❢♦✉r t♦ ♦♥❡✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ r❛t✐♦s ♦❢ ❛♠♦✉♥ts ✐♥ ❧❛t❡r ❣❛❧❛①✐❡s s❡❡♠ t♦
❝❧✉st❡r ❛r♦✉♥❞ ③❡r♦✲♣❧✉s t♦ ♦♥❡✱ ❢♦✉r t♦ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ♦♥❡ t♦ ③❡r♦✲♣❧✉s✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞❡♣❧❡t✐♦♥✱ ✈✐❛
❤②♣❡r✜♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s✱ ♦❢ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✭♦r✱ ❈▼❇✮ ♠❛②
♣♦✐♥t t♦ ❛ r❛t✐♦ ♦❢ ♦♥❡ t♦ ♦♥❡✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ r❛t✐♦s✳ ✭❙❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✾✺ ❛♥❞ s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✶✵✻✳✮ ❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❛s❡s ✐♥ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ✐♥ ❡✛❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ ✹● ❢♦r❝❡s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✷● ❢♦r❝❡s✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡s ✾✷✱ ✾✸✱
✾✹✱ ❛♥❞ ✾✺✳✮

❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❡❛r❧② ✉♥✐✈❡rs❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
♣r♦♣♦s❡s ❛ r♦❧❡✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❛t ❡♣♦❝❤✱ ❢♦r ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥✢❛t♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t
❥❛② ✭♦r✱ ✷❏✮ ❜♦s♦♥s ♣❧❛②❡❞ ❦❡② r♦❧❡s ❥✉st ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳ ❖♥❡ s✉❝❤ r♦❧❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛②❡ ✭♦r✱ ✵■✮ ❜♦s♦♥s✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❛②❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✢❛t♦♥✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♦❝t✉♣♦❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✹● ❢♦r❝❡s ♣r♦✈✐❞❡❞
❢♦r r❛♣✐❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳

❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ♦❢ ❜❛r②♦♥ ❛s②♠♠❡tr② ♦❝❝✉rr❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡s ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❝❛t❛❧②③❡❞ ❜❛r②♦♥ ❛s②♠♠❡tr②✳
❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ t✇❡❛❦ s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts
❡①✐st✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t t✇❡❛❦ ❜♦s♦♥s ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❝❛t❛❧②③❡❞ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ♦❢ ❜❛r②♦♥
❛s②♠♠❡tr②✳

❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❤②♣♦t❤❡s❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❣❛❧❛①✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦st❧② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts s♦♠❡
s♣❡❝✐✜❝s r❡❣❛r❞✐♥❣ s♦♠❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❣❛❧❛①✐❡s ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥
♠♦st❧② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳

✺✳✷✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❛str♦♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣②

❲❡ ❞✐s❝✉ss ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛str♦♣❤②s✐❝s ❛♥❞
❝♦s♠♦❧♦❣②✳

✺✳✷✳✶✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♦♥❡ t②♣❡ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳
❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s②♠❜♦❧s t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✹✼✮ ❛♥❞ ✭✶✹✽✮ s❤♦✇✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ✶◗⊗✷❯ ❞❡♥♦t❡s ❛ ♣❛rt✐❝❧❡

t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❥✉st q✉❛r❦s ❛♥❞ ❣❧✉♦♥s✳ ❚❤❡ ✇♦r❞ ❤❛❞r♦♥ ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠
❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ♣r♦t♦♥s✱ ♥❡✉tr♦♥s✱ ❛♥❞ ♣✐♦♥s✳ ❚❤❡

✼✷
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s②♠❜♦❧ ✶❘⊗✷❯ ❞❡♥♦t❡s ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❥✉st ❛r❝s ❛♥❞ ❣❧✉♦♥s✳ ❚❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡
♣❡rt❛✐♥s ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ q✉❛r❦s✳

1◗⊗ 2❯ ✭✶✹✼✮

1❘⊗ 2❯ ✭✶✹✽✮

❆ ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❝❤❛r❣❡❞ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ✷γ✳ ❚❤❡ ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❡❛s✉r❡ ❛s ❜❡✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳

❲❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇♦r❦ ❛❜♦✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ P❘✶■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s s❡❡♠s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡①♣❧❛✐♥ r❛t✐♦s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❡✛❡❝ts

t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❡✛❡❝ts ♦❢ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮ ✜✈❡✲♣❧✉s t♦ ♦♥❡✱ ❢♦✉r t♦ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ♠❛②❜❡ ♦♥❡ t♦ ♦♥❡✳
❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t s♦♠❡ ✜✈❡✲♣❧✉s t♦ ♦♥❡ r❛t✐♦s r❡✢❡❝t s♦♠❡t❤✐♥❣ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥ ♥❛t✉r❡✳ ❲❡

❝♦rr❡❧❛t❡ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤✐s ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✷✶❜✳✮
❚❤❡ s②♠❜♦❧ ❡❧❡♠❡♥t P❘ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ♣❤②s✐❝s✲r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ❡❧❡♠❡♥t ■❙P

❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦✉r✲✇♦r❞ t❡r♠ ✐s♦♠❡rs ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦♠❡r ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♦♥❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❙▼✻❴ s②♠♠❡tr②✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✷✶❜✳✮ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✾✽ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✾✾ ♣♦s✐ts ❛s♣❡❝ts t❤❛t
♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ r❡❧❡✈❛♥t ✐s♦♠❡rs✳ ✭❚❤✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦♠❡rs
❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✐s♦♠❡rs✳ ❚❤✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ✐s♦♠❡rs ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ♥♦t✐♦♥ ✲ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥s✱
❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② st❛t❡s ✲ ♦❢ ✐s♦♠❡r✳ ❚❤✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦♠❡rs ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❡♠✐str② ♥♦t✐♦♥ ✲ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❛t♦♠s✱ ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts
✲ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐s♦♠❡rs✳✮

P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✷●✷ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✷● ❢♦r❝❡✳ ❲❡ ♣♦s✐t
t❤❛t ♥❛t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s s✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ ❝❤❛r❣❡✳ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝
❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✷●✷✹ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✷● ❢♦r❝❡✳ ❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t ❡❛❝❤ ✐s♦♠❡r ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ ♦♥❡ ✐s♦♠❡r ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐① ♣❛✐r✐♥❣s ♦❢ ♦♥❡
✐s♦♠❡r ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ✐s♦♠❡r ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ✐s♦♠❡r ♦❢ ❛❧❧ s✐♠♣❧❡
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❖♥❡ ✐s♦♠❡r ♦❢ ❝❤❛r❣❡✱ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❡❛s✉r❡s
❛s ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳ ✭❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡♥t❡♥❝❡ ❛❧s♦ ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ P❘✶■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳✮ ❲❡ ❧❛❜❡❧ t❤❛t
✐s♦♠❡r ❛s ✐s♦♠❡r ③❡r♦✳ ❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✜✈❡ ✐s♦♠❡rs ♦❢ ❝❤❛r❣❡✱ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t✱ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❡❛s✉r❡s ❛s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ✭P❘✶■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡s❡
✜✈❡ ✐s♦♠❡rs✳✮ ❲❡ ❧❛❜❡❧ t❤♦s❡ ✐s♦♠❡rs ❛s ✐s♦♠❡r ♦♥❡✱ ✐s♦♠❡r t✇♦✱ . . .✱ ❛♥❞ ✐s♦♠❡r ✜✈❡✳ ❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡ s✐① ✐s♦♠❡rs ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ✷❯ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭♦r✱ ❣❧✉♦♥s✮✳ ❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t ♦♥❡ ✐s♦♠❡r ♦❢ ✹●✹
✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r ❛♥❞ ✜✈❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs✳

❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t t❤❡ ♥❡①t t✇♦ s❡♥t❡♥❝❡s ♣❡rt❛✐♥✳ ❚❤❡ s✐①✲✐s♦♠❡r ♥♦t✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ✜✈❡ t❤❛t ♣❡rt❛✐♥s
r❡❣❛r❞✐♥❣ ✜✈❡✲♣❧✉s t♦ ♦♥❡ r❛t✐♦s ♦❢ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✐s♦♠❡r✲
③❡r♦ ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ♣❧✉s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✜✈❡✲♣❧✉s t♦ ♦♥❡ r❛t✐♦s ♦❢
❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳ ❙✉❝❤ ✜✈❡✲♣❧✉s t♦ ♦♥❡ r❛t✐♦s ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢
t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ✭♣❡r❤❛♣s ♠♦st✮ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs✳

❚❛❜❧❡ ✽✽ ♣r♦✈✐❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥t❡♥❝❡s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡
❧❛st ✐t❡♠ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✳ P❡♦♣❧❡ s✉❣❣❡st t❤❛t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s s✐♠✐❧❛r t♦ ♦r❞✐♥❛r②
♠❛tt❡r✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✾❪✳✮ P❡♦♣❧❡ s✉❣❣❡st t❤❛t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♠✐❣❤t ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ q✉❛r❦s ♦r t❤❛t ♠✐❣❤t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❨✉❦❛✇❛✲❧✐❦❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✷✵❪
❛♥❞ ❬✷✶❪✳✮ P❡♦♣❧❡ s✉❣❣❡st t❤❛t ♥❛t✉r❡ ♠✐❣❤t ✐♥❝❧✉❞❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❤♦t♦♥s✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❢❡r❡♥❝❡
❬✷✷❪✳✮

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐① P❘✻■❙P ✐s♦♠❡rs✱ ✇❡ s✉❣❣❡st t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✲ t❤❛t t❛❜❧❡ ✼✾
s❤♦✇s ✲ ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ♠❛ss ♣❡rt❛✐♥s t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
t❤❡ ✐s♦♠❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡❛❝❤ ✐s♦♠❡r ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❡q✉❛❧s
t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ❡q✉❛❧s t❤❡
r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
♥✉♠❜❡r ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♠❛t❝❤ ❛❝r♦ss ✐s♦♠❡rs✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✾✽✳✮ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐s♦♠❡r ♦♥❡✱
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❤r❡❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛ss ❛s t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❡❧❡❝tr♦♥✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡
✼✾✳✮ ❚❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❤❛s ❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♥❡✳

❚❛❜❧❡s ✷✶❜ ❛♥❞ ✷✼❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ s②♠❜♦❧ ιI ✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❥✉st ❛❜♦✈❡ ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ P❘ιI■❙P✱ ✇✐t❤
ιI ❜❡✐♥❣ ♦♥❡ ♦r s✐①✳ ❲✐t❤✐♥ ❛♥② ♦♥❡ P❘ιI■❙P✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✾✮ ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r ❡❛❝❤ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❯✲❢❛♠✐❧② ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❢♦r P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐s♦♠❡rs ✐s s✐① ❛♥❞ t❤❡ s♣❛♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐s♦♠❡r ✐s ♦♥❡✳
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❚❛❜❧❡ ✽✽✿ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣

P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✳✳✳
• ❊①♣❧❛✐♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r r❛t✐♦s ♦❢ ✜✈❡✲♣❧✉s t♦ ♦♥❡✱ ❢♦✉r t♦ ♦♥❡✱ ♦♥❡ t♦
♦♥❡✱ ③❡r♦✲♣❧✉s t♦ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ♦♥❡ t♦ ③❡r♦✲♣❧✉s✳ ✭P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦✛❡rs ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ♦♥❡ ❦♥♦✇♥ r❛t✐♦ ♦❢ ♦♥❡ t♦ ♦♥❡✳ ❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✾✮ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✷✮✳✮
• ❈♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥ SU(2)× U(1) s②♠♠❡tr② t♦ ✇❤✐❝❤ t❛❜❧❡ ✷✵ ❛❧❧✉❞❡s✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡
✺✽❝✳✮
• ❊❝❤♦❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥t❡rt✇✐♥❡s ✷●✲r❡❧❛t❡❞ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ ✹●✲r❡❧❛t❡❞ ❛s♣❡❝ts ✐♥
✇❛②s t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✽✮✳✮
• ❊❝❤♦❡s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ s✐① t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✵✮ ❞✐s❝✉ss❡s✳
• ❊❝❤♦❡s t❤❡ s✐① r❛♥❣❡s t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✷✮ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✾✽ ❢❡❛t✉r❡✳
• ❈♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t t❛❜❧❡ ✺✽ s❤♦✇s✳
• ❙❡❡♠s t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ✉♥✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❋♦r P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❢♦r t❤❡ ✹●✹ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✹●✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐s♦♠❡rs ✐s ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛♥ ♦❢ ❡❛❝❤
✐s♦♠❡r ✐s s✐①✳

✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐s♦♠❡rs✮× ✭s♣❛♥ ♦❢ ♦♥❡ ✐s♦♠❡r✮ = ιI ✭✶✹✾✮

P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✷●✷✹✽ ❤❛s ❛ s♣❛♥ ♦❢ s✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ s♣❛♥ ♦❢ s✐① ❢♦r ✷●✷✹✽ ❡♠❜r❛❝❡s t❤❡ s❛♠❡ s✐① ✐s♦♠❡rs ❛s ❞♦❡s t❤❡

s♣❛♥ ♦❢ s✐① ❢♦r ✹●✹✳
❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ♥❛t✉r❡ ♠✐❣❤t ✐♥❝❧✉❞❡ ✸✻ ✐s♦♠❡rs✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✷✶❜✳✮
P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡♠❜r❛❝❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ s♣❛♥ ♦❢ s✐① ❢♦r ✷●✷✹✽ ✐s✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧

✭♦r✱ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r✮ t♦ t❤❡ s♣❛♥ ♦❢ s✐① ❢♦r ✹●✹✳ ❍❡r❡✱ s✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ ✹●✹ ♣❡rt❛✐♥✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤♦s❡ s✐①
✐s♦♠❡rs ♦❢ ✹●✹ s♣❛♥s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✭❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ✜✈❡ ✐s♦♠❡rs ♦❢ ✹●✹✮ s✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❲❡
✉s❡ t❤❡ t✇♦✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ❞♦✉❜❧②✲❞❛r❦ ♠❛tt❡r t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✸✵ ✐s♦♠❡rs ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t
❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r ✈✐❛ ✹●✹✳ ❉♦✉❜❧② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤
♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✈✐❛ ✷●✷✱ ✷●✷✹✱ ✹●✹✱ ♦r ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✹●✳ ❋✐✈❡ ❞♦✉❜❧② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs ♦❢
s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r ✈✐❛ ✷●✷✹✽✳

❋r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✸✻ ✐s♦♠❡rs ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ♣❡rt❛✐♥✳
❚❤❡ ✐s♦♠❡r ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ✐s♦♠❡rs ♦❢ ✷●✷✱ ✷●✷✹✱ ✹●✷✹✻✱ ✹●✷✹✻✽❛✱ ❛♥❞ ✹●✷✹✻✽❜✳ ❚❤❡ ✐s♦♠❡r
✐♥t❡r❛❝ts ✈✐❛ ✷●✷✹✽ ✇✐t❤ ✜✈❡ ♦t❤❡r ✐s♦♠❡rs✳ ❚❤❡ ✐s♦♠❡r ✐♥t❡r❛❝ts ✈✐❛ ✹●✹ ✇✐t❤ ✜✈❡ ♦t❤❡r ✐s♦♠❡rs✳ ◆♦♥❡
♦❢ t❤❡ ✜rst ✜✈❡ ♦t❤❡r ✐s♦♠❡rs ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✜✈❡ ♦t❤❡r ✐s♦♠❡rs✳ ❚❤❡ ✜rst ✜✈❡ ♦t❤❡r ✐s♦♠❡rs ❛r❡ ✲
❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ✐s♦♠❡r ✲ ❞♦✉❜❧② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✜✈❡ ♦t❤❡r ✐s♦♠❡rs ❛r❡
✲ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ✐s♦♠❡r ✲ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs✳

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✐①✲❣❡♥❡r❛t♦r s②♠✲
♠❡tr②✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✷✶❜✳✮

❲❡ ♣r❡✈✐❡✇ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ P❘✶■❙P✱ P❘✻■❙P✱ ❛♥❞ P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❚❛❜❧❡ ✽✾ ❞✐s❝✉ss❡s ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ r♦✇ ❛✉❣♠❡♥ts

t❤❡ r♦✇s ❛❜♦✈❡ t❤❛t r♦✇✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ s②♠❜♦❧ ◆❘ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t t❤❛t t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦♠❡rs ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t P❘✻■❙P ♣r♦✈✐❞❡s ✉s❡❢✉❧ ✐♥s✐❣❤t ❛❜♦✉t ♥❛t✉r❡✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣
r❛t✐♦s ♦❢ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ t♦ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ♣❧✉s ❞❛r❦
♠❛tt❡r✱ P❘✸✻■❙P ♦✛❡rs ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✭t♦ P❘✻■❙P✮ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✷✮✳✮ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❜❛s❡s ❢♦r ❛s♣❡❝ts t❤❛t t❛❜❧❡ ✽✾ ❧✐sts✱ P❘✸✻■❙P ✐s s✐♠✐❧❛r
t♦ P❘✻■❙P✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✷✮ s✉❣❣❡sts t❤❛t P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t s✉✣❝❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥
❦♥♦✇♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❋r♦♠ ❛ st❛♥❞♣♦✐♥t
♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P❘✻■❙P ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P❘✸✻■❙P ♠✐❣❤t ♣r♦✈❡ ❞✐✣❝✉❧t✳

❚❛❜❧❡ ✾✵ s❤♦✇s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s r❡❣❛r❞✐♥❣ P❘✶■❙P✱ P❘✻■❙P✱ P❘✸✻■❙P✱ ❛♥❞ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s✳

✺✳✷✳✷✳ ❙♣❛♥s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ r♦♦t ❢♦r❝❡s✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❜❥❡❝ts

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❲❡ ❞✐s❝✉ss s♣❛♥s ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ●✲❢❛♠✐❧② r♦♦t ❢♦r❝❡s✳
❲❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ s♣❛♥ ♦❢ s✐① t❤❛t ✇❡ ♣♦s✐t ❢♦r ✹●✹✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✾✮✳✮ ❲❡

❝♦♥s✐❞❡r ❚❆✲s✐❞❡ s②♠♠❡tr✐❡s ❢♦r ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥s✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✻✷✳✮ ❲❡ ❛✐♠ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♥✉♠❜❡rs t❤❛t
❜❡❧♦♥❣ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ✻✷ ❝♦❧✉♠♥ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❧❛❜❡❧ s♣❛♥ ✭❢♦r ιI ≥ 6✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ ❡❛❝❤
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❚❛❜❧❡ ✽✾✿ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✭❛✮ ❋❡❛t✉r❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

▼♦❞❡❧✐♥❣ ιI ◆❡✇ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛♥❞ ♥❡✇ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ◆❡✇ s✉❜t❧❡t✐❡s
❖♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣

◆❘ • ✭❇❛s❡❧✐♥❡✮ ✲

P❘✶■❙P ✶ • ◆❡✇ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ r♦♦t ❢♦r❝❡s
• ❇❛r②♦♥ ❛s②♠♠❡tr②
• ❙♦♠❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r

• ❉❛r❦ ❡♥❡r❣② ♥❡❣❛t✐✈❡
♣r❡ss✉r❡
• ❘❛t✐♦s ♦❢ ❞❛r❦
❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
✉♥✐✈❡rs❡ t♦ ❞❡♥s✐t② ♦❢
t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ♦❢
♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ♣❧✉s
❞❛r❦ ♠❛tt❡r

P❘✻■❙P ✻ • ▼♦r❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
• ❘❛t✐♦s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❡✛❡❝ts t♦
♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❡✛❡❝ts
• ❖❜❥❡❝ts✱ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❣❛❧❛①✐❡s✱ t❤❛t
❢❡❛t✉r❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r

• ❙♣❛♥s
• ❉❛r❦ ❡♥❡r❣② ♥❡❣❛t✐✈❡
♣r❡ss✉r❡

✭❜✮ P♦ss✐❜❧② ✉s❡❢✉❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣

▼♦❞❡❧✐♥❣ ιI ◆❡✇ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛♥❞ ♥❡✇ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ◆❡✇ s✉❜t❧❡t✐❡s
P❘✸✻■❙P ✸✻ ✲ • ❘❛t✐♦s ♦❢ ❞❛r❦

❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
✉♥✐✈❡rs❡ t♦ ❞❡♥s✐t② ♦❢
t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ♦❢
♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ♣❧✉s
❞❛r❦ ♠❛tt❡r

❚❛❜❧❡ ✾✵✿ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s r❡❣❛r❞✐♥❣ P❘✶■❙P✱ P❘✻■❙P✱ P❘✸✻■❙P✱ ❛♥❞ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s

❆s♣❡❝ts
• ❆❜s❡♥t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t s♦♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s ❤❛✈❡ s♣❛♥s ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡✱
P❘✻■❙P ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s✐① ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s✉❜✲✉♥✐✈❡rs❡s✳
• ■♥ P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧s✱ ❡❛❝❤ s✉❜✲✉♥✐✈❡rs❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ✐s♦♠❡r ♦❢ P❘✶■❙P✳ ❚❤❡ s✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢
P❘✶■❙P ♠✐❣❤t ❞✐✛❡r ❜② ❛s ❧✐tt❧❡ ❛s ❞✐✛❡r✐♥❣ ♠❛t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥ ❛♥❞
♠❛ss ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✾✽✳✮
• ■♥ P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ P❘✶■❙P✲❧✐❦❡ ✐s♦♠❡rs ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡
♠♦♥♦♣♦❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭♦r✱ ✹●✹✮ ♦❢ ❣r❛✈✐t② ✭♦r✱ ✹●✮✳ ❙♦♠❡ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ P❘✶■❙P✲❧✐❦❡
✐s♦♠❡rs ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✐♣♦❧❡ ✭♦r✱ ✹●✹✽✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❣r❛✈✐t② ✭♦r✱ ✹●✮✳ ❙♦♠❡ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ P❘✶■❙P✲❧✐❦❡ ✐s♦♠❡rs ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❞✐♣♦❧❡ ❛♥❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ✭♦r✱ ✷●✮✳
• ❆❜s❡♥t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t s♦♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s ❤❛✈❡ s♣❛♥s ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡✱
P❘✸✻■❙P ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✸✻ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s✉❜✲s✉❜✲✉♥✐✈❡rs❡s✳
• ■♥ P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧s✱ ❡❛❝❤ s✉❜✲s✉❜✲✉♥✐✈❡rs❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛♥ ✐s♦♠❡r ♦❢ P❘✶■❙P✳
• ■♥ P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧s✱ s✐① s✉❜✲✉♥✐✈❡rs❡s ♣❡rt❛✐♥✳ ❊❛❝❤ s✉❜✲✉♥✐✈❡rs❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s♦♠❡✇❤❛t ✐s♦♠❡r
♦❢ P❘✻■❙P✳ ❲✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s♦♠❡✇❤❛t ✐s♦♠❡r ♦❢ P❘✻■❙P✱ t❤❡ s✐① P❘✶■❙P✲❧✐❦❡ ✐s♦♠❡rs ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t
✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✈✐❛ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ✭♦r✱ ✷●✮✳
• ■♥ P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡✇❤❛t✲P❘✻■❙P✲❧✐❦❡ ✐s♦♠❡rs ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤
❞✐♣♦❧❡ ❛♥❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ✭♦r✱ ✷●✮✳ ◆♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
s♦♠❡✇❤❛t✲P❘✻■❙P✲❧✐❦❡ ✐s♦♠❡rs ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❣r❛✈✐t② ✭♦r✱ ✹●✮✳ ❲✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s♦♠❡✇❤❛t✲P❘✻■❙P✲❧✐❦❡
✐s♦♠❡r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ P❘✶■❙P✲❧✐❦❡ ✐s♦♠❡rs ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭♦r✱ ✹●✹✮ ♦❢ ❣r❛✈✐t② ✭♦r✱ ✹●✮✳ ❲✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s♦♠❡✇❤❛t✲P❘✻■❙P✲❧✐❦❡ ✐s♦♠❡r✱ s♦♠❡ ♦t❤❡r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ P❘✶■❙P✲❧✐❦❡ ✐s♦♠❡rs ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✐♣♦❧❡ ✭♦r✱ ✹●✹✽✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❣r❛✈✐t②
✭♦r✱ ✹●✮✳ ✭P❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡♠ ✐♥ t❤✐s t❛❜❧❡✱ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s♦♠❡✇❤❛t✲P❘✻■❙P✲❧✐❦❡ ✐s♦♠❡r✱ ♥♦
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ P❘✶■❙P✲❧✐❦❡ ✐s♦♠❡rs ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✳✮
• ■♥ P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧s✱ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ P❘✶■❙P✲❧✐❦❡ ✐s♦♠❡r✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣
✇✐t❤ ❣r❛✈✐t② ✭♦r✱ ✹●✮ ♦❝❝✉r ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ✭♦r✱ ✷●✮ ♦❝❝✉r✳

✼✺

Preprints (www.preprints.org)  |  NOT PEER-REVIEWED  |  Posted: 21 October 2020                   doi:10.20944/preprints202010.0421.v1

https://doi.org/10.20944/preprints202010.0421.v1


❚❛❜❧❡ ✾✶✿ ❆s♣❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♦✉r ♣♦s✐t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s♣❛♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ✲ ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ●✲❢❛♠✐❧②
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✲ ✐s ♦♥❡

❆s♣❡❝t
• ◆♦ ❢❛♠✐❧② ✲ ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ●✲❢❛♠✐❧② ✲ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ P♦ss✐❜❧②✱ ❢♦r t❤♦s❡ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ♥♦ ❛♥❛❧♦❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✵✮ ♣❡rt❛✐♥s✳
• ❚❤❡ s♣❛♥s ❢♦r ❝❤❛r❣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♥♦ r❡❧❡✈❛♥t s②♠♠❡tr✐❡s t❤❛t
✇♦✉❧❞ s✉❣❣❡st t❤❛t s♣❛♥s ❢♦r ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥②t❤✐♥❣ ❜✉t ♦♥❡✳
• ❚❤❡ ●✲❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❢❛♠✐❧② ❢♦r ✇❤✐❝❤ nTA0 = 0 ❛♥❞ nTA0 = −1✳
• ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❛♣♣❛r❡♥t❧② r❡❧❡✈❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ s②♠♠❡tr✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✶❈ ❛♥❞ ✶◆✳ ❊❛❝❤ ✐s♦♠❡r
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ✶◆✳ ❙✐♠✐❧❛r ♥♦t✐♦♥s ✲ ♦❢ s♣❛♥s ♦❢ ♦♥❡ ❢♦r s♦♠❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ♦t❤❡r
♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ s♣❛♥s ♦❢ ♦♥❡ ♣❡rt❛✐♥✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ s✉❝❤ ♥♦t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐r✐♥❣s ♣❡rt❛✐♥
✲ ✶◗ ❛♥❞ ✶❘✱ ❲ ❛♥❞ ❩✱ ✷❲ ❛♥❞ ✷❚✱ ✷❲ ❛♥❞ ✷❏✱ ❛♥❞ ✵❍ ❛♥❞ ✵■✳
• ❲❡ ♣♦s✐t ❛ s♣❛♥ ♦❢ ♦♥❡ ❢♦r ✷❯✳ ✭P♦ss✐❜❧②✱ ✷❲ ❛♥❞ ✷❯ ✐s ❛♥♦t❤❡r ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐r✐♥❣✳ P♦ss✐❜❧②✱ ✐♥
s♦♠❡ s❡♥s❡✱ ❛ s♣❛♥ ♦❢ ♦♥❡ ❢♦r ✶◗ ✐♠♣❧✐❡s ❛ s♣❛♥ ♦❢ ♦♥❡ ❢♦r ✷❯✳✮
• ❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t ❛ s♣❛♥ ♦❢ ♦♥❡ ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r ✵P✳ ✭✷❯ ❛♥❞ ✵P ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥♦t❤❡r ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐r✐♥❣✳✮

♦❢ SU(3)✱ SU(5)✱ ❛♥❞ SU(7) ❞✐✈✐❞❡s ❡✈❡♥❧② t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ✹✽✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ SU(7)✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✹●✹✱ ✇❡ ♣♦s✐t t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ 6 = g7/g3 ✐s r❡❧❡✈❛♥t✳ ✭❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✹✻✮✳✮ ❲❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡✳ ❲❡ ❛ss❡rt t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❚❆✲s✐❞❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ SU(j)
♣❡rt❛✐♥s✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✵✮ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s♣❛♥✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t
t❤❡ s♣❛♥ ♦❢ ✷●✷ ✐s ♦♥❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦ ❚❆✲s✐❞❡ s②♠♠❡tr②✱ t❤❡ s♣❛♥ ✐s ♦♥❡✳

g7/gj ✭✶✺✵✮

❚❛❜❧❡ ✾✶ ❞✐s❝✉ss❡s ❛s♣❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♦✉r ♣♦s✐t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s♣❛♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ✲
♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ●✲❢❛♠✐❧② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✲ ✐s ♦♥❡✳

❚❤❡ s♣❛♥ ❢♦r ✶◗⊗✷❯ ✐s ♦♥❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝❤❛r❣❡s ♦❢ ✶◗ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s♣❛♥
❢♦r ✶❘⊗✷❯ ✐s ♦♥❡✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✶✮ s❤♦✇s ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ s♣❛♥✱ s✱ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦r ❢♦r ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛
r♦♦t ❢♦r❝❡✳

Σ✭s✮Φ ♦r Σ✭s✮ΦΓ ✭✶✺✶✮

❚❛❜❧❡ ✾✷ s❤♦✇s t❤❡ s♣❛♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ P❘✻■❙P
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❘♦✇s ✐♥ t❛❜❧❡ ✾✷❛ ❧✐st ❛❧❧ Σγ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❛❜❧❡ ✾✷❛ ❧✐sts ✷✭✻✮●✷✹✽
❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❧✐st ✷✭✶✮●✷✹✽✳ ❘♦✇s ✐♥ t❛❜❧❡ ✾✷❜ ❧✐st Σ ≤ 8 ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ Σγ✳ ❚❛❜❧❡ ✾✷❝ ❧✐sts s♦♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ♠✐❣❤t ✲ ❜✉t ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✲ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✺✮✳✮ ❋♦r Σmax = 8✱ t❛❜❧❡ ✾✷❝ ✐s ♥♦t ♣❤②s✐❝s✲r❡❧❡✈❛♥t✳
❋♦r Σmax = 20✱ t❛❜❧❡ ✾✷❝ ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤r❡❡ ♦❢ P❘✶■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛♥❞ P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❚❛❜❧❡ ✾✸ s✉♠♠❛r✐③❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ s♣❛♥s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❢♦r ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ ❢♦r

s♦♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ r♦♦t ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ s✉♠♠❛r✐③❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t②♣❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤
❜♦s♦♥ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ s♦♠❡ r♦♦t ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥t❡r❛❝t✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ s❡♣❛r❛t❡s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ ✈✐❡✇✱ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ❛s♣❡❝ts ❢r♦♠ ❛s♣❡❝ts t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡
❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❡♠❜r❛❝❡✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ✶◗⊗✷❯ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤❛❞r♦♥s✳ ❚❤❡
s②♠❜♦❧ ✶❘⊗✷❯ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ P❘✸✻■❙P ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥
✭‖✷●✮ ❞❡♥♦t❡s ❛ s♣❛♥ t❤❛t ❝♦✉♣❧❡s ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❞♦✉❜❧② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ‖✷● ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ t❤❡ ✸✲❡❧❡♠❡♥t ♣❤r❛s❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ✷●✷✹✽✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ P❘✸✻■❙P ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✭‖✹●✮ ❞❡♥♦t❡s ❛
s♣❛♥ t❤❛t ❝♦✉♣❧❡s ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ‖✹● ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✸✲❡❧❡♠❡♥t ♣❤r❛s❡
♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ✹●✹✳ ❚❛❜❧❡ ✾✸❛ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ●✲❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ Σγ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ P❘✻■❙P ❝❛s❡✱ t❤❡ s♣❛♥ ❢♦r ✷●✻✽ ✐s t✇♦✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✾✸❜✳✮ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ P❘✸✻■❙P ❝❛s❡✱
t❤❡ s♣❛♥ ❢♦r ✷●✻✽ ✐s t✇♦ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ‖✷● ♣❡rt❛✐♥s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ P❘✻■❙P ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣s ♦❢
✐s♦♠❡rs t❤❛t ✐s♦♠❡rs ♦❢ ✹●✹✽ s♣❛♥ ♠✐❣❤t ♥♦t ❡q✉❛❧ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣s ♦❢ ✐s♦♠❡rs t❤❛t ✐s♦♠❡rs ♦❢ ✷●✻✽ s♣❛♥✳ ❚❤❡
s②♠❜♦❧s ✿✹● ❛♥❞ ✿✷● ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✐s♠❛t❝❤ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣❛✐r✐♥❣s✳ ❚❛❜❧❡ ✾✸ s❤♦✇s t❤❡ ❡①t❡♥t
t♦ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r♦♦t ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥t❡r❛❝ts ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ ❡❛❝❤
♦❢ ❛t ❧❡❛st s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ ❛t ❧❡❛st s♦♠❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ✇♦r❞ ❨❡s
❞❡♥♦t❡s t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ † ❞❡♥♦t❡s t❤❛t r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r ✶❢✰✶❜→✶❢✰✶❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❡s✳ ✭❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✶❢✰✶❜→✶❢✰✶❜✱ s❡❡
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❚❛❜❧❡ ✾✷✿ ❆ ❝❛t❛❧♦❣ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s

✭❛✮ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ Σ ∈ Γ

ΣΓ S ▼♦♥♦♣♦❧❡ ❉✐♣♦❧❡ ◗✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❖❝t✉♣♦❧❡
✭Σ ∈ Γ✮ ✭❘❙❉❋ ❂ r−2✮ ✭❘❙❉❋ ❂ r−3✮ ✭❘❙❉❋ ❂ r−4✮ ✭❘❙❉❋ ❂ r−5✮
❨❡s ✶ ✷✭✶✮●✷ ✷✭✶✮●✷✹ ✷✭✻✮●✷✹✽
❨❡s ✷ ✹✭✻✮●✹ ✹✭✷✮●✹✽ ✹✭✶✮●✷✹✻ ✹✭✶✮●✷✹✻✽❛
❨❡s ✷ ✹✭✶✮●✷✹✻✽❜
❨❡s ✸ ✻✭✷✮●✻ ✻✭✻✮●✹✻✽
❨❡s ✹ ✽✭✶✮●✽ ✽✭✶✮●✷✹✻✽❛
❨❡s ✹ ✽✭✶✮●✷✹✻✽❜

✭❜✮ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ Σ /∈ Γ ❛♥❞ Σ ≤ 8

ΣΓ S ▼♦♥♦♣♦❧❡ ❉✐♣♦❧❡ ◗✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❖❝t✉♣♦❧❡
✭Σ ∈ Γ✮ ✭❘❙❉❋ ❂ r−2✮ ✭❘❙❉❋ ❂ r−3✮ ✭❘❙❉❋ ❂ r−4✮ ✭❘❙❉❋ ❂ r−5✮
◆♦ ✶ ✷✭✻✮●✹✻ ✷✭✻✮●✹✻✽
◆♦ ✶ ✷✭✷✮●✻✽
◆♦ ✷ ✹✭✻✮●✷✻ ✹✭✻✮●✷✻✽
◆♦ ✸ ✻✭✶✮●✷✹ ✻✭✻✮●✷✹✽
◆♦ ✸ ✻✭✷✮●✷✽
◆♦ ✹ ✽✭✻✮●✷✻ ✽✭✶✮●✷✹✻

✭❝✮ ❙♦♠❡ ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ Σ ≥ 10

ΣΓ S ▼♦♥♦♣♦❧❡ ❉✐♣♦❧❡ ◗✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❖❝t✉♣♦❧❡
✭Σ ∈ Γ✮ ✭❘❙❉❋ ❂ r−2✮ ✭❘❙❉❋ ❂ r−3✮ ✭❘❙❉❋ ❂ r−4✮ ✭❘❙❉❋ ❂ r−5✮
◆♦ ✺ ✶✵✭✷✮●✷✽ ✶✵✭✻✮●✷✹✽
◆♦ ✺ ✶✵✭✻✮●✹✻ ✶✵✭✻✮●✹✻✽
◆♦ ✻ ✶✷✭✷✮●✹✽ ✶✷✭✶✮●✷✹✻ ✶✷✭✶✮●✷✹✻✽
◆♦ ✻ ✶✷✭✻✮●✷✻✽
◆♦ ✼ ✶✹✭✷✮●✻✽ ✶✹✭✻✮●✷✹✽
◆♦ ✽ ✶✻✭✻✮●✷✻✽ ✶✻✭✶✮●✷✹✻✽
◆♦ ✾ ✶✽✭✻✮●✹✻✽
◆♦ ✶✵ ✷✵✭✶✮●✷✹✻✽
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❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✶✶✺✳✮ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ †† ❞❡♥♦t❡s t❤❛t r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r ✶❢✰✶❜→✶❢✰✶❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤❡ ✇♦r❞ ◆♦ ❞❡♥♦t❡s t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t
♦❝❝✉r✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ✵❍ ❜♦s♦♥ ♥♦r t❤❡ ✵■ ❜♦s♦♥ ✐♥t❡r❛❝ts
❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝ts✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡
❚❆✲s✐❞❡ s②♠♠❡tr② ✐s SU(5) ♦r SU(7) ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ✭❙❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✺✾ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✻✷✳✮ ❚❛❜❧❡s ✾✸❝ ❛♥❞ ✾✸❞ s✉♠♠❛r✐③❡ s♦♠❡
❝♦♥❝❡♣ts r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❛❜❧❡s ✾✸❛ ❛♥❞ ✾✸❜✳

❊①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜♦s♦♥ ❡♥❝♦❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❡❝✐❢②✐♥❣✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ✐s♦♠❡r ♦r ✐s♦♠❡rs t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✾✹ s✉♠♠❛r✐③❡s ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✲ ❝❡♥tr✐❝ t♦ ✐s♦♠❡rs ✲ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✜❡❧❞s
❝❛rr②✳ ✭❚❛❜❧❡ ✾✹ ✐❧❧✉str❛t❡s ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t t❛❜❧❡ ✻✸ ❞✐s❝✉ss❡s✳✮ ■♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ❝❛rr✐❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡✈❡♥ts t❤❛t ❡①❝✐t❡❞ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ❱✐❛ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ ♣❡♦♣❧❡
♠❡❛s✉r❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ♠♦♠❡♥t❛✱ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳ P❡♦♣❧❡ ✐♥❢❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts✳ ✭❙❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✺✾✳✮ ❚❛❜❧❡ ✾✹ ❞✐s❝✉ss❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t
♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✜❡❧❞s ❝❛rr②✮ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✜❡❧❞s ❝❛rr②✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss ❝♦♥❝❡♣ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✷✭✷✮●✻✽ s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ✷✭✷✮●✻✽ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ✷γ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢

γ✷ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✷✭✷✮●✻✽ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳
❚❛❜❧❡ ✽✹ ❝♦rr❡❧❛t❡s λ = 8 ✇✐t❤ ❧❡♣t♦♥s ❛♥❞ ❜❛r②♦♥s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❛❜❧❡ ✻✻❜ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡
✷✺ ❝♦rr❡❧❛t❡s λ = 8 ✇✐t❤ r♦t❛t✐♦♥ ♦r s♣✐♥✳ ❚❛❜❧❡ ✺✽ ❝♦rr❡❧❛t❡s λ = 6 ✇✐t❤ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡s
❢♦r ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝ts✳ ❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t ✷✭✷✮●✻✽ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ s♦♠❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✭♦r✱ Σ = 2✮
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝ts✳ ❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t t❤♦s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❤②♣❡r✜♥❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❊❛❝❤ ♦❢ ✷✭✶✮●✷ ❛♥❞ ✷✭✶✮●✷✹ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ s♦♠❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✭♦r✱ Σ = 2✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛t♦♠s
❛♥❞ ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ ❜♦t❤ ❜❛r②♦♥s ❛♥❞ ❧❡♣t♦♥s✳

❯♥❧✐❦❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✷✭✶✮●✷ ❛♥❞ ✷✭✶✮●✷✹✱ ✷●
♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ♦❜❥❡❝ts ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♦❜❥❡❝ts ✭❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ P❘✻■❙P
♣❡rt❛✐♥s t♦ ♥❛t✉r❡✮ ♦r ❞♦✉❜❧② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♦❜❥❡❝ts ✭❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ P❘✸✻■❙P ♣❡rt❛✐♥s t♦ ♥❛t✉r❡✮ ✈✐❛
✷✭✷✮●✻✽✳ ❯♥❧✐❦❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✷✭✶✮●✷ ❛♥❞ ✷✭✶✮●✷✹✱
✷● ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② s♦♠❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♦❜❥❡❝ts ✭❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ P❘✻■❙P ♣❡rt❛✐♥s t♦ ♥❛t✉r❡✮ ♦r ❜② s♦♠❡
❞♦✉❜❧② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♦❜❥❡❝ts ✭❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ P❘✸✻■❙P ♣❡rt❛✐♥s t♦ ♥❛t✉r❡✮ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ♦r❞✐♥❛r②
♠❛tt❡r ✈✐❛ ✷✭✷✮●✻✽✳

✺✳✷✳✸✳ ❉❛r❦ ♠❛tt❡r t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r r❛t✐♦s t❤❛t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♣r❡❞✐❝t ♦r ❡①♣❧❛✐♥

❲❡ ❞✐s❝✉ss r❛t✐♦s t❤❛t P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦r P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♣r❡❞✐❝t ♦r ❡①♣❧❛✐♥✳
❚❛❜❧❡ ✾✺ ❧✐sts s♦♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ r❛t✐♦s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❡✛❡❝ts t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❡✛❡❝ts t❤❛t P❘✻■❙P

♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ❡①♣❧❛✐♥✳ ❲❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✜✈❡✲♣❧✉s t♦ ♦♥❡ r❛t✐♦s t❤❛t
♣❡♦♣❧❡ ♦❜s❡r✈❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✜✈❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs
♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ✭❛♥❞ ♦t❤❡r✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ●✲❢❛♠✐❧②✮ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❧✉s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✭♦r❞✐♥❛r②
♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r✮ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ✷γ ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ●❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs s❡❡♠
t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ t♦ ❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r r❛t✐♦s✳ ✭❍♦✇❡✈❡r✱ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs t❤❛t ❛r❡ r❡♠♥❛♥ts ♦❢
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♦❢ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs ♠✐❣❤t ❜❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✳ ❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✶✵✹✳✮ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❥✉st
❛❜♦✈❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✷✭✷✮●✻✽ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦♥❡ t♦ ♦♥❡ r❛t✐♦✳ ✭❙❡❡✱ ❛❧s♦✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞
t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✷✮✳✮ ❘❛t✐♦s ♦❢ ③❡r♦✲♣❧✉s t♦ ♦♥❡✱ ❢♦✉r t♦ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ♦♥❡ t♦ ③❡r♦✲♣❧✉s ❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤ r♦❧❡s ♦❢
♥♦♥✲♠♦♥♦♣♦❧❡ ❣r❛✈✐t② ✐♥ s❝❡♥❛r✐♦s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❣❛❧❛①② ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✶✵✻✳✮ ❚❤❡
❉▼❆✿❖▼❆ r❛t✐♦s ♦❢ ③❡r♦✲♣❧✉s t♦ ♦♥❡✱ t❤❡ ❉▼❆✿❖▼❆ r❛t✐♦ ♦❢ ❢♦✉r t♦ ♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❉▼❆✿❖▼❆ r❛t✐♦s
♦❢ ♦♥❡ t♦ ③❡r♦✲♣❧✉s ❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤ s❝❡♥❛r✐♦s r❡❣❛r❞✐♥❣ s♦♠❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤
t✐♠❡s ✇❡❧❧ ❛❢t❡r ❣❛❧❛①② ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ✭❙❡❡ ♦t❤❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✶✵✻✳✮ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❧❛st r♦✇ ✐♥
t❛❜❧❡ ✾✺✱ s❡❡ ❆❳ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✵✻❛ ❛♥❞ ❇✵✱ ❇✸✱ ❛♥❞ ❇❨ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✵✻❜ ❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❛❜❧❡ ✶✵✻❛
❛♥❞ t❛❜❧❡ ✶✵✻❜ ♣❡rt❛✐♥s t♦ ♥❛t✉r❡✳

✺✳✷✳✹✳ ❙♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐s♦♠❡rs ♦❢ q✉❛r❦s ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❚❛❜❧❡ ✾✻ ❧✐sts ❛s♣❡❝ts t❤❛t s❡❡♠ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡ ✐s♦♠❡r t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s

✇✐t❤ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❛♥❞ t❤❡ ✜✈❡ ✐s♦♠❡rs t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✲ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✵❝
✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❙▼✻❛✳ ❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✽✮✳ ❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✾✽✳✮

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐① r❡❧❡✈❛♥t ✐s♦♠❡rs ✇✐t❤ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ M ′′✳ ■♥ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✶✺✷✮✱ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r n ♥✉♠❜❡rs t❤❡ ✐s♦♠❡rs✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ n = 0✳

✼✽

Preprints (www.preprints.org)  |  NOT PEER-REVIEWED  |  Posted: 21 October 2020                   doi:10.20944/preprints202010.0421.v1

https://doi.org/10.20944/preprints202010.0421.v1


❚❛❜❧❡ ✾✸✿ P❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ ✐s♦♠❡r ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♠♦r❡
t❤❛♥ ♦♥❡ ✐s♦♠❡r❀ ♣❧✉s✱ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ s♦♠❡ r♦♦t ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s
❛♥❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝ts ✭✇✐t❤ t❤❡ s②♠❜♦❧ ▼❈❖ ❞❡♥♦t✐♥❣ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝ts❀ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠❜♦❧ † ❞❡♥♦t✐♥❣
t❤❛t r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❡rt❛✐♥s❀ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠❜♦❧ †† ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❛t r❡❜✉tt❛❜❧❡
❛❧✇❛②s ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❡rt❛✐♥s✮
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✲ ✻●✹✻✽ ✶ ✶ ✶ ❨❡s ❨❡s
✲ ✽●✽ ✶ ✶ ✶ ◆♦ ❨❡s
✲ ✽●✷✹✻✽❛ ✶ ✶ ✶ ❨❡s ❨❡s
✲ ✽●✷✹✻✽❜ ✶ ✶ ✶ ❨❡s ❨❡s

✭❜✮ ❙❡❧❡❝t❡❞ ●✲❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ✐s ♥♦t ❛ Σγ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ P♦ss✐❜❧❡ P❘✶■❙P P❘✻■❙P P❘✸✻■❙P ✶❜ ✐♥t❡r❛❝t ✶❜ ✐♥t❡r❛❝t
❡♥t✐t✐❡s ❡♥t✐t✐❡s s♣❛♥ s♣❛♥ s♣❛♥ ✇✴ ✶❢ ✇✴ ▼❈❖

✲ ✷●✻✽ ✶ ✷✭✿✷●✮ ✷ ✭‖✷●✮ ◆♦ ❨❡s

✭❝✮ ◆♦t❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ P❘✻■❙P

◆♦t❡
• ❋♦r ♦♥❡ ♦❢ ✹●Γ4 ✇✐t❤ ❛ s♣❛♥ ♦❢ t✇♦ ❛♥❞ ✷●Γ2 ✇✐t❤ ❛ s♣❛♥ ♦❢ t✇♦ ✭❛♥❞ ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ s②st❡♠
t❤❛t ♥✉♠❜❡rs ✐s♦♠❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣❡rs ③❡r♦ t❤r♦✉❣❤ ✜✈❡✮✱ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣s ✵✲❛♥❞✲✸✱ ✶✲❛♥❞✲✹✱ ❛♥❞
✷✲❛♥❞✲✺ ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥✳ ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✭✹●Γ4 ❛♥❞ ✷●Γ2✮✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛✐r✐♥❣s ♠✐❣❤t
♣❡rt❛✐♥✳ ✭◆♦t❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✿✹● ❛♥❞ ✿✷●✳✮

✭❞✮ ◆♦t❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ P❘✸✻■❙P

◆♦t❡
• ❋♦r ❡❛❝❤ ΣΦ ✇✐t❤ Φ 6= ● ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ P❘✻■❙P s♣❛♥ ♦❢ s✐① ♦r t✇♦✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ‖✷● ♣❡rt❛✐♥s✳
• ❋♦r ❡❛❝❤ ✹●Γ ✇✐t❤ ❛ P❘✻■❙P s♣❛♥ ♦❢ s✐① ♦r t✇♦✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ‖✹● ♣❡rt❛✐♥s✳

✼✾
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❚❛❜❧❡ ✾✹✿ ❆s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✲ ❝❡♥tr✐❝ t♦ ✐s♦♠❡rs ✲ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✜❡❧❞s ❝❛rr②

❆s♣❡❝t
• ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✜❡❧❞s✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❞❞s ✲ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡s ✲ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐s♦♠❡r ♦r ✐s♦♠❡rs ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳
• ❋♦r P❘✶■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ✐s♦♠❡r ♣❡rt❛✐♥s✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ♦♥❡
✐s♦♠❡r t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❡✛❡❝t✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❞❞❡❞ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
• ❋♦r P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✱ t✇♦✱ ♦r s✐① ✐s♦♠❡rs t❤❛t
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐s♦♠❡rs ✐♥ t❤❡ ❧✐st ❡q✉❛❧s t❤❡ s♣❛♥ ❢♦r t❤❡
r❡❧❡✈❛♥t ♣❛rt✐❝❧❡ ♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ✭❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✾✸✳✮
• ❋♦r P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✱ t✇♦✱ ♦r s✐① ✐s♦♠❡rs t❤❛t
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐s♦♠❡rs ✐♥ t❤❡ ❧✐st ❡q✉❛❧s t❤❡ s♣❛♥ ❢♦r t❤❡
r❡❧❡✈❛♥t ♣❛rt✐❝❧❡ ♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✾✸✳✮
• ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ P❘✶■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛♥❞ P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞♦❡s
♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝❛rr② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦r ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡❞
✐♥ ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳
• ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ P❘✶■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛♥❞ P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜❡❧❞ ♠✉st ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ✐s♦♠❡rs t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ✐s♦♠❡r t❤❛t t❤❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥✲❝❡♥tr✐❝ ❧✐st ✐♥❝❧✉❞❡s✳

❚❛❜❧❡ ✾✺✿ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ r❛t✐♦s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❡✛❡❝ts t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❡✛❡❝ts ✭✇✐t❤ ❉▼ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r❀ ✇✐t❤ ❖▼
❞❡♥♦t✐♥❣ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r❀ ✇✐t❤ ❆ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❛♠♦✉♥t❀ ✇✐t❤ ❖▼ ❈▼❇ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥❀ ❛♥❞
✇✐t❤ ✯ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❧s♦ s✉❣❣❡sts ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✲ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ ❞♦✉❜❧②✲❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✮

❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❆♠♦✉♥ts
❉▼❆✿❖▼❆

✺+✿✶ ❉❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡
✺+✿✶ ❆♠♦✉♥t ♦❢ st✉✛ ✐♥ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs

✶✿✶ ♦r ✶+✿✶ ❆♠♦✉♥t ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❖▼ ❈▼❇ ✈✐❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❉▼✯ ❛t♦♠s ♦r ❖▼
❛t♦♠s✳

✵+✿✶ ❆♠♦✉♥t ♦❢ st✉✛ ✐♥ s♦♠❡ ❡❛r❧② ❣❛❧❛①✐❡s
≈✹✿✶ ❆♠♦✉♥t ♦❢ st✉✛ ✐♥ s♦♠❡ ❡❛r❧② ❣❛❧❛①✐❡s
✶✿✵+ ❆♠♦✉♥t ♦❢ st✉✛ ✐♥ s♦♠❡ ❡❛r❧② ❣❛❧❛①✐❡s
✵+✿✶ ❆♠♦✉♥t ♦❢ st✉✛ ✐♥ s♦♠❡ ❧❛t❡r ❣❛❧❛①✐❡s
≈✹✿✶ ❆♠♦✉♥t ♦❢ st✉✛ ✐♥ s♦♠❡ ❧❛t❡r ❣❛❧❛①✐❡s
✶✿✵+ ❆♠♦✉♥t ♦❢ st✉✛ ✐♥ s♦♠❡ ❧❛t❡r ❣❛❧❛①✐❡s

≈✸✿✷ t♦ ≈✹✿✶ ❆♠♦✉♥t ♦❢ st✉✛ ✐♥ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦ t♦ ❛♠♦✉♥t ♦❢ st✉✛ ♥❡❛r ❣❛❧❛①② ❝❡♥t❡r ✭❢♦r
s♦♠❡ ❧❛t❡r ❣❛❧❛①✐❡s✮

❚❛❜❧❡ ✾✻✿ ❆s♣❡❝ts t❤❛t s❡❡♠ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡ ✐s♦♠❡r t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❛♥❞
t❤❡ ✜✈❡ ✐s♦♠❡rs t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r

❆s♣❡❝t
• ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ s✐① ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✵✮ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✐① ✐s♦♠❡rs✱ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❛♥❞ ✜✈❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳
• ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r✱ s✐①✱ ♦❢ ✐s♦♠❡rs ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r✱ s✐①✱ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❙▼✻❛
SU(2)× U(1) s②♠♠❡tr②✳
• ❚❤❡ ❙▼✻❛ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦s ✲ ❛❝r♦ss t❤❡ s✐① ✐s♦♠❡rs ✲ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ✲ ❢♦r ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s ✲ ♠❛ss ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

✽✵
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❚❛❜❧❡ ✾✼✿ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r ❛♥❞ t❤❡ ✜✈❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs

n ❋♦r♠✉❧❛ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
✵✱ ✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹✱ ♦r ✺ M ′′ = 3n+ 1 ◆♦ ♣❛rt✐❝❧❡

✵ ♦r ✸ M ′′ = 3n ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✶
✶ ♦r ✹ M ′′ = 3n ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✸
✷ ♦r ✺ M ′′ = 3n ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✷

❚❛❜❧❡ ✾✽✿ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ q✉❛r❦ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡♣t♦♥ ❛s♣❡❝ts

M ′′ ◗✉❛r❦ n ◗✉❛r❦ ▲❡♣t♦♥ n ▲❡♣t♦♥ ▲❡♣t♦♥ n ▲❡♣t♦♥
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❢♦r n ❡✈❡♥✮ ❛s♣❡❝t ✭❡✈❡♥ n✮ ✭❢♦r n ♦❞❞✮ ❛s♣❡❝t ✭♦❞❞ n✮

✵ ✵ ✶ ✵ ✶ ✲ ✲
✶ ✵ ✷ ✵ ✲ ✲ ✲
✷ ✵ ✸ ✵ ✷ ✲ ✲
✸ ✶ ✶ ✵ ✸ ✶ ✸
✹ ✶ ✷ ✲ ✲ ✶ ✲
✺ ✶ ✸ ✲ ✲ ✶ ✶
✻ ✷ ✶ ✷ ✷ ✶ ✷
✼ ✷ ✷ ✷ ✲ ✲ ✲
✽ ✷ ✸ ✷ ✸ ✲ ✲
✾ ✸ ✶ ✷ ✶ ✸ ✶
✶✵ ✸ ✷ ✲ ✲ ✸ ✲
✶✶ ✸ ✸ ✲ ✲ ✸ ✷
✶✷ ✹ ✶ ✹ ✸ ✸ ✸
✶✸ ✹ ✷ ✹ ✲ ✲ ✲
✶✹ ✹ ✸ ✹ ✶ ✲ ✲
✶✺ ✺ ✶ ✹ ✷ ✺ ✷
✶✻ ✺ ✷ ✲ ✲ ✺ ✲
✶✼ ✺ ✸ ✲ ✲ ✺ ✸
✶✽ ✲ ✲ ✲ ✲ ✺ ✶

✐s♦♠❡r n ↔ 3n ≤M ′′ ≤ 3n+ 3✱ ❢♦r 0 ≤ n ≤ 5 ✭✶✺✷✮

❚❛❜❧❡ ✾✼ s❤♦✇s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s✐① ✐s♦♠❡rs✳ ✭❈♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❛❜❧❡ ✼✾✳✮
❍❡r❡✱ ❢♦r n ≥ 1✱ t❤❡ M ′′ = 3n ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ✐s♦♠❡r n ❡q✉❛❧s t❤❡ M ′′ = 3(n− 1) + 3 ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
r❡❧❡✈❛♥t t♦ ✐s♦♠❡r n− 1✳ ❲✐t❤✐♥ ❛♥ ✐s♦♠❡r✱ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ r❡s✉❧t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝②❝❧✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣✱ ❢♦r
❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❛t t❛❜❧❡ ✼✾ s❤♦✇s✳

❲❡ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s✳ ❉❛r❦ ♠❛tt❡r ❧❡♣t♦♥ ♠❛ss❡s ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ m(M ′′, 3)
❛♥❞ M ′′ > 3✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✲ s✉❝❤ ❛s ❢♦r M ′′ < 0 ✲ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✽✮ ♠✐❣❤t ❤❡❧♣ ❡st✐♠❛t❡ ♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ♥❡✉tr✐♥♦ ♠❛ss❡s✳ ❘❡s✉❧ts t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ M ′′ < 0 ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣
♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✷● ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥❛❧♦❣s t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❝❤❛r❣❡❞
❧❡♣t♦♥s✳

❚❛❜❧❡ ✾✽ s❤♦✇s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ n✱ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ q✉❛r❦ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡♣t♦♥ ❛s♣❡❝ts✳ ❚❛❜❧❡
✾✽ ❡①t❡♥❞s t❛❜❧❡ ✾✼ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s q✉❛r❦s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ n✱ t❤❡ ♦r❞❡r ❢♦r q✉❛r❦s ✐s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦♥❡✱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
t✇♦✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❤r❡❡✳

❚❛❜❧❡ ✾✽ ❤❛s r♦♦ts ✐♥ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ str❡♥❣t❤s ♦❢ ✷●✷ ❛♥❞ ✹●✹✳ ❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t
❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠❛ss ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧ M ′′✳ ❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ ❧❡♣t♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤
n = 1 ❛♥❞ M ′′❂✸✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤r❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ❡q✉❛❧s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❡❧❡❝tr♦♥✳
❚❤✐s ❡ss❛② ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r q✉❛r❦s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝❤❛♥❣❡s
♦❢ s✐❣♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s d′(❴)✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✹✮✱ ✭✶✶✺✮✱ ❛♥❞ ✭✶✶✻✮✳✮ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡ s✐① r❛♥❣❡s t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✷✮ s♣❡❝✐✜❡s✱ t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t q✉❛r❦s ♠❛t❝❤ t❤❡ ♠❛ss❡s t❤❛t
t❛❜❧❡ ✼✾ ✇♦✉❧❞ s❤♦✇ ✐❢ t❤❡ ♠❛ss❡s ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✾ ❝♦♠♣♦rt❡❞ ❡①❛❝t❧② ✇✐t❤ ♥❛t✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤
✐s♦♠❡r✱ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✲♦♥❡ q✉❛r❦ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ |qǫ|/3 ❡q✉❛❧s t❤❡ ♠❛ss ♦❢
❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✲♦♥❡ q✉❛r❦ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ |qǫ|/3✳

❲♦r❦ ❛❜♦✈❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ❇✉❧❧❡t ❈❧✉st❡r✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✶✵✹✳✮

❚❛❜❧❡ ✾✾ s✉♠♠❛r✐③❡s t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s✳

✽✶
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❚❛❜❧❡ ✾✾✿ ❚✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r

❈❛s❡ ❆s♣❡❝t
❈❛s❡ ❙ ■s♦♠❡r t❤r❡❡ ❡✈♦❧✈❡s s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✐s♦♠❡r ③❡r♦✳ ■s♦♠❡r ❢♦✉r ❡✈♦❧✈❡s s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✐s♦♠❡r

♦♥❡✳ ■s♦♠❡r ✜✈❡ ❡✈♦❧✈❡s s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✐s♦♠❡r t✇♦✳ ■s♦♠❡rs ♦♥❡✱ t✇♦✱ ❢♦✉r✱ ❛♥❞ ✜✈❡ ❞♦ ♥♦t
❡✈♦❧✈❡ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✐s♦♠❡r ③❡r♦✳

❈❛s❡ ❉ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐① ✐s♦♠❡rs ❡✈♦❧✈❡s ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ✜✈❡ ✐s♦♠❡rs✳

❲❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ ❝❛s❡ ❙ ✇✐t❤ ✇♦r❦ ❛❜♦✈❡✳
❲❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r t❤❛t ♣❛ss t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ❥✉st ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✶✵✹✳✮ ❈❛s❡ ❙ ❝❛♥ ❝♦♠♣♦rt
✇✐t❤ ❢r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ ♦r t❤❛t s♦♠❡✇❤❛t ❡①❝❡❡❞ ❢♦✉r✲✜❢t❤s ✭♦r✱ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s t❤❛t ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥
♦r t❤❛t s♦♠❡✇❤❛t ❡①❝❡❡❞ ✽✵ ♣❡r❝❡♥t✮✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✽✵✲♣❧✉s ♣❡r❝❡♥t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛s♣❡❝ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ s✐③❡s
❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs✳

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s t❤❛t ❛r❡ t♦♦ ❜✐❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ ❝❛s❡ ❙ t♦ ❡①♣❧❛✐♥✳

❋♦r ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s t❤❛t ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛❜♦✈❡ ✽✵✲♣❧✉s ♣❡r❝❡♥t✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♥❡❡❞ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐s♦♠❡r t❤r❡❡ ❛♥❞ ✐s♦♠❡r ③❡r♦✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛s♣❡❝ts t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ✐s♦♠❡r t❤r❡❡ ❛♥❞ ✐s♦♠❡r ③❡r♦✳

❲❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ ❝❛s❡ ❉ ✇✐t❤ ✇♦r❦ ❜❡❧♦✇✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✾✾✳✮
❖♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝❤❛r❣❡ ♦r ❞♦♠✐♥❛♥t ❤❛♥❞❡❞♥❡ss ♦r ❞♦♠✲

✐♥❛♥t s✐❣♥ ♦❢ ✸▲❇ ❢♦r ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s✳ ❚❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡♥
n ❛♥❞ ♦❞❞ n✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✾✽✳✮ ❆s♣❡❝ts ♦❢ t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✸❈❍✲❝❡♥tr✐❝ π@0,@−1

t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❙❆✶✲❛♥❞✲❙❆✷ ❛♥❞ t❤❡ ✸▲❇✲❝❡♥tr✐❝ π@0,@−1
t❤❛t ❝♦r✲

r❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❙❆✼✲❛♥❞✲❙❆✽✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✹✺✳✮ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥t❡♥❝❡s ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥✳
❋♦r ❡✈❡♥ n✱ ❅0✱ ❅−1✱ ❅0✱ ❛♥❞ ❅−1 ♣❡rt❛✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❙❆✶✱ ❙❆✷✱ ❙❆✼✱ ❛♥❞ ❙❆✽✳ ❋♦r ♦❞❞ n✱ ❅0✱
❅−1✱ ❅−1✱ ❛♥❞ ❅0 ♣❡rt❛✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❙❆✶✱ ❙❆✷✱ ❙❆✼✱ ❛♥❞ ❙❆✽✳

✺✳✷✳✺✳ P♦ss✐❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs✳
❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ❝❛s❡ ❙✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✾✽ ❛♥❞ s❡❡ t❛❜❧❡ ✾✾✳✮
❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✐s♦♠❡r ♦♥❡ ❛♥❞ ✐s♦♠❡r ③❡r♦✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✾✽✳✮ ❋♦r ✐s♦♠❡r ♦♥❡✱ t❤❡

❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥ ❤❛s ❛ ♠❛ss t❤❛t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r t❛✉♦♥✳ ❚❤❡
✐s♦♠❡r ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥ ❤❛s ♠♦r❡ ♠❛ss t❤❛♥ ❞♦❡s t❤❡ ✐s♦♠❡r ③❡r♦ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❧❡♣t♦♥
✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✮✳ ❚❤❡ ✐s♦♠❡r ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t✇♦ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥ ❤❛s ❛ ♠❛ss t❤❛t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
♠❛ss ♦❢ t❤❡ ✐s♦♠❡r ③❡r♦ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ ✐s♦♠❡r ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❤r❡❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥ ❤❛s ❛ ♠❛ss t❤❛t ✐s
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ✐s♦♠❡r ③❡r♦ ♠✉♦♥✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✐s♦♠❡r ♦♥❡✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t✇♦ ❛♥❞
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❤r❡❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s ❤❛s ❛ ♠❛ss t❤❛t ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐s♦♠❡r ③❡r♦
❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss t✐♠❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s✉✣❝❡ t♦ ❝❛t❛❧②③❡ t✇❡❛❦✲❜❛s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s❡r✈❡ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦♥❡ q✉❛r❦s✱ ♠♦r❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ ❤✐❣❤❡r
❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❡♣t♦♥s ♦❝❝✉r ❢♦r ✐s♦♠❡r ♦♥❡ t❤❛♥ ❢♦r ✐s♦♠❡r ③❡r♦✳ ✭❋♦r ✐s♦♠❡r ♦♥❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s
♦❢ ❧❡♣t♦♥s ❛r❡ ❧❡ss ♠❛ss✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❧❡♣t♦♥✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ✐s♦♠❡r ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❤❛r❣❡❞
❧❡♣t♦♥ ✐s ♠♦r❡ ♠❛ss✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ✐s♦♠❡r ③❡r♦ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥✳✮ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t✇♦
❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❤r❡❡ q✉❛r❦s✱ ❢❡✇❡r tr❛♥s✐t✐♦♥s ✲ ♣❡r ✉♥✐t t✐♠❡ ✲ t♦ ❧♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❡♣t♦♥s ♦❝❝✉r ❢♦r
✐s♦♠❡r ♦♥❡ t❤❛♥ ❢♦r ✐s♦♠❡r ③❡r♦✳

❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦♥❡ q✉❛r❦s ♦❝❝✉rs ❧❛t❡r ❢♦r ✐s♦♠❡r ♦♥❡
t❤❛♥ ❢♦r ✐s♦♠❡r ③❡r♦✳

■s♦♠❡r ♦♥❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s st❛r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❢✉s✐♦♥ st❛rt ❧❛t❡r ❛♥❞ ❛t ❧♦✇❡r ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢
❛t♦♠s t❤❛♥ ❞♦ s✐♠✐❧❛r ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✭♦r✱ ✐s♦♠❡r ③❡r♦✮ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✲ ♦❢ ❧❛t❡r st❛rt ❛♥❞
❧♦✇❡r ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r ✲ ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r ✐s♦♠❡rs t✇♦✱ ❢♦✉r✱ ❛♥❞ ✜✈❡✳ ✭❉❡t❛✐❧s
r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐s♦♠❡r ❢♦✉r ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s t♦ ❞❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐s♦♠❡r ♦♥❡✳ ❉❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐s♦♠❡r ✜✈❡ ❤❛✈❡
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s t♦ ❞❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐s♦♠❡r t✇♦✳ ❉❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐s♦♠❡r t✇♦ ❛♥❞ ✜✈❡ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❞❡t❛✐❧s
r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐s♦♠❡rs ♦♥❡ ❛♥❞ ❢♦✉r✳✮ ❉❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐s♦♠❡r t❤r❡❡ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s t♦ ❞❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣
✐s♦♠❡r ③❡r♦✳

✽✷
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❚❛❜❧❡ ✶✵✵✿ ❖r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✱ ❢♦✉r ❝♦♦❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♦t❤❡r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r ✭✇✐t❤ r❡s✉❧ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣
✇✐t❤ ❝❛s❡ ❙✱ ❛s ♣❡r t❛❜❧❡ ✾✾✮

■s♦♠❡rs ✭n✮ ❆s♣❡❝t ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐s♦♠❡r
✵ ■s ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳
✸ ❊✈♦❧✈❡s s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳

✶✱ ✷✱ ✹✱ ❛♥❞ ✺ ❊✈♦❧✈❡s ✐♥t♦ ❝♦♦❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳

❚❛❜❧❡ ✶✵✶✿ ❖r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❛♥❞ ✜✈❡ ❝♦♦❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs ✭✇✐t❤ r❡s✉❧ts ♣♦ss✐❜❧② ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❝❛s❡ ❉✱ ❛s ♣❡r t❛❜❧❡
✾✾✮

■s♦♠❡rs ✭n✮ ❆s♣❡❝t ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐s♦♠❡r
✵ ■s ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳

✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹✱ ❛♥❞ ✺ ❊✈♦❧✈❡s ✐♥t♦ ❝♦♦❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳

❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ✐s♦♠❡rs t❤❛t ❡①❤✐❜✐t r❡❞✉❝❡❞ st❛r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞ ❢✉s✐♦♥ s♦♠❡✇❤❛t r❛♣✐❞❧②
❢❡❛t✉r❡s ♠❛✐♥❧② ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❛ss ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❤♦t♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤❛t t✐♠❡ ❢♦r✇❛r❞✱ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t
❡✛❡❝ts ❛r❡ ❝❧✉♠♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❝♦♦❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❤♦t♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❧✉♠♣✐♥❣ ❤❛s ❜❛s❡s ✐♥ ✹●
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ t❤r❡❡✲✇♦r❞ t❡r♠ ❝♦♦❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✇✐t❤ t❤✐s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r st❛t❡ ♦❢ ♠❛✐♥❧②
♥♦♥✲③❡r♦ ♠❛ss ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❤♦t♦♥s✳ ✭❲❡ ❞♦ s♦ t♦ ❞❡♥♦t❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ s✐♠✐❧❛r✐t② t♦✱ ❜✉t ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧✐♥❣✉✐st✐❝ ❡q✉❛❧✐t② ✇✐t❤✱ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s❡s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲✇♦r❞ t❡r♠ ❝♦❧❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳✮

❚❛❜❧❡ ✭✶✵✵✮ ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝❛s❡ ❙✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✾✾✳✮
❲❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❛t ♥♦t✐♦♥s t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✵✵ s✉♠♠❛r✐③❡s ♠✐❣❤t ❡①♣❧❛✐♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❇✉❧❧❡t ❈❧✉st❡r

❛♥❞ ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❣❛❧❛①② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦s✳ ✭❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❇✉❧❧❡t ❈❧✉st❡r✱ s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦
t❛❜❧❡ ✶✵✹✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦s✱ s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✶✵✻✳✮

❚❛❜❧❡ ✭✶✵✶✮ ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝❛s❡ ❉✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✾✾✳✮ ❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♦❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣
✇✐t❤ ✐s♦♠❡r t❤r❡❡ ♠✐❣❤t ❞✐✛❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠s ♦❢ ❝♦♦❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ✐s♦♠❡rs
♦♥❡ ❛♥❞ ❢♦✉r ❛♥❞ ✇✐t❤ ✐s♦♠❡rs t✇♦ ❛♥❞ ✜✈❡✳

❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ♥♦t✐♦♥s t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✵✵ s✉♠♠❛r✐③❡s ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❇✉❧❧❡t ❈❧✉st❡r ❛♥❞
❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❣❛❧❛①② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦s✱ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✵✶ s✉♠♠❛r✐③❡s ♠✐❣❤t ❡①♣❧❛✐♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢
t❤❡ ❇✉❧❧❡t ❈❧✉st❡r ❛♥❞ ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❣❛❧❛①② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦s✳

❲♦r❦ ❡❧s❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤✐s ❡ss❛② ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❝❛s❡ ❙ ♣❡rt❛✐♥s ❛♥❞ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡ ❝❛s❡ ❉✳
✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✶✵✹ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✶✵✻✳✮ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t✱ ❛♥
❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❝❛s❡ ❙ t♦ ❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✲ ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❇✉❧❧❡t ❈❧✉st❡r ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧②
❢♦r t❤❡ ❇✉❧❧❡t ❈❧✉st❡r ✲ ♠✐❣❤t s✉✣❝❡ ❢♦r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡ ❝❛s❡ ❉✳

✺✳✸✳ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛str♦♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣②

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛str♦♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳

✺✳✸✳✶✳ ❆ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r

❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡
✾✸❛✳✮ ❚❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ s✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t ✈✐❛ ✷●✷✳ ❍❡r❡✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
s✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ✐s♦♠❡r ♦❢ ✷●✷✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐① ✐s♦♠❡rs ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
✐ts ♦✇♥ ✐s♦♠❡r ♦❢ ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤
✲ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r ✲ ♦❢ t❤❡ s✐① ✐s♦♠❡rs ♠❡❛s✉r❡ ❛s ❜❡✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱
❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠❛❦❡✱ ♦♥❡ ✐s♦♠❡r ✭♦❢ ♥♦♥✲●✲❢❛♠✐❧② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✮
♠❡❛s✉r❡s ❛s ❜❡✐♥❣ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✜✈❡ ✐s♦♠❡rs ✭♦❢ ♥♦♥✲●✲❢❛♠✐❧② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✮
♠❡❛s✉r❡ ❛s ❜❡✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs ✐♥❝❧✉❞❡s ❛
s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❛t ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s♣✐♥✱ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛ss✳ ■❢ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r②
♠❛tt❡r s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ❢♦✉r ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
s❛♠❡✲s♣✐♥✱ s❛♠❡✲♠❛❣♥✐t✉❞❡✲♦❢✲❝❤❛r❣❡✱ ❛♥❞ s❛♠❡✲♠❛ss ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r
t❤❛t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r t❤❛t ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❢♦✉r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs✱ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤♦s❡ ❢♦✉r ✐s♦♠❡rs ❡✈♦❧✈❡ ✐♥t♦ ❝♦♦❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✶✵✵✳✮

✽✸
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✺✳✸✳✷✳ ❉❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡

❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞✐s❝✉ss❡s ✜✈❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ Ων ❞❡♥♦t❡s ♥❡✉tr✐♥♦
❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ Ω❝ ❞❡♥♦t❡s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✭♦r✱ ❝♦❧❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✮ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳
❚❤❡ s②♠❜♦❧ Ω❜ ❞❡♥♦t❡s ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✭♦r✱ ❜❛r②♦♥✐❝ ♠❛tt❡r✮ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ Ωγ

❞❡♥♦t❡s ♣❤♦t♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ΩΛ ❞❡♥♦t❡s ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳
❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❞❛t❛✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✸✮ ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
✉♥✐✈❡rs❡✱ Ω✳

Ω = Ων +Ω❝ +Ω❜ +Ωγ +ΩΛ ✭✶✺✸✮

■♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ s②♠❜♦❧ Ω❝ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛❧❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦r P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤ ♥❛t✉r❡✱ t❤❡ s②♠❜♦❧ Ω❝ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
❛❧❧ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❛s♣❡❝ts ✲ ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ❢♦✉r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs t❤❛t ✇❡ ❝♦rr❡❧❛t❡
❛❜♦✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❞ ❝♦♦❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡❧❛t❡ ❛❜♦✈❡
✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❞ ❝♦♦❧ ✲ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✹✮✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ Ω✶❘✷❯✱0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡
t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✶❘⊗✷❯ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r ✭♦r✱ ✐s♦♠❡r ③❡r♦✮✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧
Ω❜,>0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❜❛r②♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✜✈❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs ✭♦r✱
✐s♦♠❡rs ♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ✜✈❡✮✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ Ωγ,>0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ t❤❡ ✜✈❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs ✭♦r✱ ✐s♦♠❡rs ♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ✜✈❡✮✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ Ων,>0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦
❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✜✈❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs ✭♦r✱ ✐s♦♠❡rs ♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ✜✈❡✮✳

Ω❝ = Ω✶❘✷❯,0 +Ω❜,>0 +Ωγ,>0 +Ων,>0 ✭✶✺✹✮

❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t ❞❛t❛ r❡❣❛r❞✐♥❣ r❡❝❡♥t st❛t❡s ♦❢ ✭♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✮ ❈▼❇ ✭♦r✱ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
r❛❞✐❛t✐♦♥✮ ❛s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✺✮✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ Ω✶❘✷❯,0 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧✉s ✐♥ t❤❡ r❛t✐♦
✜✈❡✲♣❧✉s t♦ ♦♥❡✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s Ω❜ ≫ Ωγ ❛♥❞ Ω❜ ≫ Ων ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞❛t❛✳ ✭❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✸❪
♣r♦✈✐❞❡s ❞❛t❛ r❡❣❛r❞✐♥❣ Ω❜ ≫ Ωγ ❛♥❞ Ω❜ ≫ Ων ✳✮ ❊❛❝❤ ♦❢ ✐s♦♠❡rs ♦♥❡✱ t✇♦✱ . . .✱ ❛♥❞ s✐① ❤❛s ✐ts ♦✇♥
✶❘⊗✷❯✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✻✮ ♣❡rt❛✐♥s✳

Ω❜,>0 ≈ Ω❜,>0 +Ωγ,>0 +Ων,>0 ≈ 5(Ω❜ +Ωγ +Ων) ≈ 5Ω❜ ✭✶✺✺✮

Ω✶❘✷❯,0 ≈ (Ω❝ − 5Ω❜)/6 ✭✶✺✻✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✵✮ ❡st✐♠❛t❡s Ω✶❘✷❯,0 ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ✭❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✸❪ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡
❞❛t❛ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✺✼✮✱ ✭✶✺✽✮✱ ❛♥❞ ✭✶✺✾✮ s❤♦✇✳✮

Ω❜ ≈ 0.0484± 0.001 ✭✶✺✼✮

Ω❝ ≈ 0.258± 0.011 ✭✶✺✽✮

Ωγ ≈ 0.0000538± 0.0000150 ✭✶✺✾✮

Ω✶❘✷❯,0 ≈ 0.0027 ✭✶✻✵✮

❘❡❛s♦♥s ❡①✐st ❢♦r ♥♦t t❛❦✐♥❣ r❡s✉❧ts ✲ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✵✮ s❤♦✇s ✲ t♦ ❜❡ ❡①❛❝t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ♥♦t❡
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✽✮✳

✺✳✸✳✸✳ ❉▼ t♦ ❖▼ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ r❛t✐♦s ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❞❛t❛ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❈▼❇

P❡♦♣❧❡ ✉s❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❈▼❇ ✭♦r✱ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥✮ t♦ ✐♥❢❡r r❛t✐♦s
♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t❤❛t
❧❡❛❞s t♦ t❛❜❧❡ ✽✾ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✵✮✳✮ ❆ r❛t✐♦ ♦❢ ✜✈❡✲♣❧✉s t♦ ♦♥❡ s❡❡♠s t♦ ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r ❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢
②❡❛rs✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✺✮ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✶✮✳✮ ❲❡ ✉s❡ t❤❛t
r❛t✐♦ t♦ ♣♦s✐t t❤❡ s✐①✲✐s♦♠❡r ❜❛s✐s ❢♦r P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
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✺✳✸✳✹✳ ❈♦♥st❛♥❝② ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ r❛t✐♦s r❡ ❉▼ ❛♥❞ ❖▼

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ t♦ ❛❝t✉❛❧
♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳

❊❧s❡✇❤❡r❡✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♣♦ss✐❜❧❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❡♥❡r❣✐❡s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ r❡❛❝t✐♦♥s t❤❛t ♠✐❣❤t ♣r♦❞✉❝❡ ✶❘⊗✷❯
❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✵✻✮ ❛♥❞ ✭✷✵✼✮✳✮ ❋♦r ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡ s✐① ✐s♦♠❡rs✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ♦❢ ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r②
♠❛tt❡r ✶◗⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥st❛♥t ❛❢t❡r t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❝♦♦❧s t♦ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✽✶ ●❡❱✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✵✻✮ ❛♥❞ ✭✷✵✼✮✳✮ ❘❡❣❛r❞✐♥❣
P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡rt ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✶◗⊗✷❯ t♦ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✶◗⊗✷❯ ♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡rt
❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✶◗⊗✷❯ t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✶◗⊗✷❯✳

❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❛t✐♦ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡
♠✐❣❤t ♥♦t ♠✉❝❤ ❝❤❛♥❣❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✽✶ ●❡❱✳ ❚❤❛t
❡♥❡r❣② ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 1015 ❞❡❣r❡❡s ❑❡❧✈✐♥✳ ❚❤❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛
t✐♠❡ t❤❛t ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 10−4 s❡❝♦♥❞s ❛❢t❡r t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣✳ ✭❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷✸❪ ♥♦t❡s t❤❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ 1013

❞❡❣r❡❡s ❑❡❧✈✐♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ ♦❢ 10−4 s❡❝♦♥❞s ❛❢t❡r t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣✳✮
▼❡❛s✉r❡❞ r❛t✐♦s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡

✇♦✉❧❞ ♥♦t ♠✉❝❤ ❝❤❛♥❣❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t✐♠❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✶✮ ♣❡rt❛✐♥s✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✺✼✮
❛♥❞ ✭✶✺✾✮✳✮ ❚❤❛t t✐♠❡ r❛♥❣❡ st❛rts s♦♠❡✇❤❛t ❛❢t❡r ✸✽✵✱✵✵✵ ②❡❛rs ❛❢t❡r t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡s
t❤r♦✉❣❤ ♥♦✇✳

Ωγ ≪ Ω❜ ❛♥❞ Ων ≪ Ω❜ ✭✶✻✶✮

✺✳✸✳✺✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧② ❉▼ ❡✛❡❝ts t♦ ❖▼ ❡✛❡❝ts r❛t✐♦ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❞❛t❛ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❈▼❇

P❡♦♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❈▼❇ ❛♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❛t ❞❡♣❧❡t✐♦♥ t♦ ❤②♣❡r✜♥❡ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥s ✇✐t❤ ✭♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✮ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷✹❪✳✮ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ✐s t✇✐❝❡ ♦r
s♦♠❡✇❤❛t ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇✐❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❆t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❡rs♦♥ s♣❡❝✉❧❛t❡s t❤❛t t❤❡
❛♠♦✉♥t ❛❜♦✈❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷✺❪✳✮

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ✷✭✷✮●✻✽ ❤❛s ❛ s♣❛♥ ♦❢ t✇♦✳ ✷✭✷✮●✻✽
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✷✭✷✮●Γ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✷✮ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ✷✭✷✮●✻✽ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ✭❚❤❡ ❚❆✲s✐❞❡ s②♠♠❡tr② ✐s SU(5)✳ ❙❡❡ t❛❜❧❡ ✻✷ ❛♥❞ t❛❜❧❡
✾✸❜✳✮ ❙♦❧✉t✐♦♥ ✷✭✷✮●✻✽ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❤②♣❡r✜♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ✭◆♦t❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❛t t❤❡ s✐① ✐♥
Γ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ❡✐❣❤t ✐♥ Γ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ♦❢ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ s♣✐♥✳✮ ❍❛❧❢ ♦r s♦♠❡✇❤❛t ❧❡ss t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s✳ ❆♥ ❡q✉❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✛❡❝t ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ ❤②❞r♦❣❡♥✲❛t♦♠ ✐s♦♠❡rs t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r ♦r ✇✐t❤ ♦♥❡ ❞♦✉❜❧② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
✐s♦♠❡r✳ ❚❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝❛s❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞♦✉❜❧② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝❛s❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

2●68 /∈ 2γ✱ 2●68 /∈ γ2 ✭✶✻✷✮

❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜② ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥✳ ❖♥❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♥♦♥✲♦r❞✐♥❛r②✲♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r ♠✐❣❤t ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r✳
❚❤❡ ♥♦♥✲♦r❞✐♥❛r②✲♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❤②❞r♦❣❡♥✲❛t♦♠✲❧✐❦❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❛♥ ❞♦❡s t❤❡ ♦r❞✐♥❛r②
♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r✳ ❖♥❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✷●Γ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ s♣❛♥s ♦❢ ❛t ❧❡❛st t✇♦✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢
s♦❧✉t✐♦♥s ✷✭✻✮●✹✻ ❛♥❞ ✷✭✻✮●✹✻✽ ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r s✐① ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ Γ ❢♦r ✷✭✷✮●✹✻ ❛♥❞
t❤❡ Γ ❢♦r ✷✭✻✮●✹✻✽✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ✷✭✷✮●✹✻ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❞✐♣♦❧❡ ❡✛❡❝t✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ✷✭✻✮●✹✻✽ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❡✛❡❝t✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❧❡❞ t♦ t❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s✳ ✭❘❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✷✻❪✳✮

✺✳✸✳✻✳ ❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡

❚✇♦ t❤♦✉❣❤t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❡t t❤❡ st❛❣❡ ❢♦r ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✉♥✐✈❡rs❡✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❡ t❤♦✉❣❤t ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ s✐♠✐❧❛r ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❧✉♠♣s ♦❢ st✉✛✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡ ❝❧✉♠♣s ❛r❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧✉♠♣s ✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ♠♦✈❡
❛✇❛② ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ✐♥✐t✐❛❧❧②✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❘❙❉❋ r−(n+1) ❞♦♠✐♥❛t❡

✽✺
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❚❛❜❧❡ ✶✵✷✿ ❊r❛s ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✹● ❢♦r❝❡s✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡

❊r❛ ❆✴❘ ❘❙❉❋ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ ✹γ

❖t❤❡r
❝♦♠♣♦♥❡♥ts

♦❢ ✹●

❙♣❛♥
✭P❘✻■❙P

♦r
P❘✸✻■❙P✮

❡❛r❧② ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♥❡t r❡♣✉❧s✐✈❡ r−5 ✹✭✶✮●✷✹✻✽❛✱
✹✭✶✮●✷✹✻✽❜

✶

❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♥❡t ❛ttr❛❝t✐✈❡ r−4 ✹✭✶✮●✷✹✻ ✹✭✶✮●✷✻✽ ✶
r❡❝❡♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♥❡t r❡♣✉❧s✐✈❡ r−3 ✹✭✷✮●✹✽ ✹✭✷✮●✷✻ ✷
✭r❡❝❡♥t✱ ❢♦r s♠❛❧❧❡r

♦❜❥❡❝ts✮
❛ttr❛❝t✐✈❡ r−2 ✹✭✻✮●✹ ✻

r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❧✉♠♣s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❝❧✉♠♣s ✐♥t❡r❛❝t ✈✐❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❘❙❉❋ r−n✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♥♦ ♦t❤❡r ❢♦r❝❡s ❤❛✈❡ ❛❞❡q✉❛t❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❞❡q✉❛t❡❧②✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❘❙❉❋ r−n ❢♦r❝❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡
❘❙❉❋ r−(n+1) ❢♦r❝❡✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠✐❧❛r t❤♦✉❣❤t ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ s✐♠✐❧❛r ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❧✉♠♣s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡s❡ ❝❧✉♠♣s ❛r❡ ❧❡ss ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡ss ♠❛ss✐✈❡✮ t❤❛♥ t❤❡ t✇♦ ❝❧✉♠♣s ✐♥ t❤❡ ✜rst t❤♦✉❣❤t
❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❘❙❉❋ r−n ❢♦r❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ❘❙❉❋ r−(n+1) ❢♦r❝❡ ♦❝❝✉rs s♦♦♥❡r ❢♦r
t❤❡ t✇♦ ❝❧✉♠♣s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤♦✉❣❤t ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛♥ ✐t ❞♦❡s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❝❧✉♠♣s ✐♥ t❤❡ ✜rst t❤♦✉❣❤t
❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❚❛❜❧❡ ✶✵✷ s✉♠♠❛r✐③❡s✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✱ ❡r❛s ❛♥❞ ✹● ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❡r❛s ♣❡rt❛✐♥ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥❢❡r✳ ❊❛r❧② ❛❝❝❡❧❡r❛✲
t✐♦♥ ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r s♦♠❡ t✐♠❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣✳ ❚❤❡♥✱ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r s♦♠❡ ❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ②❡❛rs✳
❆❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t s♦♠❡ ❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ②❡❛rs✳ ✭❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ t❤❡ ❡r❛s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❡♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✷✼❪✱ ❬✷✽❪✱ ❬✷✾❪✱ ❛♥❞
❬✸✵❪✳✮ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ s♠❛❧❧❡r ♦❜❥❡❝ts✱ ❞♦♠✐♥❛♥t ❢♦r❝❡s ✇✐t❤✐♥ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ❤❛✈❡✱
❛t ❧❡❛st ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧②✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② tr❛♥s✐t❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧s t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡r❛s ❛♥❞ ♥♦✇ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡①❤✐❜✐t
❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❘❙❉❋ ♦❢ r−2✳ ✭❉✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✶✶✾ ♥♦t❡s t❤❛t ❤✐❣❤✲♦✉t✢♦✇ ♣❤❡♥♦♠✲
❡♥❛ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ♦r ♥❡✉tr♦♥ st❛rs ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡
❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❘❙❉❋ ♦❢ r−2✳ ❋♦r s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ r−3 ♥❡t r❡♣✉❧s✐♦♥ ♠✐❣❤t
♣❡rt❛✐♥✳✮ ■♥ t❛❜❧❡ ✶✵✷✱ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ❆✴❘ ♥♦t❡s ♥❡t ❡✛❡❝ts✱ ❛❝r♦ss ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❢♦r
❡❛❝❤ ❡r❛✳ ❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✹γ ❧✐sts s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r❝❡s✳
✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✻✺✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ♥❡✐t❤❡r ✹✭✶✮●✷✻✽
♥♦r ✹✭✷✮●✷✻ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝ts✳✮ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ✭❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
r❡q✉✐r❡✮ t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✹γ t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✵✷ ❧✐sts✱ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ ♥❡t r❡♣✉❧s✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛❧✇❛②s r❡♣✉❧s✐✈❡ ✭t❤♦✉❣❤ ♣❡r❤❛♣s s♦♠❡t✐♠❡s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡♣✉❧s✐✈❡✮✳ Pr♦✲
♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ✭❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡q✉✐r❡✮ t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✹γ t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✵✷
❧✐sts✱ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ ♥❡t ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛❧✇❛②s ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✭t❤♦✉❣❤
♣❡r❤❛♣s s♦♠❡t✐♠❡s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡✮✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦r✲
r❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✹✭✷✮●✹✽ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✹✭✶✮●✷✹✻✽❛ ❛♥❞ ✹✭✶✮●✷✹✻✽❜ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮ ♦❢
✹γ✳

❆ ❜❡tt❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ s✐①✲✇♦r❞ t❡r♠ r❛t❡ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ♠✐❣❤t ❢❡❛t✉r❡ ❛
♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t❡s ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❛♣❛rt ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✳

✺✳✸✳✼✳ P❤❡♥♦♠❡♥❛ ✲ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦♠❡rs ✲ ❜❡❢♦r❡ t❤r♦✉❣❤ ❥✉st ❛❢t❡r ✐♥✢❛t✐♦♥

❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛♥ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣✲
❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❡♣♦❝❤ st❛rt❡❞ ❛r♦✉♥❞ 10−36 s❡❝♦♥❞s ❛❢t❡r t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣✳ ✭❚❤✐s ❡ss❛② ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s ❞✐s✲
❝✉ss✐♥❣ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ ❇✐❣ ❇❛♥❣✳✮
❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❡♣♦❝❤ ❡♥❞❡❞ ❛r♦✉♥❞ 10−33 s❡❝♦♥❞s t♦ 10−32 s❡❝♦♥❞s ❛❢t❡r t❤❡ ❇✐❣
❇❛♥❣✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦t ❝❡rt❛✐♥ ❛s t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳

❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s ♠♦❞❡❧s t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❝❧❛✐♠ ✇♦✉❧❞ s✉♣♣♦rt ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s
♣♦✐♥t t♦ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✱ ❛t ❛♥❞ s♦♠❡✇❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❜❛s❡s
❢♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t ❧❛t❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ✭❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✸✶❪ s✉♠♠❛r✐③❡s ❛s♣❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ ♣♦✐♥ts t♦
r❡❢❡r❡♥❝❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s s♦♠❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇♦r❦✳✮

✽✻
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❚❛❜❧❡ ✶✵✸✿ ❙♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢ ❥❛② ❜♦s♦♥s

■♥❝♦♠✐♥❣ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❖✉t❣♦✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡s r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s

✭nSA0✮
✷❏±✰✷❏± ✵− ✹●✰✵■✱ ✷●✰✵■✱ ✵■✰✵■
✷❏±✰✷❏∓ ✵− ✷●✰✵■✱ ✵■✰✵■
✷❏0✰✷❏0 ✵− ✹●✰✵■✱ ✷●✰✵■✱ ✵■✰✵■
✷❏±✰✷❏± (−1)+ ✹●✰✵■
✷❏±✰✷❏∓ (−1)+ ✵■✰✵■
✷❏0✰✷❏0 (−1)+ ✹●✰✵■✱ ✵■✰✵■

❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✸✷❪ s✉❣❣❡sts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❣r❛✈✐t② ❞r♦✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇❛s ♥❡❛r❧②
✉♥✐❢♦r♠ s♣❛t✐❛❧❧②✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✉❣❣❡sts t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥✢❛t♦♥ ✜❡❧❞✳

❲❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t✐♠❡s ❞✉r✐♥❣ ❛♥❞ ❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✢❛✲
t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳

❲❡ s♣❡❝✉❧❛t❡ ❛❜♦✉t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳
❚❛❜❧❡ ✶✵✸ s❤♦✇s s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢ ❥❛② ❜♦s♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❡❢t♠♦st ❝♦❧✉♠♥ ❞❡s❝r✐❜❡s

t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❥❛② ❜♦s♦♥s✳ ❚❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝♦❧✉♠♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ✭❙❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✻✽✳✮ ❋♦r ♦♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ nSA0 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✵−✳ ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r
♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ nSA0 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ (−1)+✳ ❚❤❡ r✐❣❤t♠♦st ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ♣❛✐rs ♦❢
♦✉t❣♦✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭❚❛❜❧❡ ✶✵✸ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♥❂✷ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✶✺✳✮ ❋♦r nSA0 / 0✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
❥❛② ❜♦s♦♥s ♠✐❣❤t ❡①❤✐❜✐t ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✷❏+ ❛♥❞ ✷❏− ✇♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t
t✇♦ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ✷❏0 ✇♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t t❤r❡❡ st❛t❡s✳ ❋♦r nSA0 ' −1✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❥❛② ❜♦s♦♥s ✇♦✉❧❞ ♥♦t
❡①❤✐❜✐t ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✷❏+ ❛♥❞ ✷❏− ✇♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t ♦♥❡ st❛t❡✳ ❚❤❡ ✷❏0
✇♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t t✇♦ st❛t❡s✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss✱ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✷❏±✰✷❏∓✳ ❋♦r nSA0 ' −1✱
t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✉♥✐ts ♦❢ s♣✐♥ t❤❛t ❤❛✈❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❡✛❡❝t✱
t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s s✉♠ t♦ ③❡r♦ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ♣❛✐r ✵■✰✵■ ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳ ❋♦r
nSA0 / 0✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐t ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥❝♦♠✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡ ♠✐❣❤t ♥♦t ❤❛✈❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ Pr♦❞✉❝✐♥❣ ✷●✰✵■ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t✱ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡
♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❥❛② ❜♦s♦♥s✳ ✭❖♥❡ ♠✐❣❤t s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐✈❡rs❡ ❝♦♠♣♦s❡❞
❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♦♥❧② ♦❢ ❥❛② ❜♦s♦♥s ✇✐t❤ s❡❡♠✐♥❣❧② ✉♥✐q✉❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✵●∅ s♦❧✉t✐♦♥✳✮

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✭❛❜s❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥✮ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ nSA0 = −1 ✇✐t❤ ❥❛② ❜♦s♦♥s✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❡♠s t♦ s✉❣❣❡st t❤❛t ♥❛t✉r❡ ❝r❡❛t❡s ♣❤♦t♦♥s
✭♦r✱ ✷●✮ ♣r✐♠❛r✐❧② ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t✐♠❡ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡
❧♦✇❡r ❤❛❧❢ ♦❢ t❛❜❧❡ ✶✵✸ ♣❡rt❛✐♥s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❤❛❧❢ ♦❢ t❛❜❧❡ ✶✵✸ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡rt❛✐♥✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ t❤❛t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
♦❢ ✹● ✇✐t❤ t❤❡ ✹●✷✹✻✽① ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✹●✳ ✭❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s②♠❜♦❧ ✹●✷✹✻✽①✱ s❡❡ t❛❜❧❡ ✽✷✳✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✸✮ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♣❛♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ 2❏−✱ ✹●✷✹✻✽① ❛♥❞ ✵■ ✐s ♦♥❡✳
❋♦r P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♦♥❡ s✐①✲❢♦❧❞ ✭♦r✱ SU(2) × U(1)✮ r❡❧❡✈❛♥t s②♠♠❡tr② ❝♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧
❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ s✐① ✐s♦♠❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ 2❏−✱ ✹●✷✹✻✽①✱ ❛♥❞ ✵■✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡s ✷✶ ❛♥❞ ✺✽✳✮ ❋♦r P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧s✱
t❤❡ t✇♦ s✐①✲❢♦❧❞ ✭♦r✱ SU(2)×U(1)✮ r❡❧❡✈❛♥t s②♠♠❡tr✐❡s ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✻ ✐s♦♠❡rs
❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ 2❏−✱ ✹●✷✹✻✽①✱ ❛♥❞ ✵■✳

2(1)❏− + 2(1)❏− → ✹✭✶✮●✷✹✻✽①+ 0(1)■ ✭✶✻✸✮

❲❡ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳
Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✱ ❛②❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭♦r✱ ✵■

♣❛rt✐❝❧❡s✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ♠❛❥♦r ♥♦♥✲r♦♦t✲❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ ❛②❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛t❝❤❡s ♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❜♦s♦♥ ✇✐t❤ ③❡r♦ s♣✐♥✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✸✶❪✳✮ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s❡s t❤❡ ✇♦r❞
✐♥✢❛t♦♥ t♦ ♥❛♠❡ t❤❛t ❜♦s♦♥✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♦❝t✉♣♦❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ ✹γ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❣r❛✈✐t②✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✶✶✾✳✮ ❚❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥t❡r❛❝t
✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❛r❡ r❡♣✉❧s✐✈❡✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✹✮ s❤♦✇s s✉❝❤ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ①
❛♥❞ ② ♠✐❣❤t ❜❡ ❡✐t❤❡r ♦❢ ❛ ❛♥❞ ❜✳

0(1)■+ 4(1)●2468①→ 0(1)■+ 4(1)●2468② ✭✶✻✹✮

✽✼
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❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✺✮ s❤♦✇s ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ❛②❡ ❛♥❞ ❥❛② ❜♦s♦♥s
❝♦✲❡①✐st❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡♥s❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

2(1)❏0 + 2(1)❏0 + 0(1)■→ 2(1)❏0 + 2(1)❏0 + 8(1)●2468① ✭✶✻✺✮

❚❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✹●✱ ❢r♦♠ ♦❝t✉♣♦❧❡
r❡♣✉❧s✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❞♦♠✐♥❛♥t t♦ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❞♦♠✐♥❛♥t✳ ✭❚❤✐s ❡ss❛② ❞♦❡s ♥♦t s♣❡❝✉❧❛t❡
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ❥❛② ❜♦s♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ t♦ ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝ts ✲ ❡①❝❡♣t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❡✛❡❝ts t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✲ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳
P♦ss✐❜❧②✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st✉✛ ✲ ♦t❤❡r t❤❛♥ ❥❛② ❜♦s♦♥s ✲ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t ✲ ✐♥ ❛ s❡♥s❡ ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♥♦ ♥♦♥✲✈✐rt✉❛❧ ❥❛② ❜♦s♦♥s ❡①✐st❡❞✳✮ ❚❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤ ♠✐❣❤t ❛❧s♦
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❣r♦✇t❤ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✭❛t ❧❡❛st✮ ❛②❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✹γ ♠✐❣❤t ❤❡❧♣ ❝❛t❛❧②③❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❚❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
♦❢ ✹γ ♠✐❣❤t ❛♠♣❧✐❢② s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳

❲❡ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✸✷❪ ❛♥❞ ❬✸✶❪ s✉❣❣❡st t❤❛t ✐♥✢❛t♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ✭✇❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛s✮ t❤❡ ♥♦♥✲r♦♦t✲❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❢♦r s♦♠❡ t✐♠❡ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳
■♥✢❛t♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛ ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❧❡❞ t♦ ❛ ♣r❡♣♦♥❞❡r❛♥❝❡ ♦❢ ♣r♦t♦♥s✱ ♥❡✉tr♦♥s✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝✲
tr♦♥s✳ ❈❧✉♠♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ st❛rs✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t✱ ❢♦r s♦♠❡ t✐♠❡ ❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✱ t❤❡
❛②❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t ♥♦♥✲r♦♦t✲❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ●✲
❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✹γ✳ ❚❤❛t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥t❡r❛❝ts
✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ✐s ❛ttr❛❝t✐✈❡✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛②❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✷● ❢♦r❝❡s✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✻✮✳✮ ❊❛❝❤ ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
✐♥❝❧✉❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜② ✇❤✐❝❤ ✷● ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣r♦❞✉❝❡ ♠❛tt❡r✲❛♥❞✲❛♥t✐♠❛tt❡r ♣❛✐rs ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳
■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛②❡s ♦r ❥❛②s✳ ✭❚❤✐s
❡ss❛② ❞♦❡s ♥♦t s♣❡❝✉❧❛t❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ❛②❡ ❜♦s♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ t♦ ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝ts
♠✉❝❤ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳ P♦ss✐❜❧②✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st✉✛ ✲ ♦t❤❡r t❤❛♥ ❛②❡ ❜♦s♦♥s ✲ ❞❡❝r❡❛s❡❞
❡♥♦✉❣❤ t❤❛t ✲ ✐♥ ❛ s❡♥s❡ ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♥♦ ♥♦♥✲✈✐rt✉❛❧ ❛②❡ ❜♦s♦♥s ❡①✐st❡❞✳✮ ❋r♦♠ t❤❡r❡✱
t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❛s❝❛❞❡ ❝♦✉❧❞ ♦❝❝✉r✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ttr❛❝t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✹γ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ ❝❧✉♠♣✐♥❣✳
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❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤✱ ❢♦r ❝❧✉♠♣s ♦r ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡
♠✉❧t✐♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✹γ ♦❝t✉♣♦❧❡ r❡♣✉❧s✐♦♥ ♠✐❣❤t ❞♦♠✐♥❛t❡ ✹γ q✉❛❞r✉♣❧❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❛t ❧❡❛st s♦♠❡
t✐♠❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss ✐s♦♠❡rs ❛♥❞ s♣❛♥s✳
❖✉r ✇♦r❦ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤r❡❡ P❘ιI■❙P ❝❛s❡s ✲ ιI ✐s ♦♥❡✱ ιI ✐s s✐①✱ ❛♥❞ ιI ✐s ✸✻✳ ❚❛❜❧❡ ✾✸ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡

s♣❛♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✷❏ ❜♦s♦♥s✱ ✵■ ❜♦s♦♥✱ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✹γ✱ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ♦❝t✉♣♦❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ ✹γ ✐s ♦♥❡✳

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ιI ✐s s✐①✳
❆s s♦♦♥ ❛s ✹● ❡①❝✐t❡s ✲ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✈✐❛ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✸✮ s②♠❜♦❧✐③❡s ✲ ✐s♦♠❡rs ❝❛♥

❝♦✉♣❧❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①❝✐t❡♠❡♥t ♦❢ ✹● t❤❛t ✲ ❢♦r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ✲ ✇❡ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✸✮✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❡♠❡♥t ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛♥② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ ✷❏✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❡♠❡♥t ❝❛♥
✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛♥② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ ✵■✳ ❙✉❝❤ ✭✐♥ ❡✛❡❝t✱ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✲ ✈✐❛ ✹✭✷✮●✹✽ ✲ ❞✐♣♦❧❡✮
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛s ✐♠♣❛❝t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✲ ❢r♦♠ ❛ st❛♥❞♣♦✐♥t ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦r ❞②♥❛♠✐❝s ✲ ♦❝t✉♣♦❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♣❧❛② ❞♦♠✐♥❛♥t r♦❧❡s✳

❙✐♠✐❧❛r ♥♦t✐♦♥s ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✷●✳ ▼♦st ♥♦t❛❜❧②✱ s♦♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✲ s✉❝❤ ❛s ✷✭✷✮✻✽ ❛♥❞ ✷✭✻✮✷✹✽ ✲
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✐s♦♠❡rs✳

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ιI ✐s ✸✻✳
❈♦♥❝❡♣ts s✐♠✐❧❛r t♦ ❝♦♥❝❡♣ts ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ιI ✐s s✐① ♣❡rt❛✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛♥② ♦♥❡

✐s♦♠❡r ♦❢ ❛ s♣❛♥✲♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ✭s✉❝❤ ❛s ❛ ✷❏ ❜♦s♦♥✮✱ t❤❡ s♣❛♥ ♦❢ s✐① ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ✹✭✻✮●✹ ✐s✱
✐♥ ❡✛❡❝t✱ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s♣❛♥ ♦❢ s✐① ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ✷✭✻✮✷✹✽✳

✺✳✸✳✽✳ ❇❛r②♦♥ ❛s②♠♠❡tr②

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ tr❛♥s✐t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❡❛r❧② st❛t❡ t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❜❛r②♦♥
❛s②♠♠❡tr② t♦ ❛ ❧❛t❡r st❛t❡ t❤❛t ❡①❤✐❜✐ts ❜❛r②♦♥ ❛s②♠♠❡tr②✳

✽✽
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❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t t❤❡ ❡❛r❧② ✉♥✐✈❡rs❡ ❢❡❛t✉r❡❞ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥t✐♠❛tt❡r q✉❛r❦s ❛s
♠❛tt❡r q✉❛r❦s✱ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❤❛♣♣❡♥❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❜❛r②♦♥ ❛s②♠♠❡tr②✳ ❚❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ ❜❛r②♦♥ ❛s②♠♠❡tr②
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❧❛❝❦✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠❛tt❡r q✉❛r❦s✱ ♦❢ ❛♥t✐♠❛tt❡r q✉❛r❦s✳

❆s♣❡❝ts ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❡❛r❧② ✐♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❜❛r②♦♥ s②♠♠❡tr② ♣❡rt❛✐♥❡❞✳ ❯♥✲
✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦s✐ts ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ ❛s②♠♠❡tr②✳ ❙♦♠❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡❞
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇♦✉❧❞ s✉❣❣❡st ❛s②♠♠❡tr✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛tt❡r s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ ❛♥t✐♠❛tt❡r s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳
❖♥❡ s❡t ♦❢ s✉❝❤ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s ♠✐❣❤t ❢❡❛t✉r❡ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦s✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✽❪✳✮

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts s❝❡♥❛r✐♦s t❤❛t ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ ❜❛r②♦♥ ❛s②♠♠❡tr②✳
■♥ ♦♥❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✻✼✮ ❛♥❞ ✭✶✻✽✮ s❤♦✇ ♣❡rt❛✐♥✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♥✈❡rts

t❤r❡❡ ❛♥t✐♠❛tt❡r ❢❡r♠✐♦♥s ✐♥t♦ ♦♥❡ ♠❛tt❡r ❢❡r♠✐♦♥✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✾✮ s❤♦✇s ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ r❡s✉❧t✳ ✭❘❡❣❛r❞✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✼✮ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ tr② t♦ ✐♠♣♦s❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r
❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ 2❚−1

+2;0,−2 ✇♦✉❧❞ ♣❡rt❛✐♥✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✽✮ ❛♥❞
t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ tr② t♦ ✐♠♣♦s❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
♦❢ ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ 2❚−1

+2;+3,+1 ✇♦✉❧❞ ♣❡rt❛✐♥✳✮ ❇❛r②♦♥ ❛s②♠♠❡tr② ✇♦✉❧❞ ❛r✐s❡ ❜❡❝❛✉s❡
r❡❛❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✻✼✮ ❛♥❞ ✭✶✻✽✮ s❤♦✇ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s✐♠✐❧❛r r❡❛❝t✐♦♥s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡
❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡s t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✻✼✮ ❛♥❞ ✭✶✻✽✮ s❤♦✇✳ ❉♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦r❡ 2❚−1

+2; ❧❛s✐♥❣ t❤❛♥ 2❚+1
−2; ❧❛s✐♥❣✳

1◗+1
+1;0,−1 + 1◗−2

+1;0,−1 → 2❚−1
+2; ✭✶✻✼✮

1❈+3
−3;−3,0 + 2❚−1

+2; → 1◗+2
−1;0,+1 ✭✶✻✽✮

1❈+3
−3;−3,0 + 1◗+1

+1;0,−1 + 1◗−2
+1;0,−1 → 1◗+2

−1;0,+1 ✭✶✻✾✮

❆ t❤r❡s❤♦❧❞ ❡♥❡r❣② ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥ ♦r ❛❜♦✈❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✷✵✽ ●❡❱ t♦ ✷✶✸ ●❡❱✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✾✮✳✮ ❆
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛❜♦✉t 2 × 1015 ❞❡❣r❡❡s ❑❡❧✈✐♥✳ ❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ t❤✐s r❡s✉❧t ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦r ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✮ r❡❣❛r❞✐♥❣ t✐♠❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ ✲ ✐s ♥♦t ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❲❡ ♥♦t❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛✉s❡s ❢♦r ❛♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦r❡ 2❚−1
+2; ❧❛s✐♥❣ t❤❛♥ 2❚+1

−2; ❧❛s✐♥❣✳ P♦ss✐❜❧②✱ t❤❡
✐♠❜❛❧❛♥❝❡ ♦❝❝✉rr❡❞✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❛t t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t ❜❛r②♦♥ ❛s②♠♠❡tr② ✜rst ❛♣♣❡❛r❡❞✳ P♦ss✐❜❧②✱
❡❛r❧✐❡r✱ ❛♥ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❡❢t ❝✐r❝✉❧❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✽●✷✹✻✽ ❛♥❞ r✐❣❤t ❝✐r❝✉❧❛r❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞
✽●✷✹✻✽ ♦❝❝✉rr❡❞ ✲ ♣❡r❤❛♣s st❛t✐st✐❝❛❧❧②✳ ✭◆♦t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✺✮✳✮ ❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ❡✛❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣
✇✐t❤ s✉❝❤ r❡s✐❞✉❛❧ ✽●✷✹✻✽ r❡♠❛✐♥❡❞ ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤✱ s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡
t②♣❡s ♦❢ ♠❛tt❡r ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t②♣❡s ♦❢ ❛♥t✐♠❛tt❡r ❢❡r♠✐♦♥s ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞✳ ❚❤♦s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❞r✐✈❡♥ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ t✇❡❛❦ ❧❛s✐♥❣✳

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ❛ ❝♦♥❝❡♣t t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ✐s♦♠❡rs✳
❚❛❜❧❡ ✾✽ s✉❣❣❡sts ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❛❦✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡✲✐s♦♠❡r ✈✐❡✇ ♦❢ ❜❛r②♦♥ ❛s②♠♠❡tr②✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r

P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❧❡♣t♦♥ r❛♥❣❡ 9 ≤ M ′′ ≤ 12 ❛♥❞ q✉❛r❦ r❛♥❣❡ 9 ≤ M ′′ ≤ 11 ♠✐❣❤t
♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r ❛♥ ❛♥t✐♠❛tt❡r✲❝❡♥tr✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ♠❛tt❡r✲❝❡♥tr✐❝ ❧❡♣t♦♥ r❛♥❣❡ 0 ≤M ′′ ≤ 3 ❛♥❞ q✉❛r❦
r❛♥❣❡ 0 ≤ M ′′ ≤ 2✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❛✐rs n = 1✲❛♥❞✲n = 4 ❛♥❞ n = 2✲❛♥❞✲
n = 5✳ ❲✐t❤ t❤✐s ✈✐❡✇✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ♣♦s✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❧❡❞ t♦ ❜❛r②♦♥ ❛s②♠♠❡tr②✳ ❆
s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥ ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤✐s ❡ss❛② ❞♦❡s ♥♦t ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦r❡ ❞❡t❛✐❧s
r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✳

✺✳✸✳✾✳ ❋✐❧❛♠❡♥ts ❛♥❞ ❜❛r②♦♥ ❛❝♦✉st✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❜❛r②♦♥
❛❝♦✉st✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❧❛♠❡♥ts✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ιI ✭❛s ✐♥ P❘ιI■❙P✮ ❡①❝❡❡❞s ♦♥❡✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs
❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❜❛r②♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ✐ts ♦✇♥ ✷✭✶✮● ♣❤②s✐❝s✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts✱ ❢♦r ♠♦❞❡❧s ❢♦r
✇❤✐❝❤ ιI ❡①❝❡❡❞s ♦♥❡✱ t❤❛t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❜❛r②♦♥✲❧✐❦❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✉♥✐✈❡rs❡✳
Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❜❛r②♦♥✲❧✐❦❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ✭❛❧♦♥❣ ✇✐t❤
♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❜❛r②♦♥ ❛❝♦✉st✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✮ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❧❛♠❡♥ts✳

✺✳✸✳✶✵✳ ❆♠♦✉♥ts ♦❢ ❝❧✉♠♣✐♥❣ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❝❧✉♠♣s ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❣❛s ❛♥❞ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r

❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✸✸❪ ❞✐s❝✉ss❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❝❧✉♠♣✐♥❣ ♦❢ ♠❛tt❡r ✲ ♦r❞✐♥❛r②
♠❛tt❡r ❣❛s ❛♥❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✲ ♠✐❣❤t ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s s✉❣❣❡st✳ ❚❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ❛❧❧✉❞❡s t♦
❛ ❞♦③❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ st✉❞✐❡s ❛♥❞ ♣♦✐♥ts t♦ t❤r❡❡ ♣❛♣❡rs ✲ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✸✹❪✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✸✺❪✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
✶✷✹❛✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s st✉❞✐❡s ❞✐st♦rt✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s✳

✽✾
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❚❤❡ ✇♦r❦ st✉❞✐❡s ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❝❧✉♠♣✐♥❣ ♦❢ ✲ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✲ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❧✐❣❤t t♦♦❦✳ ❈❧✉♠♣s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✲ t♦ ✉s❡ ✇♦r❞✐♥❣ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✸✸❪ ✲ t♦♦ t❤✐♥✳ ✭❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✸✸❪ s✉❣❣❡sts
❛ r❡s✉❧t ♦❢ t♦♦ t❤✐♥ ❜② ❛❜♦✉t t❡♥ ♣❡r❝❡♥t✳ ❚❤✐s ❡ss❛② ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ s✉❝❤
t❤✐♥♥❡ss✳✮ ❆ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✲ t♦ ✉s❡ ✇♦r❞✐♥❣ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✸✻❪ ✲ t♦♦ s♠♦♦t❤✳ ❚❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ s✉❣❣❡sts ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❡♥ ♣❡r❝❡♥t ♠♦r❡ ❡✈❡♥❧② s♣r❡❛❞ t❤❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r❡❞✐❝ts✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t s✉❝❤ ❡✛❡❝ts ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ✹✭✷✮●✹✽ r❡♣❡❧s
♠♦r❡ st✉✛ t❤❛♥ ✇♦✉❧❞ ✹✭✶✮●✹✽✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✶✵✷✳✮ ❊❛r❧② ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉♠♣s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✹✭✶✮●✷✹✻
❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ❊❛r❧② ❝❧✉♠♣s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ✐s♦♠❡rs✳ ❊✛❡❝ts ♦❢ ✹✭✷✮●✹✽ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❞✐❧✉t❡ ♠❛tt❡r
❛r♦✉♥❞ ❡❛r❧② ❝❧✉♠♣s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✇♦✉❧❞ ❡✛❡❝ts t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱
✹✭✶✮●✹✽ r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❞✐❧✉t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❝❛rr② ✐♥t♦ t❤❡ t✐♠❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✹✭✻✮●✹ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡s
❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝❧✉♠♣s t♦ ✇❤✐❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❡rt❛✐♥✳

✺✳✸✳✶✶✳ ●❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs ✲ r❛t✐♦s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r

❘❡❣❛r❞✐♥❣ s♦♠❡ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs✱ ♣❡♦♣❧❡ r❡♣♦rt ✐♥❢❡rr❡❞ r❛t✐♦s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♠♦✉♥ts t♦ ♦r❞✐♥❛r②
♠❛tt❡r ❛♠♦✉♥ts✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✸✼❪ ❛♥❞ ❬✸✽❪ r❡♣♦rt r❛t✐♦s ♦❢ ✜✈❡✲♣❧✉s t♦ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❛s❡s ✐♥ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
❧❡♥s✐♥❣✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✸✾❪ r❡♣♦rts✱ ❢♦r s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠❛ss✐✈❡ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs✱ ❛ r❛t✐♦ ♦❢ r♦✉❣❤❧② ✺✳✼ t♦ ♦♥❡✳
✭P❡r❤❛♣s✱ ♥♦t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹✵❪✳✮ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❛s❡s ✐♥ ❳✲r❛② ❡♠✐ss✐♦♥s✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ♥♦t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡r ❝❡♥tr✐❝ r❛t✐♦s✳ ❊✐t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ P❘✻■❙P
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ♣❡rt❛✐♥✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹✶❪ s✉❣❣❡sts ❛ ❢♦r♠✉❧❛ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✲ ❛❝r♦ss ✻✹ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs ✲ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♠❛ss✱ ❤♦t
❣❛s ❜❛r②♦♥✐❝ ♠❛ss ✭♦r✱ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②✱ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ♠❛ss✮✱ ❛♥❞ t✇♦ r❛❞✐✐ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❣❛❧❛①②
❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ s✉♣♣♦rts t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
❛♥❞ ❜❛r②♦♥s✳ ❚❤✐s ❡ss❛② ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤
t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t s✉❣❣❡st ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥
♠♦st ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳

✺✳✸✳✶✷✳ ●❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs ✲ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❇✉❧❧❡t ❈❧✉st❡r

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡✐t❤❡r P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦r P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✜✈❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
✐s♦♠❡rs ❛♥❞ ♦♥❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r✳

P♦ss✐❜❧②✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐① ✐s♦♠❡rs ♣❛r❛❧❧❡❧❡❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✜✈❡
✐s♦♠❡rs✳

❙✉❝❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s♦✲
❝❛❧❧❡❞ ❇✉❧❧❡t ❈❧✉st❡r✳

P❡♦♣❧❡ ✉s❡ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ ❇✉❧❧❡t ❈❧✉st❡r t♦ r❡❢❡r✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs t❤❛t
❝♦❧❧✐❞❡❞ ❛♥❞✱ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t♦ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ♥♦✇ ♠♦✈✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦
❝❧✉st❡rs✱ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ♠♦✈❡ ❛❧♦♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❥✉st ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❧✉st❡rs✱ st❛rs ♠♦✈❡ ❛❧♦♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❥✉st
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❧✉st❡rs✱ ✭♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✮ ❣❛s s♦♠❡✇❤❛t ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠♦✈❡s
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧✉st❡r✱ ❜✉t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧❛❣s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥❞ st❛rs✮✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ s✉❝❤ ❣❛s✱ ♣❡♦♣❧❡ ✉s❡ t❤❡ ❛❝r♦♥②♠ ■●▼ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ ✐♥t❡r❣❛❧❛❝t✐❝ ♠❡❞✐✉♠✳ ❖♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ■●▼ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❧✉st❡r ✐♥t❡r❛❝t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤
t❤❡ ■●▼ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❧✉st❡r✳ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❧❡❞ t♦ s❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣❛s✳

■❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐① ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♦r ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs ❡✈♦❧✈❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ♣r♦❜❧❡♠s
r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❇✉❧❧❡t ❈❧✉st❡r✳ ❖♥❡ ♠✐❣❤t ❡①♣❡❝t t❤❛t✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡r✱ ♠♦r❡
✭t❤❛♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢✮ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✇♦✉❧❞ ❧❛❣✳ ❚❤❡ ❧❛❣ ✇♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♦♥❡✲✐s♦♠❡r ✷●✲
♠❡❞✐❛t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs✳ P♦ss✐❜❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r✱
t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ st❛r✲r❡❧❛t❡❞ st✉✛ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r t❤❛t ✐s ♥♦t ❧❛❣❣✐♥❣✳
P♦ss✐❜❧②✱ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ ✶❘⊗✷❯ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤❡❧♣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r t❤❛t ✐s ♥♦t ❧❛❣❣✐♥❣✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦✉r ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♦❧ ❞❛r❦
♠❛tt❡r ❛♥❞ t❤❛t ♦♥❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r ❡①❤✐❜✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r s✐♠✐❧❛r t♦ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r
❡①❤✐❜✐ts✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✾✽ ❛♥❞ s❡❡ t❛❜❧❡ ✶✵✵✳✮

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs✱ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛❧❧ t❤❡ st✉✛ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣
✇✐t❤ ✐s♦♠❡rs ♦♥❡✱ t✇♦✱ ❢♦✉r✱ ❛♥❞ ✜✈❡ ✇♦✉❧❞ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ❥✉st ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❤❛✈✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳ ❋♦r ✐s♦♠❡r t❤r❡❡✱ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✶❘⊗✷❯ ✇♦✉❧❞ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤✳ ❋♦r ✐s♦♠❡r ③❡r♦✱ ✐♥❝♦♠✐♥❣

✾✵
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❚❛❜❧❡ ✶✵✹✿ ❆s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs ✭✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❣❛❧❛①②
❝❧✉st❡rs ❤❛s ♥♦t ✉♥❞❡r❣♦♥❡ ❡❛r❧✐❡r ❝♦❧❧✐s✐♦♥s❀ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❝❛s❡ ❙ ♣❡rt❛✐♥s✱ ❛s ♣❡r t❛❜❧❡ ✶✵✵✮

❆s♣❡❝t
• ❯♣ t♦ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♥❡❛r❧② ❛❧❧ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ■●▼ ✭✐♥ ❡❛❝❤ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡r✮ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ♦r❞✐♥❛r②
♠❛tt❡r ■●▼ ✭✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡r✮ ❛♥❞ s❧♦✇s ❞♦✇♥✳ ✭❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✉♣ t♦ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛❧❧
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡q✉❛❧❧② s✐③❡❞ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❤❡❛❞✲♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳✮
• ▼✉❝❤ ♦❢ t❤❡ st✉✛ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r st❛rs ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ✇✐t❤ ❥✉st ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳
• ◆♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ s♦♠❡✇❤❛t ❧❡ss t❤❛♥ ✷✵ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥❞
s❧♦✇s ❞♦✇♥✳ ✭❋♦r ❡❛❝❤ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡r✱ t❤✐s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ■●▼ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤
✐s♦♠❡r t❤r❡❡✳✮
• ❆t ❧❡❛st ✽✵ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ✇✐t❤ ❥✉st ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣
s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳
• ❊ss❡♥t✐❛❧❧② ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✶❘⊗✷❯ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ❥✉st ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳

✶❘⊗✷❯ ✭✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s ❛s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✮ ✇♦✉❧❞ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤✳ ❚❤✉s✱ ❛t ❧❡❛st ✽✵ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣
❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✇♦✉❧❞ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ❥✉st ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳

❚❛❜❧❡ ✶✵✹ ❧✐sts ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡ t✇♦ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs ❤❛s ♥♦t ✉♥❞❡r❣♦♥❡ ❡❛r❧✐❡r ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❝❛s❡ ❙ ♣❡rt❛✐♥s✳
✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✶✵✵✳✮

❲❡ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡s❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♠✐❣❤t ❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ✜♥❞✐♥❣s ❛❜♦✉t
■●▼ ❛❢t❡r ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❇✉❧❧❡t ❈❧✉st❡r ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♠✐❣❤t ♣♦✐♥t t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ■●▼ t❤❛t✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ st❛② ✇✐t❤ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ■●▼ t❤❛t✱ ✐♥
❡✛❡❝t✱ ❞❡t❛❝❤ ❢r♦♠ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛♥ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡r✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t✱ ❜❡❢♦r❡ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ■●▼ ❝♦♠♣r✐s❡❞ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✐♥ t❤❡

❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡r✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡r ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥❡t ❧♦ss ♦❢
♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ■●▼✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡r ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ✭♣❡r❤❛♣s s♦♠❡✇❤❛t ❛r❜✐tr❛r✐❧②✮
❧❛r❣❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r t♦ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳

❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ■●▼ ❞❡t❛❝❤❡s ❢r♦♠ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs ❛❢t❡r t❤❡ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs ❝♦❧❧✐❞❡✱ t❤❡ ❞❡t❛❝❤❡❞
■●▼ ♠✐❣❤t ❢♦r♠ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❙♦♠❡ s✉❝❤ ♦❜❥❡❝ts ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ r♦✉❣❤❧② ❡q✉❛❧ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛r❦
♠❛tt❡r ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✐s♦♠❡r t❤r❡❡✳

✺✳✸✳✶✸✳ ●❛❧❛①✐❡s ✲ ❢♦r♠❛t✐♦♥

❲❡ ❞✐s❝✉ss ❣❛❧❛①② ❢♦r♠❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♥❛t✉r❡ ❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

✭◆❡✐t❤❡r ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦r P❘✶■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
✐s♦♠❡r✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ P❘✶■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡✱ ❛t ❜❡st✱
❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✲ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✶❘⊗✷❯ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✲ r❛t✐♦s✱ t❤❛t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉❣❣❡st✱ ♦❢
❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♠♦✉♥ts t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❛♠♦✉♥ts✳✮ ❋♦r ♥♦✇✱ ✇❡ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡ s♦♠❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛❧❛①✐❡s✳

❲❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❛t s✉❝❤ ❣❛❧❛①② ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❣❛❧❛①② ❝❡♥tr✐❝ ❞❛t❛
t❤❛t t❛❜❧❡ ✾✺ s❤♦✇s✳

▼♦❞❡❧s ❢♦r ❣❛❧❛①② ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠✐❣❤t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ✲ ♦♥❡✲✐s♦♠❡r
r❡♣✉❧s✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✹●✷✹✻✽❛ ❛♥❞ ✹●✷✹✻✽❜ s♦❧✉t✐♦♥s✮✱ ♦♥❡✲✐s♦♠❡r ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✹●✷✹✻✮✱ t✇♦✲✐s♦♠❡r r❡♣✉❧s✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✹●✹✽✮✱ s✐①✲✐s♦♠❡r ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✹●✹✮✱ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✐s♦♠❡rs✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ✜❧❛♠❡♥ts ❛♥❞ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs✱
st❛t✐st✐❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ st✉✛✱ ❛♥❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ❢❡❛t✉r❡ ❛ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ✢✉✐❞ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ❣❛s✲❧✐❦❡ ♦r ❞✉st✲❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts
✭s✉❝❤ ❛s st❛rs✱ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s✱ ❣❛❧❛①✐❡s✱ ❛♥❞ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇✐t❤
s✐①✲✐s♦♠❡r ✭♦r ✹●✹✮ ❛ttr❛❝t✐♦♥✳

❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❡❛r❧②✲st❛❣❡ ❣❛❧❛①② ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡
t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❲❡ s✉❣❣❡st t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠ ✉♥t♦✉❝❤❡❞ ❣❛❧❛①②
❢♦r ❛ ❣❛❧❛①② t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦❧❧✐❞❡✱ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❣❛❧❛①✐❡s✳
❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r ✉♥t♦✉❝❤❡❞ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ✭❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✶✷✹❜
❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✶✷✹❝ ❞✐s❝✉ss ❞❛t❛ t❤❛t ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ t✐♠❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ❛❜♦✉t ♦♥❡ ❜✐❧❧✐♦♥ ②❡❛rs

✾✶
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❚❛❜❧❡ ✶✵✺✿ ❆ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❛❧❛①② ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❧✉♠♣ ❝♦♥t❛✐♥s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❥✉st ♦♥❡
✐s♦♠❡r

❙t❡♣s
• ❊❛r❧② ♦♥✱ st✉✛ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐① ✐s♦♠❡rs ❡①♣❛♥❞s✱ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
❢r♦♠ t❤❡ st✉✛ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✐s♦♠❡rs✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ✹✭✶✮●✷✹✻✽❛ ❛♥❞
✹✭✶✮●✷✹✻✽❜✳
• ❚❤❡♥✱ ❡❛❝❤ ✐s♦♠❡r st❛rts t♦ ❝❧✉♠♣✱ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s♦♠❡rs✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
❛ttr❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ✹✭✶✮●✷✹✻✳
• ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❧✉♠♣s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥② ♦♥❡ ✐s♦♠❡r✱ ✹✭✷✮●✹✽ r❡♣❡❧s ♦♥❡ ♦t❤❡r ✐s♦♠❡r ❛♥❞
r❡♣❡❧s s♦♠❡ st✉✛ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐s♦♠❡r✳
• ❆ ❣❛❧❛①② ❢♦r♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝❧✉♠♣ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦st❧② t❤❡ ❢❡❛t✉r❡❞ ✐s♦♠❡r✳
• ❚❤❡ ❣❛❧❛①② ❛ttr❛❝ts ❛♥❞ ❛❝❝r✉❡s✱ ✈✐❛ ✹✭✻✮●✹ ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ st✉✛ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦✉r ✐s♦♠❡rs
t❤❛t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡❞ ✐s♦♠❡r ❞♦❡s ♥♦t r❡♣❡❧✳ ❚❤❡ ❣❛❧❛①② ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ st✉✛ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ✐s♦♠❡r t❤❛t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡❞ ✐s♦♠❡r r❡♣❡❧s✳

❛❢t❡r t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣ t♦ ❛❜♦✉t ✶✳✺ ❜✐❧❧✐♦♥ ②❡❛rs ❛❢t❡r t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉❣❣❡st t❤❛t✱ ♦✉t ♦❢ ❛
s❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵ ❣❛❧❛①✐❡s ♦r ❣❛❧❛①②✲❧✐❦❡ r♦t❛t✐♥❣ ❞✐s❦s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛❜♦✉t ✶✺ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts
♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉♥t♦✉❝❤❡❞✳✮

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✲ ✐♥ ❡❛r❧② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✐s♦♠❡rs ❞♦ ♥♦t ❧❡❛❞✱ ❢♦r t❤❡
♣r❡s❡♥t ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ t♦ ❛❞❡q✉❛t❡❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✹● ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❣❛❧❛①② ❢♦r♠❛t✐♦♥
✲ ❜❡t✇❡❡♥ ✐s♦♠❡rs✳ ✭❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ✉s❡❢✉❧✱ ❡✈❡♥ ❣✐✈❡♥ r❡s✉❧ts t❤❛t t❛❜❧❡
✶✵✵ s❤♦✇s ❛♥❞ ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❇✉❧❧❡t ❈❧✉st❡r✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❇✉❧❧❡t ❈❧✉st❡r✱ s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✶✵✹✳✮

❲❡ ♦r❣❛♥✐③❡ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐s♦♠❡r ♦r ✐s♦♠❡rs t❤❛t ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❝❧✉♠♣ ❜❛s❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
♦♥ ✹●✷✹✻ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦r ♦♥ ✹●✷✹✻ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✹●✹ ❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ s♦♠❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❧✉♠♣ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❥✉st ♦♥❡ ✐s♦♠❡r✳ ▼✉❧t✐✲✐s♦♠❡r ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❧✉♠♣s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✹●✹✽ r❡♣✉❧s✐♦♥✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐s♦♠❡rs t❤❛t ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❧✉♠♣ ❢❡❛t✉r❡s ♠✐❣❤t
❜❡ t❤r❡❡✳

❚❛❜❧❡ ✶✵✺ ❞✐s❝✉ss❡s ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❛❧❛①② ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❧✉♠♣
❝♦♥t❛✐♥s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❥✉st ♦♥❡ ✐s♦♠❡r✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤✐s ✐s♦♠❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✇♦r❞ ❢❡❛t✉r❡❞✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t st✉✛ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ❣❛❧❛①② ✐s ❛❧✇❛②s ✐♥ s♦♠❡✇❤❛t
♣r♦①✐♠✐t② ✇✐t❤ ✐ts❡❧❢✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♥♦ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✇♦✉❧❞✲❜❡ ❣❛❧❛①✐❡s ♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛❧❛①✐❡s ♦❝❝✉r✳

✺✳✸✳✶✹✳ ●❛❧❛①✐❡s ✲ r❛t✐♦s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r st✉✛ t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r st✉✛

❲❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ r❡❛❧♠ ♦❢ ♦♥❡✲✐s♦♠❡r ❝❧✉♠♣s✳
❖♥❡ ♦❢ t✇♦ ❝❛s❡s ♣❡rt❛✐♥s✳ ❋♦r s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝❛s❡ ❆✱ ♦♥❡ ✐s♦♠❡r ♦❢ ✹●✹✽ s♣❛♥s ✭♦r ❝♦♥♥❡❝ts✮ ✐s♦♠❡rs ③❡r♦

❛♥❞ t❤r❡❡✳ ✭❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ ❢♦r ✐s♦♠❡rs✱ s❡❡ n ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✵✵✳✮ ❋♦r s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝❛s❡ ❇✱ ♦♥❡ ✐s♦♠❡r ♦❢
✹●✹✽ s♣❛♥s ✐s♦♠❡r ③❡r♦ ❛♥❞ ♦♥❡ ✐s♦♠❡r ♦✉t ♦❢ ✐s♦♠❡rs ♦♥❡✱ t✇♦✱ ❢♦✉r✱ ❛♥❞ ✜✈❡✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛♥②
s♣✐r❛❧ ❣❛❧❛①✐❡s ♠✐❣❤t ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❝❛s❡ ❆ ♣❡rt❛✐♥s✳ ✭❈♦♠♣❛r❡ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ t❛❜❧❡
✶✵✻❛ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✵✻❜✳✮ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t
♥♦t ❦♥♦✇ ♦❢ ❞❛t❛ ♦r ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❝❛s❡ ❆ ❛♥❞ ❝❛s❡ ❇ t❤❛t
♣❡rt❛✐♥s✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳

❚❛❜❧❡ ✶✵✻ ♣❡rt❛✐♥s✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✾✺✳✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥t❡♥❝❡s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t s♦♠❡ st❛t❡♠❡♥ts
✐♥ t❛❜❧❡ ✶✵✻ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ✐s♦♠❡rs ❛r❡
s♦♠❡✇❤❛t t❤❡ s❛♠❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❣❛❧❛①② r❡♠❛✐♥s ❛❞❡q✉❛t❡❧② ✉♥t♦✉❝❤❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r♦✇ ✐♥ t❤❡
t❛❜❧❡✱ ❖▼ st❛rs ❝❛♥ ❢♦r♠ ✭❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ ✈✐s✐❜❧❡✮ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❖▼ st❛r ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❝❝✉rs ❡❛r❧② ♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❉▼❆✿❖▼❆❂✶✿✵+ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❖▼❆ t♦ ❉▼❆
♠✐❣❤t ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ♦r ❢♦✉r ❉▼ ✐s♦♠❡rs ✐♥ ❛ ❤❛❧♦ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t
♦♥❡ ♦r ③❡r♦ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ♦❢ t❤❡ ❉▼ ✐s♦♠❡rs ✐♥ t❤❡ ❤❛❧♦ ✐s t❤❡ ❢❡❛t✉r❡❞ ✐s♦♠❡r✳ ❲❡ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡ s♦♠❡
❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❚❛❜❧❡ ✶✵✻ r❡✢❡❝ts ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ❝♦r❡ ❝❧✉♠♣ ❢❡❛t✉r❡s ♦♥❡ ✐s♦♠❡r✳ ❊❛❝❤ ❣❛❧❛①②
❞♦❡s ♥♦t ❝♦❧❧✐❞❡ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❨❡t✱ ❞❛t❛ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❦♥♦✇ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❜❡❧♦✇ s❡❡♠ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡
t❤❛t r❛t✐♦s t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✵✻ ❢❡❛t✉r❡s ♣❡rt❛✐♥ s♦♠❡✇❤❛t ❜r♦❛❞❧②✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ❣❛❧❛①✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❝♦r❡
❝❧✉♠♣s t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✐s♦♠❡r ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❛♣♣❡❛r ❛s ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❣❛❧❛①✐❡s ✭❛♥❞ ♥♦t ❛s
s♣✐r❛❧ ❣❛❧❛①✐❡s✮ t❤❛♥ ❛r❡ ❣❛❧❛①✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❝♦r❡ ❝❧✉♠♣s t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✐s♦♠❡r✳ ❙✉❝❤ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ st❛rt✐♥❣ ❛s ❜❡✐♥❣ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧✳ ❙✉❝❤ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡❛r❧✐❡r tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠
s♣✐r❛❧ t♦ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧✳

✾✷
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❚❛❜❧❡ ✶✵✻✿ ❆s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ✉♥t♦✉❝❤❡❞ ❣❛❧❛①✐❡s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✲✐s♦♠❡r ❝❧✉♠♣s ✭✇✐t❤ ❥✉st ♦♥❡ ♦❢ ❝❛s❡s ❆
❛♥❞ ❇ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❛❧❧ ❣❛❧❛①✐❡s✮

✭❛✮ ❈❛s❡ ❆

▲❛❜❡❧ ❋❡❛t✉r❡❞
✐s♦♠❡r ✭n✮

❊❛r❧② ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❣❛❧❛①② P♦ss✐❜❧❡ ❧❛t❡r ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ❣❛❧❛①②

❆✵ ✵ ❋♦r♠s s♦♠❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r st❛rs
❡❛r❧② ♦♥✳ ❙t❛rts ❛t
❉▼❆✿❖▼❆❂✵+✿✶✳

❆ttr❛❝ts ❝♦♦❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♦✈❡r
t✐♠❡✳ ❈❛♥ ❣❡t t♦ ❉▼❆✿❖▼❆≈✹✿✶✱
✇✐t❤ ♠♦st ❉▼ ✐♥ ❛ ❤❛❧♦✳ ▼✐❣❤t ❜❡
❛ s♣✐r❛❧ ❣❛❧❛①②✳

❆✸ ✸ ❋♦r♠s s♦♠❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r st❛rs
❡❛r❧② ♦♥✳ ❙t❛rts ❛t
❉▼❆✿❖▼❆❂✶✿✵+✳

❆ttr❛❝ts t❤❡ ❢♦✉r ♦t❤❡r ❉▼
✐s♦♠❡rs ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❙♦♠❡ ❖▼ st❛rs
❝❛♥ ❢♦r♠ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❈❛♥ s❡tt❧❡ ❛t
❉▼❆✿❖▼❆❂✶✿✵+✳ ❚❤❡
t❤r❡❡✲✇♦r❞ t❡r♠ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
❣❛❧❛①② ♣❡rt❛✐♥s✳

❆❳ ✶✱ ✷✱ ✹✱ ♦r ✺ ▼✐❣❤t ❢♦r♠ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r st❛rs
❡❛r❧② ♦♥✳ ❙t❛rts ❛t
❉▼❆✿❖▼❆❂✶✿✵+✳

❆ttr❛❝ts t❤❡ ❖▼ ✐s♦♠❡r ❛♥❞ t❤r❡❡
♦t❤❡r ✐s♦♠❡rs ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❖▼ st❛rs
❝❛♥ ❢♦r♠ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❈❛♥ ❣❡t t♦
❉▼❆✿❖▼❆≈✹✿✶✱ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♦r
❢♦✉r ❉▼ ✐s♦♠❡rs ✐♥ ❛ ❤❛❧♦✳ ▼✐❣❤t
❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❣❛❧❛①②✳

✭❜✮ ❈❛s❡ ❇

▲❛❜❡❧ ❋❡❛t✉r❡❞
✐s♦♠❡r ✭n✮

❊❛r❧② ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❣❛❧❛①② P♦ss✐❜❧❡ ❧❛t❡r ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ❣❛❧❛①②

❇✵ ✵ ❋♦r♠s s♦♠❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r st❛rs
❡❛r❧② ♦♥✳ ❙t❛rts ❛t
❉▼❆✿❖▼❆❂✵+✿✶✳

❆ttr❛❝ts ✐s♦♠❡r t❤r❡❡ ❛♥❞ t❤r❡❡
❝♦♦❧ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs ♦✈❡r
t✐♠❡✳ ❈❛♥ ❣❡t t♦ ❉▼❆✿❖▼❆≈✹✿✶✱
✇✐t❤ t❤r❡❡ ❉▼ ✐s♦♠❡rs ✐♥ ❛ ❤❛❧♦✳
▼✐❣❤t ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧
❣❛❧❛①②✳

❇P ❚❤❡ ❉▼
✐s♦♠❡r t❤❛t
✹●✹✽ ❝♦♥♥❡❝ts
t♦ t❤❡ ❖▼
✐s♦♠❡r

▼✐❣❤t ❢♦r♠ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r st❛rs
❡❛r❧② ♦♥✳ ❙t❛rts ❛t
❉▼❆✿❖▼❆❂✶✿✵+✳

❆ttr❛❝ts t❤❡ ♦t❤❡r ❉▼ ✐s♦♠❡rs
♦✈❡r t✐♠❡✳ ❖▼ st❛rs ❝❛♥ ❢♦r♠ ♦✈❡r
t✐♠❡✳ ❈❛♥ s❡tt❧❡ ❛t
❉▼❆✿❖▼❆❂✶✿✵+✳ ❚❤❡
t❤r❡❡✲✇♦r❞ t❡r♠ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
❣❛❧❛①② ♣❡rt❛✐♥s✳

❇✸ ✸ ❋♦r♠s s♦♠❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r st❛rs
❡❛r❧② ♦♥✳ ❙t❛rts ❛t
❉▼❆✿❖▼❆❂✶✿✵+✳

❆ttr❛❝ts t❤❡ ❖▼ ✐s♦♠❡r ❛♥❞ t❤r❡❡
♦t❤❡r ❉▼ ✐s♦♠❡rs ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❖▼
st❛rs ❝❛♥ ❢♦r♠ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❈❛♥ ❣❡t
t♦ ❉▼❆✿❖▼❆≈✹✿✶✱ ✇✐t❤ t❤r❡❡
❉▼ ✐s♦♠❡rs ✐♥ ❛ ❤❛❧♦✳ ▼✐❣❤t
❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❣❛❧❛①②✳

❇❨ ❆♥② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
♦t❤❡r t❤r❡❡
❉▼ ✐s♦♠❡rs

▼✐❣❤t ❢♦r♠ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r st❛rs
❡❛r❧② ♦♥✳ ❙t❛rts ❛t
❉▼❆✿❖▼❆❂✶✿✵+✳

❆ttr❛❝ts t❤❡ ❖▼ ✐s♦♠❡r ❛♥❞ t❤r❡❡
♦t❤❡r ❉▼ ✐s♦♠❡rs ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❖▼
st❛rs ❝❛♥ ❢♦r♠ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❈❛♥ ❣❡t
t♦ ❉▼❆✿❖▼❆≈✹✿✶✱ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♦r
❢♦✉r ❉▼ ✐s♦♠❡rs ✐♥ ❛ ❤❛❧♦✳ ▼✐❣❤t
❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❣❛❧❛①②✳

✾✸
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❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❢♦r♠❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ st❛rs ❛♥❞ ❣❛❧❛①✐❡s t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❜❛s❡s ✐♥ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r ✷● ♣❤❡♥♦♠❡♥❛

✭♦r✱ r❡❛❞✐❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✮✳ ✭❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡♥t❡♥❝❡ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✲
r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ♦r ♥❡✉tr♦♥ st❛rs ✲ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❛s❡s ✐♥ ✹● ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳✮ P❡♦♣❧❡
r❡♣♦rt r❛t✐♦s ♦❢ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r t♦ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❡r❛ ♦❢ ❣❛❧❛①② ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ✾✺ ❝♦♠♣♦rts
✇✐t❤ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ s✉❣❣❡st t❤❛t ✈✐s✐❜❧❡ ❡❛r❧② ❣❛❧❛①✐❡s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜❡❧✲❆✵ ♦r
✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜❡❧✲❇✵✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✶✵✻✳✮ ▲❛❜❡❧✲❆✸ ♦r ❧❛❜❡❧✲❇✸ ❡✈♦❧✈❡s s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❧❛❜❡❧✲❆✵ ♦r
❧❛❜❡❧✲❇✵✱ ❜✉t ✐s ♥♦t ❛❞❡q✉❛t❡❧② ✈✐s✐❜❧❡ ❡❛r❧② ♦♥✳

❼ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹✷❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❞❛t❛ ❛❜♦✉t ❡❛r❧② st❛❣❡ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✜❣✉r❡ ✼ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹✷❪✳
❚❤❡ ✜❣✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡s t✇♦ ❣r❛♣❤s✳ ❑❡② ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥❝❧✉❞❡ r❡❞s❤✐❢t✱ st❡❧❧❛r ♠❛ss✱ ♣❡❛❦ ❤❛❧♦ ♠❛ss✱ ❛♥❞ ❛
st❡❧❧❛r ✲ ♣❡❛❦ ❤❛❧♦ ♠❛ss r❛t✐♦✳✮ ❉❛t❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❞s❤✐❢ts ♦❢ ❛t ❧❡❛st s❡✈❡♥ s✉❣❣❡sts t❤❛t s♦♠❡
❣❛❧❛①✐❡s ❛❝❝r✉❡✱ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❜❡✐♥❣ s♠❛❧❧✳ ❯s❡
♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹✸❪ s✉❣❣❡sts t❤❛t r❡❞s❤✐❢ts ♦❢ ❛t ❧❡❛st s❡✈❡♥ ♣❡rt❛✐♥ t♦ t✐♠❡s ❡♥❞✐♥❣ ❛❜♦✉t ✼✼✵ ♠✐❧❧✐♦♥
②❡❛rs ❛❢t❡r t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣✳

❼ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹✹❪ r❡♣♦rts ③❡r♦✲♣❧✉s t♦ ♦♥❡ r❛t✐♦s✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❛s❡s ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ st❛rs
✇✐t❤✐♥ ❣❛❧❛①✐❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡✲✇♦r❞ t❡r♠ ❣❛❧❛①② r♦t❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣
s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❣❛❧❛①② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤ t❤✐s ❞❛t❛✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❛t❡r t✐♠❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✾✺ ❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳

❼ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹✺❪ ❞✐s❝✉ss❡s s♦♠❡ ▼❊❉✵✾ s♣✐r❛❧ ✲ ♦r✱ ❞✐s❦ ✲ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❆ r❡❞s❤✐❢t ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
z = 1.57 ♣❡rt❛✐♥s✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹✻❪✳✮ ❚❤❡ r❡❞s❤✐❢t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ ♦❢ ✹✳✶✷ ❜✐❧❧✐♦♥ ②❡❛rs
❛❢t❡r t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣✳ ✭❲❡ ✉s❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹✸❪ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t✐♠❡✳✮ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹✺❪ r❡♣♦rts r❛t✐♦s ♦❢
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r t♦ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❢♦✉r t♦ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❤❛✈❡ ❜❛s❡s ✐♥ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❧❡♥s✐♥❣✳ ❲❡ s✉❣❣❡st t❤❛t ❡❛❝❤ ❧❛❜❡❧ ✲ ♦t❤❡r t❤❛♥ ❧❛❜❡❧✲❆✸ ♦r ❧❛❜❡❧✲❇P ✲
t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✵✻ s❤♦✇s ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥✳ ✭❲❡ ♥♦t❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♠❡♥t✱ t❤❛t t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ♠✐❣❤t
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❝❛s❡ ❆ ♣❡rt❛✐♥s t♦ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❛t ❝❛s❡ ❇ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡rt❛✐♥ t♦ ♥❛t✉r❡✳
❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❢❡❛t✉r❡s s♣✐r❛❧ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ▲❛❜❡❧✲❆✵ s✉❣❣❡sts ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s♣✐r❛❧ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❊❛❝❤
♦t❤❡r ❧❛❜❡❧ ✲ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❝❛s❡ ❆ ♦r t♦ ❝❛s❡ ❇ ✲ ❡✐t❤❡r ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❣❛❧❛①✐❡s ♦r ♠✐❣❤t
s✉❣❣❡st ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✲ ❛t ❧❡❛st st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✲ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t♦ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❙❡❡ t❛❜❧❡ ✶✵✻✳✮

✕ ❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t s✉❝❤ ❛♥ ▼❊❉✵✾ ❣❛❧❛①② ♠♦❞❡❧s ❛s ❜❡✐♥❣ ♥❡❛r❧② ✉♥t♦✉❝❤❡❞✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞✲
❡❧✐♥❣ ♦✛❡rs t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❣❛❧❛①② ❜❡❣❛♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♦♥❡ ✐s♦♠❡r ❝❧✉♠♣✳ ❚❤❡
❝❧✉♠♣ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❢❡❛t✉r❡❞ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r✳ ❚❤❡ ❝❧✉♠♣ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❢❡❛t✉r❡❞ ❛
❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡♣❡❧ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳ ❖✈❡r t✐♠❡✱ t❤❡ ❣❛❧❛①② ❛❝❝r✉❡❞ st✉✛
❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐s♦♠❡rs t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❧✉♠♣ ❞✐❞ ♥♦t r❡♣❡❧✳ ❆❝❝r✉❛❧ ❧❡❞ t♦ ❛ r❛t✐♦ ♦❢
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❢♦✉r t♦ ♦♥❡✳

✕ ❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t s✉❝❤ ❛♥ ▼❊❉✵✾ ❣❛❧❛①② ♠♦❞❡❧s ❛s ♥♦t ❜❡✐♥❣ ✉♥t♦✉❝❤❡❞✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣
♦✛❡rs t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✳ ❖♥❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♠❡r❣❡s ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❖♥❡ t②♣❡ ♦❢
❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ❣❛❧❛①✐❡s t❤❛t s❡♣❛r❛t❡ ❛❢t❡r ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❋♦r ❡✐t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱
✐♥❝♦♠✐♥❣ ❣❛❧❛①✐❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❢♦✉r t✐♠❡s ❛s ♠✉❝❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛s ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r
♠✐❣❤t ♣r♦❞✉❝❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❣❛❧❛①✐❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❢♦✉r t✐♠❡s ❛s ♠✉❝❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛s
♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳

❼ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹✼❪ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❉r❛❣♦♥✢② ✹✹ ❣❛❧❛①②✳ ❆ r❡❞s❤✐❢t ♦❢ z = 0.023 ♣❡rt❛✐♥s✳ ❚❤❡ r❡❞s❤✐❢t
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ ♦❢ ✶✸✳✹✺ ❜✐❧❧✐♦♥ ②❡❛rs ❛❢t❡r t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣✳ ✭❲❡ ✉s❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹✸❪ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ t✐♠❡✳✮ P❡♦♣❧❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♣❡r❤❛♣s ❛s ❧✐tt❧❡ ❛s ♦♥❡ ♣❛rt
✐♥ ✶✵ t❤♦✉s❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛tt❡r ✐♥ t❤❡ ❣❛❧❛①②✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹✽❪✳✮ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❛s❡s ✐♥
❧✐❣❤t ❡♠✐tt❡❞ ❜② ✈✐s✐❜❧❡ st❛rs✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡✲✇♦r❞ t❡r♠ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❣❛❧❛①②✳
❲❡ s✉❣❣❡st t❤❛t ❧❛❜❡❧✲❆✸ ♦r ❧❛❜❡❧✲❇P ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✶✵✻✳✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦t❤❡r ❞❛t❛ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❦♥♦✇✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ r❛t✐♦s ❛r❡ r❛t✐♦s ♦❢ ❞❛r❦
♠❛tt❡r ❛♠♦✉♥ts t♦ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❛♠♦✉♥ts✳ ❚❛❜❧❡ ✾✺ s❡❡♠s t♦ ❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡
✶✵✻✳✮

❼ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹✾❪ ❞✐s❝✉ss❡s s✐① ❜❛r②♦♥✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ✉❧tr❛✲❞✐✛✉s❡ ❣❛❧❛①✐❡s t❤❛t s❡❡♠ t♦ ❧❛❝❦ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✱
❛t ❧❡❛st t♦ t❤❡ r❛❞✐✉s st✉❞✐❡❞ ❜② ❣❛s ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ✈✐❛ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❧✐❣❤t ✇✐t❤ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✷✶
❝❡♥t✐♠❡t❡rs✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❡❡♠ ♥♦t t♦ ❜❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢ ❧❛❜❡❧✲❆✵ ♦r
❧❛❜❡❧✲❇✵✳

✾✹
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❼ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✺✵❪ ❞✐s❝✉ss❡s ✶✾ ❞✇❛r❢ ❣❛❧❛①✐❡s t❤❛t ❧❛❝❦ ❤❛✈✐♥❣ ♠✉❝❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡✐r ❝❡♥t❡rs
t♦ ❜❡②♦♥❞ r❛❞✐✐ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r s❤♦✉❧❞ ❞♦♠✐♥❛t❡✳ ❚❤❡s❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❡❛s✉r❡ r✲❜❛♥❞ ❧✐❣❤t t❤❛t t❤❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❡♠✐tt❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❡❡♠ ♥♦t t♦ ❜❡
✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢ ❧❛❜❡❧✲❆✵ ♦r ❧❛❜❡❧✲❇✵✳

❼ P❡♦♣❧❡ r❡♣♦rt t✇♦ ❞✐s♣❛r❛t❡ r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❣❛❧❛①② ◆●❈✶✵✺✷✲❉❋✷✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❡♠s
t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❡✐t❤❡r r❛t✐♦✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡①♣❧❛✐♥ r❛t✐♦s t❤❛t
✇♦✉❧❞ ❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ r❡♣♦rt❡❞ r❛t✐♦s✳

✕ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✺✶❪ s✉❣❣❡sts ❛ r❛t✐♦ ♦❢ ♠✉❝❤ ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡ t♦ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❛s❡s ✐♥ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ st❛rs ✲ ♦r✱ ❣❛❧❛①② r♦t❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❡❡♠s ♥♦t t♦ ❜❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
✇✐t❤ t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢ ❧❛❜❡❧✲❆✵ ♦r ❧❛❜❡❧✲❇✵✳

✕ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✺✷❪ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛t ❧❡❛st ✼✺ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ st✉✛ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤❛❧❢ ♠❛ss r❛❞✐✉s ✐s ❞❛r❦
♠❛tt❡r✳ ❚❤✐s r❛t✐♦ s❡❡♠s s✐♠✐❧❛r t♦ r❛t✐♦s t❤❛t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✹✺❪ ❞✐s❝✉ss❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ s♦♠❡ ▼❊❉✵✾
❣❛❧❛①✐❡s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ▼❊❉✵✾ ❣❛❧❛①✐❡s✳✮ ❲❡ s✉❣❣❡st t❤❛t ❡❛❝❤ ❧❛❜❡❧ ✲ ♦t❤❡r
t❤❛♥ ❧❛❜❡❧✲❆✸ ♦r ❧❛❜❡❧✲❇P ✲ t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✵✻ s❤♦✇s ❝❛♥ ♣❡rt❛✐♥✳

❼ ❚❤❡ ❣❛❧❛①② ◆●❈✶✵✺✷✲❉❋✹ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ r❛t✐♦ ♦❢ ♠✉❝❤ ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡ t♦ ♦♥❡✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r✲
❡♥❝❡ ❬✺✸❪✳✮ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❛s❡s ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ st❛rs ✲ ♦r✱ ❣❛❧❛①② r♦t❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤✐s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❡❡♠s ♥♦t t♦ ❜❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢ ❧❛❜❡❧✲❆✵ ♦r ❧❛❜❡❧✲❇✵✳

❼ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ❣❛❧❛①② ▼❛r❦❛r✐❛♥ ✶✷✶✻ ❤❛s ❛♥ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞❧② ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐♥
✐ts ❝♦r❡ ❛♥❞ ♠❛② ❤❛✈❡ st♦♣♣❡❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
✹ ❜✐❧❧✐♦♥ ②❡❛rs ❛❢t❡r t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✺✹❪✳✮ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢❡❛t✉r❡ t❤❡ ❳✲r❛② ❜r✐❣❤t♥❡ss
❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❤♦t ❣❛s✳ ❚❤✐s ❣❛❧❛①② ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❧✉♠♣ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s
t❤r❡❡ ✐s♦♠❡rs✳ ❖♥❡ ✐s♦♠❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡r✳ ❆r♦✉♥❞ t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t t❤❡ ❣❛❧❛①②
st♦♣♣❡❞ ❛❝❝r✉✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡r❡ ✇❛s ✲ ♥❡❛r t❤❡ ❣❛❧❛①② ✲ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♥♦t❤✐♥❣ ❧❡❢t ❢♦r t❤❡ ❣❛❧❛①② t♦
❛ttr❛❝t ✈✐❛ ✹✭✻✮●✹✳

❼ ❚❤❡ ❣❛❧❛①② ❳▼▼✲✷✺✾✾ st♦♣♣❡❞ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✈✐s✐❜❧❡ st❛rs ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✳✽ ❜✐❧❧✐♦♥ ②❡❛rs ❛❢t❡r
t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✺✺❪✳✮ P❡♦♣❧❡ s♣❡❝✉❧❛t❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳
Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✐♠✐❧❛r t♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣
▼❛r❦❛r✐❛♥ ✶✷✶✻ ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❳▼▼✲✷✺✾✾✳

P❡♦♣❧❡ r❡♣♦rt ♦t❤❡r ❞❛t❛✳ ❚❛❜❧❡ ✾✺ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✶✵✻ s❡❡♠ ♥♦t t♦ ❜❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❛r❡
✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛s t♦ t❤❡ ❡①t❡♥ts t♦ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥s✐❣❤t t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t
♣r♦✈✐❞❡✳

❼ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛ r♦t❛t✐♥❣ ❞✐s❦ ❣❛❧❛①②✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❡rt❛✐♥ t♦ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
❣❛❧❛①② ❛❜♦✉t ✶✳✺ ❜✐❧❧✐♦♥ ②❡❛rs ❛❢t❡r t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✺✻❪✳✮ P❡♦♣❧❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡
❣❛❧❛①② ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❢❡❛t✉r❡❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❣❛❧❛①② ❛ttr❛❝t❡❞ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳

❼ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢❡❛t✉r❡s s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠❛ss✐✈❡ ❡❛r❧②✲t②♣❡ str♦♥❣ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❧❡♥s ❣❛❧❛①✐❡s✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❬✺✼❪✳✮ ❘❡s✉❧ts s✉❣❣❡st✱ ❢♦r ♠❛tt❡r ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛❞✐✉s✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ r❛t✐♦ ♦❢ ❞❛r❦
♠❛tt❡r t♦ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❧✉s ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✸✽✳ ❆ss✉♠✐♥❣✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤✐♥ ❧❛r❣❡r r❛❞✐✐ ✇♦✉❧❞ ②✐❡❧❞ ❧❛r❣❡r r❛t✐♦s✱ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧
r❡s✉❧ts ♠✐❣❤t s✉♣♣♦rt t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♦✈❡r t✐♠❡✳

❼ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣❡rt❛✐♥s t♦ ❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ❛t ✈✐s✐❜❧❡ ❧✐❣❤t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳
✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✺✽❪✳✮ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢❡❛t✉r❡ s✉❜✲♠✐❧❧✐♠❡t❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❧✐❣❤t✳ ❲❡ ♠✐❣❤t ❛ss✉♠❡ t❤❛t
♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❣❛❧❛①② ❢♦r♠❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s ❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤ s✉❝❤ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦t ❝❡rt❛✐♥
❛❜♦✉t t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥s✐❣❤t r❡❣❛r❞✐♥❣ s✉❜t❧❡t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s
r❡❣❛r❞✐♥❣ st❛r ❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛t❡s✱ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✳

❼ ❲❡ ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛s t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥s✐❣❤t r❡❣❛r❞✐♥❣
♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡❛r❧② st❛❣❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❧❛t❡r
st❛❣❡ ❣❛❧❛①✐❡s ✲ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s✳ ✭❋♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡
♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✱ s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✺✾❪✳✮

❼ ❲❡ ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛s t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥s✐❣❤t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ t②♣❡s ✲ ❜♦r♥ ❛♥❞ t✐❞❛❧ ✲ ♦❢ ✉❧tr❛✲❞✐✛✉s❡ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✻✵❪✳✮

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛❜♦✈❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t s♦♠❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❞♦ ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❤❛❧♦s✳ Pr♦✲
♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛❜♦✈❡ ❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t s♦♠❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❞♦ ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❞❛r❦
♠❛tt❡r ❤❛❧♦s✳

✾✺
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✺✳✸✳✶✺✳ ❆s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s

❲❡ ❞✐s❝✉ss ❡✛❡❝ts✱ ✇✐t❤✐♥ ❣❛❧❛①✐❡s✱ t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✻✶❪ r❡♣♦rts✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ st✉❞② ♦❢ ✶✶ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs✱ ♠♦r❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ♠♦r❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧

❧❡♥s✐♥❣ ✲ ❧✐❦❡❧② ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❝❧✉♠♣s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❣❛❧❛①✐❡s ✲ t❤❛♥
♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡❞✐❝t✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ s❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✻✷❪✳✮ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✻✷❪ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ✲ ✶✸ ✲ ❝♦♠♣❛r❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❜♦✉t ♦♥❡✳ ❲❡ s✉❣❣❡st t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
t❤❛t t❤❡ ❝❧✉♠♣s ♠✐❣❤t ❜❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❣❛❧❛①✐❡s✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✶✵✻✳✮ P❡r❤❛♣s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛r❦
♠❛tt❡r ❣❛❧❛①✐❡s ❛r❡ ❞✇❛r❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❲❡ s✉❣❣❡st t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❣❛❧❛①✐❡s ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❛♠♦✉♥ts ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝❛♣t✉r❡❞ ✭♦r ❛t ❧❡❛st ❛ttr❛❝t❡❞✮ s✉❝❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝❧✉♠♣s✳

P❡♦♣❧❡ st✉❞② ❣❧♦❜✉❧❛r ❝❧✉st❡r s②st❡♠s ✇✐t❤✐♥ ✉❧tr❛✲❞✐✛✉s❡ ❣❛❧❛①✐❡s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✽✺ ❣❧♦❜✉❧❛r ❝❧✉st❡r
s②st❡♠s ✐♥ ✉❧tr❛✲❞✐✛✉s❡ ❣❛❧❛①✐❡s ✐♥ t❤❡ ❈♦♠❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❣❛❧❛①✐❡s✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✻✸❪ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✻✺ ♣❡r❝❡♥t
♦❢ t❤❡ ✉❧tr❛✲❞✐✛✉s❡ ❣❛❧❛①✐❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ♠❛ss✐✈❡ t❤❛♥ ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❡①♣❡❝t ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ ❢♦r s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❣❛❧❛①✐❡s✱ ❜❡t✇❡❡♥ st❡❧❧❛r ♠❛ss ❛♥❞ ❤❛❧♦ ♠❛ss✳ ❲❡ ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛s t♦
t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s r❡s✉❧t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t
s✉❣❣❡st t❤❛t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐s♦♠❡rs ♠✐❣❤t ♣❧❛② ❛ r♦❧❡✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✶✵✻✳✮ ❍✐❣❤❡r✲♠❛ss
❣❛❧❛①✐❡s ♠✐❣❤t t❡♥❞ t♦ ❢❡❛t✉r❡ ♠♦r❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs ✭♦r t❡♥❞ t♦ ❢❡❛t✉r❡ ♠♦r❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ s✉❝❤ ✐s♦♠❡rs✮ t❤❛♥ ❞♦ ❧♦✇❡r✲♠❛ss ❣❛❧❛①✐❡s✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✶✵✻ ✐s ♥♦t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ✈✐s✐❜❧❡ st❛rs ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡
♠✉❝❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✶✵✻ ✐s ♥♦t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t s♦♠❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s t❤❛t ❢♦r♠
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦❢ st❛rs ♠✐❣❤t ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ✐s♦♠❡rs✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✐s ♥♦t
✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t s✉♣❡r♠❛ss✐✈❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ♠✐❣❤t ❝♦♥t❛✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♠♦r❡
t❤❛♥ ♦♥❡ ✐s♦♠❡r✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ ♥♦t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✻✹❪ ❛♥❞ ❬✻✺❪✳✮

❲❡ s✉❣❣❡st t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥s✐❣❤t ❛❜♦✉t ♦t❤❡r ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s✳
P❡♦♣❧❡ s✉❣❣❡st ❣❛♣s ✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲♠❛ss ❛♥❞ ❧❛r❣❡✲♠❛ss ❜❧❛❝❦
❤♦❧❡s✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ ♥♦t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✻✻❪✳✮ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ✹●✭✶✮✷✹✻
❛ttr❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s ♣❧❛②s ❦❡② r♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲♠❛ss
❛♥❞ ❧❛r❣❡✲♠❛ss ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦❛❧❡s❝✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❜❧❡
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ✹●✹✽ r❡♣✉❧s✐♦♥ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❊✛❡❝ts ♦❢ ✹●✹✽ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ✈❛r② ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ✐s♦♠❡rs t❤❛t ❡❛❝❤ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ✐♥ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ❢❡❛t✉r❡s✳

✺✳✸✳✶✻✳ ❉❛r❦ ♠❛tt❡r ❡✛❡❝ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛② ❣❛❧❛①②

P❡♦♣❧❡ ❧♦♦❦ ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ❡✛❡❝ts✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛② ❣❛❧❛①②✱ t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❞❛r❦
♠❛tt❡r✳

❋♦r ♦♥❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞❛t❛ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ st❡❧❧❛r str❡❛♠ ●❉✲✶ s✉❣❣❡sts ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ 106 t♦ 108

s♦❧❛r ♠❛ss❡s✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✻✼❪✳✮ ❘❡s❡❛r❝❤❡rs tr✐❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥❞ ❞✐❞ ♥♦t ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r
♦❜❥❡❝t t❤❛t ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❝❛✉s❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ❝❧✉♠♣ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❬✻✽❪✳✮ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦✛❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝❡♥tr✐❝ ❝❧✉♠♣
♦❢ st✉✛✳

❋♦r ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s✱ ♣❡♦♣❧❡ r❡♣♦rt ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ▼✐❧❦② ❲❛② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s
❬✻✽❪ ❛♥❞ ❬✻✾❪✳✮ ❘❡s❡❛r❝❤❡rs ♥♦t❡ t❤❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉❣❣❡st t❤❛t s✉❝❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♠❛② ❤❛✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s
s✐♠✐❧❛r t♦ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ ♥❡❛r❜② ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r st❛rs✳ ❲❡ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡s❡ ♥♦t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
✇✐t❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r st❛rs t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ♦r❞✐♥❛r②
♠❛tt❡r st❛rs✳

✺✳✸✳✶✼✳ ❍✐❣❤✲♠❛ss ♥❡✉tr♦♥ st❛rs

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ♠✐❣❤t ❡①♣❧❛✐♥ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❤✐❣❤✲♠❛ss ♥❡✉tr♦♥ st❛rs✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❛s❡s ✐♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠❛ss ❢♦r ❛ ♥❡✉tr♦♥ st❛r

♠✐❣❤t ❜❡ 1.1M⊙✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✼✵❪✳✮ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ M⊙ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ s✉♥✳ ❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
♠❛①✐♠✉♠ ♠❛ss ❢♦r ❛ ♥❡✉tr♦♥ st❛r ♠✐❣❤t ❜❡ 2.2M⊙✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✼✶❪ ❛♥❞ ❬✼✷❪✳✮

❙♦♠❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s s✉❣❣❡st ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥❡✉tr♦♥ st❛r ♠❛ss ♦❢ ❛❜♦✉t 1.5M⊙✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❬✼✷❪✳✮

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♠♦st ❦♥♦✇♥ ♥❡✉tr♦♥ st❛r ♣❛✐rs ❤❛✈✐♥❣ ♠❛ss❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥
✭✶✼✵✮ s❤♦✇s ❛♥❞ ♦♥❡ ♥❡✉tr♦♥ st❛r ♣❛✐r ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠❛ss ♦❢ ❛❜♦✉t ✸✳✹ s♦❧❛r ♠❛ss❡s✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✼✸❪
❛♥❞ ❬✼✹❪✳✮ ❍❡r❡✱ M ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛ ♣❛✐r✳ ❚❤❡ ✸✳✹ ♥✉♠❜❡r r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥
✈✐❛ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡s ♦❢ ❛ ♠❡r❣❡r ♦❢ t✇♦ ♥❡✉tr♦♥ st❛rs✳ P❡♦♣❧❡ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ♥❛♠❡ ●❲✶✾✵✹✷✺ t♦ t❤❛t
❞❡t❡❝t✐♦♥✳

✾✻
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2.5M⊙ . M . 2.9M⊙ ✭✶✼✵✮

P❡♦♣❧❡ s♣❡❝✉❧❛t❡ ✲ ❜❛s❡❞ ♦♥✱ ❛t ❧❡❛st✱ t❤❡ ●❲✶✾✵✹✷✺ r❡s✉❧t ✲ ❛❜♦✉t ♥❡❡❞s ❢♦r ♥❡✇ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣
♥❡✉tr♦♥ st❛rs✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✼✸❪ ❛♥❞ ❬✼✷❪✳✮

❉❡t❡❝t✐♦♥ ●❲✶✾✵✽✶✹ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ ✐♥❢❡rr❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✶✼✶✮ ♣❡rt❛✐♥s✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✼✺❪✳✮ P❡♦♣❧❡ s♣❡❝✉❧❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ ❤✐❣❤✲♠❛ss
♥❡✉tr♦♥ st❛r ♦r ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ ❧♦✇✲♠❛ss ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡✳

M ≈ 2.6M⊙ ✭✶✼✶✮

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❛s❡s ❢♦r ❤✐❣❤✲♠❛ss ♥❡✉tr♦♥ st❛rs✳
❚❤❡ P❘✻■❙P s♣❛♥ ♦❢ ✹●✹ ✐s s✐①✳
❙♦♠❡ ❤✐❣❤✲♠❛ss ♥❡✉tr♦♥ st❛rs ♠✐❣❤t✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ♠❡r❣❡rs ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ st❛rs✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♠❡r❣✐♥❣

♥❡✉tr♦♥ st❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦♠❡r t❤❛t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✐s♦♠❡r ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♥❡✉tr♦♥ st❛r
t❤❛t ❢♦r♠s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❡r❣❡r✳

✺✳✸✳✶✽✳ ❉❛r❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r ♥♦♥✲③❡r♦ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✷✮ s❤♦✇s ❛♥ ✐♥❢❡rr❡❞ r❛t✐♦ ♦❢ ♣r❡s❡♥t ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ♦❢ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② t♦ ♣r❡s❡♥t

❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❧✉s ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ♣❧✉s ✭♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✮ ♣❤♦t♦♥s✳ ✭❘❡❢❡r❡♥❝❡
❬✶✸❪ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❢♦✉r ✐t❡♠s ♦❢ ❞❛t❛✳✮ ❲❡ ❦♥♦✇ ♦❢ ♥♦ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤ ❛ s♦♠❡✇❤❛t
st❡❛❞② ✐♥❝r❡❛s❡✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ r❛t✐♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✷✮✱ ❢r♦♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ③❡r♦✱
✇✐t❤ t✐♠❡ s✐♥❝❡ s♦♠❡✇❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣✳ ✭❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✶✷✹❞ ✐♠♣❧✐❡s ❛ r❛t✐♦ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
③❡r♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ✸✽✵ t❤♦✉s❛♥❞ ②❡❛rs ❛❢t❡r t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣✳ ❆❧s♦✱ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✼✻❪ ❞✐s❝✉ss❡s
♠✐❣❤t s✉❣❣❡st t❤❛t ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t✐♠❡✳✮

ΩΛ/(Ω❝ +Ω❜ +Ωγ) ≈ 2.3 ✭✶✼✷✮

❙♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇✐t❤ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❡r♠s s✉❝❤ ❛s ✈❛❝✉✉♠ ❡♥❡r❣②✱ ✈❛❝✉✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ♦r q✉✐♥t❡ss❡♥❝❡✳ Pr♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♥♦t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✈❛❝✉✉♠ ❡♥❡r❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞♦✉❜❧❡✲❡♥tr②
❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦✐♥t t♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❡♠❜r❛❝❡ ♥♦t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s
✈❛❝✉✉♠ ❡♥❡r❣②✳

❆s♣❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛②❡ ✭♦r✱ ✵■✮ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❥❛② ✭♦r✱ ✷❏✮ ❜♦s♦♥s ♠✐❣❤t ❧❡❛❞ t♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✐♠✐❧❛r t♦
❡✛❡❝ts t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✈❛❝✉✉♠ ❡♥❡r❣②✱ ✈❛❝✉✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ♦r q✉✐♥t❡ss❡♥❝❡✳ ✭❙❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✷✸✮ ❛♥❞ ✭✶✷✹✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✱
❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✵■ ❛♥❞ ✷❏ ❜♦s♦♥s ♠✐❣❤t ❜❡ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳✮ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❝♦rr❡❧❛t❡s s♦♠❡ ♦❢ t❤♦s❡ ✲ t❤❛t ✐s✱ ✈❛❝✉✉♠ ❡♥❡r❣②✱ ✈❛❝✉✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ♦r q✉✐♥t❡ss❡♥❝❡ ✲ ❡✛❡❝ts ✇✐t❤ ❞❛t❛
❛❜♦✉t ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛②❡ ❛♥❞ ❥❛② ❜♦s♦♥s s✉✣❝❡
t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t✐❡s✱ t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❛ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❆ss✉♠✐♥❣
t❤❛t s✉❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♠✐❣❤t ♥♦t ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❡①♣❧❛✐♥ ♥♦♥✲③❡r♦ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s
❢♦r ♦t❤❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ♠✐❣❤t ❡①♣❧❛✐♥ ♥♦♥✲③❡r♦ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✳

❋♦r P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✷✭✻✮●✷✹✽✱ ✇❤❡r❡❛s ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✷✭✶✮●✷✹✽✳ ❲❡ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ✐♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❜❡t✇❡❡♥
✷✭✻✮●✷✹✽ ❛♥❞ ✷✭✶✮●✷✹✽ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♥❛t✉r❡✬s ✐♥❞✐r❡❝t❧② ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❡✛❡❝ts✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❈▼❇✱ t❤❛t
♣❡♦♣❧❡ ❝♦rr❡❧❛t❡✱ ✈✐❛ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳

❋♦r P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✷✭❃✶✮●Γ ❛♥❞ ✷✭✶✮●Γ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ♣❧✉s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❞♦✉❜❧② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❉❛r❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤
❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② st✉✛✳ ❉❛r❦ ❡♥❡r❣② st✉✛ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✸✵ ❞♦✉❜❧② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs✳
▼♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✜✈❡ r❡❣❛r❞✐♥❣✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉t✉r❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r
t❤❡ r❛t✐♦ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✷✮✳

✻✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥✿ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❚❤✐s ✉♥✐t ❞✐s❝✉ss❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❛❞❞✐♥❣ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

✾✼
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✻✳✶✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ s②♥❡r❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✸✮ s❤♦✇s ✐♥t❡r♥❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛r✲

t✐❝❧❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡s❡ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ✭❘❡❣❛r❞✐♥❣ SU(3)✱ s❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✺✹✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ SU(2)✱ s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✹✷✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ U(1)✱ s❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✸✻ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✹✷✳✮

SU(3)× SU(2)× U(1) ✭✶✼✸✮

P❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t tr② t♦ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❡s t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣
s✉❣❣❡sts✳ ❊①❛♠♣❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

P❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t tr② t♦ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ r♦♦t ❢♦r❝❡s t❤❛t
♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts✳ ❊①❛♠♣❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❥❛② ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ✽●✳

P❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t tr② t♦ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ t❤❡ ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❛s✐s ❢♦r ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts r❡❧❛t❡❞
t♦ ♠❛ss ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ❢♦r❝❡s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❜♦s♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ s♣✐♥s ♦❢ ❛t ❧❡❛st t✇♦✳

❚❤✐s ❡ss❛② ❞♦❡s ♥♦t s♣❡❝✉❧❛t❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✜♥❞ s②♥❡r❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts r❡❣❛r❞✐♥❣
r❡❢r❛❝t✐♦♥✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✾✮✳✮

❚❤✐s ❡ss❛② ❞♦❡s ♥♦t s♣❡❝✉❧❛t❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❞❞ ❝♦♥❝❡♣ts
r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐s♦♠❡rs t♦ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧✳

✻✳✷✳ ❈♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❝♦s♠♦❧♦❣②

❲❡ ❞✐s❝✉ss ❛s♣❡❝ts t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❛❞❞ t♦ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳
❲❡ ♥♦t❡ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❡❧s❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤✐s ❡ss❛② ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s✳

❼ ❊❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✱ q✉❛r❦s✱ ❛r❝s✱ ❛♥❞ ❣❧✉♦♥s ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❢♦r♠❡❞ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡
s❡❛s✳ ❚❤❡ s❡❛s ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ✉♥❞❡r❣♦♥❡ ♣❤❛s❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♥❣❡s ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ s❡❛s t♦ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❼ ❙❝❡♥❛r✐♦s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝❧✉♠♣✐♥❣ s✉❣❣❡st t❤❛t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛r❧② ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ st✉✛
❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❥✉st ♦♥❡ ✐s♦♠❡r✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦♥❡✲s✐①t❤
♦❢ s✉❝❤ ♦♥❡✲✐s♦♠❡r ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ❢❡❛t✉r❡s ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✜✈❡✲s✐①t❤s ♦❢ s✉❝❤ ♦♥❡✲
✐s♦♠❡r ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ❢❡❛t✉r❡s ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳

❼ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ✢❛t♥❡ss ❢♦r t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳

❚❛❜❧❡ ✶✵✼ s✉❣❣❡sts s♦♠❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣② t✐♠❡❧✐♥❡ ♦r ❢♦r
✇❤✐❝❤ ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❛❞❞ ❞❡t❛✐❧s t♦ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣② t✐♠❡❧✐♥❡✳

✻✳✸✳ ▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♣❤②s✐❝s

❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ✉s❡ t♦ tr② t♦ ♠♦❞❡❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭♦r✱ ❍✉❜❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t✮✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ st❛t❡ ✭♦r✱ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s
❜❡t✇❡❡♥ ✲ ❛t ❧❡❛st ✲ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡✮✱ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②✳

❲❤✐❧❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② ❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ♣❡♦♣❧❡ ❞✐s❝✉ss ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② t♦ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♣❤②s✐❝s✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✼✼❪✳✮

P❡♦♣❧❡ s✉❣❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✼✽❪✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✼✾❪✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✽✵❪✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✸✻❪✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✶✷✹❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
s♦♠❡ ♣❡♦♣❧❡ ♥♦t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜❥❡❝t✐♦♥s t♦ s♦♠❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✳ ❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❢❡r❡♥❝❡s
❬✽✶❪ ❛♥❞ ❬✽✷❪✳✮ P❡♦♣❧❡ s✉❣❣❡st ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♠❡❞✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✽✸❪✳✮

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦✛❡rs ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥s✐❣❤t ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ s✉❝❤ ❝♦♥❝❡r♥s✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥ t♦ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❢♦r ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❡r② ❡❛r❧②

✉♥✐✈❡rs❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ P❘✶■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✹● ❛s♣❡❝ts
♦❢ P❘✶■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P❘✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

✾✽
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❚❛❜❧❡ ✶✵✼✿ ❙♦♠❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣② t✐♠❡❧✐♥❡ ♦r ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦
❛❞❞ ❞❡t❛✐❧s t♦ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣② t✐♠❡❧✐♥❡

P❤❡♥♦♠❡♥❛
• ❆s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✸✮✳✮
• ❆s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✹✮✳✮
• Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭P♦ss✐❜❧②✱ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♦❢ s❡❛s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❣❧✉♦♥s
❛♥❞ q✉❛r❦s ♦r ❛r❝s✳✮
• ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♠❛ss❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♦r s✐③❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱ ❢r♦♠ r❡♣✉❧s✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ ✹✭✶✮●✷✹✻✽❛ ❛♥❞ ✹✭✶✮●✷✹✻✽❜ t♦ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✹✭✶✮●✷✹✻✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦
t❛❜❧❡ ✶✵✷✳✮
• ❊❛r❧✐❡st ✈✐s✐❜❧❡ ❣❛❧❛①✐❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✵✻ s✉❣❣❡sts✳
• ❆❝❤✐❡✈❡♠❡♥t✱ ❜② s♦♠❡ ❣❛❧❛①✐❡s✱ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❢♦✉r t♦ ♦♥❡ r❛t✐♦s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② t♦
♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t②✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✶✵✻✳✮
• ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♠❛ss❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♦r s✐③❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱ ❢r♦♠ ❛ttr❛❝t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ ✹✭✶✮●✷✹✻ t♦ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✹✭✷✮●✹✽✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✶✵✷✳✮
• ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♠❛ss❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♦r s✐③❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱ ❢r♦♠ r❡♣✉❧s✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ ✹✭✷✮●✹✽ t♦ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✹✭✻✮●✹✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✶✵✷✳✮

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ st✉✛ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐①
✐s♦♠❡rs✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❜♦t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❜✐❧❧✐♦♥✲②❡❛r ❡r❛ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠✉❧t✐✲❜✐❧❧✐♦♥✲②❡❛r ❡r❛ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡
✹●✷✹✻ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✹● ❤❛s ❛ s♣❛♥ ♦❢ ♦♥❡ ✐s♦♠❡r✳ ❚❤❡ ✹●✹✽ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✹●
❤❛s ❛ s♣❛♥ ♦❢ t✇♦ ✐s♦♠❡rs✳ ❚✉♥✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ❡r❛ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❛t❡ ♠✐❣❤t ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t
✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s r❡♣✉❧s✐✈❡ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❛t❡ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡r❛✳

❲❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ♥❡❡❞ t♦ ❧✐♠✐t
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ st❛t❡ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② t♦ ♠♦t✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ tr❡❛t ❛s
❤❛✈✐♥❣ ❛ s♣❛♥ ♦❢ s✐① ❛♥❞ ❛s ❤❛✈✐♥❣ r♦✉❣❤❧② ❡q✉❛❧ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ st✉✛ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ✐s♦♠❡r✳

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❝❡r♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ s♠❛❧❧❡r ♦❜❥❡❝ts✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ st❛rs✳ ❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ❛ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡

♦r ♥❡✉tr♦♥ st❛r ✐♥❝❧✉❞❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ✐s♦♠❡rs✱
♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② ✲ ❢♦r ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❤✐❣❤✲♦✉t✢♦✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♠✐❣❤t
❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❛❝❝✉r❛t❡✳ ■♥❛❝❝✉r❛❝② ♠✐❣❤t ♦❝❝✉r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t t❤❡ ♦✉t✢♦✇
♠❛t❡r✐❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✈✐❛ ✹●✹✽ ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦♠❡r ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ♦r ♥❡✉tr♦♥ st❛r ❤❛s ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t✳ P❡♦♣❧❡ ♦❜s❡r✈❡ ❤✐❣❤✲♦✉t✢♦✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✲ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✲ q✉❛s❛rs✱ ❜❧❛③❛rs✱
❛♥❞ ♣✉❧s❛rs✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P❘✸✻■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❙✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ ✹✭✻✮●✹ ♣❡rt❛✐♥✳ ●❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥ s♦♠❡✇❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✐① P❘✻■❙P✲

❧✐❦❡ ✐s♦♠❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♠♦t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♣❡rt❛✐♥ ❛❝r♦ss P❘✻■❙P✲❧✐❦❡ ✐s♦♠❡rs✳

✻✳✹✳ ◗✉❛♥t✉♠ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠

❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✶❪ r❡♣♦rts ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡♥❡r❣② ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♦♥❡ t②♣❡ ♦❢ ✜♥❡✲
str✉❝t✉r❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ❛♥❞ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✹✮✳✮

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❝♦r❡
♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❛❜❧❡ ✼✵ s✉❣❣❡sts ❛s♣❡❝ts t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❛t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✳ ❋❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡
s✉❣❣❡st✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s✳ ❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦✛❡rs t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡
❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r❝❡ ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❥❛② ❜♦s♦♥s✳ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❥❛② ❜♦s♦♥s
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✲ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐tr♦♥ ❜♦✉♥❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ✲ ❢♦r
✇❤✐❝❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣✳

✻✳✺✳ ❚❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s

❲❡ ❞✐s❝✉ss r❡st ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❚❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ♣r♦t♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐✛❡r ♠✉❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ♥❡✉tr♦♥✳ ❋♦r ❤❛❞r♦♥s

❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✲♦♥❡ q✉❛r❦s✱ t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ ❤❛❞r♦♥s ❞♦ ♥♦t ✈❛r② ♠✉❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡
q✉❛r❦s ♦r ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ♦❢ t❤❡ q✉❛r❦s✳ ❚❤❡ r❡st ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥
❡①❛❝t❧② t❤r❡❡ ❛r❝s ♠✐❣❤t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜♦✉t ✾✸✽ ▼❡❱✳ ✭❘❡❢❡r❡♥❝❡

✾✾
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❚❛❜❧❡ ✶✵✽✿ P♦ss✐❜❧❡ r❡st ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

P♦ss✐❜❧❡ r❡st ❡♥❡r❣✐❡s ✭✐♥ ●❡❱✮ ❢♦r ✶❘⊗✷❯
∼ 0.06
∼ 0.9
∼ 4
❖t❤❡r✳

❚❛❜❧❡ ✶✵✾✿ ■♥st❛♥❝❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❋❙ ♠♦❞❡❧s ♠✐❣❤t s❡❡♠ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✲ ♦r ❛t ❧❡❛st ♠✐❣❤t s❡❡♠ t♦
r❡✢❡❝t ✲ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧s

■♥st❛♥❝❡
• ❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❋❙ P❉❊ ♠♦❞❡❧s ✉s❡ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s t❡r♠s t❤❛t s❡❡♠ t♦
r❡✢❡❝t ❛s♣❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r r♦♦t ❢♦r❝❡s✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢❡❛t✉r❡s
s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✸✸✳✮
• ❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❋❙ ♠♦❞❡❧s ✉s❡ s②♠♠❡tr✐❡s t❤❛t ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❖♥❡
❡①❛♠♣❧❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ Σ●Γ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ Σ● ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡s ✻✷ ❛♥❞ ✾✸✳✮
• ❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❋❙ ♠♦❞❡❧s ✉s❡ ❛s♣❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳
✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✻✽✳✮ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢❡❛t✉r❡s s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ❣❧✉♦♥s ❛♥❞ t❤❡
str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✻✽✳✮
• ❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❋❙ ♠♦❞❡❧s ✉s❡ ❛s♣❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r❝❡✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛s♣❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ✷❏ ❜♦s♦♥s✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✼✵❛✳✮

❬✶✸❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❞❛t❛ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❤❛❞r♦♥ ♠❛ss❡s✳✮ ❚❤❡ r❡st ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t
❝♦♥t❛✐♥ ❡①❛❝t❧② t✇♦ ❛r❝s ♠✐❣❤t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ③❡r♦✲❝❤❛r❣❡ ♣✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜♦✉t ✶✸✺
▼❡❱✳

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♠❛ss❡s ❢♦r ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❤❛s
❜❛s❡s ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ♦❢ ✶◗⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥s ❛♥❞ ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

◆❛t✉r❡ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❝r❡❛t❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧②✱ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✶◗⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥s ❛♥❞
✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ ✶◗⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥s ❛♥❞ ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❝♦♥s✐sts ♠❛✐♥❧② ♦❢ t❤r❡❡✲❢❡r♠✐♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✹✮ ♠✐❣❤t ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❧❡✈❛♥t r❛t✐♦ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
t♦ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳ ✭❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s②♠❜♦❧ Ω✶❘✷❯,0 ❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♦ Ω✶❘✷❯,0/Ω❜ ∼ 0.055✱ s❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✹✮✳✮ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ m❴ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡st ♠❛ss ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡
♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ❧❡❢t♠♦st ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ m✶❘⊗✷❯/m✶◗⊗✷❯ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r❡st ❡♥❡r❣② ✭♦r r❡st ♠❛ss✮ ♣❡r
♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ r✐❣❤t♠♦st ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ m✶❘⊗✷❯/m✶◗⊗✷❯ ♦❝❝✉rs ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ♥❛t✉r❡
❝r❡❛t❡❞✳

0.055 ∼ Ω✶❘✷❯,0/Ω❜ ∼ (m✶❘⊗✷❯/m✶◗⊗✷❯) exp(−m✶❘⊗✷❯/m✶◗⊗✷❯) ✭✶✼✹✮

❚✇♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ m❴c2 ❛♥❞ ✐♥ ✉♥✐ts
♦❢ ●❡❱ ❛r❡ ∼ 0.06 ❛♥❞ ∼ 4✳

❚❛❜❧❡ ✶✵✽ s✉♠♠❛r✐③❡s s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡st ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

✻✳✻✳ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ✲ ❡❧s❡✇❤❡r❡ ✲ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠❛♥♥❡r t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❧✐st ♦❢ s✉❣❣❡st❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡s ♠✐❣❤t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ ❢❡❛t✉r❡ ❧❛✇s ♦❢
♠♦t✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✶✵✾ ♥♦t❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❋❙ ♠♦❞❡❧s ♠✐❣❤t s❡❡♠ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✲
♦r ❛t ❧❡❛st ♠✐❣❤t s❡❡♠ t♦ r❡✢❡❝t ✲ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧s✳

✶✵✵

Preprints (www.preprints.org)  |  NOT PEER-REVIEWED  |  Posted: 21 October 2020                   doi:10.20944/preprints202010.0421.v1

https://doi.org/10.20944/preprints202010.0421.v1


✼✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥✿ ✉♥✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❚❤✐s ✉♥✐t ❞✐s❝✉ss❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥s✐❣❤t r❡❣❛r❞✐♥❣ ✉♥✈❡r✐✜❡❞
❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

✼✳✶✳ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr②

❚❛❜❧❡ ✷✸ ♠✐❣❤t s✉❣❣❡st ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r s♦♠❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✺✮✳ ❍❡r❡✱ t❤❡
s②♠❜♦❧ ↔ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ r♦❧❡s✳ ❋♦r s♦♠❡ r❡❧❡✈❛♥t ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Σ✱ t❛❜❧❡
✷✸ ♠✐❣❤t s✉❣❣❡st ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❛ r❡❧❡✈❛♥t ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✻✮✳

m>̀0 ↔ m=̀0 ✭✶✼✺✮

Σ ↔ Σ+ 1 ✭✶✼✻✮

❚❛❜❧❡s ✷✸ ❛♥❞ ✾✷ s❡❡♠✱ ✐♥ t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ t♦ ❜❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ s✉♣❡rs②♠♠❡tr②✳ P❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❡①♣❧♦r❡
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡r✐♥❣ s✉♣❡rs②♠♠❡tr② ♦✈❡r r❡s✉❧ts t❤❛t t❛❜❧❡s ✷✸ ❛♥❞ ✾✷ s❤♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢
♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ s✉♣❡rs②♠♠❡tr② ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❦♥♦✇♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳

✼✳✷✳ ❙tr✐♥❣ t❤❡♦r②

❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ❤❡❧♣ ♣❡♦♣❧❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢
str✐♥❣ t❤❡♦r② t♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✳

❲❡ s✉❣❣❡st ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛❜♦✉t str✐♥❣ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛❜♦✉t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ✭❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✽✹❪ ♣r♦✈✐❞❡s
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛❜♦✉t str✐♥❣ t❤❡♦r②✳✮ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ r♦♦t ❢♦r❝❡s✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡✲✇♦r❞ t❡r♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✇❤❛t✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦✉t♣✉ts ❛ ❧✐st ♦❢ ✇❤❛t ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡s ♥❛t✉r❡ ❡♠❜r❛❝❡s ♦r ♠✐❣❤t ❡♠❜r❛❝❡✳ ❲❡ ❝♦♥tr❛st ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✇❤❛t ✇✐t❤ ♥♦t✐♦♥s
❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡✲✇♦r❞ t❡r♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❤♦✇✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♥♦t ②❡t s✉❣❣❡st
♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❤♦✇ ♥❛t✉r❡ s❡❧❡❝ts ♦r ❢♦r♠s ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆tt❡♠♣ts t♦ ❛♣♣❧② str✐♥❣ t❤❡♦r② t♦
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ tr②✐♥❣ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❤♦✇ ❛♥❞ tr②✐♥❣ t♦
✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✇❤❛t✳

❲❡ s✉❣❣❡st t❤❛t ✇♦✉❧❞✲❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ str✐♥❣ t❤❡♦r② t♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✱ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤
❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❞❞s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t str✐♥❣ t❤❡♦r② ❝♦♥t✐♥✉❡s ♥♦t t♦ ♦✉t♣✉t ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✱
♣♦t❡♥t✐❛❧❧②✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❧✐st ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❡①♣❧♦r❡ r❡✉s✐♥❣ ♦r ❡①t❡♥❞✐♥❣ str✐♥❣
t❤❡♦r② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ P❋❙ ❛s♣❡❝ts ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❑▼❙ ❛s♣❡❝ts✳

P❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❡①♣❧♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ str✐♥❣ t❤❡♦r② ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❢r♦t❤✐♥❡ss
♦❢ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❛♥❞ ❛s♣❡❝ts ♦❢ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✈♦❧✉♠❡✲❧✐❦❡ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✜❡❧❞s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛r✲
t✐❝❧❡s ❛♥❞ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭❙❡❡
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✵✮ ❛♥❞ ✭✻✶✮✳✮ ❍❡r❡✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✈♦❧✉♠❡✲❧✐❦❡ ❛♥❞ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ❝❛♥ ✐♥✈♦❧✈❡
❝❤❛♥❣❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r✱ D✱ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs D ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤✱ ❛t ❧❡❛st✱ ❛s♣❡❝ts ♦❢ P❋❙
♠♦❞❡❧✐♥❣✳ P❡r❤❛♣s✱ ♣❡♦♣❧❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t s❡❡♠✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ❜❡t✇❡❡♥ ✈♦❧✉♠❡✲❧✐❦❡
❛♥❞ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ❛s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ✭❛t ❧❡❛st✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✮ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❢r♦t❤✐♥❡ss✳

✼✳✸✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❡✈❡r②t❤✐♥❣

❲❡ s♣❡❝✉❧❛t❡ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts t♦✇❛r❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❛ s✉♣❡rs❡t ♦❢ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ t❤❡♦r②
♦❢ ❡✈❡r②t❤✐♥❣✳

P❡♦♣❧❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠✉❝❤ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤②s✐❝s✳ ❲✐t❤✐♥
t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ♣❡♦♣❧❡ ✉s❡ t❤❡ t❤r❡❡✲✇♦r❞ t❡r♠ t❤❡♦r② ♦❢ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ t♦ ❛❧❧✉❞❡ t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✇♦✉❧❞
✉♥✐❢② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②✳ P❡♦♣❧❡ ✉s❡ t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ❚♦❊ t♦ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡ t❤❡
t❤r❡❡✲✇♦r❞ ♣❤r❛s❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡✈❡r②t❤✐♥❣✳

❲❡ s✉❣❣❡st t❤❛t s✉❝❤ ❛ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ❚♦❊ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♦✈❡r❧♦♦❦✐♥❣ ❦❡② ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♥❛t✉r❡✳
■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❛t ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ❚♦❊ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐❣❤t ♦✈❡r❧♦♦❦ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ♠♦✈❡✳

❚❛❜❧❡ ✶✶✵ ♥♦t❡s ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉♣❡rs❡t ♦❢ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❚♦❊✳
❚❤❡ s✉♣❡rs❡t ❝♦rr❡❧❛t❡s✱ ❛t t❤❡ ❧❡❛st✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✇❤❛t✳ ❚❤❡ s✉♣❡rs❡t ❞♦❡s

♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❤♦✇ ♥❛t✉r❡✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ s❡❧❡❝ts ♦r ❝r❡❛t❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
♦❜❥❡❝ts✱ s❡❧❡❝ts ♦r ❝r❡❛t❡s ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♦r s❡❧❡❝ts ♦r ❝r❡❛t❡s r❡❧❡✈❛♥t ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳

✶✵✶
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❚❛❜❧❡ ✶✶✵✿ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉♣❡rs❡t ♦❢ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❚♦❊ ✭♦r✱ t❤❡♦r② ♦❢ ❡✈❡r②t❤✐♥❣✮

❆s♣❡❝t
• ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❧✐sts ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♦❢ ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝ts✳
• ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❧✐sts ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳
• ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❡♠❜r❛❝❡s ♦r ✐♥t❡❣r❛t❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳
• ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✉♥✐✜❡s t❤❡ ❛s♣❡❝ts ❛❜♦✈❡✳

P❡♦♣❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ s♦♠❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ❛ ❚♦❊ ❜② ✭♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✮ ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❝♦rr❡❧❛t❡✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r❡t✐❝ st❛t❡♠❡♥t t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡
s✉♣❡rs❡t✳ ❲❡ str✉❝t✉r❡ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r♦✇s ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✶✵✳

❲❡ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♣ SU(17)✳
❚❛❜❧❡ ✶✶✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❛❜❧❡ ✺✽ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♣ SU(17) ❛♥❞ ✇✐t❤ s✐① ❛♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✼✮✳ ❚❤✐s ❡ss❛② ❞♦❡s ♥♦t s♣❡❝✉❧❛t❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ P❘✷✶✻■❙P ❜✉t ♥♦t ✇✐t❤ P❘✸✻■❙P✳

❚❛❜❧❡ ✶✶✷ ❧✐sts ❛s♣❡❝ts t❤❛t ♠✐❣❤t s✉♣♣♦rt t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✜♥❞ ❛ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r❡t✐❝ ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ♥❛t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s✳ ✭❉✐s❝✉ss✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣
t❛❜❧❡ ✼✷ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✼✺ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ r❡❧❡✈❛♥t t♦ s♦♠❡ ❢❛❝❡ts ♦❢ t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡
❛s♣❡❝ts t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✶✷ ❧✐sts✳✮

◆♦t✐♦♥s ❛❜♦✈❡ ♠❛② s✉✣❝❡ t♦ ❡♠❜r❛❝❡ ♠✉❝❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✲ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧s
❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧s ✲ t❤❛t ❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤ s✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❡①❝❡♣t ●✲
❢❛♠✐❧② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ✭❘❡❣❛r❞✐♥❣ s✐① ✐s♦♠❡rs ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ s❡❡ t❛❜❧❡ ✶✶✶❛✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✐① ✐s♦♠❡rs
♦❢ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ♦♥❡ ♠✐❣❤t ♥❡❡❞ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②
♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②✳✮ ◆♦t✐♦♥s ❛❜♦✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡ q✉❛♥t✉♠ ❣r❛✈✐t② ✲ ❛s ❛♥ ❛s♣❡❝t ♦❢
❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧
r❡❧❛t✐✈✐t②✮ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙
♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❇❡②♦♥❞ ♥♦t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛s t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❛❞❞ ❣r♦✉♣
t❤❡♦r❡t✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts r❡❧❛t❡❞ t♦ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳ ✭❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t tr❡❛t
◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♣❤②s✐❝s ❛s ❝♦♠♣♦rt✐♥❣ ✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ s♠❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ■❢ s♦✱ ♣❡♦♣❧❡
♠✐❣❤t ♥♦t ✇❛♥t t♦ ❛❞❞ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r❡t✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♣❤②s✐❝s✳✮

◆♦t✐♦♥s ❛❜♦✈❡ ♠✐❣❤t s✉✣❝❡ ❢♦r ♣❡♦♣❧❡ t♦ st❛t❡ ❛ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r❡t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡
s✉♣❡rs❡t✳

✼✳✹✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ❈P ♣r♦❜❧❡♠

❲❡ ❞✐s❝✉ss ✐♥s✐❣❤t✱ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ str♦♥❣ ❈P ♣r♦❜❧❡♠✳
❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡①♣❧♦r❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❈P

s②♠♠❡tr② ✭♦r✱ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ ♣❛r✐t② s②♠♠❡tr②✮✳ P❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ②❡t t♦ ❞❡t❡❝t str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❈P s②♠♠❡tr②✳ P❡♦♣❧❡ ✉s❡ t❤❡ t❤r❡❡✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ str♦♥❣ ❈P ♣r♦❜❧❡♠✳
❯♥✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t s✉❝❤ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛①✐♦♥s✳

❚❛❜❧❡ ✶✶✸ ❧✐sts ❛s♣❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥s✐❣❤t t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡
❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ♥❛t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s str♦♥❣ ❈P ✈✐♦❧❛t✐♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ✶✶✸❛ ❧✐sts ❛s♣❡❝ts t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✐♥t❡r♣r❡t
❛s r✉❧✐♥❣ ♦✉t str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❈P ✈✐♦❧❛t✐♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ✶✶✸❜ ❧✐sts ❛s♣❡❝ts t❤❛t✱ ✐❢ r❡❧❡✈❛♥t✱
♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✐♥t❡r♣r❡t ❛s s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❈P ✈✐♦❧❛t✐♦♥✳

✼✳✺✳ P♦ss✐❜❧❡ ❧❛❝❦s ♦❢ s♦♠❡ ✉♥✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♥❛t✉r❡ ♣♦ss✐❜❧② ♥♦t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♦♠❡ ❡❧❡✲
♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t s♦♠❡ ✉♥✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s s✉❣❣❡st ♠✐❣❤t ❡①✐st✳

✼✳✺✳✶✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♥♦♣♦❧❡s

❚❛❜❧❡ ✾✷ ♣♦✐♥ts t♦ ♥♦ ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦♥♦♣♦❧❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ s✉❝❤ ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥s ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♥❛t✉r❡ ♥♦t
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡✳ P❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✼✮ ❡①♣r❡ss❡s✳

❚❤❡ ✷●✷ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✭♥♦t ♠❛❣♥❡t✐❝✮ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳ ✭✶✼✼✮

✶✵✷
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❚❛❜❧❡ ✶✶✶✿ P♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛♥ SU(17) s②♠♠❡tr②

✭❛✮ P♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ s✉❜❣r♦✉♣s ♦❢ SU(17)

j1 + j2 j1 j2 ❯s❡ ♦❢ SU(j2) ❯s❡ ♦❢ U(1)
✶✼ ✶✺ ✷ ❈❤❛r❣❡ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡
✶✺ ✶✶ ✹ ❘❡st ❡♥❡r❣② ♠✐♥✉s ❢r❡❡❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ r❡st ❡♥❡r❣② ♠✐♥✉s

❢r❡❡❛❜❧❡ ❡♥❡r❣②
✶✶ ✾ ✷ ✸▲❇ ♥✉♠❜❡r ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✸▲❇ ♥✉♠❜❡r
✾ ✼ ✷ ▼♦♠❡♥t✉♠ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠
✼ ✺ ✷ ❆♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠
✺ ✸ ✷ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛♥ SU(2)× U(1)

s②♠♠❡tr②
❈♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛♥ SU(2)× U(1)
s②♠♠❡tr②

✸ ✲ ✸ SU(3) str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
s②♠♠❡tr②

✲

✭❜✮ ◆♦t❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✶✶✶❛

◆♦t❡
• ❋♦r t❤❡ ✜rst r♦✇ ✭✐♥ t❛❜❧❡ ✶✶✶❛✮✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✼ ❢♦r j1+ j2 ❡q✉❛❧s t❤❡ ✶✼ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ SU(17)✳
• ❋♦r ❡❛❝❤ r♦✇ ✭✐♥ t❛❜❧❡ ✶✶✶❛✮ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst r♦✇✱ j1 + j2 ❡q✉❛❧s j1 ❢♦r t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♣r❡❝❡❞✐♥❣
r♦✇✳ ✭◆♦t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✼✮✳✮
• ❋♦r t❤❡ ✜rst ✜✈❡ r♦✇s ✭✐♥ t❛❜❧❡ ✶✶✶❛✮✱ t❤❡ U(1) ✐t❡♠ ❝♦rr❡❧❛t❡s ❜♦t❤ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❜✐❧✐t② t♦ s✉♠ t❤❡
♣r♦♣❡rt② ✭t❤❛t t❤❡ SU(j2) ✐t❡♠ s❤♦✇s✮ ❛❝r♦ss ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝t
❛♥❞✱ t❤❡r❡❜②✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛❝t ✭♥♦t r❡❜✉tt❛❜❧❡ s♦♠❡✇❤❛t✮ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇✳
• ❋♦r t❤❡ ✜rst ❢♦✉r r♦✇s ✭✐♥ t❛❜❧❡ ✶✶✶❛✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ j2 = 2✱ t❤❡ ❙❆✲s✐❞❡ ❝♦✉♥t ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✽❛
✐♥t❡r♣r❡ts t❤❡ t❤r❡❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ SU(2)✳
• ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r♦✇ ✭✐♥ t❛❜❧❡ ✶✶✶❛✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ j2 = 4✱ t❛❜❧❡ ✺✽❛ s❤♦✇s ❛♥♦t❤❡r st❡♣✳ ❚❤❛t st❡♣
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ✭t❤❛t ✐s✱ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s✐①t❤ r♦✇ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✶✶❛✮
SU(2)× U(1) s②♠♠❡tr②✳ ❚❤❡ SU(2)× U(1) s②♠♠❡tr② t❤❛t t❤❡ ♦t❤❡r st❡♣ t❤❛t t❛❜❧❡ ✺✽❛ s❤♦✇s
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✭❛t ❧❡❛st✮ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s ❛♥❞ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳
• P❘ιI■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ✲ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ιI = 1✱ ιI = 6✱ ❛♥❞ ιI = 36 ✲ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✉s❡ ♦❢ log6(ιI)
✉s❡s ♦❢ t❤❡ SU(2)× U(1) s②♠♠❡tr✐❡s✳
• ❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t P❘✸✻■❙P ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♣❤②s✐❝s✱ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ SU(15) s②♠♠❡tr② ♠✐❣❤t s✉✣❝❡✳
• ❚❤❡ s♣❛♥ ❢♦r ✻●✹✻✽ ✐s s✐①✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✻✷✳✮ ❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t P❘✸✻■❙P ✐s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♣❤②s✐❝s✱ ❛♥
♦✈❡r❛❧❧ SU(19) s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ P❘✷✶✻■❙P ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥✳
• ❚❤❡ s♣❛♥ ❢♦r ✽●✷✻ ✐s s✐①✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✻✷✳✮ ❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t P❘✷✶✻■❙P ✐s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♣❤②s✐❝s✱ ❛♥
♦✈❡r❛❧❧ SU(21) s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ P❘✶✷✾✻■❙P ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥✳

❚❛❜❧❡ ✶✶✷✿ ❆s♣❡❝ts t❤❛t ♠✐❣❤t s✉♣♣♦rt t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✜♥❞ ❛ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r❡t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ♥❛t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s

❆s♣❡❝t
• ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✶✶ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❣r♦✉♣✱ SU(17)✳
• ❆ ❧✐♥❦ ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ✶✶✶ t♦ t❛❜❧❡ ✺✽✳
• ❆ ❧✐♥❦ ❢r♦♠ ❳❆ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✽ t♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s✳ ✭P❡r❤❛♣s✱ ♥♦t❡
t❛❜❧❡s ✷✵❝✱ ✷✺✱ ❛♥❞ ✹✽✳ ●✲❢❛♠✐❧② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♠✐❣❤t ♣♦✐♥t t♦ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥s ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡
❣❧✉♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣✐❡ ❜♦s♦♥✳ ❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡s ✻✷ ❛♥❞ ✼✸ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✾✽✮ ❛♥❞ ✭✾✾✮✳✮
• ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✐♥❦ ✲ ✈✐❛ P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❜❡t✇❡❡♥ ●✲❢❛♠✐❧② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❯✲❢❛♠✐❧② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱
♣❧✉s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❯✲❢❛♠✐❧② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♣♦✐♥ts t♦ ❣❧✉♦♥s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♣✐❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❜♦s♦♥✳ ✭❙❡❡
t❛❜❧❡ ✺✺✳✮
• ❆ ❧✐♥❦ ❢r♦♠ P❉❊ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s✳

✶✵✸
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❚❛❜❧❡ ✶✶✸✿ ❆s♣❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥s✐❣❤t t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ♥❛t✉r❡
✐♥❝❧✉❞❡s str♦♥❣ ❈P ✈✐♦❧❛t✐♦♥

✭❛✮ ❆s♣❡❝ts t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✐♥t❡r♣r❡t ❛s r✉❧✐♥❣ ♦✉t str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❈P ✈✐♦❧❛t✐♦♥

❆s♣❡❝t
• ❯♥✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ str♦♥❣ ❈P ✈✐♦❧❛t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
s♠❛❧❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ♠✐❣❤t ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t str♦♥❣
❈P ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❡①✐sts✳ ■♥s✐❣❤t t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ♠✐❣❤t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ✐s✱ ❢♦r ♣✉r♣♦s❡s r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ③❡r♦✳ ✭❙❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✾✮✳✮
• ❯♥✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❡♠s t♦ s✉❣❣❡st t❤❛t ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ q✉❛r❦ ❤❛❞ ③❡r♦ ♠❛ss✱ str♦♥❣
❈P ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❡①✐st✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♥❛t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s s✐① ❛r❝ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
❢❡r♠✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ③❡r♦❧✐❦❡✲♠❛ss ③❡r♦✲❝❤❛r❣❡ ❛♥❛❧♦❣ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐① q✉❛r❦s✳ P❡♦♣❧❡
♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛r❝s ♠✐❣❤t s✉✣❝❡✱ ❢r♦♠ ❛ st❛♥❞♣♦✐♥t ♦❢
✉♥✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t♦ r✉❧❡ ♦✉t str♦♥❣ ❈P ✈✐♦❧❛t✐♦♥✳
• ❊❛❝❤ ♦❢ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❈P
✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ ✭♦r ♣♦ss✐❜❧② ♠♦r❡✮ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ✷❲ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ✭♦r ♣♦ss✐❜❧② ♠♦r❡✮
q✉❛r❦s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✹✷✳✮ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭♦r
❛s♣❡❝ts ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐r ❚❆✺✲❛♥❞✲❚❆✻✮✱ ❛ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r
❣❧✉♦♥s ❤❛s s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s t♦ ❛ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✷❲ s✉❜❢❛♠✐❧②✳ ✭❈♦♠♣❛r❡
t❛❜❧❡ ✺✹ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✹✷✳✮ ❚❤❡ ♠❛ss ✲ ③❡r♦ ✲ ♦❢ ❣❧✉♦♥s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜♦s♦♥s✳ ❙❡❡♠✐♥❣❧②✱ ✐♥ ❦♥♦✇♥ ❤❛❞r♦♥s✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈✐rt✉❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ✷❯ ✇♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ♠♦r❡
❝♦♣✐♦✉s❧② t❤❛♥ ❞♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈✐rt✉❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ✷❲✳ ❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣
✇✐t❤ ✷❲ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❡①♣❧❛✐♥ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❈P ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❤❛❞r♦♥s✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❧✐❦❡❧②
t❤❛t ♥❛t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❈P ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❝❛t❛❧②③❡❞ ❜② ❣❧✉♦♥s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
q✉❛r❦ ♦r ❛r❝ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✲ ❛t ❛♥② ♦♥❡ t✐♠❡ ✲ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦❧♦r ❝❤❛r❣❡ ♠✐❣❤t s✉❣❣❡st ✲ ❢r♦♠ ❛
st❛♥❞♣♦✐♥t ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ t❤❛t ♥❛t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❈P ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❝❛t❛❧②③❡❞ ❜② ❣❧✉♦♥s✳ ❆ ♥♦t✐♦♥ ✲
r❡❣❛r❞✐♥❣ ✷❯ ✲ ♦❢ ❛❧✇❛②s ✭❛♥❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡❜✉tt❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s ❛♥❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡❜✉tt❛❜❧❡
s♦♠❡✇❤❛t✮ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥✳
• ❯♥✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡❡♠s t♦ s✉❣❣❡st t❤❛t✱ ✐❢ ♥❛t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♥♦♣♦❧❡s✱
str♦♥❣ ❈P ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♦❝❝✉r✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥s✐❣❤t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♥♦♣♦❧❡s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✼✮✳✮ ❚❤❡ ✐♥s✐❣❤t s❡❡♠s t♦
s✉❣❣❡st t❤❛t ♥❛t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♥♦♣♦❧❡s✳

✭❜✮ ❆♥ ❛s♣❡❝t t❤❛t✱ ✐❢ r❡❧❡✈❛♥t✱ ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✐♥t❡r♣r❡t ❛s s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❈P ✈✐♦❧❛t✐♦♥

❆s♣❡❝t
• ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✉rr❡♥t❧② ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛①✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ♠✐❣❤t ♣♦✐♥t t♦
♥♦♥✲❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✲ t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✲ ♦❢ ❈P s②♠♠❡tr②✳

✶✵✹
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❚❛❜❧❡ ✶✶✹✿ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s
♠♦❞❡❧✐♥❣

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✱ ✉s❡ ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♠✐❣❤t
❜❡ ✳✳✳
• ❆s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♦r ♠♦r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛❧❧♦✇❡❞ st❛t❡s✳
• ❆s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♦r ❧❡ss s✉❝❝❡ss❢✉❧ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✲ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐♠✐t❡❞ ✉s❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ✲
❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r ❛❧❧♦✇❡❞ st❛t❡s✳
• ❊❛s✐❡r ♦r s✐♠♣❧❡r ✲ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✲ t♦ ✉s❡✳
• ❇❛s❡❞ ♦♥ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s ✉s❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳

✼✳✺✳✷✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛①✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ♠✐❣❤t ♣♦✐♥t t♦ ✐♥s✐❣❤t r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ❞❡t❡❝t ❛①✐♦♥s✳ Pr♦✲
♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ♠✐st❛❦❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✭✻✮●✷✹✽ ❛♥❞ ✷✭✶✮●✷✹✽ ❢♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛①✐♦♥s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞
t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✾✮✳✮ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ♠✐st❛❦❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛②❡ ✭♦r✱ ✵■✮ ❜♦s♦♥ ❢♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛①✐♦♥s✳ ✭❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✶✻✻✮ s❤♦✇s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✐♥t❡r♣r❡t ❛s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳✮

✽✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥✿ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❚❤✐s ✉♥✐t ❡①♣❧♦r❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦✐♥ts t♦ ✉s❡❢✉❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r
♠♦t✐♦♥✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✐♥ t❤✐s ❡ss❛② ❢❡❛t✉r❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡st✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s
❛♥❞ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♣❧✉s ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡ P❊P▼ ♣❛rt✐❝❧❡ s❡t ❛♥❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♠♦t✐♦♥ ❛r❡ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ P❊P▼ ♣❛rt✐❝❧❡ s❡t ❛♥❞ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♠♦t✐♦♥ ❛r❡
❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♥❛t✉r❡✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❤❡r❡✐♥ s♣❡❝✉❧❛t❡s ❛❜♦✉t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❛s❡s ✐♥ ❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞✲
❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ♣❡rt❛✐♥ ❞✐r❡❝t❧② t♦ ♠♦t✐♦♥✳

✽✳✶✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s

❚❛❜❧❡ ✸✵ ❛❧❧✉❞❡s t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s t❤❛t ✉♥❞❡r❧✐❡s P❉❊
♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t♦ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♥❛t✉r❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♥❣
♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ ❈◗❋▼ t♦ ❞❡♥♦t❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣✱ ❢r♦♠ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛ ♣♦ss✐❜❧② ✉s❡❢✉❧
s♦♠❡✇❤❛t ❛♥❛❧♦❣ t♦ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ◗❋❚ ✭♦r✱ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✮✳ ❚❤❡ ❛❝r♦♥②♠ ❈◗❋▼ ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❢♦✉r✲✇♦r❞ t❡r♠ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ◗❋❚ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❈◗❋▼ ✇♦✉❧❞ ❢❡❛t✉r❡ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✶✼✳✮

❲❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡①♣❡❝t t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♠♦t✐♦♥ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
♠♦❞❡❧s ❢♦r ♠♦t✐♦♥✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t❡♥❞ t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥ ❡♥❡r❣②✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ q✉❛♥t✉♠
♠♦❞❡❧s ❢♦r ♠♦t✐♦♥ t❡♥❞ t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥ ~✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♠♦t✐♦♥ t❡♥❞ t♦ ❜❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥
❡♥❡r❣②✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ♠♦❞❡❧s t❡♥❞ t♦ ❜❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ ~✳ ✭◆♦t❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❛t ΩSA

✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮ ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ S(S + 1)~2✳✮ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❛t ❈◗❋▼ ♠✐❣❤t
✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦r t❤❛t ❈◗❋▼ ♠✐❣❤t ♣♦✐♥t t♦ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳

❲❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡①♣❡❝t t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛s♣❡❝ts t❤❛t s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ♣❛r❛❧❧❡❧s t♦ ♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣ ◗❋❚ ✭♦r✱ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✮ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②✳ ✭❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✽✺❪ ❞✐s❝✉ss❡s ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ◗❋❚ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♠♣❧② ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤
s♣❡❝✐❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②✳✮

❚❛❜❧❡ ✶✶✹ ❝♦♠♣❛r❡s ❛s♣❡❝ts ♦❢ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛s♣❡❝ts ♦❢
♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

✽✳✶✳✶✳ ❈◗❋▼ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ r♦♦t ❢♦r❝❡s

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ✉♥❞❡r❧✐❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❈◗❋▼ ♠♦❞❡❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❡s✳ ✭❙❡❡ t❤❡
s❡❝♦♥❞ r♦✇ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✵✳ P❡r❤❛♣s✱ s❡❡ ❛s♣❡❝ts✱ t❤❛t ♠❡♥t✐♦♥ νSA < 0✱ ♦❢ t❛❜❧❡ ✸✶✳✮

❚❤✐s ✇♦r❦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ❢r♦♠ ✇♦r❦ ❛❜♦✈❡ t❤❛t✱ ♥♦♠✐♥❛❧❧②✱ ♣❡rt❛✐♥s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✸✮
❛♥❞ ✭✺✹✮ ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛❧❧ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❛❧❧ r♦♦t ❢♦r❝❡s✳ ❲❡ ♣♦s✐t t❤❛t r❡s✉❧ts ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ s♦♠❡

✶✵✺
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❚❛❜❧❡ ✶✶✺✿ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❡s ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❧② s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ r♦♦t ❢♦r❝❡s ✭✇✐t❤ ν ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
ν✮

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ν ❊①❛♠♣❧❡
✵❢✰✶❜↔✷❢✰✵❜ −1 ❆ ❩ ❜♦s♦♥ ❝r❡❛t❡s ❛ ♠❛tt❡r✲❛♥❞✲❛♥t✐♠❛tt❡r ♣❛✐r ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥s✳
✶❢✰✶❜↔✶❢✰✶❜ −3/2 ❆♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❛ ❲+3 ❜♦s♦♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✉tr✐♥♦✳
✶❢✰✶❜↔✸❢✰✵❜ −3/2 ❆ ♠❛tt❡r ❢❡r♠✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❜♦s♦♥ ♣r♦❞✉❝❡ t✇♦ ♠❛tt❡r ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞

♦♥❡ ❛♥t✐♠❛tt❡r ❢❡r♠✐♦♥✳
✭✸❢✰✵❜↔✸❢✰✵❜✮ −3/2 ✲
✵❢✰♥❜↔✵❢✰♥❜✱ ❢♦r ♥≥✷ −n ❆ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥ ❝r❡❛t❡s t✇♦ ♣❤♦t♦♥s✳

r♦❧❡s ❢♦r νSA✱ νTA✱ ❛♥❞ ν′′ ✲ ❢r♦♠ t❤❛t ✇♦r❦ ❡①t❡♥❞ t♦ ❛❧❧ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❛❧❧ r♦♦t ❢♦r❝❡s✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✸✷❜✳✮

❚❛❜❧❡ ✶✶✺ ❧✐sts t②♣❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s✳ ❍❡r❡✱ ✐♥ t❤❡ s②♠❜♦❧ ♥❢✱
♥ ❞❡♥♦t❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ s②♠❜♦❧ ♥❜✱ ♥ ❞❡♥♦t❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥s ❛♥❞
r♦♦t ❢♦r❝❡s✳ ❆ s②♠❜♦❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❛↔❜ ❞❡♥♦t❡s t✇♦ ❝❛s❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❛→❜ ❛♥❞ ❜→❛✳ ❆ s②♠❜♦❧ ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ ❛→❜ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡✲❡①❝✐t❡s ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ❜② ♦♥❡ ✉♥✐t ❛♥❞ ❡①❝✐t❡s
❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❜ ❜② ♦♥❡ ✉♥✐t✳ ✭◆♦t❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❛t ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ♠♦❞❡ ❞♦❡s ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ◆♦t❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❛t ✶❜ ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ 0■0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛②❡
❜♦s♦♥✳✮ ❋♦r ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈❡rt❡①✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ν ✐s t❤❡ s✉♠✱ ♦✈❡r ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✜❡❧❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♦❢ t❤❡
r❡❧❡✈❛♥t ν❴ ❛♥❞ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ s✉♠✱ ♦✈❡r ♦✉t❣♦✐♥❣ ✜❡❧❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ν❴✳ ■♥ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
❡✛❡❝t✐✈❡ ν ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ s❤♦✇s✳ ❚❤❡
❝❛s❡ ✸❢✰✵❜↔✸❢✰✵❜ ♣❡rt❛✐♥s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥✈♦❧✈❡ ❜♦s♦♥s✳ ❲❡ ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥✱ ✐♥
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❡①t✱ ❛s t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ✸❢✰✵❜↔✸❢✰✵❜✳ ■♥ ❛ ❜r♦❛❞❡r ❝♦♥t❡①t✱ ✸❢✰✵❜↔✸❢✰✵❜
♠✐❣❤t ♣♦✐♥t t♦✇❛r❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❡①t❡♥❞✐♥❣ ✇♦r❦ ❤❡r❡✐♥✳

❈◗❋▼ ♣♦s✐ts t❤❛t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✸❢ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✈✐♦❧❛t❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥
st❛t✐st✐❝s✳ ❈◗❋▼ ❢❡❛t✉r❡s ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❛♣♣❡❛r t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ◗❋❚ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ✭❋♦r ♦♥❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❈◗❋▼
❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡q✉✐r❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❈◗❋▼ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡
♠✉❧t✐♣❧❡ ◗❋❚ ❋❡②♥♠❛♥ ❞✐❛❣r❛♠s✳ ❋♦r ❛♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❈◗❋▼ ♣♦✐♥ts t♦✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t r❡♣❧❛❝❡s
❜♦s♦♥s ✇✐t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳✮ ▲❡❛✈✐♥❣ ❛s✐❞❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✸❢ ❝❛♥ ✐♥✈♦❧✈❡ ❞✐ss✐♠✲
✐❧❛r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢❡r♠✐♦♥s✳ ❉✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s❀ ♠❛tt❡r ❛♥❞
❛♥t✐♠❛tt❡r❀ ❛♥❞ ✭✐❢ ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡✮ t②♣❡s ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✲ ♥❡✉tr✐♥♦✱ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥✱ q✉❛r❦✱ ♦r ❛r❝✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ❝♦♥tr❛sts ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ◗❋❚ ❛♥❞ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❈◗❋▼✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡✱ ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♥♦✲
t✐♦♥ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✽✮ s❤♦✇s ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✶❢✰✶❜↔✶❢✰✶❜ ✈❡rt❡①✳ ❆ ♠✉♦♥ tr❛♥s✲
❢♦r♠s ✐♥t♦ ❛ ♠❛tt❡r ♥❡✉tr✐♥♦ ❛♥❞ ❛ ❲ ❜♦s♦♥✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✾✮ s❤♦✇s ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✶❢✰✶❜↔✶❢✰✶❜
✈❡rt❡①✳ ❚❤❡ ❲ ❜♦s♦♥ tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥t✐♠❛tt❡r ♥❡✉tr✐♥♦✳ ❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❝❛♥ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❛t ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❛t ♠♦❞❡❧✐♥❣
❛♥❞ ❝❛♥ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❡ ✶❢✰✶❜↔✸❢✰✵❜ ✈❡rt❡① t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✵✮ s❤♦✇s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✵✮ ❞♦❡s ♥♦t
s❤♦✇ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ s✉❝❤ ❛s ❛ ❲ ❜♦s♦♥✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✵✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❥✉st ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✵✮ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s✉♣♣♦rt r❡s❡❛r❝❤ t❤❛t ❡st✐♠❛t❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ ❲ ❜♦s♦♥ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✵✮
s❤♦✇s✳

µ−3 + 0■0 → ν0 +❲−3 ✭✶✼✽✮

❲−3 → ❡−3 + ν̄0 ✭✶✼✾✮

µ−3 + 0■0 → ν0 + ❡−3 + ν̄0 ✭✶✽✵✮

✽✳✶✳✷✳ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧s r❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝ts

❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❈◗❋▼ ❡①t❡♥❞s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❋♦r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ r♦♦t ❢♦r❝❡s ✐♥ ❢r❡❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ t❤❡ ❑▼❙ P❉❊ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❧✐♠✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥ (ηSA)

2 → 0 ♣❡rt❛✐♥s✳ ✭❙❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✮✳✮ ❍❡r❡✱ (ηTA)

2 → 0 ♣❡rt❛✐♥s✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ✈❡rt❡① ♠♦❞❡❧s ❛s ❜❡✐♥❣

✶✵✻
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❚❛❜❧❡ ✶✶✻✿ P❉❊ s②♠❜♦❧s ❛♥❞✱ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❤②s✐❝s ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❡r♠s

❙②♠❜♦❧ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ✲ sq✉❛r❡ ♦❢ ✳✳✳ ❘❡❧❛t❡❞ ❝♦♥st❛♥t
ξ′SA ξ′SAΩSA ∝ S(S + 1)~2 ❆♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ~

2

ξ′SA(ηSA)
−2 ▼♦♠❡♥t✉♠

ξ′TA(ηTA)
−2 ❊♥❡r❣②

(ηSA)
2/(ηTA)

2 ❱❡❧♦❝✐t② c2

ξ′SA(ηSA)
+2 ❆♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ t✐♠❡s ❧❡♥❣t❤

ξ′TA(ηTA)
+2 ❊♥❡r❣② t✐♠❡s sq✉❛r❡ ♦❢ t✐♠❡

♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❑▼❙ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❍❡r❡✱ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞ r❡❢❡rs
t♦ ❡✐t❤❡r ❛ r❛❞✐❛❧ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦r t❤r❡❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥✜♥❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts
♠✐❣❤t ❢❡❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ q✉❛r❦ t❤❛t ❡①✐sts ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣r♦t♦♥✳

❋♦r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ r♦♦t ❢♦r❝❡s ✐♥ ❝♦♥✜♥❡❞
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ t❤❡ P❉❊ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ (ηSA)

2 > 0 ❝❛♥ ♣❡rt❛✐♥✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✶✮ s❤♦✇s ♠✐❣❤t
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝t t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠ ❝♦♥✜♥❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳
❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ✈❡rt❡① ♠♦❞❡❧s ❛s ❜❡✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡✲❧✐❦❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❍❡r❡✱ ✈♦❧✉♠❡✲❧✐❦❡ r❡❢❡rs
t♦✱ ❛t ❧❡❛st✱ ❡✐t❤❡r ❛ r❛❞✐❛❧ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦r t❤r❡❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❱♦❧✉♠❡✲❧✐❦❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ❛❧s♦
✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳

|ηSA| ✭✶✽✶✮

❲❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ✭❚❤❡s❡ r❡♠❛r❦s t❡♥❞ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛st
r♦✇ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✵✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ r❡♠❛r❦s ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s
❛♥❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst r♦✇ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✶✻✳ ❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✺✺ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐❡ s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥✳✮

❚❛❜❧❡ ✶✶✻ ♥♦t❡s ❛s♣❡❝ts ♦❢ P❉❊ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s t❤❛t ❝❛♥ ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ νSA ≥ 0✳
■♥ t❛❜❧❡ ✶✶✻✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ✜rst r♦✇ s❤♦✇s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r♦✇s✳ ❚❤❡ r♦✇
t❤❛t ♥♦t❡s ξ′SA(ηSA)

+2 ♠✐❣❤t ♣♦✐♥t t♦ ❛ s❡r✐❡s ✲ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠
t✐♠❡s ❧❡♥❣t❤✳

P❉❊✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣✱ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝✱
❛♥❞ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ✇❤✐❝❤ 2νSA ✐s ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r−2

s♣❛t✐❛❧ ❢❛❝t♦r✱ t❤❡ V−2 t❡r♠ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✽✳✮
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r2 s♣❛t✐❛❧ ❢❛❝t♦r✱ t❤❡ V+2 t❡r♠ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✭❛t ❧❡❛st✱ ✇✐t❤✐♥ ❤❛❞r♦♥s✮ ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢
❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✉♠ K0a+K0b ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ str❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ✭❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
❛ ❤❛❞r♦♥✳ P❡r❤❛♣s✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ r0 ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡✈❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
t❤r♦✉❣❤♦✉t ❛ ❤❛❞r♦♥✱ ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣✳✮ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ V−2 t❡r♠✱ ✇❡
❡①♣❡❝t t❤❛t ξ′SA ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❢❛❝t♦r ~2✳

❊❧❡❝tr♦st❛t✐❝s ✐♥❝❧✉❞❡s ❡❛❝❤ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❛ttr❛❝t ♦❜❥❡❝ts t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t
r❡♣❡❧ ♦❜❥❡❝ts ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❖♥❡ ♠✐❣❤t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t✱ ✐♥ s♦♠❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤❡ t❡r♠
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ΩSA/r

2 ♠✐❣❤t s❡❡♠ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r r❡♣✉❧s✐♦♥✱ ❜✉t ♥♦t ❢♦r ❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✮ ❛♥❞
✭✹✮✳ ❚❤❡ t❡r♠ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ +r−2✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s r
✐♥❝r❡❛s❡s✳✮ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✶✮✱ ✭✶✽✷✮✱ ❛♥❞ ✭✶✽✸✮ ♣❡rt❛✐♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s✇❛♣ t❤❡ ΩSA/r

2 t❡r♠ ❛♥❞
t❤❡ ΩTA/t

2 t❡r♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✶✮✳ ❚❤❡ s✇❛♣ ❧❡❛❞s✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ t♦ ❛ ♥❡✇ ΩSA/r
2 t❤❛t ❤❛s ❛ s✐❣♥ t❤❛t ✐s

♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ s✐❣♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❧❞ ΩSA/r
2✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ΩSA/r

2 ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ttr❛❝t✐♦♥✳
❋♦r s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✽✹✮ ❛♥❞ ✭✶✽✺✮ ♣❡rt❛✐♥✳

(t/ηTA)
2 = (r/ηSA)

2 ✭✶✽✷✮

ξ′TA = ξ′SA ✭✶✽✸✮

t2/(2(ηTA)
2) + r2/(2(ηSA)

2) = tr/(|ηTA| · |ηSA|) ✭✶✽✹✮

vc = |ηSA|/|ηTA| ✭✶✽✺✮

❲❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ r♦✇s ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✵✳

✶✵✼

Preprints (www.preprints.org)  |  NOT PEER-REVIEWED  |  Posted: 21 October 2020                   doi:10.20944/preprints202010.0421.v1

https://doi.org/10.20944/preprints202010.0421.v1


✽✳✶✳✸✳ ❉②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

❲❡ ❞✐s❝✉ss ✈❛r✐♦✉s t♦♣✐❝s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❡❛❝❤ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡ q✉❛r❦s ✭♦r✱ ✶◗

♣❛rt✐❝❧❡s✮ ❛♥❞ ❛r❝s ✭♦r✱ ✶❘ ♣❛rt✐❝❧❡s✮ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❜♦t❤ q✉❛r❦s ❛♥❞ ❛r❝s✳
❉✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✹✾ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛s ❛ ❝❤❛r❣❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡

✐s ❡✐t❤❡r ③❡r♦ ♦r ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ✐♥t❡❣❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ |qǫ| ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r t❤❛t ✐s ❡✐t❤❡r ③❡r♦ ♦r ❛ ♥♦♥✲
③❡r♦ ✐♥t❡❣❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ♦♥❡✳ ❋♦r ❛ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡ q✉❛r❦s ❛♥❞ ❛r❝s✱
t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s t♦ ✐♥t❡❣❡r ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡r ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r ♣r❡❝❧✉❞❡ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦r❡
t❤❛♥ ③❡r♦ q✉❛r❦s ❛♥❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ③❡r♦ ❛r❝s✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❤❛❞r♦♥s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡ q✉❛r❦s✳
❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ◗❈❉ ✭♦r✱ q✉❛♥t✉♠ ❝❤r♦♠♦❞②♥❛♠✐❝s✮ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ s②♠♠❡tr✐❡s✱ ❢♦r

❡❛❝❤ ♦❢ q✉❛r❦s ❛♥❞ ❣❧✉♦♥s✱ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②✳
❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s✱ ✇✐t❤

❡❛❝❤ ♦❢ q✉❛r❦s ❛♥❞ ❣❧✉♦♥s✱ ❛ ❧❡ss t❤❛♥ ❢✉❧❧ s❡t ♦❢ s②♠♠❡tr✐❡s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②✳
▼♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❛ ❢r❡❡ ❤❛❞r♦♥ r❡q✉✐r❡s t✇♦ ❚❆✲s✐❞❡ SU(5) s②♠♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ❢♦✉r ❙❆✲s✐❞❡ SU(2) s②♠♠❡✲

tr✐❡s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts t♦ ❢♦r♠ ♦♥❡ ❢r❡❡ ♦❜❥❡❝t ✲ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✻✵✳
❚❤❡r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛s ❜❡✐♥❣ ❢r❡❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❍❡r❡✱
✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝ts ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛s ❜❡✐♥❣ ❢r❡❡✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ r❡t❛✐♥ t❤❡
♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s s②♠♠❡tr✐❡s ❢♦r t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s
s②♠♠❡tr✐❡s ❢♦r ✐♥t❡r♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♦❜❥❡❝t✳✮ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❡❛❝❤ ♦♥❡
♦❢ ❜♦s♦♥s ✭✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤❛❞r♦♥✮ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s ✭✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤❛❞r♦♥✮ ❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ♦♥❡ ❚❆✲s✐❞❡ SU(5)
s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t✇♦ ❙❆✲s✐❞❡ SU(2) s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❖♥❡ ❚❆✲s✐❞❡ SU(5) s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t✇♦ ❙❆✲s✐❞❡ SU(2)
s②♠♠❡tr✐❡s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ ❤❛❞r♦♥✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❚❆✲s✐❞❡ SU(5) s②♠♠❡tr② ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❤❛❞r♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ s✐♠♣❧❡
❢❡r♠✐♦♥s✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❥✉st ♦♥❡ ❙❆✲s✐❞❡ SU(2) s②♠♠❡tr②✳

❚❤✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ q✉❛r❦s
❛♥❞ ❣❧✉♦♥s ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❢r❡❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡
♠✉st ✐♥❝❧✉❞❡ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ✭♥♦♥✲✈✐rt✉❛❧✮ ✉♥❢r❡❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ✭❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ✇♦r❦ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
✈✐rt✉❛❧ ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ❢❡r♠✐♦♥s✳✮

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ♠✐❣❤t ♦✉t♣✉t ♠❛ss❡s ❢♦r ❤❛❞r♦♥s✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✽✻❪ ❛♥❞ ❬✽✼❪ s✉❣❣❡st ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ♠✐❣❤t

❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ ❤❛❞r♦♥s s✉❝❤ ❛s ♣r♦t♦♥s✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t ♠✐❣❤t ❤❡❧♣
r❡❣❛r❞✐♥❣ s✉❝❤ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s✳ ❖♥❡ ❝♦♥❝❡♣t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛✈♦✐❞✐♥❣ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♥❡❛r❜② ❛❜♦✈❡✳✮ ❖♥❡ ❝♦♥❝❡♣t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✮ ❛♥❞
✭✹✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ D = 3✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ t❡r♠ t❤❛t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ r2 ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ ❛
♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❋♦r ❛ t✇♦✲q✉❛r❦ ❤❛❞r♦♥✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ q✉❛r❦ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♦t❤❡r q✉❛r❦✳ ❋♦r
❛ t❤r❡❡✲q✉❛r❦ ❤❛❞r♦♥✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ q✉❛r❦s ❛✛❡❝ts t❤❡ t❤✐r❞ q✉❛r❦✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❤❛❞r♦♥s ❛♥❞ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡
q✉❛r❦s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✽✽❪ ❞✐s❝✉ss❡s ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❡tr❛q✉❛r❦s t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ❢♦✉r ❝❤❛r♠ q✉❛r❦s✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t✇♦
❛r❡ ♠❛tt❡r q✉❛r❦s ❛♥❞ t✇♦ ❛r❡ ❛♥t✐♠❛tt❡r q✉❛r❦s✳ ❚❤❡ ❛rt✐❝❧❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❜❡♥❡✜t ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t s✉❝❤ t❡tr❛q✉❛r❦s ♠✐❣❤t ❢❡❛t✉r❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❊❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇♦✉❧❞ ❢❡❛t✉r❡ ❛
♠❛tt❡r ❝❤❛r♠ q✉❛r❦ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥t✐♠❛tt❡r ❝❤❛r♠ q✉❛r❦✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♣✐❡ ❜♦s♦♥
♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✽✾❪ s✉❣❣❡sts t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤✐♥ ❛t ❧❡❛st s♦♠❡ ♣❡♥t❛q✉❛r❦s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r ❛ s②st❡♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ♠❡s♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❛ ❜❛r②♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ♠❡s♦♥✲❧✐❦❡
♣❛rt✐❝❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ♠❛tt❡r q✉❛r❦ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥t✐♠❛tt❡r q✉❛r❦✳ ❚❤❡ ❜❛r②♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤r❡❡ ♠❛tt❡r
q✉❛r❦s✳ ❆s♣❡❝ts t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣✐❡ ❜♦s♦♥ ♠✐❣❤t ♣❧❛② r♦❧❡s ✐♥ s✉❝❤ ❞②♥❛♠✐❝s✳

✽✳✶✳✹✳ ❉②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐✳
❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡s s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦♥ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❛ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ♦♥ ♥♦t✐♦♥s

♦❢ ❛ ❨✉❦❛✇❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ✇✐t❤ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ str♦♥❣ ❢♦r❝❡✳
❚❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❦❡❡♣s ❤❛❞r♦♥s ❛♣❛rt ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❨✉❦❛✇❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛ttr❛❝ts ❤❛❞r♦♥s
t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ✈✐rt✉❛❧ ♣✐♦♥s ❛s ❛ s♦✉r❝❡ ❢♦r t❤❡ ❨✉❦❛✇❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✾✵❪ ❡①♣r❡ss❡s ❝♦♥❝❡r♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ♣✐♦♥s✳

✶✵✽
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❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ♣❡rt❛✐♥✳ ❍❡r❡✱
❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ♣✐♦♥s✳

❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r❝❡ ♦r
✇✐t❤ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ♣✐♦♥s✳

❋r♦♠ ❛ st❛♥❞♣♦✐♥t ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♣✐❡ ✭♦r✱ ✵P✮ ❜♦s♦♥s ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤❛❞r♦♥s✳
✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✺✺✳✮ ❚❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ P❉❊✲❝❡♥tr✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ t❡r♠ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✻✮ s❤♦✇s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✽✶✮ ❛♥❞
✭✶✽✹✮✳✮

− exp(−tr/(|ηTA| · |ηSA|))→ − exp(−r/(|ηSA|)) ✭✶✽✻✮

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❥❛② ✭♦r✱ ✷❏✮ ❜♦s♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ ♣❛✐rs ♦❢
❤❛❞r♦♥s t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❦♥♦✇ t♦ ♦❝❝✉r ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐✳ ❊❛❝❤ ❤❛❞r♦♥ ✐♥ ❦♥♦✇♥ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤
❛ ✸▲❇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐♥✉s ♦♥❡✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ✷❏− ❜♦s♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✼✵✳✮

❲❡ ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛s t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐ ✇♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ ♦♥ ♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✽✳✶✳✺✳ ❉②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛t♦♠✐❝ ♣❤②s✐❝s

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛t♦♠✐❝ ♣❤②s✐❝s✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ s♦♠❡ ❛t♦♠✐❝ ♣❤②s✐❝s✱ ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❡①♣❧♦r❡ ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤

❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✽✼✮ ❛♥❞ ✭✶✽✽✮✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✼✮ ❝❛♥ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ ♥♦♥✲r❡s✐❞✉❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢
t❤❡ str♦♥❣ ❢♦r❝❡✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ❢♦r❝❡ ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♣❤②s✐❝s✳ ❑▼❙ P❉❊
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ❢❡❛t✉r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ◆✉♠❜❡rs ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♣❡r s❤❡❧❧ ❛♥❞ ♣❡r s✉❜s❤❡❧❧ ❝❛♥ ✲ ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦
♥♦t✐♦♥s ✲ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♥✉♠❜❡rs t❤❛t ♥❛t✉r❡ ❡①❤✐❜✐ts✳ ❖♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥
♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮ s❤♦✇s✳ ❖♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ❧✐♠✐t ♦❢ ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ st❛t❡s
♣❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r2 t❡r♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮✳

(ξ′SA/2)(ηSA)
−2 → 0+ ✭✶✽✼✮

(ξ′SA/2)(ηSA)
2 ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ✭✶✽✽✮

✽✳✶✳✻✳ ❉②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧s ❢♦r q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s

❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❡rt❛✐♥ t♦ t❡♠♣♦r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ q✉❛♥t✉♠
tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

P❡♦♣❧❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t t❛❦❡ ♥♦♥✲③❡r♦ t✐♠❡✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✾✶❪✳✮
Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤ ❛s♣❡❝ts ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✈✐❛

✈♦❧✉♠❡✲❧✐❦❡ ✈❡rt✐❝❡s✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s ✈♦❧✉♠❡✲❧✐❦❡ ✈❡rt✐❝❡s ♠✐❣❤t ♣❛r❛❧❧❡❧ t❡♠♣♦r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✻✮✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✽✹✮ ❛♥❞ ✭✶✽✻✮✳✮

✽✳✷✳ P♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

✽✳✷✳✶✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ ♥❡✉tr♦♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ♥❛t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦
♥❡✉tr♦♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✾✮ s❤♦✇s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ♥❡✉tr♦♥✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❬✶✸❪✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♦♥❡✲❧❡tt❡r s②♠❜♦❧ ♠ ❞❡♥♦t❡s ♠❡t❡rs✳✮

0.30× 10−27 |qǫ|♠ ✭✶✽✾✮

❋♦r ❡❛❝❤ ❤❛❞r♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❉❊
t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡rt❛✐♥s ❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡ q✉❛r❦s ♦❝❝✉♣② ♦♥❡ st❛t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♣❛t✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♠✐❣❤t ❜❡ ③❡r♦✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✽✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ P❉❊✲❜❛s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ str♦♥❣✱ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝✱ ❛♥❞ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳✮

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ s✉❝❤ ❤❛❞r♦♥s✳

✶✵✾
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❙♦♠❡ r❡s❡❛r❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❛t s♦♠❡ ♣❡♥t❛q✉❛r❦s ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ s✉❝❤ ❤❛❞r♦♥s✳ ✭❙❡❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ✐♥
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✽✾❪✱ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✾✷❪✳✮

❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✶✹ s✉❣❣❡sts✳

✽✳✷✳✷✳ ❆♥♦♠❛❧♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❡st✐♠❛t✐♥❣
❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✶✾✵✮✱ ✭✶✾✶✮✱ ❛♥❞ ✭✶✾✷✮ s❤♦✇ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ r❡s✉❧ts ♦❢ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✸❪✳✮ ❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣ts ǫ✱ µ✱ ❛♥❞
τ ❞❡♥♦t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ♠✉♦♥✱ ❛♥❞ t❛✉♦♥✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ a ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝
❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ α ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✜♥❡✲str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✾✮✳✮

aǫ − (α/(2π)) ≈ −1.76× 10−6 ✭✶✾✵✮

aµ − (α/(2π)) ≈ +4.51× 10−6 ✭✶✾✶✮

−0.052 < aτ < +0.013 ✭✶✾✷✮

❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ♠❡❛♥s✱ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❋❡②♥♠❛♥ ❞✐❛❣r❛♠s✱ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♥ ❛♥♦♠❛❧♦✉s
♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢✱ ❛t ❧❡❛st✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉♦♥✳ ❚❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❙t❛♥❞❛r❞
▼♦❞❡❧ s✉❣❣❡sts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❢♦r ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥ ✐s
❛ s✉♠ ♦❢ t❡r♠s✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s α/(2π)✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ α2✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ α3✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ α ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ♣❤♦t♦♥s✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t❛✉♦♥✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✸✮ s❤♦✇s ❛ r❡s✉❧t ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ✭♦r✱
♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✾✸❪✳✮

aτ,❙▼ ≈ +1.177× 10−3 ✭✶✾✸✮

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t tr✐❡s t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ γ✷
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ γ✷ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❘❙❉❋ ✐s r−3✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♠❛r❦s ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✷●✷✹ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
♥♦♠✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t r❡s✉❧t ♦❢ g ≈ 2✳ ✭✷●✷✹ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✷γ ❛♥❞ ♥♦t ✇✐t❤ γ✷✳✮ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
s♦❧✉t✐♦♥s ♠✐❣❤t ❜❡ ✹●✷✻✱ ✻●✷✹✱ ✻●✷✽✱ ✽●✷✻✱ ❛♥❞ ✶✵●✷✽✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✻●✷✽ ❛♥❞ ✶✵●✷✽ ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t
✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ✭❊❛❝❤ ♦❢ ✻●✷✽ ❛♥❞ ✶✵●✷✽ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❚❆✲s✐❞❡ SU(5) s②♠♠❡tr②✳
❙❡❡ t❛❜❧❡ ✻✷✳ P❡r❤❛♣s✱ ♥♦t❡ t❛❜❧❡ ✾✸✳✮ ❙♦❧✉t✐♦♥s ✻●✷✽ ❛♥❞ ✶✵●✷✽ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
▲❛♠❜ s❤✐❢t✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✹●✷✻✱ ✻●✷✹✱ ❛♥❞
✽●✷✻ ♣❡rt❛✐♥✳

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ a s❝❛❧❡ ❛s α(Σ−2)/2✳
✭❈♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✸✮✳✮

❙♦❧✉t✐♦♥ ✹●✷✻ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ α/(2π) t❡r♠ t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❢♦r ❝❤❛r❣❡❞
❧❡♣t♦♥s✳ ❋♦r s♦❧✉t✐♦♥ ✻●✷✹✱ 4 ∈ Γ✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ✻●✷✹ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ r❡s✉❧t t❤❛t ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡❞
❧❡♣t♦♥ r❡st ♠❛ss✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ✻●✷✹ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ t❡r♠ t❤❛t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ α2/(2π)✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✶✾✵✮✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✶✮✱ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✶✶✽✳ ◆♦t❡ t❤❡ r❡s✉❧t α2/(2π) ≈ 8.48 × 10−6✳✮
❙♦❧✉t✐♦♥ ✽●✷✻ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ t❡r♠ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ α3/(2π)✳

❲❡ tr② t♦ ❡st✐♠❛t❡ aτ ✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✹●✷✻ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡s✉❧t ♦❢ α/(2π)✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡

t❤❛t t❤❡ ✻●✷✹ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r α2✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥ ❝❧✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✹✮ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❍❡r❡✱ t❝❧ ✐s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❛t t❤❡

✜rst ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❛❜❧❡ ✶✶✼ ✐❞❡♥t✐✜❡s✳

a❝❧ − (α/(2π)) ≈ a✻●✷✹✱✶ + a✻●✷✹✱tt❝❧ ✭✶✾✹✮

❚❛❜❧❡ ✶✶✼ s❤♦✇s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r a✻●✷✹✱✶ ❛♥❞ a✻●✷✹✱t✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✜tt✐♥❣ ❞❛t❛ t❤❛t ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ✭✶✾✵✮ ❛♥❞ ✭✶✾✶✮ s❤♦✇ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r t❝❧✳ ❲❡ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
t❤❛t ✽●✷✻ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡✳

❚❛❜❧❡ ✶✶✽ ♣r♦✈✐❞❡s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❛❜❧❡ ✶✶✼ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✹✮✱ s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❢♦r aτ−(α/(2π))✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ✜rst ♦r❞❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✸✮✳✮ P❡r

✶✶✵
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❚❛❜❧❡ ✶✶✼✿ P♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✻●✷✹✱✶ ❛♥❞ ✻●✷✹✱t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ a❝❧ − (α/(2π)) ❢♦r ❝❤❛r❣❡❞ ❧❡♣t♦♥s

❆ss✉♠♣t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❝❧ a✻●✷✹✱✶ a✻●✷✹✱t

m −1.79× 10−6 5.96× 10−8

m2 −1.76× 10−6 5.62× 10−10

M ′′ −1.76× 10−6 3.13× 10−6

(M ′′)2 −1.76× 10−6 1.57× 10−6

❣❡♥❡r❛t✐♦♥ −8.03× 10−6 6.27× 10−6

✭❣❡♥❡r❛t✐♦♥✮2 −3.85× 10−6 2.09× 10−6

log(m/mǫ) −1.76× 10−6 1.18× 10−6

(log(m/mǫ))
2 −1.76× 10−6 2.21× 10−7

❚❛❜❧❡ ✶✶✽✿ P♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r aτ − (α/(2π))

❆ss✉♠♣t✐♦♥
r❡❣❛r❞✐♥❣ ✜rst
♦r❞❡r ❜❡❤❛✈✐♦r

❢♦r
a❝❧ − (α/(2π))✳
❚❤❡ t❡r♠ ✐s
❧✐♥❡❛r ✐♥ ❛
❧❡♣t♦♥✬s✿

❋✐rst ♦r❞❡r
s✉❣❣❡st✐♦♥ ❢♦r
aτ − (α/(2π))

Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r
aτ

❆♣♣r♦①✐♠❛t❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥

(aτ − aτ,❙▼)/aτ,❙▼

❋✐t

m +1.04× 102 × 10−6 +1.266× 10−3 +75× 10−3 ✲
m2 +1.77× 103 × 10−6 +2.933× 10−3 +1500× 10−3 ✲
M ′′ +7.65× 10−6 +1.169× 10−3 −6.9× 10−3 ✦

(M ′′)2 +12.35× 10−6 +1.174× 10−3 −2.9× 10−3 ✦
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ +10.8× 10−6 +1.172× 10−3 −4.3× 10−3 ✦

✭❣❡♥❡r❛t✐♦♥✮2 +15.0× 10−6 +1.176× 10−3 −0.7× 10−3 ✦✦
log(m/mǫ) +7.83× 10−6 +1.169× 10−3 −6.8× 10−3 ✦

(log(m/mǫ))
2 +12.9× 10−6 +1.174× 10−3 −2.5× 10−3 ✦

t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ str❡♥❣t❤ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡❧❛t❡ ❧✐♥❡❛r❧② ♦r q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ❛♥
♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ ♣❡r t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ |qǫ| ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ α(Σ−2)/2✱
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡s✉❧ts ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦r ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ log(m)✳
✭❙❡❡ ✇♦r❦ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✽✮✳✮

❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✶✽ s❤♦✇s ❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r t❤❡
r♦✇ r❡❣❛r❞✐♥❣ m ❛♥❞ t❤❡ r♦✇ r❡❣❛r❞✐♥❣ m2✱ ❡❛❝❤ r♦✇ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✶✽ ♠✐❣❤t ❝♦♠♣♦rt ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✭❣❡♥❡r❛t✐♦♥✮2✲❝❡♥tr✐❝ r❡s✉❧t t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✶✽ s❤♦✇s ♠✐❣❤t ❝♦♠♣♦rt
❜❡st✱ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t t❤❡ t❛❜❧❡ s✉❣❣❡sts✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧✳ ❚❤❡
✭❣❡♥❡r❛t✐♦♥✮2✲❝❡♥tr✐❝ r❡s✉❧t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧t t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✸✮ s❤♦✇s ❜② ❛❜♦✉t ✵✳✼ ♣❛rts ✐♥ ✶✵✵✵✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ a s❝❛❧❡ ❛s α(Σ−2)/2 ❛♥❞ ♦♥ r❡s✉❧ts t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✶✼ s❤♦✇s✱
✐t ♠✐❣❤t s❡❡♠ ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t a✻●✷✹✱✶ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✽●✷✻✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ✹●✷✻ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡s✉❧t t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ α/(2π)
❛♥❞ t❤❛t a✻●✷✹✱✶ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳

●✐✈❡♥ r❡♠❛r❦s ❥✉st ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡st✐♠❛t✐♥❣ aτ ✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ ✹●✷✻ ❛♥❞ ✽●✷✻ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡

t❤❛t✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✺✮ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✻✮ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❛ss✉♠❡❞ ❛ ❝❧❡❛♥ s♣❧✐t ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t
❞♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✺✮✱ 4 /∈ Γ✳ ❋♦r t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✻✮✱
4 ∈ Γ✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡ ✶✶✽✱ t❤❡ ❧❡❢t♠♦st ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st t❤r❡❡ ❝♦❧✉♠♥s ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ✭❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❤❡❛❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t♠♦st ❝♦❧✉♠♥✳ ❚❤❡ ♥❡✇
❤❡❛❞✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✏❆ss✉♠♣t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r a✻●✷✹✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ ❛
❧❡♣t♦♥✬s✿✑✳✮

a✹●✷✻ + a✽●✷✻ = (α/(2π)) + a✻●✷✹✱✶ ✭✶✾✺✮

a✻●✷✹ = a✻●✷✹✱t ✭✶✾✻✮

✶✶✶
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❚❛❜❧❡ ✶✶✾✿ P♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ P❘✶■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②

❆s♣❡❝t r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❆s♣❡❝t r❡❣❛r❞✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②
✹●✹✽ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✲❞r❛❣❣✐♥❣
✹●✹✽ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❊✐♥st❡✐♥ ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s
✹●✷✹✻ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❊✐♥st❡✐♥ ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s
✹●✷✹✻✽❛ ❛♥❞ ✹●✷✹✻✽❜ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❊✐♥st❡✐♥ ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s
✹● ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦t❤❡r t❤❛♥ ✹γ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❊✐♥st❡✐♥ ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s
❘❙❉❋ ✭♦r✱ r❛❞✐❛❧ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦r❝❡✮ ♦❢ r−6 ❈♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t

❉✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✾✺✮ ❛♥❞ ✭✶✾✻✮ s✉❣❣❡sts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥
♣❡rt❛✐♥ ✈✐❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s ❥✉st t✇♦ t❡r♠s ✳ ❖♥❡ t❡r♠ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ✈❛r② ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ t❡r♠
✇♦✉❧❞ ✈❛r② ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

❍❡r❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♠❛② ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❢r❡❡❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ❢❡❛t✉r❡s
♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐r ❙❆✺✲❛♥❞✲❙❆✻✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✻●✷✹ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ Σ = 6 ❛♥❞ ✇✐t❤ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐r ❙❆✺✲❛♥❞✲
❙❆✻✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❝❧ ❡q✉❛❧s ✭❣❡♥❡r❛t✐♦♥✮

2 ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥✳ ✭❙❡❡✱ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✶✽✱ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ✜t✳
❋♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳✮ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ t✇♦ ✐♥ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❣❡♥❡r❛t✐♦♥✮2 ♣❛r❛❧❧❡❧s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ t✇♦ t❤❛t ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t♦r (qǫ)

2 ✐♥ α ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s❡❡♠ t♦ s❝❛❧❡ ❛s t❤❡ sq✉❛r❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐❧❧✉str❛t❡s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✶✹ s✉❣❣❡sts✳
❲❡ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s ✲ t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✶✽ s❤♦✇s ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❝❧ ❛♥❞ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s

♦❢ m ❛♥❞ m2✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝❤♦✐❝❡s ✲ (M ′′)2✱ ✭❣❡♥❡r❛t✐♦♥✮2✱ ❛♥❞ (log(m/mǫ))
2 ✲ ♠✐❣❤t ❜❡

♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t❤❛♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❧✐♥❡❛r ❝❤♦✐❝❡s ✲ M ′′✱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ log(m/mǫ)✳ ❚❤✐s ❡ss❛②
❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❞❡❡♣❡r ♠❡❛♥✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛s♣❡❝ts ✲ s✉❝❤ ❛s t❤✐s ♦♥❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❛❜❧❡
✶✶✽ ♦r s✐♠✐❧❛r ♦♥❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✸✮ ✲ t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ t♦ sq✉❛r❡s ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

✽✳✸✳ P♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♦✛❡r ✉s❡❢✉❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts t♦
❝♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

✽✳✸✳✶✳ P♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ✉s✐♥❣ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②

❚❛❜❧❡ ✶✶✾ ❧✐sts ❛s♣❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ✹●Γ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ P❘✶■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❡❛❝❤ r♦✇ ✭♣♦ss✐❜❧②
❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❧❛st r♦✇✮ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts t♦ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r♦✇✱
t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❡rt❛✐♥s ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ P❡♦♣❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ t✇♦✲
❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ ▲❡♥s❡✲❚❤✐rr✐♥❣ ❡✛❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦✲❡❧❡♠❡♥t t❡r♠ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✲❞r❛❣❣✐♥❣✳ ❚❤❡ ❊✐♥st❡✐♥
✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡ss❛② ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦
✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❘❙❉❋ ✭♦r✱ r❛❞✐❛❧ s♣❛t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦r❝❡✮ ♦❢ r−6 ❛♥❞ ♦♥
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ρ 6= 0 ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧
❝♦♥st❛♥t ♣❡rt❛✐♥s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✻✷✳✮

P❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✶✾ s✉❣❣❡sts✳ P❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ s✉♣♣❧❡♠❡♥✲
t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ r❡❣❛r❞✐♥❣ P❘✶■❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ P❘✻■❙P
♠♦❞❡❧✐♥❣✳

✽✳✸✳✷✳ P♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❛s♣❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s

❆ st❛♥❞❛r❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢❡❛t✉r❡s t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t✇♦ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ❛r❡ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳

P❡♦♣❧❡ tr② t♦ ❡♠❜❡❞ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❜r♦❛❞❡r ❝♦♥t❡①ts✳ P❡♦♣❧❡ tr② t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦r
✉♥❞❡rst❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ s✉❝❤ ❜r♦❛❞❡r ❝♦♥t❡①ts✳ P❡♦♣❧❡ ❧♦♦❦ ❢♦r ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❝♦♠♣♦rt
✇✐t❤ ♥❛t✉r❡✳

❙♣❡❝✐❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❍❡r❡✱ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ✹✲✈❡❝t♦r✳
❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❍❡r❡✱ ♣❡♦♣❧❡ tr② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♣r♦♣❡rt②

t♦ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ P❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ ②❡t t♦ ✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ♥❛t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♥♦♣♦❧❡s✳ ✭❙❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✼✮✳✮

❖✉r ✇♦r❦ s✉❣❣❡sts ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✻✻✳✮ ❍❡r❡✱ ✉♣ t♦ s✐① ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠✐❣❤t
♣❡rt❛✐♥✳ ❚❤r❡❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❛r❣❡✱ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❛♥❞ r♦t❛t✐♥❣ ♥♦♠✐♥❛❧
♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❍❡r❡✱ r♦t❛t✐♦♥ ✐s ❧✐❦❡❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ❛①✐s t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❡q✉❛❧ t❤❡ ❛①✐s
t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②

✶✶✷
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❚❛❜❧❡ ✶✷✵✿ P♦ss✐❜❧❡ t❤❡♠❡s ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❚❤❡♠❡
• ❋✐♥❞ ♦r r✉❧❡ ♦✉t ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ✇❡ ✭♦r ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡✮ s✉❣❣❡st✳
• ▼❡❛s✉r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
• ❍♦♥❡ s♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡❣❛r❞✐♥❣ s♦♠❡ ❦♥♦✇♥ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
• ❱❡r✐❢② ♦r r✉❧❡ ♦✉t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❣r❛✈✐t② ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ♥❡✉tr✐♥♦
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳
• ❱❡r✐❢② ♦r r✉❧❡ ♦✉t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t❤❛t ✇❡ s✉❣❣❡st r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t❛✉♦♥ ♠❛ss ❛♥❞ t❤❡
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳
• ❱❡r✐❢②✱ ❤♦♥❡✱ ♦r r❡❢✉t❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ t❤❛t ✇❡ s✉❣❣❡st✱ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r
❝♦♥st❛♥ts✳
• ❱❡r✐❢② ♦r r✉❧❡ ♦✉t t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r t❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡✳
• ❉❡t❡r♠✐♥❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳
• ❍♦♥❡✱ ❡①t❡♥❞✱ ♦r r✉❧❡ ♦✉t ❛s♣❡❝ts t❤❛t ✇❡ s✉❣❣❡st r❡❣❛r❞✐♥❣ ❣❛❧❛①✐❡s✳
• ❉❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ✇♦r❦ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐s♦♠❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❇✉❧❧❡t ❈❧✉st❡r
❝♦♠♣♦rts ✇✐t❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛❧❛①② ❝❧✉st❡rs✳
• ❆❞❞ ❞❡t❛✐❧s ✲ ♦r r✉❧❡ ♦✉t ❛s♣❡❝ts t❤❛t ✇❡ s✉❣❣❡st ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ t✐♠❡❧✐♥❡✳
• ❊①♣❧♦r❡✱ ❢♦r t✐♠❡s ❛❢t❡r r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ r❛t✐♦s ❢♦r ✐♥❢❡rr❡❞ ✭♦r
✐♥❢❡r❛❜❧❡✮ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r t♦ ✐♥❢❡rr❡❞ ✭♦r ✐♥❢❡r❛❜❧❡✮ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳
• ❊①♣❧♦r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ r❛t✐♦s ❢♦r ✐♥❢❡rr❡❞ ✭♦r ✐♥❢❡r❛❜❧❡✮ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣② t♦
✐♥❢❡rr❡❞ ✭♦r ✐♥❢❡r❛❜❧❡✮ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♣❧✉s ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r✳
• ❊①♣❧♦r❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦♣✐❝s ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦♣✐❝s ✲ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②❀ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡s t♦ ❞❡♥s✐t✐❡s❀ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ❛♥❞
❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ ❍✉❜❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r❀ ♥♦t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❣❡♦❞❡s✐❝ ♠♦t✐♦♥❀ ❛♥❞ t❤❡
s♣❛♥s ❛♥❞ t❤❡ str❡♥❣t❤s ♦❢ ❢♦r❝❡s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✹●✹✽✱ ✹●✷✹✻✱ ✹●✷✹✻✽❛✱ ❛♥❞ ✹●✷✹✻✽❜
s♦❧✉t✐♦♥s✳
• ❉❡t❡r♠✐♥❡ r❛♥❣❡s ♦❢ ✉s❡❢✉❧♥❡ss r❡❣❛r❞✐♥❣ ✲ ❛♥❞ t❡st s②♥❡r❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✲ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡❧s✳
• Pr❡❞✐❝t ❛♥❞ tr② t♦ ✈❡r✐❢② ♦t❤❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛s♣❡❝ts ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦rr❡❧❛t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❞s
♠♦♥♦♣♦❧❡✱ ❞✐♣♦❧❡✱ ❛♥❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦rr❡❧❛t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠s s❝❛❧❛r ✭♦r✱
r❛♥❦✲③❡r♦ t❡♥s♦r✮✱ ✈❡❝t♦r ✭♦r✱ r❛♥❦✲♦♥❡ t❡♥s♦r✮✱ ❛♥❞ r❛♥❦✲t✇♦ t❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ✉♣ t♦ t❤r❡❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ♣r♦♣❡rt② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❛r❣❡
❝✉rr❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❝❤❛r❣❡✳

❖✉r ✇♦r❦ ♠✐❣❤t s✉❣❣❡st ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ②❡t ❛♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤r❡❡
♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥✳ P❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡✲❡❧❡♠❡♥t s❡r✐❡s ✲ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ✲ st❛t✐❝✱ ♠♦✈✐♥❣
✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❝❤❛♥❣✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛♥❞ ♠♦✈✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ✇✐t❤ ❛
❝❤❛♥❣✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r
✈❡❧♦❝✐t②✳

✾✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥✿ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s

❚❤✐s ✉♥✐t ♥♦t❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r r❡s❡❛r❝❤✳

✾✳✶✳ P♦ss✐❜❧❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ r❡s❡❛r❝❤

❲❡ ♥♦t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ r❡s❡❛r❝❤✳

✾✳✶✳✶✳ P♦ss✐❜❧❡ t❤❡♠❡s ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❚❛❜❧❡ ✶✷✵ s✉❣❣❡st t❤❡♠❡s ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❝♦♥❞✉❝t✳ ❚❤✐s
❡ss❛② ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ✇❤❡♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇✐❧❧ s✉✣❝❡ t♦ ❡♥❛❜❧❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ✇❤❡♥ ✲ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❡ ♦r ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡
♠❛❦❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ❢❛❧s✐✜❛❜✐❧✐t② ❜❡❝♦♠❡s ❢❡❛s✐❜❧❡✳

✶✶✸
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❚❛❜❧❡ ✶✷✶✿ P♦ss✐❜❧❡ r♦❧❡s ❢♦r t❤❡ ❛②❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✵■ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❥❛② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ✷❏ s♦❧✉t✐♦♥s

✭❛✮ P♦ss✐❜❧❡ r♦❧❡s ✐♥ ♥❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❛②❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❥❛② ♣❛rt✐❝❧❡s

P♦ss✐❜❧❡ r♦❧❡s
• ❚❤❡ ✵■ ❛♥❞ ✷❏ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❧❛② r♦❧❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✸✮✱✮
• ❚❤❡ ✵■ ❛♥❞ ✷❏ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❧❛② r♦❧❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡♣♦❝❤✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✹✮✳✮
• ❚❤❡ ✵■ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s t❤❡ ✐♥✢❛t♦♥ ❛♥❞ ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡ ❛❢t❡r ✐♥✢❛t✐♦♥✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✻✮✳✮
• ❚❤❡ ✵■ ❛♥❞ ✷❏ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❡❧♣ ❡①♣❧❛✐♥ s♦♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ✭◆♦t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t♦ ✇❤✐❝❤ t❛❜❧❡ ✼✵
❛❧❧✉❞❡s ❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✳✮
• ❚❤❡ ✷❏ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❡❧♣ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ s♦♠❡
♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛s♣❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱
❛♥❞ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ✲ t❤❛t ♠✐❣❤t ♣♦✐♥t t♦ ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝✉rr❡♥t
♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✼✵❛✳✮
• ❚❤❡ ✵■ ❛♥❞ ✷❏ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❡❧♣ ❡①♣❧❛✐♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❡r♠s
s✉❝❤ ❛s ✈❛❝✉✉♠ ❡♥❡r❣②✱ ✈❛❝✉✉♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ♦r q✉✐♥t❡ss❡♥❝❡✳
• ❚❤❡ ✵■ ❛♥❞ ✷❏ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡①♣❧❛✐♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢
❞❛r❦ ❡♥❡r❣②✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✷✮✳✮
• ❚❤❡ ✵■ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s✐t✉❛t✐♦♥✲s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❛t❡s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✼✮✳✮

✭❜✮ P♦ss✐❜❧❡ r♦❧❡s ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✵■ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❥❛② s♦❧✉t✐♦♥s

P♦ss✐❜❧❡ r♦❧❡s
• ❚❤❡ ✵■ ❛♥❞ ✷❏ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❡❧♣ ❡①♣❧❛✐♥ s❝❛❧✐♥❣ ❜② ❢❛❝t♦rs ♦❢ α ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❞❞✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s ♦r
✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ●✲❢❛♠✐❧② s♣✐♥✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✼✮✳✮
• ❚❤❡ ✵■ ❛♥❞ ✷❏ s♦❧✉t✐♦♥s s✐♠♣❧✐❢② s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✭❛♥❞✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ s✉❝❤✱ ❞♦ ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♥❛t✉r❡✮✳

✾✳✶✳✷✳ P♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♦r ✐♥❢❡rr✐♥❣ ❛②❡ ❛♥❞ ❥❛② ❜♦s♦♥s

❚❛❜❧❡ ✶✷✶ ❧✐sts ♣♦ss✐❜❧❡ r♦❧❡s ❢♦r t❤❡ ❛②❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ✵■ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❥❛② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞
✷❏ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ✐t❡♠ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✷✶❛ ♠✐❣❤t ♣♦✐♥t t♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♦r ✐♥❢❡rr✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
♦❢ ❛②❡ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❥❛② ❜♦s♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐t❡♠ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣♦s✐tr♦♥✐✉♠ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣
❥❛② ❜♦s♦♥s ✲ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦r ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ✐t❡♠s ✲ t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✷✶❛ s❤♦✇s ✲ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ♦✛❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ✇❤✐❝❤ t❛❜❧❡
✶✷✶❛ ❞♦❡s ♥♦t ♣♦✐♥t✳

❙♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ✉♥s♣❡❝✐✜❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t
♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ♥♦t ❤❛✈❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣❡♦♣❧❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ K0

L → π0+X ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡
✐s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡ ♦❢ t✇♦ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t ✈✐❛ ❛ ❲ ❜♦s♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s♦✲❞❡s✐❣♥❛t❡❞
❳ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ✭❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✾✹❪✳✮ ❍❡r❡✱ t❤❡ s②♠❜♦❧ K0

L ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❑✲❧♦♥❣ ♠❡s♦♥✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧
π0 ❞❡♥♦t❡s ❛ ③❡r♦✲❝❤❛r❣❡ ♣✐♦♥✳ ❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛❝t✉❛❧❧② ♦❝❝✉rs✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣
s✉❣❣❡sts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❳ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛♥ ❛②❡ ❜♦s♦♥ ♦r ❛ ❥❛② ❜♦s♦♥✳

❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡s ❝♦♥❝❡♣ts s✉❝❤ ❛s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ q✉❛♥t✉♠ ✈❛❝✉✉♠✳ Pr♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s ❛ q✉❛♥t✉♠ ✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❡♠❜r❛❝❡ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ✈❛❝✉✉♠✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✵■ ❛♥❞ ✷❏ ❜♦s♦♥s ♠✐❣❤t
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts s✐♠✐❧❛r t♦ ❡✛❡❝ts t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
✇✐t❤ ❛ q✉❛♥t✉♠ ✈❛❝✉✉♠✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✼✮ s❤♦✇s ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❞❡❝❛② ♦❢ ❛ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛
r❛t❡ t❤❛t ✐s ♥♦t ✈❡r② s✐t✉❛t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝✳ ✭❍❡r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❧❛s✐♥❣✳✮ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✽✮ s❤♦✇s ❛♥♦t❤❡r
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ r❛t❡ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ ❛ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✵■ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❜❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝✳

✵❍0 → ... ✭✶✾✼✮

✵■0 + ✵❍0 → ... ✭✶✾✽✮

❲❡ ❞✐s❝✉ss ❛s♣❡❝ts t❤❛t t❛❜❧❡ ✶✷✶❜ s❤♦✇s✳

✶✶✹
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❉✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ str❡♥❣t❤s ♦❢ s♦♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s ♣♦✐♥ts t♦ t❡r♠s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ α(Σ−2)/2✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✼✮ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✶✹✸✮✳✮ P♦ss✐❜❧②✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✵■ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✷❏ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✲ ✐♥ ✇❛②s t❤❛t t❤✐s
❡ss❛② ❞♦❡s ♥♦t ❞✐s❝✉ss ✲ ✇✐t❤ ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ s♣✐♥s✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧s✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✻✮✳✮

✾✳✶✳✸✳ P♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❞✐r❡❝t❧② ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❡✛❡❝ts ✇✐t❤♦✉t ❝r❡❛t✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳
❲❡ ❞✐s❝✉ss ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ✐♥ s❡❡♠✐♥❣❧② ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ♥❡✉tr♦♥

st❛rs✳
P❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❝♦♥t❡♥t ✐♥ ♥❡✉tr♦♥

st❛rs✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✼✵✮ ❛♥❞ ✭✶✼✶✮✳✮
❲❡ ❞✐s❝✉ss ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❡✛❡❝ts ✇✐t❤♦✉t ❝r❡❛t✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳
P♦ss✐❜❧②✱ ♣❡♦♣❧❡ ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡❛r❜② ❞❛r❦

♠❛tt❡r✳
P❡♦♣❧❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡t❡❝t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✾✺❪✳✮ ❙♦♠❡ ❡✛♦rts ❧♦♦❦

❢♦r ❲■▼Ps✳ ❲❡ ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛s t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ❡✛♦rts ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ✶❘⊗✷❯
❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❙♦♠❡ ❡✛♦rts ❧♦♦❦ ❢♦r ❛①✐♦♥s✳ ❲❡ ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛s t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ❡✛♦rts
♠✐❣❤t ❛ttr✐❜✉t❡ ❛①✐♦♥ s✐❣❤t✐♥❣s t♦ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✾✮ s❤♦✇s✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✾✻❪ ❞✐s❝✉ss❡s t✇♦ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❞❡t❡❝t ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❜♦s♦♥s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉tr♦♥s ✐♥ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ❛t♦♠s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡
t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐✳ ✭❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✾✻❪ ❝✐t❡s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✾✼❪ ❛s ❡①❡♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐s♦t♦♣❡s
♦❢ ②tt❡r❜✐✉♠ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✾✽❪ ❛s ❡①❡♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐s♦t♦♣❡s ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠✳✮ Pr♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✾✮ ❛♥❞ ✷✭✷✮●✻✽ 6= ✷✭✶✮●✻✽ ♠✐❣❤t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ t②♣❡s ♦❢
❡✛❡❝ts t❤❛t ❜♦t❤ ❛tt❡♠♣ts r❡♣♦rt✳

✷✭✻✮●✷✹✽ 6= ✷✭✶✮●✷✹✽ ✭✶✾✾✮

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts ♥❡✇ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❞✐r❡❝t❧② ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♦r ❞♦✉❜❧② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳
❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t P❘✻■❙P ♣❡rt❛✐♥s t♦ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ P❘✸✻■❙P ❞♦❡s ♥♦t ♣❡rt❛✐♥ t♦ ♥❛t✉r❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣❡rt❛✐♥s t♦ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t P❘✸✻■❙P ♣❡rt❛✐♥s t♦ ♥❛t✉r❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣❡rt❛✐♥s t♦ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❞♦✉❜❧② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ♦♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
✷✭✻✮●✷✹✽ ❛♥❞ ✷✭✶✮●✷✹✽✳ ❍❡r❡✱ ❛ ❞❡t❡❝t♦r ♠✐❣❤t ❢❡❛t✉r❡ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛①✐s
♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ♥♦t ♠❛t❝❤✐♥❣ ✭❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s ❜❡✐♥❣ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦✮ t❤❡ ❛①✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡✳
✭❲❡ ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛s t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ tr② t♦ ✉s❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✷✭✻✮●✷✹✽✱
❞❡t❡❝t♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛❣♥♦♥s✳ ❙❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✾✾❪✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞✐s❝✉ss❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❧✐❣❤t
❞❛r❦ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈✐❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳✮ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❛t ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡❛♥s ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥✱
♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t tr② t♦ ✐♥❢❡r ✷✭✻✮●✷✹✽ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✭♦r ✲ ❢♦r
t❤❡ P❘✸✻■❙P ❝❛s❡ ✲ ✷✭✻✮●✷✹✽ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❞♦✉❜❧② ❞❛r❦ ♠❛tt❡r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✮✳ ❆ ❜❛s✐s
❢♦r ❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✭✷✮●✻✽ ❛♥❞ ✷✭✶✮●✻✽✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t
✷●✻✽ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤✱ ❛t ❧❡❛st✱ s♦♠❡ ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✳
❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✵✵✮✱ ✭✷✵✶✮✱ ❛♥❞ ✭✷✵✷✮ s❤♦✇ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡rt ❛ ♥❡✉tr♦♥ ✐♥t♦ ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r

✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s t❤r❡❡ ❛r❝ ✭♦r✱ ✶❘✮ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ✭❆ ♥❡✉tr♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s t✇♦
◗−1 q✉❛r❦s ❛♥❞ ♦♥❡ ◗+2 q✉❛r❦✳✮ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② t♦ tr✐❣❣❡r t❤✐s s❡t ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ♦♥❡ ♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞ t✇♦ ❝❤❛r❣❡❞ t✇❡❛❦s✳ ❆ ♠✐♥✐♠✉♠ r❛♥❣❡ ❢♦r t❤❛t
♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ✐s ✹✶✼ ●❡❱ t♦ ✹✷✼ ●❡❱✳ ✭❍❡r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✾✽✮ ❛♥❞ ✭✾✾✮ s❤♦✇✳✮
❋♦r ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ♠✐❣❤t ❜❡ s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ s✉❝❤ s♠❛❧❧♥❡ss✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✷❚± ❜♦s♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ♥❡✉tr♦♥✳ ✭❙❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✽✽✮✳✮ ❊✛❡❝ts t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦✲✇♦r❞ t❡r♠
P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✐❣❤t ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t❤r❡❡ q✉❛r❦s t♦ ❜❡ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❝❧♦s❡ t♦
❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐s ❧♦✇✳

2(◗−1 → ❘0 + ❚−1) ✭✷✵✵✮

◗+2 + ❚−1 → ◗+1 ✭✷✵✶✮

✶✶✺
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◗+1 + ❚−1 → ❘0 ✭✷✵✷✮

❲❡ s♣❡❝✉❧❛t❡ ❛❜♦✉t ♠❡❛♥s ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✉tr♦♥ ✐♥t♦ ❛ t❤r❡❡✲❛r❝ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡
♣❛rt✐❝❧❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ r❡s✐❞❡s ✐♥ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✉s ✐♥ ❛ t❛r❣❡t ♠❛t❡r✐❛❧✳ ●✐✈❡♥ t❤❡
r❡❧❡✈❛♥t ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡✲❛r❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡①✐ts t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❲❡ s♣❡❝✉❧❛t❡ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ✇♦✉❧❞
♥♦t ❞❡t❡❝t t❤❡ t❤r❡❡✲❛r❝ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❲✐t❤ ♦♥❡ t❛r❣❡t ❛♥❞ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❡s❝❛♣❡s ♦❢
❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐✱ ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❞❡t❡❝t ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✐s♦t♦♣✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✳ P♦ss✐❜❧②✱ ❛♥ ❡❛s✐❡st
❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡✛❡❝ts ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ✇❡ ❥✉st ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ❙✉❝❤ ❡✛❡❝ts ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ ❜②♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✵✸✮✱ ✭✷✵✹✮✱ ❛♥❞ ✭✷✵✺✮ s❤♦✇ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡rt ❛ ♣r♦t♦♥ ✐♥t♦ ❛ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r
✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s t❤r❡❡ ❛r❝ ✭♦r✱ ✶❘✮ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ✭❆ ♣r♦t♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s t✇♦ ◗+2

q✉❛r❦s ❛♥❞ ♦♥❡ ◗−1 q✉❛r❦✳✮ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② t♦ tr✐❣❣❡r t❤✐s s❡t ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡
s✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ♦♥❡ ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❝❤❛r❣❡❞ t✇❡❛❦s✳ ❆ ♠✐♥✐♠✉♠ r❛♥❣❡ ❢♦r t❤❛t ♠✐♥✐♠✉♠
❡♥❡r❣② ✐s ✻✷✺ ●❡❱ t♦ ✻✹✵ ●❡❱✳ ✭❍❡r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✾✽✮ ❛♥❞ ✭✾✾✮ s❤♦✇✳✮

2(◗+2 → ❘0 + ❚+2) ✭✷✵✸✮

◗−1 → ❘0 + ❚−1 ✭✷✵✹✮

2(❚+2) + ❚−1 →❲+3 + ■0 ✭✷✵✺✮

❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ tr②✐♥❣ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✉tr♦♥ ✐♥t♦ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r
❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ❛ ♣r♦t♦♥ ♦✛❡rs ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❖♥❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r
❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❲+3 ❜♦s♦♥ ✇♦✉❧❞ ❝❛t❛❧②③❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡
✇✐t❤ ❛♥ ❛❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❜❡❛♠s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ♠✐❣❤t ❢❡❛t✉r❡ ♦♥❡ ❜❡❛♠ ❛♥❞ ❛ ✜①❡❞
t❛r❣❡t✳ ❖♥❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✵✻✮ ❛♥❞ ✭✷✵✼✮ s❤♦✇ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡rt ❛ ♣♦s✐tr♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t♦ t❤❡
❢❡r♠✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r ❛ ✶❘⊗✷❯ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s♦♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t② t♦ ❛ ♥❡✉tr❛❧ ♣✐♦♥✳
❆ t❤r❡s❤♦❧❞ ❡♥❡r❣② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜♦✉t ✽✶ ●❡❱✳ ❉❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✶❘⊗✷❯ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠✐❣❤t ♣r♦✈❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ❚♦ t❤❡
❡①t❡♥t t❤❛t t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ♠❛tt❡r ♥❡✉tr✐♥♦ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥t✐♠❛tt❡r ♥❡✉tr✐♥♦✱
❞❡t❡❝t✐♥❣ ❞❡❝❛② ♣r♦❞✉❝ts ♠✐❣❤t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ ❞✐✣❝✉❧t✳

❈+3 → ❘0 +❲+3 ✭✷✵✻✮

❈−3 +❲+3 → ❘0 ✭✷✵✼✮

✾✳✷✳ P♦ss✐❜❧❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s

❲❡ ♥♦t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s t♦ ❡①♣❧♦r❡ ♦r ❡①t❡♥❞ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s
❛♥❞ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳

✾✳✷✳✶✳ P♦ss✐❜❧❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s r❡ P❉❊ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s

❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ Ψ ✲ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮✳✮ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✳ ❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ♣❡♦♣❧❡
✇❛♥t t♦ ❛❞❞r❡ss ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✱ ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❛❞❞ ❡♠♣❤❛s✐s ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡♠♣❤❛s✐s ✐♥ ✇♦r❦
❛❜♦✈❡✮ t♦ t❤❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤✐s ❡ss❛② ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✳

P❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❡①♣❧♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✲ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✮✳ ❲❡ ♥♦t❡ ❜❛s❡s
❢♦r s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s✳ P♦ss✐❜❧②✱ ♣❡♦♣❧❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛② ♦❢
♥✉♠❜❡rs ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❛❜❧❡ ✾ s❤♦✇s ❛ ♣♦rt✐♦♥✳ P♦ss✐❜❧②✱ ♣❡♦♣❧❡ ❝❛♥ ✜♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ s✐♠✐❧❛r
❛rr❛②s ❢♦r ✇❤✐❝❤ j ✈❛r✐❡s✳

✶✶✻
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✾✳✷✳✷✳ P♦ss✐❜❧❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s r❡ ❆▲● ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ s✉❣❣❡sts ✉s✐♥❣ ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦♥✲✐s♦tr♦♣✐❝ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs t♦
♠♦❞❡❧ ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ r❡❢r❛❝t✐♦♥✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✻✽✳✮ P❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦r❡
✉s✐♥❣ ❆▲● ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦♥✲✐s♦tr♦♣✐❝ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s t♦ ❞♦ P❋❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦r t♦
❞♦ ❑▼❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

P❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t tr② t♦ ❡①♣r❡ss✱ ✈✐❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ s②♠♠❡tr✐❡s✱
❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♠♦❞❡❧s ♦r ❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♦r ♠❛♥② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦r
♦❜❥❡❝ts✳ P❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t tr② t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♣❛r❛❧❧❡❧s t♦ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s✉♠
♠♦♠❡♥t❛✳ ✭❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ♣♦✐♥ts t♦ s②♠♠❡tr✐❡s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ s✉♠♠❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s r❡❧❛t❡❞✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ❝❤❛r❣❡✱ t♦ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ♠✐♥✉s ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ t♦ ♠♦♠❡♥t❛✳ ❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡
✺✽❛✳✮

P❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t tr② t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠❛♥② ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡♥tr♦♣②✳ ✭❙❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✶✺✮✳✮

✾✳✸✳ P♦ss✐❜❧❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❞❡❡♣❡r ✐♥s✐❣❤t

❲❡ ❞✐s❝✉ss ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✉s❡ ❛s ❜❛s❡s ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♥❡✇ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

✾✳✸✳✶✳ ◆✉♠❜❡rs ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ✲ t❤r❡❡ ✲ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ D∗

SA = 3 ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ✲ ♦♥❡ ✲ ♦❢ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ D∗
TA = 1✳ ✭❙❡❡

❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✸✮ ❛♥❞ ✭✺✹✮✳✮
Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤r❡❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ✭❙❡❡✱ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❙❆✲s✐❞❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t t❛❜❧❡ ✹✽ s❤♦✇s ♦r t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡✲
❡❧❡♠❡♥t s②♠❜♦❧ D ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✷❜✳✮ ❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤r❡❡
s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❙♦♠❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s❡s ♦❢ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ D∗
SA = 3 ❛♥❞ D∗

TA = 1 ✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ νSA < 0 ❛♥❞ t❤❛t ♦✉t♣✉ts ❛ ❧✐st ♦❢ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✸✵✳✮ ❆s
❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ♣❛r❛❧❧❡❧s t♦ s✉❝❤ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
❖♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤r❡❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❡♥❞
t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛s♣❡❝ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ νSA ≥ 0 ♣❡rt❛✐♥s✳ ✭❙❡❡ t❛❜❧❡ ✸✵✳✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✸✮ ❛♥❞ ✭✺✹✮ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✱ ❢♦r ♠✉❝❤ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞✲
❡❧✐♥❣✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ t❤r❡❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

✾✳✸✳✷✳ ❆rr♦✇ ♦❢ t✐♠❡

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✹✮ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✼✮ s✉❣❣❡st ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ Ψ(t, r) t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❚❆✵✲❛♥❞✲❙❆✵ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐r✳ ✭❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮✳✮ ❲❡ s✉❣❣❡st t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✵✽✮ ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥✳
✭P❡r❤❛♣s✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✹✮ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✽✻✮✳✮ ❚❤❡
❞♦♠❛✐♥s t > 0 ❛♥❞ r > 0 ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r Ψ(t, r)✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ♣♦s✐t t❤❛t ηTA > 0 ♣❡rt❛✐♥s
r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛❢t❡r ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ηTA > 0 ❞♦❡s ♥♦t ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❜❡❢♦r❡ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ηTA < 0 ♣❡rt❛✐♥s
r❡❣❛r❞✐♥❣ ❜❡❢♦r❡ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ηTA < 0 ❞♦❡s ♥♦t ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛❢t❡r ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❲❡ ♣♦s✐t
t❤❛t ηSA > 0 ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❡①✐t ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ηSA > 0 ❞♦❡s ♥♦t ♣❡rt❛✐♥
r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❡♥t❡r ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ηSA < 0 ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s
t❤❛t ❡♥t❡r ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ηSA < 0 ❞♦❡s ♥♦t ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❡①✐t ❛♥
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❖❢ t❤❡ ❢♦✉r ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ηTA > 0 ❛♥❞ ηSA > 0✱ ηTA < 0 ❛♥❞ ηSA < 0✱ ηTA > 0 ❛♥❞ ηSA < 0✱
❛♥❞ ηTA < 0 ❛♥❞ ηSA > 0✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ Ψ ♥♦r♠❛❧✐③❡s ❢♦r ♦♥❧② t❤❡ ✜rst t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳

Ψ(t, r) ∝ exp(−tr/(ηTAηSA)) ✭✷✵✽✮

❚♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ❛rr♦✇ ♦❢ t✐♠❡✱ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❞✉❛❧ ♥♦r♠❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✉t❣♦✐♥❣ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥s✐❣❤t✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥
SU(5) s②♠♠❡tr② ✭❛♥❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✇✐t❤ ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ S1G s②♠♠❡tr②✮ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡
✐♥s✐❣❤t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ❛rr♦✇ ♦❢ t✐♠❡✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡♥❞s t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ SU(❴) s②♠♠❡tr✐❡s
✇✐t❤ ♦r✐❣✐♥s ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ r❛❞✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

✶✶✼
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❚❛❜❧❡ ✶✷✷✿ P♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤r❡❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♠❛ss ✭✇✐t❤ ❍❖✸✲✹ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❛t
♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❳❆✸✲❛♥❞✲❳❆✹ ♣❡rt❛✐♥✮

▼♦❞❡❧s ❚❤❡♠❡ ✭r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✮ m❴ ❍❖✸✲✹
❈♦r❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ ▼♦t✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts min ✲
❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ P❋❙ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts mpg ❨❡s
❈♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❯▼❙ ❆❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts mag ❨❡s
❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❑▼❙ ▼♦t✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts min ❨❡s

✾✳✸✳✸✳ ■♥❡rt✐❛❧ ♠❛ss ❛♥❞ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♠❛ss

❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥s✐❣❤t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
♦❢ ✐♥❡rt✐❛❧ ♠❛ss ❛♥❞ ♣❛ss✐✈❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♠❛ss✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♣❡rt❛✐♥s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✵✾✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡

❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ −→a ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛❧ ♠❛ss min ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ❢♦r❝❡
−→
F ✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✶✵✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡

❢♦r❝❡ t❤❛t ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ♣❛ss✐✈❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♠❛ss mpg ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✲ ♦❢ ❛❝t✐✈❡
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♠❛ss mag ✲ t❤❛t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ −→r ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ mpg✳ ✭❚♦ s♦♠❡
❡①t❡♥t✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ −→r ✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ❛s ❜❡✐♥❣ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡✳✮ ❚❤❡ t❤r❡❡✲✇♦r❞
t❡r♠ ♣❛ss✐✈❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♠❛ss r❡❢❡rs t♦ ❛ ♠❛ss t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t t♦ ❡①t❡r♥❛❧❧②
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ t❤r❡❡✲✇♦r❞ t❡r♠ ❛❝t✐✈❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♠❛ss r❡❢❡rs t♦ ❛ ♠❛ss t❤❛t
❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✭♦r✱ t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❣❡♥❡r❛t❡s✮✳ ❆❧s♦✱
r = |−→r |✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✶✶✮ s❡❡♠s t♦ ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r ♦❜❥❡❝ts ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ t♦♣✐❝
♦❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❢♦r ❝❡♥t✉r✐❡s✳

−→
F = min

−→a ✭✷✵✾✮

−→
F = (GNmpgmag/r

2) · (−−→r /r) ✭✷✶✵✮

min = mpg ✭✷✶✶✮

❋♦r ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ♣♦s✐t t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢r❡❡❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛❧s ③❡r♦✳ ✭❙❡❡✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡s ✺✽ ❛♥❞ ✶✶✶✳✮

❚❛❜❧❡ ✶✷✷ s❤♦✇s ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤r❡❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♠❛ss✳ ❋♦r
s♦♠❡ r♦✇s ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✷✷✱ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❳❆✸✲❛♥❞✲❳❆✹ ♣❡rt❛✐♥✳

❆s♣❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❛❜❧❡ ✶✷✷ ♠✐❣❤t s✉❣❣❡st ✐♥s✐❣❤t r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ✲ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ♣✉r✲
♣♦s❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ❛♠♦♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♠❛ss✳

✾✳✸✳✹✳ ◆♦t✐♦♥s t❤❛t ♠✐❣❤t ❧✐♥❦ ♣❤②s✐❝s ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✶✷✸ s❤♦✇s s♣❡❝✉❧❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✢❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t✇♦ ♥♦t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✐s t❤❡ Σ
✐♥ ●✲❢❛♠✐❧② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s Σ●Γ✳ ❖♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✐s q✉❛♥t✐t✐❡s ✭♦r✱ ♣r♦♣❡rt✐❡s✮ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ Σγ
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s ✐♥t❡r❛❝t✳ ❊❛❝❤ q✉❛♥t✐t② ✭♦r✱ ♣r♦♣❡rt②✮ ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ s♦♠❡
❛s♣❡❝ts ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ✭❈♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤
t❛❜❧❡ ✻✻ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✽✹✳✮ ■♥ t❛❜❧❡ ✶✷✸✱ ❛♥ ✐t❡♠ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s s❤♦✇s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❛t ♣❡rt❛✐♥s
❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r r❡❣❛r❞✐♥❣ s♣❡❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ✭❋♦r ❝❤❛r❣❡✱ ❢♦r ✉♥❢r❡❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ |qǫ|/3 ♣❡rt❛✐♥s✳ ❋♦r ✸▲❇✱ ❢♦r
✉♥❢r❡❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦♥❡ ♣❡rt❛✐♥s✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r r❡❣❛r❞✐♥❣ s♣❡❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦♥✲
③❡r♦ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✳✮ ❙♦♠❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣❛r❞✐♥❣ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛ss ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✭✈✐❛✱ ❛s♣❡❝ts
❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✮ ✇✐t❤ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦♥✲③❡r♦ q✉❛♥t✐t②✳ ✭❙❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✼✽✮ ❛♥❞ ✭✼✾✮✳✮ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ Σ = 16✱ t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ❜♦♦st s②♠♠❡tr② ✇✐t❤ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♣❛✐r ❙❆✶✺✲❛♥❞✲❙❆✶✻✳ ✭❙❡❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❛❜❧❡ ✻✵✳✮ ❙✉❝❤ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✇✐t❤ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t
❛❧❧♦✇ λ = J16K ∈ Γ✳

❙♦♠❡ ✐t❡♠s ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✷✸ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡✱ ✐♥ ❡ss❡♥❝❡✱ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣❤②s✐❝s ❝♦♥st❛♥ts✳ ❈❤❛r❣❡ ♠✐❣❤t
❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ 1/(4πε0) ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ε0✳ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ |qǫ| ❛♥❞
~ ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ µ0✱ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✳ ▼❛ss ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ GN ✱ t❤❡
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t s✉❣❣❡st ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s t♦ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦r❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞
♠❛ss ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ str❡♥❣t❤s ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❜❧❡ ✽✸ ♣♦✐♥ts
t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ♠❛ss✳
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❚❛❜❧❡ ✶✷✸✿ P♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✢❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ●✲❢❛♠✐❧② s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ●✲❢❛♠✐❧② ❢♦r❝❡s ✐♥t❡r❛❝t ✭✇✐t❤ ✭❴✮
❞❡♥♦t✐♥❣ ❛ s✉❣❣❡st❡❞ s♠❛❧❧❡st ♥♦♥✲③❡r♦ ♣r♦♣❡rt② ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❴✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❢r❡❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts❀ ❛♥❞ ✇✐t❤
✭✭❴✮✮ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ♣❤②s✐❝s ❝♦♥st❛♥t✮

Σ ❙❝❛❧❛r ❱❡❝t♦r ✷✲t❡♥s♦r ✸✲t❡♥s♦r
✵
✷ ❈❤❛r❣❡ ✭|qǫ|✮ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ✭K❏✮ Pr❡❝❡ss✐♥❣ ✢✉①
✹ ▼❛ss ❘♦t❛t✐♥❣ ♠❛ss ▼♦♠❡♥ts ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ❘♦t❛t✐♥❣ ♠♦♠❡♥ts
✻ ❋r❡❡❛❜❧❡ ❡♥❡r❣②
✽ ✸▲❇ ✭✸✮ ❙♣✐♥ ✭~/2✮ ❄
✳✳✳
✶✻ ❙♣❡❡❞ ✭✭c✮✮

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♦✛❡r ❛♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❢♦r ♥❡✇ ❧♦♦❦s✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ❛t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s
❜❡t✇❡❡♥ ❤❛♥❞❡❞♥❡ss✱ ❝❤✐r❛❧✐t②✱ ❤❡❧✐❝✐t②✱ ❧❡♣t♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦r ❜❛r②♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ r♦t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s♣✐♥✳ ✭◆♦t❡ t❤❡
r♦✇✱ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✷✸✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ Σ = 8 ♣❡rt❛✐♥s✳✮

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t s✉❣❣❡st ❛♥♦t❤❡r ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❡①♣❧♦r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠❛ss❡s✳ ❲❡
❞✐s❝✉ss ❛ ♣♦ss✐❜❧② ✉s❡❢✉❧ ♥♦t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠❛ss❡s ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦✲♠❛ss s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✶✷✮ ❛♥❞
✭✷✶✸✮ ♣❡rt❛✐♥✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ m ❞❡♥♦t❡s ♠❛ss✳ ❇♦s♦♥ s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❛ss❡s t❡♥❞ t♦ ❢❡❛t✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s
r❡❣❛r❞✐♥❣ sq✉❛r❡s ♦❢ ♠❛ss❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✶✷✮ ♣♦✐♥ts t♦ r❡s✉❧ts t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ sq✉❛r❡s ♦❢ ♠❛ss❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤
s✐♠♣❧❡ ❜♦s♦♥ ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣✐❡ ❛♥❞ t✇❡❛❦ ❜♦s♦♥s✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t♦ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳
❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✷❯✲r❡❧❛t❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛t s❝❛❧❡s ❧✐❦❡ r1 ❛♥❞ t❤❛t ♣❡rt❛✐♥s r❡❣❛r❞✐♥❣
q✉❛r❦s ❛♥❞ ❛r❝s ✐♥ ❤❛❞r♦♥✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✶✸✮ ♣♦✐♥ts t♦ r❡s✉❧ts t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠s ♦❢
♠❛ss❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥ ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ t❤❡ ❛r❝s✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t❡s s♦♠❡✇❤❛t
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t♦ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ Σ●✲r❡❧❛t❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧s t❤❛t s❝❛❧❡ ❧✐❦❡
r−1 ❛♥❞ t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❢❡r♠✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ q✉❛♥t✉♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✷●✷ ❛♥❞ ✹●✹ r♦♦t
❢♦r❝❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✶✹✮ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✶✸✮ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s r❡s✉❧ts ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ sq✉❛r❡s ♦❢ s✐♠♣❧❡
❢❡r♠✐♦♥ ♠❛ss❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ ♥❡✉tr✐♥♦ ♠❛ss❡s ❛♥❞ ❛r❝ ♠❛ss❡s✳

m/(mZ/3)
ˆ

0

2r1dr ✭✷✶✷✮

m/mǫ
ˆ

1

r−1dr ✭✷✶✸✮

m/mǫ
ˆ

1

2r−1dr ✭✷✶✹✮

❲❡ ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ ❢✉rt❤❡r ♣✉rs✉✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❛❜♦✈❡✳

✾✳✸✳✺✳ ❊♥tr♦♣②

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❛s❡s ♦❢ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ k + 1 ♣❡❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝ts✳ ❍❡r❡✱ k ✐s
❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ k = 1✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝t ✐♥❝❧✉❞❡s t✇♦ ♣❡❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝ts✳
❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝s s②♠♠❡tr✐❡s ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❜❥❡❝t✱ t❤❡ t✇♦ ♣❡❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦❧❧❡❝✲
t✐✈❡❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ♦♥❡ t♦♦ ♠❛♥② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② s②♠♠❡tr②✱ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ s②♠♠❡tr②✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ s②♠♠❡tr②✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t r❡✲❛ss✐❣♥ t❤❡
❡①tr❛ t❤r❡❡ s②♠♠❡tr✐❡s t♦ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❡❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❛ ✜❡❧❞ ✲ s✉❝❤ ❛s ❛ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
✜❡❧❞ ✲ t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ k > 1✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ st❡♣✇✐s❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❆♥
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ st❡♣✇✐s❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ s✉♥✱ ❡❛rt❤✱ ❛♥❞ ♠♦♦♥✳ ❋♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ st❡♣✇✐s❡ s✉❜❞✐✈✐✲
s✐♦♥✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ✉s❡ t✇♦ st❡♣s✱ ❡❛❝❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ k = 1✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ❝♦♥s✐❞❡rs ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✉♥ ❛♥❞ t❤❡
❡❛rt❤ ♣❧✉s ♠♦♦♥ t♦ ❜❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❡❛rt❤ ♣❧✉s ♠♦♦♥ t♦ ❜❡ ❛ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t
♦❜❥❡❝t ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❛rt❤ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♦♥✳ ❲✐t❤♦✉t ❛❞❡q✉❛t❡❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞❞✐t✐♦♥s t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ t❤✐s
❡①❛♠♣❧❡ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✲ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦❝❡❛♥ t✐❞❡s ✲ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❧✉♥❛r ❣r❛✈✐t② ♣❡rt❛✐♥
❛♥❞ ❡✛❡❝ts ♦❢ s♦❧❛r ❣r❛✈✐t② ❞♦ ♥♦t ♣❡rt❛✐♥✳
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❋♦r k > 1 ❛♥❞ ♥♦ st❡♣✇✐s❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t✇♦✲❜♦❞② ✭♦r✱ k = 1✮ s②st❡♠s✳ ▼❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠✐❣❤t ♣❡rt❛✐♥ ✲ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦
❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ t♦ ✐❞❡❛❧ ❣❛ss❡s✱ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳ ❋♦r s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❡❧❞s ❛t
♦♥❡ ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡♥tr♦♣② ❛♥❞✱ ❛t ❧❡❛st ✇✐t❤✐♥ t❤❛t ♥♦t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❡♥tr♦♣② t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✶✺✮ s❤♦✇s✳ ❍❡r❡✱ ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s j = k + 1 ❛♥❞ j = k✳ ❍❡r❡✱ ♣❡♦♣❧❡ ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❡❛❝❤ ♦❢ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡♥tr♦♣② ❢♦r
♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ ❛ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦rr❡❧❛t❡✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇✐t❤ ❛ t❡r♠
❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❞ ❡♥tr♦♣②✳

j log(j) ✭✷✶✺✮

✶✵✳ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

❚❤✐s ✉♥✐t ❞✐s❝✉ss❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ✐♠♣❡t✉s ❢♦r ♣❡♦♣❧❡ t♦ t❛❝❦❧❡ ❜r♦❛❞ ❛❣❡♥❞❛s t❤❛t ♦✉r ✇♦r❦ s✉❣❣❡sts✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡❛♥s t♦ ❢✉❧✜❧❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ s✉❝❤ ❛❣❡♥❞❛s✳ Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t
❢✉❧✜❧❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ s✉❝❤ ❛❣❡♥❞❛s✳

❖♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ♠✐❣❤t ❡①✐st t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ♣r❡s❡♥t✳
❙✉❝❤ ❛ ♥❡✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✇♦r❦ ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ✐♥s✐❣❤t t❤❛♥ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t s✉❣❣❡st ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ✉s❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ ✉s❡s t❤❛t
✇❡ ♠❛❦❡✳

Pr♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠✐❣❤t s✉❣❣❡st ✲ ❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧② ✲ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ r❡s❡❛r❝❤✱ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s❡❛r❝❤✱ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✱ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s✱ ❛t♦♠✐❝
♣❤②s✐❝s✱ ❛str♦♣❤②s✐❝s✱ ❛♥❞ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❲✐❧❧✐❛♠ ▲❛♠❛ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✉s❡❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❞r❛❢ts t❤❛t ❧❡❞ t♦ ♣❛rts ♦❢ t❤✐s
❡ss❛②✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡♦♣❧❡ ♣♦✐♥t❡❞✱ ✈✐❛ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦r ✇r✐t✐♥❣s✱ t♦ t♦♣✐❝s ♦r ❛s♣❡❝ts t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❢♦r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✿ ❆❧❡① ❋✐❧✐♣♣❡♥❦♦✱ ❇r✐❛♥ ●r❡❡♥❡✱ ❘♦❜❡rt ▼❝●❡❤❡❡✱ ❘✐s❛ ❲❡❝❤s❧❡r✱
❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s s❝✐❡♥❝❡ ❥♦✉r♥❛❧✐sts✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡♦♣❧❡ ♣♦✐♥t❡❞✱ ✈✐❛ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥t❛❝t✱ t♦ t♦♣✐❝s ♦r ❛s♣❡❝ts t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ✐♥❝❧✉s✐♦♥
✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✿ ❆♥❞r❡❛ ❆❧❜❡rt✱ ❘❛♣❤❛❡❧ ❇♦✉ss♦✱ ▲❛♥❝❡ ❉✐①♦♥✱ P❡rs✐s ❉r❡❧❧✱ ❑❛♠❛❧ ▼❡❧❡❦ ❍❛♥♥❛✱
❲✐❝❦ ❍❛①t♦♥✱ ◆✐❝❦ ❍✉t③❧❡r✱ ❲✐❧❧✐❛♠ ▲❛♠❛✱ ❙✉r❤✉❞ ▼♦r❡✱ ❍♦❧❣❡r ▼✉❧❧❡r✱ ❏✳ ❳❛✈✐❡r Pr♦❝❤❛s❦❛✱ ▼❛rt✐♥
❘❡❡s✱ ❛♥❞ ❍❛rr✐s♦♥ ❘♦s❡✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡♦♣❧❡ ❤❡❧♣❡❞ ❢♦r♠❛❧❧② ♣✉❜❧✐s❤ ❛s♣❡❝ts ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✇♦r❦ t❤❛t t❤✐s ❡ss❛② ❞❡s❝r✐❜❡s✿ ❈❤❛r❧❡s
❑✳ ❈❤✉✐✱ ❑❛♠❛❧ ▼❡❧❡❦ ❍❛♥♥❛✱ ❑❡✐t❤ ❏♦♥❡s✱ ❛♥❞ ❩❡❣❡r ❑❛rss❡♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡♦♣❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♦r
♣♦✐♥t❡❞ t♦ ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦✿ ❊❧❧✐♦tt ❇❧♦♦♠✱ ▼❛♥ ❍♦ ❈❤❛♥✱ ▼❛①✇❡❧❧
❈❤❡rt♦❦✱ ❈❤❛r❧❡s ❑✳ ❈❤✉✐✱ ❆♥❞r❡✐ ▲✉❝✐❛♥ ❉r❛❣♦✐✱ ❙t❡✈❡♥ ❋r❛✉ts❝❤✐✱ ❈❛r❧ ❋r❡❞❡r✐❝❦✱ ❘✐❝❤❛r❞ ❇✳ ❍♦❧♠❡s✱
❋r❛♥❦ ❍✐r♦s❤✐ ▲✐♥❣✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ▼✉❧❤❡❛r♥✱ ❘✐❝❤❛r❞ ❆✳ ▼✉❧❧❡r✱ ❙t❡♣❤❡♥ P❡rr❡♥♦❞✱ P❛✉❧ Pr❡✉ss✱ ❆♠✐r ❙❤❛r✐❢✱
❛♥❞ ❲❡♥❞② ❙❤✐✳ ❱❛r✐♦✉s ♣❡♦♣❧❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❥♦✉r♥❛❧ ♣✉❜❧✐s❤✐♥❣ ♣♦✐♥t❡❞ t♦ ❛s♣❡❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♥❣
♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡♦♣❧❡ s✉❣❣❡st❡❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ♠❡❛♥s✱ ♦r s✉❣❣❡st✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣
♣❡♦♣❧❡ ✇✐t❤ ✇❤♦♠ t♦ tr② t♦ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✿ ❱✐♥t ❈❡r❢✱ ❨❛♥❜❡✐ ❈❤❡♥✱ ❏❛♠❡s ❙✳ ❈❧❡❣❣✱ ❇✐❧❧ ❉❛✉❧✱ ❏✐❣❣s
❉❛✈✐s✱ ●❡♦r❣❡ ❉❥♦r❣♦✈s❦✐✱ ❊r✐❝❛ ❊❧❧✐♥❣s♦♥✱ ❘♦♥ ❋r❡❞❡r✐❝❦s✱ ❱❡ss❡❧✐♥ ●✉❡♦r❣✉✐❡✈✱ ❚✉❝❦❡r ❍✐❛tt✱ ❲✐❧❧✐❛♠
▲❛♠❛✱ ▲✐❛♥♥❡ ▲❛ ❘❡✐♥❡✱ ❘♦❜❡rt ▼♦r❣❛♥✱ ❉♦✉❣ ❖s❤❡r♦✛✱ ❑❡♥♥❛♥ ❙❛❧✐♥❡r♦✱ ❏✐♠ ❙♣♦❤r❡r✱ P❡t❡r ❲❛❧str♦♠✱
❛♥❞ ❏♦♥ ❋✳ ❲✐❧❦✐♥s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡♦♣❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♠❡❛♥s ♦r ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤✐s ✇♦r❦✿ ✈❛r✐♦✉s
❢❛♠✐❧② ♠❡♠❜❡rs✱ ❍✉❣❤ ❊✳ ❉❡❲✐tt✱ ●❡♦r❣❡ ▼✐❝❤❛❡❧✱ ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s t❡❛❝❤❡rs✳

❚❛❜❧❡ ✶✷✹ ❧✐sts ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ s❡♥t❡♥❝❡s ♣❡rt❛✐♥✳ ❚❤✐s ❡ss❛② ❝✐t❡s t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞✐❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✜♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✣❝✐❡♥t t♦ q✉❛❧✐❢② t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r
✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②✳

✶✷✵
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❚❛❜❧❡ ✶✷✹✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t t❤✐s ❡ss❛② ❝✐t❡s ❜✉t t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② q✉❛❧✐❢② ❢♦r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

✭❛✮

❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ◆♦t❡
❆s❣❛r✐✱ ▼✳❀ ▲✐♥✱ ❈✳✲❆✳❀ ❏♦❛❝❤✐♠✐✱ ❇✳ ✫ ♦t❤❡rs✳ ❑✐❉❙✲✶✵✵✵
❈♦s♠♦❧♦❣②✿ ❈♦s♠✐❝ s❤❡❛r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
♣♦✐♥t st❛t✐st✐❝s✳ ▲✐♥❦✭✷✵✷✵✮✿ ❤tt♣s✿✴✴❛r①✐✈✳♦r❣✴❛❜s✴✷✵✵✼✳✶✺✻✸✸

❲❡ ❞✐❞ ♥♦t ✜♥❞ ❛
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡②♦♥❞ t❤❡
st❛❣❡ ♦❢ ❛ ♣r❡♣r✐♥t
♣♦ss✐❜❧② s✉❜♠✐tt❡❞ t♦
❆str♦♥♦♠② ✫
❆str♦♣❤②s✐❝s✳

✭❜✮

❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ◆♦t❡
❈❧❛✈✐♥✱ ❲✳ ❘♦t❛t✐♥❣ ●❛❧❛①✐❡s ●❛❧♦r❡ ✷✵✷✵✳ P♦st❡❞ ❜② t❤❡ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛
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