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❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❍❛♥❤✐❥❛r✈✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❏♦❤❛♥ss♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✮✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ❝❛♥ ✈❛r②
❛❝r♦ss s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ tr❡❡✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r str✉❝t✉r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧♦❝❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ t✐♠❜❡r ❛r❡ ♣r❡s❡♥t s✉❝❤ ❛s ❦♥♦ts✱
❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❥✉✈❡♥✐❧❡ ♦r r❡❛❝t✐♦♥ ✇♦♦❞✳ ❚❤❡s❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ s❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s ✭❍❛♥❤✐❥❛r✈✐
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ P✐t❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ ❘✐❜❡r❤♦❧t ❛♥❞ ▼❛❞s❡♥✱ ✶✾✼✾✮ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✜rst st❛❣❡
♦❢ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t✐♠❜❡r ♦❝❝✉rs ♠♦st ❧✐❦❡❧② ✐♥ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❦♥♦ts ❛r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✭✐♥
❢❛❝t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❦♥♦t ♦r ❣r♦✉♣ ♦❢ ❦♥♦ts✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❦♥♦tt✐♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❛
❣♦♦❞ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ ✇♦♦❞ str❡♥❣t❤ ✭❇r❛♥♥str♦♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❇❛♥♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❖❧ss♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❱✐❣✉✐❡r
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜r❡s ❛r♦✉♥❞ ❦♥♦ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t
♦❢ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s s❡❝♦♥❞❛r② ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ tr✉♥❦ ❛♥❞ ❜r❛♥❝❤✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡

✷



✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t✐♠❜❡r✱ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ str❡♥❣t❤ ♦❢ t✐♠❜❡r ♦❝❝✉rs
✇❤❡♥ t❤❡ ❧♦❛❞ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✜❜r❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡
❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ✜❜r❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❇❡r❣♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ✷✵✶✷✱ ♦♥ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♠❛r❦❡t✱ ✇♦♦❞ ✉s❡❞ ❢♦r str✉❝t✉r❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ❤❛s
t♦ ❜❡ ❣r❛❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ❈❊ ♠❛r❦❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r
t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♠❡❡ts t❤❡ st❛♥❞❛r❞s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❣r❛❞✐♥❣ ♠✉st ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤r❡❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ✿ ❞❡♥s✐t②✱ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ✭▼❖❊✮ ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ str❡♥❣t❤ s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞
♠♦❞✉❧✉s ♦❢ r✉♣t✉r❡ ✭▼❖❘✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❣r❛❞✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦✲
❝❛❧❧❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❛r❡ ✜❢t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ❢♦r ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ▼❖❘ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡
❢♦r t❤❡ ▼❖❊✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✇❛②s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❣r❛❞✐♥❣ ✿ ✈✐s✉❛❧ ♦r ♠❛❝❤✐♥❡ ❣r❛❞✐♥❣✳ ■t ✐s
✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ✈✐s✉❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❞♦✇♥❣r❛❞❡❞ ❜♦❛r❞s ✭❘♦❜❧♦t
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳

▼❛✐♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ s♦ ❢❛r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠❛❝❤✐♥❡ ❣r❛❞✐♥❣ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ str❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t②
❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦r ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❜✉t ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❧♦❝❛❧ ▼❖❊ ♠❡❛s✉r❡s ♠❛②
❣✐✈❡ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t♦rs ♦❢ ❜❡♥❞✐♥❣ str❡♥❣t❤ t❤❛♥ ✇❤❛t ❣❧♦❜❛❧ ▼❖❊ ❞♦❡s ✭❖s❝❛rss♦♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ♦♥ t❤♦s❡ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ✿

✖ ♦♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❧❡✈❡❧ ✿ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✉s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜② ✈✐✲
❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭✈❛♥ ❞❡ ❑✉✐❧❡♥✱ ✷✵✵✷❀ ❇✐❡❝❤❡❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ♦r ✉s✐♥❣ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❛ ✇❛✈❡ ✭❘❛❥❡s❤✇❛r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✮✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧②
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▼❖❊ ❛♥❞ ▼❖❘ ❛♥❞ ♦♥❧② t❛❦❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥t♦
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭❖❧ss♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳

✖ ♦♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ✿ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ ✢❛t ✇✐s❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡s ✭♠❛❝❤✐♥❡s str❡ss r❛t✐♥❣✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❞❡✢❡❝t✐♥❣
❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ t✐♠❜❡r ♦✈❡r ❛ ❣✐✈❡♥ s♣❛♥ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭❇✐❡❝❤❡❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ ❛❧s♦ ✇❛②s t♦ ♠❡❛s✉r❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s t❤❛t ❛✛❡❝t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s
❦♥♦t ✭❘♦❜❧♦t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❖❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ♦r ❣r❛✐♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❙✐♠♦♥❛❤♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳
❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✭❖❧ss♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♠❛❝❤✐♥❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t
t♦❞❛② t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❳✲r❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢❛st ✇❛② t♦ ✉s❡ ❧♦❝❛❧ ❞❛t❛ ✭❳✲r❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡✮ t♦ ♣❡r❢♦r♠ str❡♥❣t❤ ❣r❛❞✐♥❣ ✇❤✐❧❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧
❝♦♥t❡①t✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛t ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ✭❛❜♦✉t ✷✵✵✲✸✵✵♠✴♠✐♥✮✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐✲
❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧
✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊◆ ✶✹✵✽✶ ✭❈❊◆✱ ✷✵✶✶❀ ❈❊◆✱ ✷✵✶✸❀ ❈❊◆✱ ✷✵✶✷❛❀
❈❊◆✱ ✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❣r❛❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ t✇♦
s♣❡❝✐❡s ✉s❡❞ ✐♥ t✐♠❜❡r str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❋r❛♥❝❡ ✭s♣r✉❝❡ ❛♥❞ ❉♦✉❣❧❛s ✜r✮✳

✷ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s

✷✳✶ ❙❛♠♣❧✐♥❣

❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✹✸✼ s♣r✉❝❡ ❜♦❛r❞s ✭P✐❝❡❛ ❛❜✐❡s✮ ❛♥❞ ✽✵✺ ❉♦✉❣❧❛s ✜r ❜♦❛r❞s
✭Ps❡✉❞♦ts✉❣❛ ♠❡♥③✐❡s✐✐✮ s❛✇♥ ❢r♦♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ✹✺ ②❡❛rs ♦❧❞ tr❡❡ ❤❛r✈❡st❡❞ ✐♥ ❋r❡♥❝❤
❢♦r❡st✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦❛r❞s ✇❡r❡ ❞r✐❡❞ t♦ ❛❜♦✉t ✶✷✪ ♦❢ ♠♦✐st✉r❡ ❝♦♥t❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ♠♦✐s✲
t✉r❡ ❝♦♥t❡♥t ✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ ✶✶✳✸✪ ❛♥❞ ✶✶✳✹✺✪ ❢♦r s♣r✉❝❡ ❛♥❞ ❉♦✉❣❧❛s ✜r✳ ❚❤r❡❡
❞✐✛❡r❡♥t s❡❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ✿ ✹✵①✶✵✵ ♠♠2 ✭✶✸✼ ❛♥❞ ✷✸✺ ❢♦r s♣r✉❝❡ ❛♥❞ ❉♦✉❣❧❛s ✜r r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱ ✺✵①✶✺✵♠♠2 ✭✶✺✵ ❛♥❞ ✷✼✽✮ ❛♥❞ ✻✺①✷✵✵♠♠2 ✭✶✺✵ ❛♥❞ ✷✾✷✮✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛❧❧
❜♦❛r❞s ✐s ❛❜♦✉t ✹♠✳

✸



✷✳✷ ◆♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

✷✳✷✳✶ ❙t✐✛♥❡ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t②
♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞s ♦♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❧❡✈❡❧✳

✖ ❖♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛♥ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦❛r❞
❛♥❞ ✐ts ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥
✶✳

✖ ❖♥❡ ♦t❤❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞s
✉♥❞❡r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s
t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳

Esound = ρ×

(

l

tsound

)2

✭✶✮

❲❤❡r❡ ✿ Esound ✿ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❖❊✱ ρ ✿ ❞❡♥s✐t②✱ l ✿ ❜♦❛r❞✬s ❧❡♥❣t❤✱ tsound ✿ tr❛✈❡❧
t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ✇❛✈❡

Evib = 4ρf2l2 ✭✷✮

❲❤❡r❡ ✿ Evib ✿ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❖❊✱ ρ ✿ ❞❡♥s✐t②✱ l ✿ ❜♦❛r❞✬s ❧❡♥❣t❤✱ f ✿ ✜rst ♥❛t✉r❛❧
❢r❡q✉❡♥❝② ✉♥❞❡r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥

✷✳✷✳✷ ▲♦❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❆❧❧ ❜♦❛r❞s ✇❡r❡ ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ s❝❛♥♥❡r ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❣r❛❞✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥
❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞❛t❛ s✉❝❤ ❛s ❞❡♥s✐t②✱ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❦♥♦tt✐♥❡ss✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✿ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❤❡✐❣t❤✳

❉❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡✐❣❤✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t②
♦❢ ❜♦❛r❞s ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ s❝❛♥♥❡r ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤
❛♥ ❳✲r❛②s ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❣r❡② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡r❡❜② ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛r❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ t❤❡② ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧②
❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ♠❛♣s✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❇❡❡r✲▲❛♠❜❡rt✬s ❧❛✇ ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ♠❛♣s ✭❑✐♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ρ(x, y)✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡
❜♦❛r❞✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✱ ✇❤❡r❡ t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞✱ aρ ❛♥❞ bρ ❛r❡
❧✐♥❡❛r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ● ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧✬s ❣r❡② ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ① ❛♥❞
② ❛r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ① ❛♥❞ ② ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✶✵ ❛♥❞ ✷
♠♠✳

ρ(x, y)× t(x, y) = aρ × ln(G(x, y)) + bρ ✭✸✮

❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ aρ ❛♥❞ bρ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝t♦rs✱ ❜✉t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② s❝❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤✐♥❣ ❛ ❜❛t❝❤ ♦❢ ❜♦❛r❞s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❧✐♥❡❛r
r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❧♥✭●✮ ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞s✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s
❛♥❞ t❤❡✐r ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳

●r❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❚❤❡ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛❝❤❡✐❞✬s ❡✛❡❝t ✭❖❧ss♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❙✐♠♦♥❛❤♦
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✱ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ❛ ❧❛s❡r ❧✐♥❡ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✇♦♦❞✬s
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❧✐❣❤t ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❛tt❡r♥ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞ ✐s

✹



❡❧❧✐♣t✐❝✳ ❚❤❡ ❡❧❧✐♣s❡s ♠❛✐♥ ❛①✐s ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ✜❜r❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦r
♠♦r❡ ❡①❛❝t❧② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡
❜♦❛r❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛ Pr✐♥❝✐♣❛❧
❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❜✐♥❛r✐③❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡
♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜♦❛r❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ✇♦♦❞ s✉r❢❛❝❡ ❜②
❧❛s❡r ❞♦ts ❛❧♦♥❣ ❛ ❧✐♥❡ t❤❛t ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞✱ ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ✇✐❞❡ ❢❛❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❜♦❛r❞ ✭♥♦t ♦♥
t❤❡ ♥❛rr♦✇ ❢❛❝❡s✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ❆❝t✉❛❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝❛♥♥❡r ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❜♦tt♦♠✮

❑♥♦tt✐♥❡ss ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦♥♦tt✐♥❡ss ✇❛s ♠❛❞❡ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❑♥♦t ❉❡♣t❤ ❘❛t✐♦

✭❑❉❘✮✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❦♥♦t t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞
✭❖❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❦♥♦t ❞❡♥s✐t② ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❧❡❛r ✇♦♦❞ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❑❉❘
✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵ ✐♥ ❝❧❡❛r ✇♦♦❞ ❛♥❞ ✶ ✇❤❡♥ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞ ✐s
❝♦♠♣♦s❡❞ ❡♥t✐r❡❧② ♦❢ ❦♥♦t✳ ❚❤❡ ❑❉❘ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹ ✇❤❡r❡ ρcw ❛♥❞ ρknot
❛r❡ t❤❡ ❝❧❡❛r ✇♦♦❞ ❛♥❞ ❦♥♦t ❞❡♥s✐t② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ f1 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❧❡❛r ✇♦♦❞ ❞❡♥s✐t②
✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤✐♥ ❛ ❜♦❛r❞ ✭f1 = 1 + (std(ρcw))/(mean(ρcw))✮ ❛♥❞ f2 ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥
ρknot ❛♥❞ ρcw✳ ❋✐♥❛❧❧② ρ(x, y) ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ f1 ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✉s❡❢✉❧
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t ♦✈❡r s❡♥s✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡♥s✐t②✳

KDR(x, y) = 0 if ρ(x, y) < f1 × ρcw

KDR(x, y) =
ρ(x, y)− ρcw
ρknot − ρcw

if f1 × ρcw < ρ(x, y) < f2 × ρcw

KDR(x, y) = 1 if ρ(x, y) > f2 × ρcw

✭✹✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭f1✱f2✱ρcw ❛♥❞ ρknot✮ ❛ ✜rst ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
st❡♣ ✐s ✉s❡❞ t♦ s❡♣❛r❛t❡ ❦♥♦tt② ❛r❡❛s ❢r♦♠ ❝❧❡❛r ✇♦♦❞ ♦♥❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❜♦❛r❞✱ ρknot ❝❛♥ ❜❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❦♥♦tt② ❛r❡❛s✱ ρcw ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t②
♦❢ ❝❧❡❛r ✇♦♦❞ ❛r❡❛s ❛♥❞ f1✱f2 ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❡❝✐❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦✉♥❞ ♦♥ ❡❛❝❤
❜♦❛r❞ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❜❛t❝❤❡s✳ ❑♥♦t ❞❡♥s✐t② ✐s t❤❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ ❝❧❡❛r ✇♦♦❞ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤✐♥ ❛ ❜❛t❝❤✳

✺



■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛♥♥❡r

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ❛ ❜♦❛r❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✷✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝❧❡❛r ✇♦♦❞ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡
t❤❡ ❑❉❘ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❑❉❘ ❛r❡ ✈❡r② ❧♦✇ ✐♥
t❤♦s❡ ❛r❡❛s✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛ s❧✐❣❤t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❆ str♦♥❣
❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❦♥♦ts ✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ P❤♦t♦❣r❛♣❤s ♦❢ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❢❛❝❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✬s ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ♠❛♣s ❀ ❢r♦♠ t♦♣
t♦ ❜♦tt♦♠✱ ❞❡♥s✐t②✱ ❑♥♦t ❉❡♣t❤ ❘❛t✐♦ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❢❛❝❡s

✻



✷✳✸ ❉❡str✉❝t✐✈❡ t❡sts

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦❛r❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡str✉❝t✐✈❡❧② t❡st❡❞ ✐♥ ❜❡♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡s
t❡sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊◆ ✹✵✽ ✭❈❊◆✱ ✷✵✶✷❜✮✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥
✇❛s ❝❤♦s❡♥ ✈✐s✉❛❧❧② ❛♥❞ ♣❧❛❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❤❡❛❞s✳ ❇❡♥❞✐♥❣ t❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✉s✐♥❣ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✽ t✐♠❡s t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✬s ❤❡✐❣❤t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉♣♣♦rts ❛♥❞ ✻ t✐♠❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❤❡❛❞s✳ ❚❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❛s ❛♥ ❡❞❣❡✇✐s❡ ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ❛♥❞
t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ❡❞❣❡ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❛t r❛♥❞♦♠✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺ ✇❤❡r❡ b ❛♥❞ h ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❜♦❛r❞s✱ a
✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✻×h ❛♥❞ l ✐s t❤❡ s♣❛♥✳ F2 − F1 ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ ❧♦❛❞ ♦♥ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥❡
✭♦♥ t❤❡ ❧♦❛❞ ✈s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝✉r✈❡✮ ✇✐t❤ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✵✳✾✾ ♦r ❜❡tt❡r✱ ❛♥❞
w2 − w1 ✐s t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ F2 − F1✳ ❚❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣
str❡♥❣t❤ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻ ✇❤❡r❡ Fmax ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❛❞ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st✳ ❚❤❡ ❜♦❛r❞s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠♦✐st✉r❡ ❝♦♥t❡♥t ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✽✪ t♦ ✶✽ ✪✱ t❤❡✐r
♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ✶✷ ✪ ♠♦✐st✉r❡ ❝♦♥t❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊◆ ✸✽✹ ✭✶✪
❝❤❛♥❣❡ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠♦✐st✉r❡ ❝♦♥t❡♥t✮✳ ❋♦r ❜❡♥❞✐♥❣ str❡♥❣t❤ ♥♦
❛❞❥✉st♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊◆ ✸✽✹✳

Em,g =
3al2 − 4a3

4bh3w2−w1

F2−F1

✭✺✮

σm =
3Fmaxa

bh2
✭✻✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊◆ ✸✽✹ ✭❈❊◆✱ ✷✵✶✵✮ s♦♠❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢
❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ str❡♥❣t❤✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ❢♦r
str❡♥❣t❤ ❣r❛❞✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣❧♦❜❛❧ ▼❖❊ s❤❛❧❧ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✼ ✇❤✐❝❤
✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t t♦ ❛ ♣✉r❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ❚❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ str❡♥❣t❤ ✐s
❛❞❥✉st❡❞ t♦ ❜♦❛r❞s ♦❢ ✶✺✵ ♠♠ ❤❡✐❣❤t ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ σm ❜② kh ✇✐t❤ kh =

(

150

h

)0.2
✐♥ ♦r❞❡r t♦

t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s✐③❡ ❡✛❡❝ts✳

Ē = 1.3×
[

∑

Em,gi
/n

]

− 2690 ✭✼✮

✷✳✹ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ❛s ❛
s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s
✭ρ✱ ❑❉❘✱ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡ t❡sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊◆ ✹✵✽✱
t❤❡ s♣❛♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ ❜♦❛r❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❜♦❛r❞s ✭t❤♦s❡ ✇✐t❤
❛ ❧♦✇❡r ❤❡✐❣❤t✮✱ t❤❡ s♣❛♥ ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡✐r ❢✉❧❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✭♣❛rt ✷✳✹✳✶ ❛♥❞ ✷✳✹✳✷✮✱ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞s ✭✶✽ t✐♠❡s
t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✬s ❤❡✐❣❤t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉♣♣♦rts ❛♥❞ ✻ t✐♠❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❤❡❛❞s✮✳ ■♥
♦t❤❡r t❡r♠s✱ ♦♥❧② ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r str❡♥❣t❤ ❣r❛❞✐♥❣
♣✉r♣♦s❡ ✭♣❛rt ✷✳✹✳✸✮ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠✉st ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢
t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜♦❛r❞✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❢✉❧❧✲❧❡♥❣t❤ ✭✹♠✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✷✳✹✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❖❊

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t②

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❛ss✐❣♥ ❛ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② E(x, y) t♦ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞✳
E(x, y) ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣
t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t②✱ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ E(x, y) ❛♥❞ ρ✭①✱②✮ ❤❛s
❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜②

✼



✉s✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❍❛♥❦✐♥s♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✭❇❡r❣♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧
♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② E(x, y) ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✽✳

E(x, y) = (g1 + g2 × (ρ(x, y)− g3))×
H[θtop(x, y) +H[θbot(x, y)

2
✭✽✮

❲❤❡r❡ ✿
✖ g1 g2 ❛♥❞ g3 ❛r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❊✭①✱②✮ ❛♥❞ ρ(x, y)
✖ θtop(x, y) ❛♥❞ θbot(x, y) ❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ t♦♣

❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❢❛❝❡s
✖ H(θ) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t②

♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❣r❛✐♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛t t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡

❚❤❡ H(θ) ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✾ ✇❤❡r❡ E0 ✐s t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ❞❡t❡r♠✐✲
♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✱ ❦ ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦
E90✴E0 ✇✐t❤ E90 t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❣r❛✐♥✱ ❛♥❞ ♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t✳

H(θ) =
E(θ)

E0

=
k

sinn(θ) + kcosn(θ)
✭✾✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ✇✐❞❡ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞s✳ ❚❤♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦♥ ❛
s♣r✉❝❡ ❜♦❛r❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳

❋✐❣✉r❡ ✸ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❡♥❞✐♥❣ st✐✛♥❡ss

❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❡♥❞✐♥❣ st✐✛♥❡ss t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❜❡♥✲
❞✐♥❣ str❡♥❣t❤ ♦❢ t✐♠❜❡r ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❖❧ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ■t ✇❛s t❤❡r❡❢♦r❡
❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❦♥♦ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞s ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✵✳ ❚❤❡ α ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞✲
❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ✇❡✐❣❤t t♦ t❤❡ ❦♥♦tt✐♥❡ss✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧♦❝❛❧ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❡♥❞✐♥❣ st✐✛♥❡ss (EI)ef
❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥ ✭✐✳❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❤❡✐❣❤t ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ① ♣♦s✐t✐♦♥✮
❛❧♦♥❣ t❤❡ s♦❧❧✐❝✐t❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞✱ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✶✳

t(x, y) = 1− α×KDR(x, y) ✭✶✵✮
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(EI)ef (x) =

nelements
∑

j=1

(E(x, j)I(x, j) + E(x, j)A(x, j)a(x, j)2) ✭✶✶✮

❲❤❡r❡ E(x, j) ✱ A(x, j) ✱ I(x, j) ❛♥❞ a(x, j) ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✿ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t②✱
t❤❡ ❛r❡❛✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ❛r❡❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ✜❜r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t
❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ① ♣♦s✐t✐♦♥✳ nelements ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❤❡✐❣❤t ♦❢
❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ j ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ② ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❡♥❞✐♥❣
st✐✛♥❡ss ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t i ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ① ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
t❤♦s❡ s❡❣♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ① ❛①✐s✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❖❊

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❛t ♠✐❞✲s♣❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❢♦✉r ♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ✭v( l
2
)✮

♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❡❞ ❜♦❛r❞s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ Emodel ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐♠✐❧❛t❡❞ t♦
❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ Em,g✳ ❚❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❛t ♠✐❞✲s♣❛♥ ✭v( l

2
)✮ ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❡❞ ❜♦❛r❞s ❝❛♥ ❜❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ✇♦r❦✳ ❙❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✷ ✇❤❡r❡ Mf (i) ✐s t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣
♠♦♠❡♥t ❞✉r✐♥❣ ❛ ❢♦✉r ♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st✱ Mv(i) ✐s t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥
✉♥✐t❛r② ❧♦❛❞ ❛t ♠✐❞✕s♣❛♥✱ (EI)ef (i) ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❡♥❞✐♥❣ st✐✛♥❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t i ❛♥❞
∆l t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t ✭∆l❂✶❝♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s
❛❧♦♥❣ ① ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳

❋✐❣✉r❡ ✹ ✕ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼❖❊ ❡st✐♠❛t✐♦♥

v(
l

2
) =

nsegment
∑

i=1

Mf (i)Mv(i)

(EI)ef (i)
∆l ✭✶✷✮

❚❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠ t❤❡♦r② ✐♥ ✹ ♣♦✐♥t
❜❡♥❞✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✸ ✇❤❡r❡ ❋ ✐s t❤❡ ❧♦❛❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦✲
♠❡♥t✉♠ Mf ✱ ❧ ✐s t❤❡ s♣❛♥✱ ■ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❜♦❛r❞ ❛♥❞ t❤❡
❞❡✢❡❝t✐♦♥ t❡r♠ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❡❞
❜♦❛r❞ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✶✷✮✳

Emodel =
23Fl3

648Iv( l
2
)

✭✶✸✮

✷✳✹✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❖❘

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ r✉♣t✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❡①✐st✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣r❡s✲
s✐♦♥ ❛♥❞ t❡♥s✐♦♥ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ▼❛❦✐♥❣ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❛♥❣❡r♦✉s
s✐♥❝❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❣r❛❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦❛r❞s
✇✐❧❧ ❜❡ s♦❧✐❝✐t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡✐r ✉s❡✳

✾



❙tr❡ss ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ♥♦r♠❛❧ str❡ss ❛t ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✹ ✇❤❡r❡ E(x, y) ✐s t❤❡
❧♦❝❛❧ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ❞❡✜♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② Mf ✐s t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ a(x, y) ✐s t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❛①✐s ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞ ❛♥❞
he ✐s t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✭he ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ ✷ ♠♠ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ② ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t❡r♠ a(x, y) ✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧♦♥❣
t❤❡ ① ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ② ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞✮ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞ ✐s
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❑❉❘ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❡❞ ❜♦❛r❞✳

σ(x, y) =
E(x, y)a(x, y)Mf (x)

(EI)ef (x)
+

E(x, y)(he/2)Mf (x)

(EI)ef (x)
✭✶✹✮

❆❞♠✐ss✐❜❧❡ str❡♥❣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❆♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❡q✉❛t✐♦♥ ✶✺✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ✭❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❑ ♣❛r❛♠❡t❡r✮ ❛♥❞
t❤❡ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❍ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✾ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♣r♦♣❡rt② ✭❇❡r❣♠❛♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳

σlim(x, y) = K × E(x, y)×
H[θtop(x, y) +H[θbot(x, y)

2
✭✶✺✮

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❖❘

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ r✉♣t✉r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥✲
t✉♠ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ str❡ss σ(x, y) ♦❢ ❛ ◆ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✭t❤♦s❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉♣♣♦rts✮ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ str❡♥❣t❤ σlim(x, y)✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ r✉♣t✉r❡
✐s t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✻ ✇❤❡r❡ Mflim ✐s t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ I
t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❜♦❛r❞ ❛♥❞ h ✐s t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞✳

σmodel =
Mflim

I/h/2
✭✶✻✮

▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❙❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❀ t❤❡ ♦♣✲
t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
s✐♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞ ❀ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ❜❡t✲
✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞
✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❛❧✐t②✱ s♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t❡st ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❢♦r str❡♥❣t❤ ❣r❛❞✐♥❣✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜♦❛r❞
♠✉st ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳

✷✳✹✳✸ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s

IPMOEmodel

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ IPMOEmodel ❢♦❧❧♦✇s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ❛s t❤♦s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✲
✈✐♦✉s❧② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ Emodel ❜✉t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ s♣❛♥ ✐s t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜♦❛r❞ ✭✐✳❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s
❡q✉❛❧ t♦ ✹♠✮ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞s t❤❛t ✇❛s ❛❝t✉❛❧❧② ❧♦❛❞❡❞✳

IPMORmodel

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ IPMORmodel ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ σmodel✱ ❜✉t t❤✐s t✐♠❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜♦❛r❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡
❜r♦❦❡♥ s✉r❢❛❝❡ ✭◆✱ t❛❜❧❡ ✸✮ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ❛ ❧❡♥❣t❤ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✽ t✐♠❡s t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡
❜♦❛r❞✱ Mflim ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✇✐♥❞♦✇ ✭✇✐t❤ ❛ ❧❡♥❣t❤ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✽ t✐♠❡s t❤❡ ❤❡✐❣❤t

✶✵



♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞✮ ♠♦✈✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜♦❛r❞✳ ❚❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❡❛❝❤
✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ IPMORmodel ✐s t❤❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ Mflim

❢r♦♠ ❛❧❧ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❚❤❡ str❡ss ✜❡❧❞s ✭❢♦r t❤❡ ❜♦❛r❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✮ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✉❛❧
❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳

❋✐❣✉r❡ ✺ ✕ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ✿ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ❀ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❡♥❞✐♥❣ st✐✛♥❡ss
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦❛r❞ ❀ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ σmodel ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❀ ♥♦r♠❛❧ str❡ss ✉♥❞❡r
t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❢♦✉r ♣♦✐♥ts ❜❡♥❞✐♥❣ t❡st ❀ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✉s❡❞ ❢♦r
t❤❡ IPMORmodel ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ str❡ss ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❜❡♥❞✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥ts ✜❡❧❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳

✷✳✺ ▼❛❝❤✐♥❡ ❣r❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝②

❙tr❡♥❣t❤ ❣r❛❞✐♥❣ ✇❛s ♠❛❞❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊◆ ✶✹✵✽✶ st❛♥❞❛r❞s✳ ❚✇♦ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞
❣r❛❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥✱ ❈✸✵✴❈✶✽✴❘❡❥❡❝t ❛♥❞ ❈✷✹✴❘❡❥❡❝t✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ♣r♦♣❡r✲
t✐❡s ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ▼❖❊ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞
♣r❡✈✐♦✉s❧② ✭❞✐r❡❝t❧② ❡q✉❛❧ t♦ Evib ❛♥❞ Esound✮✳

✶✶



❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊◆ ✶✹✵✽✶ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ s✐③❡ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❡♥tr② t❛❜❧❡ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❣r❛❞❡ ✈s✳ ❛ss✐❣♥❡❞ ❣r❛❞❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❣r❛❞✐♥❣✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣✐❡❝❡s s❤❛❧❧ ❜❡ s♦rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❣r❛❞❡s t❤❛t ❛r❡
❣r❛❞❡❞ t♦❣❡t❤❡r✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ♠❡❡t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❣r❛❞❡✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❣r❛❞✐♥❣
✐s ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣
t❡st ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊◆ ✶✹✵✽✶✲✷ ✭♣❛rt ✻✳✷✳✹✳✺✮✳ ❚❤❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❣r❛❞❡
♦❢ ❡❛❝❤ ❜♦❛r❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊◆ ✶✹✵✽✶✲✷ ❛s ✇❡❧❧ ✭♣❛rt
✻✳✷✳✹✳✻✮✳

❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s ❀ ❜♦❛r❞s
✇✐t❤ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡s❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ♠✉st ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
❧✐♠✐ts ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣r❛❞❡ ✐♥ ❊◆ ✸✸✽✳ ❚❤✐s st❛♥❞❛r❞ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ✜❢t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s
♦❢ ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ✜❢t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s ♦❢ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ r✉♣t✉r❡ f05 ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢
❡❧❛st✐❝✐t② ✭Ē✮ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜♦❛r❞s ♠✉st ❜❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❧✐♠✐ts ✐♥ ❊◆ ✸✸✽ ❢♦r t❤❡
❣r❛❞❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❣r❛❞✐♥❣ ❤❛s t♦ ❢✉❧✜❧ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① ♠❡t❤♦❞ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊◆ ✶✹✵✽✶✲✷✳ ❚❤✐s
♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♠❛tr✐①✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✶ ✭❛✮✳ ❚❤❡ t❡r♠s ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t ✇❡❧❧ ❣r❛❞❡❞ ❜♦❛r❞s✱ ✐✳❡ ❜♦❛r❞s ❛ss✐❣♥❡❞
✭✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✮ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❣r❛❞❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❣r❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥ts ❞♦✇♥❣r❛❞❡❞ ❜♦❛r❞s✱ ✐✳❡ ❜♦❛r❞s t❤❛t ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❣r❛❞❡
t❤❛♥ t❤❡✐r ♦♣t✐♠❛❧ ❣r❛❞❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉♣❣r❛❞❡❞
❜♦❛r❞s✱ ✐✳❡ ❜♦❛r❞s t❤❛t ❛r❡ ❣r❛❞❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❣r❛❞❡ t❤❛♥ t❤❡✐r ♦♣t✐♠❛❧ ❣r❛❞❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛
❣❧♦❜❛❧ ❝♦st ♠❛tr✐① ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♠❛tr✐① ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❜♦❛r❞s ♦♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❣r❛❞❡ ❛♥❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✐t ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❡r♠ ✐♥ ❛ s♦
❝❛❧❧❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦st ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦st ♠❛tr✐① ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
❝♦st ♦❢ ❞♦✇♥❣r❛❞❡❞ ❜♦❛r❞s ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt t❤❡ s❛❢❡t② r✐s❦ ♦❢ ✉♣❣r❛❞❡❞ ❜♦❛r❞s✳ ❙✐♥❝❡
✉♣❣r❛❞❡❞ ❜♦❛r❞s ♠✐❣t❤ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❞❛♥❣❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♣❣r❛❞❡❞ ❜♦❛r❞s ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜②
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝✐t❡❞ st❛♥❞❛r❞s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s❡tt✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ✐❢
t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦st ♠❛tr✐① ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✵✳✷✳ ❚❤❡s❡ ♠❛tr✐①❡s
❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❣r❛❞✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥❞❡① ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✿

✖ ❚❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✇❡❧❧ ❣r❛❞❡❞ ❜♦❛r❞s✬ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✭75+17+5

201
×

100 = 48% ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✮✳
✖ ❙❡❧❧✐♥❣ ♣r✐❝❡ ✿ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❧❧✐♥❣ ♣r✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛t❝❤ ♦❢ ❜♦❛r❞s

❣r❛❞❡❞ ❜② ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛t❝❤ ♦❢ ❜♦❛r❞s ♦♣t✐♠❛❧❧② ❣r❛❞❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r✐❝❡s
✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❛s ✶✵✵✱ ✷✵✵✱ ✷✷✵ ❛♥❞ ✷✹✵ ❡✉r♦s✳♠−3 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❘❡❥❡❝t✱ ❈✶✽✱ ❈✷✹✱ ❛♥❞
❈✸✵ q✉❛❧✐t②✳ ❚❤♦s❡ ♣r✐❝❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❜❛s❡❞
♦♥ s✉r✈❡②s ♦❢ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣❛rt♥❡rs✳ ❚❤❡ ❙❡❧❧✐♥❣ ♣r✐❝❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 78×240+48×220+75×100

171×240+18×220+12×100
×

100 = 80% ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✳
✖ ❚❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❘♦❜❧♦t ❡t

❛❧✳✭✷✵✶✸✮✳
❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡✣❝✐❡♥❝②

s✐③❡ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞s ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛❞❡s✱ ❜✉t ✇r♦♥❣❧②
✉♣❣r❛❞❡❞ ❜♦❛r❞s ❛r❡ ♠♦✈❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❣r❛❞❡✳ ❆ ❣❧♦❜❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♠❛tr✐① ✐s t❤❡♥ ❜✉✐❧t
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦st ♠❛tr✐① ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊◆ ✶✹✵✽✶✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
st❛♥❞s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦st ♠❛tr✐①✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②
❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦st ♠❛tr✐① ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦st ♠❛tr✐① ♦❢ ❊◆ ✶✹✵✽✶ ❜②
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❚❤✐s ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ✹✳✺ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ ❈✺✵ ❜♦❛r❞ r❡❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❈✶✹ ❣r❛❞❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② t♦ ♦♥❡ ✐s ✜♥❛❧❧② t❛❦❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❣❡t ❤✐❣❤❡r ✇❡✐❣❤ts ❢♦r ✇❡❧❧ ❣r❛❞❡❞ ❜♦❛r❞s ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❢♦r ❞♦✇♥❣r❛❞❡❞ ❜♦❛r❞s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❛tr✐①❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❘♦❜❧♦t ❡t ❛❧✳ ❛♥❞ ❊◆ ✶✹✵✽✶ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❚❤❡

✶✷



✐♥❞❡① ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♠❛tr✐① ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛❞❡s
1+0.55+0.60+0.41+0+0.15

3
× 100 = 90.33% ❢♦r ❚❛❜❧❡ ✶ ❞❛t❛✳

❈✸✵ ❈✷✹ ❘❡❥❡❝t
❈✸✵ ✼✺ ✷✻ ✼✵
❈✷✹ ✶ ✶✼ ✵
❘❡❥❡❝t ✷ ✺ ✺

✭❛✮ ❙✐③❡ ♠❛tr✐① ✭❊◆ ✶✹✵✽✶✮

❈✸✵ ❈✷✹ ❘❡❥❡❝t
❈✸✵ ✼✺ ✷✻ ✼✵
❈✷✹ ✲ ✶✽ ✵
❘❡❥❡❝t ✲ ✲ ✶✷

✭❜✮ ❊✣❝✐❡♥❝② s✐③❡ ♠❛tr✐①

❈✸✵ ❈✷✹ ❘❡❥❡❝t
❈✸✵ ✵ ✵✳✷✾ ✶✳✸✸
❈✷✹ ✵✳✽✸ ✵ ✶✳✵✶
❘❡❥❡❝t ✷✳✷✷ ✶✳✶✶ ✵

✭❝✮ ❊❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦st ♠❛tr✐① ✭❊◆ ✶✹✵✽✶✮

❈✸✵ ❈✷✹ ❘❡❥❡❝t
❈✸✵ ✶ ✵✳✾✸ ✵✳✼✵
❈✷✹ ✲ ✶ ✵✳✼✽
❘❡❥❡❝t ✲ ✲ ✶

✭❞✮ ❊✣❝✐❡♥❝② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦st ♠❛tr✐①

❈✸✵ ❈✷✹ ❘❡❥❡❝t
❈✸✵ ✵ ✵✳✶✻ ✶✳✷✹
❈✷✹ ✵✳✵✶ ✵ ✵
❘❡❥❡❝t ✵✳✵✻ ✵✳✶✷ ✵

✭❡✮ ●❧♦❜❛❧ ❝♦st ♠❛tr✐① ✭❊◆ ✶✹✵✽✶✮

❈✸✵ ❈✷✹ ❘❡❥❡❝t
❈✸✵ ✶ ✵✳✺✺ ✵✳✻✵
❈✷✹ ✲ ✵✳✹✶ ✵
❘❡❥❡❝t ✲ ✲ ✵✳✶✺

✭❢✮ ●❧♦❜❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝♦st ♠❛tr✐①

❚❛❜❧❡ ✶ ✕ ❈♦st ♠❛tr✐① ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝②

✸ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s

✸✳✶ ❉❡str✉❝t✐✈❡s t❡sts

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦❛r❞s ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❡❝✐❡s✱ ✐✳❡
❞❡♥s✐t②✱ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❜❡♥❞✐♥❣ str❡♥❣t❤ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ❢♦r ❉♦✉❣❧❛s ✜r t❤❛♥ ❢♦r s♣r✉❝❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② ✐s
♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✶✾✪ ❤✐❣❤❡r ❢♦r ❉♦✉❣❧❛s ✜r t❤❛♥ ❢♦r s♣r✉❝❡✱ ♥❡❛r❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡
♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ Em,g ❛♥❞ t❤❡ ✺✪ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ♦❢ σm ✐s ✷✹✪ ❤✐❣❤❡r ❢♦r ❉♦✉❣❧❛s ✜r t❤❛♥ ❢♦r
s♣r✉❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❜♦t❤ Em,g ❛♥❞ σm ❢♦r t❤❡ t✇♦ s♣❡❝✐❡s ❛r❡
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡ ✭s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ▼❖❘ ❢♦r ❉♦✉❣❧❛s ✜r✮✳ ❚❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ Em,g ❛♥❞ σm ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❤✐❣❤❡r ❢♦r s♣r✉❝❡ t❤❛♥
❢♦r ❉♦✉❣❧❛s ✜r ✭✵✳✼✶ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✵✳✺✽✮✳

▼✐♥ ▼❡❛♥ ▼❛① ✺✪ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ❙t❉ ❈❱✭✪✮ ❘2 Em,g σm

❙♣r✉❝❡
σm✭▼P❛✮ ✶✵✳✵ ✸✶✳✸ ✼✵✳✶ ✶✺✳✵ ✶✶✳✹ ✸✻✳✺ ρ ✵✳✹✽ ✵✳✷✽

Em,g ✭▼P❛✮ ✸✼✺✻ ✽✽✵✵ ✶✾✽✹✾ ✺✶✾✵ ✷✻✶✺ ✷✾✳✼ Em,g ✲ ✵✳✼✶
ρ ✭❦❣✳♠−3✮ ✷✽✻ ✸✾✹ ✺✽✷ ✸✷✼ ✹✽✳✵ ✶✷✳✷

❉♦✉❣❧❛s ✜r
σm✭▼P❛✮ ✾✳✺ ✸✹✳✶ ✼✻✳✼ ✶✾✳✼ ✶✶✳✻ ✸✹ ρ ✵✳✺✸ ✵✳✷✸

Em,g ✭▼P❛✮ ✹✻✾✸ ✶✵✽✵✾ ✷✵✵✼✸ ✼✸✷✻ ✷✹✸✹ ✷✷✳✺ Em,g ✲ ✵✳✺✽
ρ ✭❦❣✳♠−3✮ ✸✽✹ ✹✽✼ ✻✸✾ ✹✷✻ ✹✵✳✶ ✽✳✷

❚❛❜❧❡ ✷ ✕ ▼✐♥✐♠✉♠✱ ♠❡❛♥✱ ♠❛①✐♠✉♠✱ ✺✪ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s ✈❛❧✉❡s✱ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❡❛s✉r❡❞

✸✳✷ ◆♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

✸✳✷✳✶ ❉❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② s✐♠♣❧② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡✐✲
❣❤✐♥❣ t❤❡ ❜♦❛r❞s ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❳✲r❛② s❝❛♥♥✐♥❣ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ✈❡r②

✶✸



❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✾✾ ❛♥❞ ✵✳✾✻ ❢♦r s♣r✉❝❡ ❛♥❞ ❉♦✉❣❧❛s ✜r✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ s♣r✉❝❡ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ t✇♦ s♣❡❝✐❡s✳

✸✳✷✳✷ ❑♥♦t✐♥❡ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❚❤❡ ✜rst ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❑❉❘ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ✿ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❝❧❡❛r ✇♦♦❞ ❞❡♥s✐t② ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✸✽✸ kg.m−3 ❛♥❞ ✹✼✺ kg.m−3 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r s♣r✉❝❡
❛♥❞ ❉♦✉❣❧❛s ✜r ❛♥❞ ✼✼✵ kg.m−3 ❛♥❞ ✽✶✼ kg.m−3 ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❦♥♦t ❞❡♥s✐t②✳
❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ f1 ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✮ ❛r❡ ♥❡❛r❧②
t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r s♣r✉❝❡ ❛s ❢♦r ❉♦✉❣❧❛s ✜r ✭✶✳✶✶ ❛♥❞ ✶✳✶✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❚❤❡ f2 ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✭✷✳✵✸ ❛♥❞ ✶✳✼✺✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s♣❡❝✐❡s s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❝❧❡❛r ✇♦♦❞ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❦♥♦t ❞❡♥s✐t② ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣r✉❝❡ t❤❛♥ ❢♦r ❉♦✉❣❧❛s ✜r✳
❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ♠❡❛♥ ❑❉❘ ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉♦✉❣❧❛s ✜r ✭✵✳✹✸✮ t❤❛♥ ❢♦r s♣r✉❝❡ ✭✵✳✸✷✮
❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤✐❣❤❡r ♥♦❞♦s✐t② ♦❢ ❉♦✉❣❧❛s ✜r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s♣r✉❝❡✳

✸✳✷✳✸ ❙t✐✛♥❡ss ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❚❤❡ ✈✐❜r❛t♦r② ♠❡t❤♦❞ ❡st✐♠❛t❡s ❤✐❣❤❧② ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ ▼❖❊ ❢♦r ❜♦t❤ s♣r✉❝❡ ❛♥❞ ❉♦✉✲
❣❧❛s ✜r ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✭✵✳✽✺ ❛♥❞ ✵✳✽✵ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❖❘✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❞❡str✉❝t✐✈❡
✈❛❧✉❡s✱ ✐✳❡✳ ❛ ❜❡tt❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r s♣r✉❝❡ t❤❛♥ ❢♦r ❉♦✉❣❧❛s ✜r ✭✵✳✺✽ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✵✳✹✹✮✳ ■t
s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡s ❧♦✇❡r r❡s✉❧ts ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ Esound ❛♥❞ Em,g ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✼✻
❛♥❞ ✵✳✻✽ ❢♦r s♣r✉❝❡ ❛♥❞ ❉♦✉❣❧❛s ✜r✳ ❚❤❡ ♦♥❡s ❜❡t✇❡❡♥ Esound ❛♥❞ σm ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✹✽ ❛♥❞ ✵✳✸✹✳ ❚❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞② ✭❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✽✮✳

✸✳✸ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣

✸✳✸✳✶ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❆s st❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐♥✲
❣✉❧❛r✐t✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ❀ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♠♦❞✉✲
❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ♠✐❣❤t ❛♣♣❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ❜✉t t❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡ ♥❡❛r❧②
t❤❡ s❛♠❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ α ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❢❛❝t r❡✢❡❝t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❦♥♦tt✐♥❡ss✱ ✐t s❡❡♠s t♦ t❛❦❡ ❛ ❣r❡❛t❡r ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ str❡♥❣t❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❣r❛✐♥ ❛♥❣❧❡ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❑
♣❛r❛♠❡t❡rs r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ▼❖❊ ❛♥❞ ▼❖❘ ❢♦r ✇♦♦❞ ✇✐t❤♦✉t ❞❡❢❡❝ts✱
✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ❜♦❛r❞ ✇✐t❤ ❛ ▼❖❊ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✵✵✵✵
▼P❛ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▼❖❘ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ✺✵ ▼P❛✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❧❛st
♣❛r❛♠❡t❡r ◆✱ ✐t ✐s t❤❡r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✓ ❜r♦❦❡♥ ✔s✉r❢❛❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
t♦t❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❡q✉❛❧ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ✸✽ ❛♥❞ ✹✾
❝♠2 ❢♦r s♣r✉❝❡ ❛♥❞ ❉♦✉❣❧❛s ✜r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ Emodel ✭❊q✳ ✶✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ▼❖❊ ❛s ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ σmodel ✭❊q✳ ✶✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ▼❖❘ ✭❊q✳ ✻✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ Emodel ❛♥❞ Em,g ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡
♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ Evib ❛♥❞ Em,g ❜✉t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡
♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ♠❡t❤♦❞ Esound ❢♦r ❜♦t❤ s♣r✉❝❡ ❛♥❞ ❉♦✉❣❧❛s ✜r✳ ❚❤❡ r♦♦t
♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ Emodel ❛♥❞ Em,g ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✶✽✽ ✭✶✸✪ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✮ ❛♥❞
✶✷✷✹ ▼P❛ ✭✶✶✪ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r s♣r✉❝❡ ❛♥❞ ❉♦✉❣❧❛s ✜r✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣
t❤❡ ▼❖❘✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s

✶✹



❙♣r✉❝❡ ❉♦✉❣❧❛s ✜r
Emodel σmodel Emodel σmodel

▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❊ ❛♥❞ σ ✭❊q✳ ✶✺✮ ❑ ✹✳✽✼ ✹✳✻✼
P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❜r♦❦❡♥ s✉r❢❛❝❡ ✭✪✮ ◆ ✵✳✾✸ ✶✳✶✼

P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❊ ❛♥❞ ρ ✭❊q✳ ✽✮
g1 ✶✺✽✾✽ ✶✸✼✷✷
g2 ✸✺✶✻✾ ✸✺✺✺✺
g3 ✵✳✺✷ ✵✳✹✽

❚❤✐❝❦♥❡ss r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭❊q✳ ✶✵✮ α ✵✳✽✽ ✵✳✽✾ ✵✳✼✵ ✵✳✽✹

P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❍❛♥❦✐♥s♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✭❊q✳ ✾✮
❦ ✵✳✵✶✺ ✵✳✵✷ ✵✳✵✶✵ ✵✳✵✸
♥ ✶✳✾✺ ✷✳✷✻ ✷✳✷✵ ✷✳✷✷

❚❛❜❧❡ ✸ ✕ ▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ t✇♦ s♣❡❝✐❡s

✐♠♣r♦✈❡s ❛ ❧♦t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜❡tt❡r ❢♦r s♣r✉❝❡ t❤❛♥ ❢♦r ❉♦✉❣❧❛s ✜r ❀ ✐t ❝❛♥
❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ρ ❛♥❞ σm ❛♥❞ Em,g ❛♥❞ σm ✭❚❛❜❧❡
✷✮✳ ❚❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ σmodel ❛♥❞ σm ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✻✳✺ ▼P❛ ✭✷✶✪ ♦❢ t❤❡
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✮ ❛♥❞ ✼✳✾ ▼P❛ ✭✷✷✪ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r s♣r✉❝❡ ❛♥❞ ❉♦✉❣❧❛s
✜r✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ ✐t ✐s ❛❜♦✉t ✼✷s ❢♦r t❤❡ ❜❛t❝❤ ♦❢ s♣r✉❝❡ ❜♦❛r❞s ❛♥❞
✶✸✼s ❢♦r t❤❡ ❜❛t❝❤ ♦❢ ❉♦✉❣❧❛s ✜r ❜♦❛r❞s ♦♥ ❛ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✻ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞
❜❡♥❞✐♥❣ str❡♥❣t❤ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣r✉❝❡ ❛♥❞ ❉♦✉❣❧❛s ✜r✳

✸✳✸✳✷ ■♥❞✐❝❛t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ IPMOEmodel ❛♥❞ Em,g ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡q✉❛❧
t♦ ✵✳✼✽ ❢♦r s♣r✉❝❡ ❛♥❞ ✵✳✼✹ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉♦✉❣❧❛s ✜r✳ ❚❤❡ ♦♥❡s ❜❡t✇❡❡♥ IPMORmodel ❛♥❞
σm ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✻✻ ❢♦r s♣r✉❝❡ ❛♥❞ ✵✳✺✸ ❢♦r ❉♦✉❣❧❛s ✜r✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢

✶✺



❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡ ❧♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✿
✖ ✵✳✼✽ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✵✳✼✾ ❛♥❞ ✵✳✼✹ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✵✳✼✺ ❢♦r Em,g

✖ ✵✳✻✻ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✵✳✻✽ ❛♥❞ ✵✳✺✸ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✵✳✺✽ ❢♦r σm
❚❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥❞✐❝❛t✐♥❣ Pr♦♣❡rt✐❡s ✐♥❝❧✉❞❡s
♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞s t❤❛t ✇❡r❡♥✬t ❛❝t✉❛❧❧② s♦❧❧✐❝✐t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ♣♦✐♥t ❜❡♥❞✐♥❣ t❡sts✳

✸✳✹ ●r❛❞✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②

●r❛❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡ ❈✷✹✴❘❡❥❡❝t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❉♦✉❣❧❛s ✜r ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳ ❆s ❛ r❡♠✐♥❞❡r ✇❤❡♥ ❣r❛❞✐♥❣ ❜② ♠❛❝❤✐♥❡s✱ t❤❡
r❡q✉✐r❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦♥ t❤❡ ✺t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ❜❡♥❞✐♥❣ str❡♥❣t❤ ♠✉st ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜②
t❤❡ ❢❛❝t♦r kv ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳✶✷ ❢♦r ❣r❛❞❡s ✇✐t❤ fm,k ❡q✉❛❧ ♦r ❧❡ss t❤❛♥ ✸✵ ▼P❛ ❛♥❞
✶ ❢♦r ♦t❤❡r ❣r❛❞❡s ✭❊◆ ✶✹✵✽✶✲✷ ♣❛rt ✻✳✷✳✷ ❛♥❞ ❊◆ ✸✽✹✮✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢
❡❧❛st✐❝✐t② ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ▼❖❊ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞❡ t✐♠❡s ✵✳✾✺ ✭❊◆ ✶✹✵✽✶✲✷ ♣❛rt
✻✳✷✳✹✳✺✮✳ ❇② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤♦s❡ ❛❞❥✉st❡♠❡♥ts✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❈✷✹ ❣r❛❞❡ ❛r❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ ✷✶✳✹ ▼P❛✱ ✶✵✹✺✵ ▼P❛ ❛♥❞ ✸✺✵ ❦❣✳−3 ❢♦r t❤❡ ✺t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ▼❖❘✱ t❤❡
♠❡❛♥ ▼❖❊ ❛♥❞ t❤❡ ✺t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ▼❖❘✳ ❚❤❡ ▼❖❘ ✐s ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②
✐♥ t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ s♦ ✐t ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
▼❖❘ ❣✐✈❡ t❤❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳

❖♣t✐♠❛❧ ▼♦❞❡❧ ❱✐❜r❛t✐♦♥ ❯❧tr❛s♦✉♥❞
❈✷✹ ❘❡❥❡❝t ❈✷✹ ❘❡❥❡❝t ❈✷✹ ❘❡❥❡❝t ❈✷✹ ❘❡❥❡❝t

♥ ✼✻✹ ✭✾✺✪✮ ✹✶ ✭✺✪✮ ✻✶✵ ✭✼✻✪✮ ✶✾✺ ✭✷✹✪✮ ✺✺✽ ✭✻✾✪✮ ✷✹✼ ✭✸✶✪✮ ✹✷✹ ✭✺✸✪✮ ✸✽✶ ✭✹✼✪✮
✺t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ▼❖❘ ✷✶✳✹✻ ✶✶✳✵✻ ✷✶✳✹✹ ✶✻✳✶✵ ✷✶✳✹✹ ✶✼✳✹✾ ✷✶✳✺✵ ✶✽✳✺✵

▼❡❛♥ ▼❖❊ ✶✵✾✺✵ ✽✶✻✺ ✶✶✺✶✵ ✽✻✶✺ ✶✶✽✶✷ ✽✺✹✵ ✶✷✷✹✷ ✾✷✶✸
✺t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ρ ✹✷✼ ✹✶✷ ✹✸✻ ✹✶✺ ✹✹✺ ✹✶✵ ✹✺✹ ✹✶✺

■P ▼❖❊ t❤r❡s❤♦❧❞ ✲ ✲ ✼✼✺✷ ✲ ✾✻✹✹✳✷ ✲ ✶✵✺✶✺ ✲
■P ▼❖❘ t❤r❡s❤♦❧❞ ✲ ✲ ✷✼✳✽ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲

❚❛❜❧❡ ✹ ✕ ●r❛❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉♦✉❣❧❛s ✜r ❢♦r t❤❡ ❈✷✹✴❘❡❥❡❝t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

●r❛❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝❤♦s❡♥
❣r❛❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳ ❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❣r❛❞✐♥❣ ✭✐✳❡✳ ♠❛❞❡
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡ t❡st r❡s✉❧ts✮ ❉♦✉❣❧❛s ✜r ❤❛s ❜❡tt❡r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛♥
s♣r✉❝❡ ❀ t❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ st✉❞✐❡❞ s♣r✉❝❡ ❜❛t❝❤ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❈✸✵ ❜♦❛r❞s t❤❛♥ t❤❡ ❉♦✉❣❧❛s ✜r
❜❛t❝❤ ❀ t❤❡ ❣r❛❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❜② ♠❛❝❤✐♥❡ ❣✐✈❡s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❈✸✵ ❜♦❛r❞s ❢♦r
❜♦t❤ s♣❡❝✐❡s✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❈✸✵✴❈✶✽✴❘❡❥❡❝t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ✸✷✪ ♦❢
s♣r✉❝❡ t✐♠❜❡r ✐s ❣r❛❞❡❞ ❈✸✵ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✸✾✪ ❛❝t✉❛❧❧② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❜❛t❝❤✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❉♦✉❣❧❛s ✜r t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ✷✻✪ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✼✵✪✳ ❲❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡s
✉s❡❞✱ s♣r✉❝❡ ✐s ❜❡tt❡r ✈❛❧✉❡❞ t❤❛♥ ❉♦✉❣❧❛s ✜r✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss ✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r ❧♦✇❡r
❣r❛❞❡ ❜✉t t❤✐s ❢❛❝t ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛❧❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛♥❞ ❛❧❧
t❤❡ ❣r❛❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s ❛❜♦✉t ✾✻✪ ❢♦r s♣r✉❝❡ ❛♥❞ ❥✉st ♦✈❡r ✾✵✪ ❢♦r ❉♦✉❣❧❛s✳ ❚❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ▼❖❊ ❛♥❞ ▼❖❘ ✇❡r❡ ❧♦✇❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇
t❤❛t ✐t ✐s ❛❧s♦ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ ❧❡❛st ❡✣❝✐❡♥t ♠❛❝❤✐♥❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❣r❛❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
t✇♦ ❜❛t❝❤❡s ♦❢ ❜♦❛r❞s✳

❚❛❜❧❡ ✺ s❤♦✇s t❤❡ ❣❛✐♥ ✭✐♥ ✪✮ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
t♦ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ♠❡t❤♦❞s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ s❡❧❧✐♥❣ ♣r✐❝❡s✳ ❋♦r
❛❧❧ t❤r❡❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛♥❞ ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛❞❡ t❡st❡❞✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉♦✉❣❧❛s ✜r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ♦♥❧② ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❣r❡❛t❡r
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ❣r❛❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❈✸✵ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣r✉❝❡✳ ◆♦t❡
t❤❛t ❞❡s♣✐t❡ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s st✐❧❧ ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ t♦ ❣r❛❞❡ ❛
❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜♦❛r❞s ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❣r❛❞❡✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ❣r❡❛t❡r ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❉♦✉❣❧❛s ✜r ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡

✶✻



♦❢ ❉♦✉❣❧❛s ✜r ❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ σm ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t
♠❡❛s✉r❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ▼❖❊ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣r✉❝❡✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡
❜❡tt❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ Em,g ❛♥❞ σm✳

❊✣❝✐❡♥❝②
❈✸✵✴❈✶✽✴❘❡❥❡❝t ❈✷✹✴❘❡❥❡❝t
❙♣r✉❝❡ ❉♦✉❣❧❛s ❙♣r✉❝❡ ❉♦✉❣❧❛s

❱✐❜r❛t✐♦♥ ✲✵✳✽✺✪ ✰✵✳✷✷✪ ✲✵✳✶✼✪ ✰✵✳✹✻✪
❯❧tr❛s♦✉♥❞ ✰✶✳✵✹✪ ✰✵✳✺✽✪ ✰✷✳✻✾✪ ✰✶✳✵✾✪

❆❝❝✉r❛❝②
❈✸✵✴❈✶✽✴❘❡❥❡❝t ❈✷✹✴❘❡❥❡❝t
❙♣r✉❝❡ ❉♦✉❣❧❛s ❙♣r✉❝❡ ❉♦✉❣❧❛s

❱✐❜r❛t✐♦♥ ✰✶✳✷✹✪ ✰✾✳✽✪ ✲✸✳✷✵✪ ✰✽✳✵✽✪
❯❧tr❛s♦✉♥❞ ✰✼✳✼✻✪ ✰✸✵✳✵✻✪ ✰✶✾✳✹✶✪ ✰✷✽✳✹✸✪

❙❡❧❧✐♥❣ ♣r✐❝❡

❈✸✵✴❈✶✽✴❘❡❥❡❝t ❈✷✹✴❘❡❥❡❝t
❙♣r✉❝❡ ❉♦✉❣❧❛s ❙♣r✉❝❡ ❉♦✉❣❧❛s

❱✐❜r❛t✐♦♥ ✲✸✳✽✹✪ ✰✶✳✷✸✪ ✰✵✳✻✼✪ ✰✹✳✵✼✪
❯❧tr❛s♦✉♥❞ ✰✶✳✶✽✪ ✰✸✳✹✼✪ ✰✶✼✳✼✶✪ ✰✶✹✳✺✸✪

❚❛❜❧❡ ✺ ✕ ●❛✐♥ ♦r ❧♦ss ✭✐♥ ✪✮ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①✐st✐♥❣
♠❡t❤♦❞s

✶✼



❋✐❣✉r❡ ✼ ✕ ❙tr❡♥❣t❤ ❣r❛❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ ❡✈❡r② ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❣r❛❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❡st❡❞
❢♦r ❙♣r✉❝❡ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❉♦✉❣❧❛s ✜r ✭❜♦tt♦♠✮

✶✽



✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s st✉❞② s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✭♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛ s❝❛♥♥❡r ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❣r❛❞✐♥❣✮ t♦ ♣❡r❢♦r♠ str❡♥❣t❤ ❣r❛❞✐♥❣
✐♥ ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦♥t❡①t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ❤❛♥❞❧❡
❛ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✻✵✵ ♠❡t❡rs ♣❡r ♠✐♥✉t❡ ✭✇✐t❤ ❛ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r✮ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t
❛ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s r❛t❡ t♦ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ s❝❛♥♥❡r ✇❤✐❝❤ ✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ✷✵✵ ♠❡t❡rs ♣❡r ♠✐♥✉t❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✭✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✈❛❧♦r✐s❛t✐♦♥✮ t❤❛♥ t✇♦ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞s
✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✉s✳ ■t ✇❛s ❛❧s♦
s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉♦✉❣❧❛s ✜r t❤❛♥
❢♦r s♣r✉❝❡✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ♥❛t✉r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✲
✇❡❡♥ t❤❡ ▼❖❊ ❛♥❞ ▼❖❘✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❛t ❜✐❣❣❡r ❦♥♦ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉♦✉❣❧❛s
✜r✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❉♦✉❣❧❛s ✜r ❧♦❝❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s str♦♥❣❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼❖❘ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ▼❖❘ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡
str❡♥❣t❤ ❣r❛❞✐♥❣✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ♦t❤❡r ❦✐♥❞ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✱
s✉❝❤ ❛s ❥✉✈❡♥✐❧❡ ♦r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✇♦♦❞✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛r❡❛s
✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❥✉✈❡♥✐❧❡ ✇♦♦❞ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② t❤❛♥ ♠❛t✉r❡ ✇♦♦❞
✭▼♦♦r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳

❆s❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❆❣❡♥❝② t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❆◆❘ ❈▲❆▼❊❇ ♣r♦❥❡❝t ✭❆◆❘✲✶✶✲❘▼◆P✲✵✵✶✺✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♠❛❞❡ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s ✿ ❋❈❇❆ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡
t❡sts ✇❡r❡ ♠❛❞❡✱ ▲❛❇♦▼❛P ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ t❡sts ♣❛rt ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ▲❊❘❋♦❇ ❢♦r t❤❡
s❛♠♣❧✐♥❣✳ ▲❊❘▼❆❇ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❆❣❡♥❝② t❤r♦✉❣❤ t❤❡
▲❛❜♦r❛t♦r② ♦❢ ❊①❝❡❧❧❡♥❝❡ ❆❘❇❘❊ ✭❆◆❘✲✶✷✲▲❆❇❳❆❘❇❘❊✲✵✶✮✳

❘é❢ér❡♥❝❡s

❇❛♥♦✱ ❱✳✱ ❆rr✐❛❣❛✱ ❋✳✱ ❙♦✐❧❛♥✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ●✉❛✐t❛✱ ▼✳ ✭✷✵✶✶✮✳ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡♥❞✐♥❣ ❧♦❛❞
❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t✐♠❜❡r ❜❡❛♠s ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❦♥♦ts ❛♥❞ ❣r❛✐♥
❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❇✐♦s②st❡♠s ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✵✾✭✹✮ ✿✷✹✶✕✷✹✾✳

❇❡r❣♠❛♥✱ ❘✳✱ ❈❛✐✱ ❩✳✱ ❈❛r❧❧✱ ❈✳✱ ❈❧❛✉s❡♥✱ ❈✳✱ ❉✐❡t❡♥❜❡r❣❡r✱ ▼✳✱ ❋❛❧❦✱ ❘✳✱ ❋r✐❤❛rt✱ ❈✳✱ ●❧❛ss✱
❙✳✱ ❍✉♥t✱ ❈✳✱ ❛♥❞ ■❜❛❝❤✱ ❘✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❲♦♦❞ ❤❛♥❞❜♦♦❦ ✿ ❲♦♦❞ ❛s ❛♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧✳
❋♦r❡st Pr♦❞✉❝ts ▲❛❜♦r❛t♦r②✳
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