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STELLINGEN 

1.  Beschouw  het  Riemann  probleem  voor  de  1dimensionale  Euler 
vergelijkingen  met  een  willekeurige  linker  en  rechter  toestand.  Dan  geldt 
dat  de exakte oplossing bestaat d.e.s.d.a. de benaderende oplossing bestaat 
volgens de  Pvariant  van het Osher  schema. Dit  is niet het geval voor de 
oorspronkelijke  Ovariant. 

2.  De  in [1] gestelde bewering dat  de in dit proefschrift  toegepaste  Pvariant 
van  het  Osher  schema  leidt  tot  overshoot  bij  het  benaderen  van  een 
stationaire schok is onjuist. 

[1]  S.  OSHER  and  F.  SOLOMON  (1982).zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Upwind  Difference  Schemes for 
Hyperbolic Systems of Conservation Laws.  Math. Comp. 38, 339374. 

3.  De  in dit proefschrift  ontwikkelde discretisatie en oplossingsmethode voor 
de stationaire Euler vergehjkingen  vereist bij benadering het volgende aan
tal elementaire operaties ( + ,  —, X, =) per grid punt: 

eersteorde residu berekening: 200 el. op. per grid punt; 
tweedeorde residu berekening: 350 el. op. per grid punt; 
GaussSeidel relaxatie:  1000 el. op. per grid punt. 

De oplossingsmethode  vereist per FASVcycle bij benadering 6000 el. op. 
per grid punt. 

4.  De  in dit proefschrift  ontwikkelde methode is niet  geschikt voor  simulatie 
van subsone stromingen met een uniform  laag Mach getal. 

5.  Beschouw  een  eerste  en  tweedeorde  plaatsdiscretisatie  van  een  scalaire 
hyperbolische  behoudswet  op  een  equidistant  grid  gebaseerd  op  cel 
gecentreerde eindige volumes en een flux  splitting methode. Neem aan dat 
in  de  tweedeorde  discretisatie  gebruik  gemaakt  wordt  van  een  limiter 
zoals beschreven in [2]. 
Dan  geldt voor een  stuksgewijs  constante prolongatie en restrictie dat een 
Galerkin  approximatie  van  de  tweedeorde  discretisatie  op  een  fijn  grid 
identiek  is  aan  de  eersteorde  discretisatie  op  het  grovere  grid.  Dit  is 
onafhankelijk  van de keuze van de limiter. 

[2]  S.P.  SPEKREUSE  (1987).  Multigrid Solution  of Monotone SecondOrder 
Discretizations  of  Hyperbolic  Conservation  Laws.  Math.  Comp.  49, 
135155. 
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6.  Zij  gegeven  een zekere norm  II  ||  op  Rm.  LaatzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A  een  reële mXm  matrix 
zijn met de eigenschap dat 

II A"  ||  <  c  V/i . 

Beschouw de recursie 

x„=Ax„i+y   « = 1,2,... 

met x0,  y eRm  wülekeurig. 
Dan geldt 

sup  II x„  ||  <  oo <=»ƒ  e  Range  (I—A). 

7.  Algol  68  is  een  ideale  programmeertaal  indien  men  programmatuur  wil 
ontwikkelen welke niet overdraagbaar is. 

8.  Bij bezuinigingen  op  kunst  is het  consequent  om  takken  van  wetenschap 
met een sterk  'Tart pour Part" beginsel niet  te ontzien. 

9.  Faculteiten  voor  toegepast  technisch  wetenschappelijk  onderzoek  dienen 
bij  het  aanstellen  van docenten  een voorkeur  te hebben  voor wetenschap
pers met industriële werkervaring. 

10.  Ter  bevordering  van  het  gebruik  van  de fiets  in  woonwerk  verkeer  ver
dient  het  aanbeveling  dat  in  iedere  werkomgeving  douche  gelegenheid 
aanwezig is. 

S.P. Spekreijse  Delft,  5 november 1987. 



ter nagedachtenis aan mijn vader 
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Chapter 0 

Introduction 

Since,  the  invention  of  the  computer,  computational  fluid  dynamics  has 
influenced  the  science  of  aerodynamics  considerably.  In  the  sixties,  panel 
methods  were  introduced  to  compute  potential  flows around  airfoils.  In  the 
seventies,  major  advances  were  achieved  in  the  simulation  of  transonic flows 
by  the  full  potential  approximation  with  finite  volume  methods.  Nowadays, 
we see rapid  developments  in methods for  solving the Euler  and compressible 
NavierStokes equations. 
Euler  flow  simulation  is  especially  valuable  for  flows  where  the  potential 
hypothesis  is no  longer  valid,  e.g. flows which  contain  strong  shocks  and  /or 
vorticity.  For  example, Euler flow simulation  is  important  for  transonic  flow, 
which  is  the principal  operating regime of both  civil and military aircraft.  The 
Euler  equations  describe  inviscid  compressible  gas  flows.  In  practice,  the 
viscosity  of  air  is  so  low  that  viscous  effects  are  confined  to  thin  boundary 
layers adjacent  to the surface of bodies present in the flow. Such flows are usu
ally well described  by  the Euler equations. But  there  are cases of  steady  tran
sonic flow over a twodimensional  airfoil where the shock wave location is very 
sensitive  to  the  boundary  layer  thickness  distribution.  A  striking  example of 
this  is  given  in  [4]. Because  the  lift  to  drag  ratio  of  an  airfoil  in  a  transonic 
flow  is very sensitive  to the shock wave position, viscosity cannot be neglected 
in such cases. Then the compressible NavierStokes equations should be used. 

At  very  high  Reynolds  numbers,  the  flow in  the  boundary  layer  becomes 
turbulent.  Adequate  modelling  of  turbulence  at  acceptable  cost  poses  a  chal
lenge that will have to be met in the future.  We may regard  the solution of  the 
Euler  equations  as  a  preparatory  stage  for  the  development  of  solution 
methods for NavierStokes equations with or without  turbulence modelling. 

The  objective  of  this  work  is  to  contribute  to  the  development  of  efficient 
numerical  methods  for  the computation  of  steady  solutions of  the Euler  equa
tions.  The  major  considerations  for  the  computation  of  Euler  flows are  the 
capability  to  treat  flows  in  complex  geometrical  configurations,  with  proper 
representation  of  shock waves and  contact  discontinuities,  with high order of 
accuracy  in  the  smooth  parts  of  the flow, and  with  computational  efficiency 
and robustness. 

In  this  work  we  do  not  use  complex  geometrical  configurations,  to  avoid 
gridgeneration  problems.  Furthermore,  we  restrict  ourselves  to  the  Euler 
equations  in  two  dimensions  (2D).  However,  all  techniques  used  can  be 
extended  in a straightforward  way to the 3D Euler equations. In  this study, we 
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focus on the space discretization, in order to combine secondorder accuracy in 
the smooth parts of  the flow field with a proper  representation  of  discontinui
ties.  Furthermore,  much  attention  is  payed  to  computational  efficiency  and 
robustness. 

A conservative finite volume scheme is used for  the space discretization. The 
scheme is a socalled  'shock capturing' scheme, i.e.  the same numerical scheme 
is used  everywhere  in  the  flow;  no  adaptions  are made in  the  neighbourhood 
of  discontinuities.  This  is  possible  because  the  scheme  is  a  finite  volume 
scheme, i.e. it is based on the integral form rather  than  the differential  form of 
the  Euler  equations.  The  integral  form  is  applicable  everywhere,  the 
differential  form  is  not  valid  where  the  solution  is  not  differentiable.  Nowa
days,  finite volume  schemes  are  almost  universally  used  for  shock  capturing 
codes. 

In  a  finite  volume  scheme,  fluxcomputation must  be  carried  out  at  the 
boundaries  of  the volumes. A flux at  a  cell boundary  is the  amount  of  mass, 
momentum  and  energy  transported  per unit  of  time across  the cell  boundary. 
We use a cellcentered finite volume scheme, i.e. the numerical  approximations 
are  stored  inside  the volumes. The equations  are obtained  by  demanding  that 
the  total flux is  zero  for  each  volume. At  each  cell  boundary  a  flux  is  com
puted by approximately  solving a local onedimensional  Riemann problem. As 
a  consequence, the scheme is characteristicbased  or upwind. The approximate 
Riemann  solver  used  is  as  proposed  by  Osher  [5].  The  implementation  of 
usher's  scheme  is  not  so complex  as  is  generally  believed,  provided  that  the 
proper dependent variables are used  and  that  the local Riemann problems  are 
solved  approximately  by  using  an  ordering  of  the  constituent  parts  of  the 
integral path in state space which is the reverse of that proposed by Osher. 

One of  the merits of Osher1 s approach  to solve the Riemann problem is that 
boundary conditions can be discretized  in a way which is completely consistent 
with  the  discretization  of  the  steady  Euler  equations  in  the  interior  of  the 
domain.  This  is  a  consequence  of  the  fact  that  Osher's  scheme  is  based  on 
Riemann  invariants,  just  as  proper  boundary  condition  treatments.  Osher's 
scheme  is  based  on  a  sound  mathematical  theory.  The  scheme  fulfils  an 
entropy condition and  therefore unphysical  solutions are excluded. In  its origi
nal  form  Osher's  scheme  is  firstorder  accurate.  Shocks  and  contact  discon
tinuities are captured  very well (in at most  two interior grid points)  as long as 
they are aligned  to  the grid. But oblique (with respect  to the grid) shocks and 
contact  discontinuities  are  smeared  out  disastrously.  Furthermore,  in  smooth 
parts of  the flow, firstorder  accuracy  is  too low for  practical purposes. There
fore we wish  to improve the order  of  accuracy and  to  steepen oblique discon
tinuities. 

This is done by the socalled MUSCL (Monotone Upwind Schemes for Con
servation  Laws) approach  as proposed by Van Leer [6]. In  that  approach,  the 
data  is  first  prepared  and  modified  (limited)  before  a  Riemann  solver  is 
applied. The limiting is done to prevent  spurious oscillations in  the neighbour
hood of  discontinuities. The limiting must  be nonlinear  even when  applied  to 
linear  problems.  This  approach  allows  monotonicity  to  be  achieved 
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simultaneously with secondorder  accuracy. 
In  chapter  II,  these  topics  are  studied  thoroughly.  The  study  concerns 

Riemann  solvers,  usher's  scheme,  boundary  condition  treatments,  lineariza
tion,  the MUSCLapproach,  limiters etc. Chapter  I  is an  introductory  chapter 
in  order  to prepare  the material  necessary  for  the succeeding chapters. At  the 
end  of  chapter  II,  a  first  and  secondorder  accurate  discretization  of  the 
steady  Euler  equations  has  been  determined  completely.  The  two  succeeding 
chapters  HI  and  IV  describe  respectively  the  solution  methods  for  the first
and  secondorder  discretization.  The  firstorder  discretization  is  solved  by  a 
Nonlinear  Multigrid  Method  (NMG),  also  called  FAS  (Full  Approximation 
Scheme),  see  Brandt  [1]. Nested  iteration,  also  called  FMG  (Full  Multigrid 
Method), is used to obtain a good initial  approximation  on the finest grid. The 
multigrid method  is very straightforward.  A Collective Symmetric GaussSeidel 
(CSGS)  ralaxation  procedure  is  used  as  a  smoothing  method.  The  numerical 
examples given in section 3.3 show that  the characteristic features of a success
ful  multigrid  method  are obtained:  robustness, efficiency  (about  3 NMG itera
tions are sufficient  to surpass truncation  error accuracy) and grid independency 
of  the  convergence  rate  (at  least  for  transonic  and  supersonic  flow).  The 
numerical  examples  cover  channel  flows,  resolution  of  contact  discontinuities, 
and a blunt body (circle cylinder) in a supersonic  flow. 

A defect  correction method is used to improve the accuracy of the  firstorder 
solutions.  The  defect  correction  method,  which  is  the  topic  of  chapter  IV, 
makes use in a very effective  way of  the excellent multigrid  solver for  the solu
tion  of  firstorder  discretizations.  In  fact,  the  secondorder  discretization  is 
used  only  to construct  appropriate  source  terms, and  the  solution  of  the  first
order discretization  of  the  steady  Euler  equations  with  these  source  terms are 
obtained by  the multigrid  solver. This process is repeated  iteratively. In section 
4.3,  the numerical  solutions  of  the secondorder  discretization  obtained  by the 
defect  correction  method  are  given  and  comparison  with  the firstorder solu
tions given  in  section  3.3 show clearly  the  improvement  in  accuracy  and reso
lution of discontinuities. 

Finally, we refer  to  the work of B. Koren  [2,3] who used  the discretizations 
and  solution  methods  as described  in  this work  for  airfoil  flow  computations. 
His results clearly show the feasibility of  the method for such applications. 

This thesis is based on  the following publications: 

[A]  P.W.  HEMKER,  S.P.  SPEKREUSE  (1985).zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Multigrid Solution of  the  Steady 
Euler Equations.  In:  Advances  in  MultiGrid  Methods.  (D.  BRAESS, W. 
HACKBUSH,  U.  TROTTENBERG,  eds.). Notes  on  Numerical  Fluid  Mechan
ics, Volume  11, 3344. Vieweg, Braunschweig. 

[B]  P.W.  HEMKER,  S.P.  SPEKREUSE  (1986).  Multiple Grid and Osher's  scheme 
for  the Efficient Solution of the Steady Euler Equations. Appl. Num. Math. 
2, 475493. 

[C]  S.P.  SPEKREUSE (1986).  SecondOrder Accurate  Upwind Solutions of the 2D 
Steady Euler Equations by  the  Use of  a  Defect Correction  Method.  In: 
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Multigrid  Methods  II.  (W.  HACKBUSH,  U.  TROTTENBERG,  eds.).  Lecture 
Notes in Mathematics  1228, 285300, Springer Verlag, Berlin. 

[D]  S.P.  SPEKREUSE  (1987).zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Multigrid  Solution of  Monotone  SecondOrder 
Discretizations  of Hyperbolic  Conservation  Laws.  Math.  Comp.  49,  135
155. 

[E]  B. KOREN, S.P.  SPEKREUSE (1987).  Multigrid  and Defect Correction for the 
Efficient Solution  of the Steady Euler Equations. In: Research in Numeri
cal Fluid Dynamics/Proceedings of  the 25th Meeting of the Dutch Associ
ation  for  Numerical  Fluid  Dynamics.  (P.  WESSELTNG,  ed.).  Notes  on 
Numerical Fluid Mechanics 17, 87100, Vieweg, Braunschweig. 
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Chapter I 

The Euler Equations 

1.1.  DERIVATION OF THE EULER EQUATIONS. 

In this section  the Euler equations are introduced. We consider  the Euler equa
tions  in  two  dimensions  only.  The  restriction  to  two  dimensions  is  only  for 
practical reasons and is not fundamental  (see the introductory chapter 0). 
Let  there be given  a Cartesian  coordinate systemzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (x,y).  Let / denote  the time. 
With  p=p(x,y,t),  u = u{x,y,t),  v=v(x,y,t)  and p=p(x,y,t)  we denote  density, 
velocity  components  in  the  x  and ^direction  and  pressure.  These  quantities 
are  the  socalled  primitive  variables.  Consider  an  arbitrary  simplyconnected 
region  OCR2  and  let  «=(«i,«2) r  be  the  outward  unit  normal  on  the  boun
dary  3J2.  The region  Q Is a socalled control volume; we will apply the physical 
laws of conservation of mass, momentum and energy to the fluid  flow in fl. 

I. Conservation of mass. 
The law of conservation of mass is given by 

jfpdv  = fp(n.v)do  (1.1.1) 
a'o  an 

where  v=(u,v) r  is  the velocity, dv is a  volume  element  and  da  a  surface  ele
ment. With n . v we denote  the innerproduct:  n  . v=n\u+n2v.  Using  Gauss's 
theorem for a vectorfield,  we may write, assummg~that pv is  differentiable, 

jp(n  . v)da—ƒ  div (pv)dv 

where div (pv)=— (pu)+—(pv)  is the divergence. 
—  ox  ay 

Using the fact  that OCR2  is arbitrary we find  the equation of continuity: 

ip+h^+iy^=°  < 1 1 2 ) 

Equations  (1.1.1)  and  (1.1.2)  are  the  equation  of  continuity  in  integral  and 
differential  form  respectively. Both forms are very important. 

II.  Conservation of momentum. 
Assuming frictionless flow and absence of body  forces,  the law of conservation 
of momentum is given by 



—  fpvdvzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = — fpv(n  . v)da — jpnda  ,  (1.1.3) 
O  8Q  30 

Equation (1.1.3) is a vector equation. The xcomponent  is 

d_ 
'   Q  30  130 

—Jpudv  =  — jpu(n  . v)da—  jpnda 

=  — ƒ  div (puv)dv  jvpdv  (1.1.4) 

where we have used  the theorem  of  Gauss  for  both  a vector  and  scalarfield, 
f  "Ir 

2  2  is the gradient. Vp

The/component  of equation (1.1.3) is 

d. 
'azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ao 

9x' ay 
one 

—fpvdv  =  — fpv(n  . v)da—  jpnda 
n  30      [so ~ 

=  — ƒ  div (pw)dv —  jvpdv 
o  [o 

Because Ö is arbitrary, we obtain from  equations (1.1.4) and (1.1.5) 

i(pu)+^(Pu^p)^(puv)=0 

2ipv)+±ipuv)+±ipv2+p)=o 

which are the momentum equations in differential  form. 

(1.1.5) 

(1.1.6a) 

(1.1.6b) 

III.   Conservation of energy. 
Let e denote the internal energy of the fluid. The energy of  the fluid consists of 
internal  and  kinetic  energy  and  is  equal  to  pe+yp(«2+v2)  per  unit  of 
volume. We define  the total energy as 

E=pe  +  jp(u2+v2).  (1.1.7) 

Under  the  assumptions  of  a  nonviscous,  nonconducting  fluid  and  absence of 
body forces, the law of conservation of energy is given by 

■j t JEdv =   JE(n  . v)da/p(n  . v)da  (1.1.8) 
30  30 

and, with  similar  reasoning  as before,  the energy  equation  in differential  form 
is obtained as 

±E  +  ±(E+p)u  +  ±(E+P)v=0  (1.1.9) 
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Combining  the  equations  (1.1.2),  (1.1.6)  and  (1.1.9)  we  find  the  Euler  equa
tions: 

9 
9/ 

* 
P pu 
pv 
E 

+£ 
pu 

pu2+p 
puv 
(E+p)u 

+ f dy 

pv 
puv 

pv2+p 
(E+p)v 

=0.  (1.1.10) 

These equations  are valid  for  a nonviscous, nonheatconducting fluid without 
body  forces.  Notice  that  there  are  5 unknowns  in  the  4  equations.  Another 
equation  is provided  by  the  thermodynamical  equation  of  state, which  can be 
written in general as 

P =p(p,e)  ■ 

For a perfect  gas we have 

p=pRT,  e=cvT 

(1.1.11) 

.(1.1.12) 

where  T  is  the  temperature, R=cp—cv  the gasconstant,  and  cv,cp  the  specific 
heat  at  constant  volume  and  constant  pressure,  respectively.  Define  the  ratio 
of  specific  heats y=cp/cv.  For  a perfect  gas  the  thermodynamical  equation of 
state gives 

p = j   .  pe=(yl)pe=(y\)(Ejp(u2+v2))  (1.1.13) 

For  almost  all  aerodynamical  problems  one  can  assume  that  the  non
dimensional quantity y is constant (y= 1.4 for air). 
Important  physical quantities and relations are listed in the appendix. 

1.2.  SOME GENERAL PROPERTIES OF SOLUTIONS OF THE EULER  EQUATIONS. 

In  this  section  we  introduce  two  important  quantities:  the  total  enthalpy H 
and  the  entropy  s. We show, under  certain  rather  general  circumstances,  that 
these  quantities  are  constant  along  streamlines.  Furthermore,  we  investigate 
what kind  of  discontinuities are possible in  solutions of  the steady Euler equa
tions.  It  turns  out  that  there  are  two  types:  shock  waves and  contact  discon
tinuities. 

I.  The total enthalpy. 
The enthalpy h and  the total enthalpy H  are defined by 

h=e  +  £ 
P 

H=h  +  j(u2+v2). 

Using the definition  (1.1.7) of  the total energy E, we  find 

(12.1) 

(1.2.2) 

(1.2.3) 



Hence,  the energy equation  in integral  form  (1.1.8) can be written as 

■jjpHdv  =   jpH(n  . v_)do+ j^dv  (1.2.4) 
dta  au  o  dt 

and  this equation  becomes in differential  form 

£«""+£<""'>+i«>"'>=f  (1"> 
Combining  this  equation  with  the  continuity  equation  (1.1.2)  we find  that 
(1.2.5) can be written as 

ML + udH_ + vdH_=\_  dp_  (]26) 

dt  dx  dy  p  dt ' 

In  this equation we recognize the material  derivative 

DzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  9 . 3 , 3  / i  i  TV 

Tt=Tt+u^+vTy■  (117) 

The  material  derivative  (or  total  derivative)  expresses  the rate of change of a 
property  of a fluid  particle.  Combining  (1.2.6)  and  (1.2.7)  we  find  for  steady 
flow (all  time derivatives are 0) 

^ ■ = 0 .  (1.2.8) 

Thus, in the case of steady flow, the total  enthalpy H is constant  along  stream
lines.  We  shall  see  that  the total  enthalpy  remains  also  constant  when  a 
streamline  passes a discontinuity  (shock  wave). When H is uniformly  constant 
the  fluid  is called  isenthalpic or isoenergetic. 

II.   The entropy. 
In  the same way as we have combined  the energy  equation  with  the continuity 
equation,  it is possible  to combine  the momentum  equations  (1.1.6)  with  the 
continuity equation. Then we find 

du  .  3K .  3M _  1  dp 
dt  dx  dy  p  dx 
dv  3v ,  3v _  1 3D  / I T m 
¥ + "37 + v ^—7#'  (U9) 

which can be written as 

f v  =  l V / > .  (1.2.10) 

One easily derives from (1.1.2), (1.1.7) and (1.1.9) that 

 |(e + { ( v . v ) ) =  i  d i v O v ) .  (1.2.11) 

Combining the last two equations we find 

f =  ^ d i v v .  (1.2.12) 
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(1.2.14) 

The continuity equation (1.1.2) can be written as 

^ ■+ p d i v v = 0 .  (1.2.13) 

Thus, we also have 

Dt  p2  Dt ' 

We assume that  the fluid is a perfect  gas, hence (see 1.1.13) 

p=(yl)pe  (1.2.15) 

which gives 

(1.2.16) 

Combining (1.2.14) and (1.2.16), we conclude that 

M1E.M=0.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (U.17) 
Dt  p  Dt  v  ' 

The entropy s is defined  as 

j = c v l n  £  .  (1.2.18) 

Using (1.2.17) we find 

Ds_ =  5L\D2__3ED2\ 
Dt  p  I Dt  p  Dt  f 

(1.2.19) 

Hence, we have found  the important  result  that  the entropy of a fluid particle 
remains  constant  in the fluid. This  result  is only  true  for an inviscid  non
conducting gas. If we take into account viscosity, a similar derivation  [4] shows 
that 

^>0  (1.2.20) 

Hence,  in the case  of viscous  flow,  the entropy  of a  fluid  particle  cannot 
decrease. 
In  the derivation of (1.2.19) we have assumed  that  the flow is smooth.  There
fore,  from  (1.2; 19)  one  cannot  conclude  that  the entropy  of a fluid particle 
remains  constant  when  the particle  crosses  a  discontinuity  (shock  wave). 
Indeed, we shall show  that  there is an entropy jump at a shock wave. Because 
of  the fact  that in a viscous flow the entropy of a fluid particle cannot decrease 
and because all real fluids are, in fact,  viscous, we demand  that  the entropy of 
a fluid particle,  which  passes a shock  wave does not  decrease. This is the so
called entropy condition. Thus, the idea behind  the entropy condition  is that a 
solution of the  inviscid  Euler  equations is the  limit of a sequence of solutions 
of  the viscous NavierStokes equations with vanishing viscosity. 
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WhenzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s is uniformly constant, the fluid is called isentropic. 

III.   Discontinuous solutions of the steady Euler equations. 
Now we investigate under which conditions a flow field composed of  two uni
form flows, separated  by  a  straight  line  /,  is  a  solution  of  the  steady  Euler 
equations.  We  choose  the  xaxis  perpendicular  to  /  and  the yaxis  along  /. 
Hence, the question becomes when is: 

(qL  x<0 

a  solution  of  the  steady  Euler  equations.  Because  q(x,y)  is  discontinuous  we 
have  to  apply  the  Euler  equations  in  integral  form.  Take  a  control  volume 
with infinitesimal  width but finite length across the discontinuity (see fig. 1.2a). 

y 

1L  OR 

 * ■zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  X 

FIGURE  1.2a.  Discontinuous steady flow field with a control volume. 

Application of the equations of continuity, momentum and energy gives: 

PLUL=PRUR  (1.2.21a) 

PLUI+PL=PRUR+PR  (1.2.21b) 

PL"LVL=PRURVR  (1.2.21c) 

PLULHL=PRURHR  (1.2.21d) 

Consider  two posibilities: 

A.  Contact discontinuity. 
Suppose  uL=0.  Then  (1.2.21)  is  fulfilled  if  uR=0  andPL~PR  Hence,  a flow 
field composed  of  two uniformly  constant flows with  the  same flow direction 
and pressure but different  densities and speeds is a solution of  the steady Euler 
equations. The discontinuity  at  the interface between  the two flows is called  a 
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contact  discontinuity  (or süp line). Notice that a fluid particle does not cross a 
contact  discontinuity. 

B. Shock wave. 
Suppose  «LT^O.  Then  uR̂ =0, vL=vR  and  HL=HR.  Because  uL=uR  implies 
HL—<IR  ie. a uniformly  constant flow field, we may assume that uL^uR.  From 
the continuity  equation  (1.2.21a) it follows  that  uL  and  uR  have the same sign. 
Therefore,  without  loosing  generality,  we suppose  that  uL>0,  uR>0.  This 
kind of discontinuity is called a shock wave. Notice that a fluid particle crosses 
a  shock wave. From equation (1.2.21) we shall derive several jump relations. 
First, we introduce the speed of sound c: 

c=  y / ^   (12.22) 

One easily derives that  the total enthalpy H can be expressed as 

H=£—  + \(u2+v2)  (1.2.23) 

From (1.2.21a,b) we see that 

,  PL  ,  PR 

uL +  =uR + 
PL«L  PRUR 

or 

ULUR  =  —   .  (1.2.24) 
yuR  Y«L 

Because HL=HR,vL=vR,  we also have 

CJ  ,  1  2
  c«  ,  1  2— 1 Y+l  .2  „  n<v 

— f  + T"I = — f  + 2uR=ï1—[c  O225) 

with c* a constant. Combining these last two equations, one easily derives 

uLuR=c'2  (1.2.26) 

which is known as the Prandtl  relation. 

Introducing M—ulc,  M*=u/c',  the Prandtl relation becomes 

MRMl  = l  (1.2.27) 

and  the relation 
r.2 

• + 
1  2  1JH.1  .2 

Y  l  2"   2 y _ ! 

results in a relation between M and M': 

J f . 2   (Y+DM2 

(y  l )M 2 +2  ' 

Now, the jump relations are easily derived. For instance 

(1.2.28) 
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P L =  i ^  =  J ^ =  (yfl)Mi 
PL  «*zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  uLUR

  L  (y\)M2
L+2 

The jump relation for  the pressure becomes: 

, . 2 _ ,  '  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ■>'   U R 

thus 

PR ~PL  =PLULPRUR  =PLUL(ULUR)=PLUL(\  ) 
UL 

^   = l +  ^ T  ( M i  l ) .  (1.2.30) 
PL  Y+l 

The difference  between  the entropy in front  of  and behind  the shock is 

\(y\)Ml+2^ 
SR—SL—CV  In  i+^ff<"ii)  (Y+l)Mi 

(1.2.31) 

This  is  an  important  relation,  because  according  to  the  entropy  condition 
sR >sL.  Using sR >si  (sR =SL=*ML  = 1, uR = uL), we can conclude that ML>  1, 
hence, M\>\,  M"R<\   and Af/{<1.  In  the case of a normal shock  (VL=VR=0), 
M  is  the  Mach  number  and  the  important  conclusion  can  be  drawn  that  in 
front  of  a normal  shock  the flow  is  supersonic  (M>\)  and  behind  the  shock 
the  flow  is  subsonic  (Af<l).  Notice  that  this  conclusion  is  a  consequence of 
the  entropy  condition.  This  is  an  example  of  the  importance  of  the  entropy 
condition. 
It is easily derived  that,  in the case of  a weak shock i.e.  ML = 1 +e, 0 < « «  1, 
we have 

SR si.  = 0{ê)  ;  ^  = 0(c)  ;  ^  = 0 ( £ )  ; A»  = 0(()  (1.2.32) 
PL  PL  «Z. 

with bp=pRpL\  &p=pRpL,  A«=w/j  uL. 
Thus, a  small but  finite  change of pressure,  for  which  there are  corresponding 
firstorder  changes of  density  and velocity, causes only a  thirdorder  change in 
entropy. Therefore,  a weak shock produces a nearly  isentropic change of state. 
This is an  important  result  because  the  assumption  that  the fluid is  isentropic 
(and  isenthalpic)  leads  to  a  drastic  simplification  of  the  Euler  equations  (see 
section  1.4). 

13.  HYPERBOLIC SYSTEMS. 

13.1.  GENERAL THEORY. 

In  this  section  we study  a general firstorder system  of  quasilinear  equations 
in two independent variables of the form 

where  q=(q\,..  • ,qn)
Te.W  and  (jc,0eRXR+.  We  assume  that  the  vector
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valued  function/:R"i>Rn  is C'. We define  thezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n Xn  matrix  A{q)=^(q). 

DEFINITION 1.3.1a. 
System  (1.3.1.1) is called hyperbolic  if  there exists a real diagonal matrix D(q) 
and a nonsingular  real matrix R(q)  such that 

A(q)R(q)=R(q)D(q)  V ^ E R "  .  (1.3.1.2) 

The column  vectors of R(q)  are eigenvectors of A(q)  and  the diagonal  entries 
of  D(q)  are  the  corresponding  eigenvalues. We shall  denote  by  Rk(q) the  k\h 
column  vector  of  R(q)  and  with  \k(q)  the  corresponding  eigenvalue: 
^k(q)=Dkk(q)  Furthermore  we  shall  assume  that  the  eigenvalues  A*(̂ ) have 
been labeled  in increasing order i.e.  Xi(^)<X2(^)^  ' '  • *^K(q)

EXAMPLE  1.3.1a (The linear case). 
Suppose  f(q)=Aq  where  A  is  a  constant  nXn  matrix.  Hence,  (1.3.1.1) 
simplifies  to 

$ + ^  0 .  0313) 

A  solution  q=q(x,t)  of  (1.3.1.3)  can  be  expressed  with  respect  to  the  basis 
{*, ,■••  A} i e . 

q =  q(x,t)='2a,(x,t)R, 
i  i 

where a , : R X R + H R .  Substitution  of  this expression in (1.3.1.3) leads to 

and because the eigenvectors Rt  are independent 

3a.  ,  9a.  , 
^(x,t)+\i—(x,t)=0  i = l,  • • •  ,n 

The general solution of  this equation is 

a,(jc,0=a?(* \jt)  i = 1, •  • • ,n 

with a?:Ri>R. Hence, we have found  that  the general solution of (1.3.1.3) is 

q(x,t)=2Ax\t)Rt. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i =  i 

The solution of  the pure initial value problem on R+  XR 

at ox 

(1.3.1.4) 
q(x,0)=q0(x)  xeU 
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becomes 

with 

?(*,/)= 2 « ? ( *  W  (13.15) 

2  «?(*)*, =?(.(*)•  (1.3.1.6) 
/ =  i 

Hence,  the  solution  of  (1.3.1.4)  is  obtained  after  representing  the  function 
^0:Rt»Rn  with respect to the basiszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {R\,  • ■  •  ,R„}. 

Now, we shall introduce  the Riemann  problem. The Riemann  problem  is very 
important  because  it  forms  the  underlying  physical  model  of  many  upwind 
schemes  for  the  Euler  equations.  For  instance,  the  famous  Godunov  upwind 
scheme uses the exact solution of  the Riemann problem for  the numerical solu
tion of  the Euler equations [2]. Other well known upwind schemes use approxi
mate solutions of the Riemann problem. 

DEFINITION 1.3.1b. 
The Riemann  problem  for  a general  hyperbolic  system  is  the following  initial 
value problem 

£ *  + £ƒ(*)=<>  (1.3.1.7) 

with 

\qL  x<0 
q(X>0)=\qR  x>0 

where qL  and qR  are constant states. 

THEOREM 1.3.1a. 
Suppose there  exists  a  unique solution q=q(x,t)  of  the  Riemann problem 
(1.3.1.7).  Then  the  solution  q=q(x,t)  can  be  written  in  similarity  form 
q(x,t)=q(x/t). 

PROOF. 
Define  qa(x,t)=q(ax,at)  with o e R + .  Then  it  is easily verified  that  qa(x,t)  is 
also a  solution of  the Riemann problem. Hence, q(x,t)=q(ax,at)  VOGR +  , SO 
q(x,t)=q(x/t).  D 

EXAMPLE 1.3.1b (The linear case). 
Consider  the  Riemann  problem  for  a  linear  hyperbolic  system  (see  example 
1.3.1a).  Following  the  solution  method  outlined  in  examples  1.3.l.a,  suppose 

n  n 

qL = 2  aiRh  «R = 2 PM Hence> 
i = l  i = l 
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q(x, 0)=  2  {PtH(x)+a,(l  H(x))}R, 
/ =  i 

with  H:RM.R  the Heavyside function  (H(x)=  1  if x>0,  H(x)=0  if  JC<0). The 
solution of  the Riemannproblem becomes 

q(x,0=  £  {£/ / (*X,0+«,(1#(*"*, ' ) )}* , • 
i =  i 

This  solution  is  illustrated  in  fig.  1.3.1a  for  n = 3.  We  have  assumed  that 
A1<0<\2<^3  The  solution  is  represented  by  a  triple  (O,J8,Y)  i.e.  (a,fi,y) 
corresponds with q=aR\  +/J/?2+Y^3

FIGURE  1.3.1a.  Illustration  of  the  solution  of  the  Riemann  problem  for  a  linear 
hyperbolic system (n — 3). 

The  solution  of  the  Riemannproblem  for  a  nonlinear  hyperbolic  system  is 
hard  to  obtain  in  general.  But  for  certain  pairs  (qL,qji) the  solution  of  the 
Riemann  problem  may  become  simple.  In  the  remainder  of  this  section  we 
show how  to  obtain  these simple solutions. For  this purpose we introduce  the 
following  concept: 

DEFINITION  1.3.1C. 
Consider  the  hyperbolic  system  (1.3.1.1).  Let  Rkiq)  be  an  eigenvector  of 

A(q)=J(q)  i.e.  A(q)Rk(q)=\k(q)Rk(q)  with  \k(q)  the  corresponding  eigen
value. 
We call Rk(q)  genuinely nonlinear if 

(Vhiq),  RiiqWQ  V?elir . 

We call Rk(q)  linearly degenerate if 

(V\k(q),  Rk(q))=0  V 9 G R "  . 

(1.3.1.8) 

(1.3.1.9) 

Here  ( ,  )  denotes  the  usual  inner  product  in  R"  and 
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VX, ( 9 )= (^ ) 
f)X 

,  — — ) r .  We  shall  show  in  section  1.3.2  that  for  the  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
oq„ 

Euler  equations,  each  eigenvector  Rk(q)  is  either  genuinely  nonlinear  or 
linearly  degenerate. 
To  construct  certain  simple  solutions  of  the Riemann  problem,  we shall  show 
that  a  genuinely  nonlinear  eigenvector Rk(q) corresponds  with  a socalled  sim
ple  wave  solution  while  a  Unearly  degenerate  eigenvector  Rk(q)  corresponds 
with  a contact  discontinuity.  (To avoid  confusion,  it  should  be mentioned  that 
in  this  context  a  contact  discontinuity  differs  from  the concept  of  a  contact 
discontinuity  as  introduced  in  section  1.2;  here  we are concerned  with  time 
dependent  problems  while  in  section  1.2  we  were  concerned  with  the  time 
independent  (steady) Euler  equations). 

Simple  wave solution of  the Riemann  problem. 
Suppose  Rk(q) is a  genuinely  nonlinear  eigenvector.  Then  Rk(q)  can be  nor
malized  such  that 

(V\k(q),  Rk(q))=\  V ? .  (1.3.1.10) 

For  an  arbitrary  state q  ̂ we consider  the following  ordinary  differential  equa
tion 

q(0)=qL 

and  suppose q=q(£),  0<£<ZR  is the solution.  Define qR  =q(£R). 
Because 

(1.3.1.11) 

we have 

and 

Jlh(q(0)=  Vh(.q(&).Rk(q®)=l 

h(q(0)=Z+  const  =t+\ k(q,) 

h(qR)=^R+h(qL) 

Notice that  X*(^)X t (^)= | j ,>0. 
Define 

\L  x/t<\k(qL) 

q(x,t)=q(x/t\k(qL))  \k(qL)<x11<\k(qR)  (1.3.1.12) 

qR  x/t>\k(qR) 

We  shall  verify  that  q(x,t)  is  the  solution  of  the  Riemannproblem.  If 
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h(qL)<x/t<\k(qR)  then 

M?(*.0)  =  h(q(x/t\k(qL))) 

=  x/thiq^+hiq^x/t  .  (1.3.1.13) 

Hence, if \ t (#,)<x/f  <A*(tyi) then 

|f(^0+|̂ /( .̂0)=|f(^0+^(?(^0)|f '̂,) 

=  jrRk(q(x,t))  +  ±A(q(x,t))Rk(a(x,t)) 

= ^**(?(x,0)+JW*,0)/W*,0)=0 • 

So  q(x,t)  is  indeed  the  solution  of  the  Riemann  problem  with  initial  states 
(qL >#?)• This  solution  is  called  a  Arth simple  wave  (or  rarefaction  wave). An 
Ulustation of  this solution is given in fig. 1.3.1.6. 

f=W  f=M,<*,<»zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ÈL=Mu) 

FIGURE  1.3.1b.  Illustration  of  a  kth  simple  wave  solution  of  a  Riemann  inital 
value problem. 

Contact discontinuity solution of the Riemann problem. 
Suppose Rk(q)  is a linearly degenerate eigenvector. Hence 

(VX*(?), Rk(q))=0  VqsW. 

Let q(£) be the solution of (1.3.1.11) and define qR =q($R). Because 

£(h(q(&)=(Vh(q&),  Rk(q(Z)))=0 

we have X*(?(ö)=X*(ft,)=M?*)  V£e(0,&). 
Define 

qL  x/t<\k(qL)=\k(qR) 

qR  x/t>\k(qL)=Xk(qR) q(x,t)=  (1.3.1.14) 
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Hence,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA q{x,t)  is discontinuous. We shall  show  that  q(x,t)  is  a  solution  of  the 
Riemann problem. An illustration of this solution is given in fig. 1.3.1c. 

=\fc(ft)=\fc(g«) 

FIGURE  1.3.1C.  Illustation  of  a  Ath contact  discontinuity  solution  of  a  Riemann 
problem. 

Because  q(x,t)  is  discontinuous,  the  integral  form  of  (1.3.1.1)  has  to  bê  
employed 

l\qn,+f(q)nx\da=0  (1.3.1.15) 
30 

with  Q an  arbitrary  volume  in  the  (x,t)  space  and  n=(nx,nt)  is  the  outward 
unit  normal  an  90.  It  suffices  to  consider  an  infinitesimal  rectangular  volume 
with  sides  Ax  and  Af  straddling  the  discontinuity,  cf.  fig.  1.3.1c.  Equation 
(1.3.1.15) results in 

f(qR)f(qL)+h(qi)  ( f r ?*)=0 
Ax 

(1.3.1.16) 

(notice  that  r=\k(,qL)=K(.qR))  These  are  so  called  jump  relations  or 

RankineHugoniot  relations [3]. We will show that (1.3.1.16) is  satisfied. 
Because 

J_ 
dt  [f(q(S))h(qL)q®]  =  ^(ö)^M?(ö)^f(£) 

= A(q(0)Rk(q(£))k(q(£))Rk(q(Z)) 

=  h(q(8)Rk(.q(£))h(q(Wk(q(£))=0 

we have 

f(qR)h(qi.)qR=f(qL)\c(qL)qL  ■ 

Thus the jump relations (1.3.1.16) are indeed  satisfied. 
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In  addition  to  simple  waves  and  contact  discontinuities  there  exists  another 
elementary  type  of  solutions  of  the  Riemann  problem,  namely  shock  waves. 
Shock  wave  solutions  satisfy  the  RankineHugoniot  relations  and  the  entropy 
condition. We refer  to [3,7] for  a detailed description of  shock wave  solutions. 
The  general  solution  of  a  Riemann  problem  is,  under  rather  general  cir
cumstances,  composed  by  simple  waves,  contact  discontinuities  and  shock 
waves (see  [7]).  Here, we can omit  a detailed  description  of  shock wave solu
tions because  this would not contribute very much to the understanding of the 
numerical  solution methods that will be discussed. 
In  this  work  we  shall  use  an  upwind  scheme  proposed  by  Osher  [S]  that  is 
based  on  an  approximate  solution  of  the  Riemann  problem,  obtained  by 
replacing  shock  waves  by  compression  waves.  A  compression  wave  is  the 
reverse  of  a  rarefaction  wave  and  leads  to  a  multivalued  solution.  For  more 
details we refer  to the next section and chapter 2. 
Finally, we introduce the concept of Riemanninvariants. 

DEFINITION  1.3.  Id. 
Consider  the hyperbolic  system  (1.3.1.1). LetzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Rk(q) be  the fcth eigenvector of 

A(q)=J(q).  A  A>Riemann  invariant  is  a  smooth  function  ^:R"i»R  such 

that 

Notice  that  if Rk(q)  is linearly  degenerate,  the corresponding eigenvalue  \k(q) 
is  a  Riemann  invariant  (see  (1.3.1.9)).  In  general  there  are  n — 1 /cRiemann 
invariants whose gradients are linearly  independent  in Rn.  Riemanninvariants 
are useful  for  the construction  of  simple wave and  contact  discontinuity  solu
tions  of  Riemann  problems.  For  the construction  of  simple  waves  or  contact 
discontinuities we have to solve (see (1.3.1.11)) 

(1.3.1.17) 

q(0)=qL 

Suppose q=q(£),  0<^<,^R  is the solution. Then 

^<M?(ö)=(ViM?(ö),  JW$(ö))=o 

hence a £Riemann  invariant  is constant  along the curve described by 1.3.1.17. 
If  there  are  n — 1 A:Riemann  invariants  \p\,...  ,Vk~x,  then  it  is  easily  seen 
that  the curve described by (1.3.1.17) is part of  the curve described by 

qeR"  | U(q)=4(qL),  •  . • M'\q)=Vk\qL)\  •  
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In  the  case  of  the  Euler  equations,  the  Riemann  invariants  are  very  simple 
functions  and,  as we shall  see in  the next  section,  formulas  describing  simple 
waves or contact discontinuities are easily obtained. 

13.2.  APPLICATION  TO THE EULER  EQUATIONS. 

The Euler equations (1.1.10) can be written as 

£»+&W+£«M=«  (1.3.2.1) 

where 

(1.3.2.2) 

q  =  (P,pu,pv,E)T=(quq2,q3,q4)T 

f(q)  =  (pu,pu2+p,puv,(E+p)u)T 

=  (q2,ql/a\+p><i2q3/qi,(q4+p)q2/q\)T 

g(q) =  (pv,puv,pv2+p,(E+p)v)T 

=  (qi,qiqi/q\,q\/q\  +p>(q*+p)q3/qi)T 

and (see 1.1.13) 

p^{y\){E\p{u1+v1)={y\){qA{ql+qly{2qx)).(\3.23) 

First, we notice the rotational invariance of  the Euler equations. 

THEOREM (1.3.2a). 
The  Euler equations  are  rotationally invariant  i.e. 

cos* f(q)+sin*  g(q)=T(4>yif(T(4>)q)  (1.3.2.4) 

for  all <J>eR and admissible  states qreR4,  where T(<f>)  is  the  following  rotation 
matrix: 

T(4>)= 

1 0  0  0 
0  cos<f>  sin<f>  0 
0  —sin<»  cos«f>  0 
0  0  0  1 

(1.3.2.5) 

PROOF. 
The calculations to verify  (1.3.2.4) are  straightforward.  D 

In  section  1.3.1  we  have  introduced  the  concept  of  hyperbolicity  for  a  first
order  system  of  quassi  linear  equations  in  only  two  independent  variables. 
Similarly, we define: 

DEFINITION (1.3.2a). 
System  (1.3.2.1)  is  called  hyperbolic  (with  respect  to  t)  if  there  exist,  for  all 
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4>eR  and  admissible  stateszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  qeR*,  a  real  diagonal  matrix D(q,<f>)  and  a  non
singular matrix R(q,<t>) such that 

A{q,tiR(q,4>)=R(q,4.)D(q,1>)  (1.3.2.6) 

where 

A(q,<t>)=cos4&(q)+sm4>&(q)=co$<j>A(q)+sm<l>B(q).  (1.3.2.7) 

LEMMA (1.3.2a). 
If  there exists a real diagonal matrix D{q) and a nonsingular real matrix R(q) 
such that 

A(q)R(q)=R(q)D(q)  (1.3.2.8) 

for all admissable states qe.UA,  then the Euler equations (1.3.2.1) are hyperbolic. 

PROOF. 
By differentiating  the rotational  invariance  relation  (1.3.2.4) with  respect  to q, 

we have 

A(q,4>)  =  cosM(q) + sm<l,B(q)=T(<f,)1A(T(<t,)q)T(it>). 

Hence, 

A(q,4)  =  mr'R(T^)q)D{T^)q)R\m)q)m) 

=  (T(^ylR(T(4>)q))D(T(4>)q) (T^rlR(T^}q)yl  . 

By taking 

R(q,<t>)  =  T(<t>y lR(T(<t>)q),  D{q,$)=D{T{$)q) 

we see that  (1.3.2.6) is valid.  D 

Thus,  the  Euler  equations  are  hyperbolic  if  the  matrix  A(q)=f~(q)  has  4 

linearly independent  eigenvectors. Using the relation 
T 

dp  Jp_  j£_  j£_ 
dqi  '  dq2  '  dq3  '  fojf4 

Vp =  =(Yl)(T(« 2+v 2 ) ,   u ,  v , l )  (1.3.2.9) 

and the relations for  total enthalpy H: 

H=£±£  =  ^   + }(u2+v2)  (1.3.2.10) 
p  y  i 

it is easily verified  that 
0  1  0  0  1 

 u 2 + y ( y  l ) ( « 2 + v 2 )  (3Y)M   ( Y ~ 1 ) V  y  1 

—zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA UV  V  M  0 

u(j(yl)(u2+v2)H)  H(y\)u2  (y\)uv  yu 

A(q) (1.3.2.11) 
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Notice  thatzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A(q)  only  depends on u,v and  c. The eigenvalues and  correspond
ing eigenvectors of A (q) are 

\l(q)=uc,\2(q)=u,\3(q)=u,\4(q)=u+c  (1.3.2.12) 

and 

Ri(q)=(\,  uc,  v,  Hcuf 

R2(q)=(\,  u, v,  j(u2+v2))T 

R3(q)=(0,  0,  1, v)r 

R4(q)=(\,  u+c,  v, H+cu)T  (1.3.2.13) 

The eigenvectors are linearly independent  and  therefore we have found  the fol
lowing theorem: 

THEOREM (1.3.2b). 
The Euler equations (1.3.2.1) are hyperbolic with respect to t. 

Now,  we shall  consider  the  Riemann  problem  for  the  Euler  equations  in  one 
space dimension: 

h  +  lLfiq)=0  (1.3.2.14a) 

with 
[qL  x<0 

«XW={qR  x>0  (1J214b) 

where qL  and qR  are constant states, and q, f(q)  are defined  in (1.3.2.2). 
We  assume  that  there  is  a  unique  solution.  As  we  have  already  seen 
q{x,t)=q{x/t). 
Although trivial, it  is worth noticing that q(x,y,t)=q(x/t)  also obeys the Euler 
equations in two dimensions 

h  + h^+i^)=0   (1.3.2.15a) 

with initial values given by 
[qL  x<Q,yeU 

«*y>°> ={q*   x>0,yeU  (L 32 1 5 b) 

We  shall  seek  certain  pairs  (qL,qid for  which  the  solution  of  the  Riemann
problem  (1.3.2.14) becomes very simple,  e.g. a  simple wave or  contact  discon
tinuity.  Therefore,  we  shall  first  investigate  whether  the  eigenvectors 
R*(q)>  k = 1,2,3,4,  given  in  (1.3.2.13)  are  genuinely  nonlinear  or  linearly 
degenerate. 



23 

THEOREM  (1.3.2C). 
The eigenvectors Rk(q) given  in (1.3.2.13) are genuinely nonlinear for  k = \  and 4, 
and linearly degenerate for k=2  and 3. 

PROOF. 
Because 

VA2(4r)=VX3(?)=Vu = ( i i , l ,0 ,0)  (1.3.2.16) 
r 

it  is  immediately  clear  that  Rt{q)  and  R$(q)  are  linearly  degenerate.  Using 
definition  (1.2.22) of  the speed of sound c, we see that 

Vc = y{yV/>c 2 Vp}  (1.3.2.17) 

where Vp=(l,0,0,O)r  and  V/> is given by (1.3.2.9). 
Thus 

(VA,(?),*,(9))  =  {Vu,Rx(q))^(Vp,R,{q))+^{Vp,Rx(q)) 

=  £(ihr*o 

and 

(V\4(?),*4(<7))  =  (Vu,R4(q))+^(Vp,RA(q))^(Vp,R4(q)) 

=   + ^  ( l + Y ) ^ 0 . 

Hence, R\(q)  and R^q)  are genuinely nonlinear  D  . 

Thus R\(q)  and  R^q)  correspond  with  simple waves while Ri(q)  and  Ri(q) 
correspond with contact discontinuities. 
Riemann  invariants  are very useful  for  the construction  of a simple wave solu
tion or  a  contact  discontinuity  solution  of  the Riemann  problem  (1.3.2.14). In 
the  following  theorem,  the  Riemann  invariants  corresponding  with  the  eigen
vectors Rk(q) are given. 

THEOREM (1.3.2d). 
The functions 

«i(9)=« + pï"C,  «2(fl)=v,  a3(f)=J  (1.3.2.18) 

are Riemanninvariants corresponding with the eigenvector R t (q). 
The functions 

fi\(q)=u,  h(q)=p  (1.3.2.19) 

are Riemanninvariants corresponding with the eigenvectors .R2O7) and R${q)
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The Junctions 

Yi(g)=w Y l 
c, yi(q)=v,  yi(q)=s  (1.3.2.20) 

are Riemanninvariants corresponding with  the eigenvector Rt(q). 

PROOF. 
From (1.2.18) we deduce that 

\7s = — (V/?c2Vp). 

Furthermore 

W  =  ( v ,0 , l , 0 ) . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
P 

(1.3.2.21) 

(1.3.2.22) 

With  these  expressions  and  with  the  expressions  for  V/>,Vw  and  Vc  (see 
1.3.2.9,  16 and  17) the  calculations  to verify  this  theorem become  straightfor
ward.  □  

Thus, if  the pairs (qL,qR) of  the Riemann problem (1.3.2.14) are such  that 

2  2 
UL +  —^CLUR  +  ——[CR  ; vR=vL  ; sR=sL  (1.3.2.23) 

and 

uLcL<uRcR  (1.3.2.24) 

then a simple wave solution, corresponding with R\(q),  exists, given by 

q  =  qL  iix/t<uLcL 

v =  vL 

s  =  sL 

u—c =  x/t 

>if  uLcL<x/t<uRcR 

if x/t>uR—  cR 

(1.3.2.25) 

q  = qR 
Notice  that  u—c=x/t  follows  from  (1.3.1.13). This solution  is also called  a  1
rarefaction  wave.  If  ( ^ L , ^ )  are  such  that  (1.3.2.23)  holds,  while 
UL~CI>UR—CR,  the  solution  given  by  (1.3.2.25)  corresponds  with  a  multi
valued  solution.  Then  we  speak  of  a  compression  wave.  Allthough  such  a 
compression wave has no physical meaning, it will be shown in chapter  II  that 
allowing  compression  waves, an  approximate  solution  of  the  Riemannn  prob
lem can  be obtained  which  leads  to  an  excellent  upwind  scheme for  the Euler 
equations. This scheme was introduced by Osher in  1982 [5]. 
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Similarly, ifzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA qL  and qR  are such that 

«L —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAYCL ~ U R ~ ~ JCR>  VL=VR,  SR=SL 
(1.3.2.26) 

and 

uL+cL<uR+cR  (1.3.2.27) 

then a simple wave solution, corresponding with R^q)  exists, given by 

q  = qL  iix/t<uL+cL 

-c = uL-
Y  l  '  Y  l 

v  = vL 

s  = sL 

U+C  =  JC// 

■Cl 

*■ if uL+cL<x/t<uR  +cR  (1.3.2.28) 

q = qR  iix/t>uR+cR 

This solution is also called a 4raref action wave. If UL+CL>UR  +CR,  we have a 
multivalued 4compression wave. 
Finally,  if qL and ^  are such  that  ui = uR  ,pi=p R  then  a contact  discon
tinuity solution, corresponding with R2(q), Riiq)  exists, given by 

q=qL  iïx/t<uL=uR 

q=qR  tix/t>uL=uR (1.3.2.29) 

1.4.  SIMPLIFICATIONS  OF THE EULER  EQUATIONS:  THE TFP  AND TSP 

EQUATIONS. 

I. The  Transonic Full  Potential (TFP) equation. 
The  TFP  equation  is derived  from  the Euler  equations by assuming  that the 
flow  is steady,  isenthalpic and irrotational.  Before  deriving the  TFP  equation 
we shall  show  that  a consequence of these  assumptions  is that  the flow  must 
also be isentropic. This  follows  from  the Croccotheorem,  which is derived in 
the following way. 
Choose  the primitive variables u,v,p and p as dependent variables in the Euler 
equations. Then  the entropy s and  the internal  energy e are functions  of p  and 
p. Assuming an ideal gas, these functions  are given by: 

s=s(p,p)=cv  In £
py 

e=e(p,p) 1 
y  l  p 

After  some algebraic manipulations, it is easily seen that 
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de = £
rdp+  —l—.  {dpc2dp) 

p2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  7I  p^ 

Tds = ^r.  (dpc2dp) 
Y  l  P 

hence 

Tds=deArdp 
P 

which implies 

r v s =  Ve—^Vp . 
P 

From the definition of total enthalpy H (see (1.2.1), (1.2.2)), it follows  that 

Vff  = Ve +   V / > — ^  V p + i v ( « 2 + v 2 ) 
P  pr  L 

= TVs +  Vp+jV(u2+v2). 

Using equation  (1.2.10), we find 

thus 

TVs  =  VH+j^vjV(u2+v2) 

Tds _ oH  , du  «. 
ox  9JC 9f 

r|=^+|+«f  (1.4.1) 

with £ the vorticity  f =  — r— +  — . 
oxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ay 

This  equation  is known  as the Crocco  theorem  and it tells us that,  in case of a 
steady  isenthalpic  flow,  the assumption  that  the flow  is isentropic  is equivalent 
with  the assumption  that  the flow is irrotational.  Equation  (1.4.1) is only  appli
cable  in smooth  flow  field  regions.  In shocks  the  Crocco  theorem  does  not 
hold.  But we know  that  in  fluid  particles  passing  through a shock  the entropy 
increases,  depending  on  the  strength  of the  shock.  Hence,  eq.  (1.4.1)  (which 
holds  again  behind  the  shock)  tells  us  that  unless  the  shock  strength  is uni
form,  the vorticity  behind  the shock  will  not be zero.  Hence,  the  irrotational 
flow assumption  is not compatible  with  the appearance  of  shocks.  However, if 
the  component  normal  to the  shock  of  the  upstream  Mach  number  M„   is 
sufficiently  close to unity,  the flow is almost  isentropic;  the entropy  variation is 
of  the order  of (M2\y  (see (1.2.31)  and (1.2.32)). Thus  in case of  transonic 
flows with  weak  shocks,  the irrotational  flow  assumption  is a good  approxima
tion. 
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Derivation of the TFP equation. 
We assume that  the flow is steady, isenthalpic, irrotational  and  thus isentropic. 
A potential <j>=<j>(x,y)  can be introduced: 

 & : »  $ •  04.2) 

The continuity equation becomes 

l^H^° zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

  (U3) 

Because the flow is isenthalpic and isentropic, we have 

4 T  + T(«2+v')=^ + j l 4  (1.4.4) c  i  '  i  2  i  2 \  oo  i  '  2 

P T  />7«, 
(1.4.5) 

(With  oo  we denote a freestream  value at infinity).  Using  c2=yp/p,  we can 
eliminate/» and derive the following expression for p: 

P=Pa0{l + J ^ i M 2
0 0 ( l   ? ^  ) } ^ T  (1.4.6) 

Z  Moo 

where Moo ̂ Wa/c»  is the  Mach number  at  infinity.  Equation  (1.4.3) with p 
given by  (1.4.6)  is  the TFP equation  in  conservative form.  The TFP equation 
in  nonconserative  form  is  also well known  and  will be derived  for  complete
ness. Define 

q2=u2+v2=(^ylHMf  ( 1 A 7 ) 

then 

and 

^  =  l + ^  M 2
0 0 ( l  (  2  ) 2 )  (1.4.8) 

P=POO{T} Y ~ 1  ■  (1.4.9) 
C°o 

With these expressions, it is easily seen from (1.4.6) that 

dp=^jdq2  .  (1.4.10) 

Using (1.4.3) we have 

pA<f>+Vp.  V<t>=0 

thus 

P dql 
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or 

i.e. 

ty^jVq1  . V<f>=0 

0  ^  ^ + ( l  ^ T > ^  ^ r ^ = 0 .  (1.4.11) 

This equation  with c2  given by (1.4.8) is  the TFP equation  in nonconservative 
form. The TFP equation  is a secondorder  nonlinear  partial  differential  equa
tion of mixed elliptichyperbolic type. 
Besides  the  wrong  modelling  of  strong  shocks,  another  disadvantage  of  the 
TFP equation  is  that  contact  discontinuities  or  slip  lines cannot  be  modelled. 
It can be easily seen that no contact discontinuity can appear  in an  isenthalpic 
and isen tropic flow. 
Examples  of  discrepancies  between  potential  flow  solutions  and  solutions  of 
the  Euler  equations  can  be  found  in  [1,6].  Even  at  quite  moderate  Mach 
numbers, such as the NACA0012 airfoil  at Mach 0.8 and an angle of  attack of 
1.25°  large discrepancies were observed. 

II.  The Transonic Small Perturbation (TSP) equation. 
The TSP equation is a simplification  of  the TFP equation and is therefore even 
more  restrictive  for  general  applications.  The  TSP  equation  is  derived  in  the 
following way. Write the TFP equation as follows 

(c2  M 2 K  +(c2 ~ v 2 K  uv(Uy+vx)=0 
_ i  (1.4.12) 

c2=cl+^(ul(u2+v2)) 

u  : =  «„(llü) 
_  .  (1.4.13) 

V  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  UXV 

ü,v  are  called  "perturbation"  velocity  components.  We  assume  that 
|ü |, | v | « 1 .  Substituting (1.4.13) in (1.4.12) and  neglecting  terms  containing 
squares  of  the  perturbation  velocities,  in  comparison  to  those  containing first 
powers, we obtain the simpler equation 

(1 A/2 , )üx+vy  =(y+  l)Mluux+{y  l)Miwy  +M2
0?(^+v x)  (1.4.14) 

where M00=u00/cxi,  tix = ^  etc. The TSP equation  is obtained  from  (1.4.14) 

by neglecting  the  last  two  terms  in  the  righthand  side. The  first  term  of  the 
righthand  side  of  (1.4.14)  cannot  be  neglected  in  general.  For  instance,  in 
transonic  flow,  where  M^^X,  the  coefficient  of  ux,  on  the  lefthand  side, 
becomes  very  small. Then  it  is  not  possible  to  neglect  the  first  term  on  the 
righthand side of (1.4.14).  Thus the TSPequation becomes (« =$x,v =<J>?): 

Define 
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( 1  M 2 „ ) ^ + < ^ = ( Y + 1 ) M 2
0 0 « M > X X  (1.4.15) 

or 

[(1  M izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  fa   | ( y +  1)M2
M «J>2L +[<b\y  =0  •  (1A16) 

Finally,  if  the  term  with  $\  is  neglected  in  the  TSP  equation  (1.4.16),  we 
obtain  the linear equation 

( l  A / l X ^ + ^ O .  (1.4.17) 

This  equation  furnishes  a  useful  approximation  only  for flows in  which M  is 
not close to 1 (subsonic or supersonic flows). 
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Chapter II 

FiniteVolume Upwind  Discretization 

of  the Steady Eider Equations 

2.1.  INTRODUCTION 

The  subject  of  this  work  is  the numerical  solution  of  the  steady  Euler  equa
tions  in  2D. The numerical  solution  of  the  steady  Euler  equations  consists of 
two separate parts;  the discretization  and  the solution of  the system of discre
tized equations. In  this chapter we consider  the discretization  while a  solution 
method  for  the  system  of  discretized  equations  is  developed  in  the  next  two 
chapters. 
We have seen  in chapter  I  that  in  general  solutions of  the steady  Euler  equa
tions  contain  discontinuities  (shock  waves, contact  discontinuities). At discon
tinuities  the differential  form  of  the Euler equations  is not valid. On the other 
hand,  the integral form  is valid both  at discontinuities and  in  the smooth part 
of  the  flow  field.  This  observation  suggests  that  it  will  be  better  to  base  the 
discretization  on  the  integral  form  instead  of  the differential  form.  Let  OCR2 

be  the physical  domain  in which we wish  to  solve  the steady  Euler  equations 
numerically. The differential  form  gives relations at  each pointzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (x,y)EQ,  while 
the  integral  form  gives  relations  for  each  control  volume  Ö* Co.  The  Euler 
equations in integral form  are 

jfqdv  + j{cos4>f(<j)+sinit>g(q)}do=0  VÖ* Cfl  (2.1.1a) 

where 

q=(p,pu,pv,E)T 

f(q)=(pu,pu2  +p,puv,(E+p)u)T 

g(q)=(pv,puv,pv2 +p,(E+p)v)T  (2.1.1b) 

and  $2* is an  arbitrary  simply connected  region in 0,  (cos4>,sin</>)=n is the out
ward  unit  normal  on  the  boundary  30*.  Equation  (2.1.1)  is  a  direct  conse
quence of  equations  (1.1.1), (1.1.3) and  (1.1.8) derived  in chapter  I. Using  the 
rotational  invariance  of  the  Euler  equations  (see (1.3.2.4))  equation  (2.1.1a)  is 
found  to be equivalent with 

Ajqdv  + fT(<t>y lf(T(4>)q)do=0  VÖ* CO  (2.1.2) 
atQ'  30' 

where T(<f>)  is  the rotation matrix 
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my

1 
0 
0 
0 

0  0  0 
cos<?>  sin<|>  0 

—sin<£  cos</>  0 
0  0  1 

(2.1.3) 

To  discretize  the  integral  form,  we  subdivide  the  domain  fl  into  a  finite 
number  of disjunct  control  volumes (or  finite  volumes). Just  for  practical  rea
sons  (namely  simple  implementation)  we will use only  finite  volumes  that  are 
quadrilateral,  and  use only  structured  grids. A  structured  grid  is characterized 
by  the fact  that  each  interior  finite volume has a common boundary  with pre
cisely four neighbours. 

Different  possibilities  exist  for  the  shape  of  the  finite  volumes.  Triangular 
volumes are a reasonable choice as well. The use of quadrilateral  finite volumes 
has the advantage that, on a smooth 2D grid, discretizations of  the Euler equa
tions in  ID can be generalized  in a straightforward  manner. As a consequence 
of  the  choice of  a  structured  grid  with  finite  volumes  we can  order  the  finite 
volumes  such  that  the  neighbouring  volumes  of  Qy  are fi, + i., fi,,7 + i,  Q/i,y 
and  ö,,yi.  An  example  of  a  subdivision  of  a  physical  domain  Q in  disjunct 
quadrilateral finite volumes is given in fig. 2.1a where Q is a windtunnel section 
[12]. 

FIGURE 2.1a.  Subdivision  of  a  windtunnel  section  in  disjunct  quadrilateral 
finite volumes. 

Once the domain fi has been  subdivided, we approximate  the integral  form  in 
each  volume  fig.  Assume  that  at  time  /,  the  mean  values  of  a  solution  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
q=q(x,y,t)  are  known  in  each  control  volume  i.e.  the  set  {#,y(0}  is  known 
where 

9y(0=E _ /9 (*0 ' . ' )* K'Va, 
(2.1.4) 

here Vjj  is the area of  fi/;.  From equation (2.1.2) we see that 
v'jéiijM+1mr xf{m)q{x,y,t))do=Q  vov).  (2.1.5) 

Hence, the space discretization  is determined by the way the total flux 

fT{<$)'f(T($)q(x,y,t))do 
3Ö„ 
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is approximated.  Due  to the fact  that  the control  volumes have a quadrilateral 
shape, the total  flux consists of four parts: 

fT(*) lf(T(<t>)q(x,y,t))do= 

=  f  m+!iJ)if(T(<l> i+liJ )q(x,y,t))do+ 

+  ƒ  T(<l> iJ+ii )
lf(T(<l> ij+fi)q(x,y,t))do+ 

  ƒ  T(<t> iliJ)
if(T(<t> iiiJ)q(x,y,t))do+ 

  ƒ  T^ij^'fiTi^j^qix^t^da  (2.1.6) 

where  3i2/+j4)y=3Q(y n3B(+(y  and  4>i+tij   is  the  angle  between  the  outward 
unit  normal  on  the boundary  dQi+!i j  and  the xaxis  (see fig. 2.1b), and simi
larly for  the other  three boundaries. 

,  ^  ( c o s  <t>wvi.i '  3 

FIGURE 2.1b.  Geometry of a control volume Q,>y. 

A very simple way to approximate the flux through dQi+nj  is 

It+tijTfa+nj)   7TO+^) ' /%,( ' )+?, +1,,(0)) 
where li+ii j  is  the length of boundary  dQi+li j.  Formula  (2.1.7) leads to a cen
tral  difference  scheme  on a Cartesian  grid  and  is  secondorder  accurate  if  the 
mesh  is  sufficiently  smooth.  This  scheme  is  not  resistent  to  high  frequency 
oscillations between  odd  and  even mesh points  and  dissipative  terms must be 
added  to  suppress  spurious  oscillations  (wiggles) of  this  type. Moreover, dissi
pative  terms  are  also  necessary  to  prevent  wiggles  in  the  neighbourhood  of 

(2.1.7) 
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shock waves. The numerical solution of  the (steady) Euler equations by a  cen
tral  difference  scheme with additional  dissipative  terms is advocated  by Jame
son  [9,10]. An important  drawback of Jameson's scheme is that  the  dissipative 
terms  must  be  tuned,  i.e.  the  amount  of  dissipation  (or  artificial  viscosity) 
depends  on  the problem  considered.  But  certainly,  at  the moment,  Jameson's 
scheme  is  the  most  widely  used  scheme  for  solving  practical  aerodynamical 
problems. Another  approach, which becomes more and more popular,  is given 
by upwind  schemes. Upwind  schemes are based on  the Riemannproblem  and 
can be interpreted  in  the following  way. First,  assume that  each statezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA qij(t)  is 
constant  in Qu.  Then,  at  the boundary  80,+^,  the  states qu(t)  and  $ + i,y(0 
meet in a discontinuity. Fix  the states qtj(t)  and qi+Xj{i)   at  time t:  qij=qij(t) 
and qi + iij=q i+ \tj(t).  Notice that 

T(<t>i +  U,j)qiJ=  — %}  '  T($i  + U,j)qi +  lJ= 

>>J 

 *  + !,;  (2.1.8) 

1 + l.y 

where ü denotes  the velocity  component  normal  to  d&,+K,7  and  v denotes  the 
velocity component  tangential to 9ö,+«>7  (see fig. 2.1c). 

>♦ 

FIGURE 2.1c.  The boundary 9Q,+a,y with local cartesian frame (x,j>). 

With respect  to a new Cartesian  frame  (x,y)  (see fig 2.1c) we consider  the  fol
lowing Riemannproblem: 

£'+i>=° 

~q(x,0)= 
qu  =  T($i+K,j)<li,j   X<0 

qi+i,j  = T(<t>i+uj)qi  + ij   x>0 

(2.1.9) 
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As  we have  seen  in  section  1.3.1,  the  exact  solution  of  (2.1.9)  is  a  similarity 
solution;zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  q(x,t)=qn(x/t).  Thus  the  state  at  x=0,  given  by  qii(0), is  constant 
for  all  t>0.  Then  the  flux  at  x = 0  becomes  /(^j(O)).  Notice  that  f(qR(0)) 
represents  the  amount  of  mass, Jcmomentum, /momentum  and  energy  tran
sported per unit  of  length  and  time across 30*+«,y  from  0(y  to ö, + ],y.  There
fore,  the amount  of mass, xmomentum, /momentum  and  energy  transported 
per unit of length and  time across 90,+^y  from Qy  to Q, + i^ is 
fl  0  0  01 
0  cos^j+aj  sinh+fij  0 

0  sin<j> i+iiJ   cos4>i+Sij  0 

0  0  0  1 

■/(^(0))=r«, / +^) ' / (^(0))  (2.1.10) 

This motivates  the following  approximation, as an alternative for (2.1.7): 

ƒ  T(<t> i+li j)
lf(T(h+hJ)q(x,y,ty)do& 

/ I + ^T(^ + J 4 , ; ) % A (0) )  (2.1.11) 

where qg.(x/t)  is the exact solution of (2.1.9). 
Formula  (2.1.11)  leads  to  the  upwind  scheme of  Godunov  [3,28] and  is  first
order  accurate,  provided  that  the mesh  is  smooth  enough.  Godunov's  scheme 
achieves  high  resolution  of  stationary  discontinuities  if  the  discontinuity  is 
aligned  with the grid. Then, the resolution is perfect  in  the sense that a discon
tinuity  has  only  one  interior  grid  point  (i.e. a  finite  volume). But  Godunov's 
scheme  has  some severe  disadvantages.  The flux calculation  (2.1.11)  requires 
too much computational effort.  The computation of  the state ^(0)  requires the 
numerical  solution  of  a  nonlinear  algebraic  equation  [19].  Furthermore,  the 
flux across 3ö,+#,y  is not  continuously  differentiable  with  respect  to  the states 
qitj  and  qt + ij.  Differentiability  of  the flux is  very  desirable  for  the  relaxation 
method  for  solving  the  system  of  discretized  equations,  as  we  shall  see  in 
chapter  HI.  Due  to  these  drawbacks  of  Godunov's  scheme,  new  upwind 
schemes have been developed  which  are all based  on an  approximate  solution 
of  the  Riemann  problem  (2.1.9). To  introduce  these  schemes, we  again  con
sider the Riemann problem 

[qL  x<0  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

**0>=L  x>0 
(2.1.12) 

Le4  fR(qL,qx)  approximate  /(#?(0))  where  qii(x/t)  is  the  exact  solution  of 
(2.1.12). The function  fR:RA  XR4i»R4  is called  an approximate Riemann solver 
or  numerical  flux  function.  Several  approximate  Riemann  solvers  have  been 
proposed. 
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Well  known  are  the  approximate  Riemann  solvers  proposed  by  Steger  and 
Warming [22], Van Leer [27], Roe [18] and Osher [16,17]. With a given approx
imate Riemann  solver^  the flux  across the cell boundary  3Q,+gj  is approxi
mated by 

ƒzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  T(^^)Xf{mi+Vl j)q(x,y,t))da^ 

h+u,jT(4>i+ «,;)"lfR(T(<t>j+aj)qi,j,T(4> t+^^ + I y)  .  (2.1.13) 

Notice that if . /K(#, ,#I)=/(?J?(0))  with qR(x/t)  is the exact solution of (2.1.12). 
then (2.1.13) is equivalent with (2.1.11) i.e. Godunov's scheme. 
Using (2.1.5), (2.1.6) and (2.1.13), we arrive at  the following  semidiscretization: 

+hj+KT(4>ij+KriMT(il>ij+h)qij(t),T(4>ij+^)qij  +  ,(t))+ 

  /, _ nj Tib  _ a,,)"' fR(T  ̂ _ ̂ )q,  _ ,,,(*), T  ̂ _ *,,)?,,,(/))+ 

  /,,,_« Ttoy  _ «)'/*(7X<fc,,  a)ft, 1 (/), Titoj^jit))=0.  (2.1.14) 

The  term  rqtj{t)   must  be  approximated  by  a  time  integrator  to  solve  the 

time dependent  Euler  equations.  But  in  this work  we restrict  ourselves  to  the 

numerical solution of  the steady Euler equations. Hence, the term  —  qij(t)=0, 

and we obtain the following nonlinear system of discretized  equations 

4+nj Tt+u,jfR(Tj+njqij,  Tt+^q,+ij) 

+kj+«  ^j+Ü/R  (T^+H qij, T^+v, qtj + \) 
  h  Vi,j Tt  lijfRiT   v,jqi \j,Tj  njqij) 

lijv,Tüj}vjR(TijVlqijx,TijKqij)=Q  (2.1.15) 

where 

Ti+nj  =  T($i+y,j) 

Tij+»  = T(4.ij+ii).  (2L 1 6) 

Throughout  the remainder  of  this chapter,  we shall  use this  abbreviated  nota
tion for  T(<j> i+fi j) etc. The system of discretized equations in the interior of  the 
grid  is  determined  completely  after  the  construction  of  an  approximate 
Riemann solver fR  :R4 X R4t»R\ 
The construction  of  an approximate  Riemannn  solver  is the main  topic of  the 
next  section.  It  will  appear  that,  for  our  purposes,  Osher's  approximate 
Riemann solver is the best. 
In  section  2.3 we consider  the  treatment  of  boundary  conditions.  Just  as  the 
Riemann problem is the underlying physical model for  the flux computation  at 
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interior  finite  volume  boundaries,  the  Riemann  boundary  problem  is  the 
underlying  physical  model  for  the  flux  computation  at  finite  volume  boun
daries which are part of the boundary of the domain Q. 
In  section  2.4  we consider  the  linearization  of  the discretized  equations. Local 
linearization  is used  in  the nonlinear  relaxation  method  for  solving the system 
of  discretized  equations. 
In  section  2.S  we  consider  the  accuracy  of  the  space  discretization.  It  will 
appear  that  the  space discretization  (2.1.15)  is only  firstorder  accurate.  First
order  accuracy  is  too  low  in  regions  where  the  flow  is  smooth,  and  for  the 
resolution  of  oblique  (with  respect  to  the  grid)  shocks or  contact  discontinui
ties.  Therefore,  the  scheme  is  extended  to  secondorder  accuracy.  In  general, 
solutions  of  secondorder  schemes  suffer  from  spurious  oscillations  in  the 
neighbourhood  of discontinuities. To prevent  these oscillations  a  monotonicity 
concept  is introduced  and it  is shown  that  it  is possible to construct  monotone 
secondorder  accurate  schemes. Solutions  of  monotone  secondorder  accurate 
schemes are  secondorder  accurate in  smooth parts of  the flow field  and  admit 
steep oblique discontinuities without showing under or overshoot. 

In  the publications  [7,8,20,21] a large part  of  the contents of  this  chapter  can 
be  found. 

2.2.  APPROXIMATE SOLUTION  OF THE RIEMANN  PROBLEM 

2.2.1. GENERAL  OBSERVATIONS 

In  this  section  we concentrate  on  the  approximate  solution  of  the  Riemann 
problem.  First,  we  consider  the  Riemann  problem  for  a  scalar  hyperbolic 
equation  and  then for  a hyperbolic system.  Furthermore, we distinguish  linear 
and  nonlinear  equations.  In  the  linear  case,  an  approximate  solution  of  the 
Riemann problem is not necessary; an exact Riemann solver is easily obtained. 
In  the  nonlinear  case,  we generalize  the  exact  Riemann  solver  of  the  linear 
case.  The  generalization  can  be  performed  in  several  ways  and  leads  to 
different  approximate  Riemann  solvers.  The most  simple generalization  is  the 
Muxsplitting  method;  examples  for  the  Euler  equations  are  the  method  of 
Steger  & Warming  [22] and  Van  Leer  [27].  A  more  refined  approach  is  the 
fluxdifferencesplitting method;  examples  for  the  Euler  equations  are  the 
method  of  Roe  [18]  and  Osher  [16].  We  shall  prefer  Osher's  approximate 
Riemann  solver, which is described in detail in section 2.2.2. 

I. Approximate solution of the Riemann problem f or a scalar hyperbolic equation. 
Consider the Riemann problem 

with 
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q{x'0)=\<lR  x>0 

and o:R XR+t»R,/eC1  :RH»R.  First, we consider the linear case i.e.  f(q)—aq 
where  a e R  is  constant.  Then  q  is  constant  in  the  characteristic  direction 
^r=a.  The exact solution of (2.2.1.1) is 
dt 

(qL  ifxat<Q 

Thus 
[qL  i fo>0 

*<°'<>=L  ifa<0  (12L3> 

and f{q(0,t))=a  + qL+a  qR where a+  =max(a,0), a  =min(a,0).  Hence, the 
exact Riemann  solver is 

fR(qL,qR)=a + qL+a~qR.  (2.2.1.4) 

In  the nonlinear  case, the exact  Riemann  solver is also very  simple when ƒ  (o) 
has  the  property  that  ~T:f(q)>Q  VoeR  or  Tf(q)<0  VoeR.  From 

(2.2.1.1) we see that  in the characteristic  direction  ^=r~/fa),  9 IS  constant. 
at  aq 

Hence,  if  ~rf(q)^0  VoeR  then  the  exact  Riemann  solver  is 
/«(fli.?/j) =Aqi)  a n^  if ~ r / ( ? ) ^ 0  VoeR  the exact  Riemann  solver  becomes 
simply/Jj(oL,fl/{)=/(fl/i).  This result motivates  the flux splitting method where 
the function ƒ \q) is split in a forward and a backward flux: 

f(q)=r(q)+r(q)   (22.1.5) 
where 

^f+iq^'jjqriq)^   VaeR.  (22.1.6) 

The approximate Riemann  sol\er fR(qL,qR)  is taken to be 

fR(qL,qR)=f+(qL)+r(qR)  (22.1.7) 
In  the following  example,  we show how to split  the function  ƒ (q).  Further
more,  we  show  the  difference  between  the  exact  Riemann  solver  and  the 
approximate Riemann  solver (2.2.1.7), see also [28]. 

EXAMPLE (2.2.1a). The inviscid  Burgers'  equation. 
We consider  (2.2.1.1)  wi th / (a)=#o 2 .  With  this  choice  for/, eq. (2.2.1.1)  is 
the  inviscid  Burgers'  equation.  The function  / (o )=^o 2  can be split  in a  for
ward and backward flux as follows 
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f(q)='Aq2=r(q)+r(q) 
where 

/ + (^)=M? + } 2 ; r (? )=^} 2 

q+  =max(^,0); q~ =min(^,0). 

Then the approximate Riemann solver becomes 

fR(qL,qR)^f+(qL)+r(qR)=Hql  }2 + W  }2
It is easily seen that fR(qL,qR)  is continuously  differentiable. 
In  this case the exact solution of (2.2.1.1) is not difficult  to obtain.  Notice that 

in  the characteristic  direction  —=q,  q is constant.  Let us'therefore  distin
guish  the cases q^qR  and qL>qR  When q^qR  the exact  solution  of  the 
inviscid  Burgers' equation is die simple wave (or rarefraction  wave) solution 

q(x,t)= 

qL  iSx/t<qL 

x/t  ii   qL<x/t<qR 

qR  iix/t>qR. 

When qL>qR  the exact  solution is a shock wave.  From the RankineHugoniot 
Ax relation  (1.3.1.16) it follows  that the shock speed 5 =T— is 

Ax  WqLqk)  ,u  .  s 
A/  qL~qR 

Hence, the exact solution is 
\qL  ifx/t<'A(qL+qR) 

?(*''>j?*  iix/t>'A(qL+qR). 

From  these  exact  solutions  it can be derived  that  the exact  Riemann  solver 
fiifoq*)   becomes 

fRx(qL,qR)=™*{X(qt?MqR'?}. 

Of  course, J^iq^qR)  corresponds  with  the Godunov  scheme for the inviscid 
Burger's equation.  The function fR(qL,qR)  is not continuously  differentiable. 

Now,  we show  that  a  steady  shock  has only  one interior  grid  point  with 
Godunov1 s scheme and two interior grid points with  the flux  splitting scheme. 
Consider  a sequence {^,},ez  This sequence is a steady  solution of GodunoVs 
scheme when 

>?(*,*+ 0=>S t(*i ,*) V/eZ. 

A sequence  {qt} of the form 

qL  i<\ 

qi=  qM  i=0  (2.2.1.8) 
qR  iSsl 
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is a solution of Godunov's scheme when 

AqL)=ffiqL,qM)=m<lM,qR)=f(qR) 

i.e. 

'Aql=maxmqt)2,'A{qM}2)= 

=max(>/2{qif)
2,'A{qR ?)='Aq\.  (2.2.1.9) 

From this equation we see that 

qL<0  =>  qM=qL,  qR=qL 

qR>Q  =>  qM=qR,  qL=qR 

Thus,  a  shock  structure  is only  possible  when  qL>0,qR<0,qR  = — qL.  Equa
tion (2.2.1.9) is fulfilled  for  all qR<qhi<qL  Hence, we have a shock with one 
interior grid point. 

A shock  structure with two interior grid points  is not possible.  The deriva
tion  is analogous with  the derivation  that  a  three point  shock  structure  is not 
possible for  the fluxsplitting scheme, as is shown further  on. 

A  sequence  of  the  form  (2.2.1.8)  is  a  solution  of  the  flux  splitting  scheme 
when 

H  = Hqt}2  + '^M}2  = HqM}2  + HqR}2  = ̂ q2R  (2.2.1.10) 

From this equation we see again that 

qL<0  =>  qM = qL,  qR=qL 

qR>o  =>  qttqR,  qL=qR 

Thus,  a  shock  structure  is  only  possible  when  qL>0,qR<0,qR  = — q^' Equa
tion  (2.2.2.10)  is fulfilled  only  if  qu=0.  This  is  a  special  case of  the general 
shock structure with two interior grid points. A sequence of the form 

*=1 

qL  i <  2 

qA  ' *=  i 
qB  »'=0 
qR  i>\ 

is a solution of the fluxsplitting scheme when 

'Aql ■=  'A{ql f  + 'A(qJ f  = Vtffi  )2 + Viqi  f  = 

= >/2(qèf + >/2(qR)2 = '/2q2
R  (2.2.1.11) 

From this equation we see that 

qL<0  =>  qA =qL,  qB=qL  ?/?=?£. 

?«>o  =>  qBqR,  qA=qR,  qL~qR 

thus, a shock structure is only possible when qL>0,qR<0,qR  — —qL.  Equation 
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(2.2.1.11)  is  fulfilled  whenzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  qA>0,qB<0,V2qA  +'Aql ='Aql.  Then,  we  have  a 
shock with  two interior grid points.  We shall show that  a shock structure with 
three interior grid points is not possible.  For such a structure we must have 

m=Wqt  f+Wfü  )2=v*s& f+Waï  f  = 
= VMi  f+W&  f  = Wqè f  + VMl f  = HR  (2.2.1.12) 

When  qL<0,  or  qR>0  then  qA=qB=qc=(]L=qR  Thus,  suppose 
qL>0,qR  = ~qL<0  Then (2.2.1.12) is fulfilled  when qA >0,qc<0  and 

• Aql = 'AqA + Viqi  f  = V*qt f  + 'Wc = %qk 

Thus  qB>0=>qA=< ]L   and  qB<Or=>qc=(]R  Hence,  no  shock  structure  with 
three interior grid points is possible. 

II. Approximate solution of the Riemann problem for a hyperbolic system. 
Consider  the  Riemann  problem  (1.3.1.7)  for  a  general  hyperbolic  system. 
First,  suppose ƒ (q) is  a  linear  function  f(q)=Aq  where A  is a  constant  nXn 
matrix.  Then the exact solution is (see example 1.3.1a,b): 

q(x,t)= 2  {Mix  \,0+«/(l H{x  \t)))R, 
i =  \ 

n  n 

where qL=   2«i*i>fl? =  2 A ^ i   Suppose X,<  • • • <XA<0<X t + i <  • • • <X„. 

Then 
<?(0,0=2A*.+  2  «i*t   (2.2.1.13) 

i = lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i=k+\ 

and 

f(q(0,t))=Aq(0,t) 

= 2 A M , +  £  «A*,,  (2.2.1.14) 
1=1 i=k+\ 

Define  the  nonsingular  matrix R=(R\  • • • Rn)  and  the diagonal  matrix D by 
Dii=X hi  = l,..  . ,n.  Thus  A =RDR~'.  Define  the  diagonal  matrices 
2) + ,Z>_  and|Z>|by 

Dt  =\t;D»  =X,|Z)|II = |XI|  i = \,  ...,n 

where X+ = max(X,, 0), X, = min(X,, 0).  Let 

A + =RD + R\A~  =RD~R~l  anA\A\=R\D\R1. 

Hence A =A  + + A~  ,\A\=A  +  A~.  We find 

A + qL=A+(2aiRi)='2ai\tRi=   2  «A*  (2.2.1.15a) 
i = i  i = i  i = * + i 

and 
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AqR=A('2fi iRl)=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  2 A V ^ =  2 A M  (2.2.1.15b) 
/ = 1  i = lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  i=\ 

Combining (2.2.1.14) and (2.2.1.15) we find  that 

f(q(0,t))=A+qL+AqR  (2.2.1.16) 

Thus, the exact Riemann solver is 

fR(qL,qR)=A  + qL+AqR  = 'A{AqL +AqR\A\(qRqL)}  (2.2.1.17) 

This  expression  is a  generalization  of  (2.2.1.4).  Thus,  even  for  systems, the 
exact Riemann solver is easily obtained when the equation is linear. 

Finally,  we have  to consider  the Riemann  problem  for a general  nonlinear 
hyperbolic  system.  The most  simple  approach  is  the  flux  splitting  method 
where ƒ  :R"i»R'1  is  split  in a  forward  flux f+  :Rnh»Rn  and a  backward  flux 
f~  :R"H»R"  such that 

f(q)=f+(q)+r(q)  V?eR"  (2.2.1.18a) 

and 

ML has all eigenvalues  ^ 0 

has all eigenvalues «SO 
(2.2.18b) 

dq 
d£_ 
dq 

Then, the approximate Riemann solver fR(qL,qR)  becomes 

■/*( f r , t t )= / + ( f r )+ r (* i>  (2^.i.i9) 
This  expression  can  be  considered  as  a  generalization  of  the  scalar  case 
(2.2.1.7) and the linear case (2.2.1.17). 

The  splitting of f(q)  in a forward  and backward  flux  is not unique.  Flux
splitting  methods  for  the Euler  equations  have  been  proposed  by  Steger & 
Warming  [22]  and Van Leer  [27].  In  contrast  with  the  Steger  & Warming 
fluxsplitting, Van  Leer's  fluxsplitting  leads  to a  continuously  differentiable 
forward  and backward  flux.  As noted  before,  differentiability  of the approxi
mate Riemann  solver fR(qL,qR)  is desirable in the relaxation  method  for solv
ing  the system  of  discretized  equations.  (Newton's  method  is  applied  in the 
relaxation  method).  Therefore,  Van Leer's  flux  splitting  method  is preferable 
to  Steger  & Warming's  method.  The requirement  that  fR(qL,qR)  is continu
ously  differentiable  is very  restrictive.  Only  Van Leer's  method  and usher's 
method  result  in a continuous  differentiable  approximate  Riemann  solver, the 
other well known approximate Riemann solvers of Steger & Warming and  Roe 
do not. 

Osher's  method  can be seen as a refinement  of the flux  splitting  method and 
can be understood  in the  following  way.  Because (1.3.1.7) is a hyperbolic sys
tem,  the matrix  A(q)=*(q)  has a  linearly  independent  set of  eigenvectors 
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Ri(q),  . ..  ,R„(q)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  with corresponding  eigenvalues  \i(q),..  . ,h,(q)  labeled in 
increasing  order  Ai(^)<  •  • • *i\„(q).   Define  the  nonsingular  matrix 
R(q)=(Rx(q),...  ,R„(q))  and the diagonal  matrix D(q) by (/>($))», =\(?). 
Just as in the linear case, introduce the diagonal matrices D + (q),D~(q)  and 

(D + (?)),, =X,+ (q)  ; (D~ (?)),,, =X,~ (q) 

(\»\(q)h=Mq)\  ;i  = \,...,n  <22120) 

where \?  (q)=maxfttyXO); V (q)=min(A,(?),0). 
Introduce 

A+(q)=R(q)D  +  (q)R\q) 

A(q)=R(q)D(q)Ri(q) 

\A\(q)=R(q)\D\(q)R\q)=A+(q)A(q)  (2.2.1.21) 

Suppose there exist functions f^iq)  and f~(q)  such that 

/ ( ? )= / + (? )+r (? )  (2.2.1.22a) 
and 

^r(q)=A  + '(qy^f(q)=A(q).  (2.2.1.22b) 

Then, a natural approximate Riemann solver is 

fR{qL,qR)=f+{qL)+r{qR)  (2.2.1.23) 
which can also be written as 

ƒ*(&,?*)=ƒ* (qö+r  («0  (2.2.1.24a) 

=/fa).T(fc)+r<*iO=/faL)+  p(?>*?  (2.2.1.24b) 

=KqR)f+  (qR)+f+ (qL)=f(qR)  JA + (q)dq  (2.2.1.24c) 

= W(qL)+f(qR)  }\A(q)\dq)  (2.2.1.24d) 

and  the integrals  in  (2.2.1.24b,c,d)  are independent  of  the integration  path. 
Notice  that  the integrals are evaluated  in the state  space i.e. in R".  Unfor
tunately, in general no functions ƒ"*" (q) and f~(q)  exist such that (2.2.1.22) is 
valid.  This is equivalent with the observations that the integrals 

ƒ A ~ {q)dq and ƒ A + (q)dq  (2.2.1.25) 

depend on their integration path.  Now, Osher's scheme is defined as 
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?* 

ƒ«(#>?«)=ƒ(#.)+zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f A  (q)dq 
11 

=f(qR)fA+(q)dq 
RL 

i* 

= '/2{f(qL)+f(qR)  f\A\(q)dq} 

(2.2.1.26a) 

(2.2.1.26b) 

(2.2.1.26c) 
ii 

where  the  integration  path  is  chosen  in  such  a  way that  the  evaluation  of 
(2.2.1.25) is easy. 

Suppose  that  the states qL  and qR can be connected  with each other by an 
integration path Tk which is tangential to the eigenvector Rk i.e. 

JL®=Rk(q(0) 

q(0)=qL;  q(^R)=qR 

Then, we see that 
1' 
fA(q)dq=JA(q(S))JLdt 
i.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  o  * 

i, 
JA(q(Z))Rk(q(£)M 
o 
& 

=  j\k(q(t))Rk(q(OM 
o 

Let us distinguish  the following possibilities: 
A  \k(q(&)  does not change sign along the integration path. 

U\k(q®)>0  V^O.É*)  then 

JA(q)dq = 0. 
1L 

If\*(«7(Ö)*£0  V|6(0,^)then 

I 
9' 

ƒ A ~ (q)dq = f\k  ( « ^ / ^ ( É M 
o 

=  j\k(q(Wk(q®M 

(2.2.1.27) 

(2.2.1.28) 

(2.2.1.29) 

= fA(q(.0)Rk(q®)de 
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(2.2.1.30) 

B  \k(q(£))  changes sign along the integration path. 
Suppose  \k(q(£))  changes  sign  only  once  at £=£s  0<£s<tR.  Define 
qs =?(&)• 
If  \k(q(O)>0  V^e(0,fe)  and \k(q(£))^0  V{e(&,6,)  then 

IA ~ (q)dq =  j \ k (q(Mk(q(&)di 
ft  0 

=  jh(q(Wk(q®M=f(qR)f(qs) 
is 

If \kfo(8)«)  V*e(0,&) and \k(q(&)>0   V«e(&,6,)  then 

ƒ ̂  " ( M = ƒ A*" (q(Wk(q(&)di 

(2.2.1.31) 

ft  o 
is 

=  JhiqiWkMQïdè^qs^AqL)  (2.2.1.32) 

Thus,  when  the  states  qL  and qR  can be  connected  with  each  other  by an 
integration  path  which is tangential  to the Arth eigenvector Rk(q)  then  Osher's 
approximate Riemann solver is 

f(qL)  if \k>Q  along Tk 

_  f(qn)  if X*<0 along Tt 

M^^\f(qR)f(qs)+f(qL)  if A*(9t)>0,  \ t ( f t ) < 0 ,  A*(<?s)=0  ( 2 1 L 3 3 ) 

ƒ(?*)  if **(*.)«>,  A»(?*)>0,  h(qs)=0, 

where  we  have  assumed  that  A* changes  sign  along  Tk  at most  once.  The 
point qs  is called a sonic point.  If the eigenvector Rk(q) is genuinely nonlinear 
(see definition  1.3.1.c) then 

■^\t(9(0)=VM9(0)^(0 

=  Vh(qiMk(q(&>&  (2.2.1.34) 

and  this  implies  that  Xk  is monotone  along  Tk.  Thus if Rk(q)  is  genuinely 
nonlinear  then  indeed X* changes sign along Tk  at most once.  If the eigenvec
tor Rk(q)  is linearly degenerate then \k  is constant along Tk.  Then, we find 

ft  TO  if Ajt>0 

ft 
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and 

f/fa.)  tf\k>o 
ƒ * ( * . » ) =  U ? J l )  if A*<0  (2.2.1.36) 

A  general  pairzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (qL,qii) can  be  connected  by  a  continuous  integral  path T 
which is decomposed  into n subcurves  Tk: 

T=\jTk  (2.2.1.37) 

where each  subcurve  r*.  is  tangential  to  the  eigenvector  Rk(q).  The  subcurve 
T\  starts  in  qL=qo  and  the  subcurve  Tn  ends  in  qR=q\.  Define  the  n — 1 
points of intersection qk/„  >  k = l,.  ..  ,n — l by 

qk/n=TknTk+l.  (2.2.1.38) 

The  intersection  points  are  easily  found  with  the  use  of  Riemann  invariants 
(see  definition  1.3. Id);  along  the  subcurve  Tk  the  Riemann  invariants 
il,   ■  • •  ,Vk~x  Wi:R"t»R) are constant,  then 

^l(9fci/*)=^l(9t/a);^(9ti/ii)=^(9k/ii); 

« " ' ( f t  i / . ) = « " l ( f t / « ) ;  * = 1, • •  •.«  (2.2.1.39) 

In  this  way,  we  obtain  n(n —1)  equations  for  the  «(« — 1)  unknowns 
?i/n> •  • • ,qn\/n  Once  the points  of  intersection  are known,  the  integrals in 
(2.2.1.26)  along  each  subcurve  Tk  are  evaluated  in  the  manner  described  by 
(2.2.1.2732). 

This  approximate  Riemann  solver  fjt(qL,qn)  differs  somewhat  from  the 
approximate  Riemann  solver  proposed  by  Osher.  Osher  proposed  a  reverse 
ordering  of  the  subcurves  Tk,  i.e.  the  subcurve  Tn  starts  in  qo  and  the  sub
curve  T)  ends  in  q\.  Then  n — 1 points  of  intersection  qk/n,k  = \,...  ,n — 1 
are defined by 

qk/„  = T„ k  + lnTnk  k = \,...,nl  (2.2.1.40) 

and are found by 

4>nk+i(qkvn)=tik+i(qk/n)rtlk+\(qki/n)=il'lk+\(qk/n)  • • •  
*S=A + i(«ki/.)=*!=A + i(ft/.);  * = l , . . . , n  (2.2.1.41) 

The computation  of  the integrals  in (2.2.1.26) along each subcurve Tk  remains 
the same.  The only difference  is the reverse ordening of  the subcurves. 

We call  the ordening  corresponding  with  (2.2.1.38,39)  the ^(Physical) vari
ant  and  the  ordening  corresponding  with  (2.2.1.40,41)  the  O(Osher)  variant. 
The  Pvariant  is  more  natural  in  the  sense  that  when  the  states  (quqid  are 
such  that  the exact  solution  of  the Riemann  initial value problem contains no 
shock waves then  the flux _//{(?/.»?/«) corresponding with  the Pvariant  is exact. 
On  the other  hand,  Osher  claims  that  (in  the case of  the  Euler  equations) his 
ordening  rules  out  overshoot  in  the  two  point  transition  region  between  the 
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constant  states  of  a  steady  discrete  shock  [16].  However,  it  is our  experience 
that both  for  thezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA O and  Pvariant  a steady shock is monotone (no overshoot) 
and  has  two  interior  grid  points.  The  construction  of  the  integral  path  Y 
corresponding with the O and Pvariant  are depicted in fig. 2.2.1a for n = 3. 

91/3  ?2/3  ?l/3 

*!,+! 

*!.+?  ^J.ré 

< H . * 1 

+J.+J 

?0=?1  Pvariant  ?i9*  qaqt  O variant  «i=?« 

FIGURE 2.2.1a.  The integral  path  T  corresponding with  the P and  Ovariant 
for  n =3.  The Riemann  invariants ^i,^:R3t>R  are constant 
along the subcurve Yk,k  = 1,2,3. 

Finally, we have  to explain  why Osher's  approximate  Riemann  solver (with 
the  O or  Pvariant)  is  the most  attractive  for  our  purposes.  In  the  following 
table some important properties  are listed  for  several well known  approximate 
Riemann  solvers for  the Euler equations. 

Godunov 
no fii(qL,qR) is C1. 

Number  of  interior  one 
grid  points  in  a 
steady shock. 
Good  resolution  of  yes 
a  steady  contact 
discontinuity. 
Physical  inadmissi  yes 
ble  expansion 
shock is excluded. 
Computational  cost  high 
of ƒ*(#.>?*)• 

)sher 
yes 
two 

Van Leer 
yes 
two 

Roe 
no 
one 

yes 

yes 

low 

no 

yes 

low 

yes 

(no,  but  can 
be repaired) 

low 

As noted  before, we need  differentiability  of fR(qi,qjt).  Furthermore, we need 
the property  that  a  shock has at  least  two interior  grid points.  If  a shock has 
only  one  interior  grid  point  the  discretized  equation  becomes  singular  at  a 
shock (see equation (2.2.1.9); if qL>0,qR = — qi  the equation is satisfied  for all 
qM  with  qR<qM<qi)  This  is  disastrous  for  a  (local)  relaxation  method  for 
solving  the  system  of  discretized  equations.  Therefore,  Roe's  and  Godunov's 
method  do not suit our purposes.  A choice must by made between Van Leer's 
and  Osher's  approximate  Riemann  solver.  We prefer  Osher's method because 
it  has  the  ability  to resolve steady contact  discontinuities.  Furthermore, as we 
shall  see  in  section  2.3,  with  Osher's  scheme,  the  flux  computation  at  the 
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boundary  of the domain  can be performed  in a  way  fully  consistent  with the 
flux  calculation  at interior  control  volume  boundaries.  The only  disadvantage 
of  the Osher  scheme  is its complexity  (from  a  computational  point  of  view). 
In  the next  section  we shall  show  that  the computational  complexity  can  be 
reduced  significantly  by choosing  suitable  independent  variables.  Both  thezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  O
and  Pvariant  are  considered. 

2.2.2.  O S H E B ' S  APPROXIMATE  RIEMANN  SOLVER  FOR T H E E U L E R  EQUATIONS. 

Consider  the  Riemann  problem  (1.3.2.14)  for  the  Euler  equations.  In the 
preceding  subsection  we have  seen  that  Osher's  approximate  Riemann  solver is 
given by 

fR(qL,q*)=Aqi.)+  jA~{q)dq  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

=f(qR)JA  + (q)dq 
qL 

= W(qL)+f(qR)j\A(q)\dq]  (2.2.2.1) 

The  integrals  are  evaluated  in  the  state  space  R4.  Let  the  state  q  be 
represented as q=(c,u,v,z)  where z is the unsealed entropy: 

2 = l n ( ^ )  (2.2.2.2) 

First, consider  the Pvariant of  the Osher scheme. 

PVariant. 
Define  q0=qL,q\=qR  and the intersection  points 

?i/4=rinr2; g2/4=r2nr3;  ?3/4=r3nr4. 
Due  to the fact  that  R2(q)  and Ri(q)  are linearly  degenerate  (theorem  1.3.2.c) 
and  \2(q)—\i(q)=u,  we can omit  the intersection  point  q2/4  because 

\Aqv4)J{qu4)  if  «<0 
0  i fu>0 fA(q)dq=\ 

Thus 

.  _  r/(?3/4)/(?2/4)  i f«<0 
JA(q)dq=  ̂ Oif«>0 

ƒ  A~(q)dq = JA(q)dq +  fA(q)dq 
r2ur,  r2  r, 
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_[AqvA)fiqvA)  i f«<0 
~ |  O  ifu>0 

Hence, //J(9L><7«)  does  not  depend  on  qm  Therefore,  we redefine  the  inter
section points 

9l/3=9l/4»  ?2/3=?3/4

Thus  ^1/3  and  q0  are  connected  by  Tuq2n  and  q\  are connected  by  T4  and 
qx/i  and  ^2/3  are  connected  by  an  integral  path  that  is composed  of  r 2 u r 3 . 
Using the Riemann  invariants mentioned  in theorem (1.3.2.d), we find that 

2  2 
"0 +  — j   Co = W1/3 + — Y C  l /3=*0 

v 0 = v 1 / 3 

z0=Z\/3 

«1/3 =  U2/3=WH 

Pm=Pm 
2  2 

«2/3   ~ f c 2 / 3  = «I ~ —[c  1 = * l 

V2/3=Vi 
z2 /3=*i  (2.2.2.3) 

We  have  8  equations  for  the 8  unknowns  ^1/3  and 92/3  We obtain  directly 
zv3=z0,zm=z\,  v 1 / 3 = v 0 ,  v 2 /3=vi .  Because 

1 
z p=p(c,z)=(y1—)  >Y 

c* 
P\n=Pin  leads to 

c2/3  Z 2 / 3 ~ ^ 1 / 3 X  / l ~ Z p N _  n .  „ 

T —  = e xP(  5 ;  )= e x P<  9 v  )=»  (2.2.2.4) 
C1/3  zy  2y 

We  arrive at the linear  system 
2 

"ƒ/ + — y C i / 3 =  *o 

2 
" "  3 T 7 c 2 / 3 = * i 

c2/3=aci/3  (2.2.2.5) 

This system is easily solved: 

c,/3 "  2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
  (rl+T) 

C2/3  =  a c ] / 3 
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uH  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  —  (2.2.2.6) 

A meaningful  solution does not exist in  the unlikely case that  ^0~~*i "No
nius  the evaluation  of just  one exponential  and  some arithmetic  operations 

are sufficient  for  the computation  of  q\n  and  q^.  This is made possible by 
the representation of  the state q as q =(c,u,v,z). 

For  the evaluation of  the integrals in  (2.2.2.1) we may need  the sonic points 
on T\  and T4. 
A sonic point q*s  exists along T\ when 

Mqo)  K(q\/i)=(uoco)  (uHcm)<0  (2.2.2.7) 

and is found by 

i  2  _  o  i  2  o 

"o+~rco"s+—zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA[cs 
v0=v°s 

u°sc°s=0  (2.2.2.8) 

Thus v<s=v0,z's=z0  and 

u°s=c°s = fj\  («o + ^ r r ^ ) .  (2.2.2.9) 

A sonic point q\  exists along T+ when 

A4(?2/3)A4(9l) = («//+C2/3X«l+Cl)<0  (2.2.2.10) 

and is found by 

i  2  i _  2 

V j = V l 

.1  —  l zs—z 

« U 4 = 0  (2.2.2.11) 

Thus v^=v!,zi=2i  and 

«i =   4  = ' ^ {  ( « i  ^ r i  c 1 )  (2.2.2.12) 

With  these results  the evaluation  of  the  integrals in  (2.2.2.1) becomes  straight
forward.  The result  is  summarized  in  table  2.2.2a.  The verification  is  left  to 
the reader. 
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«1/1  < « » 

0<U/f<c,„ 

-cv,<uH<0 

» « <  C j / J 

U 0 <C 0 ,H |>—C, 

/(9Ï) 
fiqm) 

All») 

yi?i) 

H o > C 0 , U l >  C , 

Aft) 
Al°)Ati)+Aqm) 

A<l°)A$)+Al  vit 

Al°)A<fl)+Aqi) 

U 0 <C 0 , « |<—C, 

/W)./toi)+/fa,) 
/(?l/3)/(?l)+/(?.) 

/to/3)./to4)+./to,) 

ƒ(?.) 

« 0 > C o . « l < _ C l 

/l?.)/t?i)+/l?,) 
A?.)/i:98)+/l9„)) 

Aio)A<fl)+A<iv>) 
Avb+Ai,) 
Aio)A<fl)+Aq>) 

Table 2.2.2a.  usher's  approximate  RiemannzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  sóWer fR(q0,q\)  for  the  Euler 
equations: Pvariant. 

Table  2.2.2a  is  to  be  read  in  the  following  way:  if,  for  instance, 
(« ,>Ci ,«o>c 0  and 0<uH<cV3)  then  fR(qo,q\)=f{.qo)f{q's)+f(q\n). 

The case u0>co,u\<—c\  is very unlikely  while  the case  U0<CQ,UI>—CI 
is  the common  subsonic  situation.  Then ffi(qo,qi)  requires  only one flux cal
culation.  The  case  (u0>co,u\>—c\  and  uH<0)  is  unlikely  too, just  as  the 
situation  that  («0<co,«i<~c\  and  t/#>0).  The situations  (UQ>CQ,U\>—C\ 
and uH>c\/3)  and  (u 0 <co,« i<~ c\  and  uH<—c2/3)  correspond  with  super
sonic  flow.  The  situations  («0>co,«i>— c\  and  0<u#<ci / 3)  and 
(«O<CO,MI <  — c\  and  — C2/3<uw<0)  correspond with a shock wave. 

From  table 2.2.2a it is easily seen that fn(qo,q\)  is continuous. 
The flux 

f(q)=(pu,pu2  +p,puv,(E +p)u) 

is computed  from  the state q=(c,  u, v, z)  as follows: 

c2
  / ln (a ) z x 

a =—;p=exp(  ^  ); 

p=ap;E  = 'Ap(u2+v2)+p/(yl).  (2.2.2.13) 

Thus,  in  the  common  situation  where  the  computation  oi fR(qQ,qx)  requires 
only one  flux  computation,  the computation  takes  two exponentials, one loga
rithm  and  some  elementary  operations  and  Boolean  evaluations.  This  is  not 
true for  the Ovariant,  as we shall see. 

OVariant 
Define qo=qL,q\  —qtt Introduce the intersection  points g ! /3  and qin\qa  and 
qui  are connected  by  r4,^2/3  and  q\  are connected  by T\,  and  q\n  and  qys 
are connected  by an  integration  path  that  is composed  by  r2 U i y  Using the 
Riemann invariants we find 

2  2 

«o  — y c 0  =«i/3 ——■c l / 3=* 0 

v0=v, / 3 

zQ=z\n 
«l/3  =  «2/3=M# 
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Pi/3—Pin 
2  2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  _ 

"2/3 + T~[c2/3 = «1 +  T ^ T C ' = : , i r , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V2/3=Vl 

22/3=^1  (2.2.2.14) 
Hence,  zU3=zo,z2n=zuvm=v0,  c2n=acvi  where  a  is  given  by  (2.2.2.4). 
We arrive at the linear system 

2 UH~—jcm  =  % 

2 

ci/3=acm  (2.2.2.15) 

and this system is easily solved by 

y  1  * i  * p 
Cvi  2—IT7" 

c2/3=aci/3 

UH=  \ + a  (2.2.2.16) 
A meaningful  solution does not exist in  the unlikely case that V\ — ̂ o<0
A sonic point q%  exists along T4 when 

Mqo)Mqm)=(uo+c0)  (uH+cm)<0  (2.2.2.17) 

and is found by 

2  o  2  o 
" o " — [ C o  u s — ~ f C °s 

vo=v°s 

z0=z°s 

u°s+c°s=0  (2.2.2.18) 

Thus v°s=v0,z°s =z0  and 

«* =   ^  =  ^ |  ( « o  ^ r i  c o ) .  (22.2.19) 

A sonic point qls  exists along I^  when 

Ai^2/3)Xi(9i)=(««c2/3X«i   c , ) < 0  (2.2.2.20) 

and is found by 

i ,  2  ,  , 2 



53 

uhch=0. 
Thus V5 = vi,zs=Z! and 

s  s  y + r  '  Yl c,). 

(2.2.2.21) 

(2.2.2.22) 

With  these results, the evaluation of the integrals in (2.2.2.1) becomes straight
forward.  The  result  in summarized  in table 2.2.2b and the verification  is left 
to the reader. 

Cm<«M 

0<uH<cvi 

-c„1<uH<0 

« H <  C | / 3 

U „ >  C 0 , U , < C | 

fl<lo)M)+Aq,) 
Aq,)A<Iv,)+fl<l,) 

Al»)M„)+Ai,) 

Ai°)A4l)+A<i>) 

U 0 >  C 0 . « l > C l 

Ai°) 

A$)Ai™)+Ati) 
Ai>)A<im)+Aü) 

Aq°)Ati)+A<il) 

U 0 < —  Co."l<Ci 

A#)A<li)+A<},) 
Aqi)Aim)+Ai,) 

A#)A<lm)+Ali) 
Ai,) 

u„<-c0,u,>c, 

A<A) 

A<fi)Ai»>)+A<il) 

A$)Aii»)+Ail) 
Art) 

Table 2.2.2b.  Osher's  approximate  Riemann  solver  f(qo,qi)  for the Euler 
equations:  Ovariant. 

Thus, for the  Ovariant,  the computation  of fR(q0,q\)  is found  to be a sum 
of  three terms f{q)  in general.  Therefore,  the computation offR(qo,q\)  takes 7 
exponentials,  6  logarithms  and  some  elementary  operations  and  Boolean 
evaluations.  From  the point of view of efficiency  the Pvariant is preferable to 
the Ovariant.  From table 2.2.2b it is easily seen tha.tfR(q0,q\)  is continuous. 
Finally, we mention the following  theorem: 

THEOREM (2.2.2a). 
Osher's  approximate Riemann solver fR(qo,q\)  (Pvariant or  Ovariant)  has the 
following properties: 

(0  fR{q,q)=f(q)  (2.2.2.23) 

for  all admissible state q, 

(«)  fR(qo,qi)+EMEquEq0)=0  (2.2.2.24) 

for  all admissible states qo,q\,  where E is the reflection matrix 

1 0  0 0 

E = 
0  1  0 0 
0  0  1 0 
0  0  0 1 

(2.2.2.25) 

PROOF. 
These  relations  are evident  from  a physical  point  of view.  The  mathematical 
verification  of these  relations  requires  straightforward  but tedious  calculation. 
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D 

REMARK. 
The  relations  (2.2.2.23,24)  are  not  typical  for  Osher's  approximate  Riemann 
solver.  Other approximate Riemann solvers should obey these relations too, in 
order to be consistent with the differential  equations. 

23.  APPROXIMATE SOLUTION  OF THE RIEMANN  BOUNDARY PROBLEM. 

23.1.  OSHER'S  METHOD. 

In  sections 2.1 and 2.2 we have discussed  the space discretization of  the steady 
Euler  equations  in  the interior  of  the physical  domain  8  according  to  Osher's 
method. 

In  this  subsection  we consider  the  computation  of  the  flux  at  finitevolume 
boundaries which are part  of  the boundary ofzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ü.  One of  the merits of  Osher's 
method is that this can be performed  in a fully  consistent way with  the interior 
flux computation. 

Suppose 8y  is a control volume and  9ö1+^y  is part of 3ÏÏ (see fig. 2.3.1a). 

y  ♦ 

Ö, i . y 

FIGURE 2.3.1a.  The boundary 90,+^ C8fi  with local Cartesian frame  (x,y). 

In  the same manner as for  interior control volume boundaries (see fig. 2.1c and 
(2.1.9)  )  we choose  a  local  Cartesian  frame  (x,y)  and  consider  the  Riemann 
boundary problem 

3'  a* 

q(x,0)=qij  = Ti+xJqu  x<0 
(2.3.1.1) 

and  boundary  conditions  B(q)\ =̂0=0,  with  B:UAt>R',  where  /e[0, .  . . ,4] 
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denotes  the number of boundary conditions.  Note the use of  the abbreviated 
notationzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Ti+Hj = T(<h+nj). Suppose  that  the boundary  conditions  are such 
that  there  is  a unique  solution  q=q(x,t),  x<0,t>0.  Then  the  solution  is a 
similarity solution  q(x,t)=qK(x/t). 

Godunov's  scheme  uses  the  exact  solution  and  the flux fi+uj   at  90,+^j 
becomes 

fi+ii ,j=l i+H,j  r+Vfo(0))  (2.3.1.2) 

(Compare  this  formula  with  (2.1.11)).  In  usher's  scheme,  an  approximation 
qi+aj   of qx(0) is constructed and the flux ƒ+ii j  at 9fi,+«,y  is taken as 

fi+a,j =li+a,j   Tj+Hjfiqi+Hj)   (2.3.1.3) 

The construction of qi+uj is the main topic of this subsection. In  this subsec
tion we consider  the approximate solution of the Riemann boundary problem 
for  a general hyperbolic system. In  the next  subsection  (2.3.2) the results are 
applied  to the Euler equations. Consider the Riemann boundary problem for a 
general hyperbolic system: 

f  + £ƒ(*>=<>  *«>,  <>0 
q(x,0)=qL  x<0  <2314) 

*(?)|* =o=0 ;  BMW 

where ? = ( 9 I ,  . . .  ,?„)reR",/:R"~Rfl,  fed 
As an example we first consider the linear case f(q)=Aq, where A  is a con

stant  nXn  matrix  (see  examples  (1.3.1a,b)).  Assume  that  the  eigenvalues 
{\},=i  „  are  such  that  X]< •  • • *£X*<0<X* + ]«S • •  • <A„.  The  exact 
solution of (2.3.1.4) is a similarity solution q(x,t)=q(x/t).  Represent qL and 
?«=9(0) with respect to the base of eigenvectors {R\,...  ,R„); 

fc=2**.  ft=ÈA*i.  (23.1.5) 
i = i  i = i 

From the exact solution of the pure initial value problem (1.3.1.4,5) it is clear 
that 

&=<*,  i=k  + l,...,n.  (2.3.1.6) 

Hence, we need k boundary conditions to specify  the state qB, thus 2?:R"i»R*. 
The  state  qB  is  the  intersection  point  of  the  n—k  dimensional  manifold 
B(q)=0  and  the k  dimensional plane through qL  spanned by  {Hi, . . . ,11*}. 
In other  words,  the state qB  lies in  the n —A:  dimensional manifold  B(q)=0 
and the state qL and qB can be connected by a continuous (integration) path T 
which is decomposed into k subcurves T,: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k 

r =  Q r,  (2.3.1.7) 
i = i 
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where  each  subcurve T, is tangential  to the  eigenvectorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Rt. The  subcurve T] 
starts  in qL and the subcurve  I \  ends  in qB (Pvariant)  or the subcurve  I \ 
starts in qL and  the subcurve T\  ends in qB  (Ovariant). In the linear  case, qB 

is the same for  the P and  Ovariant. 
These considerations  lead to a straightforward  generalization of the compu

tation of qB  for a general  hyperbolic  system.  Suppose ƒ (q) is nonlinear  and 

the  eigenvalues  of A(q)=J{q)  are such  that  \\(q)<  • ■  • <\„{q).   Assume 

that 

Mft . )<  • • • < \ k ( 9 i ) < 0 < \ n  i ( ^ ) <  • • • <\,(ft.)  (2.3.1.8) 

Then  we need k boundary  conditions:  B:Rni»Rk.  The boundary  state qB Ues 
in the n —k dimensional manifold  B(q)=0  and can be connected with qL  by a 
continuous  (integration)  path  T  which  is  decomposed  in  k  subcurves 

k 

r,: T =  U T, where each subcurve T, is tangential  to the eigenvector Rj(q). 
i =  i 

In  the Pvariant,  the subcurve T\  starts in qi and  the subcurve I \  ends in qB. 
In  the  Ovariant  the subcurve Tk starts in q  ̂ and  the subcurve T\  ends in qB. 
For both  variants, there are k — 1 intersection points between qi  and  qB,  thus 
there  are k  unknown  states  and nk unknowns.  Using  the  Riemann  invariants 
and the k boundary conditions we find (n — l)k+k  equations. 

REMARK (2.3.1a). 
We call  (2.3.1.4) a left  Riemann boundary  problem  (JC<0).  A right  Riemann 
boundary problem is defined as 

(2.3.1.9) 

It  is sufficient  to consider only left  Riemann boundary problems by  stipulating 
that at control volume boundaries which are part of 9ÏÏ, the boundary  state is 
computed by using a local  Cartesian  frame  (x,y)  such  that  the positive xaxis 
is directed outward. 

REMARK (2.3.1b).  * 
Due  to the fact  that  the integral  path  T= y  T,  corresponds  with  negative 

i =  i 
eigenvalues (see 2.3.1.8) we will usually have that 

JA~\q)dq=f(qg)f(qL)  (2.3.1.10) 
r 

Hence, (see 2.2.1.26) 

fR(qL,qB)=f(qB).  (2.3.1.11) 

f+1>>= 
q(x,0) = qR 

B(q)\x=o=0; 

=0 

B:W ̂ R' 

x>0,f>0 

x>0 
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From this observation we see that an alternative for (2.3.1.3) is 

ft+fij =h+n,j  Tj+HJ/R (qij, qi+nj) 

—h+u,j Tj+njfniTi+ajqij,   T,+ajqi+HJ)  (2.3.1.12) 

where 

qi+aj =  Ti+u,jqi+n,j   (2.3.1.13) 

is  the boundary  state  with  respect  to  the  (x,y)  frame.  This  expression  of  the 
flux  agrees  with  the  expression  of  the  flux  at  interior  control  volume  boun
daries  (see  2.1.13).  For  implementation  purposes,  we  prefer  (2.3.1.12)  to 
(2.3.1.3). 

23.2.  APPLICATION  TO  THE  EULER  EQUATIONS;  BOUNDARY  CONDITION 
TREATMENT AT INFLOW, OUTFLOW AND SOLD) WALL. 

Consider  the  Riemann  boundary  problem  (2.3.1.4)  for  the  Euler  equations. 
We consider  S different  cases (k is the number of boundary conditions: see the 
preceding subsection). 
1.  Supersonic Outflow: (k =0) 

M f t ) > 0  , A2(?2)=A3(#.)>0  ,  A4(fc.)>0 

2.  Supersonic Inflow: (k =4) 

Al(9L)<0  , A2(?L) = X3(?L)<0 , A4(?i)<0 

3.  Subsonic Outflow: (k = 1) 

Ai(? t)<0  , \2(qL)=h(qL)>0  ,  A4(^L)>0 

4.  Subsonic Inflow:  (k=3) 

A, (qL)<0  , \2(qL)=\3(qL)<0  ,  M f l J X ) 

5.  Solid Wall: (k =  lork=3) 

MqL)<o,MqL)>o. 

Only  in  case  of  subsonic  inflow  the boundary  state qB  is  different  for  the P
and  0variant. Each case is treated as follows. 
1.  Supersonic Outflow:  ui>ci.  No  boundary  condition  is  to  be  specified: 

qB=qL
2.  Supersonic  Inflow: uL<—cL.  A  full  set  of  four  boundary  conditions  is 

necessary; 5:R4i»R4  and B(qB)=0  has to specify qB  completely. 
3.  Subsonic  Outflow: 0<UL<CL  One  boundary  condition  is  necessary; 

5:R4h+R.  The  states  qL  and  qB  are  connected  by  an  integral  path  Tx 

which is  tangential to R\{q).  Using the Riemann invariant we find 

»B + —^CB=UL  +  —^CL 



vB=vL 

zB=zLzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (2.3.2.1) 

The  single  boundary  condition  B(qB)=0  and  the  3  relations  (2.3.2.1) 
determine  qB. 

EXAMPLE (2.3.2a). 
Assume that  the pressurepB  is given.  From  (2.3.2.1) we see that  zB—zL, 
vB=vL.  Thus 

pB=(pBe~ZLy zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

CB=yypB/PB 

uB=uL  + —Zj(cL  ~  CB)  (2.3.2.2) 

Subsonic Inflow: —cL<uL<0.  Three boundary  conditions  are necessary; 
.B:R4i»R3. There is one intersection point  qt. 
In  the Pvariant  the states qL  and  q{  are  connected by  T\  and  the states 
qi  and  qB  are  connected  by  an  integration  path  that  is  composed  of 
r 2 u r 3 .  Using the Riemann invariants we find: 

UL +  ~yCL  =  Uj +  —.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAjC/ 

VL=V/ 

ZL=Zl 

UJ =  UB 

Pi=pB  (2.3.2.3) 

Together  with  the  three  boundary  conditions  we have  8  relations  and  8 
unknowns (the components of qj and qB). 

In  the Ovariant  the states qL  and qj  are connected by an integration path 
that  is composed of T2 U T3  and  the states qi  and qB  are connected by  Yx. 
Using the Riemann invariants we  find 

PL=PI 

UI   +  —[CI=UB  +  —[CB 

V{=VB 

z,=zB.  (2.3.2.4) 
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EXAMPLE (2.3.2b). 
Assume thatzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA uB,vB  and zB  are prescribed. 
P'Variant. 
Using  the relations (2.3.2.3) we find 

V/ =  VL  ,ZlZL  ,  UJ =  UB 

Pi  = 

1 

Y  l 

PBpr
piti 

PB=[pBe Z"Y 

CB=y/ypB/pB

OVariant 
Using the relations (2.3.2.4) we find 

«ƒ =  «!,  .  Zl=ZB  >  V/ =  V|,  ,/>ƒ=ƒ>£ 

j _ 

PI=  We~Z)y  ' ci=  VrpïJpi 

CB=CI +  JLJ(ULUB). 

(2.3.2.5) 

(2.3.2.6) 

EXAMPLE (2.3.2c). 
Assume  that uB,vB  and cB  are prescribed. 

Using  the relations  (2.3.2.3)  we  find  that  vIt  zh  uh  cj,  pi,pa—pi  are the 
same as in (2.3.2.5) and 

PB  = 
_7PB 

d 

zB=\n  PB 

PB 
(2.3.2.7) 

OVariant 
Using the relations (2.3.2.4) we find 

« /=« / . ,  v/=vB  ,pi=pL 

CI=CB +  *Y~  (UBUL) 
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„zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ypL  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Pi  — 

zB=Zi=ln 
PL 

pi 
(2.3.2.8) 

Solid Wall:  At a  solid wall, one boundary  condition  is prescribed, namely 
uB=0.  The  state  qB  is  computed  as  in  the  case  of  subsonic  outflow.  We 
find  (see 2.3.2.1): 

2  2 
"/»+  TCB=«L  +  T c t Y  l  7  1 

ZB=ZL 

uB=0  (2.3.2.9) 

Hence, 

PB = 

i 

\C*   " ' . I 
Y 

»B4 

«L 

l 
Y  l 

PB  (2.3.2.10) 

Notice that the Rax. f  (qB)=(0,pB,0,0).  Hence, the pressure/^  determines 
the flux completely. 
It  is  also possible  to  compute  the  flux  f(qB)  as  in  the  case  of  subsonic 
inflow. Then qB  is not  uniquely  determined, but,  in case of  the Pvariant, 
the pressure pB  is uniquely determined  and given by (2.3.2.10). This is not 
true for  the Ovariant. 

2.4.  LINEARIZATION  OF OSHER'S SCHEME 

2.4.1. INTRODUCTION 

The space discretization of  the steady Euler equations in the interior and at the 
boundary of a physical domain Ü is described  in  the preceding sections of  this 
chapter. For an interior control volume 0(>y, we have (see (2.1.15)): 

Fitj=f i+^j  +fi,j+u  fiaj  fitj»=Q  (2.4.1.1) 

with 

fi+u,j =li+u,jT i+fi jfR(Ti+i ijqij  , Ti+ii jqi  + ij)   (2.4.1.2a) 
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fij+n^kj+n^ij+üfjiC^ij+a^ij zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  >  Tjj+uqjj  + \)  (2.4.1.2b) 

where  li+fi j  is  the  length  of  dQi+iiJ ,  Ti+li j  = T($i+li j)  and 
(cos^j + ̂ y,  s\n<j>j+Hj)  is the unit normal on  SÖJ+H,; directed from  ö,j  to B, + i,y 
(see fig.  2.1b). Similarly,  /,y+f4  is the length  of  3QI>y+«, 7/,7+« = 7X<i>,,;+«) and 
(cos^(>y+w,  sin$,'j+*s)  is  the  unit  normal  on  3J2/,y+«  directed  from  Qy  to 
Qjj+\.   Notice that 

Fij=Fi,A<]i,j'^   + y>9i.j +1 »*   I . ; '*J  1)  (2.4.1.3) 
A  nonlinear  relaxation  method  is  used  in  the  solution  method  for  solving  the 
system  of  discretized  equations  (see  chapter  3).  For  our  nonlinear  relaxation 

dFj ] 
method we need  ,  'J  (a 4  X 4 matrix).  Because 

g  =h+v,,jTi+yljr—(Ji+Vttjqi< j  , Ti+ii jqi  +  \j)Ti+y,j 

 i  9 / « 

3?L 

3?/e 
 i  9 / « lih,jTinj7r—(TjHtjqjij   ,  Tiajq^Ti^j 

,  3/k 
 / y _ » r £ L «  ^ ( 7 y _ , r t y _ ,  ,  Ty^Ty»  (2.4.1.4) 

we  need  expressions  for  ——(qt,qR)  and r—{quqid  These  expressions  are 

given in  subsection 2.4.2. 
For  a  control  volume Q,y  which  has  a boundary  (say 30,+Wj  which is part 

of 30 we also have (2.4.1.1) but (see (2.3.1.12, 13)): 

ft+H,j  =  h+ttjTi+n,jfi((Ti+ajQij   ,  Tt+Hjqi +«j)  (2.4.1.5) 

where qi+n,j is the boundary  state at 30/+^:  qi+aj  is determined by q,j  and 
the  boundary  conditions.  Suppose  that  qB=qB(qü  is  the  solution  of  the 
Riemann  boundary  problem  corresponding  with  the  boundary  conditions  at 
dQi+liJ .  Then we have (see (2.3.1.1) and (2.3.1.13), 

qi+aj ~  Ti~\j<iB(T i+Hjqjj)   (2.4.1.6) 

and 

^  /  Tl+HJ—(T,+»jq,j)Tl+ i ij  ■  . (2.4.1.7) 

The linearization  of fj+^j   with respect to q  ̂ now becomes 

g  —'i + Si,j*i + 14J~ö~~VIi + tiJ<liJ  .  *i  +lijft+   U,j)*i  + H,j 

"+"'/+Kj 7V+ «j"jTT^+«.;9'V  >  '̂+*4,y'9»+%j)Ti+aj  ,  (2.4.1.8) 
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where —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA—.—̂  is given by (2.4.1.7). 
dqtj  , 

gqB 
Subsection  2.4.3  gives  —j—(q£)  for  the  boundary  conditions  as  described  in 
subsection 2.3.2. 

Notice  that  if  3Q,+J4jC9ö  then  (COSQJ+HJ,  sincfc+^y)  is  directed  outward 
from fl, but  if  SQj.gjCdQ  then (cos^gj,  sinfanj)  is directed  inward  to Ü. 
(Similar  observations  hold  for  the  case  3flli7+aC3Q  or  3Q(y_wC3Q).  Then, 
due to the conventions introduced  in remark 2.3.1a we have 

qt _ aj = T(fr _ a,y+w)~' fr(7X4r _  «j+irfaj ) 

where  qB—qB^qó  is  the  solution  of  the  Riemannn  boundary  problem 
corresponding with the boundary conditions at 3Q,_^. Furthermore, 

fiKj   =  Tju,jfR(TiHjqjuj zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  >  TjHjqjj) 

with  TjHj^Ttyjuj).  The linearization  of qi^Ji^j  with respect  to qtj  is 
similar to (2.4.1.7, 8).' 

2.4.2. LINEARIZATION  OF OSHER'S  APPROXIMATE  RIEMANN  SOLVER. 

The topic of this subsection is the computation of 

j—fR(qL,qR),  £Mqi.,q*)  (2.4.2.1) 
<%  °qR 

where fR  :R4i»R4 is Osher's approximate Riemann  solver. For  the computation 
of (2.4.2.1) we need the Jacobian of  the flux 

f,  ) _  df   ̂ d(pu,pu2+P,Puv,(E+p)u)  (2 4 2 2) 
dq  3(C,M,V,Z)  . 

The fluxvector f=(pu,pu2  +p,puv,(E +p)u)T  is  found  as  a  function  of  q by 
noting that (see 2.2.2.13): 

l 
c2e~z 

P= 

JBSL 
P  = 

y 

T  l 

E=>MU 2+V2)+JZÏ  <2423) 
From these relations is easily seen that 

ifi.  =
  2P  . i f i . =  fi_ 

3c  (y— l)c  '  3z  y—1 
3p  _  2pc  .  j)£  _ _ _ £ _ 
3c  y—1  '  dz  y—1 
3 £ ^ 2 ( £ + p )  ,  3 £ ^  E_  2 

3c  (y l)c  '  dz  y  1  v  ^ 
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Hence. 

f(q)

2pu 
(Yl)c 

2p(u2+c2) 
(Yl)c 
2puv 

P 

2pu 

pv 

0  £«_ 
y  l 

o  P"2+P 
y  l 

P" 
pnv 

Y  l (Yl)c 

M*+(?;")/>)  £+,+p«»  puv  E+ÜL  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(yl)c  r  y  l 

(2.4.2.5) 

(y l )c        y . 

For the computation of (2.4.2.1) we consider both the P and OVariant. 

PVariant. 
From table 2.2.2a we deduce the following tables {qo=qL  ;  q\=qR): 

c\n<uH 

0<uH<cV3 

C2/3<UH<0 

UH<CV3 

u0<c0 

oqo 

J  Wl/3)  a „ 

/ (^2 /3 )  

0 

«o>co 
/(<7o) 

/(,0)^)f+/(9l/3)^f 

™K&Z+fi9v3)X 
Aio)M>^ 

TABLE 2.4.2a:  3/* 
3?o 

(?o>9i) for the PVariant. 

^ l / 3 < « # 

0 < « / / < C i / 3 

 C 2 / 3 < " / / < 0 

UH<C2/3 

« 1 >  C l 

0 

/v*  ïd ? 1 / 3 

^)ff 
/ < < 

" 1 <  C l 

fiqh>^+f(ii) 

n^X"~ m%+Aqi) 

f*to)*£M)%+m) 
ƒ(<?.) 

TABLE 2.4.2b:  3/k  .  . ,  ,  D V  .  , 
"3—(^o.^i) for the PVariant. 

3<7s  3*71/3  9^2/3 
Thus  we need  r2—,  ^ —  and   j — .  These  4 X 4  matrices  are easily dq0'  3?o  3?c 
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obtained  from  the relations (2.2.2.3) to (2.2.2.12) which yield 

9a  = ——9zo 
2y 

and 

Hence, 

9*o 

9*,  =0 

9«„ 

9uo +  _ . dco 

1+a 
9 * o  ^ — f y c 1 / 3 3 z 0 

3c i/3  = JY L (3*o3«/ / ) 

3c2/3  =  ^ — 9 « « 

34 
Y+1  9u0 + Y1 

dec 

dq°s  =(d4M,dvQ,dz0)
T 

dqi/i  =(dcU3,duH,dv0,dz0)
T 

3^2/3  =(3c2/3,9«7/,0,0)7' 

3?o 

Y+1  Y+1 

Y+1  Y+1  °  ° 
0  0  1 0 
0  0  0 1 

(2.4.2.6) 

(2.4.2.7) 

(2.4.2.8) 

3? i/3 

9?o 

1 
1+a 

2  a 
Y1  1+a 

0 
0 

Y1 
2(1+a) 

a 
1+a 

0 
0 

0 

0 

1 
0 

1  C2/3 

2Y  1+a 
1  C2/3 

Y(Yl)  1+a 
0 
1 

(2.4.2.9) 
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dg2/3  _ 

tyo 

l+a 
2  a 

C2/3 L l l _ a _ 0  _ _ L . 
2  l+a  2y  l+a 

y1  l+a 
O 
O 

l+a 
O 
O 

O  

O 
O 

1  C2/3 

y(Yl)  l + a 
O 
O 

(2.4.2.10) 

The  term  —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAfn(qo>qi)  follows  from  table  2.4.2b  after  the  computation  of  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
6q\ 

9oi/3  9fl2/3  dq$ 
—z—,   r —  and  r2—. These 4 X 4  matrices  are also easily  obtamed  from 

tyi ty, tyi 

the relations (2.2.2.3) to (2.2.2.12) which yield 

da 

9*o  =0 

and 

Hence, 

a ~ 
2y 

3*,  :9«i — 
7  1 

•9c 1 

du„  = 
l + a 

3*,+  1 
Y(Y1) 

C2/39Z| 

9^1/3  =JLz—  9"# 

9c2/3  = J ^ — (9u„9*,) 

94  j  1 
y+1  7  1 

9c1 —9«i 

tyi/3  =(9CI / 3 ,9MH )0 )0)7 ' 

9^2/3  =(9c2/3,9«#,9v1,9zI)
r 

3<?J=(acJ,3cJ)9vI)9z,)T 

9?i 

7+1 
2 

7+1 
0 
0 

̂ rf 00 

Y+l 

2=1 7+1 
0 
0 

0  0 

1  0 
0  1 

(2.4.2.11) 

(2.4.2.12) 

(2.4.2.13) 
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tyi 

a 
1+a 

2  1 

2 

1 

a 
1+a 

y  l  1+a 
O 
O 

1+a 
O 
O 

0 

0 

1 
0 

1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  cm 
27  1+a 

1  cvi 
7(71)  1+a 

0 
1 

(2.4.2.14) 

*q 1/3 

tyl 

1 
1+a 

2  1 
7 1  1+a 

0 
0 

7  1 
2 

1 
1+a 

0 
0 

1 
1+a 

0 

0 

0 
0 

1  C2/3 

27  1+a 
1  cv3 

7(71)  1+a 
0 
0 

(2.4.2.15) 

3  3 
It  is not difficult  to verify  that both  —//jfao.^i)  and  ——7R(0O><7I)  are con

dq0  oqi 
tinuous functions of qo and q\  as long as  uH^0. 

OVariant. 
3  3 

The  computation  of  r—fitiqotfi)  and  r—fii(qo,qi)  for  the  Ovariant  is 
completely  analogous  to  the computation  of  these  terms for  the Pvariant. We 
only give the results. 

CM<UH 

0<Mw<C 2 /3 

cm<uH<0 

«H<c\n 

« o >  c o 
/(?o) 

/ ( ? 0 )  / ( ? 2 / 3 )  ^ 7 1 

/ ( ? 0 )  / ( ? , / 3 )  ^ 

f(qo)Aq°s)^
oqo 

U0<~Co 

/<<"> t' 
/ < < :   / * » > # 
0 

TABLE 2.2.2c:  a/«  .  w  4.  ~ „  .  , —(qo,q\)  for  the  0Variant. 
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CV3<t*H 

0<UH<C2/i 

Cy3<UH<0 

»H<~C\n 

UX<CX 

my^+/(9i) 

f(9v3y^+f(qi) 

f(qm)^+Aq>) 

A * l ) 

« l > C l 

0 

fto^+Mft 
rn^f^ 
+^%t 

TABLE  2.2.2d:  3/J» 

dqi 

Furthermore, 

3?o 

(qo>qi)  for the  OVariant. 

Y + l 

xzl 
Y+l 

2 
Y+l 
0 
0 

Y+l 
0 
0 

0  0 

1  0 
0  1 

3? 1/3 

3?o 

1+a 

Y  l  1+a 
0 
0 

_.nl 
2 

a 

_ L _  o  LzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e" 
1+a  2Y 

1+a 
0 
0 

1 

1+a 
Cl/3 

Y(Y~1)  1+a 

1  0 
0  1 

3? 2/3  _ 

3?o 

a 
1+a 

2  a 

7  1  . 
2 

a 

a 
1+a 

Y  l  1+a 
0 
0 

0  — ^ 

1+a 
0 
0 

0 
0 

1 

2Y 

1 
Y(Y1) 

0 
0 

C2/3 

1+a 

C2/3 

1+a 
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_2_zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  j ^ i 
Y+l  7+1 
_ 2 _  j d 
y+l  y+l 

O  O 
O  O 

O O 

0 O 

1 O 
O 1 

Hm__ 
dqx 

a 
l + a 

2  1 
Y  l  l + a 

O 
O 

Y~l  a 
2  l + a 

1 
l + a 

O 
O 

o  r
1  C2/3 

O  

1 
O 

2Y  l + a 
1  c2/3 

Y(Y1)  l + a 
O 
1 

dq 1/3 

1 
l + a 

2  1 
Y  l  l + a 

0 
0 

ƒ a riantzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  f. 

2 

(n. 

1  1 
l+a 

1 
l+a 

0 
0 

n.\  n«H  

0 

0 

0 
0 

a 

1  £2/3 

2Y  l + a 
1  C2/3 

Y(Y1)  l + a 
0 
0 

fninr.   n,\  an»  mnt 

tyl 

Just  as  for  the  PVariant,  r—/«(tfo.^i)  and 
oq0 

functions  of qo,qi  as long as uH=£0. 

2.43.  LINEARIZATION OF BOUNDARY CONDITIONS 

tyi 

dqB In  this subsection we consider  the computation of  —— where qB=^B(?L)  is an 

approximate  solution  of  a  Riemann  boundary  problem.  The  computation  is 
done  for  the boundary  conditions  described  in  subsection  2.3.2. The  relations 

dqB given in (2.4.2.4) are useful  in the computation of ——. We consider: 

1.  Supersonic Outflow. 

qa—qL  and 

dqt 

dqt 
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2.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Supersonic Inflow. 
qs  is  completely  determined  by  the boundary  conditions  and  independent 

of  ft.  ■ & . = * . 

3.  Subsonic Outflow. 
Assume  that  the pressure pg  is prescribed.  From (2.3.2.1,2) it  follows  that 

dqB  _ 

dqL 

0 

2 

0 
0 

0  0 

1  0 

0  1 
0  0 

CB 

2Y 

CB 

Y(YI) 
0 
1 

4.  Subsonic Inflow. 
We consider  two cases: 

4a.  uB,vB  and zB  are prescribed. 
PVariant. 
From (2.3.2.3) and (2.3.2.5) it follows  that 

(2.4.3.1) 

dqB  _ 

dqL 

ClPl 

CBPB 

0 
0 
0 

Y  l  OPi  0 

2  CBPB 

0  0 
0  0 
0  0 

CB 

2Y 

0 
0 
0 

(2.4.3.2) 

OVariant. 
From (2.3.2.4) and (2.3.2.6) it follows  that 

dqB  _ 

dqL 

CLPL  y  l  Q  _£i_ 

CiPi  2  2y 

0  0  0  0 
0  0  0  0 
0  0  0  0 

(2.4.3.3) 
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4b.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  uB,vB and cB  are prescribed. 
PVariant. 
From (2.3.2.3) and (2.3.2.7) it follows  that 

dqB  _ 

dqL 

0 
0 
0 

_2r 
Cl 

0  0  0 
0  0  0 
0  0  0 

^rzüo i 
Cl 

(2.4.3.4) 

OVariant. 
From (2.3.2.4) and (2.3.2.8) it follows  that 

dqB  _ 
dqL 

0 
0 
0 

.2*. 
CL 

0  0  0 
0  0  0 
0  0  0 

Tfr1) 
Cl 

0  1 

(2.4.3.5) 

5.  Solid Wall. 
uB =0. From (2.3.2.9) it follows  that 

dqB 

dqL 

0  0 i  inzH 
2 

0  0  0  0 
0  0  1 0 
0  0  0  1 

(2.4.3.6) 

2.5.  SECONDORDER DISCRETIZATIONS 

2.5.1. INTRODUCTION 

The space discretization of  the steady Euler equations described  in sections 2.1 
and 2.3 is only firstorder accurate, as we shall see in the next subsection.  It is 
highly  desirable  to  improve  the order  of  accuracy.  In  the  smooth  part  of  the 
flow field, firstorder accuracy  is  too  low for  practical  purposes.  Furthermore, 
oblique  (with  respect  to  the  mesh)  shocks  and  contact  discontinuities  are 
smeared  out  disastrously  because  of  the  viscosity  hidden  in  the firstorder 
scheme.  Therefore,  we wish  to  improve  the order  of  accuracy  and  to  steepen 
oblique discontinuities without introducing over or undershoots. 
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The  order  of  accuracy  can be improved  in a  very  simple  way. The space 
discretization  in the interior  of the domain  is completely  determined  by  the 
flux  computation at the control volume boundaries. For  the firstorder  scheme, 
the  fluxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  fi+v,j   at  the  interior  control  volume  boundary  9Q,+j$;  is (see 
2.4.1.1,2): 

ft+a,j=h+v,,} Tf+ n,jfj((Ti+ajqtj,  Tt+ajqi+uj)   (2.5.1.1) 

The order of accuracy is improved by taking 

ft+uj    h+tij Tr+njfii(Ti+v,,jq\'+  uj, Tj+uj<]i+n,j   (2.5.1.2) 

where  qï+n,j and qf+nj  are obtained  by a more  accurate  interpolation. The 
states  qï+Kj  and qf+uj  are located  at the left  and right side of the volume 
boundary dtii+ii j  (figure 2.5.1a). 

;  n,„ 

/  A,,, 

\ 

aGtometIV 

v0fi/j.i  '  .  t in 0i»i/i.i' 
V _ ^  ICOS 0i*ta.|'  3 

A,.,,_j 

\ 

* M J  I  *•!  Cfci/ijVWi 

1  \ 

I  \ 

b. Slate vectors. 

:i 

FIGURE 2.5.1a:  Finite volume Q,y. 

Secondorder  accuracy  can be obtained  by for example  the «schemes  intro
duced by Van Leer [29]: 

ft*+  aj=ft,y +  J  ( f t  + \j ~  ft.y)+~J~(%  ~ ft 1 j) 

<fi+  a,j~ft  + 1,7 + —4—(ft.y _ f t + \j)+"J(ft  + ijft  +2,y)  (2.5.1.3) 

with  K6[—1,1]. For K= — 1,  K=0 ,  K=1A and K=\ we find respectively: the 
fully  onesided upwind  scheme, the Fromm scheme, the upwind biased scheme 
(thirdorder  accurate  for ID problems as we  shall  see in the next  subsection) 
and  the central  scheme. A disadvantage of these «schemes is that near discon
tinuities  spurious  nonmonotonicity  (wiggles  or  over  and  undershoots) 
apppears [13]. 
The  space  discretization  corresponding  with  (2.5.1.2)  is sometimes  called the 
projectionevolution  approach  [29]. The projection  stage is the computation of 
the states qhuj  and qf+aj,  while the evolution stage is the computation of the 
flux by an approximate Riemann  solver^:R4XR4»»R4. 
In  subsection  2.5.2 the accuracy of the space discretization  corresponding with 
(2.5.1.2)  is  considered  under  the  assumption  that  the  mesh  is  sufficiently 
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smooth. 
In  subsection  2.5.3 a monotonicity  concept  is introduced  and  it  is  shown  that 
it  is possible  to  construct  a monotone  secondorder  accurate  scheme. A  solu
tion  of  a  monotone  secondorder  scheme  has  the  desired  properties:  second
order  accuracy  in  the  smooth part  of  the flow field and  steepening  of  oblique 
discontinuities without introducing spurious nonmonotonicity. 
The analysis concerns  a  general nonlinear  scalar  hyperbolic  conservation  law. 
Without  the complexity  of  hyperbolic  systems,  the  analysis  is more  complete 
and  more  transparant.  It  appears  that  it  is  essential  to  compute  the  states  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
qhn,j> #/+«,;  ty  nonlinear  interpolation.  The nonlinear  part  of  the  interpola
tion  is  called  a  limiter.  The  results  of  the  scalar  analysis  is  generalized  in  a 
straightforward  manner  to the Euler equations. 

2.5.2. ACCURACY ON A SMOOTH MESH 

Consider  the Euler equations 

on an open domain OCR2,  q, f(q)  and g(q) are given in (2.1.1b). The physical 
domain  Ü  is  subdivided  into  disjunct  quadrilateral  volumes 
Q,y, (i',y)e{l,.  . . ,M,  1 , . . .  ,N}  in the way described in section 2.1 such  that 

ii)  Q,y, Uj+ij,  Q,)7±i  are neighbouring volumes,  _ 
iü)  (Xi+aj+ti,  yi+ti,j+a)=   ö l,ynöI + unflg  + 1 nfy + ij + i  is the common ver

tex of the volumes Qy,  Ö, + \j,  Qiy +1  and 0, + i,y +1 • 
It is  clear  that  the vertices  {(.xi+ti j+ii ,  yi+aj+a)}   define  the subdivision  of £2 
completely. 

Let  (£,TJ) and  (x,y)  denote Cartesian  coordinates  in  respectively  the compu
tational  and  physical  space.  In  the  computational  space  we  consider  a  rec
tangular  domain  Q*  subdivided  in  square  control  volumes 
Qy, (i,j)e{\  ■  ■  ■ M,  1 • • • N)  of  uniform  size  such  that  (ih, jh)  is  the  mid
point of ü*ij\  h denotes the length of  the edges of  the control volumes. Assume 
the existence of a sufficiently  smooth  11 mapping between (|,ij) and  (x,y): 

\ri=ti(x,y)  ** 
X=X(£,TJ) 

such that  the vertices of  the control volumes in the physical and  computational 
space are related by  this mapping: for  all i,je{0  • ■  ■ M,  0 • • • N) 

(Xi+uj+u>yi+!6j+ii) =(x(£i+u>'nj+n)>y(&+u,  Vj+u))  (2.5.2.3) 

where &+ii =(i   + Vi)h and ty+a = (ƒ' +  ^% 
In the computational  space (£,ij) the Euler equations become 

|(^)+^0'^)^^(?))+|j(^^)74/"(?))=0  (2.5.2.4) 
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where /  is the Jacobian of  the mapping: 
J=xO'v~yixv  (2.5.2.5) 

The  discretization  of (2.5.2.1)  on Q is equivalent  with  the  discretization of 
(2.5.2.4) on  Q*.  Therefore,  we can  study  the order of accuracy of a discretiza
tion of (2.5.2.4) on  Ö*  as well as of (2.5.2.1) on Q. 

Write (2.5.2.4) as 

(Jq),+F(q)=0  (2.5.2.6) 

and  the steady Euler equations as 

F(q)=0.  (2.5.2.7) 

Here  F:X**Y   is a nonlinear  operator,  XC[Lz(Q*)f  is the  space of possible 
fluid states and  Y=[L2(Ö*)]4  is the space of rates of change (of states). 

Define  the finite dimensional vector spaces Xh  and  Yh by 

A» = y4 =  foyeR4|i  = l ■■■M,j   =  lN). 

The relation between  the spaces X and  Xh,  Y and % is obtained by introduc
ing Rh.X^Xh  and  R,,:Y^Yh: 

(Rkq\j =(Rkq\j =  kffqG,i)dfr,  (2.5.2.8) 
Q;, 

for  any qe[L2(Q)f.  Thus (Ri,q)ij is the mean value of q in Q'j.  We define  the 
accuracy of a discretization of (2.5.2.7) as follows: 

DEFINITION (2.5.2a). 
A/7order accurate discretization of (2.5.2.7) is an associated problem: 

H(qh)=0 

where i$:Xh\*Yh  has the property  that for  all sufficiently  smooth  qeX 

(FtRnqXj (fihFqXj  =  0{hP)  .  (2.5.2.9) 

The  relation  between  the various  spaces  and  mappings in the discretization is 
summarized in the following diagram: 

H 

RH 

Notice that 

(R»FIXJ=£T
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3Q;. 

ƒzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  <fnfxvg) (q((i  % # H 

+zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  j  (xtgyif)(q&<J+mM 

  ƒ  (*tfn/)(?(Ê(/a)*M  (2.5.2.10) 

where  '/,;+»  etc,  denote  the boundaries  of  the  control  volume fi,*y, defined 
byaO^ + M =ö^nO? + w e tc . 
For analytical purposes, we introduce the operator Fh:X*+Yh  defined by 

_  1 
(F>>q)i,j=j\   O ^ v /  * * ^ * )  tii+n,j)<y%Jx%v&  (*«j) 

+(*6,«*_.>X+./)  Gy+»)  (xtjgytjJ)  Gij»)}  (2.5.2.11) 

where 

xbj+» =j(xi+a,j+a   Xiuj+u).  J%+. =j{yi+n,j+uyiuj+n)   (2.5.2.12) 

and 

ql+uj  = j  f  q((i + W,V)dTl.  (2.5.2.13) 

Thus  qi+Hj   is  the  mean  value  of  q(£,i}) at  the  control  volume  boundary 
3Q,*H4j.  In a similar way qiVlj,'qi> j+Vl  and qija  are defined. 
Assuming a sufficiently  smooth mapping it can be shown by elementary  inter
polation  theory that 

(hq)i,j(Rf,Fq)iJ  = 0(h2)  (2.5.2.14) 

for all sufficiently  smooth  qeX. 
Even  when  x(t,rj)=£, y(t,ij)=ii   the  righthandside  of  (2.5.2.14)  is  not  zero. 
This  is due to  the  fact  that  at  a cell boundary  the mean flux differs  from  the 
flux computed  in  the mean  state.  But  for  onedimensional  problems  we have 
h=RkF. 
We only consider discretizations in which states are interpolated  (see 2.5.1.2,3). 
From  (2.5.2.14) we conclude  that  the order of  accuracy  of  such  discretizations 
is  at  most  two.  (For  ID  problems  the  order  of  accuracy  can  be  higher  than 
two.) 
From (2.5.2.14) we see that if F%:Xh»Yh, p1,  2 is such that 
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(HRhq\j(Fhq\j  = 0(hP)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (2.5.2.15) 

then also 

(HKkq\,(RkFq\,  = 0(hP).  (2.5.2.16) 

This  means  that  we  may  approximate  Fh  instead  of  RhF.  Therefore,  let us 
look more carefully at Fh.  Define /,+«,;, hj+u by 

l i+v,,j=h(yl^  +xlj»  , kJ+v>=Kxl„   +ylttif  (2.5.2.17) 

and  to+uj,  <t>ij+n  by 

l i+iiJcos4>i+ii j  =  A y w  li+fiJsm<j>i+Hj  =  hx%^ 

li,j+»cosh,j+u = hytJ+u,  4,y+«sin<fc>y+a =  hx^H  (2.5.2.18) 

then using the rotational invariance (1.3.2.4,5) we see from (2.5.2.11) that 

(Fhq\j   =  ~aryi+uj Ti+u,jf(Ti+ujqi+aj)— /,  nj T( _ ajf(Tj  _ ̂ ^   _ ̂ J) 

+ / v + » 7 ^ V ^ Ï / j + ^ + » )  / v  » ^ L J ^ r y _ H ^ / _ » ) b  5 2 . 1 ? ) 

where 7}+^ = T(h+KJ)  etc. 
Notice  that  /,+$$,,  is  the  length  of  the  boundary  90,+^  and 
(oos^i+aj,  sin^+^y) is the outward unit normal on  8Q,+H,;  directed from Qy 
to Q, + \j  (under the assumption that the Jacobian of the mapping 7>0) . 
We define F%:X?,i>Yl  as follows 

( ^ f t ) y = p " j  li+ujT'+HjfxiTj+ujqï+uj,   Tj+^qf+^j) 

~ 4  HJ Ti  njfn(Ti   ajqi  HJ>  7} _ ̂ qf  a,j) 

+li,j+nT ij+tifR(Tij+iiqjj+u,  Tij+ii)qij+f i 

lijuTulMTynqb», T^.^jAzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (2.5.2.20) 

where qj+nj,  qhaj  etc.  are obtained by interpolation  of  the states  {qij}=qi, 
and ƒ/{ is an approximate Riemann solver. 
Now we can establish the following theorem: 

THEOREM (2.5.2a). 
Let q&Xbe  sufficiently smooth. Define q/,sXh by q/,=Rflq and 

qi,j=(RHq\j = ^Hq(ln)d$dr,.  (2.5.2.21) 
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Define the mean values ofqat  the control volume boundaries by 

ql+liJ   =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA |  ƒ  q((i + V2)h,i)dn  (2.5.2.22) 

and a similar formula for qjj+a
Define the states qhnj>  qi+uj   etc  by interpolation of the states { ,̂y}  such  that 

qhn,jqfa,j=qi+njqiaj  + 0(hP +  l) 

qï+ HJ   qf aj=q~i+aj  ~ qt  nj + 0(h'' +  l) 

q?+»jqi+»j  = 0(hP) 

qf+»tjqi+iiJ   = 0(hP)  (2.5.2.23) 

with p = \  or p = 2,  and  let similar formula hold for  the jdirection.  Then  F% 
defined by (2.5.2.20) is apthorder accurate discretization. 

PROOF. 
From (2.5.2.14,15,16,19,20) is easily seen that it suffices  to show that 

li+u,jTr+uj{fR(Ti+njqi+u,j>   Tj+ujqj+ti^—fiTj+Hjqj+uj)}   (2.5.2.24) 

i,tijTrX{fR(Ti»jtf*j>   Ti»jiï»j')ATi»jïi»j')}=w +2>  • 
With the notation 

9/«  _  9/« 

dfR  _  dfR 

"g~~" | i+uj  — ~jr~(Ti+ujqi+nj,   Ti+Hjqi+ii j) 

and assuming that  the approximate Riemann solver fR  is sufficiently  smooth, it 
follows by Taylor expansion  that 

fR(Tj+njqï+«,/>  Ti+ujqi+uj)  =fn(Ti+^jqt+uj,  T,+^q,+uj)+ 

~Ö~~ I /+nj  '  Tj+Hjiqi+uj—q t+HJ)+ T—  |,+ifyj  Tj+nj(qi+aj  ~ qi+«,/)+ 

0(\9i"+ajqi+tij\ 2,  \q*+K,jqi+n,j\ 2)=f(Ti+ujq i+v!,j)+ 
3 f  ftf 
" j r   I i+ajTi+ajiqi+Kj—q i+i ij)+^—  \i+^jTi+^j{qi+Ki j  —qi+ ,/ij)+0(h2i') 

(2.5.2.25) 
where we have used the consistency of fR:fR(q,q)=f(q)  (see (2.2.2.23)). 
With the notation 

V  — T~  1  J  I  T 
Ai  + KJ — * i + ViJ g  11 + HJ1  i + HJ 

rp— 1  JR  I  rp 
i + ÜJ — I  i + ViJ g  \i + ViJ11 + ViJ 
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we find 

h+ajTi+y,,j{/R(TJ+ujqj+u,j>  Tt+ajqt+^J)  —f(Tj+^Jqt+^j)) 

=  h+ti,jXi+u,j(<li+a,j  ~ %+nj) + h+aj ^i+»,; W+uj  ~ Qi+u,j)+0(*  ) 

=(/,_J4)7 + 0(A2)) ( A i  ^ + OW) (qKtiJqili j  + 0(hP + 1))+ 

=  /,^7r^{A(r,Jv9fMv/,r,_^9f_^)y(ri^^)}+o(v+2) 
(2.5.2.26) 

where we used  /,_«, = 0(A),  see (2.5.2.17).  From (2.5.2.26), eq. (2.5.2.24) fol
lows directly.  D 

We consider two interpolations 

(72):  qï+»j=qiJ+^(qi  +  ljqij)+ ±ïL(<l i,jqiij), 

qf+ HJ=qi+\,j+^Kqij     qi+\J)+j^iqi+ij~   9 +xj) ■ 

We shall  show  that  interpolation  (/1)  is firstorder accurate  (p = \)  and  inter
polation  (72)  is  secondorder  accurate  (p =2).  For  these  interpolations  we 
only show that 

qï+Hjrfuj=qi+itjqii»j   +  0(hr+} ) 

qh»,jqi+»,j  = 0(hP),  (2.5.2.27) 

the  other  relations  in  (2.5.2.23)  are  derived  in  a  similar  way.  To  verify 
(2.5.2.27), assume that  the midpoint of Qy  is (0,0) and 

q&T\)=qo +?  i£+?2i?+q i?+qA& } 

+q5V1+q6e+qit2V+qstf+q9n
i  + 0(h*).  (2.5.2.28) 

Then it  is easily seen that 

A  A 
2  2  2  2 

*J = irJ  I q(i,iWh=qo+q3
Jk+qs42+0(h*) 

_A_A 
2  2 

_3A_  ^ 

A  _A 
2  2 

A  A 

_J*._A 
2  2 
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2 "  2 

*V=p  ƒ  /?« , lWWl=?»2«i*+«j ' f f t : +?55?«T'* 3 » 'T + 0 <' ' 4 > 

2 

2 

h zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
2 

# + a , ;  t t  « , ; = ? , A + ^ + 9 8  £  + 0(A4).  (2.5.2.29) 

For interpolation / l  we find  that 

qf+a.jqf'aj=qijqi\,j=q\hq3h2  + 0(h3)=qi+tij qiii j  + 0(A2) 

9f+«j  f t+^  =  9 i | + 0(* 2 )=0(*) .  (2.5.2.30) 

Thus the interpolation 11 leads to a firstorder  accurate scheme. 
For interpolation ƒ 2 we find  that 

qf+»jqi»j=^(qi  +  \jqij)+(lj)(q ijqilj)(^)(qiijq i2,j) 

=  qih+q6^(6Kl)  + qs£  + 0(h4) 

= ^ I + ^  ^ _ J 4 j . + 9 6 ^ ( 3 K  l ) + 0 ( / . 4 )  .  (2.5.2.31) 

=?o+? iy+?3g ( l+6 K )+ ? 5 ^ + 0(A3) 

=?. + <*,,+?3f(3*l)+0(ft3)  (2.5.2.32) 

Hence, we have found  the following result. 

THEOREM (2.5.2b). 
Scheme (2.5.2.20)  is firstorder accurate for  interpolation  11 and  secondorder 
accurate for interpolation 12. Furthermore,  interpolation  12 with K=y yields a 
thirdorder accurate scheme in ID. 

Schemes using interpolation 12 will be called «schemes. 

2 . 5 3 .  MONOTONICITY AND SECONDORDER  ACCURACY. 

Solutions of the aforementioned  secondorder  acccurate  Kschemes suffer  from 
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spurious  oscillations  (wiggles)  in  the  neighbourhood  of  discontinuities  (shock 
waves,  contact  discontinuities).  The  purpose  of  this  section  is  to  study 
secondorder  schemes  which  do  not  exhibit  spurious  oscillations.  Such  a 
scheme is called monotone. 
Several  monotonicity  concepts  occur  in  the  literature.  They  are  all  based  on 
the following scalar conservation law: 

«<x,0)=i,„(x)  <"31> 

which is assumed to be discretized in conservation form as follows: 

^  + , = ^  A ( / . 1 + «  A I _ « ) = ^ ( ^  / )  ü?_ l + „  . .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA .,U!+m)  (2.5.3.2) 

where X=r—  and 
Ax 

h,+»=h(Ut,+l ,...,Ur+m)  (2.5.3.3) 

is the socalled numerical flux function,  satisfying  the consistency condition 

h(U,U,...,U)=f(U).  (2.5.3.4) 

The main reason for considering the scalar conservation  law (2.5.3.1) is the fol
lowing monotonicity property: 
For any weak solution of (2.5.3.1) (see Lax [14], Harten [6]), we have 
(Ml)  No new local maximum or minimum can appear for  f>0. 
(M2)  The  value  of  a  local  maximum  is  nonincreasing,  that  of  a  local 

minimum is nondecreasing. 
and  therefore 
(M3)  The total variation 

TV[u(t)]:=sup21  u(xi + ut)u(xht)  |  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
I 

is a nonincreasing function  of time t. 
The common, well known  definition  of  a  monotone  scheme is due  to Harten, 
Hyman  and  Lax  [5]. They call  the  finite  difference  scheme (2.5.3.2) monotone 
if  the function  H  is a monotone nondecreasing function  of  its (l+m  +1) argu
ments. 
They were able to prove the following  theorem: 

THEOREM (2.5.3a) (cf. [5]). 
Assume  that  the  finite difference  scheme (2.5.3.2)  is monotone  in  the sense  of 
Harten,  Hyman  and  Lax.  Assume  that,  as  At  and  Ax  tend  to  zero, 
X=Af/Ax =  const., Vf  converges boundedfy almost everywhere  to some function 
u(x,t).  Then according  to  the  theorem of  Lax  and  Wendroff [15] u(x,t)  is a 
weak  solution of  (2.5.3.1), moreover  an  entropy condition is  satisfied for  all 
discontinuites ofu,  i.e. u(x,t)  is the uniquephysicaly significant solution 
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For a review of several, more or less equivalent entropy conditions for (2.5.3.1) 
we refer  to [14]. 
Unfortunately,  a  scheme  which  is  monotone  in  the  sense  of  Harten,  Hyman 
and  Lax  is only firstorder accurate  [5].  To  allow  higher  order  of  accuracy, 
Harten  [6] introduced  a  weaker  concept  of  monotonicity:  scheme  (2.5.3.2)  is 
called TVD (Total Variation Diminishing) when 

TV(Un + l)<TV(U")  (2.5.3.5) 

where 

TV(Un)=TV{{U}})=   §  |Ü7Ü?_,  | .  (2.5.3.6) 
I =  — 00 

A grid function  U  is  called monotone if for all i 

min(t/,, _,,  Ut,+,)<Uk^max(U,, _,,  U,, + , ) .  (2.5.3.7) 

Following  Harten  [6],  scheme  (2.5.3.2)  is  called  monotonicity  preserving  if 
monotonicity of  U" + l  follows from monotonicity of  U". 

The  relation  between  the  above  three  properties  is  given  by  the  following 
theorem. 

THEOREM (2.5.3b) (cf.  Harten [6]). 
(i)  A  scheme which  is monotone  in  the sense of Harten, Hyman and Lax  is 

TVD. 
(ii)  A  TVD scheme is monotonicity preserving. 

It  is well known (see [3,6]) that a linear scheme 

£/?+1=  2  CkU?+k 
kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA =  — m 

is monotonicity preserving if and only if 

Cfr3*0  —m^k^m 

(PROOF. 
(a)  If ck 3*0  for every k  and  U}    If! ,  5*0 for  all /', then 

m  m 

^ + 1 ^+ ,»=  2  ckm+k  2  cku7l+k 
k=—m  k=—m 

m 
=  2  ck{ir>+kU!+kx)>o. 

k =  —m 

The case of nonincreasing  U" is handled similarly. 
(b)  Conversely, supposing that  e*o  <0,  then for  the particular  function 

_ f l  i>k0 

^ " l O  i<Jk0 
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we obtain 

U" 0
+>ULV=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f;  ckMWi)=ck,(W,W,,l)=cko<o 

k = —m 

and monotonicity  is not preserved). 

Hence, anyzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  linear monotonicitypreserving  scheme is monotone in  the sense of 
Harten,  Hyman  and  Lax  and  consequently  firstorder  accurate.  By  theorem 
(2.5.3b), any linear TVD scheme will also be firstorder  accurate. 
Hence,  only  nonlinear  schemes  can  be  secondorder  and  TVD.  For  the  con
struction of such schemes, Harten's lemma [6] plays a fundamental  role. 

LEMMA (2.5.3c) (cf.  Harten [6]). 
Consider a discretization of (2.5.3.1) given by 

U? + x = U?+\AU»(U?+i  UD+XBIHWX  Ul)  (2.5.3.8) 

where A=Af/Ax  and 

A1+li =A(...,WuU?,U?+u:.) 

BÏ»  =B(...,  ü?_,,  Ui,  £/?+,,...).  (2.5.3.9) 

If  the coefficients A"+ii ,  B"+ii   satisfy/ 

AUn  >0,  BUv,>0,  1 \A?+Ii   A*7+« >0  (2.5.3.10) 

then scheme (2.5.3.8)  is TVD. 

PROOF. 
By  rewriting  (2.5.3.8)  with  i  replaced  by  / — 1 and  subtracting  from  (2.5.3.8) 
one easily obtains 

\U7+1U7^\*H\\BJH^H)\U?U7I\ 

+\A?+Ii   | Ü?+I  17?I  +X5?_3/21  U?iU?21 

so that 

rK(i/n+,)=  f;  \uf+lui±}\ 
i=~oo 

<  2  (ixfl?_Hx r̂»)  \wufi\ 
i= oo 

+  I  M?_«|Ü7Ü?_,I +  2  Mf»\mu?\\ 
I =  — 00  I =  — 00 

=  2  |ü? —ü?i  \=TV(Un)  D 
I =  —00 

The  usefulness  of  this  lemma  for  the  construction  of  higher  order  TVD 
schemes is shown in [23]. 
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Recently, however, Goodman and Le Veque have obtained  the following  nega
tive  result:  every conservative TVD scheme for  scalar  hyperbolic  conservation 
laws in  two space dimensions, is at most firstorder  accurate [4]. 
This result forces us to use a monotonicity concept weaker than TVD, 
Consider  the following  nonlinear  scalar conservation  law in  two  space dimen
sions: 

f+£*»>+£««=»  <2"") 

Assume that (2.5.3.11) is discretized on an equidistant mesh with mesh sizezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h. 
Consider a discretization of (2.5.3.11) given by 

+\C7_«,y(t/?_I),   IfyHAZfyad/y,    U?j)  (2.5.3.12) 

where X=A//A and 

A"+u,j=A  (...,LPj\j,Ifjj,Ui   +  \j,...) 

B?j+¥,= B  (••■»U?j 1»U?j*  Uy +1»—) 

CiU,j = C (••• » V?l,/> U?j> Ui +1,;») 

Dlj ii=D(...,U?JuU?J,UiJ  + Ur.).  (2.5.3.13) 

We introduce the following monotonicity concept: 

DEFINITION (2.5.3a). 
Scheme (2.5.3.12) is called monotone if 

Af+uj>0  ; Blj+Vl   >0  ; CJL^X)  ; Dfjn  >0  (2.5.3.14a) 

and  ilAf+ui,   ^y+«.  Qn,j> Wju  a r e  uniformly  bounded, i.e. there exists a 
B>0  such that for all (/,_ƒ) ' 

yt?+a,,*£B  ; BlJ+ii   <B  ; C ? _ ^ < «  ; DJj»  <B  (2.5.3.14b) 

This monotonicity  concept  is not  to be confused  with what we called  mono
tonicity in the sense of  Harten, Hyman  and  Lax. Monotonicity  is weaker  than 
TVD in more than one space dimension. In  two dimensions we define the  total 
variation of  U as 

TV(U)=2{  | UuUfij  | +  | UijMji   | }  (2.5.3.15) 
• J 

and  U is called monotone if for all  (i,j) 

min(ty _,,, ,Ui+iJ ,  U,j  \, Uitj  +  x)< Uitj  *£max(l/, _,,, ,Ui+lj ,  UitJ _!,  Uu +1) 

(2.5.3.16) 
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THEOREM (2.5.3d). 
(i)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  A  monotone scheme is TVD in one space dimension. 
(ii)  A  monotone scheme is not necessarily  TVD in two space dimensions. 

PROOF. 
(i)  For scheme (2.5.3.8) we have 

0^A?+u,j<B  ;  0<B?+iitJ^B  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
l  ■ 

2B' 
For X sufficiently  small (X«S^)  it  is easily seen  that  (2.5.3.10) is  fulfilled. 

Hence, (2.5.3.8) is TVD. 
(ii)  Consider  the following grid  function 

_ f l  for(/,y)=(l,0) 
U'J]0  for(i,y)^(l,0) 

and let in (2.5.3.12) 

Af+(iJ=Bl j+li =Q.iiJ=Dlj ii=0  V(i,»^(0,0) 

<4j4,o =  l  ; A0iii=0  ; C _ H ) 0 = 0  ; Z)0>«=0. 

Then 

Utfx  = Ulj   V(/,y>#0,0) 

/ n + \ 
0,0 WV=\ 

Hence,  TV(Un)=4,  TV(Un + l)=4+2k.  Because  X>0  we  find 
TV{Un + x)>TV(U").  Thus we have  found  a  monotone  scheme which is 
not TVD.  D 

Nevertheless,  the monotonidty  concept  of  definition  (2.5.3a) has  some use, as 
shown by the following  theorem. 

THEOREM (2.5.3e). 
If  scheme (2.5.3.12)  is  monotone  then a  steady state solution of  (2.5.3.12)  is 
monotone. 

PROOF. 
From (2.5.3.12) we see that for a steady state solution  {U(j}   we have 

v   A i  +  *<J  U'   +»./ +  BU  + V> UUj + \ + Q   KJ Uj 1 ,7+ A j    K UjJ  1 
Ai+a,j  + By+ii   + d  uj + Dy  a 

which,  due  to  the  positivity  of  the  coeffidents,  proves  this  theorem  immedi
ately.  D 

Thus a monotone scheme guarantees that  in a steady  solution  spurious oscilla
tions  do  not  occur.  There  is  no  contradiction  between  monotonidty  and 
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secondorder  accuracy  (neither  in  one  nor  in  more  dimensions).  This  will  be 
shown  by  constructing a secondorder  monotone  scheme.  Consider  (2.5.3.11) 
and suppose that  the flux functions ƒ(«) andzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA g(u) can be split in a forward  and 
a backward flux (see (2.2.1.5)): 

ƒ(«)=ƒ+ («)+ƒ("); 
g(u)=g+(u)+g(u)  ; + .  ,  ,  _ , ,  (2.5.3.17a) 

where 

f/>)>o;£.r(«)<o;VHGiR 
"  (2.5.3.17b) 

^ + ( « ) > 0 ; ^  ( « ) < 0 ; V « 6 R . 

A finite volume discretization  is given by 

h 
Af 
h 

+  ^l{g+(Utj»n)+g\u*j»»)){gHUtj+»'>)+g(U?j+ii '>)}] 

(2.5.3.18) 
where 

utj+ii
n = u?j+v*KS?jmjv?jx) 

Ufjt*  =Ut l + Wr£XUiiUfj   + \)  (2.5.3.19) 

and 

and  :̂Ri»R  is a continuous  function  called  the  limiter.  The  value  U\j  is  a 
numerical  approximation of the  mean  value of u in  cell  (i,j)  at  time  t—nkt, 
the  values  Uj'+u.", U +̂iii

n  are  approximations  of 
i  /•(/' + «)* 

"*"./•_  «((' +  )̂A,T>,nA/)̂ i?  at the left  and right  side  of  the cell  wall 
(i + 'AJ). See figure 2.5.3a. 
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UizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  \j  Ui _ HJ 

UiJ+i 

Uij+n 

UiJ  + H 

Ufnj  Uij   Uh*,j 

Ufja 

Ui+aj   Ui + \j 

Uïi* 

U,,ix 

FIGURE 2.5.3a.  Location of the various variables in the space discretization. 

The limiter ^=^R)  is introduced in the discretization in order to construct a 
monotone, spatially  secondorder  scheme. The limiter is a function  of the con
secutive  gradients, a common  practice  in this  field  [23,25]. Notice  that ̂ =0 
corresponds to the firstorder  upwind  scheme, while \f/=l   yields the fully  one
sided  secondorder  upwind  scheme  (K=  —1  : see (2.5.1.3)). We already  know 
that </</?) has to be a nonlinear  function. 

We wish to show under what conditions  scheme (2.5.3.18) is monotone. It can 
be easily seen that  scheme (2.5.3.18) can be written as (2.5.3.12) by taking 

r(uh»,jn)r(uf»,n  uh^ru?»/ 
Ui+v,,j"  ~U(  %j"  Ul+ \j — U?j 

An Ai  +  U,j

i~MJzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA—  T—  /  —  '  — 

U+uj"   — Uj _ uj"  Ufj — Uf ij 

Blj+u 
g(U?j+»n)g(U?,i»n)  U?,l+»nUÏj»n 

jjR  n  JJR  n 
Ui,j+V,  Ui,jH  Cfy + iïfy 

(2.5.3.21) D„   _ , g+{Ub+ti
H)g+(UÏj»')   l/fo+a"(/W 

To obtain positivity of the coefficients A"+ii j,  B"J+H  etc, it is sufficient  (by the 
Mean Value theorem) that 

JjR  n _JJR  n  rjL   n  JJL  n 
Vi + u,i  UI»J  ^ Q  .  Ui+aj  Uiuj  ^ 0  . 
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jjR  n  jiR  n  wjL  n  ijL   n 
EM±»zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ^ « _ ^ o  ;  U"i +ii   Ui'i"   5*0  (2.5.3.22) 

U?J + iU?j  UfjUlji 

The  coefficients  A"+fi j,  B"j+ii   etc, are uniformly  bounded  by  assuming  uni
form  boundedness of  the derivatives of ƒ"*" (u), f~  («), g+(u),  and g~(u),  and 
taking care that  the left  handsides of  inequalities  (2.5.3.22) are also  uniformly 
bounded. 
By  substitution  of  (2.5.3.19)  in  (2.5.3.22)  it  is  easily  seen  that  (2.5.3.22)  is 
fulfilled if 

l + WR)ty<S)  • j>°   Vfl.SeR  .  (2.5.3.23) 

Furthermore,  uniform  boundedness  of  the lefthandside  of  the inequalities in 
(2.5.3.22) is obtained by requiring 

iK*)«KS)  •  Y<2M>
  v*>SeR,  Me(0,oo).  (2.5.3.24) 

So, (2.5.3.18) is a monotone scheme if the limiter ip=\p(R)  satisfies 

2<4{R)\HS)  • ±*Z2M,   VK.SeR 

This inequality is satisfied if 

a<^R)^M,  VReR 

and 

M<*f '*2+a,   V/?eR 

(2.5.3.25) 

(2.5.3.26a) 

(2.5.3.26b) 

The monotonicity  region  given by (2.5.3.26) is depicted  in figure (2.5.3b). We 
assume ae[—2,0]. 

i  /$  =  (2+a)R 

+>R 

' ^ : : ; ^ : ; ^  . ' : : ; ^ : : : : ^ : : ^ ^ : /   : : ; ; L ^  ^  —  Q 

4>  =  MR 

FIGURE (2.5.3b). Monotonicity region. 
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So, we have found  the following theorem. 

THEOREM (2.5.3f). 
If   the  limiter  tp=\HR)  has  the  properties  that  there  exist constants 
Me(0,oo),ae[2,0]  such  that a<tfR)<M,  M<^^2+ ayReR>  then 

(2.5.3.18)  is a monotone scheme. 

The requirements  for  this theorem imply that <K0)=0 Notice that  i//=0, which 
corresponds with  the  firstorder  upwind  scheme, result  in  a monotone scheme, 
as is to be expected. 
Now, we  investigate  under  which conditions  scheme (2.5.3.18) is  secondorder 
accurate with respect  to the space discretization.  Define 

uhii,j=uitj+'/ nKRi,j)(Ui,juilJ) 

UK^Utj   + 'AKj)   MjUi^j)   e  (2.5.3.27) 

and similar formulae  forzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  l\/±a   and t/£}±<4
Notice  that  U corresponds with <//=l,  the fully  onesided  secondorder upwind 
scheme (K= — 1). 

THEOREM (2.5.3g). 

If  the limiter \f>=\HR) is constructed such that 

U?+»j ~ VfHj  = Üf+iiJ   Üf »j + 0(hP + l)  (2.5.3.28a) 

Uh»jUK»,j  = ÜÏ+»jÜÏ ii,j  + 0(hP + i)  (2.5.3.28b) 

U?+lijÜ* +ii,j  = 0(hP)  (2.5.3.28c) 

Uh»,jVÏ+»j  = 0(hn  .  (2.5.3.2M) 
withp =  l  or p—X  and where  U*+nj,   Uf+iij,  Ui+nj,  UJ+HJ  etc> are given by 
(2.5.3.27), then scheme (2.5.3.18)  is porder accurate  with respect  to  the  space 
discretization. 

PROOF. 
This theorem is a direct consequence of  theorems (2.5.2a,b).  D 

From (2.5.3.27) we see that 

Uhii,j  = Üf+lij  + i^KR ij)\)(U i,jUihj).    (2.5.3.29) 

Because 

K * y )  1 = v < l )  1 + f (lXHy   D+WiPijXRij    \f 
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withzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA yf/=d4//dR,^"=d2^/dR2  and pUj between  1  and Ritj  and 

(RtJzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  1) (C/y 0,,,,) =  Ui+iJlUiJ+UilJ 

we find that the assumption 

Kl )= l  (2.5.3.30) 

leads to 

+ W*"(ftjX^1)  W  + i j  2 I / w +  ülijX2.5.3.31) 

Assume that  | ̂   |  is uniformly  bounded,  then 

(Similar relations can be derived for  Uf+^j — Ui+aj,   UHUJ ~~ Uinj)
Hence,  scheme  (2.5.3.18)  is  firstorder  accurate  with  respect  to  the  space 

discretization. 

Furthermore, by> assuming that —  =^0, we see that 

Ryl=0(h). 

Then, assuming  \\j/'\  is uniformly  bounded, (2.5.3.31) leads to 

Uf+li jUf+ii j  =  0(h2) 

uh»j  uf»j=iï+»j    iï»j+O(A3) 
and we see that  the scheme is even secondorder accurate in space. 
Because in general the set 

B=«V>l£0«£0) 
has measure 0, we have the following  theorem. 

THEOREM (2.5.3h). 
(a)  If  \p(\)=l  and  | ^ |  is  uniformly  bounded,  then scheme (2.5.3.18)  is first

order accurate in space. 
(b)  Assume furthermore that  | <//" |  is  uniformly bounded  Away  from points 

where —  =0  or ——=0 the space discretization  is secondorder accurate (in 
öx  oy 

the sense of definition 2.5.2a).  Moreover, 

2h2  |FhRhuRhFu  |,j = 0(h2)  (2.5.3.32) 
• J 

where Fh is the space discretization according to (2.5.3.18). 

Notice  that  scheme  (2.5.3.18)  is  linear  when  ƒ(«)  and  g(u)  are  linear  and 
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\f^R)=a+bR,  a,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  6eR.  Note  that  \HR)=a+bR  does  not  satisfy  the  require
ments of  theorems (2.5.3f,h), as we should expect. 

Examples  of  limiters  combining  the  property  of  secondorder  accuracy  and 
monotonicity are: 

EXAMPLE  1: The VAN  LEER limiter [23,25,26]. 

*VL(R)=**I*\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  •  (25.3.33) 

By taking A/= 2 and  a=0  it  is easily seen  that  this limiter  satisfies  the mono
tonicity  restriction  (2.5.3.26).  Because  ^KL(1)=1  secondorder  accuracy  is 
obtained. 

EXAMPLE 2: The VAN  ALBADA limiter [24]. 

By taking M=2  and a— — 'A  it  is easily seen  that  this limiter combines mono
tonicity with  secondorder  accuracy. Notice that  $VA  GC°°(R).  Another  advan
tage of  this  limiter  is that  lim  ipVA(R)=\.  This implies that  at  discontinuities 

«w±co 
the  scheme  renders  the  fully  onesided  upwind  scheme  (K=  —1),  which  is  a 
natural scheme at discontinuites. 
For  a  review of other  limiters  see [23]. But  notice  that  a limiter <J>C) of  [23] is 
related  to »/</?) by R = Mr, ^R)=R<p(r).  A limiter # r )  of [23] is only algebrai
cally identical with «/</?) if 4>iR)/R =>K1/*)

REMARK (2.5.3a). 
It  has  been  observed  [26]  that  secondorder  accuracy  can  be  achieved  by 
assuming a  linear distribution,  rather  than  the uniform  distribution,  associated 
with  firstorder  schemes.  In  a  cell,  a  linear  distribution  in  the  x  direction  is 
achieved if 

Ui+aj  ~ Ui,j  =  Ujj — Ut  aj  , 

and similarly in the/direction.  Using (2.5.3.27), this means 

mjXUj    u,  ij)=4i4M+,,,    u,j) 

or, equivalently 

So, if a limiter  satisfies 

«Kj^)=&P  VfleR  (2.5.3.35) 
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we can  speak  of  linear  distributions  in  each  cell.  It  can  be  verified  that  both  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
$VL  and  $VA possess this property. This is no coincidence:  they were designed 
that way. 
If a limiter satisfies (2.5.3.35) we have the following  theorem: 

THEOREM (2.5.3i). 

If  a limiter 4/=>p(R) has the property xK^)=fT'  and  if Vw'/'min^?,  where 

tmax=max(MR)),  *miB=minOK*)), 

then scheme (2.5.3.18) is monotone. 

PROOF. 
Because  the  limiter  satisfies  (2.5.3.35),  the  monotonicity  conditions  (2.5.3.26) 
are equivalent with 

a^tP(R)<M  ;  M<^R)<2+a  ;  VR  .  (2.5.3.36) 

Put 

Formula (2.5.3.35) implies # ) )=0 ,  hence a < 0  and  ^ 2 * 0 . 
Hence 

lL«<2+a<2=JI#  => a<^R)^M  VR 

and 

4>min>tma2>2=M  =>  M^UR)^2+a  VR  . 

D 
REMARK (2.5.3b). 
The Kschemes (2.5.1.3) can be written as (2.5.3.19) by taking 

iKR)=^YL  + ̂ YLR  *  (2.5.3.37) 

As expected,  the Kschemes correspond  with  a  linear  limiter  and  are  therefore 
not  monotone. A  class of  limiters  which  combines  monotonicity  and  second
order accuracy is derived from  the Kschemes by 

^ ( ^ ) = ( i y L  + LyL/?)  • <KR)  (2.5.3.38) 

where 

« * ) = T ! T 7   (2.5.3.39) 

Notice  that  «1)=1 ,  <>'(1)=0  and  therefore  the  <//„  limiters  resemble  the K
schemes in the smooth part of  the flow field where J l « l .  Concerning accuracy, 
the ^1/3 limiter is the best. Notice that ifo(R) is the Van Albada limiter. 
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The  i//K  limiters  are  depicted  in figure (2.5.3c)  forzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  K= — \, — %, — '/3,0,Vs,¥i, 1. 
Not  all &(/*) limiters  lie in  the monotonicity  region  depicted  in fig (2.5.3b). 
Notice  that  (//„(0)=1—K. Thus \j>\(R)  does not satisfy  the monotonicity  con
ditions  (2.5.3.26) because i^_,(0)=2  and i / / _ , (  l ) =  l .  From figure (2.5.3c) 
it is easily seen that  ipK(R),  KG[ — '/J, 1] satisfies  the monotonicity  conditions for 
a='A,  M=2. 

/  o    K—1 
(k^_  /  o   K—2/3 

~  —  _ ^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  /  A  K   1 / 3 
"  +   K0 

x   Kl/3 
o    K2/3 
1  Kl 

1  1  1  1  1  r —  r 

FIGURE  (2.5.3c).  The \1>K(R) limiters for K=   1 ,   %, 'AA'Atf,  1. 
4 

A disadvantage of the >//«(/?) limiter is that  lim  (//#(/?)=T  An improvement 
Rn±ao 

of the tyniR) limiter is 

MR)=(j+jR)kR) 

with 

«RY
3R32R2  + 3R 

2{RA + \) 

(2.5.3.40a) 

(2.5.3.40b) 

Notice  that  *(1)=1,  <J>'(1)=0 and <p(R)~f  for J?i»±oo. Thus ^(R)  resem
2/v 

bles the K= lA  scheme and  lim ^(R)=  1. 
The ^ ( R )  limiter  is depicted  in figure (2.5.3d).  It  is  easily  seen  that \f/a(R) 
satisfies  the monotonicity conditions for a= — V2, M=2. 



92 

i  i.s  I  u.a  u  "■» 
R 

FIGURE (2.5.3d). The special limiter  ^(R). 

The use of the ^(R)  or «/^(R) limiter instead of  the ipo(R)  limiter  is especially 
important  for  the  computation  of  boundary  layer  flow  modelled  by  the 
NavierStokes equations, see [2]. 

REMARK  (2.5.3C). 

The use of a  limiter  in  the interpolation  is in  fact  equivalent  with  a  nonlinear 
monotone interpolation.  This becomes clear  in  the following  example where a 
limiter is constructed by the interpolation  of three states by an exponential. 
Consider  three  states  U\.  UQ,  U\  which  are  the  mean  values  of  a  function 
u(x)  on  the  intervals  (—yA,— yA),  (—yA,yA),  (yA,yA)  respectively.  Sup
pose 

u(x)=A+Beax.  (2.5.3.41) 

The unknowns A,B  and a are derived  from 

uk  = T  f  \A+Beax\dx=A+^reahk\eiiahe,iah\  * =  1 , 0 , 1 . 
W l  J  "*  I  J 

Define 

J t s  " '  " *  aah 

UoUt 

We require 

U0 + >/*W) (UoU{)=u('/2h)=A  + Be*"* 

It can be easily seen that (2.5.3.42) implies 

(2.5.3.42) 
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W^J^rVR+MogR).zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (2.5.3.43) 

2 
By denning <K1)= 1  it is easily seen  that feC0 0^,!»)  and t//(l)=y.  Thus, this 
limiter  corresponds  with  the  K='A scheme.  Because  lim 4/(R)=2  we have  to 

take a=0  and  M=  + oo. By defining  \p(R)=Q,  R<0  it  is easily  seen  that  this 
limiter  lies in  the monotonicity  region depicted  in  figure  (2.5.3b) for  <x=0 and 
M=  + oo. This means that  steady state solutions obtained with  this limiter are 
monotone. 

The use of  limiters in the secondorder  space discretization of  the steady Euler 
equations  is  straightforward.  Let  qf+ujW  and  qf+Vlj

(k)  be  the  fcth com
ponent  (k = 1,2,3,4) of qj'+aj  and qf~+uj  (see (2.5.1.2)). Then we take 

qh»,j {k)=qftuj + WAJi)  (qrhrfthj)  (25.3.44) 

where 

R(k) _  ftH,;~9.,/  (2  5  3 4 5 ) 
'•J  flWflC*),  ■  ^ 3 . J . « ; 

"f y  */' 1,7 
Thus  the  limiter  K̂(R)  is  applied  on  each  component  c,u,v or  z  of  the  states 
{qfj}   separately. 
In  case Qy  is  a boundary  volume,  so that,  for  example  3Q,+gj  is part  of  the 
domain boundary, no limiter can be used  to compute qhu,j  and qfaj.  In this 
case we use a simple linear interpolation, i.e. 

qh  KJ=qij+tiiqtj     qt 1,;) 

q?»J=qijV2(qijqiUj).  (2.5.3.46) 

The boundary  conditions,  together  with  the  state qhaj>  are used  to  compute 
the boundary  state qf+aj,  by considering the Riemann boundary problem. The 
Ruxfi+ii j  at dtlj+uj   is computed by (2.5.1.2). 
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Chapter III 

Multigrid Solution of the FirstOrder Discretization 

3.1.  INTRODUCTION 

The  multigrid  method  has  become  a  wellestablished  technique  for  the 
acceleration  of  relaxationiterations  to solve the sparse systems  that  arise  from 
discretization  of  elliptic  partial  differential  equations.  The  advantage  of  mul
tigrid  over  other  acceleration  techniques  is  the  fact  that   under  suitable,  but 
quite general circumstances  the rate of convergence is independent of the size 
of  the system  to be solved.  For other methods the rate slows down rapidly  for 
finer discretizations when  the systems get  larger. This makes  the multiple grid 
method  superior  to other methods  at  least for  very large elliptic systems.  For 
readers unfamiliar  with multigrid  techniques we refer  to [1,2]. 
The  multigrid  technique  has  also  been  applied  with  success  to  other  types of 
equations,  such  as parabolic  partial  differential  equations  and  integral  equa
tions. Based  on  the pioneering work  of  Brandt  [1] it  is expected  that with  the 
multigrid  method,  for  many  equations,  a  sufficiently  accurate  approximate 
solution  can  be  computed  in  an  amount  of work  that  is equivalent  to  a small 
number of evaluations of  the (nonlinear) operator. 

Also for  the steady  solution of hyperbolic equations, such as the Euler equa
tions, the multigrid  technique has been used for  the acceleration of  the solution 
process. For a  survey of multigrid approaches  to the Euler equations, see [3]. 

In  this chapter, we  study  a  multigrid  method  for  the  solution  of firstorder 
discretizations only. As noted before, firstorder accuracy is too low for practi
cal  problems.  Therefore,  the  ultimate  goal  is  an  efficient  and  robust  solution 
method  for  systems  obtained  by  secondorder  discretization.  Such  a  method, 
based  on  the defect  correction principle, is developed  in chapter  IV. The basic 
tool of  this method is the multigrid  solver for firstorder discretization which is 
the topic of  this chapter. 

3.2.  NESTED  ITERATION  AND NONLINEAR  MULTIGRID 

Let 

F\{qh)=rh  (3.2.1) 

be the firstorder accurate discretization  of  the 2D steady Euler equations with 
source term r. Hence, (see (2.1.15)) 
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(Fl(qh))ij =fi+uj   +fij+ufinj   fij'a  (322) 
with 

fi  + lij   ~ hzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + KJ Tr+H,jfR(Ti  + UJah,i,j> Ti + HjQhj  + l,y ) 
_  (3.2.3) 

Ay+« kj+aTiJ+afRiTij+aqitjjyTij+fiq^ij   + i) 
where  /,+^y  is  the  length  of  3ö,+«,7,  7}+«,; = 7X<f>l+Jy)  and 
(cosQj+uj,  an<t>i+n,j)  is the unit normal on 98, + ay directed  from Q,y to Q, + i,y 
(see fig. 2.1.b). Similarly, l/j+ii   is the length of 30y+a,  7/̂ +f4 = r(^iiy+J4) and 
(cos^/j+jj,  sin^y+ji)  is  the  unit  normal  on  9ft,,y+«  directed  from  ü(j  to 
fl,y+1.  The subscript  h denotes  the meshwidth  and  fy  is Osher's  approximate 
Riemannsolver.  Although  in general  r=0, we prefer  to describe  the solution 
method for firstorder systems with an arbitrary (but small) righthand side. 
We will  develop  an  efficient  multigrid  solution  method  for  (3.2.1). A nested 
sequence of finite volume grids is constructed, such that each finite volume in a 
given  grid  is the union  of  four  finite volumes in  the next  finer grid,  as indi
cated in fig. 3.2a. The grids are denoted by B*, k = 1 , . .  . , / ;  their meshsize is 
h\>hi>   ■ ■ ■  >hi=h.  Hence, 01 is the coarsest grid, 0/ the finest  grid. 

The solution method  consists of two successive stages: nested  iteration (or  full 
multigrid:  FMG)  and  nonlinear  multigrid  (NMG) (or  full  approximation 
scheme:  FAS). 

Stage I: Nested iteration 
Let 

FUqk)=r k  (3.2.4) 

be  the firstorder discretization on Qk, k = \,...,/.  Denote  with q\  the solu
tion  (3.2.4), k — \,...,/.  Nested  iteration  starts  with  some  initial  estimate of 
q\  and proceeds recursively. Given an approximation  of q%,  an approximation 
of ql +1  is obtained as follows. The approximation  of ql  is improved by a sin
gle NMGiteration  (see stage II) and this improved  approximation  is interpo
lated  to the finer grid  Ö*+ '. These steps are repeated  until  an approximation 
of q*i   has been obtained. 

The  interpolation  used  to  obtain  the  approximation  on  a  finer  grid  is  a 
piecewise constant  interpolation  (assign  the coarse  volume value (qk\j  to the 
corresponding 4 finer volumes of Ö* + ' ) . 

Stage II:   The nonlinear multigrid (NMG) method 
To converge rapidly  to the solution of (3.2.1), NMGiterations  are applied on 
the finest grid Q'. One NMGiteration  on a  general  grid  Q* is denned  recur
sively by the following steps: 

(0)  Start with an approximation qk of q'k. 
(1)  Improve qk by application ofp  (pre)relaxation  iterations to  F\{qk)=r k. 
(2)  Compute the defect (or residual) dk:=r k—  Fk(qk)
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(3)  Find  an approximationzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  qk_x  of q*k\  on  the next coarser grid Q*~'. One 
possibility  is  to  take  the  last  obtained  approximation  to  qlx  Another 
possibility,  to be used  here,  is qk\  :=ƒ£  qk  where  fk  is  a  restriction 
operator. 

(4)  Compute  rk\:=Fli(qi c\)+Ik~ idk  where  Ik~
l  is  another  restriction 

operator. 
(5)  Approximate  the  solution  of  FkX(qkx)=r k\  by  o NMGiterations on 

Q* 1.  The result  is called qk\.  ( a=l  results  in a  socalled Vcycle,  o=2 
in a Wcycle). 

(6)  Correct  the current  approximation  by qk:=qk  + Ik   \ (qk  \ — qk   \),  where 
Ik _ ] is a prolongation operator. 

(7)  Improve qk  by application of q (post)relaxation  iterations to  F\{qk)rk. 

The steps  (2)(6) are called  the coarsegrid  correction. These steps are skipped 
on the coarsest grid. 

In order  to complete the description of NMG we have to discuss: (i) the choice 
of  the transfer  operators Ik _ i, 1% ~',  Tk  , (ii) the relaxation method, and (iii) 
the multigrid schedule i.e. the numbers p,q  and a. 

(i) Choice of the transfer operators 
The  coarse  grid  cell  (8* ~'),•,•  is  the  union  of  the  fine  grid  cells 
(Ö*)2,t27,(ö*)2,i,2;,(ö*)2,,2;i  , A ,  i , 2 ,  i  (see fig. 3.2a). 

FIGURE  3.2a.  The subdivision of a coarse grid cell in four  fine grid cells. 

The restriction operators lk  and Ik
  _ 1  are defined by: 

(qk\\j=(h  qkXj 

'■=~4{(qkh,2j+(qkh\<2j+(.qk)2it2ji+(qk)2ii,y\} 

(3.2.5) 
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{dkx\j=il k
k'dk\j 

'■=(dkh,2j+(dkh\,2j+(dkh,2j\+(dkh\,2ji  •  (32.6) 
Notice that a state q is represented  as q=(c,u,v,z)  (see section 2.2.2). 
The prolongation operator Ik\  is piecewise constant interpolation  defined by 

(h\qk  lhi,2j=(h  iqkihil,2j  =  (Ik  tfklhi,2jI 

=(Ik\qkih\,2ji'=(qki\j   •  (32.7) 

By defining the transfer  operators in this way, we have the following  theorem. 

THEOREM (3.2a). 
The firstorder coarse grid discretizations of the steady Euler equations are Galer
kin approximations of the fine grid discretization i.e. 

F\X=I k
k'F\lk

kx  * = / , . . .  , 2 .  (3.2.8) 

PROOF. 
From the definitions of  the transfer  operators Ik

:~1,Ik\  it follows  that 

(7E  I *MUifc i )y=  (Fiqkh,2j+(Fkqk)2ii2j 

+(rtqkh,2j\+(rtqk)2ii,2j\  (3.2.9) 

where ft =7{ i f t  i . 
Because 

(qk)2i,2j=(qkh\,2j=(qkh,2j\=(qkhii,2ji=(qki)ij 

it  is  easily  seen  that  the righthandside  of  (3.2.9)  equals  (Fjlifti),.;. 
D 

From  (3.2.8) it follows  that  we have a nested  sequence of discretizations,  i.e. 
the  following  scheme  (fig.  3.2b) of operators  and  spaces  commutes  (Xk  is the 
vector space of states  {qk}  at Ö*, Yk  is the vector space of  total fluxes at Q*). 
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FIGURE  3.2b.  The nested sequence of discretizations. 

Another property which follows directly from  the definitions  (3.2.5)(3.2.7) is 

i t " ^  , ^  ,  (3.2.10) 

where Ik\  is the identity operator on Xk_i. 
The  effect  of the  Galerkin  approximation  (3.2.8) on  the  FASiteration  pro

cess  is  the  following.  Let  qk  be  an  approximation  of q\ and  qk  the improve
ment of qk after  a coarse grid correction which is assumed to be solved exactly 
for  the moment. Thus 

qk=qk+Ik\Qk\lk  \k)  (3.2.11) 

where qk\  is the exact solution of 

4  i ( f t  i ) = F i _ , ( i J " 1 f t ) + 7 j  , ( r t  F t o ) .  (3.2.12) 

From (3.2.10,11) it follows  that 
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Ik  <!k=<ik\   •  (3.2.13) 

Using the relations (3.2.8, 10, 11, 12, 13) we find that 

Jk\rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  _ F 1  7*  1^* ~lk  rk  rk\lk  q 

=I kk~XrkFkX~qkX 

=I k
k\FlqkFil k

kXTk~
Xqk).  (3.2.14) 

For  the restriction of the residual we obtain 

Ik
k\rkFk~qk) 

=lkk\rkFllï X?k~'qk+Fllïti~ XqkFl~qk) 
=lt\{FUkFU k

kill~
lqk}{Flq kFUk

klI
k
k~

lqk})  (3.2.15) 

In  two particular  cases  the  restriction  of  the  residual  vanishes  for  a  Galerkin 
approximation.  First,  suppose qk e Range (Ik\).  From (3.2.11) it  follows  that 
qk e Range (/* 1) and using (3.2.10) we see from  (3.2.15) that 

Ik
k\rkFlqk)=Q. 

That is, after coarse grid correction the residual belongs to Ker  (/{p1). 
When  F\  is  linear,  this  remains  true  when  qk £ Range (J*i).  This  is  a well 
known result. It follows from  (3.2.15) in the following way: 

lkk\rkFk~qk) 

=I k
k\FkFkl

k
k_x?k~

X)(qk~qk) 

=I k
k\FiFUkkll

kk~l)Ikki(i
kk~lqkqki) 

In  the  neighbourhood  of  a  solution,  the  difference  between  qk—qk  will  be 
small and F\  will approximately behave as a linear operator:  the restriction of 
its residual will be very small viz. 0( 11 qk—qk 112). 
Since  / £  1  corresponds  to  taking  local  averages  with  positive  weights,  grid 
functions  in  Ker(/^1)  have  many  signchanges  and  hence  are  nonsmooth. 
Local relaxation methods exist that reduce nonsmooth residuals  efficiently. 

(ii)  The relaxation method 
We  use  Collective  Symmetric  GaussSeidel  (CSGS)  relaxation.  This  means 
that,  at  a particular  level, all cells are scanned  one by one in  some prescribed 
order and  at each volume visited,  the 4 unknowns (c,u,v,z)  are changed simul
taneously  ('Collectively')  by  solving  the  4  nonlinear  equations  by  Newton's 
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method (local linearization). 
One Newton iteration  applied  to the equation 

is defined by 

(3.2.16) 

(3.2.17a) 

(3.2.17b) 

The computation  of  the term ———zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(Fl(qk))j.  is described in  section 2.4. The 
o{qk)ij 

solution of  the linear  4 X 4  system (3.2.17a) is obtained by  Gausselimination 
with  column  pivoting.  One  or  more  steps  of  Newtoniteration  are  used  until 
the  local  residual  is  reduced  below  a  specified  magnitude.  It  appeared  most 
efficient  to  take  this  tolerance  so crude  that  no  more  than  one  iteration  step 
per cell is performed. 

Several  relaxations,  all being of  the Collective GaussSeidel  type, were con
sidered  in  [4,5].  It  appeared  that  the  following  choice  is  very  robust  and 
efficient  [4,5]: use CSGS from NorthWest  to SouthEast  and vice versa for  the 
prerelaxation,  use  CSGS  from  NorthEast  to  SouthWest  and  vice versa  for 
the postrelaxation.  For  all  computations  presented  in  this  work  we use  this 
particular relaxation  method. 

For  an  analysis of  relaxations  of  Collective GaussSeidel  type  for  the Euler 
equations and related model equations see [6]. 

(Hi) The multigrid schedule 
A multignd  schedule is a  rule for  the order  in which  the grids are visited. We 
use  a  fixed  schedule  for  all  computations  presented  in  tile  next  section. We 
take a=\  andp=q  = 1, i.e. we use Vcycles with one pré and one post relaxa
tion, both  in  tile nested  iteration  and  the NMGstage. Experiments  show that 
different  (p,^,a)strategies  are not  much  different  in  efficiency  [4,5]. Usually  a 
smaller convergence factor  is compensated by a corresponding amount of addi
tional work. 

Figure 3.2c gives an  illustration  of  the multigrid  schedule. Suppose there are 5 
nested  grids  (/=5).  Between  two  succeeding  points A,B  we have  one NMG
iteration  (Vcycle).  Between  two  succeeding  points  B,A  we  have  a  piecewise 
constant  interpolation in the nested iteration stage. 

o:  relaxation 

FIGURE 3.2c.  Schematic representation of  the multigrid schedule (5 levels). 
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33.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  NUMERICAL RESULTS 

InzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  this section numerical  results are presented  for  four  testproblems.  The first 
two  testproblems  concern  the  computation  of  channel  flows.  Testproblem 
three  concerns  the  resolution  of  a  contact  discontinuity  and  in  testproblem 
four  we consider a cylinder  in a supersonic free  stream.  For  each  testproblem 
we give the convergence history of the mul tigrid method described in  the previ
ous  section.  The  firstorder  solutions  obtained  are  presented  graphically  in 
order  to  compare  their  quahty  with  the  secondorder  accurate  solutions 
presented  in chapter IV. 

PROBLEM  1.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Flow in channel over a circular arc bump with thickness 4.2%. 
The geometry of  the channel is given by  the following mapping from  the  (|,TJ)
computational space to the (x,y )physical space. 

10 2  < £ <   f  =>|=(77|+90)/32 

^  =>i=(14£5)/40 

4 ̂  < £ <  3  => |=(133^255)/48 

 f  <«< 

 2  <£*£  0.625 

0.625  < | <  0.625 

0.625  < | <  3 

E > A '  1 

x =  2+1.375 

x = l 

x = 32.375 

M+2)  _ 

(3.3.1a) 

A  •  1375  _ 

„ M  3 ) . 

A  • 2.375  , 
e  — 1 

T / = 2 

|x|*£0.5 

,2A.  1 

• y=v+(i^X^9x2  2.958) 

(3.3.1b) 

(3.3.1c) 

(3.3. Id) | JC | >  0.5  =>ƒ=!) 

with j8, =2.26, & = 1.39,  ft  =  1.25/ 
At  level  /,  /=1,2,3,4,5  the  vertices  of  the  quadrilateral  volumes  Qitj  in  the 
(x,/)space  correspond  to  a  regular  square  mesh  consisting  of 
5.2</_l5X  2.2<''>  volumes covering [2,3]X[0,2]  in the (£,Tj)plane. 
The nested sequence of grids is given in fig. 3.3.1. 



*  AXIS 

i 

FIGURE  3.3.1.  The nested sequence of grids for  testproblem 1. 

We  consider  the  convergence  history  of  the  NMGiteration  proces  for  three 
different  parallel  flows given by the following boundary conditions 

Problem  la:  Subsonic  flow:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  MMei=Q.3,pMet=poaüei. 
Problem  lb: Transonic flow:  Afinlet=0.85)/7inlet=/7outie,. 
Problem  lc:  Supersonic flow: Miniet=3.0. 

Minie,  is  the  entrance  Mach  number  at  x =  —2.  We  take pMet—Poaüei>  this 
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makes  the  numerical  solution  essentially  independent  of  the  value  of 
/'inlet "/'outlet• 
The  solid  boundaries  are treated  as described  in  section  2.3.2.  For  problem 
la,b  at  the outflow  boundary  (x = 3),  poaüet  is prescribed  and  the boundary 
condition  is  treated  as described  in  example  (2.3.2a). At  the inflow  boudary 
(JC =   2 )  we prescribe  v=0, c = l,  «=M inlet  and, in  case of  problem  la,b, z 
such that ̂ iniet =/>outlet  (overspecification), in case of problem  lc, z = 1. 
In  fig. 3.3.2 we present  the convergence history of the NMGiteration  process 
at  different  grids  for  the subsonic  testproblem  la. At the ordinate  the loga
rithm  (base  10) of a  norm  of  the residual  is depicted.  The norm  used  is the 
sum of the four L\norms  of the components in the residual, i.e. 

ii*"Afa)M=2 
* = i  .ft/) 

(3.3.2) 

In fig. 3.3.3,4 we present the convergence history at different  grids for the tran
sonic  testproblem  lb. In fig. 3.3.3 we have  used  the Pvariant  of  the Osher
scheme,  in fig. 3.3.4 the Ovariant  has been  used. No difference  is observed. 
The Pvariant of the Osher scheme is always used unless mentioned otherwise. 
In fig. 3.3.5 we present the convergence history at different  levels for the super
sonic testproblem lb. 

LEGEND 
□   GRID 10x4 
o  GRID 20x8 
a  GRID 40»16 
+  GRID 80»32 

ITERATION NUMBER 

FIGURE  3.3.2.  Convergence  history 
of  the  NMGiteration  process  at 
different  grids for testproblem la. 

LEGEND 
GRID 10«4 
GRID 20«8 
GRID 40x16 
GRID 80x32 

ITERATION NUMBER 

FIGURE  3.3.3.  As  figure  3.3.2 but 
for  testproblem lb. 
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LEGEND 
□  6RI0 10x4 
o  GRID 2 0 8 
a  GRID 40x16 
+  GRID 80x32 

LEGEND 
□  GRID 10«4 
o  GRID 20»8 
a  GRID 10»16 
+  GRID 8Q«32 

ITERATION NUMBER  ITERATION NUMBER 

FIGURE  3.3.4.  As  figure  3.3.3  but  FIGURE  3.3.5.  As  figure  3.3.2  but 
with the Ovariant.  for  testproblem  lc. 

From  the experiments  we conclude  that  for  supersonic and  transonic flow the 
rate  of  convergence  of  the  NMGiteration  process  is  (for  practical  purposes, 
where  one  only  wants  to  get  below  truncation  error)  independent  of  the 
meshwidth.  Nested  iteration  alone already  brings us close to  truncation  error. 
Convergence  is  slower  and  dependent  on  the  meshwidth  for  small  Mach 
numbers. 

The  transonic  testproblem  lb  is  a  standard  problem,  used  to  compare  many 
different  methods  [9]. For  this  problem  only  we give results  of  the  firstorder 
solution  obtained.  The  results  are presented  in  fig.  3.3.612  and  are obtained 
at  the 40  X  16 grid.  In fig. 3.3.6,7 we give the Mach number distribution. Fig. 
3.3.6  is obtained  with  the Pvariant,  fig. 3.3.7  is  obtained  with  the  Ovariant. 
Again, no difference  between  thezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P and  Ovariant  is observed. In fig. 3.3.8 we 
give the cp distribution. The pressure coefficient  is defined  as 

CP  = 
_P~Pc 

#Poo"i 
(3.3.3) 

where  the  values  at  infinity  are  obtained  by  averaging  the outflow  values. In 
fig.  3.3.9  we  give  the  entropy  distribution  of  the flow field. The  entropy  is 
presented  as (ss^ysn  with  s=pp~y. 
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FIGURE  3.3.6.  IsoMach lines for  testproblem  lb  (40  X  16 grid). 

FIGURE  3.3.7.  As figure 3.3.6 but  the solution is obtained with the  Ovariant. 

FIGURE  3.3.8.  Pressure contours for  testproblem  lb (40  X  16 grid). 
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FIGURE  3.3.9.  Entropy contours for  testproblem  lb (40  X  16 grid). 

In fig. 3.3.1012 we give the Mach number,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  —cp and entropy distribution  along 
the  lower  surface  of  the  channel.  The  shock  is  well  captured  but  notice  the 
spurious entropy generation at both corners of the circular bump. 

2.0  l.S  1.0  0.S  0.0  0.S  1.0  1.5  2:0  2.5  3.0 

FIGURE  3.3.10.  Mach number distribution  along the lower  surface  of  the channel 
for  testproblem  lb (40  X  16 grid). 

2.0  1.5  1.0  O.S  0.0  0.S  1.0  1.5  2.0  2.5  3.0 

FIGURE  3.3.11.  Pressure  distribution  along  the  lower  surface  of  the  channel  for 
testproblem  lb (40  X  16 grid). 
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FIGURE  3.3.12.  Entropy  distribution  along  the  lower  surface  of  the  channel  for 
testproblem  lb (40  X  16 grid). 

PROBLEM 2.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Supersonic flow in a channel with a 4% thick circular arc bump. 
This is a standard  test problem, considered  in [7,10]. 
The geometry of  the channel is given by the following mapping from  the (|,i))
computational  space  to  the (x,j)physical  space with (£,ij)e[—1,2] X [0,1]. The 
mapping is given by 

 1  < € <  7 = > € = ( 4 M  l ) / 3 

=>|=(4Ml)/6 

2  => €=(4É2)/3 

4  ^ * ^   4 

f<«<  (3.3.4a) 

 1  < £ <  0  = » x =  l  + 

0  < | <  1  =*x=\ 

e~ft«+1>l 

e~p'l 

1  *££<  2 = * x = 2   — 5  

_ e
f t "  l 

~  e A  l 

(3.3.4b) 

(3.3.4c) 

0 < x < l  =>j=i}+(l—f)X\/9.89105(xY)2  3.105) 

x<0orx>\=*y=ï   (3.3.4d) 

with fa = 1.26 and  ft  = 1.01. 
At  level  /,  /=1,2,3,4,5  the  vertices  of  the  quadrilateral  volumes  Q,y  in  the 
(jc,/)space  correspond  to a  regular  square mesh  over  6.2'_l X2.2' 1  volumes 
on [   1,2]X[0,1] in the (£,rj)plane. 
The nested sequence of grids that was employed is given in fig. 3.3.13. 
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FIGURE 3.3.13. The nested sequence of grids for  testproblem 2. 

At  the  inflow  boundaryzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (x = —  1)  we  prescribe  Mink, = 1.4.  We  take 
«inlet =Minlet.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  V^a  = 0 , Cjniet = 1. zinlet = —  Y^T)

In  fig.  3.3.14,15,  we  present  the  convergence  histories  of  the  NMGiteration 
process on grid 48 X16 and grid 96X32, respectively. As expected,  the conver
gence  rate  is  excellent.  For  later  comparison  (see  chapter  IV),  the  firstorder 
solutions on grids  48  X16  and 96 X  32  are presented. 
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ITERATION NUMBER  ITERATION  NUMBER 

FIGURE  3.3.15. As figure 3.3.14  but 
on grid 96  X 32. 

FIGURE  3.3.14. Convergence  history 
of  the  NMGiteration  process  for 
testproblem 2 (48  X  16 grid). 

In  fig.  3.3.16,17  the  Mach  number  distributions  obtained  are  shown.  Two 
oblique shocks are  formed  at both  corners of  the bump. Due  to  discretization 
errors,  the shocks  loose  sharpness  as one moves out  from  the  lower wall;  the 
reflection  of  the leadingedge  shock by  the upper  wall is hardly visible (cf.  the 
secondorder  solutions  presented  in  chapter  IV).  The  leadingedge  shock  is 
spread numerically over 6 volumes halfway  the channel (y =0.5). 

FIGURE  3.3.16.  IsoMach lines for  testproblem 2 (48  X  16 grid). 
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FIGURE  3.3.17.  As figure 3.3.16 but on grid 96 X 32. 

In fig. 3.3.1821 we give the Mach number and  the entropy distributions along 
the lower surface of  the channel. 

FIGURE  3.3.18.  Mach number distribution  along the lower surface  of  the channel 
for  testproblem 2 (48  X  16 grid). 

FIGURE  3.3.19.  As figure 3.3.18 but on grid 96  X 32. 
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O P O  o  D  □   a—Be 

FIGURE 3.3.20.  Entropy  distribution  along  the  lower  surface  of  the  channel  for 
testproblem 2 (48  X  16 grid). 

FIGURE  3.3.21.  As figure 3.3.20 but on grid 96  X 32. 

PROBLEM 3.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Resolution of contact discontinuities. 
Here the physical and  computational domain  are the same, i.e. the mapping is 
the  identity:  x=& y=ij.   We  take  Q=[0,1]X[0,1],  the  coarsest  grid  is  2X2 
volumes, the finest grid is 32 X 32 volumes (level 5). 
Two problems are considered: 

PROBLEM 3a.  Contact discontinuity aligned to the grid 
The boundary conditions are (s=p/pl,  z=ln(j)). 

x=0,  0<j><0.5  : «=0.25, v=0,  s=0.5 

x=0,  0.5<y<l  : u=0.75, v=0,  s = l 

other boundaries  :p =  \. 

(see fig. 3.3.22). 
At  the north, east  and  south boundary of  the domain Q, the boundary  condi
tion is treated  as described  in  example 2.3.2a  (subsonic outflow).  At  the west 
boundary, the boundary condition  treatment is as described in example 2.3.2b. 
The exact  solution  of  this  problem  has  a  contact  discontinuity  at ƒ =0.5.  In 
both parts of  the domain  the solution has a uniform  state:  for y <0.5  we have 
«=0.25,  v=0,  s=0.5,p  = \;  fory>0.5  we have «=0.75, v=0,  s = l,p  =  \. 
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FIGURE 3.3.22. The  domain  Q with boundary  conditions  corresponding  to  test
problem 3a. 

Because the contact discontinuity coincides with a grid line there is no discreti
zation error, and the numerical solution should be exact. The convergence his
tory of the NMGiteration process is shown in  fig.  3.3.23 and the entropy dis
tribution along the line x=0.5  is shown in fig. 3.3.24. From this last figure we 
see that the solution obtained is indeed exact 

ITERATION  NUHBER 

FIGURE 3.3.23.  Convergence history of the NMGiteration process of testproblem 
3a (32  X 32 grid). 



116 

I O O O O O O Q O O O O O Q P C P 

o<D  P O D O O O Q D O D O O O D [ 

°l  1  1  1  1  1  1  1  1  1  I 

0.0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.S  0.6  0.7  O.B  0.9  1.0 

ï 

FIGURE  3.3.24.  The entropy distribution  along the linezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x=  0.5 for  testproblem  3a 
(32  X  32 grid). 

PROBLEM 3b.  Oblique contact discontinuity. 
The boundary conditions are 

West boundary  x =0  : u = V2/8,  v =   V2/8,  s = 1/2  . 

•  North boundaryy = 1 : u = 3V2/8,  v =   3 \ ^ " / 8 ,  s = \  . 

East boundary  x = 1 : p = 1. 

South boundaryy =0  : p = 1  . 

The exact solution  of  this problem has  a contact  discontinuity  at  x+y  = 1. In 
both  parts  of  the  domain  the  solution  is  uniform.  For  x+y<\  we  have 
a=V/2/81.v =   v T / 8 , 5 = 1/2,p=\;  for  x + ^ > l  we  have  M =  3 V 2 / 8 , 
V =   3 \ ^ / 8 ,  s =  \,p  =  \. 
The  outflow  boundaries  (p = l)  are  treated  as  in  example  2.3.2a,  the  inflow 
boundaries are treated as in example 2.3.2b. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y 

o  P=\  i 

FIGURE 3.3.25.  The domain Q with boundary conditions for  testproblem 3b. 
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In fig. 3.3.26 we present  the convergence history of the NMGiteration process. 
In fig. 3.3.27  we present  the entropy  distribution  along  the line  x=0.5 and 
entropy  contours are  shown  in fig. 3.3.28. We  observe  considerable  smearing 
out of the discontinuity. 

10  IS  2D 

ITERATION  NUMBER 

FIGURE  3.3.26.  Convergence  history of the NMGiteration  process for testprob
lem 3b (32X32 grid). 

■ B D O O O O D O O O 

FIGURE  3.3.27.  The entropy distribution.along  the linezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x =0.5  for  testproblem 3b 
(32X32 grid). 
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FIGURE 3.3.28.  Entropy contours for testproblem 3b (32X32 grid). 

PROBLEM 4.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Cylinder in a supersonic  flow 
The  grids  used  for  the multigrid  computation  are shown  in fig. 3.3.29.. The 
mapping  from  the (£,ij)computational  space  to  the (x^physical  space with 
(|,T|)e[l,6]X[7r/2,tf]is 

x=ICOSTJ, y = £simj.  (3.3.5) 

At  level /, /= 1,2,3,4 the computational  space is subdivided  in 5.2'1 X4.2'"1 

rectangular volumes. 
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FIGURE  3.3.29.  The nested sequence of grids for  testproblem 4. 

The freestream  Mach number  iszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Mm  =2.0. At inflow the supersonic boundary 
condition  is used  (um,  vm,  cm  , zm  are prescribed),  at  outflow  the  supersonic 
outflow  boundary  condition  is  used  (no boundary  values  are  prescribed)  and 
the other two boundaries are treated as a solid wall (see section 2.3.2). 

The standard  multigrid  solution  method  starts,  in  the nested  iteration  stage 
with a uniform  constant flow field given by um,  vm,  cm  and Zin on the coarsest 
mesh.  Unfortunately,  divergence was observed  for  the  local  Newton  iteration 
process in  the CSGSrelaxation method on  the coarsest grid. A simple remedy 
for  this problem is the following continuation method. At  the coarsest grid, we 
start  with  Afu,=0.1  and  with  a  corresponding  uniform  flow  field.  Then  2 
CSGSrelaxations  are  performed  to  improve  the  solution.  After  the  improve
ment,  the  inflow  boundary  condition  is changed  such  that Mjjf" :=A/g|d +AA/ 
and  2 CSGSralaxations  are performed  with  this  new  inflow  boundary  condi
tion. We take AM=0.1. This process is repeated until A/in=2.0. This inexpen
sive continuation  process  results  in  a  good  initial  approximation  on  the  coar
sest mesh. The standard  multigrid  method  starts,  in  the nested  iteration  stage, 
with this initial approximation  and no further  problems were encountered. 

In  figure  3.3.30,  the  convergence  history  of  the  NMGiteration  process  is 
shown. 
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ITERATION  NUMBER 

FIGURE  3.3.30.  Convergence  history  of  the  NMGiteration  process  for  testprob
lem 4 (40  X  32 grid). 

In  fig.  3.3.31,32  the  Mach  number  and  pressure  destributions  are  shown. 
The  bow  shock  is  clearly  visible. The  bow  shock  starts  at  x = 2.5  and  this 
result  agrees well with  the firstorder results pubUshed  in [8]. In fig. 3.3.33  the 
surface pressure distribution along the cylinder is shown. 

FIGURE  3.3.31.  IsoMach lines for  testproblem 4 (40X32 grid). 



121 

FIGURE  3.3.32.  Contour plot of  the pressure (/?//>_«,) for  testproblem 4 (40  X 32 
grid). 

FIGURE  3.3:33.  PressurezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (p //>„)  distribution  along  the  surface  of  the  cylinder 
for  testproblem 4 (40  X  32 grid). 

For  these four  testproblems we can conclude that  the multigrid method has the 
following  features: 

 Robustness.  All problems are solved with a fixed multigrid schedule. 
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zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Efficiency.  The  convergence  histories  are  excellent.  For  practical 
purposes, where one only wants to get below  truncation 
error, after  a start with nested  iterations, a few  (two or 
three)  NMGiterations  are  sufficient.  This  means  that 
firstorder  solutions are obtained  in an amount of work 

4 

that is equivalent with about 3XyX2  CSGSrelaxation 
on the finest grid. 

  Grid independence  of  This  is observed  for  the  transonic  and  supersonic  test
the convergence rate.  problems  la,b.  However,  for  flows  with  smaller  Mach 

numbers  the  convergence  rate  slightly  decreases  (see 
testproblem  lc). 

However,  the quality  of  the  solutions  obtained  is  not  satisfactory.  Especially 
oblique  discontinuities  are  captured  badly.  The  accuracy  of  the  solutions  can 
be  improved.  This  becomes  clear  by  comparing  the firstorder solutions  with 
the secondorder solutions presented in chapter IV. 
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Chapter IV 

Defect Correction for SecondOrder Accuracy 

4.1.  INTRODUCTION 

In  chapter  II  we  have  derived  a  firstorder  and  a  monotone  secondorder 
upwind  scheme for  the steady Euler equations. Both discretizations are conser
vative and can be written as 

where 

and 

Fk(q„)=r h  (4.1.1) 

fh(qh)i,j=fi+a,j+fi,j+a~fia,j~fi,jii   (4.1.2) 

fi+nj—li+ujTj+HjfniTj+KjqKj+uj,   Ti+i ijq^<i+iii j) 

fi,j+u =zlij+uTij+iifR(T ij+i iq};<i tj+i i,  1^+%$^+%)  (4.1.3) 

(see  2.1.15,  2.5.1.1,2).  The  discretization  (4.1.1)  is  firstorder  accurate  with 
(omitting  the subscript h) 

<ft+n,j=<li,j   >  tf+»j=1i+ij   (4.14) 

and analogous expressions for q^f+v,
Then Fh(qh)=F\{qh),  the firstorder space discretization  operator. The discreti
zation  (4.1.1) is monotone and  secondorder  accurate with (again omitting the 
subscript h, and denoting the kth  component  (k = 1,2,3,4) with superscript k) 

q?+»f=<fi%+lMjfi)   (.q\kii,jé%)  (41.5) 

where 

H',j   Hi    \,j 

and where i/»0 : Ri»IR is the Van Albada limiter defined  as 
p2_i_  D 
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(see  2.5.3.44,45).  ThenzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Fh(qh)=Fj;(q h),  the  monotone  secondorder  space 
discretization operator. 

In  chapter  III  we have developed  a robust  and  efficient  nonlinear  multigrid 
method  for solving 

Fl(q„)=r h  .  (4.1.8) 

We  have  already  mentioned  that  firstorder  accuracy  is  too low for practical 
problems. Therefore,  the accuracy  has  to be  improved. There are  roughly  two 
ways to improve the accuracy. A first possibility is to construct an efficient  and 
robust multigrid  solver for 

Fl(qh)=r h  ■  (4.1.9) 

Unfortunately,  for  this  system  of  equations  there  are  no  relaxation  methods 
available  with good  smoothing properties  for  damping  short  wavelength  error 
components. The smoothing properties of pointrelaxations  are insufficient  [6]. 
A  good  alternative  seems  the  block  relaxation  method  proposed  in  [12]. But 
experiments  with  a  multigrid  method  which  uses  this  block  relaxation  as  a 
smoothing operator  show a rather disappointing convergence behaviour in case 
of solutions with shocks [unpublished results]. 
A  second  possilibity  is  to  solve (4.1.9)  in  an  indirect  way, making  use of  the 
excellent multigrid  solver for  (4.1.8). This can be done by  the following  Defect 
Correction (DeC) iteration process: 

jFl(ql)=r h 

\F},(qi
h
+l)=F} l(q

i
h)+(r llFl(qi

h))  1 = 1,2,  ( 4 ' U 0 ) 

It is clear  that the fixed point of this iteration process is the solution of (4.1.9). 
But what  is the convergence rate of  this DeCiteration process?  In  section 4.3, 
numerical  results  show  that  the  convergence  rate  is  in  general  rather  slow. 
Therefore,  the DeCiteration  process  is not  an  efficient  process  to  obtain  the 
exact solution of (4.1.9). Fortunately,  to obtain secondorder  accurate solutions 
it  is  not  necessary  at  all  to  iterate  until  convergence.  For  problems  with 
smooth  solutions,  a  single  DeCiteration  is  sufficient  to  obtain  secondorder 
accuracy  [4]. In  case  of  the  Euler  equations,  where  solutions  are  in  general 
discontinuous, experiments  show  that  a few  (510) DeCiterations  significantly 
improve  the accuracy  of  the  solution  [7]. From  these considerations  it  follows 
that (4.1.10) must be taken as a finite process (i.e. a small number of  iterations 
are  performed)  only  used  to  improve  the  accuracy  of  the  firstorder  solution 

ql 
In section  4.2 we derive  some general  theoretical  results  for  the  DeCiteration 
process.  A  description  is  given  of  the  complete  solution  process  to  obtain 
secondorder accurate solutions of  the steady Euler equations. 
In section 4.3 numerical  results are given for  the testproblems of  section 3.3. It 
is  shown  that  the firstorder solutions  presented  in  section  3.3  are  improved 
considerably by a few DeCiterations. 
Finally, in section 4.4 we consider  the special and interesting case of  the steady 
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Euler  equations  with  a  source  term.  In  that  case,  secondorder  accurate  solu
tions are obtained again very easily by the defect  correction method. 

4.2.  THE DEFECT CORRECTION METHOD 

In  this section, the defect  correction method is considered  in a general context. 
The  main  result  is  theorem  4.2b.  From  this  theorem  it  follows  that  a  small 
number  of  DeCiterations  is sufficient  to  improve  the accuracy. An  alternative 
proof  is  also  given.  Finally,  the  results  of  the  analysis  are used  to  develop a 
complete  solution  process for  obtaining  secondorder  accurate  solutions of  the 
steady  Euler  equations.  A  large part  of  this  section  has  been  published  else
where [1, 2, 3, 11]. 

Consider the problem zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fq=r'  (4.2.1) 

where F  : X**Y  and  r* e Y are given  and  X  and  Y" are normed  vector  spaces. 
We  may  think  of  X  and  Y  as  being  infinite  dimensional  function  spaces. A 
discretization of (4.2.1) is an associated problem 

* * f t= ' *  (4.2.2) 

where  Fh  : Xht»Yh and  rleYh  is  given  and  X/,  and  Yh  are  normed  vector 
spaces. The relation  between  the problem and  its discretization  is obtained by 
introducing surjections  /?*  : X*+Xh, R), : Yv+Yh. The relation between  the vari
ous  spaces  and  mappings  in  the discretization  is  summarized  in  the  foUowing 
diagram (see also subsection 2.S.2): 

Xh 

Rh 

By  assuming  he(0,H),  H>0,  a  sequence  of  discretizations  of  (4.2.1)  is 
obtained. 
Suppose 

ri,=Rhr'  (4.2.3) 

and  let  q'  denote  the  solution  of  (4.2.1)  and  ql  the  solution  of  (4.2.2). The 
truncation  error r"h  is defined  as 

T; =/•; F„Rhq'  =(RhFFhRh)q'  (4.2.4) 

and  the sequence of discretizations  (4.2.2) with h e(0,H)  is called consistent (of 
order p) with the problem (4.2.1) if 
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l l T j I l y ^ W ) .  (4.2.5) 

Define  the truncation error operator  TA  :zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X>>Yh  by 

r^FF^.  (4.2.6) 

DEFINITION 4.2a.  (Consistency). 
The sequence of discretizations is consistent of order p if 

■\\rh(q)\\r è<Ci(q)hf  VqeX,  he(0,H).  (4.2.7) 

The discretization error cj eXh  is defined as 

l'h^Rhq'ql=(RHFHXRhF)qt  (4.2.8) 

where we have assumed  that Fh  is a bijection.  The sequence of  discretizations 
(4.2.2) with he(0,H)  is called discrete convergent  (of order/»)  to the solution  of 
(4.2.1) if 

M«*IU=0(* ' ) .  (42.9) 

Define  the discretization error operator cA : Xt+Xi,  by 

^^FH'RHF  .  (4.2.10) 

DEFINITION 4.2b.  {Convergence). 
The sequence of discretizations is convergent of order p if 

\Uh(q)\\xt<C2(q)hP  VqeX,he(0,H).  (4.2.11) 

Another important concept is the stability of  the discretizations: 

DEFINITION 4.2C. (Stability). 
The sequence of discretizations is stable if  there exist a C3 >0  (independent of 
A) such  that 

M ^ r ^  ^ r ^ l k ^ a l l i n  ^ l l y .  Vrh,K*Yh,hB(0,H).  (4.2.12) 

The following well known theorem is proved easily. 

THEOREM 4.2a. (Equivalence theorem). 
If  a sequence of discretizations  is stable and consistent of order p  then it  is con
vergent of order p. 

PROOF. 

\\^(a)\\xk  =  \\RHqFH%Fq\\Xt 

=  \\F^FhRhqF^RhFq\\Xt 
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<C3\\FhRhqRkFq\\Yè 

<C3C,(9) •zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA "p  E  . 

We will now formulate  the main  theorem about  the defect  correction  method. 
Consider  two  different  discretizations  Fh, Fh  : A^Y*.  Assume  that  Fh  is 
stable and consistent  of  order/», Fh is consistent  of orderp>p.  Consider the 
DeCiteration process: 

Fhql=r h 

FkA+^FkAHrihA)  '' = 1.2.  (4'2'13) 

First we need the concept of relative consistency. 

DEFINITION 4.2d. (Relative consistency)._ 
Two  sequences  of discretizations  Fh, F/, are relatively  consistent  of  order p if 
there exist a C 4>0 such  that 

\mh)qh(FhFh)qh\\yt^C4hP\\qhqh\\Xk  Vqk, qh€X„,  he(0,H). 

(4.2.14) 

THEOREM 4.2b.  (DeCiteration). 
Let F/,,  F), : A*»»YA be two different discretizations. Assume: 

 F/,  is stable and consistent of order p. 
 F/,  is consistent of order p>p. 
 F), and Fh are relatively consistent of order p. 

Then the i*  iterate cfc  of the DeCiteration process (4.2.13) satisfies 

11qi Rhq"  1 1 * ^C h m i n*  W  •  (4215) 

PROOF. 
The  theorem  is proven  by induction;  (4.2.15)  is  true  for  i = \.  Assume  that 
(4.2.15) is true for i. Then 

I l?i+1 R»q* I  I* = I IFrtFf.qi+rlhq'jRrt '  11* 

<C 3  | \Fhqi +RhFq' Fhqi  ~ * W  +FhRkq* FhR,,q'  11 y, 

<c311 Hwhw  \\rt+\m hH (F„  hw  11 yj 

<C3\ci(q*)hP  +  C4hP\\qi
hRhq'\\y\ 



128 

jg^minf t  (I+1V>) 

REMARK (4.2a). 
In  general,  the  relative  consistency  of  the  discretizationszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Fh  and  Fh  can  be 
established  only  for  qh=Rhq,  q^Rhq  where  q, qeX  are  sufficiently  smooth. 
Therefore  theorem 4.2b is only applicable  to problems with sufficiently  smooth 
solutions. 

In case of  the Euler equations we have Fh =F\  (the firstorder space discretia
tion  operator)  and Fh=F\   (the  monotone  secondorder  space  discretization 
operator).  So p = l  andp=2  and  it  follows  from  theorem  4.2b  that  a  single 
DeCiteration  is sufficient  to obtain  secondorder  accuracy, at least  for  smooth 
problems. This has been confirmed  by experiments [4]. 
An  alternative  proof  of  theorem  4.2a  can  be  given  when  F, Fh  and  F/, are 
linear  scalar differential  operators with constant  coefficients.  Then  the symbols 
F(u>),  Fh(u>) and  FA(W) of respectively F, Fh  and Fh  are defined as 

F(eiox)=F(w)eiax;  Fh(e
iox)=F„(o})e iax;  Fh(e

iax)=Fh(a)eiax  (4.2.16) 

and the consistency of Fh and Fh can be expressed as 

/■((o)/A(W)=0(^) 

F{w)Fh(w)=0{hh 

with «  fixed. 

(4.2.17) 

EXAMPLE  4.2a. 
Suppose 

F=aqx+bqy,  a,  b>0  (4.2.18a) 

(^?).,7 = f ( ^  9 /  . , y ) + X ( ^  ^  i )  (4.2.18b) 

(^=f {?W+ 1 T L ( f t + Wïy)+ J T L (^  * w) 

 ^  i   ^ ^  « y  i )  1 ?  ^  !  toi))  (4.2.18c) 

Notice  that  Fh  is  the firstorder upwind  discretization  of  F, Fh  is  the  second
order Kscheme (see 2.5.1.3). 
It is easily verified  that 
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F(u)=i(uia+U2b)  (4.2.19a) 

^(w)=f( l^" ' " ' A )+T( l e~ ' W l V  (4.2.1%) 

h(f*y=ï(1  Te"""') (1  f + J ± V ^  i=H.e'*) 

...  + ^ ( l  « ^ ) ( i  ' f +  ^ ? ^ *  ^ e _ / ^ )  (4.2.19c) 

and 

ƒ•(«)ƒ"*(«)= —j(au]+bal)h  + 0(h2)  (4.2.20a) 

F(«)FA(<o)=^=J/(a«?+^)/«2  + 0(A3).  (4.2.20b) 

Consider  the DeCitëration  process'"(4.2.13) and assume that F, Fh and Fh  are 
linear  scalar  operators  satisfying  (4.2.17).  Suppose  that  the /th iterand  of  the 
DeCitefatión .processsatisfies  the linear  equation 

Ai,qi=rl   z . ",Wr, ̂   .:v.;.^  •  •  •  (4.2.21) 

and'denote  with  y4i(io)  the symbol  of  the linear  operator  A'h. Notice  that 
A\=Fh,  ^^w)=^(«)..tBDC§use.,; /  ^ . ' ;  . ^ ^  ,.  ■   ."',. 

^#'=^^+^^9lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA '■    •   r (42,22) 

we  find  ' , ,  ,'J.^  .",  ".■•  ':<,...'",.  ' . . . . '  '"• 

•"':■■■::  0 4 i + ^  ^ r 1 ^ + ,  ^ = ^ i r ^ .  (4.2.23) 
Hence, 

Af^AM+FH^F^F,,  ,(4.2.24) 

and 

•  4 + 1 — A m F h ( U ) _  2 

Ai,(a)+Fh(0)rFh(a) 

It is easily seen that 

w  v  ^i + i/A  ^("X^)^(io))(F(q))^U")X^)^(<o))  , .  ; , „ F(u)A'h
+l(u)=  :—  =  .  (4.2.26) 

AM*.Fh(u)F,,(a) 
Assume 

F{a)Aiia)=0(haiblb»)  (4.2.27) 

then it follows  from  (4.2.26) that 

F(u>)Ai,+  i(o>)=0(hP)+0(h'nh(P'iP))  ■ 0(hP) 

= ó(h ""^ ><'+>*>)).  .  (4.2.28) 

Because'  (4.2.27)  is  true  for../ =  j ,  iufollows  by  induction,  that;  (4.2.28)'is 
satisfied  for all /. Hence,  the /th iterand  of the DeCiteration  satisfies  (4.2.21) 
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wherezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A), is a consistent discretization of order min(p,i/>). 

In case of  the Euler equations, we see from  (4.2.13) that  for each DeCiteration 
we have  to  solve  a  firstorder  system  with  an  appropriate  righthand  side.  It 
was found  that it is inefficient  to solve this system very accurately. Application 
of  a  single  NMGiteration  to  approximate <fh  in  (4.2.13)  usually  is  the  most 
efficient  strategy  [7]. We have  to  solve  the firstorder system  F\(q\)=r*k  with 
r'h—0  to  obtain  the  first  iterand  q\  of  the  DeCiteration  process.  It  is  also 
inefficient  to solve this system very accurately. Therefore  q\  is obtained  by  the 
nested  iterationNMG  method  with  only  a  single NMGiteration  (see  chapter 
III).  So, the complete multigrid  solution  process  to obtain  secondorder  accu
rate  solutions  consists  of  three  successive  parts:  nested  iteration,  the  NMG
stage  and  the DeCstage.  In  fig.  4.2a  we give  an  illustration  of  the  complete 
process. Suppose there are S nested grids. Between two succeeding points A, B 
we have one NMGiteration  (Vcycle). Between two succeeding points B, A we 
have  piecewise  constant  interpolation  in  the  nested  iteration  stage,  and  an 
appropriate righthand side computation in the DeCstage. 

FIGURE 4.2a.  Schematic representation  of  the complete multigrid process  to 
obtain secondorder accurate solutions. 

43.  NUMERICAL RESULTS 

In  this section numerical results are presented  for  the same testproblems  as  in 
section  3.3. For  each  testproblem  we consider  the  convergence  history  of  the 
DeCiteration  process,  i.e.  after  each  DeCiteration  we compute  the  L rnorm 
of the residual 

11^1(91)11=2 
* = i 

2 (.FliqitA 
(V)  ' 

(4.3.1) 

where  q'h is  the  current  approximate  solution.  A fixed number  (25)  of  DeC
iterations  is  performed  for  each  testproblem.  This  rather  large  number  (10 
DeCiterations would be sufficient)  is only chosen to give a good impression of 
the convergence behaviour of  the DeCiteration process. 
The  improvement  of  the  solutions  obtained  can  be  seen  by  comparison  with 
the firstorder solutions presented in section 3.3. 
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PROBLEM  1.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Transonic flow in a channel with a 4.2% circular bump. 
The  geometry  of  the  channel  and  the  grids  have  been  given  in  section  3.3, 
problem  1.  The  transonic  testproblem  is  specified  by  Afiniet=0.85, 
/'inlet ̂ outlet \  (see.  section  3.3, problem  lb). The  result  has been  obtained  on 
the  40X16  grid.  In .fig.  4.3.1  we  show  the  convergence  history  of  the  DeC
iteration process.  Although the convergence is rather  slow we may expect  that 
it is possible to drive the residual to machinezeró. 
Fig.  4.3.24  show  respectively  the  isoMach  lines,  pressure  contours  and 
entropy  contours  of  the  secondorder  solution  obtained  after  25  DeC
iterations.  The pressure  coefficient  cp  is  defined  in  (3.3.3} and  the  entropy  is 
defined  as  (s—s^/sga  mttis=pp~y.  The  improved  capturing  and  sharp
ness of  the shock is clearly observed (compare with fig. 3.3.6, 8, 9).; 
In fig. 4.3.57  we! give  the Mach number,  ^cp  and  entropy  distributionalong 
the  lower  surface  of  the „channel. Especially  the  entropy  distribution  shows a 
clear improvement  (compare with  fig.  3.3.12). The spurious entropy generation 
at both corners of thé bump is reduced and  the spurious entropy rise along the 
entire bump has disappeared completely. For reference results we refer  to [10]. 

ITERATION,  NUMBER 

FIGURE  4.3.1.  Convergence  history  of  the  DeCiteration  process  for  test
problem  1 (40  X  16 grid). 
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FIGURE 4.3.2.  IsoMach lines for  testproblem  1  (40  X  16 grid). 

FIGURE 4.3.3.  Pressure contours for  testproblem  1  (40  X  16 grid). 

FIGURE 4.3.4.  Entropy contours for  testproblem  1  (40  X  16 grid). 
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FIGURE 4.3.S.  Mach number distribution  along the lower channel wall for 
testproblem  1  (40  X  16 grid). 

FIGUSI 4.3.6.  Pressure distribution  along the lower channel wall  for  test
problem  1 (40 X  16 grid). 

BQ  O  B  O— 

FIGURE 4.3.7.  Entropy  distribution  along  the  lower  channel  wall  for  test
problem  1  (40 X  16 grid). 

PROBLEM 2.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Supersonic flow in a channel with a 4% thick circular arc bump. 
The  geometry  of  the  channel  and  die  grids  have  been  given  in  section  3.3, 
problem  2. At  the  inflow  boundary  (x=  — 1) the  Mach  number  is prescribed: 
Mmiü = lA.  We compare  the secondorder  solutions obtained  on  two  different 
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grids (viz. grid 48X16 and grid 96X32). In section 3.3, firstorder solutions are 
presented  on  these  grids.  Therefore,  a  good  comparison  between  first  and 
secondorder solutions obtained on different  grids is possible. 
In fig. 4.3.8, 9, we show  the convergence history  of  the  DeCiteration  process 
on  grid  48X16  and  grid  96X32,  respectively.  A  very  slow  convergence 
behaviour is observed  for  both cases and we may not expect  that  it is possible 
to  drive  the  residual  to  machinezero.  In fig. 4.3.10,  11 we show  the  conver
gence history  of  the «DeCiteration  process on  grid 48 X16 and  grid  96X32, 

'Fl(*l+I)=*i(d)+«(i>.F2(«i))  ' = U,... 

where  «e[0,l].  We  take  «=0.5.  By  taking  «=0.5  instead  of  « = 1  (which 
corresponds  to  the  standard  DeCiteration  method),  damping  (under
relaxation) is introduced.  In general, we may expect  that  the  «DeCiteration 
process with «=0.5  is more robust than with « = 1  (see also problem 4 in  this 
section). Here, we see that  the convergence histories, are similar for  «  1  and 
«=0.5. But we may expect  that with «=0.5  it is possible to drive the residual 
to machinezero. A disadvantage  of  the  «DeCiteration  process  with  «<1  is 
that  long  wavelength  error  components  (which  determine  the  accuracy)  are 
damped  with a  factor  1  «  in each iteration. Therefore,  even for  very  smooth 
problems,  a  single  «DeCiteration  with  «=0.5  is  not  sufficient  to  obtain 
secondorder  accuracy.  On  the  other  hand,  10 «DeCiterations  with  «0.5 
reduce  the  long  wavelength  error  components  with  a  factor  0.001,  which  is 
sufficient  in practice.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  0 

QOBOOPPS 

I 
in  IA. 

§ 
ér 

ITERATION  NUMBER  ITERATION  NUMBER 

FIGURE  4.3.8.  Convergence  history  FIGURE 4.3.9. As figure 4.3.8 but on 
of the DeCiteration process on grid  grid 96 X 32. 
48 X16 for  testproblem 2. 
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ITERATION  NUMBER  ITERRTION  NUMBER 

FIGURE 4.3.11. As figure 4.3. iO but 
on grid 96X32. 

FIGURE 4.3.10.  Convergence history 
of  the  uDeCiteration  process  on 
gird 48 X16 for testproblem 2. 

As  mentioned  before,  the  DeCiteration process  («=1)  is  not  used  to obtain 
the exact solution of (4.1.9) but to improve the accuracy of the firstorder solu
tions. The following figures, obtained by 25  DeCiterations,  show clearly that 
the  solutions  obtained  after  25  DeCiterations  are much  more  accurate  than 
the firstorder solutions  presented  in  section  3.3,  problem  2.  Fig.  4.3.12,  13 
show  the isoMach lines of  the secondorder solutions. The figures show very 
sharp shocks.  The reflection  of  the leading edge  shock  at  the upper wall, its 
intersection with the trailing edge shock, its further reflection at the lower wall 
and finally its merging with the trailing edge shock are all clearly visible. The 
leadingedge oblique shock is spread numerically over 23 volumes halfway the 
channel (y= 0.5). 

FIGURE 4.3.12.  IsoMach  lines  of  the  secondorder  solution  obtained  on 
the 48 X16 grid for testproblem 2. 
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FIGURE 4.3.13.  As figure 4.3.12 but on grid 96X32. 

In fig. 4.3.1417 we give the Mach number and  the entropy distributions along 
the lower surface of  the channel. Downstream of  the bump, a large qualitative 
difference  between the first and secondorder  solutions is observed once more. 
The  firstorder  solutions  show  spurious  entropy  generation  along  the  entire 
bump (see fig. 3.3.20, 21). The secondorder  solution has no such entropy gen
eration,  but  shows  some  spurious  nonmonotpnicity.  The  latter  is  caused  by 
the fact  that no limiter can be used near boundaries (see 2.S.3.46). 

FIGURE 4.3.14.  Mach  number  distribution  along  the  lower  surface  of  the 
channel for  testproblem 2 (48 X16 grid). 

1.0.  0.5 

FIGURE 4.3.15. As figure 4.3.14 but on grid 96X32. 
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1.0  1.5 

FIGURE 4.3.16.  Entropy distribution along the lower surface of the channel 
for testproblem 2 (48 X16 grid). 

FIGURE 4.3.17.  As figure 4.3.16 but on grid 96X32. 

PROBLEM 3.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Resolution of contact discontinuities 

PROBLEM 3a. Contact discontinuity aligned to the grid 
For a description of  this problem see section  3.3, problem 3a. The  firstorder 
solution  is  exact  and  cannot  be  improved.  Therefore,  the  solution  obtained 
with the  DeCiteration process should be  the same as the firstorder solution 
presented in section 3.3, problem 3a. 
The convergence  history of  the DeCiteration  process  is  shown  in  fig.  4.3.18 
and  the  obtained  entropy  (s=pp~y)  distribution  along  the  line  *=0.5  is 
shown in fig. 4.3.19.  The entropy distribution is exact and the same as in  fig. 
3.3.24.  The  convergence  history  of  the  DeCiteration  process  is  rapid  and 
similar  to  the  convergence  history  of  the  NMGiteration  process  (see fig. 
3.3.23). 
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FIGURE 4.3.18.  Convergence history of  the DeCiteration  process for  test
problem 3a (32  X  32 grid). 
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FIGURE 4.3.19.  Entropy distribution  along  the  line x=0.5  for  test
problem 3a (32 X  32 grid). 

PROBLEM 3b.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Oblique contact discontinuity 
For a description of  this problem, see section  3.3, problem 3b.  In  fig.  4.3.20 
we  show  the  convergence  history  of  the  DeCiteration  process.  The  process 
converges but not very rapidly. In fig. 4.3.21 we show the entropy distribution 
along  the  line  JC=0.5  and entropy contours are  shown  in fig 4.3.22.  In com
parison with the firstorder solution, the spreading of  the contact discontinuity 
is reduced significantly.  But it is clear that an oblique contact discontinuity  is 
captured not so well as an oblique shock (the width of oblique shock and con
tact discontinuity is about 3 and 6 volumes, respectively). 
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FIGURE 4.3.20.  Convergence history of  the DeCiteration  process for test
problem 3b (32  X  32 grid). 

O D Q O D O O Q O D Q O D 

FIGURE 4.3.21.  The  entropy  distribution  along  the  line  x=0.5  for 
testproblem 3b (32  X  32 grid). 
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FIGURE 4.3.22.  Entropy  contours  of  the  secondorder  solutions  for 
testproblem 3b (32  X 32 grid). 

PROBLEM 4.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cylinder in a supersonic  freestream 
We refer  to section 3.3, problem 4, for a description of  this problem and the 
grids used. 
For  this problem  the  standard  DeCiteration  process  (4.1.10)  does not  work. 
The first iterand in the standard DeCiteration process is an approximate  first
order solution. Then,  the second  iterand  is computed by  solving a  firstorder 
system  with  an  appropriate  righthand  side.  Unfortunately,  in  the  solution 
process for  the seconditerand,  divergence was observed  for  the local  Newton 
iteration process in  the CSGS relaxation on the finest grid. Therefore,  for this 
problem some damping is necessary in the DeCiteration process. Damping is 
achieved by the «DeCiteration process which is defined by (4.3.2). Again we 
take «=0.5. The convergence history of  the «DeCiteration  process is shown 
in fig. 4.3.23. 
The pressure in the stagnation point in front of  the cylinder can be computed 
analytically because of  the fact  that locally  the shock is normal  to the xaxis. 
Denote  with q0  the  state  ahead  of  the  shock,  with q\  the  state  behind  the 
shock and with q2  the state in  the stagnation point. The relation between  q\ 
and qi  is given by 

2  2 

■̂ ï   + hï=^[  (enthalpy)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (4.3.3) 

P\P\y=PiPp  (isentropy)  (4.3.4) 

from which it is easily derived that 
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£ 1 = ( 1 +  1 Z ± M ? )  ' 

where Mi  is the Mach number ofzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  q\. 
Using the normal shock relations (1.2.27, 28) it can be derived that 

M? = 

(4.3.5) 

Mr± 
(4.3.6) 

where M0  is the Mach number of qQ. 
Using (1.2.30) we also have 

*   = ! + 
Po  y+1 (M§1).  (4.3.7) 

Because M 0 =2  we find the pressure ratio p2  /po=5.64.  The firstorder solution 
gives a pressure ratio p2/po  =5.92  (see fig. 3.3.33). The secondorder solution 
(obtained after 25 wDeCiteratios) gives a much better ratio: p2/p0=5.65.  In 
fig. 4.3.24 we  show  the  pressure ratio of  the  solutions obtained  after  each  <o
DeCiteration  step.  Fig.  4.3.25  shows  the  surface  pressure  distribution  of  the 
secondorder  solution  along the surface of  the cylinder. Finally, fig. 4.3.26, 27 
show  isoMach  lines  and  pressure  contours  of  the  secondorder  solution 
obtained after 25 uDeCiterations. There is a small change in the shock posi
tion: the bow shock starts in x=  —2.375 while the bow shock position accord
ing  to  the firstorder solution  is  x = — 2.5.  These  results  agree well  with the 
results published in [9]. 

ér

ITERATION  NUMBER 

FIGURE 4.3.23.  Convergence  history  of  the  wDeCiteration  process  for 
testproblem 4 (40  X 32 grid). 
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FIGURE 4.3.24.  The stagnation pressure after  each «DeCiteration  step for 
testproblem 4 (40  X  32 grid). 

FIGURE 4.3.25.  Pressure  (p//?_w)  distribution  along  the  surface  of 
the cylinder for  testproblem 4 (40  X  32 grid). 
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FIGURE 4.3.26.  IsoMach lines for  testproblem 4 (40 X  32 grid). 

FIGURE 4.3.27.  Pressure contours for  testproblem 4 (40  X  32 grid). 

For  these four  testproblems we can conclude that  the DeCiteration  method is 
an  effective  way  to  improve  the  accuracy  of  the firstorder solutions.  In  gen
eral, about  10 DeCiterations  are sufficient.  Therefore,  the amount of work  to 
obtain  secondorder  accuracy  is  equivalent  with  about  10XyX2  CSGS
relaxations on the finest grid. 
Finally, we refer  to the work of  B. Koren showing the feasibility  of  the method 
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for  airfoil  flow  computations  [5,7]. 

4.4.  SOLUTION  OF THE  STEADY  EULER  EQUATIONS  WITH A SOURCE TERM 

Consider  the Euler  equations with a  source  term: 

f+^)+i^)=^  (4A1) 

wherezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  q, f(q),  g(q)  are defined  by  (2.1.1b)  and r(q)  is  the source  term.  On a 
finite  volume  grid  {A,,7}  the discretization  of  the steady  Euler  equations  with 
source  term r(q) is given by 

(Ph(qh))ij =fi+n,j  +fi,j+nfi»,j   fija  =(r h(qh))ij   (4.4.2) 

where 

('■*(?*))/,;='• ((*).,;)•zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  VIJ  (44.3) 

with  Vjj  the area of  fly. 
The  operator  Fh(qi,)  is  firstorder  accurate  when  fi+fi j,fij +t/i   are  defined  by 
(4.1.3,4),  then  we  write  Fh(qh)=Fl(qh).  The  operator  Fh(qh)  is  secondorder 
accurate  when f+%j,  fij+n   are defined  by (4.1.3)  and (4.1.57),  then  we write 
Fh(qh)=Fl(qh). 
The  defect  correction  method 

{iW)=FJ[(#)  Hr^FWh))  ' = 1,2,...  ( 4A4) 

is  a  simple  method  to  obtain  a  secondorder  accurate  solution  of  the  steady 
Euler  equations with a source  term. 

A  source  term  appears  in the Euler  equations  when  a  body  force  F=(F\,F2)
T 

is present. Then  the Euler  equations become (see  section  1.1):  — 

Conservation of mass: 

jfpdv  = jp(n.v)do  (4.4.5) 
" a  so 

Conservation of  momentum: 

—ƒpvdv  = — ƒpv(«  . v)do—fpndo+JFda  (4.4.6) 
o  ~  30  ~  ao ~  o ~ 

Conservation of energy: 

■jJEdv  =   JE(n  . v)dafp(n  . v)da+fF.  vda .  (4.4.7) 
dtQ  30  30  0 

From  these equations we obtain  (4.4.1)  with 

r=(0,FuF2,uFl+vF2)
T.  (4.4.8) 
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Note thatzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA F is a force per unit of volume. 
A special case of  the presence of a body force is the actuator disk where f  is a 
line  distribution  along  a  line  segment  /  such  that  for  an  arbitrary  control 
volume Q we have 

jJFdv=JFda.  (4.4.9) 
Q  On/ 

Then F  is a force per unit of  length. For an actuator disk  the force F is per
pendicular to / and acts in such a way that there is a prescribed pressure jump 
at the disk. Assume  that / coincides with  the jaxis and let qi  and qR  be the 
left and right state at the disk in a steady flow. 
First, we show that  the normal velocity  is discontinuous at the disk.  Suppose 
there is no velocity jump. By taking a control volume with infinitesimal  width 
but finite length across / (see fig. 1.2a) we find that 

( P « ) / J  ( P « ) L = 0 

(pu2+p)R(pu2+p)L=Fi 

(pu»)R(puv)L0 

({E+p)u)R((E+p)u)L=FlU  (4.4.10) 

where u=uL=uR  >0 . 
From the first and second equations it follows  that F\ —pR —pL. On the other 
hand, from the fourth equation we find that 

Fx =(E  +p)R  (E  +p)L =p(HR  HL) 

=  ^[(C*CI)=^<P*PL) 

and we have a contradiction. Hence, there must be a velocity and density jump 
at  the disk. Thus,  the normal velocity  at  the disk  is not  defined  and it  is not 
clear how to compute F.  v at the disk. 
A way to model  the actuator disk is  the following.  Denote with $2 and 64 the 
xmomentum and energy source imposed by the actuator disk. 
Thus 

( P « ) *  ( P « ) L = 0 

(P«2 +P)R  (P«2+Pk=82 

(P"V)R(PW)L=0 

dE+p)u)R((E+p)u)L=84  (4.4.11) 

The sources 8j  and 84 are computed by assuming that the prescribed pressure 
jump is  isentropic. The assumption  that  the flow is isentropic  is based on the 
fact that the material derivative of  the entropy is zero for a smooth flow, even 
when body forces are present.  This result is derived in the following way (see 
also section 1.2, formulae  1.2.919). 
When body forces are present, we have 
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and 

P;§ v=V/>+£  (4.4.12) 

p£(e+y  (v . v)) =   div (pv)+F.  v .  (4.4.13) 

Combining the last two equations we  find 

^ = £divv  (4.4.14) 
Dt  p  v  ' 

which  is  the same expression  as  in  (1.2.12).  Following  the derivation (1.2.13
19) we find again 

3 7 = 0 .  (4.4.15) 

Assume that  M>0  andpR=apL  with o > l .  Then a force is acting on  the disk 
in the negative jtdirection. From the isentropy it follows that 

PRPR1=PLPV  (4.4.16) 

Using (4.4.11), pR = apL  and (4.4.16) we  find 

PR  =  "PL,   vR=vL 

PR =  ay  PL 
L 

uR  =  a  yuL 

CR =  cLa 
A 

HR = 

2y 

CR  J^  !  /  2  i  2 \ 

«2 =  PRUR +pR pLul  ~pL 

«4 =  PLUL(HRHL)  (4.4.17) 

Hence, given a state qL,  from (4.4.17)  the state qR  and  the sources 62 and 64 
can be computed for a given pressure jump. 

To compute a flow with an actuator disk, the disk is modelled in the  following 
way. Assume that 30,+^  coincides with / (see fig. 4.4.1) 
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ftj  a+u 

/ 

FIGURE 4.4.1. Modelling of an actuator disk. 

Then we take 

(r*(^))(+U=/,+«,y(0,(«2),v,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  0,(8t\j)T  (4.4.18) 

where ll+ii j  is the length of 38,+^  and (fc)ij>  i&ihj  are computed by (4.4.17) 
with  qL=qitj,. 

We present two flow computations with an actuator disk. See [8] for an airfoil 
computation with an actuator disk. 

PROBLEM 1. Actuator disk in a channel  flow 
The first example is a channel flow with an actuator disk  extending from the 
lower  to  the upper wall.  The channel  is  straight.  The physical  and computa
tional domain are the same (the mapping between the computational and phy
sical domain is the identity: x=t,  y=i\).  We take Q=[0,5]X[0,1], the coarsest 
grid consists of 5  X  1 volumes, the finest grid consists of 20  X  4 volumes. At 
inflow u,v,z are prescribed: «=0,5,  v=0,  z = — ylny, at outflow the pressure is 
prescribed: p =  \. The other two boundaries are solid walls. 
The  actuator  disk  is  located  at  x=2.5  and  the  prescribed  pressure jump  is 
a =1.2.  Hence,  for  the  exact  solution  we  have  an  upstream  pressure 

/'upstream = j2" «0.833  and  a  downstream  pressure  /downstream = 10.  The 

entropy s =y~y  «0.6243 is uniformly constant. 
The  numerical  solution  has  been  obtained  by  the  defect  correction  iteration 
process  (4.4.4)  with  rh{qh)  defined  by  (4.4.18).  The  iteration  process  has an 
average reduction factor 0.63.  The pressure and entropy distribution obtained 
along  the  line y=0.5  are given in  fig.  4.4.2,3. We see  that the flow is indeed 
isentropic and the right pressure jump is obtained. 
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FIGURE 4.4.2.  Pressure  distribution  along  the  line ƒ =0.5.  The  ac
tuator disk is located atzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x =2.5. 

IhB—B—B  B  D  Q—B—B—B—B—B  B—Q—B—B—D  O—D  O—BO 

FIGURE 4.4.3.  Entropy distribution  along the line ƒ=0.5.  Isentropy 
is observed. 

PROBLEM 2. Actuator disk in a subsonic free stream 
An  adaptive mesh has been used. The mapping from  the computational  space 
(|,TJ)G[5,5]X[—5,5]  to the physical domain (x,y)  is given by 

5.0  < £ <  2.5  => |  =  (8£+15)/5 

2.5  < £ <  +2.5  = J . |  =  2£/5 

+2.5  <£*£  +5.0  => |  =(8£15)/5 

e/Ki+5)_! 
5.0  <£<  1.0  =*x   =   5 + 4 

1.0  < £ <  +1.0  =>x  = | 

+ 1.0  <£«;  +5.0  =>x  =  + 5  4 

e-W-\ 

(4.4.19) 

e#l 

with  fi=0.585 and ƒ  depends on  TJ in exactly  the same way as x  depends on  | . 
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The finest grid has 32 X 32 volumes, the coarsest 2 X 2  volumes. Figure 4.4.4 
shows the finest grid. The actuator disk is located atzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x=0, y e[0.5,0.5]. The 
prescribed isentropic pressure jump is again a= 1.2. 

X    RXIS 

FIGURE 4.4.4.  Finest grid (32 X 32) for problem 2. 

Two cases are considered: 

PROBLEM 2a. Actuator disk perpendicular to the free stream flow direction. 
The boundary conditions are as follows: 

x = 5,  ye[—5,5]  : subsonic inflow: u=0.5, v=0, z = —ylny 
other three boundaries  : subsonic outflow: p = l.0. 

The solution has been obtained by a wDeCiteration process with w=0.5, i.e. 

{Fkti^FM)  + "(rA(9i)    Ffoi))  i = l,2,...  (4A20> 

where rh(qh) is computed by (4.4.18) (with «= 1 similar difficulties  occur as in 
case of problem 4, section 4.3).  The wDeCiteration process has an average 
reduction factor 0.8.  Fig. 4.4.5,6 give a qualitative impression of  the obtained 
Mach  number  and  pressure  distribution  after  25  iterations.  The  largest 
observed entropy variation max | ($,•,.$«,)/.*«, |  is less than 1%. 



FIGURE  4.4.5.  Mach number distri  FIGURE  4.4.6.  Pressure  distribution 
bution for problem 2a.  for problem 2a. 

PROBLEM 2b.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Inclined 
The angle of inclination is 45°. 
The boundary conditions are: 

x = — 5, ye[—5,5]  : subsonic inflow:  u=v2/4,  v=v2/4,  z = —ylny 
y——  5, jce[—5,5]  : subsonic inflow:  u = V2/4,  v = V2/4,  z — — ylny 
other two boundaries  : subsonic outflow:  p =  l. 

The solution has been obtained by a «DeCiteration process with «=0.5. The 
iteration  process  has  an  average  reduction  factor  0.85.  The  largest  observed 
entropy variaton max | (sl>7  j M ) /$„  |  is less than 1.5%. Fig 4.4.7,8 give a qual
itative impression of the Mach number and pressure distribution obtained after 
25 iterations. 

FIGURE  4.4.7.  Mach number  distri  FIGURE  4.4.8.  Pressure  distribution 
bution for problem 2b.  for problem 2b. 
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Another example where source terms appear in a natural way is in case of axi
ally  symmetrical flow. In  cylindrical  polar  coordinateszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  R,z,0  (where 0  is  the 
azimuthal  angle  about  the  axis  R=0)  and  suppressing  all  components  and 
derivatives in the ^direction, the Euler equations are 

p 
pu 
pv 
E 

+è 
pu 
pu2+p 
puv 
(E+p)u 

+i 
pu 
puv 
pv2+p 
(E+p)v 

1 
R 

pu 

pu2 

puv 
(E+p)u 

where  u,v  are  the  velocity  components  in  the  /{and  zdirection  respectively. 
Hence, Euler flow computations  for  steady  axial  symmetrical flow can be per
formed  by  merely  adding  source  terms  in  an  existing  code  for  steady  2D 
planar flow computations. 
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SUMMARY 

Discretizations  of  the  steady  Euler  equations  are  studied  and  robust  and 
efficient  solution methods are developed  to solve the resulting highly  nonlinear 
algebraic systems of equations. 

The  discretizations  used  are  based  on  cell  centered  finite  volume  schemes, 
i.e.  the  physical  domain,  where  the  solution  of  the  steady  Euler  equations  is 
sought,  is  subdivided  into a finite number  of  disjunct finite volumes (or cells) 
and  the numerical approximations are stored inside the cells. The discretization 
is determined  completely  by  the way in  which  the flux computations  are per
formed  at  the cell boundaries. A flux at a cell boundary is the amount of mass, 
momentum  and  energy  transported  per  unit  of  time across  the cell boundary. 
The equations  are obtained  by  demanding  that  the  total flux is zero  for  each 
volume. 

At  each  cell boundary,  a flux is computed  by  solving approximately  a local 
one dimensional Riemann problem. As a consequence, the schemes are conser
vative and  characteristicbased  or upwind. The approximate Riemann  solver is 
the one proposed by Osher but  the constituent parts of  the integration path in 
the state  space used  in  the Riemann  solver  are  taken  in  an  order  opposite  to 
that  as  originally  proposed  by  Osher.  In  this  way  the  implementation  of 
usher's  scheme  becomes  rather  simple,  provided  that  the  proper  dependent 
variables are used. 

In  the  firstorder discretization,  the numerical  approximations  are  assumed 
to  be  uniformly  constant  in  each  volume.  Secondorder  accuracy  is  obtained 
by  using  piecewise  linear  interpolation  in  each  volume.  In  this  approach  the 
slopes  are  limited  to  prevent  spurious  oscillations  in  the  neighbourhood  of 
shocks  or  contact  discontinuities.  The  limiting  procedure  must  be  nonlinear 
even when  applied  to  linear problems. A novel, very simple and clear descrip
tion of  the limiting procedure is given for a general nonlinear  scalar hyperbolic 
conservation law by considering the limiting procedure as a modification  of the 
fully  onesided  upwind  scheme.  It  appears  that  limiting  and fluxsplitting are 
closely  related.  It  is  also  shown  that  monotonicity  and  secondorder  accuracy 
can be achieved simultaneously, even in more than one dimension. 

The secondpart of  this thesis (chapters III and IV) concerns the solutions of 
the  first  and  secondorder  discretizations.  Due  to  the  favorable  properties of 
the  firstorder  discretization  (5point  stencil  structure,  upwind  character, 
differentiability,  consistency  of  flux  computations  at  interior  cell  boundaries 
and at  cell boundaries which are part of  the boundary  of  the physical domain) 
a  straightforward  nonlinear  multigrid  solution  method  can  be  developed.  In 
the multigrid method used, the coarse grid discretizations are Galerkin  approx
imations  of  the  fine  grid  discretization  and  a  simple  CoUective  Symmetric 
GaussSidel  (CSGS)  relaxation  method  appears  to  be  an  excellent  smoothing 
procedure. The numerical examples, covering channel flows, resolution of con
tact discontinuities  and  a blunt  body  in  a  supersonic flow, show that  a degree 
of  efficiency  and  robustness  characteristic  for  successful  multigrid  methods  is 
obtained.  For  practical  purposes,  where  one  only  wants  to  get  below 
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truncation  error,  a  few  (two  or  three)  nonlinear  multigrid  iterations  are 
sufficient.  This means  that firstorder solutions  are obtained  in  an  amount of 
work equivalent with about 3XyX2  CSGSrelaxations on the finest grid. 

A Defect  Correction (DeC) iteration method is used to improve the accuracy 
of  the firstorder solutions.  The  DeCiteration  method  makes  effective  use of 
the excellent multigrid solver for  the firstorder discretization.  It  is well known 
that  for  smooth  problems  only  one  DeCiteration  is  sufficient  to  obtain  a 
secondorder  accurate  solution.  For  nonsmooth  problems,  it  appears  that 
more  (about  10)  DeCiterations  are  necessary.  Because  10  DeCiterations 
correspond  with  an  amount  of  work  equivalent  with  about  10XyX2  CSGS
relaxations  on  the  finest  grid,  the  method  is  still  an  efficient  procedure  to 
improve  the  accuracy.  For  the  aforementioned  numerical  testproblems,  the 
results  obtained  with  the  DeCiteration  method  show  an  impressive  improve
ment  in  accuracy  compared  with  the firstorder solutions.  It  should  be  men
tioned  that  it  is  sometimes  necessary  (for  flows  where  strong  shocks  are 
present) to use some damping in the DeCiteration  method. 
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SAMENVATTING 

In  dit  proefschrift  worden  discretisaties  van de  stationaire  Euler  vergelijkingen 
bestudeerd  en  worden  efficiënte  en  robuuste  oplossingsmethoden  ontwikkeld 
voor de  resulterende stelsels niet  lineaire algebraïsche  vergelijkingen. 

De gebruikte discretisaties zijn gebaseerd op  cel gecentreerde  eindige volume 
schema's,  d.w.z.  het  fysische  gebied waar de oplossing van de  stationaire Euler 
vergelijkingen  wordt  gezocht  wordt  opgedeeld  in  een  eindig  aantal  disjuncte 
volumes  (cellen)  van  eindige  afmeting  en  de  numerieke  benaderingen  worden 
gelocaliseerd  in  de  volumes.  De  discretisatie  wordt  dan  volledig  bepaald  door 
de wijze waarop de flux  door de celwandjes wordt berekend. Een flux door een 
celwandje  is  de  hoeveelheid  massa,  impuls  en  energie  die  het  celwandje  per 
tijdseenheid  passeert.  De  vergelijkingen  worden  verkregen  door  te  eisen  dat 
voor ieder volume de netto flux gelijk  is aan nul. 

Een  flux  wordt  berekend  door  locaal  een  ééndimensionaal  Riemann  prob
leem benaderend  op  te lossen. Een gevolg hiervan is dat  de  schema's conserva
tief  zijn  en  gebaseerd  zijn  op  de  karakteristieken  theorie,  m.a.w.  een  upwind 
karakter  hebben.  De  wijze  waarop  het  Riemann  probleem  benaderend  wordt 
opgelost  is  in essentie zoals voorgesteld  door Osher.  Echter, het  integratie pad 
in  de  toestandsruimte,  nodig  bij het  oplossingsprocédé  van het  Riemann prob
leem, heeft  een volgorde omgekeerd  aan die zoals oorspronkelijk  door Osher is 
voorgesteld. Op deze wijze wordt het oplossingsprocédé  voor het Riemann pro
bleem  aanzienlijk  eenvoudiger  (minder  operaties),  vooropgesteld  dat  de  juiste 
afhankelijke variabelen worden gekozen. 

De  eersteorde  discretisatie  wordt  verkregen  door  aan  te  nemen  dat  de 
numerieke  benaderingen  uniform  constant  zijn  in  iedere  cel  afzonderlijk. 
Tweedeorde  nauwkeurigheid  wordt  verkregen  d.m.v.  interpolatie  zodanig  dat 
de benaderende oplossing een lineaire verdeling heeft  in  iedere cel  afzonderlijk. 
De  hellingen  van  de  lineaire  verdelingen  moeten  op  een  bepaalde  manier 
begrensd  blijven  om  te  voorkomen  dat  oneigenlijke  oscillaties  optreden  in  de 
oplossing  nabij  schokken  of  contact  discontinuïteiten.  De  manier  waarop  de 
hellingen  van  de  lineaire  verdelingen  begrensd  moeten  worden,  wordt  op  een 
nieuwe,  eenvoudige  en duidelijke  manier gepresenteerd  voor een  algemene  niet 
lineaire  scalaire hyperbolische  behoudswet.  De  beschrijving  is  eenvoudig  door
dat  is uitgegaan  van het  eenzijdig  tweedeorde  upwind  schema.  Aangetoond  is 
dat  een  bepaalde  zwakke  vorm  van  monotoniciteit  gelijktijdig  gecombineerd 
kan worden  met  tweedeorde  nauwkeurigheid.  Dit  geldt  zowel  in  één  dimensie 
als in meerdere dimensies. 

In  het  tweede  deel  van  dit  proefschrift  (hoofdstukken  III  enzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  TV) worden 
oplossingsmethoden  ontwikkeld  voor  de  eerste  en  tweedeorde  discretisaties. 
Ten  gevolge  van de  gunstige  eigenschappen  van de  eersteorde discretisatie  (5
punts stencil  struktuur, upwind karakter, differentieerbaarheid,  consistentie van 
de  berekening  van  de  flux  door  inwendige  celwandjes  en  door  celwandjes  die 
deel  uit  maken  van  de  rand  van  het  fysisch  domein)  kan  een  ongekunstelde 
niet  lineaire  multigrid  oplossingsmethode  ontwikkeld  worden.  In  de  toegepaste 
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multigrid methode zijn de grof net discretisaties Galerkin approximaties van de 
fijn  net  discretisatie  en  is  een  eenvoudige  Collectieve  Symmetrische  Gauss
Seidel  (CSGS)  relaxatie  methode  een  uitstekende  smoothing  procedure.  De 
numerieke  testproblemen  hebben  betrekking  op  kanaal  stromingen,  resolutie 
van contact discontinuïteiten en een stomp lichaam in een supersone stroming. 
De resultaten van de  testproblemen  tonen  aan dat  een mate van  efficiëntie  en 
robuustheid  wordt  verkregen  welke karakteristiek  is voor  een  goed  werkende 
multigrid  methode. Voor berekeningen  aan praktische problemen,  waarbij  het 
alleen maar zin heeft  te convergeren  tot  aan  afbreekfout  nauwkeurigheid,  zijn 
slechts  een  paar  (twee of  drie)  niet  lineaire  multigrid  iteraties  voldoende.  Dit 
betekent dat eersteorde oplossingen worden verkregen in een hoeveelheid werk 
equivalent met ongeveer 3XyX2  CSGSrelaxaties op het fijnste  grid. 

Een  Defect  Correctie  (DeQ  iteratie  methode  wordt  gebruikt  om  de 
nauwkeurigheid  van  de eersteorde oplossingen  te verbeteren.  De  DeCiteratie 
methode  maakt  op  een  effectieve  manier  gebruik  van  de  multigrid  methode 
voor  het  oplossen  van  de  eersteorde  discretisaties.  Het  is  bekend  dat  voor 
gladde  problemen  slechts  één  DeCiteratie  voldoende  is  om  tweedeorde 
nauwkeurigheid  te verkrijgen.  Voor niet  gladde problemen  blijkt  dat  ongeveer 
10  DeCiteraties  noodzakelijk  zijn.  Omdat  10  DeCiteraties  corresponderen 
met een hoeveelheid werk equivalent met ongeveer  10XyX2  CSGSrelaxaties 

op het fijnste  net, mogen we concluderen dat de methode een redelijk  efficiënte 
manier  is  om  de  nauwkeurigheid  van  de  oplossing  te  verbeteren.  Voor  de 
eerder  genoemde  testproblemen  blijkt  dat  de  resultaten  verkregen  na  toepass
ing van  de DeCiteratie  methode  aanzienlijk  nauwkeuriger  zijn  dan  de eerste
orde  oplossingen  verkregen  met  de multigrid  methode.  Tenslotte  merken we 
nog  op  dat  het  soms  noodzakelijk  is  (voor  stromingen  waarin  zeer  sterke 
schokken  aanwezig zijn)  om enige demping  in  het  DeCiteratie  proces  toe  te 
passen. 
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