
Neue Beitr~ge zur Riemann'schen Functionentheorie. 

V o n  

FELIX KLEIn in Leipzig. 

(Mit 2 l i thographirten Tafeln.) 

Es ist jetzt beil~ufig ein Jahr, dass ich in dem Schriftchen*): 
,,Ueber Riemann's Theorie der algebraischen Functionen und ihrer 
Integrale, eine Erg~nzung der gewShnlichen Darstellungen ~' (Leipzig, 
B. G. Teubner) eine Auffassung der Riemann'schen Theorie publicirte, 
bei welcher die l~iemann'sche Fldche, als beliebig im Raume gegebene, 
geschlossene Fl~che, den eigentlichen Ausgangspunkt abgab. Auf 
einer solchen ]?l~che existiren, wie ich dort durch physikalische Be- 
trachtungen zeigte, gewisse Potentialfunctionen, und die Wechsel- 
beziehungen zwisehen letzteren sind es, welche, ill die Sprache der 

�9 Analysis fibersetzt, die gewiinschten functionentheoretischen Resultate 
ergeben. Die physikalischen Anschauungen siad dabei, wie ich in tier 
Vorrede hervorhob, nur ein vorliiufiges Aequivalent ftir strengere 
Ueberlegungen. lch werde im ersten Abschnitte des Folgenden auf 
letztere so welt eingehen, dass der Leser im Stande ist, sich in der 
betreffenden Literatur mit Leichtigkeit zurecht zu finden. 

Dartiber hinaus beabsichtige ich im Folgenden zuvSrderst (und 
zwar noch in demselben ersten Abschnitte) eine gewisse Weiterent- 
wickelung des in Betracht kommenden Ideenkreises, auf welche ich 
iibrigens an verschiedenen Stellen meiner Schrift bereits hinwies 
(pag. 61--63 ,  etc.). Es handelt sich datum, den Begriff der Rie- 
man n'schen Fl~iche noch frei zu machen yon gewissen Zuf~lligkeiten, 
die ihm vermiige der friiheren Darstellungsweise anhaften. Statt uns 
die Riemann'sehe Fl~iche als geschlossen vorzustellen, dfirfen wit uns 
eine berandete Fl~iche, oder auch ein Aggregat berandeter Fldchenstiicke 
gegeben denken, wofern nur die verschiedenen l~andcurvenstficke ver- 
mSge irgend eines Gesetzes einander paarweise so zugewiesen werden, 
dass in abstracto eine geschlossene Mannigfaltigkeit vorliegt. 

*) Irn Folgenden durchweg als 1~. Th. citirt. 
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Eine so berandete Fl~iche denke man sich nun, wie ich im zweiten 

Abschnitte des Folgenden erl~utere, als Stfick einer anderen, ge- 

schlossenen F1Eche. Es ergiebt sich sodann ein wichtlges allgemeines 

Princip, welches ich als ]Princip der analytischen Fortsetzung bezeichne. 

Nur in speciellen F~illen kann dasselbe durch das yon Hrn. Schwarz 

so genannte ,Princip der Symmetrie" ersetzt werden. Ich particularisire 

dlese Ideen, indem ich eine gewfhnliche Kugelfl~iche (oder Ebene) als 

Tr~gerin der berandeten Bereiche auffasse und die Zusammengehfrig- 

keit der einzelnen Begrenzungskanten durch lineare Substitution ver- 

mittelt denke. Auf solche Weise entsteht der allgemeine Begriff yon 

Functio~en mit linearen Transformationen in sich, und ich gewinne 

den Uebergang zu den Betrachtungen des dritten und vierten Ab- 

schnitt 's, in welchen es sich um die Theorie der eindeutige~ Functionen 

dieser Art handeln soll. 

Man kennt die lange Rdhe  gl~nzender Publicationen, dutch welche 

neuerdings Hr. P o i n e a r 6  die allgemeine Aufmerksamkeit auf diese 

Functionen gelenkt hat*). Ich meinerseits babe, mit ~ihnlichen ]deen 

bereits seit l~ugerer Zeit beschRftigt, die Poincard'schen Verfffent- 

lichungen dutch zwei Noten begleitet**), in de~en ich bestimmte 

*) Man sehe Comptes Rendus de rAcaddmie des Sciences de Paris t. 92 
(1881, I) pag. 333, 395, 551, $59, 957, 1198, 1"274, 1335, 1484, t. 93 (1881~ II) pag. 93, 
138, 301, 581, t~ 94 (1882, I) pag. 163, 1038, 1166, sodana die Zusammenstellung 
in Math. Ann. Bd. XIX, pag. 553-- 564. Die ausgearbeiteLen Abhandlungen sollen, 
wie ich hfre, binnen Kurzem in dem neuen Mittag-Leffler'schen Journale er- 
scheinen. 

*~) Math. Annalen XIX, pag. 565--568, sowie XX, pag. 49--51. 
Was die Entstehung meiner diessbez~glichen Untersuchungen anlangt, so 

bemerke ich in Erg~nzung frfiherer Angaben dan Folgende: 
1) Dass es zweckmEssig sei, die allgcmeinsten eindeutigen Functionen mit 

linearen.Transformationen in sich in Betracht zu ziehen, und dasses vermfge dieser 
Functionen gelingen mfisse, fiir beliebige algebraische Irrationalitttten dasselbe zu 
leisten, was bei p ---~ 1 dureh die elliptischen Functionen erreicht wird, erkannte 
ich im Sommer 1879 und babe ich damals in einer Vorlesung fiber elliptische 
Modulfunctionen meinen Zahfrern diese Gesich~punkte entwickelt. Da ich aber 
damals noch nicht in der Lage war, bestimmte allgemeine S~tze aufzustellen, 
beschr~s ich reich in dem Aufsatze: Zur Theorie der elliptischen Modul- 
funct/onen (Mfinchener Beriehte yore Dec. 1879~ oder auch Math. Annalen XVII, 
pag. 62--70), der die Gr~ndgedankenjener Vorlesung wiedergieht, aufModulfunctionen 
in engerem Sinne, w~ihlte aber die Darstellung so, class die alIgemeinsten eindeu- 
tigen Functionen mit linearen Transtbrmationen in sich implicite mit in Betracht 
gezogen sind. Uebrigens schliessen sich an jene Vorlesung "die ebcnfalls bier- 
her gehfrigen Arbeiten meiner damaligen Zuhfrer, der Herren Dy ek, Gierster ,  
Hurwi tz  an, wegen deren man Bd. XVII--XX dieser Annalen vergleichen mag; 
diese Arbei~en sind natfirlich nicht ohne Rfickwirkung auf reich gebliebem 

2) Ausgangspunkt bei meinen ~ a l i g e n  Ontersuchungen, wie fiberhaupt 
bei meiner Besch~ftigung mit den elliptischen Modulfunctionen war zani~chst 
meine eigene Bestimmung aller endlichen Gruppen linearer Substitutionen einer 
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Theoreme,  welche fiir die Anwendungen der neuen Func t ionen  yon 

he rvo r r agende r  W i c h t i g k e i t  sein d t i r f ten ,  formulir te .  Es  wird sich im 

Fo lgenden  durum h a n d e l a ,  den a l lgemeinen I d e e n g a n g ,  der mich  zu 

j e n e n  Theoremen  ffihrte,  in zusammenh~ngender  and vervol ls t i indigter  

Fo rm durzulegeu.  Zu diesem Zwecke be t rachte  ich im dr i t t en  Ab-  

schni t te  eine verh~ltnissm~ssig umfassende Classe von e indeut igen 

Func t lonen  mi t  l inearen Trans fo rmat ionen  in sieh. l ch  erl~iutere aus- 

fi ihrlich ihre A r t  zu ex is t i ren ,  und gebe die Mit te l  an ,  um die zu- 

gehSr igen  l inearen Subs t l tu t ionen  aus independenteu Best immungs-  

st i icken zu const rui ren.  Sodunn formuli re  ich in Abschn i t t  IV ein 

a l lgemeines  Theorem,  welches ich seiner  W i e h t i g k e i t  ha lber  als 

Fundamentaltheorem bezeichne,  and  das die Resul ta te  meiner  beiden 

vorgenann ten  Noten  uls speciel le  F~ille in sich schliesst .  Al le rd ings  

kann  ich  reich zum Bewelse nur  auf  a l lgemeine Mannigfa l t igke i t s -  

be t rach tungen  berufen. So s ieher  es wi inschenswer th  seb~ wird ,  die 

VeriiJaderlichen (Erlanger Beriehte yore Jail 1874, sowie Math. An~alen IX, 
pag. 183-'208, 1875), sodann insbesondere die im Folgenden noch oft zu citirende 
Arbeit yon Hrn. S c h w a r z  fiber die hypergeometrische Reihe (Borchardt's Journal 
Bd. 75, 1872). In letzterer wolle man namentlich t)ag. 317--319 beachten. Als 
ich dann sp~ter (Ostera 1881) den Gegenstand wieder aufnahm, sind namentlich 
Hrn. S ch o t t k  y ' s Untersuchungen fiir reich yon Wichtigkeit geworden; man 
vergl, dessert hbhand|ung im 83. Baade yon BorchardCs Journal (1876, 77), sowie 
seinen an reich geriehtetea Brief im XX. Bande dieser Anna]en, pad. 299--300. 
Auch ist mir die Correspondenz mit Hrn. R a u s e n b e r g e r ,  weleher yon sich aus 
zur Inbetrachtnahme der neuen Funetionen geffihrt women war yon Anregung 
gewesen; man sehe dessert Arbeiten in Bd. X~: un4 XXI der mathema~ischen 
Annalen. 

3) Hrn. Po in c a r d ' s  Untersuchungen, die vermuthlieh bit zum Fr(ihjahr 1880 
zurfickreichen, deren Publication sodann mit dem Februar 1881 beginnt, lernte 
ich er~t im Juni 188I kennen und habe ich seitdem mit Hrn. Poincarg in mannig- 
facher Correspondenz gestanden; man sehe z. B. dessert Mittheilung in den Comptes 
Rendus yon 1881, l, pag. 1484 ft. Merkwfirdigerweise haste Hr. Poincard, der seiner- 
seiis durch gewisse Entwickelungen des Hrn. F u chs ,  fiber die ich reich weiter unten 
noch zu ~ussern haben werde, angeregt worden war, bis dahin die gesammte 
hier vorgenannte Literatur und wohl iiberhaupt jene specifische Functionen- 
theorie, die yon der Betrachtung der Riemann'schen Fli~che ausgeht, nicht ge- 
kannt. Es hann daher nicht Wunder nehmen, dass seine ersten Publicationen viel- 
fache Einzelheiten enthalten, welche yon unserer Seite bereits publicirt waren. 

4) Ich selbst bin erst Osiern dieses Jahres (1882) auf jenes merkwfirdige 
Fragment aufmerksam geworden, wetches sich unter XXV in R i e m a n n ' s  :Nach- 
lass abgedruckt finder and auf welches sich ouch Hr. Schottky in seioem an reich 
gerichteten Briefe bezieht. R/emann nimmt dort geradezu da~selbe Problem 
in Angriff, welches Herr Schottky sp'~ter ausffihrlich behandelt hat, and kommt 
wie dieser zu ciner ausgedehnten Classe eindeutiger Functionen mit linearen 
Transformationen in sieh. In vollkommenerer Weise bonnie meine Behauptung 
yon pad. 564 des XIX. hnnalenbandes ,,dass es sich bei Untersuchungen im Sinne 
des Hrn. Poincarg um die weiterd Dnrchfiihrang yon Riemaun's ailgemeinera 
functioneniheorelischen Programme handle" wohl kaum bes~tigt  werden. 

i0" 
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betreffenden Ueberlegungen genauer aurehzuarbeiten, so glaube ich ~loeh 

alle Punkte, wetehe bei einer strengen Beweisfiihrung erledigt werden 
mfissen, deutlieh bezeichnet zu haben. 

Vielleicht bringen die in Aussicht stehenden ausffihrlichen Ab- 

handlungen des Hrn. Poincarg in dieser Hinsicht bereits die noth- 

wendige ErgSnzung. Die geometrisehe Denkweise bei Hrn. Poincard, 

seine Anwendung des Continnit~itsbegriffes etc. diirften den meinigen 

sehr nahe stehen*). Darfiber hinaus abet hat  Hr. Poincard yon Vorn- 

herein das analytische ~ildungsg~'etz der neuen Funetionen mit Erfolg 

in Angriff genommea, auch versucht, bei gegehenen algebraischen 

Irrationalitiiten zugehSrige eiadeutige Functionen mR linearen Trans- 

formationen in sich durch eonvergente Processe wirklich herzustellen. 

Die SeM~ssbe~rkungen~ welehe ieh im ffinften Abschnitte des 
Folgenden gebe, mSgen ffir sich selbst sprechen. Indem ieh die 

Tragweite erSrtere, welche anser Fundamentalsatz nach verschiedenen 
Richtungen bin diirfte beanspruchen kSnnen, wfinsehe ieh .andere ,  

vielleicht j~ingere Mathematiker anzuregen, auf diesem aussichtsreichen 

Geblete ihre Kr~fte za versachen. 

Noch daft ich hinzuf~igen, class ich die Entwickelungen der Ab- 

schnitte I u n d  II  yon Neujahr 1882 bis Ostern und diejenJgen der 

Abschnitte I I t - - V  wenigstens der Hauptsaehe nach yon Pfingsten 

dieses Jahres ab his zum Schlusse des Sommersemesters in meinem 

Seminare zum Vortrag gebracht babe. 

Uebersicht. 
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gethan babe, seinen ursprfinglichen Ausgangsl)unlr~ in den Vorstellungsweisen der 
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2~bschnitt I. 

Ueber die allgemeinste Form der Riemann'schen Fl~che und die 
Oruppirung der zugehSrigen Existenzbcweise.  

w 

Allgemeiner Begri~ der Riemaun'schen Mann~faltigkeit. 

Die l~iemann'sche Fi~che is~ zuvSrdersG wie sehon bemerkG und 
insbesondere in meinem Sehriftchen, eine fibrigens beliebige*), aber 
geschlos.sene Yl~che des Raumes. Indem wir uns unter Zugrunde- 
legung irgend weleher krummliniger Coordinaten p, q das Bogen- 
element ds ~ -~- E d p  2 ~- 2 F d p d q  ~- Gdq ~" berechnet denken, leiten 
wir aus ihm die partietle Differentialgleichung fiir die auf unserer 
FIKche existirenden ~otentialfunctionen ab: 

(1) ~ @ + ~ ~ 

und es sind die L~sungen dieser par~ie|len Differentialgl'eiehung, mit 
deren weehselseifigen Relationen sich (lie Riemann'~che Funcfionen- 
theorie znn~ehst beschi~ftigt. 

Die" Verallgemeinerung ram, deren wir uns in der Folge zu be- 
dienen haben~ erw~chst am nattirlich~ten, wenn wit zuvSrderst Alles 
in der vorgenannten Definition enthaltene Geometrische abstreifen, 
.urn dasselbe sp/iter, je naeh Bediirfniss, in umgeiinderter Gestalt wieder 
einznfiihren. 

Start einer geschlossenen Fli~ehe warden wit uns also fiberhaupt 
eine zweidimensionale, geszhlossene Mcmniyfaltigkeit voratellen miissen, 
start des Bogenelementas einen irgendwie gegebenen~ auf jener Mannig- 
faltigkeit eindeutigen, definit~n Differentialausdruek zweiten Grades. 

Wit kSnnen sogar in der Verallgemeinerung- noeh einen Sehritt 
welter gehen. Die Differentialgleicbung (1) bleibt unge:,indert, wenn 

*) Ich drficke reich an dieser Stelle in sotch' unbestimmter Rorm aus, well 
es keinen Zweck hat, bei der aIlgemeinen Exposition bereits zwischen, aualytischen 
Fl~ichen oder solchen, die aus St/icken a~alytischer Fl~chen zusammengesetz~ 
send, etc. zu unterscheiden. Analoge Bemerkungen kSnnten im Felgenden wieder- 
holt gemacht5 werden. 



Zur Riemann'sehen Func~ionentheorie. 147 

wit den Ausdruek ftir ds  ~ mlt einem beliebige~ Factor multipliciren. 
Es ist didss das fiir z~vei Dimensionen ekarakteristisehe Verhalten, 
welches zur Folge hat, dass Fl~iehen, die conform auf einander ab- 
gebilde~ sind, ffir die Zweeke der verallgemeiaerten, bier in Betraeht 
kommenden Potentialtheorie einander gleichwerthig sind ([~. Th. p. 19). 
Es ist daher ffir unsere Zweeke riehtiger, iiberhaupt nieht yon einem 
bestimmten ds "~, also einem Differentialausdruck zweiten Grades~ zu 
spreehen, sondern nur yon der Differentialgleichung zweiten Grades 

~ 2  .~_~ 0. 
Eine fernere Ueberlegung bezieht sieh auf die Forderung, ds ~ 

fsblle de[init sein. Wir wcrden hernaeh Beispiele anftihren (w 5. dieses 
Absehnittes), bei denen ds e, allgemeia zu reden, nur in einzelnen Be- 
zirken der Riemann'sehen Mannigfaltigkeit definit ist. Andererseits 
daft man sich eine Riemann'sehe Mannigfaltigkeit selbst wieder mit 
complexen Elementen ausgestattet denken, wobei der Untersehied 
zwisehen definiten und indefiniten Di~erentialausdrfieken yon Vorne- 
herein als unwesentlich ia Wegfal] kommt. Doeh erw'ahne ieh bier Beides 
nur, um den allgemeinen Begriff so unabhKngig wie mSglieh hin- 
zustellen; im Speeiellen werdea wir fortan an der Forderung eines 
definiten ds 2 festhalten. 

Es gilt nun, auf den so umsebriebenen Begriff der allgemeinen 
Riemann'schen Mannigfaltigkeit alle die S~itze zu iibertragen~ welehe 
in meiner Schrift speeiell far die gesehlossene l~iemann'sehe Fliiche 

gewonnen wurden. Insbesondere also werden wit uns an die Vor- 

stellung gewShnen miissen, dass die auf soleher Mannigfaltigkeit existi- 
renden eindeutigen oder nur dureh Feriodieit~t vieldeutigen Potential- 
funetionen zu gewissen algebraisehen Funetionen und ihren Integralen 
in der 1. c. dargelegteu Beziehung stehen. Wir hubert dann dasjenige 
Instrument, dessen wit uns im Folgendeu zur Untersuehung der alge- 
braisehen Functionen und der nS~t ihnen zusammenh~,,agenden Transcen- 
denten bedienen wollen. In wie welt die hierbei zu Grunde gelegten 
Ansehauungen zuverl~sig riehtig sind~ wird sogleieh noeh nKher er- 
l~utert werden. 

w  

Riiekiibertragung auf die gswiihnliche Raumvorstsllung. 

Ob es mSglich ist, jede Riemann'sche Manaigfaltigkeit auf eine 
geschlossene F|~iche unseres Raumes im gewShnliehen Sinne conform 

zu iibertragen, steht zuvSrderst dahini was wit dariiber wissen, ist 
eben erst das Resaltat der Riemann'schen Theorie. Dagegen ist yon 
Vorneherein kein Zweifel, dass wit a]lemal die n~chste Umgebung 
einer beliebigen (regular vorausgesetzten) Stelle unserer Mannigfaltigkeit 
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auf ein Stiick ether stetig gekriimmten Fl~iche, und sogar auf ein Stiiek 
der Ebene conform werden iibertragen kSnnen. Es folgt" diess aus 
bekannten S~tzeu fiber die Existenz der LSsungen partielter Differential- 
gleichungen, bier also insbesondere tier Gleiehung (l) ,  in der N~he 
einer beliebigen Stelle. 

Die auf solehe Weise entstehenden Fl~chencalotten mit ihren 
Bogenelementen mSgen wir dann geradezu an die Stelle der abstraeten 
Riemann'sehen Mannigfaltigkeit treten lassen. Wir haben dann a ~  
start letzterer ein Aggregat yon beliebig vielen Fldchenstiicken, de~..-~ 
Randcurven in bestimmter Weise Punkt fiir -Punkt paarweise zusamm~- 
gehiiren. - ~  

Zugleich verlguft, was wir eine Po~entialfunction u auf der ur- 
siarfinglichen l~iem~nn'schen Mannigfaltigkeit benannten, auf diesem 
Fliichenstiick derart, dass es innerhalb des einzeluen Flgchenstfickes 
der auf letzteres bezfiglichen Differentialgleichung des Potentials ge- 
niigt (1~. Th.p .  19), fiberdiess aber in den Randpunkten, in denen 
man yon dem einen Flfiebenstiicke zu einem anderen (oder auch nut 
zu einem anderen Tbeile desselben Fliichenstiickes) tibergeht, gewisse 
I{andbedingungen befriedigt. Um ]etztere bestimmt bezeichnen zu 
kSnnen, set ds das Element der einen Randcurve, dn das Element 
der zugebSrigen~ nach dem ]nneren des Fl~ehenstfiekes gerichteten 
Normale. Dieselbe Bedeutung mSgen do und dv an der entspreehenden 
Stelle ftir die zweite Randeurve besitzen. Daan wird offenbar, unter 

einen yon den Zahlen k, l unabh'~ngigen Proportionalit~itsfaetor ver- 
standen, die folgende Relation gelten: 

(k ,  1 = 0 ,  1,  �9 � 9  0 r  

und geben eben diese unendlich vielen Gleichungen das Gesetz, nach 
welchem eine auf der einen F1Rchencalotte verlaufende Potentialfunetion 
fiber die Randcurve hiniiber analytisch fortzusetzen ist. 

Unsere Vorstellung sell nun im Folgenden geradezu die sein~ dass 
wir uns start der gesehlossenen, ~bstraeten giemann'schen Mannig- 
faltigkeit ein Aggregat yon Fliichenealotten der beschriebenen Art, 
vielleicht auch nur eine einzelne Calotte mit zweekmi~ssig zusammen- 
geordneten Randeurven gegeben denken. Verm5ge ibrer inneren Maass- 
verhiiltnisse wird dann eine solche Calotte genau so gewisse Potentiale 
(und also complexe Functionen des Ortes) definiren~ wie es in meiner 
Sehrift (P~. Th.) die geschlossene Flache zu Wege brachte. Und unsere 
Methode sol2 sdn, geradezu aus der Gestalt geeigne/er dvrartiger iBereiche 
ausgiebige Sehliisse auf das Verhalten gewisser ~ n  analytischer 
Functionen ~u ziehen. 
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Beispiete fotgen sofort. Hier nur noch eine kleine Bemerkung. 
Wir brauchen in keiner Weise auszuschliessen~ dass die Uebertragung 
der geschlossenen Riemann'sehen Mannigfa]tigkeit auf die Theilbereiche 
in einzelnen Puncten aufhSrt, conform zu sein. Um das betreffende 
Verhalten in einer alle Fiille einsehliessenden Weise zu bezeichnen, 
mSgen wir verabreden, dass wir die den Rand]inien der Theilbereiche 
entsprechenden Querschnitte auf der geschlossenen Riemann'schen 
Mannigfaltigkeit jedenfalls dutch alle solche Stelleu hindurchlegen. 
Die l{andeurven der entsprechenden Theilbereiehe wer~len dann an der 
betreffenden Ste!le eventuel eine Knickung zeigen, indem die auf- 
einanderfolgenden Elemente tier Randcurve start eines gestreckten 
Wlnkels einen anderen einschllessen. Die eiafache R, egel |st dann die, 
dass wir eine Po~en~ia|function an solcher Stelle regul~ir .nennen, wenn 
sie, auf die idea|e Riemann'sehe Mannigfa]tigkeit riickiibertragen, auf 
letzterer reguliir verliiuft. 

w  

Beispiole. 

in den Beispielen, die ich hier zu bringen habe, sowie iiberhau,ut 
be| den Anwendungen, die ich im Folgendea beabsichtige, handelt es 
sich durchweg nur um eine Fl~cheacalotte, und diese eioe ist ein 
Ausschnitt aus der Ebene, bez. aus der Kugelfliiche. Diese eine Ca[otte 
|st daan niehts Anderes, als dasjenige, was ich be| anderer Gelegenheit 
als •undamentalpolygon *) bezeichnet habe. Sei mir dabei im Folgenden, 
weft vielfach yon solchen behandelten Fl~iehenstiicken die Rede zu sein 
hat, welche Ecken iiberhaupt nicht besitzen, die kleine Abweichung 
gest'attet, class ich start Fundamentalpolygon fortan _Fundamenta~- 
bereich sage. 

Erstes 13eispiel. Als n~chstliegendes Be|spiel bietet sieh alas Paralielo- 
gramm der doppeltperiodischen Functionen. Indem die gegeniiberliegenden 
Seiten des Parallelogrammes in einfachster Weise zasammen gehSren, 
repr~isentirt das einzelne Parallelogramm eine geschlossene Mannig- 
faltigkeit io -~- 1. Die Existenz der doppeltperiodisehen Functionen und 
ihrer Integra]e subsumirt sich also unter die altgemeine, auf be- 
liebige Riemann'sehe Mannigfaltigkeitmn bezfigliche, am Schlusse des 
w 1. formulirte Anschauung. 

Zweites Be|spiel. Ein zweites hier anzuffihrendes Be|spiel, das 
mir immer besonders instructiv erschienen |st,  giebt Riemann in 
Nummer 12 seiner Theorie der Abel'sehen Funetionen (pag. 114 der 
gesammelten Werke). Start e/nes Paralle]ogrammes betraehtet deft 
Riemann deren to, tibereinandergelegte, irgendwie gestaltete, welehe 

*) Zuers* Annalen XIV, pag. 133. 
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dutch ( 2 ~ -  2) Verzweigungspunkte and ( 1 0 -  1) zwischen letzteren 
verlaufende Verzweigungsschnitte zu einem einhei~lichen Ganzen ver- 
bunden sin& Jedesmal die gegenfiberstehenden Seiten des einzelnen 
Paraltelogrammes siad im gewShnliehen Sinne zusammengehSrig. Rie- 
mann macht 1. c. selber den Schluss, dass auf einem solchen Funda- 
men~albereiehe diesetben FunctSonen des Ortes exis~iren mfissen, w~e 
auf einer beliebigen geschlossenen Flgche desselben 2- 

I)r~tes Beis2geL_ In Beispiel 1) ist die geschlossene l~iemann'sche 
Mannigfaltigkeit" ausnahmslos conform auf den Fundamentalbereich 
fibert.ragen. Dagegen trit~ in Beispiel 2) eine Abweichung ffir die 
Conformi~iit in den ( 2 p -  2) Verzweigung'spunkten ein; da abet in 
diesen Punkten die auf der idealen Riemann'schen Mannigfaltigkeit 
zwisehen verschiedenen Fortschreitungsrichfmngea gemessenen Wiakel 
gerade verdoppel~ werden~ so is~ es nicht nSthig, wie wit es im 
Uebrigen am Schlusse des vorigen Paragraphen verabredeten, die Rand- 
curven unseres Fundamen~albereiches dutch diese Stellen hindurch- 
zulegen. Anders ist es mit dem nun zu gebenden dritten Beispiele. 
Es soil sieh jetzt n~mlieh um denselben Fall handeln, den Hr. S c h w a r z  
im 72. Bande des Borchardfschen Journals unter etwas anderem Ge- 
siehtspunkte behandelt hat. Sei in der Ebene einer complexen Variablen 

zuvSrderst ein K~'eisbogendre@ck mit den Eeken al, a2, a s and den 

l ' '  ~ ' ~  " s D  " Winkeln ~ , =- - ~ ~e~eben Ein solche releck kann dann (wie 
2 ~S 

Hr, Schwarz entwickelt) auf-eme ttalbebene z conform abgebilde~ 
werden, wobei man den Ecken al,  a.,, a s noch drei beliebige Punkte 
tier Begrenzung jener Halbebene, also etwa, wenn wit die Axe der 
reellen Zahlen als Begrenzung der Halbebene denken, z-~-0,  1, c~ 
entsprechen lassen kann. Ist diess geschehen, so folgt aus dem Princip 
der Symmetric, class der zweiten Halbebene z ein beliebiges der drei 
weiteren Kreisbogendreiecke entaprechend gesetzt werden kann, die 
sich aus dem ursprtinglichen durch Inversion an einer seiner drei 
Kanten ergeben. Wit w~hlen ats Inversionskreis etwa die Kante a2as 
und nennen die Eeke, welche bei der Inversion dem Pnnkte a~ ent- 
spricht, at'. So ist die Sache die, dass wit jetzt ein Xreisbogenviereck 
a~ a~asal" vor uns haben and zugehSrig eine Function z yon ~ kennen, 
welehe auf diesem Kreisbogenviereck jeden Werth einmal und nut ein- 
real annimmt, sofern wir nKmlich solche Begrenzungspunkte des Vier- 
ecks, die in Bezug auf den Kreisbogen a 2, as symmetrisch sind, als 
idenffisch eraehten. Diese Function z yon ~1 besitz~ im Inneren des 
u weder Verzweigungspunk~e noch Kreuzungspunkte, and auch 
nich~ auf dem [~ande des Vierecks, sofern wir die Eekpunk~e aus- 
nehmen. In letzteren abet verl~iuft nieh~ ~, sondern beziehungsweise 

1 1 I 
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Eben die Existenz der hiermit besprochenen Function z folgt nun 
bet der gegenw~irtlg zu entwickelnden Anschauung da/'aus, dass jenes 
Kreisbogenviereck a ta :aaa / vermSge der ZusammcngehSrigkei~ seiner 
Kanten als Fundamentalbereich eine geschlossene Mannigfaltigkeit yore 
Geschlechte p ~ 0 repriisentirt. Nut in den Ecken al, a(  bez. a~ 
und a s ist dabei die Beziehung zwischen der ~-Ebene and der gc- 
schlossenen Mannigfaltigkei~ eine nieht conforme. Auf jeder ge- 
schlossenen Mannigfaltigkeit yore Geschlechte Null giebt es eindeutige 
Functionen des Ortes, welche jeden Werth nut einmal annehmen 
(R. Th. pug. 66). Unter ihnea is~ unser z inbegriffen und zwar ein- 
fach dadurch charakterisirt, dass es an den drei Stel|en aj bez. al" , 
a 2 und a~ die Werthe 0, l ,  oc annimmt. 

Diese Art, die Existenz der Function z aus dem Hauptsatze des 
w 1. abzuleiten, erscheint einfacher als das indirecte v ~  Hrn. Schwarz 
gew~ihlte u Allerdings hat das letztere sofort den Vorzug, 
wenn es sich durum handett, z in der unbegrenzten Ebene ~ zu studiren. 
Denn wiihrend das Princip der Symmetric unmittelbar ausreicht, am den 
GesammtverIauf des so verstandenen z zu iibersehen~ miissten wlr zu 
gleichem Zwecke das erst im folgenden Abschnitte zu entwickelnde 
Princip der analytisch'en Fortsetzung zu Hfilfe nehmeu, wit mtissten 
also zwei Schnitte machen, wo das Verfahrcn des Hrn. Schwarz mit 
einem ausreicht. 

Viertes Beispiel. An letzter Stelle will ich noch ein Beispiel be- 
trachten, bet welchem der in Betracht zu ziehende Fundamentalbereich 
keinerlei Eckpunkte besitzL Es seien in der ~-Ebene irgend 2_p ge- 
schlossene und mit keinen Singu]arit~ten versehene~ analytische Curven- 
ziige gegeben, we]che zusammengenommen einen 2~v-fach zusammen- 
h~ingenden Berelch abgrcnzen. So oft wit dann diese Curvenziige paarweise 
durch irgend ein analytisches Gesetz zusammenordnen, hubert wir jedesmal 
eine geschlossene Riemann'sche Mannigfaltigkeit vom Geschlechte p 
vor uns. Auf ihr entsprechen jenen 2p Begrenzungscurven gewisse p, 
die Mannigfaltigkeit nicht zersttickende Riic~kehrschnitte. 

w  

Bereehnung der gahl  p. 

Der Volls~ndigkeit halber stel[e ich hier diejenigen S~tze zu- 
sammen, deren man sich zweckm~ssigerweise bedient, wean man all- 
gemein das Geschlecht p einer Riemann'schen Mannigfaltigkeit berechnen 

*) Auch Hr. Dedekind erschliesst, Borchardt's Journal t. 83, pag. 274, die 
Existeuz der fundamentalen elliptischen Modu]function (die ein specieller Fall 
uaseres ~ is~) aus dem Gesetz der Symmetric. 
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will, die in Gestalt eines Fundamentalbereiches gegeben vorliegt. Die 
betreffenden Regeln sind in der zar hnwendung geeigueten Form wohl 
zuers~ yon l:Irn. C. N e u m a n n  in seinen ,Vorlesungen fiber Riemann's  
Theorie der Abel'schen Integrale ~ (Leipzig 1865) gegeben'worden. 
Besitzt eine Fl~che v [{andcurven und gestattet tiberdiess g nicht zer- 
stiickende R~ickkehrschnit~e, so bezeichnet l:Ir. Neumann 2t~ -[- v als 
Grundzahl der Fl~ehe*). Hinsichtiich der letzteren gelten nun die drei 
einfachen Regeln : 

1) Jede Punktirung der Fl~che, d .h .  die Anbringung einer punkt- 
f6rmigen Oeffnung an irgend einer Stelle, erhSht die Grundzahl um 1; 

2) Jeeler in s$c12 zuriicklanfende Schnitt, den man auf der Fl~iehe 
anbringen mag, 1Ksst die Grundzahl ungeEndert; 

3) Jeder Quersehnitt, d. h. ein Sehnitt, der yon Randpunkt zu 
Ran~tpunkt l~u~, erniedrigt die Grundzahl urn eine Einheit. 

Sei jelzt irgend ein Fundamentalbereieh gegeben. Unter seinen 
Randcurven markiren wir zuvSrderst diejenigen 2v', welehe ke/ne Eek- 
punkte besitzen. Die fibrigen Randeurven zerlegen wir in ebenso viele 
Stficke, als sie Eckpunkte tragen. Die Gesammtzahl dieser Stficke set 
2n. Set ferner g die Anzahl derjenigen auf der Riemann'schen 
Mannigfalfigkelt zu unterscheidenden S/ellen, denen Eekpunkte des 
Fundamentalbereiehes entspreehen. Dann wird man yon der ge- 
sehlossenen Mannigfaltigkeit (deren Grundzahl gleich 2p ist) im Sinne 
tier Analysis situs zum Fundamentalbereiche gelangen, indem man 
zuerst an jenen z~ Stellen Punk~irungen ausfiihrt, dann letztere dureh 
n Quersehnitte verbindet und endlieh v" l~ilekkehrschnitte hinzuffigt. 
Bezeiehnet man jetzt mit g die Grundzahl des Fundamentalbereiehes, 
so kommt: 

und diess ist die Formel zur Bereehnung yon p. 
Es ist wohl kaam nSthig, die Formel an den Beispielen des 

vorigen Paragraphen noeh besonders zu erlKu~rn. Nur finde noch 
die Bemerkung ihre Stellr dass die vorgdnannten R~geln unge'~mder~ 
erhalten bleiben, wie sehon Hr. Neumann zeigte, wenn man s~ t t  
einer Fl~iehe ein aus N getrennten FIKehen bestehendes System in's 
Auge fasst, und als Grundzahl des Systems ~ g  ~ 2 N - t - 2  gelten 

*) Es ist diess dieselbe Zahl, welche yon Hrn. Schl~fli und mir bei ~p~,terer 
Gelegenheit als ,,ausserordentlicher Zusammenhang" oder auch als ,,Zusaznmen- 
hang" schlechthin bezeichnet wordeu ist (vergl. z. B. mathematische Annalen VII, 
p. 550, Note). Riemann's ,,Zusammenhang" ist um eine EinIaeit grSsser, sobald 

~ 0 ist. Die Riemann'sche Festsetzung erscheint aus frfiher daxgelegten~ Ovfinden 
nicht zweckmfi~sig. Da sie abet fast durchg~ngig im Gebrauche is~, so vermeide 
ich im Texte, wo immer yon geachlossenen Fl~ichen die t~ede ist 3 den nu~druck 
,,Zusammenhang" /iberhaupt, wie ich ea auch in meiner Schrift gethan haho. 
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l~isst, wo die Summe fiber die Grundzahlen der einzelnen Bestand- 
theile zu nehmen ist. Diese Bemerkung wfirde zur Geltung kommen, 
wenn wir die Riemann'sche Mannigfaltigkeit~ wie es in w 2. erlgutert 
wurde, dutch ein Aggregat yon Fl~chencalotten sollten ersetzen 
wollen. 

w  

Anderweitige geometrische Dsutungen. 

Indem wir in w 2. die abstracte Vorstellung yon dcr Riemann'schen 
Mannigfaltigkeit in die concrete eines geometrisch gegebenen Funda- 
mentalbereiches fibersetzten, benutzten wir die Anschauungsweise der 
gewShnlichen analytischen Geometrie, insofern wit die Indlvidua jener 
Mannigfaltigkeit dureh t'unkte, den adjungirten Differentialausdruck 
zweiten Grades durch das zugeh5rige ~ogenelement versinnliehten. Es 
ist in keiner Welse meine Absicht, allgemeinere Arten der geometrischen 
Deutung, die dem Functionentheoretiker Schwierigkeit berelten kSnnten, 
im Folgenden zu verwenden*). Wohl abet set es dem Geometer ge- 
starlet, auf die M6glichIzeit soleher Deutungen bier beili~ufig hinzu- 
weisen. Einmal n~mlich zweifele ich nicht~ dass man im Laufe der 
Zeit, je mehr sigh functionentheoretische und geometrische Anschauungen 
durchdringen werden, yon solchen Vorstellungsweisen allgemeinen Ge- 
brauch machen wird. .~ndererseits ist diess die Stelle, an der die 
,neuen Riemann'schen l~liichen ", wie ich sie bet Gelegenheit ein- 
ffihrte**), systematisch einzuordnen sind (siehe aueh R. Th. p. 61--63): 

Um mit den letzteren zu beginnen, so bezeichuete ieh als die zu 
einer Curve geh5rige Riemann'sche Fl~iche den geometrischen Ort der- 
jenigen Punkte der Ebene, yon deuen aus sigh imaginKre Tangenteu 
an die Curve legen l a s s e n , -  wobel jeder Punkt so oft zu z~hlen ist, 
als die Anzahl dieser Tangenten angiebt. Hat die Curve, wle hier 
angenommen sei, eine Gleichung mi$ reellen Coefficienten, so wird 
jeder Theil der Ebene yon einer nothwendig paaren Anzabl yon Bl~ttern 
fibeMeck~ und diese BlOtter gehSren paarweise als ,conjugirte" zu- 
sammen. Wie eine derartlge Fl~ehe im Ailgemeinen gestaltlich ver- 
l~uft~ wurde bet frfiheren Gelegenheiten ausffihrlich discutir~. Dagegen 
wurde nut erst beilKufig des Differentialausdruckes zweiten Grades ge- 
dacht, tier nun an die Stelle des Bogenelementes tritt (siehe Annalen 
IX, pug. 31, Fussnote). 1)erselbe stellt gleich Null gesetzt die imagi- 
n~ren ~ichtungen derjenigen beiden yon dem einzelnen Punkte aus an 
die Curve verlaufende~ Tangenten dar, welche dutch den _Punkt selbst 

*) Daher wird der gegenw~r~ige Paragraph beim Studium vorliegender 
Arbeit fiberschlagen werdeu k~nnen. 

**) Mathematische Annalen VII und X. 
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versinnlicht werden, so fern man ihn in dem eben herausgegriffenen 
Blatte unserer F15~che, oder abet im conjugirten .Blatte, gelegen denkt. 
Die hiermit gegebene Deutung dutch eine doch nut  auf willkiirliehem 
Wege zu erreichende absolute Fixirung des Differentlalausdruckes ver- 
vollst~ndigen zu wollen, hat ffir die Riemann'sche Theorie, wie in 

-w 1. bemerkt wurd% keinerlei Zweek. Auch haben wit bier einen Fall~ 
in welchem der zur Verwendung kommende Differentialausdruck zweiten 
Grades keineswegs durchweg definit zu sein braucht. Denn wenn unsere 
Curve reelle Ztige besitzt, so riicken zwei tier bezeichueten imaginiiren 
Richtungen~ sobald man yon der concaven Seite her auf den reellen 
Zug zusehreitet, in eine reelle zusammen, um dariiber hinaus in zwei 
getrennte reelle Riehtungen verwandelt zu sein. Die einfachste Vor- 
ste|lung ist dann (siehe I. c.), dass l~ngs des reellen Curvenzuges zwei 
Bliitter unserer Fliiche vermSge einer ~aZte verbunden sin& 

Die Punkte der bier in Rede stehenden Riemann'schen Fliichen 
versinnliehen in erster Linie die imagin~ren Tangenten unserer Curve. 
Ebensowohl wfirde man die imagin~ren Punkte der Curve (indem man 
dualistische Uebertragung eintreten l~sst) durch ein geeignetes Aggregat 
yon geradea Linien repr~sentiren kSnnen. Ein solches Aggregat bietet 
der unmittelbaren Vorstellung einige Schwierigkeit, aber theoretisch 
genommen ist es ebensowohl als Versinnlichung der Riemann'schen 
Mannigfaltigkeit zu gebrauchen, wie die yon den Pankten gebildete Fl~ehe. 

Ich mSchte bier noch ein weiteres Beispiel geben, welches das 
hiermit besprochene dualistische Gegenstiick der soeben betrachteten 
Riemann'schen Fliichen als speciellen Fall umfasst. Man nehme eine 
beliebige Liniencongruenz (yon ~ Linien). Dass auch auf solche 
Mannigfaltigkeiten die Begriffe der Analysis situs anwendbar sind, er- 
l~uterte ich bereits Annalen IX, pug. 480--482. Hier haben wir 
hinzuzufiigen, dass jede solehe Liniencongruenz eo ipso einen Differential- 
ausdruck zweiten Grades mit sieh ffihrt, der freilich nicht absolu~ 
fixirt ist; es ist derjenige, welcher gleich Null gesetzt aussagt, dass 
zwei aufeinanderfolgende Strahlen der Congruenz sich schneiden*). 
Giebt es nun innerhalb der Congruenz elnen Bereich, in welchem 
sich ree~le auf einanderfolgende Strahlen iiberhaupt nicht treffen kSnnen, 
in welchem also jener Differentialausdruck definit ist, so repr~isentirt 
uns derselbe, indem wir die Strahlen als Individua gelten ]assen, eln 
Stack einer Riemann'schen Mannigfaltigkeit. 

*) Ich mSehte hier beili~afig auf die neaerdings erschienene Dissertation 
yon Hrn. Koenigs (Sur les propridtds infiniMsimales de l'espace rdg|d, Paris, 
1882, AnnMes de l'Ecole Normale Sup6rieure) aufmerks~m machen. In derselben 
werden gewisse Ideen, welche yon Hrn. Lie und mir im fiinften Ba~de dieser 
Annalen betreffs des im Texte erw~hnten Differeatiala~usdruckes zweiten Grades 
entwickelt worden sind, auf's Neue aufgenommen uad zum Theil welter geffihrt. 
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Das Strahlensystem kann nun insbesondere das Secantensystem 
einer Raumcurve sein. Der elnzelne Strahl vertritt dann geradezu, 
indem er doppelt z~hlt, die beiden Punkte, in deuen er der Curve be- 
gegnet. Jene Differentialgleichung l~sst sich jetzt einfacher dahin 
interpretiren, dass sie den Fortschrltt zu solchen benachbarten Strahlen 
bedeutet, welche mit dem gegebenen einen Curvenpunkt gemein haben. 
Und hieraus nun erw'~chst das oben erw~ihnte dualistiscbe Sei~enstfick 
zu meinen ,neuen ~ Riemann'schen Fl~chen, wenn man die Raumcurve 
in eine ebene Curve degeneriren l~isst . -  Ich mSchte mir vorbehalten, 
diese Betrachtungen bei Gelegenheit welter zu verfolgen. 

w  

LiterarischBs zum Dirichlet'schen Princip. 

Wollte man, wie es Riemann get|Jan hat, das yon ibm sogenannte 
Dirichlet'sche Princip als Beweisgrund gelten lassen, so w~ire es leich~, 
den allgemeinen Satz des w 1. fiir beiiebige Riemann'sche Mannig- 
faltigkeiten oder auch direct ffir die Fundamentalbereiehe der w167 2., 3. 
zu beweisen. In der-That verFs l~iemann so in Nr. 12 seiner 
Abel'sehen Funetionen bei dem oben (w 3.) an zweiter Stelie auf- 
geffihrten Beispiele. 

Es ist hier nieht der Oft, um die Grfinde, welehe gegen die 
Beweiskriif'tigkeit des Dinchlet'schen Princips sprechen, zusammenzu- 
stellen, so sehr ich eine solche Zusammenstellung im fnteresse des 
lernenden ma~hematischen Publikums f~r niitzlich erachten wfirde. 
Auch brauche ich hier nicht auseinanderzusetzen, warum solche physi- 
kalische Anschauungen, wie ich sie in meiner Schrift verwandte, in 
rein mathematischen Fragen nur den Wer~h ]~euri,~tischer Me~hoden 
haben. Man beachte fibrigens, dass diese physikalischen Anschauungen 
bei den allgemeinen in w 2. eingeffihr~en Fundamentalbereichen nur 
in sehr gezwungener Weise w~irden festgehalten werden k~nnen. 

Dagegen w~insche ich hier i~bgr die einschliigigen Untersuchungen 
der Herren C. N e u m a n n  und S c h w a r z  kurzen Berieht zu Irstatten, 
insofern ich glaube, dass dleselben lunge nicht hinl~nglieh gekann~ 
und nach ihrer Wichtigkeit gewfirdigt sind. Es ist keln Zweife], dass 
diese Uatersuchungen in allen F~illen der Anwendung geeigaet scheinen, 
das Dirichlet'sche Princip zu ersetzen und dass vermSge derselben ins- 
besondere der allgemeine Satz yon den auf den Riemann'sc~en Mannig- 
faltigkeiten existirenden Potentialfunctionen als strenge begrfindet er- 
achtet werden kann. Und Dieses ist ffir uns bier die Hauptsaehe. 
Mug der yon den genannten Autoren geliefer~e Beweisgang noch so 
umstS.ndlich sein, in ibm liegt die Berechtigung, jenen Fundamental- 
satz zu benutzen und mit ihm als einem Instrumente, iiberall wo es 
niitzlich scheint, zu arbeiten. 
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Die Untersuchungen der genann~en Autoren laufen vielfach pa- 
rallel*). Beide beginnen dami~ ffir St~icke der JEbene, und also das 
logarithmische Potential im engeren Sinne~ die sogenannte ~and- 
werthaufgabe zu behandeln~ d. h. zu zeigen~ dass bei vorgegebenen 
Randwer~hen sich auf jedem begrenzten Stficke der Ebene eine zu- 
gehfrige, im Inneren des St~ickes iiberall endliche und stetige Potential- 
function finden l~st .  Hr. Neumann entwlcke]t zu dem Zwecke eine 
besondere N~iherungsmethode, die yon ihm sogenannte Methode des 
arithmetischen Mittels, welche fiir soiche Bereiche, die eine durchaus 
convexe Begrenzungscurve haben, sowie ffir deren Erg.:inzun~sbereiche~ 
die gewfinschte Potentialfunction direct herstellt. Hr. Schwarz da- 
gegen beginnt mit Untersuchungen fiber con[orme Abbildung und zeigt, 
dass gewisse, sehr allgemein gestaltete Bereiche sich auf andere ton- 
form fibertragen lassen, ffir welche die Randwerthaufgabe auf Grund 
frtiherer Untersuchungen als erledigt angesehen werden kann. Beiden 
Autoren gemeinsam sind sodann gewisse Combinationsmethoden, ver- 
mfge deren es gelingt, die Randwerthaufgabe auch bei solchen Be- 
reichen durchzuffihren, welche aus einer Anzahl yon Stricken der frfiher 
behandelten Art dutch Ueberlagerung entstehen. 

W~hrend nun Hr. Neumann vermfge der yon ihm gewiihlten Aus- 
gaugspunkte in der Lage war, seine Untersuchungen auf den Raum, 
d. h. das Newton'sche Potential, auszudehnen (was ftir uns bier nicht 
weiter in Betracht kommt), hat I=]r. Schwarz seine Aufmerksamkeit 
des Ferneren insbesondere denjenigen Erweiterungen zugewandt, welche 
Riemann zwecks seiner functionentheoretischen Untersuchungen der 
seiner Zeit fiblichen Potential~heorie hinzugeffig~ hat. Ich meine die 
Einffihrung vorgeschriebener Unendlichkeitsstellen oder linearer Un- 
stetigkeiten (Periodicit~tsmoduln), sowie die Betrachtung geschlossener 
Mannigi'altigkeiten, mfgen diese nun mehrbliittrig fiber der Ebene 
ausgebreitet sein oder als beliebig gekriimmte Fl~.chen im Raume ge- 
legen vorgestetlt werden. Die Erl~iaterungen, welche Hr. Schwarz fiber 

*) Ich nenne hier yon den beta'. Publicationen als besonders, wichtig: 
C. Neumann: Zwei Mittheiluagen in den Berichten der k. s~chsischen Gesell- 

schaft der Wissenschaften, yore 21. Aprilund 31. October 1870 [zum Theil 
wieder abgedruckt in Bd. XI dieser Annalen, pag. 558 if.]; sodann das aus- 
ffihrliche Werk: 
Untersaahungen fiber das Logarithmische mad l~ewton'sche Potential (Leipzig, 
Teubner 1877). 

H. h. Schwarz: Zur Theorie der Abbildung (ira Jahresbericht des Zfirichcr 
Polytechnikums, 1869/70); 
Ueber einen Grenzfibergang dureh alternirendes Verfahre,, Zfiricher Viertel- 
jahrsschrift, Juni 1870 ; 
sowie eine lfmgere Mittheiluag an die Berliner Academie, siehe Monats- 
bericht yore 10. October 1870 (pag. 767--295 des herr. Bandes). 
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diese Fragen giebt (siehe die Abhandlung in den Berliner Monats- 
berichten yon 1870) sind allerdings sehr knapp gehalten. Fiir ge- 
schlossene Flgchen insbesondere erbringt er explicite nur den Nach- 
wets, dass auf ether beliebigen, aus einer endlichen Anzahl sich nicht 
berfihrender analy~ischer St[icke zusammengesetzten Flgche yore Ge- 

sddechte ~[ull vermSge der vorgenannten Combinationsmethoden ein 
iiberall eindeutiges Potential construir~ werden kann, das einen einzigen, 
beliebig vorzugebenden algebraischen Unstetigkeitspunkt erster Ordaung 
besitzt. Alles Andere sind Andeutungen. Ich babe es, als ich reich 
zuerst mit diesen Untersuehungen besch~ftigte, nieht ganz leicht ge- 
funden, diese Andeutungen zu ergiinzen, und glaube also, dass es 
manchem Mathematiker nicht unangenehm sein wird, wenn ich in den 
folgenden beiden Paragraphen hierauf eingehe. Und zwar bringe ich 
zunKchst mit freundlicher Erlaubniss des Yerfassers einen Brief yon 
Hrn. Schwarz, in welchem derselbe auf meinen Wunseh seine Methode 
zur directen Einffihrung yon Periodicitgtsmoduln erlgutert. Sodann 
entwiekele ich in w 8., wie man in genauem Anschlusse an die physi- 
kalischen Betrachtungen meiner Schrift dasselbe Ziel erreichen kann, 
indem man fiir Mannigfaltigkeiten yon beliebigem p direct nur die Existenz 
jenes eben erwghnten Potentials naehweist, das an beliebiger Stelle 
einen vorgegebenen einfachen algebraischen Unstetigkeitspunkt besitzt 
und fibrigens eindeutig verl~iuft. 

w  

Uober die dirocte Einffihrung tier P~riodicit~tsmoduln. 

I-lr. Schwarz schreibt mir unter dem 1. Februar 1882: 
,,Stud die Unstetigkeiten, welche man einer Potentialfuncfion u 

auferlegen will, yon der Art, dass bet der Ueberschreitung einer Quer- 
schnittlinie die Function um eine constante, vorgeschriebene GrSsse 
sich ~ndern soll, so bedart" dad Veffahren, welches in den Monats- 
berichten der Ber]iner Academle yore Jahre 1870 ffir die Einfiihrung 
punetueller Unstetigkeifen eingehalten wurde I~vergl. die beiden Bei- 
spiele Seite 788--790 und 792--794 daselbst) nut unerheblicher Modi- 
fication, so lange der in Betracht zu ziehende Bereich noch eine 

Randlinie besitzt, lgngs welcher die Function u vorgeschriebene Werthe 
haben soll." 

~Zungehst ist der Sa~z ffir einen zweifach zusammenh~ngenden 
Bereich T zu beweisen*). Durch Q~ werde aus T der einfach zu- 
sammenh~ingende Bereieh :T a , durch Q~ - -  weleher Quersehnit{ mit Q1 

*) Wegen der Bezeichnungea und Ausdrucksweisen vergl, man durchweg 
den Aufsatz in den Berliner Monatsberichten, fiberdies die Figur I auf tier hier 
beigegebenen ersten li~ographir/~n Tafel. F.K. 

Mathemattsehe 2~naalea, XX:[. 11 
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keinen Punkt  gemein haben daft ,  - -  gehe der Bereich T in den 

Bereich T 2 tiber. Man integrire ffir T~ Au  ~---0 unter der Be- 

dingung: u ~ 0 am ganzen Rande, u ~-- I an beiden Ufern des Quer- 

schnitts Qt- Es sei q2 das Maximum aller Werthe ,  welche u l~.ngs 

tier ganz innerhalb T s liegenden Linie Q2 annimmt. Ebenso integrire 

man Au  ~ 0 ffir das Innere von :/'2 unter der Bedingung: u ~ 0 

am ganzen Rande, u ~ 1 an beiden Ufern yon Q~. Es sei ql das 

Maximum der Werthe,  welche u l~ngs der ganz innerhalb T 2 liegenden 

Li~ie Q1 annimmt. Sowohl ql, als q2 sind kleiner als ] ."  
,E s  seien nun die Werthe yon u l~ngs der ganzen Begrenzung 

yon :T vorgeschrieben, l[tngs Q1 soll (u+ - -  u - )  -~- K sein." 

,,Man bestimme ftir den Bereich T s eine Function us, welche am 
Rande yon T die vorgeschriebenen Werthe hat,  am negativen Ufer 

yon Q, irgend welche Werthe,  am positiven Ufer die um K grSsseren 

Werthe annimmt. Von dieser im Innern yon T~ der Differential- 

gleichung ~ u  s ~ 0 gentigenden Function denke man sieh die • e r the  

l~ngs Q2 bestimmt und integrire ffir/ '2 die Differentialgleiehung/x u ~--- 0 

dutch eine Function %,  welche liings des Randes yon T die vor- 

geschriebenen Werthe annimmt (l~ngs der Begrenzungstheile a und b 

muss natiirlich u 2 ~ u I - - K  sein), welche auf dem negativen Ufer 

yon Q~ mit u I - - K ,  auf dem positiven mit u I fibereinstimmt. 

Hierauf bestimme man ftir das Innere yon T s e i n e  Function %, 
so dass A %  ~--- 0, l~ngs der Begrenzung yon T % ~ u 1, l~ings 

des negativen Ufers yon Q1 u~ ~ u2, l~ngs des positiven Ufers 

u3 ~- u2 4- K: 

~Auf diese Weise ~'ortschreitend bestimme man eine unendliche 

l~eihe yon Functionen us, m ,  %,  u4 - . . ,  welche abwechselnd ftir das 

Innere yon / ' i  und das Innere yon T 2 erkl~rt sin&" 

,,Das Maximum (bezw. die obere Grenze) yon l ui ~ %1 d .h .  des 

absoluten Betrages yon u I - - %  l~ngs Q1 sei g, so ist der absolute 

Betrag yon u s - -  u 3 l~ngs Q~ sicher nicht grSsser als g �9 ~2, l~ings Q~ 

ist aber u s - - %  ~ - - % -  u 4 (und zwar auf beiden Ufern), folglich ist 
u 2 - - u , ,  da diese Differenz am ganzen Rande yon T gleich Null ist~ 

dem absoluten Betrage nach an keiner Stelle innerhalb :T 2 grSsser ats 

g'~l~,  l~ugs Q~ jedenfalls nicht grSsser als g ' ~ ' q 2 "  Mithin is~ 

] ~3 - -  u~ I ~ g" qsq~, I u4 - -  u6 [ ~ g .  q~ q ~  u. s. w." 
,Hieraus folgt zuni~chst, dass die Functionen u2~,+~ sowohl~ als 

auch die Functioneu u~. sich mit wachsendem Index zwei bestimmten 

Grenzfunctionen u' and u" niihern, welche beziehlich ftir die Bereiche 

T~ und /'2 erkl~rt sind und innerhalb dieser Bereiche die Differential- 

gleichung befriedigen. L~i~gs der ganzen Begrenzung Q~, a ,  Q~-, b 

des Theilbereiches T*  ist u ' ~  u"..~t...K, es besteht daher diese Glei- 

chung auch fin Innern yon T*. L~ngs der ganzen Begrenzang des 
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Theilbereiches T -  T* ist u'~--, u", es besteht daber aueh diese 
Gleichung im Innern yon T -  T*." 

,,Setzt man aber u ~ u" im Innern yon T t, so ist u" die analy- 
tische Fortsetzung yon u -  fiber Q1 hinaus; diese Fortsetzung ist aber, 
wie bewiesen, innerhalb T* gleieh u ' -  K d. h. gleich u * - - K ,  also 
ist die Function u = u' die gesuehte." 

,,Es ist also der Satz fiir einen ~weifaeh zusammenh~ngenden Be- 
reich, ftir einen beliebig vorgeschriebenen Periodicit~tsmodul und ffir 
beliebig vorgeschriebene (ira Allgemeinen stetige) Randwerthe be- 
wiesen." 

,Unter der Voraussetzung der Giiltigkeit des Satzes ffir einen 
zweifach zusammenh~ngenden Bereich kann man nun den analogen 
Satz fiir einen dreifach zusammenh~ngenden !Bereich beweisen. Es 
sei T dreifach zusammenh~ingend. Man construire einen Quersehnitt 
Qt, durch wetehen T in einen zweifach zusammenh~ngenden Bereieh 
T 1 tibergeht. Man construire einen zweiten Querschnitt @., welcher 
durch continuir]iche Gestalt~nderung auf Q1 reducirbar ist, der abet 
mit Q1 keinen Pankt gemeinsam hat. Dutch Q.~ gehe T in T 2 fiber.(' 

,Nun kann man~ dem bereits bewiesenen Satze zufolge~ fiir die 
Bereiehe T 1 und T~ die Functionen ul, u2, u3, �9 �9 - bestim'mea, welche 
einen vorgeschriebenen:Periodicit~tsmodul bereits besitzen, und~ genau 
dem vorher angegebenen Verfahren entspreehend, der Function u einen 
zweiten Periodieit~tsmodul aufzwingen." 

,So kann man fortfahren, so lange eben, fiberhaup~; noch e/he 
Ra~/dlinie fibrig bleibt, l~ngs weleher die Function u vorgeschriebene 
Werthe annehmen soll." 

,,Will man abet auch diese letzte Randlinie fortschaffen, also zu 
einer geschlossenen Riemann'sehen Fliiche ohne Randlinien libergehen, 
so kann man nicht auf dieselbe Weise verfahren, well man bezfiglich 
des Beweises auf Schwierigkeiten sOisst. 

,Diese Schwierigkeit, welche mir ani~uglich viele Miihe gemacht 
hat, habe ich auf folgende Weise iiberwunden." 

,,Aus der Riemann'schen Fl~che T schneide man eine Kreisfliiche 
mit dem Radius -~l heraus, die in ihrem Innern keine singul~re Stell~ 
besitzt. Die yon T noch iibrig bleibende Fl~che mSge mit T t be- 
zeichnet werden. Diese Fl~iche, welche also jetzt eine Randlinie be- 
sitzt, gestattet die Anwendung des bewiesenen Satzes zweifellos. Zu 
dem Kreise mit dem Radius/~1 construire man nun einen concentrischen 
mi~ gr6sserem Radius /t~ und bezeichne das Innere dieses Kreises 
mit T.,. Die beiden Kreise mit den Radien /~j und /~2 sollen in dem- 
selben Blatte yon T llegen; es kann also immer erreicht werden, dass 
aueh der grSssere Kreis keine singul~re Stelle in seinem Innern 
enth~lt." 

11" 
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,,Man nehme nun l~ngs r ~ / ~ j  elne Werthenreihe beliebig an, 

z. B. u -~- 0 und bestimme ftir den Bereich T l eine Function ui ,  welche 

am Rande r ~--/~1 gleich Null ist und an allen Querschnitten die vor- 

g~schriebenen Periodicit~tsmoduln besitzt. Eine solche Function exi- 

st ir t ,  l~s t  sich auch fiber den Rand yon T t hinaus fortsetzen, aber 

yon dieser Fortsetzung kann man keinen Gebrauch machen, weil die- 

selbe ffir r < / ~ l  nieht eindeutig und stetig bleibt (natiirlich &uj .-~0)." 
,,Man bestimme hierauf fiir das Innere yon T 2 eine Function us, 

welche 1-~ngs r ~ / ~  mit u I iibereinstlmmt und ffir die /Xu 2 -----0 ist. 

Hierauf bestimme man fiir das Ianere yon T 1 eine neue Function us, 

ffir welche A u 3 ~ 0 ist, welche l~ngs r----R~ mit u s fibereinstimmt, 

und welche im Innern yon T 1 an allen Querschnitten die vorgeschrie- 

benen Periodicit~tsmoduln besitzt, a 

,,Auf diese Weise fahre man fort." 

,,Genau dasselbe Veffahren, welches auf S. 792 dazu ang~wendet 

worden ist, der Function u eine algebraische Unstetigkeit ~ufzuzwingen, 

wird hier dazu benutzt, zu bewirken, dass die Grenzfunction, der die 

]~unctionen ul ,  u3, �9 �9 �9 mit wachsendem Index unendlich nahe kommen, 

in dem ganzen Innern des Bereiehes T 2 sich eindeutig analytisch fort- 

setzen l~ s t . "  

,,Von wesentlichem Einflusse auf die Beweisftihrung ist hierbei 

ein Htilfssatz, den ich im 74. Bande des Journals ,  Seite 232 erw~hnt 

babe (Mitunter ist es niitzlich u. s. w.)." 

,Dieser  hSchst einfache Hiilfssatz leistet in vielen F~llen sehr 

gute Dienste, besonders f'dr den Fall geschlossener Bereiche." 

,,Hiermit glaube ich nun hinreichend a~gedeutet zu haben, wie 

ich mir etwa den Nachweis der Existenz der fiberall endlich bleibenden 

Integralfunctionen zurecht gelegt babe, auf den ich natfirlich grosses 

Gewicht legen musste, wenn anders die yon mir angewendete Schluss- 

weise tiberhaup~ geeignet sein sollte, die S~itze zu beweisen, welche 

Riemann gefunden uud ausgesprochen aber eben nicht bewiesen h a t . " ~  

w 8. 

Aadore 6ruppirung dor Existonzb0woiso. 

Um jetzt einen Augenblick auf die physikalischen Betrachtungen 

meiner Sehrift zurtickzugehen*), so gestaltete sich die Anordnung dort 

folgendermassen. Das erste Experiment,  das ich als realisirbar voraus- 

*) ~iveaucurven des logurithmischen Potentials in der Ebene sind in neuerer 
Zeit auf physikalischem Wege dutch Herrn Gudbhard in ausgezeichaeter Schtin- 
heir realisirt worden. (ComptesRendus 1881, 82). Vielleicht gelingt es den 
Physikern auch, jene Curvensysteme, die ich in I~. Th. auf beliebiger geschlossener 
FiChe betrachtete, experimentell herzu~teIlen und dadurch dem n'~heren ~tudinm 
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setzte, bestand darin, dass auf die mit leitendem Materiale bedeckte 
Riemann'sche Fliiche an zwei Stellen die beiden Pole einer galvanischen 
Batterie aufgesetzt wurdem So entstand ein iiberall eindeutiges Potential 
mit zwei gegebenen~ einander ergiinzenden logarithmischen Unstetig- 
keitspunkten. Sodann liess ich, an zweiter Stelle, die beiden Pole der 
galvanischen Batterie zusammenrficken, zugleich aber die Intensit~t 
des elektrischen Stromes sich ins Unendliche steigern. Dadurch erhielt 
das linch wie vor iiberall eindeutige Potential einen einfachen alge- 
braischen Unstetigkeitspunkt. Ein solcher Punkt besitzt eine Axe und 
ein Moment, M.  Nennt man die geod~itische Entfernung eines Punktes 
der Fl~iche yon jenem Unstetigkeitspunkte r, und q~ das Azimuth, 
unter welchem der geod~dsche Radius vector gegen die Axe geneigt 
ist, so ist, ftir sehr kleine Werthe yon r, der Werth des in Rede 

stehenden Potentials M-cos~ ~ Eben diese Art  yon t)otential werde 

ich weiterhin als Elementarpotential bezeichnen, denn es zeigt sich, dass 

man durch Ueberlagerung -yon Elementarpotengalen alle anderen er- 

zeugen ]cann. --  Endlich mein drittes Experiment! Ich traf eine der- 
artige Anordnung~ dass eine ganze Curve auf der Riemann'schen Fl~iche 
als Sitz einer elektromotorischen Kraft und zwar einer gleichfSrmigen 
elektromotorischen Kraft zu gelten hatte. Lief diese Curve yon einem 
Endpunkte zu einem zweiten hin, so wurden diese Punkte einander 
ergiinzende Wirbelpunlcte. Das zugehSrige Potential wird bei An- 
n~herung an einen solchen Punkt dem yon geeigneter Anfangsrichtung 
an gemessenen Azimuth q0 proportional und ist also unendIich viel- 
deutig. Kehrt aber die Curve geschlossen in sich z~rtiek~ wobei man 
voraussetzen muss~ dass die Riemann'sche Fl~che, l~ngs dieser Curve 
zerschniRen, nicht etwa in getrennte Theile zerfiiilt, so entstand ein 
iiberall endliches Potential. Dasselbe verl~iuft auf der F]~iche durchweg 
stetig, gewinnt aber bei jeweiliger Ucbersehreitung der benutzten Curve 
einen der elektromotorischen Kraft proportionaleli Periodicitiitsmodul, 
ist also ebenfalls unendlich vieldeutig. 

Man erinnere sich nun einen Augenblick tier Grundvorstellungen 
des Newton'schen Potentials. Jenem eindeutigen Potentiale mit zwei 
einander erg~nzenden logarithmischen Unstetigkeitspunkten entspricht 
im Raume die Function 

1 J..) 
c ( 7  F 

unter r~ r" die geradlinig, en Abstiinde yon zwei festen Punkten ver- 
standen. Unserer Elementarfunction aber correspondir~ der Ausdruck: 

zugfinglich zu machem -- Auf die Controversen einzugehen, welche sieh an die 
Gudbhard'schea Versuche anschliessen, wt2rde den Zweck dieses kurzen Hiuweises 
~berschreiten. 
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M oos 9~ 

dos _Potential des magnetischen Moleciils. Nun kann man aus le~zterem 

(.1 1.) erzeugen, indem man eine Reihe des vorangef~ihr~e, c ~ ~ 

magnetischer Molectile dessell~en Momentes M mit ihren Axen an 
r reiht; es entspricht d~ess der Vorstellung, die wir uns yon 
einem Linearmagneten zu machen pflegen. Genau so wird man offenbar 
auf unserer _t~iemann'schen Fliiche die eindeutige _Potentialfunction mit 
zwei einander" ergtinzenden logarithmischen Unstetigkeitspunkten aus 
unserer .Elementarfunction abZeiten k6nnen. J Aber die mathematische 
Physik kennt auch eine Nebeneinanderstellung magnetischer Moleciile 
desselben Momentes. Man erhiilt vermSge derselben den Begriff der 
transversal magnetischen Fl~che (Helmhol~z) und construirt hierdureh 
unendlich vieldeutige Potentiale'~ fiir welche die Contour der transversal 
magnetischen Flache eine Wirbellinie ist. Genau so wird man auf 
unserer _t~iemann'schen Fliiche die oben genannten unendlich vieldeutigen 
Potentiale erzeugen k6nnen, indem man jeden Punkt derjenigen Curve~ 
die wit als den Sitz einer gleichfdrmigen elektromotorischen Kraft be- 
zeichneten~ nunmehr als Unstetigkeitspunkt eines JElementar_~otentials be- 
trachten, dessen Axe mit der zugeh6rigen CurvennormaZe zusammenfdllt 
und dessen Moment einer infinitesimalen, dem .Bogenelemente l~ro~vor- 
tionalen Gr6sse gleich ist. 

Das Resultat dieser Betrachtungen is~ sonaeh des fo]gende: dass 
n~imlich auf beliebiger _Riemann" scher Mannigfaltigkeit (also auch auf 
beliebig gegebenem Fundameatalbereich)~ sobaZd erst die ~Existenz des 
Elementarpotentials festgesteltt ist, a~le anderen in meiner Schrift in _Be- 
tracht gezogenen Potentialfunctionen dutch Mittel der gew6hnlichen 
Analysis, niimlich dutch bestimmte Integral**), hergestdlt werden kb'nnen. 

Die Existenz abet des Elementarpotenfials auf beliebiger Rie- 
mann'scher Mannigfaltigkeit kann fast genau mit denselben Worten 
dargethan werden, mit welchen Hr. Schwarz pag. 792--794 seiner 
Abhandlung in den Berliner Monatsberichten den analogen Beweis fiir 
geschlossene Fl~ichen yore Gesehlechte Null g~fiihrt hat. Man hat 
sich nur zu erinnern, dass die niichste Umgebung jeder Stelle unserer 
Mannigfaltigkeii auf ein Stiiek der Ebene conform fibertragen werden 
kann. Uebrigens wird auch bei dem Beweise des Hrn. Schwarz 
eigentlieh nirgends darauf Bezug genommen, dass p-----0 sein soll. 
Hr. Sehwarz betont den let~teren Ums~and n~r, tun aus der Existauz 
des Elementarpotentials ein bestim.mtes Theorem iibcr eonforme A.b- 
bfldung abzuleiten. 

*) ~ofern e 8 sich u m  die unbegr~nzh~ Ebene hand_el~, ha~ berei~s Hr. C. Neu- 
mann yon derarfigen In~gralen ausgiebigen Gebraueh gemacht~ 
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w  

Borandeto Fl~0hen. 

Um den Betrachtungen des w 8. einen gewissen Abschluss zu 

geben, bespreche ich noch kurz den Fall berandeter Fl~ichen, wobei 

ich allerdings Nichts vorzubringen babe, was nicht den Specialforschern 

auf diesem Gebiete bekann~ were*). 

Bekanntlich ftihr~ man die Theorie berandeter Fl~ichen nach dem 

V organge yon C. Neumann iBorchardt's Journal,  Bd. 59, 1861) auf 

die sogenannte .G r e e n '  sche Function zurfick**). Wit  definiren dieselbe 

als eine auf der berandeten Fl~iche eindeutige Potentialfunction, welche 

an vorgegebener Stelle wie log. r ftir r ~--0  unendlich wird und, 

iiberall sonst stetig verlaufend, am [tande den constanten Werth Null hat. 

Betrachtet man iibrigens die Formeln, deren man sich z. B. bei Er- 

ledigung der Randwerthaufgabc bedient, genauer, so sieht man, dass 

es nicht sowohl die Green'sche Function ist, welche mau benutzt, als 

ein Grenzfall derselben, der sich hinter dem nach der Normale eines 

Randpunktes genommenen Differentialquotienten der Green'schen Func- 

tion verbirgt. Derselbe repr~sentirt eine auf der berandeten FiChe 

iiberall sonst eindeutige und s~etige, l~ngs des Randes verscbwindende 

Potentialfunction, welche in einem einzelnen Randpunkte eine einfache 

algebraische Unste~igkeil hat ,  deren Axe mit tier zugehSrigen Rand- 

normale zusammenf~illt. Eine gewisse Scheu, Potentialfunctionen am 

Rande selbs~ mit Unstetigkeiten auszustatten, mag davon abgehatten 

haben~ diesem Grenzfall einen besonderen Namen beizulegen. 

Es i~t nun iiberraschend zu sehen, wie diese Begriffsbestimmungen 

sich in die allgemeinen des vorigen Paragraphen einordnen, sobald 
wit die berandete F l~h  G wie es u. A. in meiner Schrift zur Sprache kam, 
indem wir Vorder- und t~iickseite derselben getrennt auffassen und l~ings 
der Begrenzungslinic verbunden denken***), als einen besonderen FaU 
symmetrischer, geschlossener Flgchen gelten lassen. Will man die 

Potentialfunctlonen, welch% auf der Vorderseite der berandeten Fliiche 

verlaufend, 1.~ngs des Randes den constanten Werth Null haben, auf 

*) Vergl. z. B. das schon oben genannte Fragmen~ XXV in Riemann's 
matfllematischen Werken. 

**) Ursprfinglich ha~e Hr. Neumann, indem er sich auf die Betrachtung 
ebener Bereiche beschr~nkte, yon der im Texte genannten Func~on noch log. r 
in Abzog gebracht (un[er r die geradlinige Entfernung yon der Unstetigkeits- 
stelle verstanden). Die im Texte gegebene, fibrigens schon yon verschiedenen 
Autaren benatzte Definition, sehein~ zweclrm~issiger und muss ~edenfalls dann ver- 
wandt werden, wenn man, wie bier beabsiehtigt, die berandeten Fl~chens~icke 
bel/ebig gekrfimmt im Raume verlaufend voraussetsen wilL 

***) Ich spreche bier nich~ welter yon den in meiner Sehrift gleichfalls in 
Be~racht gezogenen Doppelfl~chen. 
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die R~iekseite der Fl-~che analytisch fortsetzen, so braucht man nur 
die einzelnen Poten~ialwerthe (indem man vom Punkte der Vorderseite 
zum entsprechenden Punkte der R~lckseite iibergeht) im Vorzeiehen 
umzukehren. So erweist sich dann die Green'sche Function als be- 
sonderer Fall jenes ersten, im vorigen Paragraphen betrachteten 
Potentials, welches zwei einander erg~nzende logarithmische Unstetig- 
keitspunkte hat. Es ist nut die besondere Anordnung getroffel~, dass 
jene beiden Unstetigkeitspunkte an correst~ondirenden Stellen der beiden 
Fl'~chel~seiten gelegen sind. Jener Grenzfall der Green'schen Functio.n 
abet (auf den es, wie gesagt, eigentlich ankommt) ist. nichts ztnderes 
als unsere .Elementarfunction, mit der Maassgabe, dass man, um die 
Symmetrie der beiden Flgchenseiten ~u wahren, den Unstetigkeitspunkt 
auf den .Rand und die zugeh6vige Axe in die t~andnormale verlegt hat. 

So ergiebt sich also ein merkw~irdiges Resultat. Die Theorie der 
geseh|ossenen Fl~hen Mann bislang (w 6) nur so behandelt werden, 
dass man die geschlossene Fl~che aus einze]nen berandeten Stiiel~e~ 
zusammensetzt. Umgekehrt abet gewinnt man die beste Einsicht in 
die Lehre yon den berandeten Fliichen~ indem man letztere als speciellen 
Fall der geschlossenen Fl~chen auffasst. 

Abschnitt II. 

Das Princip der analytischen Fqrtsetzuag. 

w  

Erl~uterung des Princi~s an einem Beispiele. 

Das allgemeine Princip, welches wir hier aufzustellen haben, ist 
an sich ausserordentlich einfach, und nur seiner Wichtig'~t halber 
wird ibm ein besonderer Abschnitt bier gewidmet. Dabei verlasse ich 
t~ir die Folge die Ausdrucksweise der Potentialtheorie, spreche viel- 
mehr, indem ich mir jedes Potential mit dem conju~rten in bekann~er 
Weise vereinigt denke (1~. Th. pug. 19), unmittelbar yon den com- 
plexen Functionen des Ortes. Von den Functionen, die ich in meiner 
Schrift in Betracht zog, will ich bier der Kfirze halber nicht die 
mit Periodicit~itsmoduln sondern nur die. eindeutigen in's Auge fassen, 
bei gegebenem Fundamen~lbereiche also nur solche, die in zus~mmea- 
gehSrigen Randpunkten ~ibereinstimmende Werthe annehmen. Erinnern 
wir arts aoch, dass eine comp]exe Function des Ortes vSllig bestimm~ 
is~, wenn wit ihre Werthe l~ngs clues beliebig kteinen Linienstficks 
kennen. 

Diess vorausgeschiekt beginnen wir bei Darlegung unseres Princips, 
der vollea Deutlichkeit wegen, mit demselben Beispiele des eiafachen~ 
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Parallelogramms, das aueh in w 2 des vorigen Abschnitts vorangestellt 
wurde. Wir hatten damals nur ein einzelnes Parallelogramm betraehtet 
und dessert gegeniiberstehende Kan~n in einfaeher Weise zusammen- 
geordnet. Aber nun beachten wir, class das Parallelogramm einen 
Theft der unbegrenzten Ebene ausmacht uad wit das in Rede stehende 
Gesetz (die einfache Parallelverschiebung) als eine die gauze Ebene 
betreffende Operation auffassen kSnnen. VermSge derselben legt sich 
neben unser erstes Parallelogramm ein zweites, ihm congruentes. 

Zugleieh modificiren wir in etwa/unsere Auffassung. Statt unsere 
complexe Function des Ortes nut innerhalb des ersten Parallelogramms 
als bestehend vorauszusetzen, verfolgen wir dieselbe jetzt tiber das 
Parallelogramm hinaus in die unbegrenzte Ebene. Wir finden dann 
sofort: class unsere Function in dem neuconstruirten, anliegenden _Paral- 
lelogramm dieselbe WertI, vertheilung aufweist, wie in dem alten. Dena 
das neue Parallelogramm liegt genau so gegen die Kante~ welche ihm 
mit dem ersten gemeinsam ist, wle letzteres gegen seine gegenfiber- 
stehende Kante; in den entsprechenden Puukten beider Kanten nimmt 
abet unsere Function~ nach Voraussetzung, identische Werthe an. - -  

Wir wiederholen nun den hiermit gemaehten Sehluss~ indem wit 
das urspriingliche Parallelogramm zun~ichst mit vier neuen Parallelo- 
grammen umgeben, dana jedes yon diesea abermals, und so wei~er 
fort, his die gauze Ebene in bekannter Weise mit einem Netz yon 
Parallelogrammen iiberdeckt ist. In jedem dieser Parallelogramme ver- 
liiuft unsere Function genau so, wie in jedem anderen. Um uns der 
gewShnlichen Sprachweise zu bedienen, mSgen wit die unbegrenzte 
Ebene als das Gebiet ether Variablen ~ betrachten. Dann haben wir 
als Resultat: dass dieselben Functionen, welche wir als eindeutige Func- 
tionen des Ortes auf unserem Fundamentalbereich definirten, doppelt- 
periodische Functionen der Variablen ~ sin& Dieser Satz dart natiirlich 
sofort umgekebrt werden. Er enth~lt in einfachster Form~ was wir 
jetzt als allgemeines Princip zu formuliren haben. 

w  

Der allgemoine Fall. 

Um nan bet beliebig gegebenem Fundamentalbereiche einen 
~ihnlichen Sehluss machen zu kSnnen~ genfig~ es offenbar, anzunehmen: 
dass derselbe ein Stiic~ ether anderea,' umfassenderen Riemann'schen 
F|iiche sei*), and dass jene Operationen, welche die Kanten unseres 
Fundamentalbereichs zusammenordnen, als Transformationen der ganzen 

*) lqoeh aligemeiaer w~re es, auch diese Fl~che wieder als Fundamenh~l- 
bereich gegeben zu deuken~ doeh mache ich davon in dieser Arbeit keine hn- 
wendung. 
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Riemann'schen Flitche in sich selbs~ aufgefass~ werden kSnnen. Ver- 
mSge jeder solchen Operation ]egt sich dan,/ neben den ursprfinglichen 
Fundamen~albereich ein neuer. Damit die VorsteUung des zu sehildern- 
den Processes den richtigen Grad der Allgemeinheit erreiche, wollen 
wit gteich erw~ihnen, dass dieser neue Bereich mSglicherweise an irgend 
welchen Stellen fiber den alten hinfibergreift oder aach Verzweigungs- 
punkte in seinem Innern aufweist~ die der alte nieht besass~ etc. etc. 
Unabh~ngig davon gilt allemal der Satz: dass jede complexe Function 
des Ortes, wdche auf der dutch den ersten Berei~h versinnlichten 
Riemann" schen Mannigfa~tigbeit eindeutig ist, auf jedem der 1Vachbar- 
bereiche diesdbe Werthvertheilung aufweist , wie auf  dem urspriinglichen. 

Um diese Behauptung in etwa zu zergliedern~ sei y eine complexe 
Variable, deren wit uns bedienen, um den einzelnen Pankt auf unserer 
Riemann'schen Fl~iche zu bezeichnen. Sei ferner ~ ' ~  cp(y) diejenige 
Transformation, welche neben den ersten Fundament~lbereich einen 
zweiten legt, und also aus einer bestimmten Kante (KI) desselben die- 
jenige (K~) macht, welche beiden Fundamentalbereichen gemeinsam 
ist. Sei nun E(~) eine Function, ftir welche ~'K, ~ FK, ist~ d. h. 
welche in entsprechenden Punkten der beiden Kanten' fibereinstim- 
mende Werthe annimmt. Man construire sodann die neue Function 
~'(~') ~-- E(cp (7)) ~ F '  (~), welche in dem neuen Fundamentalbereiehe 
genau so verl~uft, wie x~'(~) in dem alten. Offenbar stimmen die Rand- 
werthe _F~. mit den entsprechenden Ex, fiberein. Abet letztere sind, 
wie gesagt, ihrerseits mit den _/~ identisch. 1)aher stimmen 1:: und _~ 
iiberhau~t l~ings der Kante K 2 iiberein und sind also dieselben _Func- 
tionen. Und eben diess behauptet in etwas anderer Ausdrucksweise 
unser Satz. - -  

Es gilt nun, sich die Gesammtheit der Bereiche, welche aus dem 
ersten dutch fortgesetzte Reproduction entstehen 7 vorzustellen. Hierzu 
giebt das im vorigen Paragraphen behandelt~ Beispiel der doppelt- 
periodischen Functionen nur unvollkommene Anleitung. Bezeichnet 
man n~mlich mit S, und S 2 die beiden Verschiebungen, vermSge 
deren sieh neben das urspriingliche Parallelogramm Nachbarparallelo- 
gramme legen~ so ist S I S 2 ~ $2S t . Im Allgemeinen abet ist fiir eine 
so~che ~dation, oder iiberhau~t fiir irgend eine t~elation zwische~ den 
entsFrechou~ O_~erationen S~, $2, �9 �9  S~ gar "~n Grund vorhanden. 
Die Operationen S~, S 2 , . . . ,  S~, zusammen mit ihren inversen 
St -~ ,  $2 -~,  . . . ,  S, -~ , umgeben den ursprfinglichen Fundamental- 
bereich mit einem Kranze yon 2v  Bereichen. Combiniren wir nun 
irgend zwei der Operationen, z. B. S~S~, so heisst diess~ dass wir 
zuniiehst auf den anf~nglichen Bereich die Operation- S~ anwenden, 
dann abet auf den so gewonnenen Bereich die Operation S~ (die ja 
nicht nur fiir die Puukte des ursprfinglichen Bereiche% sondern fiber- 
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haupt ffir atle Punk~ der Riemann'schen Fl~che, die unsere Bereiche 
tr~gt, nach Voraussetzung Bedeutung hat). Wir erhalfen also einen 
Bereich, welcher sich neben den anderen ]eg~ der aus dem Anfangs- 
bereiche dutch Sk hervorgeh~. -- In ~hnlicher Weise will jede Zusam- 
mensie]lung der Symbole $1 +,  $2• . . . ,  S~ + gedeutet sein: jcder 
Zusammenstellung entspricht ein bestimmter Berelch, und auch um- 
gekehr~ (so lange wir eben keine Relationen zwischen den • voraus- 
setzen) jedem Bereiche nur eine Zusammenstellung. Ich verde weiter 
unten auf diese Correspondenz zwischen Bereichen und Operationen 
noch genauer eingehen (Abschnitt III, w 1i) und will hier nut noch 
auf Herrn D y c k ' s  ,Gruppentheoretische Studien" (Bd. XX dieser 
Annalen) verweisen, wo dieselben Verhii}tnisse in einer nut unwesent- 
lich particularisirten Form mi~ besonderer Klarheit, abet allerdings 
etwas anderer Bezeichnung, besprochen sind. 

Die Sache ist nun die, dass unsere _Function _F(9 ) sich au[ allen 
diesen (ira AUgemeinen une~dlich vielen) t~ereichen gleichf6rmig repro- 
duciren wird. Oder~ wenn wir uns dcr Sprache der Analysis bedienen 
wollen und die Operationen $I, S~, . - .~  B, uns dutch entsprechende 
Formeln ~2'~ ePI(9), 9' -~- q~2(~), " �9 "~ )2' ~ (P,(~) ersetzt denken: 
Unser F ( ~) geniigt den l~unctionalgleichungen : 

~(~ (9)) = F ( ~  (9)) . . . . .  F ( ~ ( 9 ) )  = P(~),  
und natiirlich den unbegrenzt vielen, die aus ihnen abgeleitet werden 
"kb'nnen. 

Diese analytische Formulirung ist allerdings insofern minder voll- 
kommen, als die geometrische, als _F, cp im Allgemeinen ~iusserst viel- 
deutige Functionen yon 9 sind and daber die vorstehenden Functional- 
gleichungen erst dadurch eincn bestimmten Sinn bekommen, dass wir 
ausdrficklich festsetzen~ sie sollen dem Uebergange jedesmal yore einen 
Bereiche zum Nachbarbereiche correspondiren. 

Diess ist das Princip der analytischen Fortsetzung. 

w  

~srbesssrts huffassung des Prircil~s. Rsgul~re and symmetrische 

Fl~hen. 

Man kann innerhalb der Riemann'schen Theorie sozusagen drei 
Stufen der Entwickelung unterscheiden. Allcmal wird der unabhKngig 
Variabelen der gew5hnlichen Functionentheorie eine irgend wie ver- 
laufende Riemann'sche Fl~che (oder Maunigfaltigkeit) substituirt. Abet 
an Ste]Ic der abh~n~g Veriinderlicben tritt das eincmal die einzelnc 
(reelle) Potentialfunction u, das zweitemal die complexe Function des 
Or~s~ ~ ~- iv~ endlich das drittemal wieder eine Riemann'sche Fl~che. 
Wo die gewStmliche Analysis Abh~ngigkeiten zwischen zwei Variabelen 
hat~ da haben 'wir  je~zt eine conforme Beziehung zwischen zwei 



168 F. KLein. 

Riemann'schen Fl~ibhen. Es werden also nicht sowohl zwei complexe 
GrSssen, sondern direct zwei algebraische Gebilde in wechselseitige 
Abh~ngigkeir versetzt. 

Indem wir hiervon Gebrauch machen, kSnnen wir sagen, dass 
unser Princip der analytischen Fortsetzung nichts Anderes ist, als eine 
Schilderung der allgemeinsten conformen Beziehung, welche zwischen 
zwei Riemann'schen Fliichen, T~ urid T~, bestehen kann. Wird T 1 
in geeigneter Weise zerschnitten und beginnen wir mit einer yon den 
vielleicht unendlich vielen, unterschiedenen Abbildungen, welche T I 
auf T 2 vermSge des vorausgesetzten conformen Zusammenhanges erfiihrt, 
so erscheint das Bild yon T 1 als bestimmter Fundamentalbereich, d. h. 
als ein Bereich mit bestimmter ZusammengehSrigkeit der Kanten, fiber 
T 2 (oder einen Theil yon T2) ausgebreitet. Die Sache ist dann die, 
dass es nlcht nSthig ist, will man die fibrigen Abbildungen yon T 1 
finden, a u f T  t selbst zu recurrirem Vielmehr genfigt es, jenen ersten 
Fundamentalbereich ins Auge zu fassen und ihn auf Te durch ana- 
lyCische Fortsetzung ins Unbegrenzte zu reproduciren. Und dieses ist 
vielleicht der reinste Ausdruck unseres Princips. - -  

Indem wlr yon demselben Gebrauch machen, besprechen wir den 
besonderen Fall, dass ngmlich T 1 eindeutige Transformationen in sich 
selbst besitzen mag. Es zerlegt sich dann T 1 in eine gewisse (vielleicht 
unendliche) Zahl kleinerer, unter sich ~iquivalenter Gebiete~ und nun 
ist die Sache offenbar die, dass es gentigt, auf T.~ eine Abbildung 
e/nes dieser Gebiete zu kennen, um aus ihr zun~chst durch eine 
geeigaete analytische Fortsetzung ein erstes Bild der ganzen Fl{iche 
T l und weiterhin alle solche Bilder zu erhalten. 

Hierbei nun erinnere man sich der Auseinandersetzungen tiber 
eindeutige Transformationen einer [~iemann'schen Fl~iche in sieh, wie 
ich sie in meiner Schrift, pag. 69ff., gegeben habe. Neben die directen 
Transfbrmationen, die man gewShnlich allein betrachtet, stellen sigh 
unter Umst~nden inverse~ denen eine conforme Abbildung ,mit  Um- 
legung der Winkel ~. entspricht. Ges~attet eine Fl~iche eine inverse 
Transformation, welche, einmal wiederholt, zur Identi~t zurfickfiihrt, 
so heisst die Fl~iche eine symmetrische. 

Indem wir uns auf letztere F1Kchen beschriinken, besagt unser 
al]gemeiner Satz~ dass es geniigt, au[ T2 nut  eine Abbildung der einen 
symmetrischen ~f~ilfte yon T l zu kennen, um aus ihr dutch analytische 
Eortser den Gesammtverlauf der Abbildung zu finden. Die Opera- 
t~ionen Sl~ $2~. . . ;  welche dabei zur l~eproduction des Anfangsbereiches 
dienen, sind dann natfirlieh selbs~ yon der inversen Art~ welcher eine 
Abbildung yon T2 auf sich selbst mit Umlegung der Winkel eatsprieht. 

So gelangen wit zum ~)r/nc/~ tier Symmetrie in seiner allgemeinst~n 
Gestalt und erkennen zugteich seine Steltung gegen unser Princip der 
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analytisehea Fort~e~zung. Woes  am Platze ist, besag~ es mehr als das 
letztere, denn es tr~igt eben der Symmetrie yon T 1 Reehnung. Daffir 
kommt es abet aueh nur bei symmetrisehen F'l~chen T l zur Geltung. 

w  

Functionen mit linearen Transformationen in sich. 

Die allgemeinsten Functionen mlt linearea Transformationen in 
sich erwachsen aus den Betrachtungen des w 2, indem man die Fuac- 
tionen q9 l(y), q%(~), �9 �9 . einfach dutch lineare Ausdrficke in ~/ gegeben 
sein l~isst. So war es in den Belspielen 1), 2), 3) des w 2 im vorigen 
Abschnitte~ und auch das Beispiel 4) daselbst liefert uns Functionen 
mit linearen Transformationen in sieh, wenn wir die damals nicht 
n~her definirie Zuordnung der 2p Randcurven eben dureh lineare Sub- 
stitution vermittel~ denken. In allen diesen F~illen ist eine Ebene 
(oder eine Kugelfl~ehe ~/, was auf dasselbe hinauskommt), die Tr~gerln 
der unbegrenzt vielen Reproductionen, und so wollen ~ir es auch in 
der Folge, da diese Am~ahme allgemein genug ist, voraussetzen. 

Die angefiihrten Beispiele zeigen zugleieh, class Functionen mit 
linearen Transformationen in sich durchaus nieht eindeutig zu sein 
brauche.n. Es ist diess erst eine neue, in den sp~teren Entwickelungen 
des vorliegenden Aufsatzes hinzutretende Bedingung. Erst durch sie 
gewinnt der Begriff yon Functionen mit linearen Transformationen in 
sich eine engere Umgrenzung. Verzichtet man auf Eindeutigkeit, so 
gelingt es z. B. sofort, beliebigviele Functionen zu cons~ruiren, welche 
dureh irgendwelehe vorgegebene liQeare Substitutioneu in sieh fibergehen. 
Ffir die einzelne solehe Substitution eonstruire man niimlich einen 
Bereieh, dessen Begrenzungslinien verIfiSge der Substitution zusammen- 
geordnet sind. Ueberdiess treffe man die Anordnung so, dass alle diese 
Bereiehe irgendwie tiber einander gesehiehtet erseheinen. Es geniigt 
dann, diese Bereiehe dureh irgendwelehe Yerzweigungen zu einem 
einheitliehen Ganzen zu verbinden. Dana definir~ uns das letztere, 
als Fundamentalbereieh aufgefasst, zugehSrige Funetionen der ge- 
wollten Art. 

Unter diesen allgemeinsten Functionen mit linearen Transforma- 
tionen in sich nehmen nun wieder diejenigen eine besondere Stellung 
ein, deren Fundamentalbereiche aueh inverse lineare Umformungen in 
sieh selbst gestatten. Insbesondere kann es sein, dass man die Ge- 
sammtheit aller "~quivalenten Bereiche erhr~lt, indem man den halbert 
Ausgangsbereich dutch symmetrisehe Umformungen dieser Art (d. h. 
Umformungen yon der Periode Zwei) reprodueir~. Und bier is~ es 
nun~ dass die Funetionen einzuordnen sind, welchedie Herren Sehwarz, 
$chottky u. A. (aueh Riemann selbst) vermSge des Prineips der Sym- 



170 F. KnmN. 

metrie studirt hahen. Es giebt zweierlei A~n symmetriseher l~nearer 
Umformungen (R. Th. pag. 73). Beide erscheinen in der Ebene als 
Transformation durch reciproke Radien; abet das eine Mal hat man 
es mit einem reellen Inversionskreise, das andere Mal mit elnem Kreise 
yon imagin~rem Radius zu thun. Von den genannten Autoren wurde 
durchweg nur die erste Art der Symmetrie benutzt. Daher erscbeinen 
ihre Ausgangsbereiche (die halben Fundamentalbereiehe) yon a priori 
gegebenen Kreisbogen begrenzt. ]nsbesondere hat Herr Schwarz solche 
durchaus schlichte Ausgangsbereiche betrachtet, bei denen sieh diese 
KreisbSgen zu einem Linienzuge zusammenf/igen uncl das Gesehlecht 
p des Fundamentalbereichs also den Werth Null hat. Dartiber hinaus 
behandelt Hr. Schottky den allgemeineren Fall, class der, auch wieder 
schlicht vorausgesetzte Ausgangsbereich, yon mehreren Kreisbogen- 
polygonen umgrenzt sei. Das p des Fundamentalbereiehs ist dann 
immer um eine Einheit kleiner, als die Zahl der Begrenzungscurven. 
Herrn Schottky's Figuren ergeben sich aus denen des Herrn Schwarz 
sozusagen durch den im folgenden Abschnitte (w 16) zu besprechenden 
Proces~ der Ineinanderschiebung. 

~bschnitt III. 

Eindeutige Functionen mit l inearen Transformationen in sich. 

w 

Vorbemerkungen. 

Nach den Entwiekelungen des vorigen Absehnitts ist die Bestim- 
mung speciell aller eindeutigen Functionen mit linearen Transforma- 
tionen in sieh sozusagen ein geometrisches Problem. Wit denken uns 
in der Ebene der complexen Variablen ~ einen iibrigens beliebigen 
Fundamentalbereieh abgegrenzt, dessen Begrenzung~skanten wir paar- 
weise durch gewisse lineare Substitutionen des ~ zusammenordnen, 
reproduciren dann diesen Bereich vermSge jener Substitutionen ins 
Unendliche und fragen, wie man in allgemeinster Weise die verschie- 
denen Bestimmungsstficke zu w~ihlen hat, damit in der T/-Ebene 
nirgends eine mehrfache Bedeckung durch die Fundumentatbereiche 
eintrete. - -  Die bier gew~hlte negative Ausdrucksweise sell dabei ein- 
schliessen, dass keineswegs die ins Unendliche vervielf~ltigten Funda- 
mentalbereiche die ganze Ebene zu fiberdecken brauchen. Vielmehr 
werden sich ira Allgemeinen nati~rliche G~enzen fiir die Vervielf~ltigung 
tier Fundamentalbereiehe einstellen, fiber welehe hinaus dana auch die 
zugehSrigen eindeut~gen Functionen nicht kSnnen fortgesetzt werde~. 

F~ gelingt mir-ira: Folgenden nun nicht etwa und" es ist auch 
~icht mei~ Zweck, da~ allgemeine, so pr~icisirte Problem in relier 
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Allgemeinheit zu erledigen. Vielmehr begnfige ich reich, yon einer 
bestimmten Classe eindeutiger Functlonen mit linearen Transforma- 
tionen in sich (auf die sich dann auch das Fundamentaltheorem des 
Abschnitts IV zun~iehst beziehen soil) eine mSglichst klare Vor- 
stel]ung und scharfe Definition zu geben. Von dem Wunsche aus- 

geh en d ,  .auch l~enjenigen ~erst~ndlich zu schreiben, welche sich 
noch nicht mit dieser Art yon Funegonen besch~ft~gt haben, gehe ich 
sch~ittweise und bespreche zuniiehst in den folgenden Paragraphen die 
iibrigens wohlbekannten Functionen, welche bei Wiederholung einer 
einzelnen Fnearen Substitution unge~ndert bleiben (w 2---4), gebe so- 
dann eine Uebersicht fiber gewisse weitere, einfache F~ille unserer 
Functionen, die bereits yon anderer Seite oder bei frfiherer Gelegen- 
heir ausf~hrlich behandelt wurden (w 5--7) und untersuche sodann 
insbesondere derartige Functionen, bei denen eine reelle Kreislinie die 
natiirliehe Grenze abgieb~ (w 8--14). Aus den so gewonnenen Fune- 
tionen entstehen sodann durch Variation der Constanten (w 15) sowie 
durch Ineinanderschiebung (w 16) gewisse allgemeinere, denen zwei 
weitere Paragraphen gewidmet werden (w 17--18); sie bezeichnen 
die Grenze, bis zu welcher die diessmalige Untersuehung vorschreitet. 
Ich will hier den Wunseh nicht unterdrficken, dass alle diese Dinge 
yon anderer Seite mit grSsserer AusF~ihrlichkeit mSehten durchgearbei~et 
werden, als es mir seither bei nur zu beschr'~akter Zei~ mSglich ge- 
wesen ist. 

w  

Ueber die geometrische Bedeutung der einzMnen Substitutionen. 

Was hier iiber die Bedeutung der einzelnen linearen Substitutionen 

~v + $ gesagt werden soil, ist nachgerade ziemlich bekannt.*) 

Man wolle sich dabei die betreffenden Figuren jedesmal in der Ebene 
zeichnen ; es ist dann aber n~itzlich, sich dieselben auf der Kugel vorzu- 
stellen. Denn auf der Kugel erscheinen solche Figuren, die wir als 
gleichberechtig~ erach~en mfissen, auch dem unge~ib~en Auge viel leiehter 
~quivalent, als in tier Ebene. 

Die erste Unterscheidung, welche wir zu machen haben, bezieht 
sieh auf die sogenannten Fundamenta]punkte der Substitution t welehe 
be5 der Substitution unge~indert bleiben. Indem dieselben dutch folgende 
quadratische Gleicbung gegeben sind: 

7n ~ + (a - -  ~)~ - -  ~ = O, 

*) Ich selbs~ habe diese Dinge z. B. schon im 9 ~e~ Bande dieser Annalen (p. 185ff) 
in ~hnticher Form zur Sprache gebraeh~. Wegen tier einzuffihrenden Benennung 
vergl, man Bd. XIV die~r Annalen, p. 1"22. 



kSnnen dieselben entweder getrennt sein, oder, im besonderen Falle, 
zusammenrfieken. 

Wit beginnen mit dem allgemeinen Falle und legen durch die 
beiden Fundamentalpunkte hiudurch ein erstes Kreisb[/schel, welches 
ida als Bfischel der Meridiane bezeichne. Sodaun construiren wit das 
Bfischel der hierzu orthogonalen Kreis% der l~reitenkrvise. Die Ebenen 
der Breitenkreise schneiden sich (ira Raume gedacht) alle l~ngs der- 
jenigen Lini% welch% in Bezug auf die Kugel, die conjuglrte Polare 
der Verbindangslinie der Fundamentalpunkte ist. Hierauf fohren wir, 
start ~ eine neue Coordinate ~ derart ein~ dass ~ 0 den einen~ 

~- c~ den anderen Fundamenta]punkt bezeichnet. Setzen wit ~--~rdr 
so wird cp ~---Const. die Gleichung der Halbmeridiane, r ~ Const. die 
Gleichung der Breitcnkreise sein. Auf dieses kanonisehe Coordinaten- 
system bezogen muss jetz~ unsere Substitution nothwendig folgende 
Ges~al~ annehmen : 

. 
02 

wo Pt~ ~2 die beiden Wurzeln der quadratisehen Gleiehung bezeichnen: 

i - - o .  

Und nun unterscheide ich, indem ieh q-~-~-~-.Rd~ seize, drei F~lle. 
02 

Im ersten Falle sei R ~  1. Dann bleiben, wie ersichtlieh, bei der 
Transformation alle Breltenkreise uugeiindert, die Meridiane aber ver- 
tauschen sleh in der Art unter sieh, dass ~ O o n s t .  in ~ C o n s t . + t ~  
verwandelt wird." Diess ist, was ieh als elli.pt~sehe Substitution bezeiehne. 
Die elliptisehe Substitution ist periodisch, wenn ~ mi~ 2 z  commen- 
surabel ist; ist a einem ganzzahligen Theile yon 2z  gleieh~ so nenne 
ieh die Substitution gelegentlich primitiv. 

Im zweiten Falle nehmen wir a ~ 0. Dann bleiben umgekehrt 
die Meridiane unge~ndert erhalten~ die Breitenkreise abet. vertauschen 
sich unter einander~ indem r ~---Const. durch r ~ .~-Const. ersetzt 
wird. /ch nenne dann die Substitution eine hyperbolische. 

Der dritte Fall, in w e l e h e m / ~ 1 ,  a ~ 0  ist~ wird am Besten ver- 

standen, wenn wir ihn durch eine Aufeinanderfolge einer ellipgschen 
und einer hyperbolischen Substitution ersetz~ denken. FAn Ptmkt: 

~ r e'~ ist naeh der Transformation in ~ ~ r/~ �9 ~(~+") iibergegange n. 
Daher bleiben bei unserer Transformation die Curven: 

a �9 log r ~ r �9 log/~ ~ Oonst. 

ungeiinder~. Diese Curven sind die gleichwinkeligen Trajectorien unserer 
Meridiane (oder Breitenkreise). Daher spreche ich im vor!iegenden 



Zur  Riemann'schen Funetionentheorie.  173 

Falle yon einer loxodromischen Substitution. Eine loxodromisehe Sub- 
stitution ist ebenso, wie eine hyperboliseh% nothwendig aperiodiseh. --  

Betrachten wir nun den Grenzfall, in welchem die beiden Fun- 
damentalpunkte tier Substitution zusammenfa]len ! Die Meridiane haben 
sigh dann in solehe Kreise verwandelt, welehe einander im Fundamen- 
talpunkte beriihren. Aber die Breitenkreise, sowie die Sehaaren zu- 
sammengehSriger Loxodromen haben ihrerseits (wie man mit Leichtig- 
keit finder) je das Niimliehe gethan, so dass also der specifische Unter- 
schied zwischen den dreierlei Curvenarten in Wegfall kommt. Wit 
verstehen die Transformation am Besten, indem wit die Kugel vom 
Fundamentalpunkte aus auf die gegentiberstehende Tangentialebene 
projieiren. Die Meridiane verwandeln sieh daun in Parallelgerade der 
Ebene~ ebenso die Breitenkreise etc. Set ~ eine solche liaeare Function 
yon *2, welche ira Fundamentalpunkte unendlich wird. Dann schreibt 
sieh unsere Substitution ~' ~ ~ -~- Const. undis t  also dutch eine blosse 
])arallelverschiebung der Ebene versinnlicht. - -  Ieh nenne diesen (noth- 
wendig wieder aperiodisehen) Grenzfall den Fall der ~arabolischen 
Substitution. 

w  

Der z-at einzelnen Substitution zugehSMge Fundamentalb~reich. 

Um iiberhaupt Functionen mit linearen Transformationen in sich 
zu erhalten, betrachteten wit im vorigen Abschnitte tibrigens beliebige 
Fundamentalbereiche, deren Randcurven allein durch die vorgegebeuen 
Substltutionen paarweise zusammengeordnet werden mussten. Nun 
abet wir uns hier auf eindeutige Functlonen jener Art beschr~nken, 
ist die Willkiirlichkeit des Fundame~ltalbereichs eine wesentlich ge- 
ringere geworden. Offenbar darf derselbe jetzt in seinem lnnern keine 
zwei :Punkte enthalten, welche vermgge der zugeh6rigen linearen Sub- 
stitutionen oder irgend ether aus ihnen zusammenzusetzenden Substitution 
tiquivalent sind. 

Es set jetzt eine einzelne liueare Substitution vorgelegt. So wet- 
den wir zuvSrderst die Gru.ppe linearer Substitationen bilden, die aus 
ihr durch positive oder negative Wiederholung hervorgeht, und die 
Gesammtheit der Lagen aufzufassen suehen, welche ein belieblger Punkt 
vermSge der Substitutionen der Gruppe annimmt. Dann werden wir uns 
diesea Punkt beweglieh denken und uns fragen, welchen mSglichst grossen 
Bereich derselbe iiberstreiehen mug, ehe er an solche Stellen gelangt, 
die mit Stellen, welche er friiher bereits eingenommen hatte, "~quivalent 
stud. Die Untersuchung zeigt, dass dieser Bereich yon unwesenflichen 
Verzerrungen abgesehen, jedesmal vollkommen bestimmt ist. Zu der 
einzelnen linearen Substitution 9ehi~rt daher, in dem bier in Betracht 

MaEaematiache 3kmaalen. X.XI. 12 
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] ~ o m m ~  S i n ~  j e ~ m a l  nut ein Fundam~Zbereich (den wir dann 
dutch die zugehSrige Substitution bezeichnen kSnnen). 

Sei unsere Substitution zuvSrderst eine eUiptische. So ist deutlieh, 
dass dlesetbe jedenfalls elne periodische sein muss, wenn der zugehSrige 
Fundamentalbereich, wie wires doch verlangen mfissen, eine endliche 
Ausdehnung haben soll. Denn anderenfalls tiberdecken die Punkte, 
we|che aus einem be]iebig angenommenen dutch fortgesetzte Wieder- 
holung der Substitution entstehen, in immer diehter werdender Auf- 
einanderfolge einen ganzen Breitenkreis. Wir kSnnen fiberdiess an- 
nehmen~ dass unsere Substitution prim#iv, d. h. in der Gestalt 

21~z 

darstellbar sei, unter 1 eine ganze Zahl verstanden. Denn die Gruppe, 
welche aus den Wiederholungen unserer periodisehen Substitution 
erwiichst -- und auf diese Gruppe kommt es jetzt bei unseren neueu 
Ueberlegungen wesentlich an --  kann immer aueb dureh Wiederholungen 
einer primitiven Substitution erzeugt werden. Den Fundamentalbereich 
aber, der zu der vorgenannten primitiven Substitution zugeh6rt, erkennt 

man sofort. Er ist einfaeh eine Sichel yon der WinkelSffnung 2~ l ' 
welehe sieh, yon geeigneten Halbmeridianen begrenzt, vom Punkte 

~--0 zum Punkte ~ ~ ce hinzieht. Die unwesentliehen Aenderungen, 
welche man an diesem Bereiche noch anbringen kann, bestehen nut 
darin, dass man den einen Jdalbmeridian unter Festhaltung seiner End- 
punkte verdrehen odor auch innerhalb gewisser Grenzen verzen'en 
kann~ sofern nut mit dem anderen Halbmeridian genau die ent- 
sprechende Aenderung vorgenommen wird. 

Wit betraehten ferner die parabolische Substitution ~'--:--~-~-Const. 
So bietet sieh sofort als zugehSriger Fundamentalbereich in der Ebene 
ein 1)aralle~streifen, den wit uns der Einfaehheit halber gemdlinig be- 
grenzt vorstellen kSnnen. Wollen wir'tauf die Kugel iibertragen, so haben 
wir jetzt eine Sichel yon der Winkel6ffnung s deren beide Ecken 
in den FundamentaZpunkt der Substitution zusammenfallen. 

Beide r  hylverbolischen Substitution ~' ~ / ~ .  ~ odor der loxodro- 
mischen ~ ~ l~d" .  ~ wird die Sache insi)fern anders, als der zuge- 
hSrige, im Wesentlichen wieder bestimmte Fundamentalbereich zweifach 
zusammenh:,ingend ist. Wir werden jetz~ n~imlieh als Fundamental- 
bereich etwa den ringf6rmigen ~aum eraehten, der zwischen zwei 
Breitenkreisen r ~ Const. und r ~ / ~  �9 Const. eingesch]ossen ist. Der 
Untersehied zwischen den zweierlei Substitutionen ist dabei nut der~ 
dass bei den hyperbolischen Substitutionen solehe Punkte der beiden 
Breitenkreise zusammengeordnet erscheinen, welche uuf demselben 
Halbmeridiane liegen, w~ihrend bei der loxodromischen Substitution 



Zur Riemann'schen Functionentheorie. 175 

die beiden Kreise gegen einander sozusagen verdreh~ erseheinen. --  
Ich unterlasse es zu schilder~, wie man den so eingefiihrten Bereich 
durcb Verzerrung der Begrenzungscurven noeh modificiren kann. 

Dagegen mSchte ich durch die hierhergehSrigen Figuren 2) und 
3) der lithographischen Tafel dazu veranlassen~ sigh die verschiedenen 
Gestalten vorzustellen, nnter denen sigh die zuv'Srderst auf der Kngel 
gedachten Fnndamentalbereiche bei verschiedener stereographischer Pro- 
jection auf die Ebene iibertragen. So stellt Figur 2 eme Sichel yon 

der WinkelSffnung ~ ~ ,  Figur 3 einen ringfSrmigen Fundamentalbe- 

reich vor. 

w  

Punetionen, welcho bei der einzol~en Substitution u~ge~ndert bleibe~. 

Der Vollst'Xadigkeit wegen gebe ich hier die Functionen explicite 
an, welche zu den im vorigen Paragraphe. b~stimmten Fundamentral- 
bereichen hinzugehSren. Im Falle der elliptischen oder parabolischen 
Substitution bat die dutch den Fundamentalbereich versJnnlichte Rie- 
mann'sche Mannigfaltigl~eit das Geschlecht Null. Daher wird es eine 
zugehSrige Function geben, welchejeden Werth im Fundamen~albereich 

�9 nur einmal annimmt. Als Function yon ~ betrachtet muss sie im Falle 
der elliptischen Substitution bei ~ ~ - 0 ,  wie bei ~ ~ ~ eineu (l--1)-  
faehen Kreuzungspunkt beshze~i. Analog im Falle der parabolische~ 
Substitution im Punkte ~ ~ ~x~ eiaeu Kreuzungspunk~ uneadlich hoher 

Ordnung. Solche _Functione~ sind offenbar ~z, beziehungsweise e co,~t.. 
Alia anderen Fuactionen, die im Fundamentalbereiche eindeutig sind 
und auf der dutch den Fundamentalbereich vorgestellten Riemann'sehen 
Mannigfaltigkeit keinen wesentlich singul~iren Pankt haben, drficken sieh 
nach dem Fundamenialsatz fiber die Mannigfaltigkeiten VOLu Geschlechte 
Null (larch die beiden angegebenen Funetionen resp. rational a u s . -  
Bei den hyperbolischen und loxodromischen Substitutlonen ist 2 ) ~  1. 
Will man zugehSrige eindeutige Functionen bildeu, so gen~igt, es~ auf 
die Theorie der doppeltperiodischen Funetionen zu reeurriren. Sei 
~" ~ Re/" �9 ~ die vorgele~e Substitution. So folgt log ~' ~ log 
-1- log ~ -1 t- in. Wir brauchen a l sonur  eindeutige Fuuctionen yon 
log ~ zu construiren~ welehe die Perioden log/~-{- in ,  uud iiberdiess~ 
damit sie iff ~ eindeutig sind, die Periode 2iz~ haben. Dass 2o ~ 1 
ist, driick~ sieh darin aus, flass alle solehe Functionen*) sich durch 
zwei derselben ra~onaI darstellen lassen~ zwischen denen eine alge- 
braische Gleichung yore Geschlechte 1 besteht. 

*) die im Fundamentalbereich keinen wesen~ch singul~ren Punkt haben. 

12" 
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Auch kSanen wir den Gesarnmtverlauf~ den diese Functionen in 
der Ebene ~ (oder auf der Kugel ~) nehmen, mi~ Leiehtigkeit ~iber- 
sehen. Bei der elliptisehen Substitutio.n zerlegt sieh die Ebene einfach 
durch l Halbmeridiane in ~ nebeneinanderliegende Sicheln. Die Anzahl 
dieser Sieheln wird unendlich gross~ indem zugleieh die beiden Eek- 
punkte in einen zusammenriicken, wenn die elliptisehe Substitution 
zur parabolisehen wird. Im Falle der hyperbolisehen oder loxodromischen 
Substitution dagegen bekommen wir unend]ich viele einander ein- 
sehliessende ringfSrmige Bereiche, welche, sieh auf die beiden Funda- 
mentalpunkte ~ ~ 0 und ~ ~ ~ immer enger zusammendri~ngen. 

Diese ausftihrlichen Angaben mSgen dazu dienen, damit jedenfalls 
diese ersten den einzelnen linearen Substitutionen correspondirenden 
FKlle vollst~ndig versG4ndlich seien. 

w  

Stellaag tler Grttpl)entheorie. 

Durch die Bemerkungen des w 3 hat sich der Begriff des Funda- 
mentalbereichs gegen den frtiher gegebenen in etwa:verschoben. Start 
der einzelnen linearen Substitutionen, welche zwei yon den Randstiicken 
des Fundamentalbereichs zusammenordnen, betrachten wit dort die 
Gruppe linearer Substitutionen, welche aus den genannten durch be- 
liebige Combination und Wiederholung entsteht, - - u n d  es erscheint 
der zul~issige Fundamentalbereich beinahe als ein Attribut dieser Gruppe. 
Offenbar hat die Gruppe, welche einem brauchbaren Fundamen~l- 
bereiche zugehSrt, keine unendlich k]eine Substitution: sie ist discon- 
tinuirlich, wie Herr Poincar6 es ausdrfiekt. Wir werden fragen, ob 
jede discontinuirliche Gruppe linearer Substitutionen eine und-nur eine 
ftir uns brauchbare Eintheilung der Ebene in Fundamen~albereiche 
liefert. Write es der Fall, so kSnnten wir unsere urspriingliche Frage- 
stellung verlassen und die Aufsuchung aller discontinuirlichen Gruppen 
linearer Substitutionen als eigentlichen Zielpunkt wiihlen. 

Aber die n[ihere Betrachtung zeigt, dass da ia dreifachem Sinne 
noch ein Unterscbied zu machen ist. 

Einmal giebt es, wie ich bier in keiner Weise ausfiihren kann, 
discontinuirliche Gruppen, denen iiberhaupt kein endlicher Fundamen- 
tMbereieh z~gehSrt*). Die Fundamentalpankte der zugehSrigen linearen 
Substitutionen sind iiberalldicht fiber (]as ganze Gebiet der complexen 
Variablen zerstreut. 

2kndererseits werdea wir sofort solche Gruppen kennen lernen, 
bei denen das Gebiet der complexen Variablen durch "gewisse natilr- 

*) Vergl. die beziigliche Andeut~ng yon Herra Poincax~ in Bd. 93 tier 
Comp~a R~ndus, pug. 46. 
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liehe Grenzen in verschiedene Abtheitungen zerleg~ is~. Innerhalb jeder 
Abtheilung existirt ein zugehSriger Fundamentalbereich. Aber wenn 
wir ihn vermSge tier linearen Sabstitutionen reproduciren, die zuge- 
hSrigen eindeutigen Functionen mit linearen Transformationen in sich 
also analytisch fortsetzen, so werden wir hie aus der einmal gewShlten 
Abtheilung herausgelangen. Wir werden also sagen miissen, dass ein 
und derselbea z, oatinuirlichen Grappe in diesem Falle verschiedene &rten 
yon Fundamentalbereichen und-zugehSrigen Functionen correspondiren. 

Endlich abet giebt es Gruppen linearer Sabstimtionen~ denen fiber- 
haupt kein zusammenhiingender Fundamentalbereich entspricht, oder 
bei denen diess doch nicht fiir alle Theile der Ebene der Fall ist. 

Daher scheint es~ trotz tier neuea Umgrenzung, die der Begriff 
des Fundamentalbereichs erfahren hat, am Richtigsten, dass wir aueh 
im Folgenden immer yon der Gebietseintheilung ausgehen. Nur wo 
kein Missverst~ndniss mSglich ist, empfiehlf es sich der K~irze halber, 
yon der zugehSrigen discontinuirliehen Gruppe zu sprechen. 

w  

Woitero Boispielo brauchbarer 6ebietseinthoilungen. 

Ich wende reich nun zu der in w I bereits in Aussich~ genom- 
menen Aufz~hiung soleher bereits anderw~rts studirter, flit uns brauch- 
barer Gebietseintheilungen, derea Be~rachtung z um VerstiirMnisse des 
sp~eren nfitzlich sein kann. 

l) Wit  nennen zuniichst die Figuren der reguliiren K6rper : Doppel- 
pyramide, Tetraeder, Oktaeder, ]kosaeder. Die zugehSrige Gebietseill- 
theilung erw~chst jedesmal dutch symmetrische Reproduction eines 
Kreisbogendreiecks. Die Winkel desselben sind bez. dem folgenden 

Schema zu entnehmen: 

n ~ (l beliebig) 

75 ~g 

T '  ~- '  -5-, 

~-,.  3 ~ 4 ~ 

2 '  3 '  5 

Die, Zahl der unterschiedenen Fundamentalbereiche, und also die 
Gruppe der zugehSrigen Substitutionen ist endlick, and sind diess die 
einzigen eadlichen Gruppen linearer Substitutionen einer Ver~nder- 
lichen, die es giebt (sofern man yon den Wiederholungen einer ein- 
zelnen periodischen Substitution absieht). Das Geschlech~ p ist Null. 

2) Als zweites .Beispiel haben wit diejenigen Gebietseinthe~Tunyen, 
welche bei den dotrpeltperiodischen _Funeticnen in ldel/rftcht kommen. 
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Und zwar zuvSrderst die gew5hnlichen Para]lelogramme, yore Ge- 
schlechte 1, die tier Gruppe 

correspondiren~ unter eoj, co 2 die Perioden verstanden. Dann ferner, 
den geraden doppeltperiodisehen Functionen entsprechend, Par'allelo- 
g-camme yore Geschlechte Null, wie ein solches dutch Figur 4 (auf 
tier ersten beigegebenen Tafel*))versinnlicht wird; die zugehSrige 
Gruppe lautet: 

~/" ~ - - ~ / - 1 -  mto 1 -~ ntoe. 

Endlieh noch die besonderen Figuren, welche sich ergeben, wenn man 
ein geradliniges Dreieck, das entweder gleichseitig ist, oder die Itiilfte 
eines gleiehseitigen Dreiecks oder endlich die H~ilfte eines Quadrats 
vorstellt, darch Spiegelung ills Unbegrenzte vervielF~ltigt. Die zuge- 
hSrigen Substitutionen lauten, unter a eine dritte Einheitswurzel ver- 
standen, beziehungsweise: 

~' -~- i ~ . ~ -{- (m -~- hi)co 1 . 

Zugleich sind die hiermit angefiihrten Gruppen (yon den Wiederholungen 
einer einzelnen geeigneten Substitution abgesehen) die einzigen discon- 
tinuirllchen Gruppen, welche den Punkt ~ ~ or ,  aber auch keinen 
anderen Punkt der Ebene unge~indert lassen. 

3) Als dritte.s Beislgiel ziehen wit  diejenigen Gebietseintheilungen in 
Betracht, welche aus der symmetrisehen Reproduction eines Kreisbogen- 

7g 
dreiecks mit den Winkeln y~ , ~ ,  ~ erwachsen, wo l~, 1.,, l 3 ganze 

1 1 1 
ZaMen sind und 71t -~- -~2 -~ ~ < 1 ist**). Es sind dless eben die- 

jenigen Figuren~ denen schon Herr Sehwarz im 75 t~ Baade yon 
Borehardt's Journal eine Zeichnung widmete (Tafel l I  daselbst), und 

"die in den ]etzten B~nden dieser Annalen yon verschiedenen Seiten 
ausfiihrlich behandelt worden sind. Bei ihnen tritt  - -  fiir uns hier 
zum ersten Male - -  eine natiirliche Grenze auf. Dieselbe wird yon 
tier Kreislinie gebildet, welche zu den drei Begrenzungskreisen des 
Ausgangsdreieeks (und also jedes anderen aus ibm abgeleiteten Dreiecks) 
orthogonal ist. Triift man eine solche Coordinatenbes~immung, dass 
dieser Kreis als Axe der reel]en Zahlen erscheint, so haben die Sub- 
stitutionen der zugehSrigen Grupl~e durchaus reelle Coefficienten. Wir 

*) Fig. 5 and Fig. 6 ebendaselbst repr~sentiren a) den halbert Fandamenta[- 
bereich des Ikosaeders, b) ein beliebiges Paxalle]ogramm .in soleher Projection, 
d~ss der (Jnendliehkeitspunkt der Ebene dem Bereiche angeh6rt. 

**) Li~sst man diese Ungleiehung fallen, so kommt man genau zu den unter 
I) und ,2) bespr~he~en F~Uen zurfick. 
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haben hier einen solchen Fall, in welchem die Gruppe wetter reicht, 
als die Ueberdeckung durch Fundamentalbereiche. Denn [etz~re finden 
sigh nur auf derjenigen Seite des Grenzkreises, ant welcher wlr (zu- 
F~ilig) das Ausgangsdreieck angenommen haben; die Gruppe aber 
zerleg~ auch denjenigen Theil der Ebene, weleher auf der anderen 
Seite des Grenzkreises tiegt, in "~quivalente Gebiete. 

w  

Geometrischer Excurs zum vorigen Paragraphen. 

Wenn man sich mit ]inearen Substitutionen ether Variablen 
besch~iftigt, so ist es bekanntlich in vielen F~llen ntitzlich, die Kugel, 
auf der man die complexen Werthe yon ~/ deutet, als Fuadamental- 
fl~che einer iVicht-JEuk/idischen Maassbestimmung za be~rachteu*). 

,~+18 entsprechea dann die .Be- Den linearen Substitutioaen ,/ '-~ ~,~+~ 

wegungen des Raumes, den elliptischen insbesondere die reinen Drehungen, 
den loxodromischen die Schraubenbewegungen etc. Jeder discontinuir- 
lichen Gruppe linearer Substitutionen wird eine ebensolche yon Be- 
wegungeu entsprechen. 

Die Beispiele nun, welehe wir im vorigen Paragraphen beCrach- 
teten, correspondiren s~immtiich solchen Gruppen yon Bewegungen, 
bet denen je ein bestimmter l~aumpunkt festbleibt Im Falle der doppelt- 
periodischen Functionen ist dieser Punkt auf der Kugel gelegen: tier 
Pankt ~ ~ ~ .  Bet den regul~iren KSrpern ist es eta Punkt im Kugel- 
innern, n~mlich der Mittelpunkt der Kugel (so lange real, sieh die 
regul~en KSrper unverzerrt in ibrer gew5hnlichen Gestalt denkt). ]fin 
Falle des dritten Beispiels aber eta Punkt ausserhalb, der Pol n~im- 
lich jener Ebene, we]che aus der Kugel den besprochenen Grenzkreis 
ausschneidet. 

BeschrEnkt man seine Aufmerksamkeit auf die Winkel, welche 
die Strahlen oder Ebenen, die durch den festen Punkt hindurchlaufen, 
im Sinae unserer Nicht-Euklidischen Maassbestimmung mit einander 
bi]den, so daft man den Kegel, der yon dem festen Punkte aus sigh 
an die Kugel erstreckt, als Fundamentalgebilde der Maassbestimmung 
erachten. Wit haben dann in dem terniiren, yon jenen Strahlen und 
Ebenen erfiillten Gebiete, eine hy:perbolisehe oder elli2tische oder 2ara- 
bolische Maassbestimmung**), je nachdem der Kegel reell oder imagin~ir 
ist oder in eine Doppelebene (d. h.~ dualistisch zu reden, in zwei 
conjugirt imagin~ire Ebenenbfischel) ausgeartet. Die hiermit bezeichnete 

*) Siehe Annalen IX, pag. 183. 
**) Wegen dieser Ausdrucksweise sieh~ knnalen IV: Ueber die sogenannte 

Nichteuklidische Geometrie. 
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Anschautmgsweise ist desshalb nti~lich, weil sic einen wich~igen/tfilfs- 
begriff an die Hand giebt. Projicirt man niimlich die auf der Kugel 
ausgebreiteten, unter sich :s Fundamentalbereiehe irgend 
einer der yon uns betraehteten Gebietseintheilungen yon dem zuge- 
hSrigen festbleibenden Punkte aus, so sind die projicirenden Pyramiden 
im Sinne der jeweiligen Maassbestimmung unter sich congruent. Ins- 
besondere haben sie alle dieselbe Winkel6ffnung. Hiernach erkennt 
man z. B. sofort, dass nur endliehe Gruppen linearer Substitutionen 
mSglich sind, wenn der festgehaltene Punkt im Kugelianern liegt; 
denn die Gesammtheit der yon einem solchen Pm)kte aus sich erstrecken- 
den Winkel ist endlich. 

Wir werden im Folgenden yon dieser Hiilfsvorstellung in einer 
Form Gebrauch machen, die sigh an die geometrisehen Vorsfellungen 
der fiblichen Functionentheorie bequemer anschliesst. Die Strahlen 
und Ebenen, welche durch den festgehaltenen Punkt hindurchlaufen, 
iibertrage man mifsammt der ffir sie geltenden Maassbestimmung durch 
Schnitt auf die Kugel, and yon dieser, wenn man will, durch stereo- 
graphische Projection auf die Ebene ~. So haben wir ffir die Pnnkte 
der letzteren eine Maassbestimmung~ bei welcher der (reelle oder 
imagin~re oder ausgeartete) Grenzkreis die unendli~h fernen' Punkte 
abgiebt, und die geodiitischen Linien in diejenigen Kreise iibergegangen 
sind, welche den Grenzkreis orthogonal schneiden. Im Sinne dieser 
Maassbestimmung sind dann die jeweiligen Fundamentalbereiche, wie 
wit sie im vorigen Paragraphen betrachtet~n, congruent und also yon 
gleichem ~'lgcheninhalt. Die zugehBrigen linearen Substitutionen yon 

abet bezeichnen eben so viele im Sinne unserer Maassbestimmung 
zu verstellende Bewegangen*). 

w  

Ueber die allgemei~sten, yon uns in Botracht zu ziehondon 6rappen 

mit reellBm Haul~tkreise. 

Wie im Vorhergehenden bereits angedeutet~ werde ich die s~mmt- 
lichen Gruppen', welche wir in w 6 betrachte~en~ als GrulY19~ mit 
Hauptkreis  bezeichnen. Dieser Haaptkreis ,is~ im Beispiel 1) imagln~r, 
im Beispiele 2) in einen Punkt ausgeartet~ und sind diess~ wie schon 

*t Es ist diess dieselbe Art Nicht-Euklidischer Maassbestimmung, yon der 
auch Herr Poincar6 Gebraueh macht. L~ss~ man den Grenzkreis mi~ der Axe der 
reellen Zahlen zusammenfallen (worauf also die zugeh~ri~en Bewegungen durch 
diejenigen linearen Substitutionen gegeben sein werden, welche reelle Coeffieien- 
ten haben), so ist der Ausdmek fiir die Enffernung zweier Ponkte x~-~ iy~j 
x2 q- iy2, unter c eine reelle Constaate verstanden, 

_.--_ 2ic are. sih ( i  y (x, -- ~,)'~ -[- (Y, -- Y,)~ ) . 
"2 y ~ y~ 
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bemerkt, die einzigen Beispiele yon Gruppen mi~ ~magin~rem, bez. 
ausgeartetem Hauptkreis. Dagegen ist es leicht zu sehen, dass es tiber 
das dritt~e Beispiel des w 6 hinaus noch uneudllch viele discontinuir- 
liche Gruppen (resp..Gebietseintheilungen) mit reellem Hauptkreise 
giebt. Start n~mlich ein Kreisbogendreieck zu Grunde zu legen, mSgen 
wit ein Kreisbogenvielevk in Betracht ziehen, dessen Seiten (vert~ngert 
gedacht) siimmtlich auf einem Hauptkreise senkrecht s~ehen, und 
dessen Winkel, sofern sie nich~ Null sind, irgend welche ganzzahlige 
Theile yon ~ sind. Wenn wit ein solches _Kreisbogenvieleck symmetrisch 
reproduciren, so er~a~ten wit wiederum e~ne brauchbare Gebietsein- 
tlteilung, fiir welche der Hauptkreis Grenzkreis ist. Das Geschlecht des 
Fundamentalbereichs ist, wie im FaUe des Kreisbogendreiecks, gleich 
Null. Ich verweise ferner auf meine Bemerkungen ,Zur Theorie der 
elliptischen Modulfunctionen" im 17 ten Bande dieser Annalen, sowie 
insbesondere auf Herrn Dyck's ,GnLppentheoretische Studien" im 
20 t~~ Bande daselbst. Es wird dort gezeigt, dass in dea so erhaltenen 
Gruppen mit Hauptkreis andere Gruppen als Untergruppen eathalten 
sind, deren Fundamentalbereich nicht nothwendig symmetrisch ist and 
ein Geschlecht besitzt, welches beliebig yon Null verschieden sein kann. 

Es ist Herrn P o i n c a r d ' s  Verdienst, zuerst darauf aufmerksam 
gemacht zu haben, dass man die allgemeinsten Gruppen mit reellem 
Hauptkreis aus einfachen Bestimmungsstiicken construiren kana*). Aber 
nur ftir einen Theil seiner Gruppen ist der Hauptkreis selbst die natiir- 
liche Grenze der Fundamentalbereiche. Zum_Th.ejJ erreichen sie.den 7 
selben nut in einze!nenPankten , zum Theil iiberschreiten sie ihn und 
tiber'Kdecken die gauze Ebene. lch werde im Nachstehenden nur solche 
Fiille betrachten, in denen der f=lauptkreis mit der natiirlichen Grenze 
zusammenF~.llt. 

Zur Vereinfachung iiberlegen wir vorab das Folgende. Ein and 
dieselbe Gruppe linearer Substitutionen kann in demselben Gebiete 
der Ebene zu scheinbar sehr verschiedenen Fundamentalbereichen An- 
lass. geben. Ich erinnere nur an das Beispiel der doppeltperiodischen 
Functionen: dasselbe parallelogrammatische System kann auf mannig- 
fachsim Weise aus einzelnen Paral]elogrammen anfgebaut werden. Um 
tiber die verschiedeaeu dabei auftretenden MSglichkeiten Uebemicht zu 
gewinnen, is~ es ntit'zIich, zun~chst den Fundamentalbereich durch die 
geschlossene giemann'sche Mannigfaltigkeit (oder Fliiche), welche er 
versinnlicht, zu ersetzen, uad dann hinterher zu iiberlegen, auf welche 
Weisen man diese Fl~che zerschneiden und ihr also einen bestimmten 
Fundameatalbereich subs~ituiren kann. 

Wit kehren also einen Augenblick die Betraeh~ung urn. SMtt die 

*) Siehe Annalen XIX, p~.  554. 
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Riemann'sehe Fl~ehe auf die */-Ehene abzubilden, verfolgen wit ~/ als 
eine complexe Function des Ortes auf der Riemann'schen Fl~che. Und 
bier ist es nun, dass wit die Besehr~inkungen, die wit im Folgenden 
fes~alten wollen, am deutlichsten bezeichnen kSnnen. 

Offenbar hat */, als Function des Ortes auf der Riemann'schen 
Fl~iche*) betraehtet, die Eigenschaft, sich nach Durchlanfung irgend 

eines geschlossenen Weges in der Gestalt a~ + v ~ + # zu reprodueiren. Es 

kann sein, dass eine derartige, you der Identit~t verschiedene, Sub- 
stitution sich bereits einstellt, wenn wir nur einen einzelnen Punkt 
der Riemann'schen Fl[iche umkreisen. Einen solchen Punkt nennen 
wir einen Verzweigungspunkt yon ~ und beding~n nun zun~ichst, dass~ gleich 
dem GescMechte p der t~iemann'schen ffliiche, aueh die Zahl n dieser 
Verzweigungspunkte durchaus endlich sein soll. Dann aber beschfiinken 
wit auch noch das Verhalten yon ~ im einzelnen Verzweigungspunkte. 
Die Bedingungj dass die Umgebung des Verzweigungspunktes in q 
eindeutig sein soll, ]~isst noch verschiedene MSgliehkeiten often. Wir  
wollen festsetzen~ dass ~ sieh in der Niihe des einzelnen Vemweigungs- 

f- 
t~nl~tes verhalten soll, wie ~ in der Niihe yon z ~ O. Hier soll l~ 

eine gauze Zahl sein, welehe ich den Index, des Verzweigungspunktes 
nenne, die fibrigens in der Grenze auch unendlich werden mag (worauf 

ll: . -  

l o g  z an die Stelle yon /~/z tritt). Die Folge ist dann, dass *1 bei 

Umkreisung des Verzweigungspunktes eine elliptische Substitution, und 
zwar  eine ,vrimitive elliptisehe Substitution yon der Periode l~, im Grenz- 
falle abet eine ~arabolisehe Substitution erf~ihrt. 

Den Inbegriff der hiermit definirten Attribute (~, n~ l~) bezeichne 
ich weiterhin als die Signatur der ,/-Function. 

Indem wit nun insbesondere solche Gebietseintheilungen in der 
*/-Ebene betrachten wollen~ deren natiirliche Grenze eine Kreislinie ist, 
wird der elnzelne Fundamentalbereich nothwendig einfachen Zusammen- 
hang haben. Es wird also darauf ankommen, die Riemann'sche Fl~che 
(~, n) auf die eine oder andere Weise in eine einfach zusammeahiingende 
zu zerschneiden. Eine Uebersicht fiber die unbegrenzt vielen M~glich- 
keiten, welche dabei auf~eten, bat an dieser Stelle keinen Zweck. Es 
wird vielmehr gentigen, wenn wir eine kanonische Zerschneidungsart 
verabreden, die wenigstens ia der Hauptsache bestimmt ist. Diess sol] 
im folgenden Paragraphen geschehen. Der w ]0 sehildert sodann die 
Gestalt des entsprechenden Fundamentalbereichs in der ~-:Ebene. Wit 

*) Die Riemann'sche Fl~che selbst denke ich mir immer, im Anschlusse an 
meine Schrift, ohne Verzweigungspunkte frei im Raume gelegen. 
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benutzen dabei, um die Ideen zu fixiren, einen Umstand, dessen auch 
Herr Poineard erwiihnt. In tier Theorie der doppeltperiodischen Func- 
tionen zeigt man durch einfache geometrische Betraehtung, dass man den 
Fundamentalberelch, das Parallelogramm, immer geradlinig begrenzt 
voraussetzen kann. In ganz tihn~icher 14reise beweist man, dass man als 
~egrenzungskanten des einzelnen Funda~nentalbereichs einer Grul~l)e mit 
Hauptkreis immer solche Kreisbogcn verwenden kann, welche (verliingert 
gedacht) auf dern Hauptkreise senkrecht stehen. Indem wit hiervon in 
w l0 Gebrauch machen, disponiren wir rfickwiirts fiber die Gestalt 
jener Querschnitte, welche in w 9 auf unserer Riemann'schen Fl~iche 
nur erst der Art und Aufeinanderfolge naeh festgelegt waren. - -  

Noch sei bemerkt, dass wir im Folgenden beip ~ 0 immer n ~ 3 
und bei p ~ 1 immer n ~ 1 vorausseizen wollen. Die hiermit aus- 
gesehlossenen F~ille sind im Frfiheren bereits erledigt und w~irde ihre 
Mitberficksicht~ang die Ausdrucksweise (zamaI bei den Constanten- 
z~ihlungen) unnSthig schwerF~llig machen. Es sind diess ngmlich die- 
jenigen t~ille, in denen die Riemann'sche Fl~iche (p, n) unendlich vide 
eindeutige Transformationen in sich gestattet, welche die vorgegebenen 
Verzweigungs_~,unkte nicht ~indern. Dem entsprieht~ ~ie hier beil~ufig 
bemerkt sei, dass die betreffenden linearen Substitutionen der Varia- 
belen ~ mit unendlich vielen anderen linearen Substitutionen ver- 
tausehbar sind. 

w  

Kanonischo Zerschneidung der Riemann'schen Fl~cho (p, n). 

Um die kanonische Zersehneidung der l~iemann'schen Fl~iche die 
wir im Folgenden benutzen werden, herzustellen, beginnen wir mit 

�9 ~ O"  derjenigen Zerschneadun~sart, welche auf Riemann zurfickgehend, 
auch sonst vielfach verwandt wurde. ZunRchst werden wir irgend p die 
Fl~che nicht zerstfickende und einander nicht schneidende Rfiekkehr- 
schnitte A~, A2, . . . ,  Ap construiren. Sodann erg~iuzen wir jedea 
derselben in bekannter Weise dutch einen Querschnitt Bi, der yon 
einem Punkte des A~ auslaufend zu demselben Punkte yon der anderen 
Seite zurfickkehrt. Die l0 so entstehenden Schnittpunkte (A~, Bi) ver- 
binden wit des Weiteren mit einem beliebigen Punkte 0 der F]~iche 
dutch Stficke c~ und legen endlich yon demselben Punkte O aus nach 
den n u die beziehungsweise a t , a2,. �9 a, genannt 
werden mSgen, Sehnitte L , ( k ~ l ,  2 , . . . ,  n). Dabei kSnnen wit, 
indem wit noch bei jedem Schnitte zwischen einer positiven und einer 
negativen Seite unterscheiden, die Aufeinanderfo]ge der genannten 
Stfieke so w~hlen, dass bei positiver*) Umkreisung der nun einfach 

�9 ) Als positiv nehme ieh fernerhin die~enige Richtung, welche dem Dreh- 
sinn eines Uhrzeigers entgegen IEuft. 
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zusammenhgngenden Flgche die Aufeinanderfolge der Begrenzungs- 
stiicke die folgencle ist: 

cI+ A1+ JBI - A 1 - B l +  ct - 

c2+ A.,+ B 2 -  A~-  B~+ c2 - 

c,+ Ap+ B,- A,-  c, + 

JL1+ I~f- L2+ L2 - �9 �9 �9 L ,  + L~- .  

Nachdem Alles in dieser Weise geordnet ist, ziehe ich jetzt hinter 
her, -- urn ni~mkich an Querschnitten und also an Begrenzungskanten 
des spi~teren Fundamentalbereichs zu sparen - - ,  die Stiicke el, indem 
ich sie immer ktirzer mache, schliesslich ganz in den Punkt 0 hinein, 
so dass zuletzt, ausser den L~, auch die Ai, Bi s.~mmtlich yon 0 aus- 
lauf'en. 1)er Erfolg ist dann einfach der, dass in de~ vorstehenden 

Schema die Stgcke cl +- iiberhaupt wegfallen und also nur 4p @ 2n  Be- 
grenzungsstiicke iibrig bleiben. Man beachte die Winkel, welche die 
aufeinanderfolgenden Begrenzungsstticke unserer Fl~che mit einander 
einschliessen. Von de(selben sind n gleich 2g~ n~imlich diejenlgen, 
welche in den Verzweigungspunkten al, a.,, . . . ,  a,, yon den dort zu- 

sammenstossenden L~ +, Lk- gebildet werden. ])ie iibrigen 41~ -~- n 
abet sind erst zusammengenommen gleich 2~r ; denn erst zasammen- 
genommen ergeben sie auf unserer Fl~che die ganze Umgebung des 
Pnnktes 0. Man muss sich yon dieser Umgebung eine Vorstellung 
machen, wie sie fiir den Fall p~---2, n = 3  durch Figur 7 auf der 
ersten beigegebenea Tafel schematisch repr~entirt wird. 

A u f  der so zerschnittenen 2-Ttiche ist nun ~ eindeutig, ur~d wir 
�9 ~ n n e n  also den Inbegriff der Werthe, welche ~ auf  ihr annimmt, als 

e i n e n  Functionszweig betrachten, ttiitten wit keine bestimmte Zer- 
schneidung verabrede~, so kSnnten wir nur yon der linearen Sub- 
stitution reden, welche ~ bei Durchlaufung eines bestimmten ge- 
schlossenen Weges erleidet. Jetzt abet diirfen wit mit Riicksicht auf 
unseren Functionszweig yon einer solchen Substitution sprechen, die 
der Ueberschreitung einer unserer Querschnitte correspondirt. In der 
That wird diese Substitution dieselbe sein, an welcher Stelle auch wit 
den einzelnen Querschnltt iiberschreiten m5gen. Wit werden hiernach 
bestimmte Substitutionen Si, Ti, resp. Uk haben, welche ~/ erleidet, 
wenn wit yon Ai-, 2 ~ ,  L Z  beziehungsweise zu A~+, B~+, Lk+ hinQber- 
schreiten. Es sind diese 2p-+-n~ Substitutionen die erzeugenden Snb- 
stitutionen, aus denen sieh alle anderen, die ~ erf~hr~, zusammen- 
setzen. 

Die hiermit eingefiihrten Betrachtungen haben die grSsste Aehn- 
lichkeit mit denjenigen, vermSge deren man die Periodicitgtsmoduln 
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algebraischer In~grale zn bestimmen pflegt. Es will beim weiteren 
Verfolg derselben inzwischen ein wesentlieher ~alterschied scharf er- 
kannt sein. Bei den In~egralen erscheinen beliebige geschlossene Wege, 
weiche wir auf der Fl~iche hinter einander durehlaufen mSgen, eben 
well sie beide einen additiven PeriodicitStsmodul liefern, mit einander 
vertauschbar. Eine solche Ver~auschbarkeit tritt abet bei unseren 
Functionen im Allgemeinen keineswegs ein. 

Uebrigens finden wir fiir unsere St, Ti, U~, indem wit die t)gnkte 
ak, 0 unserer _~liiche umkreisen, noch gewisse l~elationen. ZunKchst, 
wenn wir um a~ herumgehen, so kommt diess auf dasselbe hinaus, 
als wenn wir den Querschnitt L~ iiberschreiten. Aber ~ reproducirt 
sich identiseh, wenn wit a~ im Ganzen /~-mal umkreisen, wo lk tier 
Index des herr. Verzweigungspunktes ist. Daher kommt." 

Wit umgehen nun ferner den Punk~ O. Da dieser Punks durchaus 
zuf~llig gew~ihlt ist und ftir unsere ~--Function gar keine speeifisehe 
Bedeutung hat, so reproducirt sieh ~ dabei jedenfalis identisch. Nun 
werden bei dieser Gelegenheit die Quersehnitte Ai, Bi, L~, wie Figur 7 
aufweist~ in bestimmter Reihenfolge fiberschritten. Indem wir letztere 
markiren, gewinnen wit folgende Beziehung, die spi~terhin als Funda- 
me~tahrelation bezeichnet sein soil: 

S~ -~ f~ -~S~+ ~T,+ ~ &-~ T~-~ &+~ T,+ ~ . .. 

. . .  - ,  . . .  

13ier bezeiehnet die Aufeinanderfolge der Buchstaben (yon links nach 
rechts) die hintereinander auszufiihrenden Operationen. 

Verm5ge dieser Relationen kSnnen wit die Benennung jeder 
Substitution, die sich aus den S~, Ti, Uk zusammensefzt, beliebig 
modificiren, wovon noch wiederhoit Gebraueh gemach~ werden soil. 

Es muss iibrigens hervorgehoben werdea, dass ,diese Relationen 
das Verhalten yon ~/ in den Punkten ak, resp. in O keineswegs voll- 
kommen charakterisiren. In fi$chster Umgebung yon a~ sollte sich r~ 

verhalten, wie z~ in der Umgebung yon z ~--0. Die Relation 

Z- 
U2~-~ - i wtirde bestehen bleiben, wenn wir hier z dureh irgend 

sine ganzzahlige Potenz ersetzten. Ebenso wiirde unsere Fundamental- 
relation riehtig bleiben, wenn ~ sieh nieht erst bei yeller Umkreisung 
des Punktes O, sondern sehon auf einem betiebigen ganzzahligen Theile 
dieses Weges identiseh reprodueirte. 
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w 10. 

D6r kanonimhe ~ndament~lbereich i~ der ~-Ebone. 

Indem wir jetzt zur y-Ebene zuriickgehen, bemerken wir vorab, 
dass die linearen Substitutionen,. welche ~ erleidet, in dem yon uns 
zu-betrachtenden Falle jedenfalls nicht loxodromisch sind. Denn alle 
sollen ja einen bestimmten Kreis, den Hauptkreis, unge~ndert lassen. 
Ist nun die Substitution, welche uns vorgelegt wird, elliptisch, so wh.d 
der Hauptkreis fiir sie ein Breitenkreis sein, die beiden Fundamental- 
punkte der Substitution sind eonjugirte Pole in Bezug auf den Haupt- 
kreis, und es ]iegt also der eine, abet auch nur der eine Fundamental- 
punkt der Substitution auf derjenigen Seite unseres Hanptkreises~ auf 
der sich unsere Fundamentalbereiche befinden. Wird die Substitution 
(ira Grenzfalle) parabolisch, so riieken die beiden Fundamentalpunkte 
in einen Punkt des Hanptkreises zusammen. - -  Ist dagegen die vor- 
gelegte Substitution hy2erbolisch , so wird der Hauptkreis die Bedeutung 
eines Meridians haben und ~lso dutch beide Fundamentalpunkte tier 
Substitution hindurchlaufen. 

Wit entwerfen jetzt verm5ge unserer y-Function (deren Existeuz 
wit bier als vorgegeben betrachten) ein erstes Bild der im vorigen 
Paragraphen zerschnittenen F]~che, und gewinnen so, was wit den 
kanonischen ~undamentalbereich in der ~/-Ebene, und zwar als ursw~ng- 
l/clu~ Fundamentalbereich bezeichnen wollen. Es ist ein einfach zu- 
sammenh~ingendes, nirgends fiber den Hauptkreis hiuausgreifendes*), 
mit 4p ~- 2n Begrenzungslinien und also ebenso viel Ecken versehenes, 
allgemein zu redea, krummlinlges Polygon. Von dieseu Ecken ent- 
spreehe~i 4p --[- n, die ich als Ecken erster Art  bezeichnen will, dem 
Punkte 0 unserer Riemann'schen Fliiche; die Conformit~t der Abbildung 
erleidet in ihnen keine Unterbrechung und es betr~gt also die Winkeb 
summe der reckon erster Art insgesammt 2~. Dagegen bieten die Ecken 
der zwe#en Art~ die den Yerzweigungspnnkten at, a~, - . . ,  a~ der 
Riemann'schen Fli~che entsprechen-und demnaeh mit al, a2, - . - ,  a~ 
resp. bezeichnet sein sotleu, eine Abweichung yon der Confo~mit~t. 
1)er Winkel 2~,  weldter auf unserer l~iemann'schen FTiiche zwischen 

�9 2 ~  
Lk + and L Z  eingeschlossen ist, erseheint in der ~-Ebene dutch l~ 

erse~zt. Die Ecke a~ ist dann zugleich Fundamentalpunkt der ellip- 
tischen Substitution Uk. Es geht" daraus hervor, class unser Funda- 
mentalbereich sich in a, an den Hau~vtkreis hinanerstreckt, wenn Uk 
s ist. Dagegen liegen die (4~V q- n) Ecken erster Art noth- 

*) Alles dieses, well wir voraussetzen, nnsere t~iemann'sche Fli~che sei i~ 
eiadeutig wad der ft~upt~kreis sei die n~,tiirliche Grenze fiir die Reproductionen 

der Fu~damentalbareiche. 
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wendig immer im Inneren des Hauptkreises. Denn da jede yon ihnen 
dem Punkte 0 entslaricht , so miissen sich yon jeder derseIben aus, wie 
wir unten noch genauer sehen werden, ganz iihnIieh (41o + n) Fuada- 
mentalbereiehe in der ~-Ebene erstrecken, wie yore Punkte 0 aus auf 
der Riemann'schen Fl~ehe die (4p + n) dutch die At, B~, L~ be- 
grenzten Winkelri~ume. 

Wir wollen uns die Gestalt der A o B~, Lk jetzt so bestimmt 
denken, dass die Begreuzungslinien unseres Fundamentalbereiehes 
Kreise werden, welche veri~ngert gedacht auf dem Hauptkreise senk- 
recht stehen. Und zwar sollen die Kreishogen, welche den verschie- 

denen Ufern At +, Bi +-, L~: + enLsprechen~ mit den correspondirenden 

griechischen Buchstaben A~ -+, B~ -+, A~ -+ bezeichnet sein. Die Figuren 
8- -  10 (auf der zweiten beigegebenen Taiei) sol[en die Aufeinanderfolge 
und ZusammengehSrigkeit dieser Kreisbogenstiicke an de~ schon oben 
ge~vRhlten Beispielen p ~ 2, n ---~ 3 sehematisch erl~utern. Der Haapt- 
kreis ist in alien Fi~llen starker ausgezogen, desgleichen sind die Winkel 
an den Ecken a, dutch besondere Markirung kenntlich gemacht. Die 
Pfeile bezeichaen die ZusammengehSrigkeit der Kanten und giebt tiber- 
diess die Pfeilspitze jedesmal den Sinn, in welchem die dutch das bei- 
gesetzte Symbol bezeichnete Operation~ positiv genommen~ wir~sam 

ist. Durch St +~, T~ +~, U, +1 geht beziehungsweise A + aus At-, B, + au~ 

Bi-, A~ + aus Ak-hervor. Unter sich differiren die drei Zeichnuagen 
nut dureh ihre Beziehtmg zum Unendlichkeitspunkte der */-Ebene. Es 
sind versehiedene stereographische Projectionen ether und derselbea 
auf einer Kugel zu denkenden Figur. Ieh babe sie alle drei hergesetzt, 
well es im Folgenden unerl:.isslieh ist, sieh unseren Fundamentalbereieh 
bald in der einen, bald in der anderen Gestalt zu denken. 

w I1. 

Dio 6rulapirtmg r Funda~entalboroid/~. 

Man versuche nun, sich ein deutliches Bild davon zu machen, wie 
sich unser Fundamentalbereich vermSge der erzeugenden Substitution 

S~ +-l, T,+-I~ U~ 1 vervielf~ltigt und nach und nach (der Voraussetzung 
gem~ss) die ganze Ebene bis an den Hauptkreis tiberdeckt. Dabei 
erinnere man sich der allgemeinen Erl~uterungen, die in w 2. des 
vorlgen Abschaitts gegeben wurden, fibrigens aber der in w 9. dieses 
gegenw~rtigen Abschnitts aufgestellten l~e[ationen. Um eine be- 
stimmtere Ausdrucksweise zu ermSglichen~ wollen wit jeden ~unda- 
mentalbere@h verm6ge derjenigen Zinearen Substitution benennen, dutch 
welche er aus dem urspriinglichen Fundame.ntalbereiche herausgeht. Der 
urspriingliehe Fundamentalbereieh selbst ist hiernach ~-- 1. 
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Was zuvbrderst die Bereiche angeht, die sich aa den ursprting- 

lichen lgngs einer Kante anschmiegen, so sind diess offenbar S~ -+l, 

T/+-1, U~ +l selbst. Wir leiten hieraus soibrt die folgende allgemeine 
Regel ab: class n~mlich der JBereich 17 (unter 17 ein beliebiges sym- 

bolisches Product der S, T, U vexstanden) yon den S~+1[[, T~+IH, 

U ~ 1 7  u~mittelbar umgeben ist. In tier That, bei tier Operedion l-f, 

die den Bereich 1 in den Bereieh YI iiberftihr~, geht S~ +1 in Si+l]'[ 
iiber, etc. 

Wir suchen nun ferner die Bereiche, welche mit dem urspr~ng- 
lichen, wo nicht eine Kante, so doch eine Ecke gem ein haben. 

Is~ diese Ecke von der zweiten Art, so ist die Sache sehr einfach. 
Wit  haben, indem wit" etwa a~ i~ positivem Sinne umkreisen, der 
l~eihe nach die l~ereiche : 

1, U~, Y ; , . . . ,  Y~ z*-l. 

Die Relation U ~ - - - 1  entspricht dem Umstande, dass der (/k-]-l) t~ 
Bereich wieder der erste ist. - -  Die Sache muss etwas anders dar- 
gestellt werden, wenn lk unendlich~ die Substitution Uk also parabolisch 
ist. Dann habeu wit yon i ausgeimnd naeh der einen Seite die Be- 
reiche U~, U~ '~, Uk a, - . . ,  nach der anderen U~ -1, U~ -~, etc. 

ECwas eomplicirter ist die Behandlung der Ecken erster Art. Wit 
~ctrschten einen Augenblick nicht den Fundamentalbereich 1 selbst, 
sondern nur seine Eckpunkte erster Art, und zwar zuvSrderst den Eek- 
punkt (AI+, A~-). Durch $1-1 wird aus ihm (A1- , Bl+ ) [vergl. die 
Figuren 8--10].  Hieraus darch Tt-l :  (Al- , Bl-), sodann dureh Sl+x: 
(AI+ ~ BI-), endlich durch TI+': (A~+, 8t+ ). Die weltere Hinzuffigung 
der Operationen S2 -1, T2 -~, S.~+I, T.2+l briugt den Puukt der [~eihe 
nach in folgende Lagen: (A~-, B2+), (h2- , B2-), (A~+, B~-), (An+ ~ B~+). 
So fortfahrend kommen wir schliesslich, indem wir zwisehendurch 
alle anderen Eckpunkte (h, B) einmal bertihrea, za (B~, Aj+). Yon 
hier bringen ~ir unsereu Pankt durch /71 -~ Bach (h~-, A:+), dann 
durch U~ -~ naeh (h~-, As+), . - - ,  endlich durch U~ -~ zur Anfangs- 
lage (A~-, A~+) zurtick. So haben wit  aus dem ersten JEckpunkte erster 
Art  alle anderen durch gewisse Operationen hergestellt, die wit  ~o~ z~, ~ . . . 
nennen wol~. "."Dabei ist: 

..-, : ' -  

~o~--1; ~-~-St~*; "~==8~-~T~-~; ~-_S-1T~-'S~+~, . . . ;  

-.. ~,~.,,_~ =s,-~rc~.., s,+~ r~+~ u,-, u~-" . . . U,-'. 

Hier uaterscheidet sieh jedes = yon dem unmittetbar vorhergehenden 
dadureh, .das~ rech~r Hand ein einzelnes Symbol-S, T odar U zu- 
getreten ist. Es gilt diess aueh, wean wir auf =~_~_x wieder z0 ~- 1 
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folgen lassen. JZ)enn zufoZge ~nserer Eundamenta~relation resultirt 
gerade 1, wenn wi t  dem ~4p+~-1 rechter Hand noch U~ -1 hinzusetzen. 

Ieh sage nun~ dass wi t  alle ~ereiche erhalten, die in positivem 
Sinne aufeinander folgend im Punkte (A,+, A,-)  an den ursprii~lichen 
Fundamentalbereich anstossen, wenn wir einfach die vors~hende Tabelle 
umkehren. Mit anderen Worten~ ich behaupte, dass Folgendes die 
Tabelle jener Bereiche ist: 

~/ --i . :~--I ~/--I --I 
] '~ ~gl--l~ 2 ~ " "7 4p- - I~  4p~ " "  "~ ~ 4 p - ~ : - - l "  

In der That: die hiermit aufgeziihlten Bereiche gehen aus dem 
urspriinglichen dutch eine Operation bervor~ welche je aus einer be- 
stimmten Eeke erster Art des urspriingllchen Bereiehes die erste Ecke 
macht: die neuen Bereiche haben also mit dem urspriingliehen dlese 
Ecke gemein. Ferner: Jeder folgende Bereich geht, in Folge unserer 
Tabelle, aus dem vorangehenden dadurch hervor, dass lin'ker Hand 
ein einzelnes Symbol S, T~ U zutritt (insofern wir es jetzt mit den 
inversen Operationen zu thun haben); unsere Bereiche folgen sieh also 
lfickenlos. Insbesondere wird die FundamentalreZation das Ae~uivalent 
dafiir, class der (419 + n) t~ ~Bereich sich an den ersten unmittelbar an- 
schliesst. Dass aber auch die Aufeinandeffolge der Bereiehe in posi- 
tivem Sinne start bat, zeig~ ein Blick auf die Figur. 

Wir wihlen nun eine neue Ecke erster Art des ursprfingliehen~ 
Bereiches, etwa diejenige~ die aus (AI+ , A.-) durch die Operation ~r" 
hervorgeht. Wollen wit alle Bereiche haben, die in dieser Ecke zu- 
sammen stossen, so brauchen wir offenbar d i e ~  -L der letzten Tabelle 
rechter Hand nur mit dem Factor ~r' zu multipliciren. Wir erhalten 
dann die Aufeinanderfolge der gewiinschten Bereiche, nur nicht (was 
iibrigens sofort durch eyklische Umstellung zu erreichen ist) mit dem 
Bereiche 1 beginnend. 

Nachdem wir so alle Bereiche bestimmt haben, welche mit dem 
urspriinglichen eine Ecke gemein haben - -  ieh will s~e alle unter der 
Gesammtbezeichnung /)  zusammeni~assen - -  erledigen wit die glelche 
Au{gabe ffir einen beliebigen anderen Bereich sofort. Wit brauchen 
niimlieh wieder nut das Symbol TI dieses Bereiches linker EIand mit 
den einzelnen _P zu multiplieiren. 

Und nun kSnnen wit uns folgende Vorstellung yon tier Gesammt- 
heir der Fundamentalbereiehe in der ~-Ebene maehen. Wir beginnen 
mit dem Bereiche 1 and umgeben ihn zudirderst mit dem Kranze der 
anstossenden-Bereiehe B. Man versteht diess am besten, wenn alle 
Ut elliptiseh sind and also die Zahl der iP endlieh ist. Hernach be- 
trachte man den Fall, dass einige Ui parabolisch sein mSgen, als einen 
Grenzfalh Um diesen e.rsten Kr~mz herum legen wit einen zweiten: 
das sind diejenigen Bereiehe, welche an irgend einen Bere~ch iP an- 

Ma~hematische Annalen.  XXY- 13 



190 L KLeIs. 

stossen, und die wit also mit ~ P '  bezeichnen kSnnen. Dann folgt 
ein drifter Kranz yon Fundament~lbereichen ~ P ' P "  e.tc+ Und so 
streben wir je l~nger je mehr der nat[irlichen Grenze des Hauptkreises 
zu, ohne denselben irgendwo anders, als in den Fundamentalpunkten der 
etwa vorhandenen parabolischen Substltutionen Uk und der mit ihnen 
gleichberechtigten Substitutionen, wirklieh zu erreichen. 

Ueber die zugehSrige Substitutionsgruppe. 

Wir erg~nzen die Sehilderung~ welche wir nunmehr yon dem 
Verlaufe der ~-Function gegeben haben~ noch durch gewisso S~tze 
iiber die zugehSrige Substitutionsgwuppe. 

Wir fanden oben die Relationen U~ ~-~- ], wlr hasten ferner die 
Fundamentalretatiom Aus ihnen folgen unendlich viele andere dureh 
Transformation und Combination*). Ieh sage nun zuntiehst, dass 
hieriiber hinaus zwisehen unseren S+, Ti, Us keine anderen t~elationen 
mgglich sind. 

Sei n~mlich /g = 1 eine Relation (wo/g ein Aggregat der S, T, U. 
ist), so werden wit dieselbe geometrisch deuteff*), indem wir zuniichst 
alle diejenigen. Bereiche in der ~-Ebene markiren~ welche, mit 1 be- 
ginnend, der Reihe nach durch das letzte Symbol yon B ,  dutch die 
Zusammenstellung der zwei letzten Symbole, der drei letzten Symbole etc. 
gegeben sind. Von diesen Bereichen hat jeder folgende mit dem 
vorangehenden eine Kante gemein, und die Aufelnanderfolge ist ge- 
schlossen~ eben well /~, = 1 isL Start yon der Aufeinanderfolge der 
Bereiche werden wlr bequemer yon einer geschlossenen Curve sprechen, 
die der Reihe nach jene Bereiche durchsetzt. Und nun ist die Sache 
die, dass wir diese Curve, ohne ihre Bedeutung zu ~mdern, unter der 
einen Bedingung bellebig v.erzerren kSnnen, dass wir~ bei der Verzerrung, 
die Eckpunk~e der Fundamentalbereiche als uniiberschreitbare Hinder- 
msse betrachten. Denn eme 3ede solche Verzerrung hat nut den Effect, 
dass in die Aufeinanderfolge der Symbole, welche wir /~ nennen, an 
irgend welchen Stellen andere Symbolaggregate, die wit rnennen mSgen~ 
zusammen mit dem jedesmaligen, unmlttelbar dahinter folgenden r -I 
eingeschalbet werden, wodurch offenbar an der Richtigkeit und dem 
Wesen der Relation gar NiGhts ge~ndert wird+ 2~un zeigt uns aber 
die geomet~che Anschauung~ d,~ss nicht nut  do+ einze~ne .Fundamental- 
bereieh, sondern auch die. Gesammtheit aller .Bereiche in unserem 2"alle 

*) :[st ~ ~ 1 eine Relation, ~r irgend eme Operation der Gruppe, so heisst 
~ - i  1 die transformirte Relation. 

**) VergL hierzu Hm. Dyck's ,,Gruppentheoretiuche Studien" im XX. Bande 
~mor a m,,+.~m1. 
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eine einfach zusammenhtingemde _Fl~iche bildet. Daher kSnnen wit, in- 
dem wit i~erhalb des you unserer Curve umspaunten Fl~chenstiickes 
einen Puuk'E markiren, die Curve (lurch eine Reihenfolge you Schleifen 
ersetzen~ welche yon dem markirten Punkte aus nach den verschiedeuen 
yon der Curve umspannteu Eekpuukten yon Fundamentalbereichen hin- 
laufen, um je naeh Umkreisang eines einzelneu Eckpunktes zum Aus- 
~Tangspunkte zuriickzukehren. Das heisst abet: unsere Curve is( mlt 
der aufeinanderfolgenden Umkreisung gewisser Eckpunkte iiquivalent. 
Nun entsprechen die friiher aufgestellteu Relationen zwischen den 
S, T, U den Umkreisungen der Eckpunkte des urspriinglicheu Funda- 
mentalbereiches. Umkreiseu wir die Eckpunkte eines anderen Bereiches, 
so erhalten wir nothwendig -- well dieser Bereich aus dem ursprfiug- 
lichen durch T~ansformatlon h e r v o r g e h t -  die trausformirten Rela- 
tiouen. JDaher is( 1~-~. I ohne Weiteres mit einem Aggregate solcher 
transformirter _Relationen iiffuivalent, und hat also in der That keine 
selbst~udige Bedeutung, w. z. b. w. 

Wir fragen ferner nach denjenigen Substitutioneu uuserer Grupp% 
welche elliptisch sind. Man kann diese Frage auf die eben beautwortete 
zuriickftihren. Doch ist es noch einfacher, sie direct zu beantworten. 

Eine  el]iptische Substitution uuserer Gruppe hat einen ihrer Funda- 
mentalpunkte nothwendig in demjenigeu Gebiete~ welches yon unseren 
Fundameutalbereichen tiberdeckt wird (siehe oben). Daher stossen in, 
diesem Puukte verschiede'ne Fuudamentalbereiche zusammen, welche 
vermSge der elliptischen Substitution i~quivaleut siild. Mit anderen 
Worten: /)/e elliTtische Substitution muss sich in der Gestalt ~ U~ ~-=1 
tints(ellen lassen, wo Uk eine derjenigen erzeugenden Substitutionen ist, 
die selber ellilatisch sind. 

Zu demselben Resultate ftihrt vermSge einer Hiilfsbetrachtung der 
Fall einer parabolischen Transformation. Um uus pr~guanter aus- 
driickeu zu kSuuen, mSgen wit eineu Augeublick den Hauptkreis der 
~-Ebene mit der Axe der reellen Zahleu, den Fundamentalpunkt der 
parabolischen Substitution mit dem Unendlichkeitspunkte zusammen 
fallen l~ssen. Unsere Transformation wird daun die Gestalt ~ ' =  V-[- C 
annehmen. Wit zerlegea entsprechend die Ebeae ~ durch gerade 
Linien, welehe zur Axe tier reellen Zahlea senkrecht sind, in Parallel- 
streifeu yon der Breite C. Ieh sage daun, dass in jedem dieser Streifen 
nothwendig ein _Fundamentalbereich vorhanden is(, oder auch eine Anzahl 
solcher l~ereiche, die sich parallel neben einander in's Unendliche ziehen. 
WKre diess n~imlich nicht der Fall, so miissten wir~ wenn wit einen 
soleh~n Streifen in's Unendliche verfolgten~ auf andere und audere 
Fundamentalbereiche stosseu. Es wfirde daun~ ausser tinserer para- 
bolisehen Substitution~ noch eiue zweite Substitution geben miissen, 
welehe den eiuzelneu Fundamentalbexeieh in der Weise reproducirte, 

13" 
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lass sieh die reprodueirten Bereiche gegen den Punkt ~7 ~ ~ anhiiufen. 
Diese Substitution wird parabolisch oder hyperbolisch ~ kbnnen, 
~ber y ~ ~ zum Fundamentalpunkte haben. Wir combinTren sie mit 
q ' ~  ~ Jr-C und erhal~en eine discontinuirliehe Gruppe, welehe in 
anserer Gruppe mit Hauptkreis ale Untergruppe entha]ten ist. Diese 
Oruppe mfisste eine yon denen sein, die wit in w 6. des gegenw~rtigen 
Abschnittes an zweiter Stelle aufgezghlt haben. Aber keine dieser 
Gruppen liisst die Axe der reelten Zahlen invariant; es kann also auch 
keine solehe Gruppe in unserer Subs~i~utionsgruppe eathalten sein. 
Wit haben dabei ausser Acht ~elassen, dass die zutretende Substitu- 
tion vielleicht selbs~ in der Gestalt ~ ' ~  y-~-C" entha]ten sein kann 
(unter C" eine reelle Constante verstanden). Abet dann wird sie, mit 
9' ~ - ~ - C  combinirt, unsere anf~ngliehen Parallelstreifen-nut in 
schmalere Streifen zerlegen, und unser eigen~lieher Schluss erleidet 
keine Aenderung. Also folgt: So oft in unserer Gruppe ~ine para- 
bolische Substitution vorhanden ist, so giebt es aueh zugeh6rige _h~unda - 
menta~bereiche, welehe sich mit einer Ecke bis an den Fundamental- 
punkt tier parabolischen Substi~tion erstrec];en.- Wenn aber Letzteres 
bei eir~m Fuaflamentalbereiehe der Fall is~, so reieht auch der urspriing- 
liehe Fundamentalbereich an den ttauptkreis hinan i es giebt also unter 
den ~T~ eine parabotisehe Substitution, und. die vorgelegte parabolische 
~Subs~itution l~st sich in die Gestalt ~r U ~  -~ setzen~ unter ~ eine 
positive oder negative gauze Zahl verstanden. 

Daher, wean wir zusammenfassen: Unsere Grutoe entMilt keine 
a nderen elli~tischen oder ~a.rabolisehe~ Substitutionen, als diejenigen, 
die sich in der Gestalt z U ~ r  -~ schreiben lassen. 

Hieraus folgt insbesondere, dass auch die erzeugenden Subatitu- 
tionen Si, T~ no~hwendig hyperboZische Substitutionen sind. Sollte 
ngmlieh, wie man vlelleicht denken mbehte, im einzelnen Falle Si (oder 
Ti) einem g U~,~r -x gleieh sein, so wiire diess eine zwischen den er- 
zeugenden Substit~utionen bestehende besondere Relation, und eine solche 
kann, ;vie eben bewiesen, in keinem Falle start haben. Wit schliessen 
daraus noch den hiibschen Satz, dass yon den Begrenzungskreisen des 
urspriingliehen Polygons die zusammengehbrigen hi+ und A~ -x (oder 
aueh Bi+ und BC) einan~ler hie schneiden kbnnen. Denn Ai+ geh~ aus 
Ai- (wie  die Figur zeigt) in der Weise vermbge der hyperbolischea 
Subs~itutlon S~ hervor, dass die beiden Fundamentalpunkte yon Si durch 
A~+ (d. h. durch den Vollkreis, der das Stiick &+ enthalt) und ebenso 
dutch ~-- voa einander getrennt werden. Uebt man abet auf einen 
so gelegenen Kreis die hyperbolisehe Substitution aus, so geht er 
gewiss in einen anderen tiber, der ihn nicht schneider. 
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w 13. 

Umkohr der bisherigen Betrachtungen. 

Die Voransse~zung, mit der wir in den letzten drei Paragraphen 
operirt haben, war die Ex/stenz der y-Function (p,  n, l~). Wir 
werden uns jetzt fragen, ob wir dan ganzen Gedankengang night um- 
kehren und also jede 9-Function (p, n, l~) der in Betracht gezogenea 
Art a priori construiren kSnnen. 

~ u  dem Zwecke bemerken wir zun~iehst, dass mit dem ersten 
Fundamentalbereiche des w 10. die zugehSrigen Substitutionen S, T, U 
und also der Gesammtverlauf der y-Function bereiLs gegeben sind. 
Denn jede dieser Substitutionen hiingt, bei gegebenem t]auptkreise, 
yon hSchstens drei reellen Constanten ab; sie hat abet zwei Ecken 
des betreffenden Bereiches in zwei andere bestimmte Ecken desselben 
Bereiches iiberzuffihren, was vier Bestimmungsstficke. abgiebt und also 
zur Fixirung der Substitution jedenfalls ausreicht.- 

Aber ich sage, dass bei richtig angenommenem )Fundamentalber~iche 
allemal auch eine brauchbare ~-_Function der vorgegebenen S ig~tur  
resultirt. Als richtig angenommen bezeichne ich dabei einen Bereieb, 
der yon Kreisbogen Ai+~ Bi- +, hk- + begrenzt~ Substitutionen Si, Ti, Uk 
gest~ttet, welche den betreffenden Hauptkreis ungeiindert lassen, 
und dabei nicht nur in den Ecken ak die vorgeschriebenen Winkel 

2~ sondern auch a]s Winkelsumme der~cken erster Art 2z  besitzt. 

In der That: ZuvSrderst ist deuttich, dass zwischen den S, T, U 
in diesem Falle die friiher besprochenen [~elationea bestehen mfissen. 
Denn diese waren nur eine Folge yon Dem~ was gerade hinsichtlieh 
der Winkel postulirt wurde. Wir reprodueiren daraufhin unseren ersten 
Bereich vermSge der S, T, /7. Es ergiebt sigh dann zuniichst, dass 
unser urspriinglicher Bereich genau nach dem Schema des w 11. yon 
einem Kranze neuer Bereiche umgeben ist, yon denen keiner fiber ihn 
hiniibergreift. Aber das Gleiehe gilt dana nothwendig yon jedem 
anderen Bereiche. Daher haben wir jedenfalls, dass die l~iemann'sche 
-~l~che (p, n, l~), welche dutch den ersten I~ereich verm6ge der Zu- 
sammengeIt6rigkeit seiner.Kanten definirt wird, r unverzweigte _Function 
yon ~ ist. 

Aber wird unsere Riemann'sehe Fl~che in Folge dessen in ~ ein- 
deutig sein*) und wirklich den vorgegebenen Hauptkreis zur nattirlichen 
Grenze haben? Ieh behaupte, dass Beides in der Tha~ der Fall ist. 

*) Func~ionen mi~ patfirllcher Orenze kSnnen sehr wohl unverzweigt und 
(Ioch nicht eindeutig zu sein, wie einfache Beispiele beweisen u~4 im Folgenden 
noch 5i~r zur Sprache kommL Man brauch~ z. B. nut den Bereich, in welchem 
die Function exisC4rr an irgead einer Stelle fiber sieh selbst hinfibergreifen za laasen. 
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Und hier ist es nun, dass ich zum Bewelse jene Nicht-Euklldische 
Maassbestimmung brauche, welche am Ende yon w 7. dieses Abschni~ts 
entwickelt wurde. Dabei beschr~inke ich reich, der Kfirze halber, auf 
den Fall, dass alle Substitutionen U~ dliptisch sin& Sollten einige 
derselben p~rabolisch sein, so m[isste man eine Hfilfsbetrachtung an- 
stellen, die derjenigen nicht un~hnlich ist, welche wit am Schlusse 
des vorigen Paragraphen entwickel~en. 

]m Sinne der erw~hnten Maassbestimmung sind alle aus dem 
ursprfingllchen abzuleitenden Fundamentalbereiche congruent. ~.Wir 
wollen uns nun zuvSrderst die Fundamen~albereiche so angeordnet 
denken, wie in w 11. gegen Sehluss besprochen. Sei 3 die kleinste 
Entfernung, welehe yon einem Eckpunkte des einzelnen Fundamental- 
ber.eiches his zu einem Punkte einer nicht anstossenden Begrenzungs- 
kante hinreicht. Dann hat jeder der unendlieh vielen Ringe, mit 
denen wir. successive den ersten Fundamentalbereich umgeben, eine 
Breite, die an keiner Stelle unter 8 herabsinkt. Jeder Punkt daher, 
welcher in endlicher Entfernung yon dem ursprfinglichen Fundamental- 
bereiehe angenommen werden mug, wird schliesslich yon den Repro- 
ductionen des Ausgangsbereiches fiberdeckt, und nur der Haupt- 
kreis selbst, als Ort der unendlich fernen Punkte, kann die natfir- 
liche Grenze der Reproductionen sein, womit also dieser Punkt 
erledigt ist. 

Wollen wir jetzt ferner beweisen, dass unsere Riemann'sche Fl~che 
(19, n, l~) in y eindeutig is~ so haben wir zu zeigen, dass bei dem 
geschilderten Reproduetionsverfahren (bei dem gewiss niemals benach- 
barte Bereiche fibereinandergreifen kSnnen) auch hie e~tfernte Bereiche 
fibereinandergreifen. Gesetzt, es g~be zwei solche Bereiehe I'l t und 
H~, so wiirden wir zwischen dieselben eine endliche Zahl unmittelbar 
aufeinanderfolgender Bereiche: g~, 1-[ 3 ~ �9 �9 Urn- 1 einschalten kSanen. 
Diese Reihenfolge~ welche mit ihren Endgliedern, ffl und U~, fiber 
sieh selbs~ hinfibergreift, umspannt, im Sinne unserer Maassbestimmung, 
jedenfalls nur einen endlichen Theil der Ebene. Nach dem, was eben 
bewiesen wurde~ ist letzterer mit Fundamentalbereichen vollkommen 
ausgeffillt. Von diesen Fundamentalbereichen mfissen aber zwei, welche 
bez. an l-I 1 und Y[~ angrenzen, selbst wieder fibereinandergreifen. 
Indem wir sie an die S~elle yon U l u n d  U~ setzen und durch die 
Reihenfolge derjenigen Fundamentalbereiehe verbinden', welche an 
He, U 3 , . . . ,  H~-I yon der Innenseite angrenzen, wiederholen wit 
denselben Schluss ffir einen Theil der Ebene, der nm ein Endllches 
kleiner ist, als der gerade betrachtete. Offenbar mfissen wir, so fort- 
schrei~end~ schliesslich zu einem Verzweigungspunkte der ~-Ebene 
gelangen. Ein soleher aber i s t ,  wie wir wissen, unmSglieh. Daher 
war unsere Voraussetzung betreffs der g t ,  llzr unzul~ssig. 
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Hiermit aber ist die Behauptung, welche wir zu Anfang des 

Paragraphen voranstellten~ sofern wir yon der M~glichkeit parabo- 
lischer U~ absehen~ in allen Stricken bewiesen. 

w 14. 

Die independenten Besti~nmungsstiicke der ~.Function mit Hauptkreis. 

Auf Grund der vorangehenden Entwickelungen fragen wir jetzt 
zuniichst, yon wievielen Constanten ein geeigneter Fundamentalbereich 
(p, n, l~) abhiingen mug, und suchen sodann nach zweckm~issigeu 
Bestimmungsstiicken tier zugehSrigen T-Function. 

Was die erstere Frage anlangt, so kSnnen wir, bet gegebenem 
Hauptkreis, etwa fQlgendermassen vorgehen. 

Set (urn die Ideen zu fixiren) p ~ 0. So beglnnen wir etwa 
mit der Construction des ersten Quadrupels yon Begrenzungskreisen: 
AI+ , BI-, AI- , $I+. Den Kreis AI+ und die beiden Eckpunkte auf 
ihm werden wir bellebig annehmen*): vier Constante. F~ir B 1- ist 
dann schoil der erste Eckpunkt gegeben; indem wit B 1- beliebig dutch 
ihn hindurchlegen und auf B 1- den zweiten Eckpunkt annehmen, ver- 
fiigen wir fiber weitere zwei Constante. Der Kreis A 1- ist dann, weil 
er dureh den zweiten Eckpunkt auf B 1- hindurchmuss, bis auf eine 
Constante bestimmt. Mit ibm zusammen" ist dann aber auch die Sub- 
stitution $1-1, durch welche A 1- aus AI§ hervorgeht, fixirt. Denn 
wir wissen, dass sie zwei Kreise (AI+ und Aj-) und insbesondere deren 
Schnittpunkte mit 13 I-  in einander ~iberffihrell muss. VermSge St -1 
erfahren wir sodann die Lage des zweiten auf A I- gelegenen Eck- 
punktes. Durch diesen muss nun Bl+ hindurchlaufen, was abermals 
eine Willkfirlichkeit i'rei l~,sst. Haben wir fiber sie verf~igt, so kennen 
wit wieder die zugehSrige Substitution (T~) und aus ihr die Lage des 
zweiten Eckpunktes auf BI +. 1)as erste Quadrul~el n~it seinen End- 
punkten h~ingt also im Ga~zen yon 8 Constanten ab. 

Bet jedem weiteren Quadl:upel Ai+, Bi-, A~-, B~+ ist diese Zahl 
nur 6. Denn der Anfangspunkt der ersten Seite, der beim ersten 
Quadrupel willkfirlich war, ist bet den folgenden Quadrupe~ dutch 
den Endpunkt des jeweils vorangehenden Quadrupels mitgegeben. So 
h~ingen also die p Quadrupel zusamn~n yon 6p -~- 2 Constanten ab. 

Durch den letzten Eckpunkt des letzten Quadrupels legen wir 
jetzt beliebig den Kreis Aj + (1 Const.) und nehmen auf ibm den 
zweiteu Eckpunkt ebenfalls beliebig an (wieder I Const.). Dann ist 
h l -  vollkommen bestimmt, well er, dutch den letztgren Punkt bin- 

*) Es wird also selbstverst~.~dlich daran fes~gehal~en, dass alle Begrenzungs- 
k-reise auf dem Hauptkreise senlrrecht stehen. 
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mit hi+ den Winkel @ bilden soll. Ebenso ist die durchgehend, 

Substitution U 1 und also auch der zweite Eckpunkt auf A t -  festge|egL 
Dutch letzteren Punkt hindurch construiren wir jetzt A~+, nehmen 
auf ihm den zweiten Eckpunkt an, etc. etc. Die n l~aare A~ +, A~- 
liefern zusammen, wie man sieht, 2n Constante. 

Von den so aufgezghlten 610 + 2n + 2 Constanten gehen nun 
noch 3 verloren, weil unser Bereich erstens ein geschlossener sein 
muss, also der erste Eckpunkt des ersten Quadrupels mit dem ]etzten 
Eckpunkte auf h . -  coincidiren muss (zwei Bedingungen) und iiber- 
diess als Winkelsumme der (4p + n) Ecken erster Art 2 z  aufweisen 
soll (eine Bedingung). 

Unser Fundame~talbereich h~ingt also, bei gegebenem ttaupikreise, 
definitiv yon 6~ + 2n ~ 1 willkiirlichen Constante~ ab. 

Aber diese Constanten sind nicht ohne Weiteres Bestimmungs- 
stiicke der ~-Function. Wit mtissen niimlich beachten, dass wir die 
Riemann'sche Fli~che (p,  n ,  lk) bei vorgegebener ~-Function noch in 
sehr verschiedener Weise kanoniseh zerschneiden und also dutch einen 
kanonisehen Fundamentalbereich ersetzen kSnnen. Die hierin liegende 
Wilikiirlichkeit is~ eine doppelte. Einmal kSnnen wir jenen Punkt O, 
den wit bei Construction des Schnittsystems auf der Fliiche zu Grunde 
legmen, beliebig wandern lassem Dana aber kSnnen wir die Art und 
Reihenfolge der zugehSrigen Querschnitte Ai, B~, Lk in hohem Maasse 

"ab~ndern. Den ersteren Umstand mfissen wir (da wir hier durehaus 
reelle Bestimmungsstticke abz~ihlen) mit zwei Einheiten in Rechnung 
stellen. Der zweite Umstand dagegen bringt eine Reduction der Con- 
stantenzahl nicht mit sich. Denn die Anzahl der bei ihm zu unter-- 
scheidenden MSglichkeiten ist nut eine discrete. Wir wollen sogar 
ftir die Folge festsetzen (sofern nicht ausdriieklich das Gegentheil 
stipulirt wird), dass wir diesen zweiten Umstand ganz ausser Acht 
lasso, wollen. Es kommt diess darauf hinaus, dass wir jede ~-Func- 
tion so oft z~hlen, als die zugehSrige Riemann'sehe Fliiche in kanoni- 
scher Weise zerschnitten werden kann, oder auch - -  da durch die 
Zerscbn~dung jene Substitutionen S:, Ti, Uk erst fixirt werden, aus 
denen sich die zugehSrige Gruppe linearer Substitutionen zusammen- 
setzt - - s o  oft zghlen, als die zugehSrige Gruppe linearer Substitu- 
tionen aus Operationen Si, Ti, U, zusammengesetzt werden kann. 

Jedenfalts haben wit: 1)ie einzeMe ~?-lXunetion (:p, n, l~) Mingt 
bei gegebenem Hau_~tkxeise yon 6p + 2 n -  3 reellen Bestimmungs- 
stiicke~ ab. o 

Es bieten sich aber auch sofort diejenigen Gr'Sssen dar, welehe 
wir zweckmgssigerweise als Bestimmungsstiicke einfiihren. Wir wollen 
der Einf'achheit halber den Hanpi&reis mit der Axe tier reellen Zahlen 
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zusammenfallen lassen. Danu h~ingt jede Substitution Si oder Ti yon 
drei," jede Uk (insofern sie eine primitive elliptische Sul~stitution yon 
der Periode it vorstell~) yon zwei reellen und independenten Constan- 
ten ab. 'Abet zwisc]~en der Si, Ti, Uk besteht unsere ~undan~mtal- 
relation. Ich will annehmen, dass p ~ 0 sei*). So schreiben wir die 
Fundamentalrelation~ indem wit einige Factoren yon links nach rechts 
hinfibersetzen, in der Art, dass etwa S 1 (oder TI) beiderseits in der 
positiven ersten Potenz auftritt. Die Fundamentalre]ation liefert uns 
dann drei lineare Gleichungen zur Besfimmung yon S 1 (resp. Tl). 
Daher kgnnen wit geradezu (ira Ansebluss an die eben getroffene 
Festsetzung) die 6p -~  2 n -  3 Substitutionscoeffwienten der er~eugen- 
den Substitutionen TI (oder Sj), S~, T ,  �9 . . ,  S~, T~, Uj , U2, : . . ,  U~ 
als die willkiirlichen Bestimmungssti~cl;e der ~-Fu,~ction betrachten. 
Willkfirlich sind die Bestimmungsstiicke insofern, als sie innerhalb 
gewisser Ungleichungo~ sich beliebig iindern k5nnen. Diese Un- 
gleichungen, deren arithmetische Fixirung hier unerledigt bleibt, finden 
ihr geometrisches Aequivalent in der Forderung, dass zu den ange- 
nommenen S~, T~, Uk jedesmal ein zugeh5riger kanonischer Funda- 
mentalbereich soll construirt werden kSnnen. 

Wesentlich sind iibrigens yon den genannten 6p ~ 2 n -  3 Con- 
stanten nut 6p--~ 2n ~ 6. 

Denn wit werden weiterhin alle solche ~-Functionen im Wesent- 
lichen als identisch betrachten, welche linear yon einander abhi~ngen. 
Nun verlegteu wit bereits den Hauptkreis der ~-Func~ionen in die Axe 
der reellen Zahlen. Aber diese selbst gehr noch dureh dreifach unend- 
lich viele Transformationen in sich fiber. Indem wit dieselben zu 
Hfilfe nehmen, kSnnen wir z. B. bestimmen, dass yon den "Funda- 
mentalpunkten unserer erzeugenden Substitutionen bestimmte drei in 
0, 1, r fallen sollen. Dadurch kommen dann in der That yon den 
frfiher aufgeziihlten (reellen) Constanten drei weitere noch in Abzug. 
Die tibrigen 6p -F- 2n -- 6 bleiben in dem erwiihnten Sinne unabhiingig. 

w 15. 

Die Variation der Constanten, an ei~em Beispiele erl~utert. 

Die Constanten~ welche wir soeben zur Bestimmung der ~/-Func- 
tion einftthrten, sind ihrer Bedeutung nach zuv5rderst wesentlich reeZle 
GrSssen. Aber es lieg~ nahej zu fragen~ was die Bedeutung sein mag~ 
wenn wit ihnen gestatten, complexe Werthe anzunehmen. Wird der 
Gruppe, die aus den Si, Yi, U~ durch Combination entsteht, auch 

*) Den Fall ~-----0, der auch nicht schwer zu behandeln ist, fibergehe ich 
der Kfirze wegen. 
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dana noch eine brauchbar~ Gebietseintheilung entsprechen ? Wir finden, 
dass diess ifl der That der Fall ist, so lange die Um~aderung der 
Constanten nieht sehr betriiehtlich ist. Es tritt nu~,/ an "die Stelle des 
friiheren HauTtkreises eine andere, nicht analytische, Begrenzungslinie 
und die hyl~rbolisc~en Substitutionen der Gru~1~e sind, allgemei~ zu 
rede~, in loxodromische iibergegangen. 

Um diese etwas unbestimm~ gefasste hussage zu verstehen, be- 
traehten wir ein mSglichst einfaches Beispiel. Ich wiihle hierzu diejeaige 
symmetrische Gruppe, welche aus einem Kreisbogenpolygone, dessert 
s~mmtliche Winkel gleich Null sind, dutch f'ortgesetzte Spiegelung 
en~steht. Sind siimmttiche" Begrenzungskreise des Polygons gegen eiaen 
Baup~kreis senkreeht, so entsteht bei diesem Spiegelungsverfahren 
gewiss eine brauehbare Gebietseintheiluug, wie diess oben (w 8) in 
a]]gemeinerer Fassung schon bemerkt wurde. Der Hauptkre!s, weleher 
seinerseits bei allen Spiegelungen invariant bleibt, giebt dabei die 
natfirliche Grenze der fortgesetzten geproductionen ab. Es mag dieser 
Fall dutch das Kreisbogensechseck der Figur 11 auf Tafel 2 er]~utert 
sein. Ich habe dabei~ um den Vergleich mit den folgenden F~llen zu 
erleichtern, die Begrenzungskreise fiber den Hauptkreis hinaus voll- 
stiindig ausgezogen. 

Wit modifieiren jetzt (urn bei dem Beispiele der Figur zu bleiben) 
unser Kreisbogensechseck, zuniichst etwa in der Art, wie Figur 12 
angiebt. Die Begrenzungskreise haben jetzt keineswegs mehr einen 
gemeinsamen Orthogonalkreis. Aber die Figur ist der frfiheren doeh 
dadurch noch ~hnlieh, dass nieh~ aur einander folgende Begrenzungs- 
kreise sieh iiberhaupt nicht treffen. Hieraus folgt unmittelbar, class die 
.Re productionen unseres t)olygons, wie in dem friiheren Falle einen ein- 
f ach zusammenhdngenden (abet allerdings nicht kreisf6rmigen ) Bereich 
bedecken, der ni~'gendwo iiber sich selbst hiniibergreift. Dean so oft wir 
an einem der Begrenzungskreise des ursprfinglichen Sechsecks oder 
irgead eines tier aus ihm abgeleiteten spiegeln, das Spiegelbild nicht nur 
der angrenzenden Sechseeks sondern auch aller fibrigen Begrenzungs- 
kreise f~llt in das Inhere des splegelnden Kreises hinein und collidirt 
also weder mir dem angrenzenden Sechseck, noeh mit irgend einem 
friiheren, das wit bereits durch anderweitige Spiegelun~ construirt 
haben mSgen. --  W ~  die natiirliche Grenze angeht, der diese fort- 
gesetzten Reproductionen zustreben,so kSnnen wir beliebig viele Punkte 
derselben cons~ruiren: die Beriihrungspunkte n~mlich auf einander 
folgender Begrenzungskreise irgend eines an der Figur betheiligten 
Sechsecks. Diese Grenze ist natiirlich in keiner Weise mehr eine ana- 
lytische Curve. 

Wie aber~ wenn wir das Sechseck weiter deformiren und also i 

den Begrenzungskreisen gesta~en~ zum Theil iibereinanderzugreffen?" 
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Unmittelbar auf einander folgende Sechsecke, werden sich aueh dann 
noch lfickenlos nebeu einander legen und die dutch den Fundamental- 
bereich versinnlichte Riemann'sche Fl-~che wird nach wie vor eine un- 
verzweigte Function jener Variabelen ~ sein, in deren Ebene wit unsere 
Sechsecke construiren. Aber sir wi.rd, yon besonderen F~llen abgesehen, 
keineswegs mehr eine eindeutige Function sein. Man versuche etwa, 
sich die Gesammtheit der Reproduetionen des Sechsecks in Figur 13 
vorzuste l len. -  Ein noch frappanteres (aber weniger fibersichtliches) 
Beispiel wfirde man erha[ten, wenn man dem ursprfinglichen Sechsecke 
selbst bereits eine solche Gestalt ertheilt h~itte, dass es ffir sich ge- 
nommen einen Theil der Ebene doppeit fiberdeckt. 

In derselben Weise nun, wie hier im Beispiele, mfissen wir uns 
die Sache allgemein denken. Indem wir die Constanten einer ~-Func. 
tion p, n ,  lk, unter Festhaltung dieser Signatur, complex [assen werden, 
behalten wit fiirs Erste noch eine brauchbare Gebietseintheilung. Es 
greifen nur die fortgesetzten Reproductionen des urspriiug]ichen Fun- 
damentalbereichs, sozusagen, fiber den Hauptkreis hinaus oder bleiben, 
an anderen Stellen~ hinter ihm zur~ick: die natiirliche Grenze aber, 
der sie zustreben, ist zuvSrderst noch eine einheitliche Contour, welche 
sich selbst nlcht schueidet. 

Auf eine genauere Untersuchung der Ungleichungen, denen unsere 
comp]exen Constanten geniigen miissen, damit die natfirliche Grenze 
den augegeb~nen Charakter beh~ilt, gehe ich an dieser Stelle night 
ein*). Es muss genfigen, die allgemeine MSglicbkeit gewisser y-Func- 
tionen bezeiehnet zu haben. Wir sehen, dass es bei gegebenen 

.p~ n ,  lk eine unendliche Anzahl brauchbarer Gebietseintheilungen 
sozusagen yon demselben Typus giebt; unter ihnen bilden die 
Gruppen mit Hauptkreis, die wit sei ther  allein betrachteten, wie 
ich tbrtan sagen will, den Normal[all. Offenbar sind unter den ein- 
deutig umkehrbaren ~-Functionen derselben Signatur p,  n, l~ die hier 
in Betrach~ gezogenen dadurch charakterisirt, dass ihnen nicht nut  
ein einfaeh zusammenhiingender Fundamentalbereich eignet, sondern 
dass auch yon der Gesammlheit der Fundamentalbereiche ein einfa'ch 

*) Wa~ die explieite Formulirung derartiger Ungleichungen betrifft, so 
m~chte ieh bier au[ die sehon oben genannten Untersuchungen yon Herrn 
Rausenberger i m  2 0  ten u n d  "21 t~n Bande der Annalen verweisen. Uebrigens 
subsumiren sich seine Gruppen weder s~Jnmtlich unter die bier im Texte be- 
trachteten noch auch anter die anderen, we]che im folgenden Paragraphen dureh 
Ineinander~ehiebung hergestell~ werdem Man kann seine Ausgangsgruppen alle 
dadureh erha|ten, d~ss man ein Kr~i~bogendreieck mit reellen oder beliebig 
imaginfire~ Winkeln dutch Spiege|ung ver~ieli~ltigt (wobei die reellen V~inke[ 
natfirlich ganzzahlige Theile yon ~ sein m~ssen). Hernach dSrfen die reeIlen Con- 
stanten, welche zur Fixirung der imagin~ren Wink.el dienen, ins Complexe hinein 
variir t werden. 



zusammenhtt'ngendes Fl$chenstiiek iiberdeckt wird. Dem entspricht: dass 
zwisehen ihren erzeugenden Substitutionen S,, T~, U~. keine anderen 
Relationen existiren und iiberhaupt fiir sie ganz ~hnliche'Betracbtungen 
gelf~n, wie wir sie in w 12 fiir die Gruppen mit Hauptkreis dar- 
gelegt haben. 

Wollen wir azadere eindeutig umkehrbare ~/-Funetionen finden, so 
miissen wit also dafiir sorgen, dass en~weder bereits der urspriingliche 
Fundamentalbereich in der ~/-Ebene einen mehrfachen Zusammenhang 
hat. oder doch, dass ein mehrfacher Zusammenhang bei den Repro- 
duetionen desselben resulfirt. Ich erl~utere im folgenden Paragraphen 
einen Process, der uns mit unendlich vielen neuen ~/-Functionen der 
ers~eren Art versieht. Es sind diess die allgemeinsten ~-Functionen, mit 
clenen ich. reich im vorliegenden Aufsatze besch~ftigen will, und mit 
ihrer Besprechung (w 16~ 18) schliesst daher der gegenw~rtige Abschnitt. 

w 16. 

Der Process der Ineinanderschiebung. 

Neben den Gruppen des vorangehenden Paragraphen, denen wir 
alle diejenigen zuz~ihlen wollen, die wir in w 6 besprochen haben, 
kennen wir yon frfiher her noeh jene einfaehen discontinuirliehen 
Gruppen, welehe dureh Wiederholung einer einzelnen linearen Sub- 
stitution erzeugt werden. Is~ diese Substitution elliptisd~ oder ~tra- 
bolisch, so ist der Fundamentalbereich eine Siehel, hat also ebenfalls 
den Zusammenhang Eins. Dagegen wird der Fundamentalbereieh ring- 
F6rmig und somit zweifach zusammenh~ngend, wenn die Substitution 
hyperbolisch oder loxodromisch ist. 

Es gieht nun einen al|gemeinen Process~ vermSge dessen wit aus 
irgendwie vorgegebenen brauchbaren Gruppen andere, gleichfalls brauch- 
bare zusammensetzen kSnnen, deren Fundamentalbereich einen beliebig 
hohen Zusammenhang aufweist. Man grenze ni~mlich ein Stiick der 
q?-,Ebene &treh m ehr e re  solche Contouren ab, wie sie, einzeln genom- 
men, vermb'ge der Substitutionen der vorgegebenen Gruppen, als ~e- 
grenzung zugeh6riger Fundamentalbereiche auftreten kSnnen. Co~nbJnirt 
man dann die auf die verschiedenen Contouren beziiglichen erzeugenden 
Substitutionen, so entsteht yon seZbst eine brauchbare Gebietseintheilung, 
deren erster lXundamentalbereich jenes abgegrenzte Stiick ist. 

Ich bezeichne dieses Verfahren als Ineinanderschiebung, und erl~utere 
dasselbe zunr~chst an einigen Beispielen*). 

Wit be h:achten zuvSrderst etwa-(Figur 14) einen solchen Theil 

*) Eben bier komm~ die A_uschauungsweiae zur Gel~ung, wel~e durch die 
Figuren 2, 3, 5, 6, 10 entwickelt werden sollte. 
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der ~-Ebene, welcher durch zwei Kreispaare: RI", 1~1" und /~',  _~'; 
begrenzt ist. Die Kreise /~( und /~1", sowie ~2' und R2" (die in der 
Figur dureh Pfeile verbunden sind) ordnen wir je durch eine hyper- 
bolisehe oder. loxodromische Substitution, S, bez. 3 2 zusammen, so 
zwar, class unser Gebiet ein gemeinsames.St~iek der beiden ringF6rmigen, 
auf letztere Subs~itutionen bezfiglichen Fundamentalbereiche ist. Dann 
finden die Gebiete $1+- ~, $2+-~, welche wir aus dem vorgegebenen "Be- 
reiehe dureh positive oder negative Anwendung der einzelnen er- 
zeugenden Substitution ableiten kSnnen, gewiss liickenlos neben ein- 
ander Platz: die ersteren sind den aufeinanderfolgenden Werthen yon 
a entspreehend alle in /~1', bez. RL" eingeschlossen, die anderen in 
~ ' ,  bez. /~.)", je nach den Werthen yon -4-ft. Abet jedes dieser neuen 
Gebiete tr;igt in seinem !nneren wieder zwei kreisfb'rmige Oeffnungen. 
Und in diese Oeffnungen hinein legen sich~ wiederum in liickenloser 
Aufeinanderfolge, die Gebiete Sj+-"S~+~,, bez. S:+BSI+-~; die ersteren 
sind jeweils in ein bestimmtes S2+-fl, die anderen in eiu bestimmtes 
S, +~ eingesehlossen. Innerholb der so gewonnenen Gebiete finden nun 
wieder die neuen $2+~" S~+- ~ So+~- res_~. St+" S~• S1 +" .Platz. Und so 
geht der Process fort in's Unendliche. Eine Collision kann niemals 
eintreten, weil die neu construirten Bereiche immer sotche Theile der 
~-Ebene tiberdecken, welebe bis dahin noch nich~ benutzt waren. 
Daher erzielen wit eine in der That brauchbare Gebietseintheilung. 
Alle Substitutionen der zugehSrigen Gruppe sind loxodromisch (oder 
hyperbolisch) und die unendlich vielen, tibrigens zerstreut liegenden 
Fundamentaltdunkte dieser Substitutionen sind es, welche als natiirliche 
Grenze des yon den Fundamentalbereichen iiberdeckten Gesammtgebietes 
zu gelten haben. 

NiGht anders ist die Sache, wenn wir als Ausgangsbereich z. B. 
denjenigen Raum nehmen, der naeh Art ~on Figur 15 zwei Sicheln 

21t 
gemeinsam ist. Die eine mug die WinkelSffnung --m---, die andere die 

Oeghung ~'n besi~zen, unter m, n gauze Zahlen verstanden; die zu- 
n 

gehSrigen Substitutionen, welche in der Figur dureh Pfeile angedeutet 
sind, mSgen 2~1, 2~ 2 heissen. Wir verfahren dann genau so, wie eben 
mit den S 1, S 2. Nut haben wir jetzt die Relationen ~,'~ = 1, 2~ ~ = 1 
nnd kSnnen dementsprechend die Exponenten ~ a, ~___ fl auf den 
Spielraum yon 0 bis (m - -  1), resp. yon 0 his (n - -  1) begehriinken. 
Es ist wohl kaum nSthig~ den ganzen Process bier noch einmal geo- 
metrisch zu schildern. In gewissen Eckpunkten laufen nun jedesmal 
m Sicheln, in anderen n zusammea. Die zugehSrige Gruppo enthKit 
jet.zt uaendlich viele elliptische Substitutionen, aber keine anderen 
als diejenigen, die sich in der Gestalt ~t2:~t  -I, oder n 2 2 j ~  --x dar- 
stellen. Die natiirliche Grenze ftir die Gesammtheit tier Fundamental- 
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ber eiche wird wiederum yon den Fundamentalpunkten derjenigen 
hyperbolisehen oder loxodromischen Substitutionen gebildet, die an 
der Gruppe participiren. - -  

Nehmen wir endlieh an (wobei ieh keine niihere Specification 
eintreten lassen will), dass irgend eine Gruppe mit reellern Hauptkreis 
hei dem Ineinanderschiebungsproeesse beHaeiligt sei*). So wird auch 
dieser Kreis selbst bei den fortgesetzten Reproduetionen des urslariing- 
lichen Fundamentalbereiehes unendlieh oft vervielfi~ltigt werden. Das 
Gebiet also, welches yon der Gesammtheit der Fundamentalbereiche 
ttberdeekt wird, z~hlt unter den Bestandtheilen seiner nattirliehen 
Grenze neben anderen hier aicht nRher bezeiehneten Stiieken jedenfalls 
unendlieh viele Kreislinien. 

Diese Beispiele werden geniigen, um den Begriff der Ineinander- 
schiebung beliebiger Theilgruppen geliiufig zu maehen. Wir wenden 
denselben nunmehr auf belicbige Zusammenstel]ungen der eben auf- 
geziihlten uns bekannten Gruppen an. Dabei lassen wir, in Ueberein- 
s~immung mit fr/iheren Festsetztmgea ~ nur d/e Beschriiaakung eiutreten, 
dass immer bloss eine endliche Zuhl yon Theilgruppen combinirt werden 
soil. Die neu en~stehenden Gruppen, resp. Gebietseintheilungen, ordnen 
wir nach Ty:pen, indem wir alle solche Gruppen zu demselben Typus 
rcchnen, deren einzeh, e Theilgruppen resp. demselben Typus angehSren. 
Innerhalb des einzelnen Typus bilden diejenigen Gruppen den .Normal- 
fall, welche, neben beliebig vielen isolirten Substitutionen, nur Theil- 
gruppen mit Hauptkreis enthalten. 

Es gilt jetzt, die Riemann'sche Fl~che zu charakterisiren~ welehe 
der einzelnen so erzeugten discontinuirlichen Gruppe entsprieht, und 
zugleich anzugeben, wie sich auf ihr uuser ~7, als complexe Function 
des Ortes aufgefasst, verhiilt. 

w 17. 

Dio neue ~-Function auf der zug~h6rigen Riomann'sehen Fl~he. 

Ich will annehmen, dass folgende Gruppen durch ]neinander- 
schiebung vereinig~ wurden: zun~chst q Gruppen, we|che aus einer 
einzelnen elliptisehen oder parabolisehen Substitution, dann ferner 
r Gruppen, welche aus einer einzelnen hyperbolisehen oder loxodro- 
mischen Substitution durch Wiederholung erwaehsen, endlieh aber 
s Gruppen yore Haupt~reistypus, die a|so entweder setbst einen Haupt- 
kreis besitzen oder aus einer Gru]~pe mit Hauptkreis durch Variation 
der Constanten abgeleitet wurden. Die einzelne Gruppe unter den 

*) Vielleieht ist e~ nfi~zlieh, auch solche Beispielr durehzudenken, wo dor 
Haup~kreis iraa~a~ oder in eiaen Pmakt auzge~rtet ist. 
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letz~enannten mag die Signatur ~, v besitzen (wo ieh also die frQheren 
lateinischen Buchstaben durch griechische ersetzt und der Kiirze halber 
die Indices der einzelnen Verzweigungspuakte fortgelassen babe). Dann 
ist der Fundamentalbereich in der ~-Ebene yon q - t - 2 r - [ - s  verschie- 
denen Curven begrenzt. Jede Curve der ersten Art besteht aus zwei 
Stricken Q', Q", welche, frir sich genommen, eine Sichel yon einer 
gewissen WinkelSffnung begrenzen*). Die 2r Curven zweiter Art 
gehSren paarweise als /~' und ~ "  vermSge der betreffenden hyper- 
bolischen oder loxodromischen Substitution zusammen (vergl. noch 
einmal Fig. 14). Endlich die s Curven der letzten Art bestehen nach 
dem in w 10. gesehi.lderten Schema aus 4z  -~- 2 ,  paarweise zasammen- 
gehSrigen Stricken, die wir kurzweg wieder mit Ai- +, Bi- +, h~:l: be- 
zeichnen m S g e n . -  Den so definlrten Fundamentalbereich denken 
wir uns nun durch eine ~quiva'lente Riemann'sche Fl~he ersetzt. So 
entspricht dem Linienpaare Q', Q" je ein Einschnitt Q, der yon einem 
be]iebigen Punkte der Fl~che beglnnend zu einem anderen hinl~iuft: 
die beiden Endpunkte des eiazelr, ea Einschnittes sind Verzweigungs- 
puukte unserer ~/-Function. Den zusammengehSrigen /~', ~ "  dagegen 
eorrespondiren gewisse r auf der Fl~iehe verlaufende und dieselbe nicht 
zersttickende ]~iickkchrschnittc 1~. .Endlich jeder der weiteren Be- 
grenzungscurven (~, v) entspricht ein ganzes auf der Fliiche befind- 
liehes Schnittsystem, welches in der frriher beschriebenen Art einmal 
aus 2 z  Querschnitten A ,  Bi besteht, die yon einem gewissen Punkte 
0 auslaufend sparer in denselben wieder einmiinden, dann aber aus v Ein- 
schnitten~ die yon demselben Punkte Oaus sich nach v Verzweigungs- 
punkten der ~-Function hinziehen. Zliernach haben wit, unter n die 
Gesammtzahl der Verzwa.gungspunkte unserer y-_Function verstanden, 
sofbrt die [blge~Me erste ~ormeb: 

n ~ 2 q  - - ] -~  v. 

Des Feraeren berechnen wir [nach w 4. des ersten Abschnitts] das 
Geschlecht p der Riemann'schen Fl~che folgendermassen. Unser Funda- 
mentalbereieh hat als sehliehtes Sttiek der Ebene eine Grundzahl, 
welche der Anzahl q ~ 2r --[- s der Begrenzungscurven gleichkommt. 
Aber die Grundzahl unserer Riemann'schen l?l~.che, die wit gleich 2~0 
setzen, wird dutch jeden Einsehnitt Q um eine Einheit vermehrt und 
dutch jedes Schnittsystem (~, 2,) um (2~ - 1) vermindert. Die Rtick- 
kehrschnitte 2~ sind auf die Grundzahl ohne Einfluss. 1)aher folgt: 

$ * 

1 

�9 ) Ich nenne diese St~icke Q', Q" nicbt ausdrfieklich Kreisbogen, well es 

mit Rficksicht auf die anderen Begrenzungsstficke bequem sein kann, ihnen eine 
andere Form zu ertheilen. Aehnliche Bewandtni~ hat es mit dot ~', ~"  etc. 



Wir fragen nun bi]lig, wodurch sich die neue ~-Function (p, ~) 
yon den frtiheren mit der g|eichen Signatur unterscheidet. In dieser 
Hinsicht betonten wir schoa oben, dass jetzt der Fundamentalbereich 
in der ~/-Ebene mehrfach zusammenh~ngend is~, wiihrend er es frtlher 
nicht war. In  Folge dessert giebt es jetzt auf der _Riemann'schen Fl~iche 
p,  n gewisse geschlossene, sich selbst ~icht schneidende Wege, die sich 
nicht auf  einen einzelnen _Punkt zusammenziehen lassen und bei deren 
Durchlaufung sich ~ trotzdem identisch reproducirt. Als solehe Wege 
finden wir zun~ichst diejenigen, die um einen einzelnen Einschnitt Q 
herumlaufen, dann ferner die Rfickkehrschnitte /~ selbst, endlich die- 
jenigen Curven, welche das einzelneoSchnittsys~m (~, v) umgeben. 
Von diesen Curven kann iibrigens noch eine weggelassen werden. 
Denn eine Durchlaufung aller der genannten Curven hintereinander 
ist offenbar auf der Fliiche mit der Umkreisung eines einzelnen Punktes 
iiquivalent. 1)iesem Verha l~  entspreche~d haben wit jetzt nut 

q + r + ~ .  (2 ~ +/~)  erzeugende Substitutionen und zwischen ihnen 
1 

s ltelat~onen yore Tyivus tier friiheren _Fundamentalrelation. Denn fiir 
die erzeugenden Substitutionen jeder Theilgruppe (~, v) ergiebt sich 
jetzt eine solche Beziehung, iadem wii- den zugehSrlgen Pankt O auf 
der Riemann'schen Ftiiche umkreisen. Hierzu treten dann noch die 
weiterea Relatioaen, welche die Periodicitiit gewisser elliptischer Sub- 
stitutionen aussagen. 

�9 Wit pr~cisiren zugleich den Unterschled, der zwischen den hier 
erzeugten,/-Functionen und den allgemeinsten yon derselben Signatur, 
die eindeutige Umkehrung gestatten, bestehen wird. Dieser Unter- 
schied wurde schon in w 15. angedeute~. Unsere neuen ,~-Functiondn 
habea Fundamentalbereiche yon be liebig hohem Zusammenhange, aber 
es ents~ehen keine neuen Zusammenh~inge, wenn wir den Fundamental- 
bereich vervielf'~ltigen. Es kommt diess darauf hinaus, dass unter den 
Substitutionen der zugehSrigen Grappe keine anderen elliptisch oder 
parabo/isgh sind, als diejenigen, denen auf unserer Riemann'schen 
Fliiche eine Umkreisung des einzelnen Verzweigungspunktes entspricht, 
und dass tiberhaupt ffir sie keine anderen Relat, ionen statt haben, als 
die soeben angegebenen. [Man zeigt diess ganz ~ihnlich, wie es be- 
treffs der ~-Function mi$ Hauptkreis in w 12. geschehen isi]. Fiir die 
allgemeinsten eindeutig umkehrbaren ~/. Funct~ionen miissen wir abet 
eine solche M5glichkeit offenhalten. Inzwischen geheu wlr auf ge: 
nauere Untersuchung in der hiermit angedeuteten ltichtung an dieser 
Stelle nicht ein. 
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w 18. 

Constantonzahl des jeweiligen Normalfalles. 

Wir bestimmen zum Schlusse noch, wie gross die Anzahl der 
Constanten ist, yon denen die neue ~l-Function (p, n) im Normaffalle 
abh~agt. Im genauen Anschlusse an die Entwickelungea des w 14. 
wollen wit dabei jede ~-Ftmc~on so o~t, zRhten, als die zugehSrige 
Riemann'sche Fl~che (p, n) ia verschiedener Weise den Vorstellungen 
des w 15. entspreehend zerschnitten Werden kann. Wir betrachten also 
geradez.u als ~Bestimmungss~ke tier ,l-Function diejenigen Coefficienten 
der zugeh~igen erzeugenden Substitutionen, welche unabh~ngig bleiben, 
nachdem wit  die zwische~ den Substitutionen beztehenden I iela~io~ 
identisch erfiillt haben. 

Fiir die einzelne Gruppe mit Haup~kreis fanden wit in w 14,, 
unter (~j v) die Signatur der Grappe verstanden und iibrigens unter. 
der Voraussetzuug, dass der F/auptkreis mit der Axe der tee|lea Zahlen 
coincidire, 6~ -~- 2~ -- 3 reelle Bestimmungsstficke. Diesen haben wit 
jetzt 3 weitere hinzuzuffigen, da wit dem einzelnen Hauptkreise zuvSrderst 
eine beliebige Lage ertheilen miissen. So kommen auf Rechnung der 
verschiedenen Gruppen mit Hauptkreis, die wit dem Ineinander- 
schiebungsprocesse unterworfen haben, 6 2~r -J- 227v reelle Constante~ 
Die q eliiptischen (oder parabolischen) Substitutio~en, welche beim 
Ineiaanderschiebungsprocesse betheiligt sind, bringen ihrerseits 2q, die 
r loxodromischen Stlbstitutionen 3r  Constante, aber complexe Constante 
mit sich. Da wit iibrigens durchaus reelle Bestimmungsstficke z~hlen, 
werden wit beide zusammen als (4q -{- 6r) in L~eehnung stellen. Nun 
ist~ dem vorigen Paragraphen zufolge, (r-~- 2 ~ )  ==p und (2q -~- 2Jr) -~-n.. 
Daher haben wit im ~Ganzen 6p ~ - 2 n  Constante. Abet you ihnen 
xverden wir noch 6 Einheitea als unwesentlich in Abzug bringen, in- 
dem wit niimlieh, wie ia w 14., a]le derartige ~/-Faactionen als idea- 
tiseh erachtea, welche linear yon einander abh~ngen~ jetzt abet die 

in a~ Jr 6 enthaltenen Constanten ats complex betrachten mfissen. D~t- 

her haben wir schliesslich: 
.Die Anzahl der reetlen Constanten~ yon dencn eine Normalgrupp-e 

(p,  n) abhgngt, ist, unabMingig yon dem Typus, welchem die G~up~e 
angehSren mag, gleic]~ (6p-~- 2n -- 6). 

Diese Constanten mtissen natiirlich wieder gewissen Ungleichungen 
gen~gen. Zu den Ungleichungen~ welche wir oben bei der einzelnetl 
Gruppe mit Hauptkreis andeuteten~ treten bier weitere, yon denen die 
einen aussagen~ dass gewisse e[nzelne Substitutlonen 10xodromisch (oder 
hy~erbolisch) sindj w~hrend sich die anderen auf die gegeaseitige 
Stellung der Theilgruppen beziehen~ die .noflaweadig ist~ damit der 

Mathematisehe Annalen. XXI 14 
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Process tier Ineinanderschiebung Platz greifen kann. Aaf eine n~here 
Discussion dieser Ungleichungen gehe ich abet bier ebenso wenig 
ein~ als es fr/iher bei den analogen Fragen geschehen ist. 

A b s c h n i t t  I V .  

Das Fundamentaltheorem. 

w  

Formulirung desselbon. 

Das allgemeine Theorem, welches ich nunmehr aussprechen werde 
und alas ich wegen seiner Wichtigkeit (die im folgenden Absehnitte 
noch ausffihrlicher erl~utert werden sell) das Fundamentaltheorem nenne, 
wird dureh die eben bestimmte Zahl reellerConstanten: ( 6 p + 2 n - - 6 )  
nahe gelegt. Es ist diess genau dieselbe Anzahl reeller Constanten, 
yon der eine beliebige Riemann'sehe Fl~che des Geschlechtes p mit n 
nach Willkfir auf ihr angenommenen Punkten abhiingt; man hat sieh 
nur zu erinnern, dass die 3 p -  3 Moduln, welche man, der gewShn- 
lichen Sprechweise nach, der Fl~che bei]egt, allgemein zu reden, com- 
plexe .GrSssen sind*). Die Frage ist, auf welchen Riemann'schen 
Fl~ehen des Geschlechtes p mit n vorgegebenen u 
yon bestimmtem Index Normalfunctionen**) ~ yon einem gewissen 
Typus existiren mSgen. Der Typus wird festgelegt, indem wir auf 
unserer Fliiche gewisse Paare yon Verzweigungspunkten durch Ein- 
schnitte Q verbinden, dann irgendwelehe, die Fl~ehe nicht zerstfickende 
Riickkehrsehnitte /~ hinzuffigen und endlich soviele Schnittsysteme 
(~, ~) eonstruiren, dass die zerschnittene Fl~che durehaus schlicht auf 
ein Stiiek der Ebene iibertragen werden kann. Functionen ~, welche 
linear yon einander abh~ngen, will ich der Kfirze halber wieder als 
identisch betrachten. Dann besagt unser Fundamentaltheorem: 

Dass auf jeder Riemann'schen FMche (p, n, l~) immer eine und 
nut einq 2~ormalfunctivn yon beliebig vorgegebenem Typus existirt. 

Zwei Specialfitlle dieses Theorems mSgen als besonders wichtig 
gleich bier hervorgehoben werden. 

Der erste Fall sei derjenige, in welchem die Einschnitte Q und 
die Rfickkehrschnitte R fiberhaupt in Wegfall kommen, die Schnitt- 
systeme (z, v) abet sieh auf ein einziges reduciren, welches mit (p, n) 
zu bezeichnen sein wird. Dann ist also alas zugehSrige ,7 eine Fune- 

*) Der leichteren kusdrucksweise wegen schliesse ich im Texte wieder die 
einfachsten F'~IIe Io ~ 0, 1 aus. 

**) Beiindet sich ~, wie ich frfiher sagte, ira NormalfaU, so nenne ich es 
bier kurz eine 1%rmatftmction. �9 
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tion mit festem Haup~kreis. Zugleich kSnnen wir yon der speciellen 
Art tier Zersehneidung bier durchaus absehen. Denn eine Umiinderung 
des Schnittsystems bedeutet im vorliegenden Falle nut, dass die er- 
zeugenden Substitutionen jener Gruppe, die zu ~/ gehSrt, in anderer 
und anderer Weise gewiihlt werden, nicht aber, dass ~/ selbst modi- 
ficirt wird. Daher will ieh ein solehes ~/ an dieser Stelle als Haupt. 
function bezeichnel~, tibrigens im Folgenden dureh einen Index 1 (~t) 
kenntlicb maehen. Wit haben: 

Auf  jeder t~iemann'schen Flgiche (p, n, l~) giebt es eine und nur 
eine Hauptfunction. 

Es is~ diess derjenige Speeia]fall des vorhia ausgesprochenen, all- 
gemeinen Fundamentaltheorems, den ich in meiner zweiten Note tiber 
eindeutige Functionen mit linearen Transibrmationen in sich (Bd. XX 
dieser Annalen, pug. 49--51, dat. 27.3. 82) mitgetheilt habe. Aller- 
dings wurden dort der Einfachheit halber aile Indices lk unendlich ge- 
setzt und also nur yon logarithmisehen Verzweigungspunkten gesprochen. 
Dass die Indices der Verzweigungspunkte irgend welche seiu kSnnen, 
bat Hr. Poincar6 in seiner bez~iglichen Note yore 10. April 1882 
(Comptes Rendus de l'Acadgmie des Sciences, t. 94) hervorgehoben. 
In dem besonderen Falle p ~--0 hatte Hr. Poinear6 die Existenz der 
Hauptfunetion schon vor I~ingerer Zei~ erkannt, man sehe die auf- 
einanderfi)lgenden und immer allgemeiner werdenden Angaben vom 
18. April und 8. August 1881 (Comptes gendus t. 92, 93) sowie in 
Nr. I0 seines Annalenaufsatzes (Bd. XIX, pag.561, dat. 17. Dec. 1881). 

Der zweite Speeialfall unseres Fundamentaltheorems, der hier zur 
Sprache gebraeht werden soil, ist derjenige, in welehem die Theil- 
gruppen mit Hauptkreis tiberhaupt in Wegfall kommen, also, auf der 
Riemann'schen Fl~iche, nut die Einschnitte Q und im Ganzen io Rtiek- 
kehrsehnitte R vorhanden sind. Unser Satz behauptet: 

Dass es allemal eine auf der so zerschnitienen .FlZiche eindeutige, 
eindeutig umkehrbare ~-.Function giebt, welche be~ Ueberschreitung der 
Q elliptische Substitutionen yon resp. vorgegebener _Periode erleidet. 

Diese Art yon ~/- Function soll weiterhin mit ~/2 bezeichnet werden. 
Auf ihre Existenz bezieh~ sich die erste der beiden won mir tiber ein- 
deutige Functionen mit linearen Transformationen in sieh verSffent- 
liehten Noten (Annalen t. XIX, pag. 565~568 ,  dat. 12. 1. 82). ]eh 
babe dort nur, um die Sache etwas zu ~ereinfachen~ iene Einschnitte Q, 
die wit auf der Riemann'schen F1Kche beliebig construiren kSnner b 
tiberhaupt weggelassen and also nur von irgend j0 auf der Fl~che ver- 
laafenden und dieselbe nicht zersttickenden Rtickkehrsehnitten ge- 

�9 sprochen. 
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Ansatz zam Bo.woiso. 

�9 Um ffir das hiermit formulirte Fuadamen~althoorem wo ni.r 
einen explieiten Beweis, so doeh die allgemeinen Beweisgr~ade z u 
geben, verwende ich VQrsteilungeu der Mannigfaltigkeitslehre. Wilr 
haben einerseits die Riemann'schea Fl~chen (p, n, li), die wit ans 
nach bestimmtem Typus zerschnitten denken. Sie bildea eine erstr 
Mannigfaltigkeit M 1. Die Gestalt der einzelnen QnerschnitLe,.sowle 
die Lage jener Punkte O, yon denen aus sich die einzelnen Schnitte 
e ines 8ys~emes (z, ~r erstreeken werden, bripgen wit bei dieser Auf- 
fassung nich~ mit in Rechnung. Wohl abet zghlen wit zwei Schnitt- 
systeme auf derselben Fl~Lche, suck ~sena sie for die schliesslich in 
Betraeht kommende q-Function iiquivalent sein mSgen, sllemal dann 
als unterschiedene Individua yon Mr, wenn sie sieh nicht dutch stetige 
Verschiebung fiber die Fliiche hin zur Deckung bringen lasses. -- 
Wit haben andererseits die Gesammtheit der zu dem betreffenden 
Typus gehSrigen Normslfunctionen ~2, deren einzelne wir in Ueber- 
einstimmung mit dem gerade Gesagten, uad iibrigens auch mit den 
frtiheren Festsetzungen_, so oft z~ihlea werden, als die zugehSrige Gruppe 
linearer Substitutionen in der friiher geschilderten Weise ass erzeugenden 
Substitutionea zusammengesetz~ werden kann, Die so geziihlten ~-Func- 
tionen bilden eine zweite Mannigfaltigkeit, 31/2. 

Die im vorigen Abschnitte gegebene Constantenziih|ung zeigt, dass 
M 1 und M2 gleich viele Dimensmr, em haben (niimlich 6p ~ 6 + 2n). 
Zudem sieht man mit leichter Ueber]egung, dass jede Mannigfaltigkeit, 
frir sieh genommen, ein einziges, zusammenhiingendes Ganze bi~ldet. 
Hinsichtlich der M2 ist diess auf Grund der frtiheren .Entwickelungen 
an sich klar. Denn wit kSnnen die einzelnen Theilgruppen, die~ ia- 
einandergeschoben,- unsere Gruppe erzeugen, einzeln, so variire~ und 
iibrigens in ihrer Stelluag derart gegen ein_ander verschieben, d~ss 
eine beliebige an dere Gruppe desselben Typus resultirt. Hinsiehttieh 
der M 1 aber beweist man es (wenn m.~m es aicht als bekannt a nsehen 
wilt) durch folgeade Betraehtang der AnaJysis situs. Es ~ l l  ~afglieh 
sein, jede Fl~iehe (~, n) mit irgend vorgogebener Zersehneidung La 
j.ede node.re desse!ben Typns derart c ontinuirlich iiberzufiihren, dass 
die zweierlei Zerschueidungen zur Deckung kommen. Zu dem Zwecke 
ergiinze ma~ die auf den beidea Fjiichen vorgegebenen Schnittsysteme 
in der Wr ~]nrch weiMre an correspondirr StcJlen eingesah~lies 
Schnit, te, dass, zwei einfach z~sammenhiijagende Fliichea~ e:ntstehea, 
(|eren Randcurven in genau derselben Reihenfolge aus gewissen~, paa~:~ 
weise zusammengehSrigen Stricken bestehen. Diese beiden Fl~chen 
bride man jetzt jh auf eine Kreisfl~ehe conform ab. Die Peripherie 
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des einzelnen "Kreises wird dann in eine Anzahl-St~ieke zerlegt er- 
seheinen, die paarweise dutch irgend ein analytisches Gesetz zusammen- 
geordnet sind. Und zwar ist die Aufeinanderfolge der zusammen- 
gehSrigen Staeke bei bei~len Kreisen genau dieselbe. Wir denken uns 
jetzt, dass der einzelne Kreis .(ira Sinne der Eatwi.ekelungen des ersten, 
hier vorangehenden Absehnittes) vermSge der ZusammengehSrigkeit 
seiner Peripheriest~icke die betreffende Riemann'sehe Fl:,iche (iv, n) als 
Fundamentalbereich vertritt. Wir haben also nur zu zeigen, dass 
man, durch allm~ihliche Aeuderung der Constanten~ die eine Kreis- 
f iche mitsammt der Zuordnung ihrer einzelnen Peripheriest~ieke 
in die andere Kreisfl~iehe und deren Zuordnung fiberfiIhren kann. Diess 
aber ist ansehauungsm~ssig evident. 

Auf Grund des hiermit Gesagten stellt sich unsere Aufgabe jetzt 
folgendermassen. Aus dem ersten Absehnitte des Fr~iheren wissen wir, 
dass jedem Individuum in ~1/~ ein and nur ein Individuum in M 1 ent- 
sprieht. ~Es gilt zu zeigen, dass umgekehrt jedem Individuum yon M, 
ein und nut ein Individuum in M~ correspondirt. 

Hierzu entwickele ich im folgenden Paragraphen zuvSrderst einen 
Hiilfssatz, weleher zeigt, dass niemals mehrere Individua in M~ ein 
und demselben Individuum in M a~entsl0rechea kSnnen. 

Sodann bringt w 4. die allgemeinen Continuit~tsgriiade, aus denen 
ich glaube, unser Fundamentaltbeorem ersebliessen zu kSnnen. 

w  

Hiilfssatz, betreffend die Eind6utigkeit 4er Beziehung. 

]ch werde je~zt~ wie in Aussicht gestel|t, zuvSrderst nachweisen, 
class auf ~n~" in b~timm~r Weise zerschn~t~en _ F ~  (p,  n, l~) 
immer nur eine zugehSrige 1gormalfunction ~ existiren kann. Was die 
Formulirung dieser Behauptung angeht, so erinnere ich an die frtihere 
Verabredung, derzufolge zwei ~-Fanc~ionen, welche linear vo~ ein- 
ander abh~i~gen, schlechthin als ideptisch bezeiehnet werden sollen: 

Zum Beweise denke man sich die vorgegebene und in bestimmter 
Weise zerschnittene Riemann'sche Fl:,iche auf die Ebenen beider 
u ~ 7" (deren Existenz wir hier voraussetzen mSgen) simu|tan 
abgebildet~. Wir erhalten dann in den zweierlei Fbenen zwei erste 
Fundament, albereiche, die ausnahmstos conform und ~war in der Weise 
auf einander bezogen sind, class der analytische~ Fortsetzung des einen, 
die durch geeignete lineare Substitution des ~ bewirkt wird, genau 
di~jenige anatytische Fortsetzung des anderen entsprieht, welehe ver- 
mSge der eorrespondirenden ~inearen Substitution des ~ / res~i r t .  ln- 
dem wiv jeCzt den Process der au~lytischen Fortsetzung, so wie er 
durch die erzeugenden line~ren Substitutionen vermittelt wird, beider- 
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seits in's Unbegrenzte verfolgen: werden immer ausgedehntere Theile 
der Ebene ~ auf die entsprechenden Theile der Ebene y" durchaus 
conform bezogen. Es kann dabei niemals eille u ent- 
steheu. Dena da ~ and ~1' nach Voraussetzung demselben Typus an- 
gehSren, so bestehen zwischen den erzeugenden Substilationen der 
~/-Gruppe und zwischen den entsprechenden Substitutionen der ~'-Gruppe 
beziehentlich genau dieselben Relationen; es finden sich also auch in 
der ,~-Ebene zwischen den verschiedenen Fundamentalbereichen die- 
selben Zusammenh~nge, wie in der ~'-Ebeae, and umgekehrt. 

Nun bedeckt die Gesammtheit der in' der einzelnen Ebene ge- 
legenen Fundamentalbereiche ein gewisses Gebiet, welches einmal yon 
unendlich vielen discreten Punkten, dann aber auch yon unendlich 
vielen Kreislinien begrenzt sein kann. Ich sage jetz~, dass die con- 
/brine Abbildung der beiden dutch die unendlich vielen _~undamental- 
bereiche iiberdeckten Gebie~e keinerlei unstetige-Unterbrechung erleidet, 
wenn man in beide Gebiete jene isolirten Unstetigkeitspunkte and die 
ge~annten Kreisperipherieen mit aufnimmt, - -  d. h. also~ wenn man 
die beiden Gebiete nicht bloss mit Ausschluss der Begrenzungen (wie 
es zun~chst gemeint ist), sonderu mit J~insch~uss derselben in Betracht 
zieht. In der That scheint d~ess aus bekannten S~tzen fiber die Inte- 

gration der Differentialgleichung ~2u ~u  - ~ ~ 0  zu folgen, wenn 

man noch hinznnimmt (was (lurch Nichtet~klidisehe Betrachtungen be- 
wiesen wer0en kann), dass die Gebiete, welche in der ~- and der 
~/'-Ebene durch die successiven Fundamentalbereiche fiberdeckt werden, 
gleivhmgssig ihren Begrenzungen zustreben. 

Man nehme nun einen Augenbliek die beiden Fnnctionen ~1 and 
~ (die wit soeben, in w 1. des gegenwlirtigen Abschnittes, auszeich- 
neten) vorweg. Fiir beide ist der in diesem 2aragra~)hen ~u erbringende 
2Vaehweis mit dem nun G~sagtvn bereits erledigt. Bei ~1 n~mlich haben 
wit es iiberhaupt nieht mit isolirten Grenzpunkten, sondern nur mit 
e/nero Hauptkreise zu thun. Daher ist eine voile Kreisfl$che der ~-Ebene 
anf eine ebensolche der ~'-Ebene ausnahmslos conform abgebildet~ und 
dies geschieht, wie man weiss, nothwendig dutch lineare Beziehung. 
Bei ~/~ hinwieder haben wir nur isolirte Grenzpunkte and keinerlei 
Hanptkreis. Daher ist das Gebiet, welches yon der Gesammtheit der 
Fundamentalbereiche unter Hinzunahme der Grenzen iiberdeckt mird~ 
mit der unbegrenzten Ebene identisch. Die vollen Ebenen ~ und ~' 
sind daher ansnahmslos conform auf einander bezogen, und wit haben 
wieder zwisehen ~ and ~' auf Grand bekannter S~tze eine nothwendig 
lineare ]~lLziehung. Das heisst aber beidemal mit Rfieksicht auf die 
oben get~o'~ffene Verabrednng, dass ~ und ~" im Wesentlichen identisch 
s/m/, was zu beweisen wax. 
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In den allgemeineren F~llen, wo unendlich viele Hauptkreise 
an der Begrenzung des Gebietes, sowohl der ~/- a]s der ~/'-Ebene, 
betheiligt sind, mfissen wir noch einen Sehritt wei~er gehen. Wit 
gebrauchen niimlieh das "Princip &r Symmetrie in seiner gew6hnlichen, 
auf eine reelle Kreislinie beziiglichen Form (siehe w 4 des Abschnitts II). 
Indem wir jedes der gesammten Gebiete an jedem seiuer Begrenzungs- 
kreise spiegeln~ wissen wit vermSge des erwiihnten Prinelps~ dass die 
so erhaltenen Spiegelbilder in Folge der urspriinglichen conformen 
Abbildung einander ebenfa]ls entsprechen. Jetzt fahren wir mit dem 
Spiegelungsproeesse, indem wir jeden neu erhaltenen Begrenzungskreis 
selbst wieder als Inversionskreis benutzen, ins Unendliche fort. So 
wird allm~hlich die gauze ~-Ebene, wie aueh die ~'-Ebene, mit Aus- 
nahme wieder yon unendlich vielen zerstreut liegenden Punkten, welehe 
die natiirliehe Grenze bilden~ dureb die unendlieh vielen Spiegelbilder 
iiberdeckt. Diese Grenzpunkte nehmen wir schlEesslich~ so~ wie sie 
einander entsprechend in der ~- und der y'-Ebene gewonnen werden, 
in unsere conforme Abbildung mit auf. Hierdurch erleldet, genau wie 
oben bei dem entsprechenden Processe~ die eonforme Abdildung keinerlei 
Unterbrechung der Stetigkeit. Daher sind schliesslich die Ebenes 
und ~' ausnahmslos conform auf einander bezogen, ~ und ~" hdngen 
also nothwendig linear yon einander ab, and der Beweis, den wir in 
Aussicht stellten, ist also auch im allgemeinen Falle erbracht. 

w  

C0ntinuitgtsbeweiso 

Um welter vorw~rts zu gehen, bedarf ich einer Pr~misse, die ich, 
obgleich sie mir unzweifelhaft richtig scheiat, hier nicht in Kfirze 
explicite erledigen kann. Es bandelt sich datum, dass die Beziehang 
zwlschen beiden Mannigfaltigkeiten M Iund  M 2 eine analytisch.e ist. 
Ich zweifele nicht, dass man eine solche Behauptung durch Weiter- 
entwickelung jener Exisbenzbeweise, fiber welche im ersten Abschnitte 
Berich~ erstattet wurde, also genau im Sinne der Riemann'schen 
Theorie, wlrd erledigen kSnnen. Uebrigens bliebe, wenn ein solches 
Verfahren auf Schwierigkeis stossen sollte, immer noch der Recurs auf 
die _Formeln~ welehe Herr Poincar6 (wenn ieh reich so ausdrfieken daft) 
Ft~r den Zusammenhang der Mannigfaltigkeiten Mrund M~ aufgestellt hat. 

Auf Grund dieser Pr~misse kommen ftir die Beziehung der beiden 
Mannigfaltigkeiten M I und M~ die gewShnlichen Continuit~tsvor- 
stellungen zur vollen Gettung. Ich erinnere in diesem Betraeht insbe- 
sondere an zwei S~i~e. Ztm~hst daran~ dass ein System yon m ana- 
lytischen Functionen yon ebensoviel Variabeln in der N~he jeder Stelle, 
fiir welehe die Funetionaldeterminante weder verschwindet, noch un- 



.ea~dlich w!rd, :.einde~dg ,tungekehrt werden, kann, - -  (lass aber aueh 
.r,fickwRrts, wean die Umkehr in der N~he einer Stelle nicht vieldeutig 
.~rd~ das regul~re Verhal~en der Functionaldeterminante folgt. Damn 
a ~  a~a den Weierstra~s'sohen Sat, z, dass vine anaJytische Function 
die obexe Grenze derjenigen Wer~e~ deren sie in einem Bereiche f'~hig 
j~ ,  allemal auch wirk|ich erreieht. ~ 
:.z: .UJasere Aufgabe ist es nun~ zu zeigen, dass innerhalb M 1 keiue 
..C~..bietstheile (sozusagen ,,Inseln") vorhanden seiu kSnnen, in welehe 
man darch Fortschreiten in M 2 nicht bineingelangte. Hier bietet sich 
tier Vorstellung zun~chst eine doppelte MSgllehkeit: Es kann sein, dass 
die Randpunkte eines solchen Gebietes (die Uferpankte der Insel) noch 
_z3~. dem zugiinglichen Gebiete gehSren, es kann aber auch sein, class 
man du tch  Fortschreiten in .~/: iiberhaupt niemals die l~andpunkte 
erreich~. Aber beides erweist sich vermSge der voraufgeschiekten zwei 
S~tz e als unmSglich. 

WKre niimlieh das Ufer .der Insel zug~nglich, so wiirde dem Ufer- 
E~akte in M 2 eine Stelle entsprechen, deren voile Umgebung sich nut 
aaf einen Theil der Umgebung des Uferpunktes abbilden kSante. Das 
aber wlderspricht dem regul~ren Verhalten der beziigllehen Functional- 
determinante, welches seinerseits no~hwendig ist~ weil dem Hfilfssatze 
des vorigen Paragraphea zufolge keinem Punkte yon ~/1 mehrere Punkte 
yon M 2 en~sprechen kSnnen. 

U~zugiinglich hinwiederum kann das Ufer unserer Insel auch nicht 
sein. Dean das hiesse geradez% dass unser Functlonensystem eine 
gewisse obere Grenze niemals erreiehen k5nn% und widersprliehe also 
dem Weierstrass'schen Satze. 

Daher kan~ yon Inseln in 3Ii, die unzug~inglich wtiren, iiberhau~t 
~',~t die Rede sein ; jedem Punkte in M~ ents2rieht ein Punkt ir~ M~, 
~nd u~,ser .Fundamentalthe~em ist erwiesen. 

Ieh brauche kaum auf die Analogie aufmerksam zu machen, welehe 
z.wischen dem hiermit geschiiderten Beweisgange und einem bekaantea 
Beweise des Fundamentalsatzes der Algebra Start ha l  

Abschni~t ~r. 

u mit den elliptisehen Funetionem 

Eil~ Vergleich tier neuen ~-Funetionen mit den elliptisehen Func- 
tjp~aen |iegt yon Vorneherein nahe under  ist wohl bei allen Beaxbeitern, 
d j~ sich diesen Untersuchungen zagewandt haben, das hodege.tische 
.Pri~neip gewe~eh. Wit kBnnen ei~lem solchen Vergleiche hier eiae um 
sp grSssere Prk"eiaion ertheilen, als under Fundamentaltheorem die in 
j~dem Falle zur Verfiigung st~he}!den Constanten iibersehen liissk I~h 
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will" Rich bei der folgenden Darlegung auf jene beiden Functions- 

classen 71 und ~/~, die ill w 1 des vorigen Abschnitts bereits ausge- 

zeichnet wurden, beschr~uken. In wie wei% die betreffenden Aussagen 

auch noch fiir die allgemeineren yon tms in Betracht g ezogenen 
Functioi/sclassen g~iltig sind, wird Jeder seIbst mi~ Leicht~gkeit ent- 
~cheiden~ �9 

Die Theorie der e]liptischen Functionen betrachtet als lade'pendents 

'.Varlable zunKchs% das sine auf der •iemann'schen Fl~iche yore Ge- 

schlechte ] existirende fiberall endliche Integral, welches wir mit u 

bezeichnen nnd fibrigens so normiren wollen, dass es die Perioden 1 

i:K" 
und -K- besitzt. Darfiber hinaus aber ist es die Exponentialfunction 

v ~ eSi'~ welche be5 vielen Entwiekelungeu zu Grunde gelegt wird. 

Ich sage nu~ zun~ichst, dass es eben diese beiden Functionen sind, welche, 
im Falle p ~ 1, jenen ~t und 72 entsprechen, die auf der t~iemann'- 
schen _Flgche iiberhaupt keine Verzweigungs~unkte besitzen. 

Was den ersten Theil dieser Behauptung angeht, so ist diess so 
zu verstehen, dass der Hauptkreis der Ebene ~ in der Ebene u durch 
einen einzelnen Punkt, den Unendliehkeitspunkt, ersetzt ist. In der 
That verwandelt sich bei dleser Annahme jener kanonische Fundamen- 
talbereich, den wir in w 10 des dritten Abschnittes fiir die ~t-Funetion 
construirten, in das Parallelogramm der doppeltperiodisehen Functionen. 
Die erw~hnte Um~uderung wird dadurch nothwendlg, dass nun yon 
den erzeugenden Substitutionen der zu ~i gehSrigen Gruppe nut zwei, 
31 und T~ existiren, ffir diese aber die Fundamentalrelation in folgen- 
der Form gesehrieben werden kann: 

S~ TI = T, S1, 

so class also $1 und T~ vertausthbar sein mtissen. 
Der andere anf v beziigliche Theil unserer Behauptung, ist aus 

der conformea Abbildung unmittelbar denttieh. Denn beim Uebergange 
zur v-Ebene verwandelt sich das Periodenparallelogramm der Ebene u 
(und also das Bild der Riemaan'schen Fl'~che p-~- 1) in einen ring- 
Fdrmigen, um den Coordinatenanfangspunkt einfach herum gelegten 

iK" 
Bereich, dessen Begrenzungscurven, der Periods ~ yon u ent- 

sprechend, durch die hyperbolische oder lo~odromisehe Sabstitution: 

- - - . $ ~  
q)' J~ 

~ e  . ~ )  

zusammengeordnet sind. 

AIs n~ichsben und zuvSrderst wichtigsten Zweck tier elliptisehen 

Functionen darf man nun wohl bezeichnen, dass sie gestatten, alle 

diejenigen complexe~ Functionen des Ortes, welche ~mf der Riemann'- 

sche~ Fl~iche p ~ - t  u~verzweigt sind, ats e/ndeut/ge Functionen der 
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GrSsse u darzustellen. Ich erinnere in dieser Beziehung zun~chs~ 
natfirlich an jene algebraischen Functionen des Ortes, deren irgend 
zwei, w uad z, dutch eine algebraisehe Glelehung f (w,  z)--~ 0 veto 
Geschleehte 1 verbunden sin& |ch erlnnere ferner an fliejenigen In- 
tegrale f t~  (w, ~). dzj welehe keine togarithmisehen Unstetigkeitspunkte 
haben (Integrale 2. Gattung). Ieh erinnere endlieh abet an, die mo- 
dernen Untersuchungen fiber lineare Differentialgleichungen mit doppelt- 
periodischen Coefficlenten, wie sieh diese|ben an Herrn H e r m i t e %  : 
Behandlungsweise der Lamd'schen Gleichung anschliessen. -- Was die 
GrSsse v betrifft, so ergeben sich mit ihrer Hfilfe ~ihnliche Darstellungen, 
'nur in besehr'~nk~erem Umfange. Auf einem bestimmten auf der 
Riemann'schen Fl~iche gelegenen Wege reproducirt sich v identisch: 
es ist derjenige, bei dessen Durchlaufen u die Periode 1 erlangt. Ein 
Gleiches miissen wit yon alien solchen complexen Functionen des 
Ortes verlangen, die in v eindeutig sein sollen. Es ist diess aber auch 
die einzige Bedingung, welche zu der anderen, (]ass flie'Funef~ionen 
durehaus unverzweigt sein sollen, hinzutritt. 

Genau entsprechende ~ehauptungen werden nun effenbar bei einer 
_h'7~iche eines beliebigen p hinsichtlich unserer ~1,, ~.., riehtig sein. 

Wir dtirfen diese Behauptungen sogar noch generalisiren, indem 
wir ~1 und ~h, start sie unverzweigt zu nehmen, mit irgend welchen 
vorgegebenen Verzweigungspunkten ausstatten. Nehmen wir diese Ver- 
zweigungspunkte, um gleieh den i~ussersten Fall zu betraehten, s~mmt- 
lich yon unendlich hohem Index, so werden alle solche Functionen 
auf unserer Riemann'schen Fl~ieh% welche nur an den vorgegebenen 
Stellen verzweigt sind, in ~, eindeutig sein. Sollen sie es auch in ~ 
sein, so kommt die Bedingung hinzu, dass sie sieh bei Durchlaufung 
der Riickkehrschnitte /~i, / ~ , "  ", R~, sowie bei Umkreisung der 
Einschnitte Qt, Q2, " ' ' ,  die ftir das elnze|ne ~h charakteristisch sind, 
identisch reproduciren miissen. 

Wir haben damit denjenigen Gesich~sp(mkt~ den Herr P o i n e a r d  
bei seinen Untersuehungen fiber eindeutige Funetionen mi~ linearen 
Transformationen "in sich bisher in erster Linie verfolgt hat. Insbe- 
sondere hat er sein Interesse solehen linearen Differentialgleiehungen 
zugewandt, deren LSsungen in dem jeweiligen y eindeu~ig werden, 
und so den unbestimmten Ideen, welehe Herr F u c h s  bei Gelegenheit 
in dieser Richtung entwickelt hat*), das erforderliche Substrat gegeben. 

*) G5tti~ger Nachrichten veto 7. Febrnar 1880, pag. 173, sowie Borchardt's 
Journal, t. 89, pag. 158--162 (datdr~ veto 14. Febr. 1880) und ebenda, t. 90, 
pag. 72--73 (veto 7. Juni 1880). Ich bezeichne die~ Entwickelungen im Texte 
als ,,unbestimmte Ideen", welt die Resul~a~e, die Herr Fuchs allerdings in sehr 
bestimmter Form ausspricht, als solche Unrichtlg sind. Es liegt iiberall die Ver- 
wechselung der umverz~eigten und der eindeutigen Func~onen vet. Uebrigens 
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Hierzu  e ine  k le lne  B e m e r k u n g :  Die  g e n a n n t e n  E n t w i c k e l u n g e n  s t ehen  

bei H e r r n  Poincar6 so seh r  im V o r d e r g r u n d e ,  dass es fas t  auss ieh t ,  

a]s besf~nde dos W e s e n  der  neuen  T r a n s e e n d e n t e n  in  ih re r  Be -  

deu fung  ffir die l l n e a r e n  D i f f e r en t i a l g l e i chungen .  D e m  muss  h i e r ,  so 

sind die betreffenden Ueberlegungen tier Art naeh keineswegs vollsffaadig neu. 
Ich mfchte z. B. auf eine Stelle im 14 t~n Annalenbande pug. 159, 160 (datir~: An- 
fang Mai, 1878) aufmerksam machen, we ich im Veffo]g ghnlicher Ueberlegungen 
sage: ,,Man erhglt z. B. den Satz: AZZe hypergemnetrische~ ]~eihen, welche nach 
62 fo~scT~rei~en, lassen sieh als einde~t~ige Modulfunctionen darstellen. Doeh greift 
ein Veffolg dieser Ideen,  die sich schliesslich alle auf die Transformatitm de~ 
hype~geometrischen ~eihen beziehen, natfixlich welt fiber die Grenzen des gegen- 
w~rtigen Aufsafzes hinaus." 

Im 19 t~" Bande dieser Annalen, pug. 56~, halle ich gelegentlich bemerkt, 
dass Herr F u c h s fiber jene eindeutigen Functionen mif linearen Trausformationen 
in sich, welche einen Hauptkreis besifzen, (ich benutze bier die Ausdrucksweise 

�9 meines gegenw~rtigen Aufsatzes), nirgends publicirt babe. Dem is~ mittlerweile 
Herr Fuchs in den Gftt inger Nachrichten veto 4. M~rz 1882 entgegengetreten, 
indem er sich einmal auf die vorgenannten Arbeiten, dann aber auf sein Schreiben 
an Herrn Hermite im 83. Bande yon Borchardt's Journal [Sur quelque~ proprigtgs 
des int6grales des dquations diffdrentielles, a~xquelles satisfout les modules de pgrio- 
dieit6 des intggrales elliptiques des deux premibres esp~ces; datirt: November 1876] 
bezieht. So wenig pers6nliche Discussionen im Allgemeinen mitzlicb sind, so 
glaube ich doch hier mit eiaigen Zeilen antworten zu sollen. Denn durch die 
Note des Herrn Fuchs, insbesondere die Sehlussbemerkung derselben, erscheint 
der Gesammtcharakter jener unter sich zusammenh~ngeuder Arbeiten, die ich seit 
sieben Jahren in diesen Annalen publicirt babe, in Zweifel gezogen. 

Was zunEchat den engeren Streitpunkt betnfft,  ~c kazan ich wirklich nicht 
verstehen, wie so in jenen h~fs~tzen, an die Herr Poincarg unknfipft, ~on Func- 
tionen ,, mit Hauptkreis" die Rede sein soU. Aber allerdings 15~st Herr Fuchs in 
seiner Note diesen Zusatz ouch fort und argumentirt s% aAs h~tte ich ~chlechthin 
yon eindeutigen Functionen mit linearen Transformahonen in s~ch gesprochen! 
Jenen Brief an tterrn tIermife aber (yon wetchem uns bier nor derjenige Theil 
interessirt, der auf dos Integral ers~er Gattung Bezug hat) babe ieb auch bei 
meinen friiheren Untersuehungen fiber elliptische Modulfunctionen mit  Absicht 
fibergamgen. Denn er enthMt yon den bier in Betracht kommenden Ideenbildungen 
Nichts, ~va.s nicht aus frfiheren Arbeitea zugleich correcter und voZlstiindiger be- 
kannt gewesen were. In ersterer Hinsicht hrauche ich nut an die merkwfirdige 
U~richtigkeit zu erinnern (pag. 14 der Einleitung und pug. 27 des Textes), welche 
schon Herr Dedekind im 83 ~" Bande yen Borchard~'s Journal, pug. 286--'287, zur 
Sprache gebrach~ hat. In letzterer Beziehung aber verweise ich z. B. auf die 
wiederholt citirte Arbeit yon Herrn S c h w a r z  tiber die hypergeometrische Reihe 
(Borchardt's Journal,  Bd. 75, datirt 1872). ES werden elor~ pug. 318, 319 die ffir 
den Modal k ~ charakteristischen Kreisbogendreiecke (yon denen sich bei Herra 
Puchs keine Andeutung finder) in durchaus verst~ndlicher und anschaulicher Weise 
besprochen. Oder soil ich noeh welter zurfickgreifen Lind z. B. an jene Stelle im 
Gaussischen Nachlasse erinnern (Bd. 3 der gesammefien W.erke, pag. 477, 478), 
aas der hervorgeht,  dass Gauss bereita das Sachverh~l~iss vfllig correct erkannt 
hat? - -  

Hierfiber hinaus bezieht sich nun Herr Fuchs zum Schlusse seiner Note auf 
meiue Arbeiten fiber algebrafsch integrirbare lineare DifferentiMgleichnngen 
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wichtig diese Anwendting ohne Zweifel ist, und so sehr sie demaugen-  

blicklichen tnteresse des mathema~isehen Publicums entgegenkommt, 

doch ~idersprochen werden. Die LSsungen linearer Differentialglei- 

ehungen sind mater den iibrigen Functionen,  welche in ~ eindeutig 

werden, immer nur ein einzelnes Beispiel. 

Doch kehren wir zu den elllptischen Functionen zuriick! Ich will 

hi6r an zweiter Stel]e diejenigen Entwickelungen und Betraehtungen 

hervorheben, welehe man unter dem Namen: Theorie der elli~tischen 
Modulfunctionv~ zusammenzufassen pflegt. Es handelt sich bei ihnen 

datum, die Constanten~ welehe in den algebraischen Gleichungen yore 

Gesehlechte Eins auftreten, oder aueh die Perioden der Integrale 

iK" (dem Periodenverh~ltnisse des 2. Gattung etc. als Functionen yon 

K'  

Integrals 1 t~r Ga~ung) oder auch yon e - 2 - ' ~  (dem Jacobi'sehen q) 

aufzufassen- Der Gewinn ist zumal wieder der, dass s'~mmtliehe Aus- 

drlieke, weIche die Theorie zu betrachten hat,  in den neuen Variabelen, 

bei zweckmKssiger Einfiihrung .derselben~ e~ndeutig werden. Dabei 

wolle man beachten, dass die genannten transcendenten Moduln nicMs 
Anderes sind, als die Coefficienten derjenigen erzeugenden Substitutionen, 
welche bei u und v in Betracht kommen*). Hiermit aber bietet sicb 

yon selbst die Veraltgemeinerung. Die Coefficienten der erzeugenden 

Substitutionen der zur jeweiligen ~-Function gehSrigen Gruppe haben 

wir schon oben als Bestimmungsstiicke der ~-Function betrachtet. Wit  
werden dieselben jeAzt geradezu als Moduln der l~iemann'schen _Fl~che 
(p, n, l~) bazr Also, wenn wir n ~ 0 nehmen und uns auf die 

zweiter Ordnung (man sehe Bd. Xt und XI[ dieser Ann~]en) und vermuthet, dass 
die enge Verblndung, in welcher meine damaligen Untersuehungen zu den seinigen 
stehen, auch in der Folge f~r reich yon massgebendem Einfl~sse gewesen sein 
dfirften. Ich ~rffrde eiuen solchen Einfluss, wenn er vorhanden~gewesen wi~re, 
nur dankbar a~erketmen, aber er hat thats~chlich nieht stattgefunden. Ich habe 
in der Einleitung zum gegenw~rtigen Aufsatze alle diejenigen Momente zur Sprache 
gebracht, welehe ffir die Entwickelung meines eigenen Ideenkreises, soweit er 
bier in Betracht kommt, yon Belang warem Jene Besch~fCigung mit den linearen 
Differen~ialgieichungen zweiter Ordaung {vom Sommer 1876 und Frfihjahr 1877) 
hatte ffir reich bislang nur die Bedeutung einer Episode. Auch babe ich meine 
dam~lige Metbode keineswegs, wie Herr Fuehs es auf Grund meiner eigenen Au- 
gabe auf pag. t18 des 11 tea Annalenbaudes zu deduciren suehr der in Vergleich 
kommenden Fuehs'sehen Arbeit yore Juti 1875 eahaommen. Es ist seine Arbeit ffir 
reich nut der Anlass gewesen, um eine Fragestellung aufzugreifen, die mir bis 
dahin bIoss unbestimmt vorschwebte; racine damalige Methode abet ruht durchaus 
selbsti~udig auf meiner frfiheren, im Juli 1874 p~blicirten Bestimmung aller end- 
lichen Gruppen linearer Substittr~ionen einer .Ver'~nderliehen. 

*) Genau genommen ist nicht q sondern q2 ein solcher Coefficient; in der 
That ist wohl aach q~ in tier Theorie der ettiptischen Functionen als die 7.un~chst 
wichtige GrSsse zu betrachten. 
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Funct~onen ~r und ~'h beschr~skes~. ~ haben wJr eiamal ( 6 p -  6) 
re011e~ das an~ere Mal ( $ p -  3) complexe GrSssen als ~oduln .der 
a!lgemeinen Riema~xa~schea Fl~ch~ ~oza Gcschl.echte p. Zu jedem 
Modulsysteme geh'.Srt nur eine Fl~iche,~ uad die verschiedenaa Modul- 
systeme, welche dieselbe Fl~che liefern, setzen sich aus einem belie- 
bigen derselben in charakteristisch eiafacher Weise zusammen. Hiermit 
haben wir abet nicht nut einen. Ausblivh auf eine ausgede]~2e Theorie 
n~uer Modulfunetionen, sondern as wird iiberhaupt zum ersten Male, 
wie es sch~int, die Lehrx yon. den Moduln _Riemann'scher T.~ichen in 
ei~er a~le _Fiille umfassenden Weise wirldich zugi~nglich. 

Und nun zuletzt uoch ein drifter Yergleichspankt, bei dem es 
sich allerdings mehr um eine gnalogie ais um eine Uebereinstimmung 

handelt. 
Die Gruppe der doppeltperiodisehen Functionen 

iK" 
u '~ - - -u~-m.  1 -~-n. K 

hat eine besonders eiafache Struc~ur. In Folge dessert ist sie mit allen 
Substitutionen der Form u" ~ +~ u -{- C vertauschbar; fiberdiess sind 
alle in ihr enthaltenen Untergruppen yon endlichem Index mit ihr 
se[bst ~ihnlich. Functidnentheoretiseh fiihrt der erstere Umstand zum 
Additionztheoreme oder zu dem Satze, class jede Riemann'sche Fliiche 
1~ ~ 1 unendlich viele einde~tige Transformationen in sicb selbst be- 
sitzt, welche sich auf zwei Schaaren vertheilen~ - -  der zweJte aber 
zur Lehre yon der Transformation. 

In ersterer Hinsicht ist die Anuto~e bel den t~t~ichen yon hSherem 
p und den zugehSrigen ~Functionen nut eine eventuelle. ]ch betrachte 
zuniiehst wieder das iiberall unverzweigte ~j. Dann kann man folgen- 
dermassen sagen: Die Gruppe der zu ql gehSngen linearen Substitu- 
tionen ist im Allgemeinen keineswegs in elner umfassenderen Gruppe 
mit brauchbarer Gebietseintheilung als aasgezeichnete Untergruppe 
enthalten. Ebensowenig gestattet die zugeh5rige Riemann'sehe Fl~iche 
im Allgemeinen eindeutige Transformationen in sich selbst. Wenn 
abet Eines yon Beiden start hat, so tritt auch nothwendig das Andere 
ein*). - -  Man beweist diess dutch Betrachtungen~ die den in w 3 
des vorigen Abschnitts gegebenen genau parallel laufen. Uebrigens 
l~ann man bei diesem Satze aueh inverse Transformationen in Betraeht 
ziehen. Wegen eines Beispie|s, das alle diese Verhiiltnlsse er]~iuiert, 
siehe Anna]en XX, p. 50. -- Sollen ~h~liehe SRtze fiir die fiberall 
unverzweigte ~]~-Function aufgestel]t werden, so dfirfen natfir]ich 
nut solche eindeutige Transformationen der Fl~iche in sich in Be- 

*) Die umfassende Gruppe hat clann nothwendig den Hauptkreis der ~-Func- 
tion auch ihrerseits zum Hauptkreise. Es folgt diess schon aus dem Um~fazade, 
dass nnr e/n soleher Kreis be~ der ~fFunction vorhanden ist.- 



218 F. ~ l .  Zur Biemann'lchen Fuuctioneatheorie. 

tracht gezogen werden, bei denen die Definition des einzelnen ~ 
erhalten bleibt, bei denen also jene Riickkehrschnitte ~ l ,  R~, �9 �9 �9 Rp, 
die zur Festlegung des ~h dienen, in r~quivalente Ritckkehrschuitte iiber- 
gehen. Ich habe bereits im 19 t'n Bande dieser Annalen (pag. 567, 
568) ausgef(lhrt, dass mit Rficksicht auf solche S~tze die fiberall un- 
verzweigte 7h-Function besolJders geeignet scheint, die Gesammtheit 
der symmet~chen Fliichen eines bestimmten p zu definiren. 

Der Traz~f~mationstheorie aber steUen sich jetzt diejenigen Be- 
trachtungen zur Seite, welche aus der zu der u-Function gehSrigen 
Gruppe lillearer Substitutionen irgend eine Untergruppe herausheben 
und nun solche eindeutige Functionen yon ~ construiren, welche bei 
den Substitutionen der Untergruppe unge'~udert bleiben. Ich will bier 
nur dasjenige ~t ins Auge fassen, welehes an irgend vorgegebenen 
Stellen logarithmisch verzweigt ist. Dann heisst das Gesagte nichts 
Anderes, als dass wir fiber einer gegebenen Riemann'schen Fliiche 
(p,  n) irgend eine andere Flilche, welche nur an den gegebenen Punkten 
verzweigt und ltbrigens irgendwie verschlungen ist, mit beliebig vielen 
Bliittera ausbreiten und nun die algebraischea Irrationalitiiten bestim- 
men, welche zu dieser neuen Fl~che gehSren. Wit werden also zu 
einem Probleme gefithrt, das in der Riemann'schen Theorie yon je 
eine principielle Bedeutung hatte, und erkennen zugleich, dass man 
dasselbe jedesmal durch Vermittelung einer geeigneten ~/-Function 
15sen kann. 

L e i p z i g ,  den 2. October 1882. 


