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Neuer Beweis far die M6glichkei  einer Wohlordnung. 

Yon 

~']. ZERMELO in GSttingen. 

0bwohl ich meinen im Jahre 1904 verSffen~lichten ,,Beweis, da$ jede 
Menge wohlgeordnet werden kann"*) gegeniiber den versehiedenen im 
w 2 ausffihrlieh zu bespreehenden Einwendungen noeh heute vollkommen 
aufrecht erhalte, dfirfte doch der hier folgende neue Beweis desselben 
Theorems nich~ ohne Interesse seth, da er einerseits keine speziellen 
Lehrs~itze der Mengentheorie voraussetzt, andererseits aber den rein 
formalen Charakter der Wohlordnung, die mit rKumlich-zeitlicher Anord- 
nung gar nichts zu tun hat~ deutlicher als der erste Beweis hervortreten I~Bi. 

w  

D e r  n e u e  B e w e i s .  

Die Voraussetzungen und SchluStbrmen, deren ich reich bet dem 
Beweise des nachstehenden Theorems bediene, lassen sick auf die folgen- 
den Postulate zurtickfiihren. 

I. klle diejenigen Elemente einer Menge M, denen eine f(ir jedes 
einzeine Element wohldefinierte Eigenschaft @ zukommt, bilden die Ele- 
mente einer zweiten Menge M~, einer ,,Untermenge" yon M. 

Jeder Untermenge M~ yon M entspricht somit eine ,,komplement~re 
Untermenge" M - M 1 ,  welehe alle in ~ nicht vorkommenden Elemente 
yon M umfaflt und sich far M I = M a u f  die (leere) ,Nullmenge" reduziert. 

II. Alle Unr ether Menge M, d. h. aUe diejenigen Mengen 
M1, deren Elemente gIeichzeitig Elemente yon M sind, bilden die Elemente 
einer durch M bes~immten Menge II(M). 

_A_us dem Postulat I ergibt sieh leicht der Satz 
III. Alle diejenigen Element% welche den s~mtlichen Mengen 

21, •, C , . - " / t  den Elemen~en einer hSheren Menge T) gemeinsam sind, 
bilden die Ele'~mente einer Menge Q = ~)(T), die als der ,~Durehschnitt" 

*) Math. knnalen, B~. 59, p. 514. 
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oder als der ,gemei_nsame BestandteiY' der Mengen A, B~ C~ . . .  bezeichnet 
werden sell. 

Theorem. Ist dutch irge~yl ein Gesetz jeder nicht verschwindenden 

U.ntermenge einer Menge M eines ihrer Elemente als ,,ausgezeiehnetes .Ele- 

ment" zugeordnet, so besitzt die Menge II(M) aller Untermengen yon M eine 

und nut eine Untermenge M yon der Besehaffenheit, daft jeder beliebigen 

Untermenge _P yon M immer ein und nut ein 3~lement Po von M entsloricht, 

welches P aZs Untermenge und ein .Element yon P als ausyezeichnetes ff~le- 

~nent enth~lt. Die Menge M wird dutch h4 wohlgeor&zet. 

Beweis.  Ist A irgend eine uicht verschwindende Untermenge yon 
.M, also Element yon II(M) und a = ~(A) ihr ausgezeichnetes Element r 
so sei A ' =  A - - { a }  diejenige Teilmenge yon A, welche durch Untor- 
drtickung des ausgezeichneten Elementes entsteht. Nun besitzt die Menge 
II(M) aller Untermengen yon M folgende drei Eigenschaften: 

1) sie enthiilt das Element M, 

2) sie enth~lt mit jedem ihrer Elemente A such alas zugehiirige A' r 
3) sie enthiilt mit jeder ihrer Untermengen A ~-{A, B~ C, . . . }  auch 

den zugehiirigen Durchschnit~ Q - - ~ ( A )  als Element. 

Wird jetzt eine solche Untermenge 0 yon l l (M),  welcher diese drei 
Eigenschaften ebenfalls zukommen, als eine ,,O-Kette" bezeichnet~ so ergibt 
sich unmittelbar~ dab der Durchschnitt mehrerer O-Ketten immer selbst 

eine O-Kette darstellt, und der Durchschnitt h4 aller existierenden O-Ketten r 
welche ja gem~l~ I u n d  II die Elemente einer wohldeiinierten Untermenge 
yon IlII(M) bilden, ist somit die kleinste mSgliche O-Kette; so da] keine 
echte Teilmenge yon 54 eine O-Kette mehr sein kann. 

Es sei nun A ein solches Element yon M~ da] in bezug aus A alle iibrigen 
Elemente X yon M in zwei Klassen zerfallen: 1) in Elemente U~, we]che 
Teilmengen yon A sind, und 2) Elemente IrA, welche, wie z. B. M selbst r 
die Menge A als Teil umfassen. Dann ist~ wie wit zeigen wollen, jedes 
UA immer yon der Beschaffenheit WA, niimlich eine Untermenge yon 

A'----A--{r In der Tat ist jedes V~, da es kein U~ 'sein kann 
und doch Elemen~ yon 54 sein mul~, entweder A selbst oder ein V.4, und 

jeder Durchschnitt mehrerer V~ wieder ein V.4 oder A. Andererseits is~; 
A' sowie jedes W~ wieder ein WA~ und ebenso jeder Durchschnitt mehrerer 
W.~ sowie der Durchschnitt einiger W~ und einiger IrA oder A wieder ein W~. 
Somit bilden die W~ mit den V~ and A zusammen schon eine O-Kette, sie 
erseh~ipfen also die kleinste O-Kette M, und jedes U.~ ist wirklich ein W~, 
d. h. Untermenge yon A'. ttieraus folgt abet unmit~elbar, da~ auch A' 
dieselbe Eigenschaft hat wie A, d. h. da~ alle anderen Elemente yon M 
entweder Teile yon A' sind oder A' als Tell enthalten. Ist endlich Q' 
der Durchschnitt mehrerer A~ B, C , . . .  yon der soebcn ~tir A voraus- 
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gesetzten Beschaffenheit und X irgend ein anderes Element yon M, so sind 

nur zwei F~lle mSglich: entweder enthiilt X eine der Mengen A, B~ C,... 

und dami~ auch Q als Teil, oder X ist in allen A, /~, C , - - .  und damit 

auch in Q als Untermenge enthalten, d. h. auch Q besitzt die genannte 

Eigenschaft yon A. Da endlich M s~mtliche Elemente yon M als Unter- 

mengen umschliel3~ und daher selbst ein A darstellt~ so bilden die wie A 

beschaffenen Elemente yon M wieder eine O-Kette, n]imlich 54 selbst, und 

fiir zwei beliebige Elemente A und B yon M gilt die Alternative, dab 

entweder B Untermenge yon A' oder A Untermenge yon B' sein mug. 

Jetzt set P eine beliebige Untermenge yon M, und Po der Durch- 

schnitt aller solchen Elemente yon M, welche P a l s  Untermenge enthalten, 

und .~u denen jedenfalls das Element M gehSrt. Dann ist auch P0 Ele- 

ment yon M, und das ausgezeichnete Element Po yon Po mul~ ein Element 

yon P sein, well sons~ auch Po' • Po -- { Po } alle Elemente yon P enthielte 

und dock nut ein Teil yon /~o V~re. Jedes andere, 2 als Untermenge 

enthaltende Element P~ yon M muB dann Po als Tell umfassen, d. h. Po 
ist nach dem soeben Bewiesenen eine Untermenge yon PI', und das aus- 

gezeichnete Element p~ yon ~1 kann, da es in PI '  und somit such in P0 

nicht vorkommt, kein Element yon P sein. Es gib~ also in der Tat 

nur ein einziges Element Po yon M, welches P a l s  Untermenge und ein 

Element yon P als ausgezeichnetes Element enth~lt. 

W~hlt man bier f~ir P eine ~enge der Form {a}, wo a irgend ein 

Element yon M i s t ,  so ergibt sich im besonderen, dab jedem Elemente a 

yon M ein einziges Element A yon M entsprieht, in welchem a aus- 
�9 e 

gezeichne~es Element ist, und welches mit ~(a)  bezeichnet werden mSge. 

Sind a, b irgend zwei verschiedene Elemente yon M, so ist entweder 

~ (a )  oder ~(b) gas der Menge P - ~  {a, b} entsprechende Element Po 

yon M, d. h. entweder enth~l~ ~(a)  das Element b oder ~(b) das Elemen~ a, 

aber niemals tritt beides gleichzeitig ein. Sind endlich a, b, c irgend drei 

Elemente yon M, und ist etwa b Elemen~ yon ~(a)  und c Element yon 

~(b), so kann nur ~(a)  das der Menge ~P= {a,b,c} en~sprechende Ele- 

ment Po seth, d. h..es is~ auch c Element yon ~(a). Schreibt man also 

a ~ b far den Fall, wo b Element yon ~ (a) und a + b ist, und sagt dann~ das 

Elemen~ a ,,gehe dem Element b voran'~ so ergibt sich die Tricho~omie: 

a-~b, a~.b~ b-~a  

fiir irgend zwei Elemente a, b, und aus 

a-..~ b und b.-~ c 
folgt immer a ~ c. 

Die Menge M wird also vermittels der Menge M ,,einfaeh geordnet" 

und zwar im Cantorschen Sinne ,,wohlgeordnetU; denn jeder Untermenge 

2 yon M entspricht ein nerstes Element", n~mlich das ausgezeichnete 
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Element Po yon Po-~ ~R(P0), welches allen fibrigen Elementen p yon P 

,,vorangeht", weft alle diese p Elemente yon /~o sind. 

Ist umgekehrt die Menge M a u f  irgend eine Weise wohlgeordnet, 

so entspricht jedem Elemente a yon M eine bestimmte Untermenge ~R(a) 

yon M, welche auBer a alle ,,auf a folgenden" Elemente enth~lt und als 

der zu a gehSrende ,,Rest" bezeichnet werden mSge. Unterdrtickt man 

in einem solchen Reste ~ ( a )  das ,,erste Element" a, so verbleibt der 

,Rest" des ,niichstfolgenden" Elementes a'. Ebenso ist der gemeinsame 

Bestandteil oder ,,Durchschnitt" mehrerer Reste immer wieder ein Rest, 

und schlieBlich ist die ganze Menge M der Rest ~(e)  ihres ersten Ele- 

mentes. Somit stellt die Gesamtheit aller Reste in dem oben angegebenen 

Sinne eine O-Kette dar, in welcher das erste Element jedes Restes als 

,,ausgezeichnetes Element" figuriert. Bes~Be nun II(M) auBer M eine 

zweite Untermenge M 1 yon der im Theorem geforderten BeschaffenheR, 

so bestimmte auch M 1 eine Wohlordnung yon M mit denselben aus- 

gezeichneten Elementen und miiBte daher als O-Kette den Durchsctmitt M 

aller O-Ketten als Bestandteil enthalten. Bedeutet dann z 0 das ausge- 

zeichnete Element eines Elementes Z yon M 1 -- M, so w~ire z o ausgezeich- 

netes Element in zwei Elementen yon M1, auger in Z n~mlich noch in 

dem dutch M bestimmten ~(~o), und dies widerspr~che der vorausgesetzten 

Beschaffenheit yon M 1. In Wirklichkeit ist also die Wohlordnung M 

durch die Wahl tier ausgezeichneten Elemente eindeutig bestimm~, und 

der behauptete Satz ist in allen seinen Teilen bewiesen. 

Um nun unser Theorem auf beliebige Mengen anzuwenden, bediirfen 

wir nur noch der Voraussetzung, dal3 die gleichzeitige Auswahl der aus- 

gezeichneten .Elemente fiir eine beliebige Menge yon _Mengen prinzilgiell im~ner 

i m6glich ist, oder pr~ziser, dal~ immer dieselben Folgerungen gelten, als 
ob diese Auswahl mSglich wgre. In dieser Formulierung erscheint das 

zugrunde liegende Prinzip freilich immer noch etwas subjektiv gefgrbt 

und Mil~deutungen ausgesetzt. Da man aber, wie ich an anderer Stelle aus- 

f~ihrlicher darlegen werde, vermittels der element~ren und unentbehrlichen 

mengentheoretischen Prinzipien eine beliebige Menge 2"' yon Mengen 
F t t . �9 ~ ~  A ,  B , C ,  �9 immer durch eine Menge T unter smh elementenfremder 

:Mengen A, ~B, C , . . .  ersetzen kann, die den Mengen A', B ;  C', . . .  be- 

ziiglich ~quivalen~ sind, so l~lSt sich das allgemeine ,Prinzip der Auswahl" 

auf das folgende Axiom zurfickfiihren, dessen rein objektiver Charakter un- 

mittelbar einleuchtet. 

IV. Axiom. Eine Menge S, welche in eine Menge getrennter Teile 

A, B, C , . . .  zerfiillt, deren jeder mindestens ein ~lement e~thiilt, besit~t 
mindestens eine Untermenge S~, welche mit jedem der betrachteten Teile 

A, B~ C~... 9enau ein Element gemein hat. 
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Unter Anwendung dieses Axioms ergibt sich somit wie in meiner 
Note yon 1904 der allgemeine Satz, daft jede Menge einer Wohlordnung 

f~ihig ist. 

Die unserem neuen Beweise zugrunde liegende Definition der Wohl- 
ordnung, wie sie bereits bei der Formulierung des ,,Theorems" in Er- 
scheinung trat, hat den Vorzug, ausschliel31ich auf den Elementarbegriffen 
der Mengenlehre zu beruhen, w~hrend bei der tiblichen Darstellung, wie 
die Effahrung lehrt, Unkundige nut allzu geneigt sind, hinter der unvermittelt 
auftretenden Cantorschen Beziehung a ~ b irgend einen mystischen Inhalt 
zu suchen. Unsere Definition mgge hier nochmals ausdriicklich formuliert 

werden, wie folg~: 
Def ini t ion.  .Eine Menge M heiflt ,,wohlgeordnet", wenn jedem ihrer 

.Elemente a eine Untermenge ~(a)  yon M als ,,l~es~' eindeutig entst~richt~ 

und wenn jede nicht verschwindende Untermenge .P yon M ein und nur ein 

,,erstes .ElemenY' d. h. ein solches Element Po enth~ilt, dessen t~est ~(Po) die 

Menge P als Untermenge ~emfaflt. 

w 

Diskussion der  E inwi tnde  g e g e n  den friiheren Beweis. 

Seit 1904 sind gegen meinen damaligen ,Beweis, da~ jede Menge 
wohlgeordnet werden kann", eine Reihe yon Einwendungen gemacht und 
Kritiken verSffentlicht worden, die bei dieser Gelegenheit einmal im Zu- 
sammenhange zur Sprache kommen mSgen. 

a. Einw~nde gegen das kuswah lp r inz ip .  

An erster Stelle stehen hier diejenigen Einw~i~de, welche sich gegen 
das oben formulierte ,,huswahlpostulatU richten und somit meine beiden 
Beweise in gleicher Weise treffen. Ihnen kann ieh insofern eine relative 
Berechtigung einr~umen, als ich dieses Poshflat, wie ich am Ende meiner 
Note ausdriicklich hervorhob*), eben nicht beweisen und daher niemaud 
apodiktisch zu seiner hnerkennung zwingen k~.nn. Indem also die Herren 
E. Borel**) und G. Peano***) in ihren Kritiken den Mangel eines Be- 
weises konstatierten, haben sie sich lediglich auf meinen eigenen Stand- 
punkt gestellt. Sie h~tten reich sogar zu Dank verpflichtet, wenn sie 

*) Ma~h. Annalen, Bd. 59, p. 516. ,,Dieses logis~he Prinzip l~St ~ich zwar nicht 

auf ein noch einfacheres zurfickfiihren --". 

**) Math. Annalen, Bd. 60, p. 19~; vergl, aber auch Hadamard ,  Bore l ,  Baire, 

Lebesgue  ,,Cinq legates sur la ~h~orie des ensembles", Bulletin de la Socid~ Ma~h~- 

ma~ique de France, t. 33, p. 261. 

***) Rivista di ~Iatema~ica VIII, Nr. 5, p. 145ff. 
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die yon mir behauptete Unbeweisbarkeit, d. h. die logische Unabh~ingig- 
keit dieses Postulates yon den iibrigen, nun ihrerseits bewiesen und 

damit meine Uberzeugung best~tigt h~itten. 
Nun ist Unbeweisbarkeit auch in der 1Vlathematik bekanntlich keines- 

wegs gleichbedeutend mit Ungi~ltigkeit, da doch eben nicht alles bewiesen 
werden kann, sondern jeder Beweis wieder unbewiesene Prinzipien voraus- 
setzt. Um also ein solches Grundprinzip zu verwerfen, h~itte man seine 
Ungiiltigkeit in besonderen F~illen oder widersprechende Konsequenzen 
feststellen miissen; aber bierzu hat keiner meiner Gegner einen Versueh 

gemacht. 
Auch dem ,,Formulaire"*) des Herrn Peano ,  welcher die gesamte 

Mathematik auf ,,Syllogismen" (ira aristotelisch-scholastischen Sinne) 
zuriickfiihren soll**), liegen eine ganze Anzahl unbeweisbarer Prinzipien 
zugrunde, und eines darunter, welches dem ,Auswahlprinzip" fiir eine 
einzige Menge ~quivalent ist und dann syllogistisch auf eine beliebige 
endliche Anzahl yon Mengen ausgedehnt werden kann***). Aber das all- 
gemeine Axiom, das ich mir nach dem Vorgange anderer Forscher in 
diesem neuen Falle auf beliebige Mengen anzuwenden erlaubte, finder sich 
eben nich~ unter den Peanoschen Prinzipien, und Herr Peano  versichert 
selbst, dab er es auch nicht ~us ihnen herleiten kSnne. Er begniigt sich 
damit, dies festzustellen, und das Prinzip is~ fiir ihn erledigt. Der Ge- 
danke, da] mSglicherweise sein Formulaire gerade in diesem Punkte un- 
vollst~ndig sein k5nnte, liegt doch nahe, und da es in der Mathematik keine 
unfehlbaren Autorit~ten gibt~ so haben wir auch mit dieser MSglichkeit 
zu rechnen und sie nich~ ohne objektive Priifung yon der Hand zu weisen. 

Zun~ichst, wie gelang~ denn Herr Peano  zu seinen eigenen Grund- 
prinzipien und wie rechtfertigt er ihre Aufnahme in den Formulaire, da 
er sie doch gleichfalls nicht beweisen kann? Offenbar dutch Analyse der 
historisch als giiltig anerkannten SchluBweisen und durch den I-Iinweis 
auf die anschauliche Evidenz der Prinzipien und auf das wissenschaf~liche 
Bediirfnis alles Gesichtspun~e, die sich ffir das bestrittene Prinzip ebenso- 

*) ,,Formulaire de Mathgmatiques publi$ par la Revue de Mathgmatiques" 
Tome II, Turin 1897. 

**) Rivista di l~a~ema~ica VIH, Nr. 5, p. 147. 
***) ibid. p. 145--147. Ubrigens geling~ dieser Beweis nur dutch ,,vollst~ndige 

Induktion", is~ also nur bindend, wenn man die endlichen Zahlen in Peanoscher 
Weise durch ihren Ordnungstypus definierk Leg~ man d~gegen die Dedekindsche 
Definition der endlichen ~[enge als einer solchen, welche keinem ihrer Teile ~qui- 
valent ist, zugrunde, so ist ein Beweis auch ffir endliche Men~en unmSglich, da die 
Zuriickffihrung der beiden Defini~ionen aufeinander, wie wir .u~a~en (Beispiel 4) zeigen 
werden, wieder das Auswahlprinzip erforder~. In diesem Sinne is~ also P o i n c a r 6 s  
Bemerkung (Revue de Mg~aphysique et de Morale 14, p. 313) gereehtfer~igt. 
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.gut geltend machen lassen. DaB dieses Axiom, ohne gerade schulmiiBig formu- 
liert zu sein, auf den verschiedensten mathematischen Gebieten, besonders 
.aber in der Mengenlehre yon R. Dedekind,  G. Cantor ,  F. Berns te in ,  
A. Schoenfl ies ,  J. KSnig  u. a. mi~ Erfolg sehr hiiufig angewende~ worden 
ist, ist eine unbestreitbare Tatsache, welche durch die friihere gelegentliche 
Opposition einiger logischen Puristen nut best~tigt wird. Eine so weitgehende 
Anwendung eines Prinzips isis nur erkl~rlich dutch seine Eviclenz~ welche mii5 
Beweisbarkeiis naisiirlich nich~ verweehselis werden daft. Mag diese Evidenz 
auch his zu einem gewissen Grade subjektiv sein, so is~ sie doeh jeden- 

fails eine noiswendige Quelle mathematischer Prinzipien, wen_n auch kein 
Gegensisand maishematiseher Beweise, und die Behauptung Peanos*), 
.dab sie mit Maishematik nichiss zu isun babe, wird offenbaren Tatsachen 
nieht gereehis. Was sich aber objekisiv enisseheiden 1KBis, die Frage naeh 

.dem wissenschaftlichen Bediirfnis, mSehise ich hier in der Weise der Beur- 
teilung unterbreiten, dab ich eine Reihe yon elementaren und grund- 
legenden Sgtzen und Problemen vorlege, welche meines Erachtens ohne 
~das Auswahlprinzip iiberhaupt.~ nichis erledigt werden kSnnten. 

1) Wenn eine Mengg~lin geisrennise Teile A, 1~, C, . . .  zerfgllis, so ist 
die Menge dieser Teile einer Unisermeuge yon M ~quivalent, oder anders 
ausgedrfickis: die Menge der Summanden ist immer yon kleinerer oder der 
gleichen M~chtigkeiis wie die Summe. 

Zum Beweise mu~ man sich jedem dieser Teile eines seiner Elemente 

zugeordnet denken.**) 
2) Die Summen gquivalenter Mengen sind wieder iiquivalent, voraus- 

gesetzis, da6 alle Summanden unter sich elemenisenfremd sind, ein Saisz, 
auf dem der ganze Kalktil mi~ Mi~chtigkeiisen beruh& 

*) Rivista di Matema~ica VlII, l~r. 5, p. 147. 
**) Da~ bier ein besonderes Schlul3prinzip zugrunde liegt, wurde anl'~]lich eines 

Bernsteinschen Beweises wohl zuerst yon Herrn B e p p o  Lev i  ausgesprochen (Lomb. 
Is~. Rend. (2) 35, 1902, p. 863). l~ach Herrn F. Befns tse in  (Ma~h. Annalen Bd. 60, 
p. 193) soll allerdings in allen ahnlichen Fallen, z. B. auch in meinem Beweise, die 

,,Hypothese" der mSglichen Auswahl ,,entbehrlich" sein, wenn man den yon ihm 

.eingeffihrten Begriff der ,,vielwertigen Xquivalenz" benutz~. Zwei Mengen M, h r 
sollen (G(itt. Nachr. Math. Phys. 1904, Heft 6) ,,vielwertig i~quivalent" heil~en, wean 
ffir sie stat~ einer einzigen eine ganze ~enge A yon ein-eindeu~igen Abbitdungen 
9,  ~, ~ ,  " '" gegeben ist, ,,under denen keine ausgezeichnet isP'. Hier wird also ein 

reiner Beziehungsbegrig wie ,fiusgezeichnet" ohne erganzende Bestimmung oder Er- 
kl~'ung wie ein absolutes Merkmal verwendet, und die versuchte Unterscheidung yon 
.der gewShnlichen Aquivalenz is~ logisch nich~ durchf~ihrbar. In den be~rachte~en Bei- 

spielen handelt es sich abet auch gar nicht um die ,,Multiplizlt~t", d. h. um die 

_Miichtigkeit der Abbildungsmenge A, sondern lediglieh um die Frage, ob mindestens 

,eine solehe Abbildung r existiert, eine Frage, die bier dutch keine Definition um- 

gangen sondern nux dutch ein Axiom entschieden werden kann. 

~r Annalen.  LXV. 8 
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Hier ist es erforderlich, ein System yon Abbildungen zu betrachten" r 
welche gleichzeitig je zwei ~quivalente Summanden aufeinander beziehen; 
man hat also aus den siimtlichen mSglichen Abbildungen, welche zu je zwei 
iiquivalenten Summanden gehSren, jedesmal eine einzige auszuw~hlen. 

3) Das Produkt mehrerer M~chtigkeRen kann nut verschwinden~ wen~ 
ein Faktor verschwindet, d.h. die Cantorsche ,,Verbindungsmenge" mehrerer 
Mengen A, B, C, . . . ,  deren jede mindestens ein Element enthiilt, mu5 
gleichfalls mindestens ein Element enthalten. Da abet jedes solche Elemen~ 
eine Menge ist, welche mit jeder der Mengen A, B, C , . . .  gerade ein Ele- 
ment gemein hat, so ist der Satz nur ein anderer Ausdruck des Auswahl- 
postulates flit elementenfremde Mengen (IV. Axiom w 1 fin.). 

4) Eine Menge, welche keinem ihrer Teile ~quivalent ist, liii~t sich 
immer so ordnen, dab jede Untermenge sowohl ein erstes, als auch ein 
letztes Element besRzk 

Diesen Satz, auf dem die Theorie der endlichen Mengen beruht, beweist 
man am einfachsten mittelst meines Wohlordnungstheorems. Herr R. D e d e- 
k ind  bewies den logisch gleichwertigen Satz, dal~ eine Menge, welche 
keinem Abschnitte seiner ,.Zahlenreihe" ~qnivalent ist, einen der ganzen 
Zahlenreihe ~quivalenten Bestandteil enthalten muG*), dutch simult'ane 
Abbildung eines Systems i~quivalenter Mengenpaare, also wie bier in 2) 
gleiehfalls mi~ ttilfe des Auswahlprinzipes.**) Weitere Beweise sind mir 
nicht bekannt. 

5) Eine abzi~hlbare Menge yon endlichen oder abzi~hlbaren Menge~ 
besitzt immer eine abziihlbare Summe. 

Auf diesem Satz beruht die Theorie der abz~hlbaren Mengen und der 
,zweiten Zahlenklasse"; er liiBt sich aber nur beweisen, indem man die 
siimtlichen betrachteten endlichen oder abziihlbaren Mengen gleichzeitig 
nach dem Normaltypus ordnet. 

6) Gibt es eine ,,Basis aller reellen Zahlen", d.h. ein System yon 
reellen Zahlen, zwischen welchen keine linearen Relationen mit einer end- 
lichen Anzahl ganzzahliger Koefflzienten bestehen, und aus welchen sigh 
alle iibrigen linear mit endlichvielen ganzzah]igen Koeffizienten zusammen- 
se~zen lassen? 

7) Gibt es unste~ige L~isungen der Funktionalgleichung 

f ( x + y )  = f(x) + f(y) ? 

Diese beiden letzten Fragen sind yon Herrn G. I-lamel***) auf 

*) ,,Was sind und was sollen die Zahlen?" l~r. 159. 
**) Diese vielfach tibersehene Tatsache wird auch yon Herrn G. H e s s e n b e r g  

im Vorworte seiner ,,Grundbegriffe der Mengenlehre" (G(ittingen 1906) ausdriicklich 
anerkannt.  

***) Math. Annalen, Bd. 60, p. 4:59. 
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Grund der mSgIiahen Wohlordnung des Kon~inuums in bejahendem Sinne 
entsahieden worden. 

Die Cantor  sehe Theorie der Miich~igkeiten bedarf also jedenfalls un- 
seres Postulates, ebenso die Dedekindsche  Theorie tier endlichen Mengen, 
welehe die Grundlage der Arithmetik bildet. Die Tatsaehe, dab man in 
der Funktionentheorie seine Anwendung gew~hnlieh umgehen kann, er- 
kl~rt sieh einfach dureh den Umstand, da$ man es deft in der Regal mit 
,,abgeschlossenen" Mengen zu tun hat, bei welchen die eindeutige Defi- 
nition ausgezeiehneter Elemente keine Schwierigkeit bietek We dies nicht 
der Fall ist, also namentlieh in tier Theorie der durehweg unste~igen 
Fmlktionen, wird das Prinzip oft unentbehrlieh, wie unser letz~es Bei- 
spiel zeigt. 

Solange nun die hier vorgeleg~en relativ einfaehen Probleme den 
Hilfsmitteln Peanos unzugiinglich bleiben, und solange andererseits das 
Auswahlprinzip nicht positiv widerlegt warden kann, wird man die Ver- 
treter tier produktiven Wissensehaf~ nicht hindem diirfen, sich dieser 
,,Hypothese", wie man es meinetwegen nennen mSge, fernerhin zu be- 
dienen und ihre Konsequenzen im wei~es~en Urafange zu entwiekeln, zumal 
ja doeh nut auf diesem Wage etwaige Widerspriiehe eines Standpunktes 
aufgedeckt warden k~nn~en. Dabei gentig~ as, diejenigen Theoreme, welche 
das Axiom notwendig erfordern, yon denen zu trennen, bei welahen es 
entbehr~ warden kann, um auch die gesamte Peanosche Ma~hema~ik als 
einen besonderen Zweig, als eine gewissermaBen kt~nstlieh verstiimmelte 
Wissenschaf~ mit zu umfassen. Fundamentale Tatsachen oder Probleme 
einfaah aus der Wissensehaft zu weisen, weil sie sieh mit gewissen vor- 
gesehriebenen Prinzipien nicht erledigen lassen, w~re ebenso, als woll~e 
man in der ~eometrie den weiteren Ausbau der Parallelen~heorie verbie~en, 
weft das betreffende Axiom als unbeweisbar naahgewiesen ist. In der Tat 
mtissen die Prinzipien aus der Wissensehaft, nicht die Wissenschaf~ aus 
ein fttr allemal feststehenden Prinzipien beurteilt warden. Die Geometrie hat 
exis~iert vet den Euklidisehen ,,Elementen", ebenso die Arithmetik und 
Mengenlehre vor dem P e an o schen,,Formulaire", und beide warden noah jeden 
solchen Versuch einer schulmiiBigen Systema/sisierung unzweifelhaft fiberleben. 

Freilich h~t~e Herr Peano noah ein einfaohes Mittel, die in Frage 
s/sehenden S~tze wie noah viele andere aus seinen eigenen Prinzipien zu 
beweisen. Er brauchte nut yon der neuerdings vial erSrterten ,,Russ ellschen 
Antinomie" Gebrauch zu maahen, da sich aus widersprechenden PrKmissen 
bekannflich alles beweisen 1KBt. In der Tat schliegen die Prinzipien des 
Formulaire, welahe zwischen ,Mange" und ,,Klasse" keinen Unterschied 
machen, diesen Widerspruch niaht aus. Dagegea sind, wie ich demnKchst 
an anderer Stelle zeigen werde, die Vertreter der Mengenlehre als einer 

8 ~ 
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rein mathematischen Disziplin, welehe nicht auf die Grundbegriffe der ~ra- 
ditionellen Logik beschr~ink~ ist, durchaus in der Lag% durch geeigne~e 

Spezialisierung ihrer Axiome alle bisher bekannten ,,Antinomieen" zu ver- 
meiden. Wiihrend also der Bereich der Peanoschen Prinzipien, wie wir 

eben zeigten, zu eng is~, um die Wissenschaft in ihrer vollen SchSnhei~ 

zu entwickeln, ist; er andererseits zu weir, um sie yon inneren Wider- 
spriichen frei zu halten; ,.rod solange die Antinomieen dieses Systems niche; 

beseitig~ sind, wird man in ihm wohl kaum die endgiiltige Grundlegung 
der mathematischen Wissenschaft suchen dfirfen. 

b. E i n w a n d  der nieht-pr~idikat; iven Def ini t ion .  

Den bier ver|;retenen S~andpunkt einer in letz~er Linie auf Intuition 

beruhenden produktiven Wissenschaf~ hat neuerdings auch Herr H. P o in car  g 
der Peanoschen ,,Logistik" gegenfiber in einer Reihe yon Aufs~i~zen*) geltend 

gemach~, in denen er auch dem Auswahlprinzip~ das er flit ein unbeweis- 

bares, abet unentbehrliches Axiom ansieh~;, durchaus gerecht wird.**) 
Dabei ist er aber, weft seine Gegner sich vorzugsweise der Mengenlehre 
bedienten, im Angriff sower gegangen, die ganze Cantorsche Theorie, 

diese ursprfingliche SchSpfung genialer Intuition und spezifisch mathe- 
matischen Denkens, raft; der yon ihm bek~mpften Logistik zu identifizieren 

und ihr ohne Rficksicht auf ihre positiven Leistungen lediglich auf Grund 
der noch ungekl~rt;en ,,Antinomieen" jede Existenzberechtigung abzu- 

sprechen.***) Kam es ihm nur darauf an, in den Grundlagen der Arith- 
mefik ,s~nthe~ische Urteile a priori" nachzuweisen, zu denen er zun~ichst; 

das ,,Prinzip der vollst~ndigen Induktion '~ glaub~e rechnen zu dfirfen, so 
h~t~e es den mengentheore~ischen Beweisen dieses Prinzips gegeniiber ge- 

niigt, den Grunds~itzen, auf denen diese Beweise beruhen, einen synthetischen 
Charakter zuzuschreiben, und auch die Vertreter der Mengenlehre hiitten 
dies gelten lassen k6nnen, da die Unterscheidung yon ,,synthetisch" und 

,,analytisch" dann eine reiu philosophische w~re und die Mathematik ats 
solche nicht beriihrte. S~att dessen hat er es un~ernommen, mathema~ische 
Beweise mit den Waffen der fbrmalen Logik zu bek~impfen, und sich 
darer auf ein Feld begeben, auf dem seine logistischen Gegner ihm iiber- 
legen sind. 

Um die Auffassung Poincargs  zu verdeu~liehen, ist es wohl am 

*) ,,Les ma~h@ma~iques e~ la logique", Revue de Mgtaphysique e~ de Morale t. 13 ; 

t. 141 p. 17, p. 294, p. 866. 

**) ibid. 14, p. 311--313:  ,,C'est done un jugement  synth~tique a priori sans 

lequel la ~hgorie c~rdinale serai~ impossible, aussi bien pour les nombres finis ClUe 

pour les hombres infinis." 

***) ibid. 14, p. 3 1 6 : , , I 1  n'y a pas d'infini actuel; les Cantoriens Font oubli6, 
et ils sont ~omb6s dans 1~ contradiction." 
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einfachsten, ein Beispiel zu w~hlen, da$ dem im w 1 dieses Artikels 

vorausgeschickten Beweise entnommen ist. Dort babe ich eine besondere 

Klusse yon Mengen definiert, die ich als ,,O-Ketten" bezeichne~e, und babe 

d~nn nachgewiesen~ dab der gemeinsame Bestand~eit Mal ler  dieser O-Ke~en 

selbst eine O-Kette darstellt. Dieses Verfahren ist derjenigen ,,Ketten"- 

Theorie nachgebildet, uuf welche R. Dedek ind* )  seine Theorie der end- 

lichen Zahlen grtindet, und ist such sonst in der Mengenlehre gebriiuchlich. 

Nach Herrn Po inca rd**)  soil sber eine Definition nur dann ,pri~dikativ" 

und logisch aHein zulgssig sein, wenn sie alle solehen Gegenstiinde aus- 
schlie[3t, welehe yon dem definierten Begriffe ,,abh~ngig" sind, d. h. durch 

ihn irgendwie bestimmt werden kiinnen. Demnach h~tte in dem bier an- 

gefiihrten Beispiele die Menge M, welche selbst erst dutch die Gesamtheit 

der O-Ketten bestimmt ist~ yon der Definition dieser Ketten ausgeschlossen 

werden m iissen, und meine Definition, welche M selbst als O-Kette rechnet, 

w~ire ,nich~-pr~dikativ" und enthiel~e einen circulus vitiosus. In zwei 

ganz analogen F~llen, deren le~zterer sich auf die ,,7-Mengen" meines 

Beweises yon 1904 bezieht~ wird dies ausdrticklich als Kri~ik meines 

:Beweisverfahrens ausgeffihrt.***) 

:Nun ist abet einerseits diese logische Form eines Beweises keines- 

wegs auf die Mengenlehre beschri~nkt, sondern findet sich genau so in 

tier Analysis iiberall, wo d~s Maximum oder Minimum einer vorher deft- 

nier~en ,abgeschlossenen" Zahlenmenge Z zu weiteren Folgerungen benutz~ 

wird. Dies geschieht z. B. in dem bekannten Cauchyschen Beweise fiir 

den ,Fundamentalsatz der Algebra", ohne dab es bisher jemand eingefallen 

w~ire~ etwas Unlogisches darin zu erblicken. Andererseits enthiilt gerade 

die als ,pr~dikativ" bezeichnete Form der Definition etw~s Zirkelhaf~es; 

denn ohne den Begriff schon zu haben~ kann man noch gar nicht wissen, 

welche Gegensti~nde sich durch ihn einmal bestimmen lassen und des- 

wegen auszuschlie~en w~ren. In Wahrheit mul~ natiirlich die Fr~ge, ob 
ein beliebig vorgelegter Gegenstand unter eine Definition f~illt, unabhiingig 

yon dem erst zu definierenden Begriffe dureh ein objektives Kriterium ent- 

scheidbar sein. Ist aber ein solches Kriterium einmal gegeben, wie dies 

in den meinen Beweisen enflehnten Beispielen tats~ichlich tiber~lI der Fall 
ist~ so hindert nichts, dal~ einige der Gegenst~nde, welche unter die Defi- 

nition fallen~ zu demselben Begriffe noch in einer besonderen Beziehung 

stehen und dadurch - - a l s  Minimum oder als gemeinsamer Bestandteil - -  

vor den fibrigen ausgezeichnet oder bestimmt werden kSnnen. Durch eine 

*) ,,Was sind und was sollen die Zahlen?" w 4. 
**) Rev. d. Mdt. e. d. Mor. 1~, p. 307. 

***) ibid. p. 814 und 315. 
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solche ,,Bestimmung" wird ein Gegenstand ja nicht erst geschaffen, sondern 
jeder Gegenstand kann auf sehr verschiedene Weisen bestimmt werden, 
und diese verschiedenen Bestimmungen liefern nicht identische, sondern 
nur ,~quivalente" Begriffe, d. h. solche yon gleichem ,,Umfange". In tier 
Tat schein~, worauf besonders Herr G. Peano*) in diesem Zusammenhange 
hinweis~, die Existenz ~iquivalenter Begriffe dasjenige zu sein, was Herr 
"Poincar6 in seiner Kritik iibersehen hat. Eine Definition daft sich sehr 
wohl auf Begriffe stiitzen, welehe dem zu definierenden ~quivalent sind; 
ja in jeder Definition sind Definierendes und Definiertes ~quivalente Be- 
griffe, und die s~renge Befolgung der Poincargschen Forderung wiirde 
jede Definition und dami~ jede Wissenschaf~ unm~glich machen. 

c. Einw~nde,  gegr t indet  auf  die Ylenge W. 

Die bisher erSrterten Kritiken, welche sich gegen die Prinzipien und 
Beweismethoden der Mengenlehre fiberhaupt richten, haben naturgem~ 
bei denjenigen Mathematikern wenig Anklang gefunden, welche wie die 
Herren J. KSnig,  Ph. J o u r d a i n  und F. Be rns t e in  auf diesem ~ebiete 
selbs~ bereits produktiv t~ttig gewesen sind und sich dabei yon der Un- 
en~behrlichkeit der genannten Hilfsmittel iiberzeugen konnten. Dagegen 
scheint bei einigen derselben die neuerdings wieder so vielfach erSrterte 
~Bural i -For t ische Antinomie"~ welche sich auf die ,N[enge W aller 
Cantorschen Ordnungszahlen" bezieht, einen allzu wei~gehenden Skep~izis- 
mus gegenfiber der Theorie der Wohlordnung hinterlassen zu haben. Und 
doch hiitte schon die elementare Form~ welche Herr B. Russel l**) den 

*) Rivista di Matematica VIII, Nr. 5, p. 152. Es handelt sich hier um einen 

neuen Beweis des Schr~der-Bernsteinschen Theorems fiber die Aquivalenz tier Mengen, 

den ich im J~nuar 1906 Herrn P o in e a r g brieflich mitgeteilt hatte. Diesen Beweis hatte 

tier letztere im NIaihefte tier Revue de YIgtaphysique et de Morale (14, p. 314--315) 

inhaltlich richtig wiedergegeben und zum Gegens~ande einer Kritik gemacht, auf die 
sieh die angeffihrte Stelle Peanos (zum Tell wSrtlich zitierend) beziehk Herr Peano 

knfipft abet, ohne diesen Tatbestand zu erw~hnen, seine • an eine vor- 

hergehende Reproduk~ion seines eigenen, mit dem meinigen wesentlich fibereinstimmen- 
den, nut in Begriffsschrift gefal}ten Beweises, dessen erste Mitteilung (Rendiconti del 

Ciroolo Matematico di Palermo XXI, adunanza 8 Apr. 1906) Herrn Poincarg bei der 

Abfassung seines Ax~ikels offenbar noch nicht vorgelegen hatte. Warum vermeidet 

Herr Peano hier, we er mit mir fibereins~imm~, die Nennung meines Namens, um 
unmi~telbar darauf seine Bek~mpfung des Auswahlprinzipes so ausdrficklich an meine 

Adresse zu riehten? Es diirft6 doch einleuchten, dal~ nicht die ma~hematischen Prin- 

zipien, welohe Gemeingut sind, sondern lediglich die auf sie g%o~rfindeten Beweise 
Eigentum des einzelnen Mathematikers sein k~nnen. ~brigens hatte ich am Schlul~ 

meiner Notre ausdrficklich bemerkt, dal~ ich die Heranziehung des Auswahlprinzipes 

zur Bildung einer ,,7-Belegung" einem Vorschlage des Herrn E r h a r d  S c h m i d t  (jetzt; 

in Bonn) verdanke. 
**) ,,The Principles of Mathematics", vol. I (Cambridge 1903), p. 366---368. Indessen 
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lnengentheoretischen Antinomieen gegeben hat, sie [iberzeugen kSnnen, 
da~ die LSsung dieser Schwierigkeiten nicht in der Preisgabe der 
Wohlordnung, sondern lediglich in einer geeigne~en Einschr~nkung des 
:~Iengenbegriffes zu suchen ist. Im HJnblick auf solche Bedenken hatte 
ich bereits in meinem Beweise yon 1904 nicht nur alle irgendwie zweifel- 
haften Begriffe, sondern sogar die Verwendung der ,,Ordnungszahlen" 
iiberhaupt vermieden and mich sichtlieh auf solche Prlnzipien und Hilfs- 
mit~el beschr~nkt, welche f'iir sich allein bisher noeh zu keinen ,,Anti- 
nomieen;' Anla~ gegeben haben. Wenn nun trotzdem einige Kritiker 
diese ominSse ,,Menge W" gegen meinen Beweis ins Feld gef~ihr~ 
haben, so mul~ten sie dieselbe erst k~ns~lich hinein interpre~ieren, und 
alle aus dem widerspruchsvollen Charakter dieser ~,Mengd' geschSpften 
Argumente wenden sieh gegen ihre Urheber zur~ick. In meinem neuen 
Beweise biu ich nun vollends bis zuletzt sogar ohne das Hilfsmit~el der 
Rangordnung ausgekommen und babe damit, wie ich hoffe, jede MSglich- 
kei~ zur Einf~ihrung yon W definitiv abgeschnitten. 

Diesem ~-Standpunkte scheint Herr J. KSnig wenigstens nicht fern 
zu stehen. Denn obwohl er sich noch in seinem Heidelberger Vortrage*) 
selbst auf das Auswahlprinzip s~fitz~e, die wesenthchs~e Voraussetzung 
meines Theorems also anerkennt, hat er auch in seinen sp~teren Publi- 
~ationen**) die Frage nach der mOglichen Wohlordnung des Kon~inuums 

hatte ich selbst diese An~inomie unabh~ngig yon Russell gefunden und sic schon vor 
1903 u. a. Herrn Prof. Hilbert mitgeteilt. 

*) Bericht des III. Internationalen Mathematiker-Kongresses zu Heidelberg, 1904, 
lO. l&4: Zum Kontinuum-Problem. 

**) Math. Annalen Bd. 60, p. 177, Bd. 61, p. 156. 0bet  die ,,Antinomie I~ichard", 
<lie Herr K S n i g  in dem letzten Artikel bier heranzuziehen versueht, vergl. G. Peano ,  
Riv. d. Mat. VIII, bTr. 5, p. 148--157, sowie namentlich G. H e s s e n b e r g ,  ,,Grund- 
begriite der 1VIengenlehre" XXIII (,,Die Paradoxie der endlichen Bezeichnung"), wo 
.der vorliegende FehlschluB m. Er. Ireffend aufgedeckt wird. Der Begriff ,,endlieh 
.definierbar" ist kein absoluter sondern ein Relativbegriff und bezieht sieh immer 
auf die gew'~hlte ,,Sprache" oder ,,Bezeichnungsweise". Der SchluB, dab alle endlieh 
definierbaren Gegenst~nde abz~hlbar sein mfissen, gilt abet nur, wenn ffir alle ein 

und dasselbe Zeichensystem verwendet werden soll, und die Frage, ob ein einzelnes 
Individuum ~iberhaupt einer endlichen Bezeichnung ~ h i g  ist oder nicht, ist an und 
ffir sieh gegens~andslos, da man jedem Dinge n6tigenfalls willk~irlich eine be[iebige 
Be~.eichnung zuordnen kann. ~brigens hat die Wohlordnung des Kontinuums mit 
<lieser Antinomie im Grunde nieht viel mehr zu tun wie jeder andere Satz, den man 
unter Benutzung eines Widerspruehes gleieh gut be~veisen und widerlegen kann. In der 
Tat hat  aueh Herr F. B e r n s t e i n mi~ Hilfe der endlichen Definierbarkeit einmal beweisen 
wollen (Deutsche ~ath.-Vereinigung 1905, p. 4~7), dab das Kontinuum der zweiten 
Zahlenklasse, also einer wohlgeordneten Menge, ~quivalent sein miisse; er ist sonach von 
~lemselben Begriffe ausgehend zu dem entgegengesetzten Resul~ate gelangt wie Herr 
K~nig .  Die versprochene Ausffihrung dieses ,,Beweises" ist ~llerdings niemals erschienen. 
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ohne Rticksicht; auf meine bereits erschienene :Note als ein ungelSstes 
Problem behandel~, hat es aber bisher unterlassen, seinen Bedenken gegen 
irgend einen bestimmten Schritt rneines Beweises 5ffentlichen Ausdruck 

zu geben. 
Herr Ph. J o u r d a i n * )  behauptet zwar, den Satz von der Wohl- 

ordnung schon vet mir, und zwar einfacher und vollst~ndiger, bewiesen 

zu haben, gibt ihm abet mit l~ticksicht auf W eine Auslegung, nach 
welcher; wie er a. a. O. S. 469 ausdrticklich bemerkt, nicht einmal das 

Kontinuum ein Aleph zu sein brauchte. Naeh ibm sollen nur ,,konsistente" 
Mengen. d. h. solche, welche keinen Bestandteil ~ihnlich W enthalten, 

Ordlmngstypen und Kardinalzahlen besitzen, und gerade in dieser Zulassung 

,inkonsistenter" Mengen erblickt er die grSl~ere ,,Vollst'~ndigkeW' seines 
Resultates. Da nun aber ,,Ordnungstypen" und ,Kardinalzahlen" in der 

Cantorschen Theorie niehts anderes sind als bequeme Ausdrucksmi#el, um 
die Mengen in bezug ~uf Ahnlichkeit oder _&quivalenz ihrer Teile mi~- 
einander zu vergleichen, so kann ieh der Aussage, einer wohlgeordneten 
Menge komme kein Ordnungstypus oder keine Kardinalzahl zu, keinen 

verstiindlichen Sinn abgewinnen, und dieser Versuch, unter Beibehaltung 
yon W die Antinomie zu 15sen, scheint mir nur auf ein Spiel mit Worten 

hinauszukommen. Willkfirlich kann man freilich, e~wa yon der zwei~en 
oder drRten Zahlenklasse an, alle hSheren Ordnungstypen ignorieren~ nicht 

mehr als solche anerkennen und erhiiR dann ein W veto Typus co bezw. ~, 
welches unter den gemachten Annahmen, und soweit man yon seinem 
,,0rdnungstypus" absieht, gewfl~ widerspruchsfrei ist. Nut bleibt es so 

v~ltig unbestimmt und vor allem ist es eben nicht dasjenige W, um das 
es sieh in der Antinomie handelt, n~imlich eine Menge yon der Beschaffen- 
heir, da~ jeder beliebigen wohlgeordneten Menge ein Element yon W als. 
0rdnungstypus entspricht. Ein ~hnliches Bedenken seheint auch Herrn 
J o u r d a i n  n~ch~r~glich gekommen zu sein und ihn, wenn such nicht 
zum Verzich~ auf sein W, so doch zur Einftihrung einer zweiten gleichfalls 

wohlgeordneten Menge ~ veranla6t zu haben, welche als ,,absoht un- 

*) ~l~h. Ann~len Bd. 60, p. &65. In den yon ihm zi~ier~en frfiheren Arbeiten. 
(Phil. Mag. 1904, p. 61, p. 29&- 1905, p. &2), auf die er seine Priori~tsansprfiche 
s~fi~zt, is~ d~gegen yon einer m~glichen Wohlordnung iiberhaupt nich~ die Retie. 
u beschr~nk~ sich in dem ersten dieser Ar~ikel sein ,,Beweis, dal~ jede K~rdinal- 
z~hl ein Aleph islb", lediglich ~uf einen Versuch, die MSglichkeit yon M~ch~igkei~en 
grSt~er als alle 2klelohs dutch den ttinweis ~uf die ,,Bur~li-For~ische Antinomie '~ ~us- 
zuschliel~en. Hier wird also ohne Beweis vor~usgesetzt, dal~ eine Menge, deren 
K~rdin~lz~hl selbst kein Aleph ist, einen der Gesam~heit aller Alephs ~hnlichen Be- 
s~and~efl en~h~l~en mfil~e; uncl der b]o~e Hinweis ~uf die ~ethoden und Resul~ate 
yon Cantor und Hardy,  welche sieh ~uf die beiden ers~en M~ch~igkeiten beziehen, 

kann diesen Beweis doch unmSglich ersetzen. 
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endlich" wie das welter unten zu besprechende Berns te insche  W keiner 

,,Fortsetzung" mehr fghig sein soll. 

Was nun endlich den Beweis betrifft,  den Herr J o u r d a i n  in der 

genannten Annalen-Note*) dem meinigen als dan ,,einfacheren" gegentiber- 

stellt, so ist das yon ibm vorgeschlagene Verfahren zur Wohlordnung 

einer beliebigen Menge M das folgende. Man nehme ein beliebiges Ele- 

meier als erstes, dann noch eines usw.,  nach einer beliebigen endlichen 

oder unendlichen Anzahl yon Elementen ein beliebiges Element des Restes 

als ngehstfolgendes und fahre so fbrt, bis die ganze Menge erschSpft ist. 

Diese Idee einer sukzessiven Kons~ruktion is~ nich~ neu, sie wurde.mir 

vor l~ngerer Zei~ einma] yon Herrn F. B e r n s t e i n  m~indlich mitgeteilt 

und geh~ wahrscheinlich auf Herrn G. C a n t o r  zuriick, der aber offenbar 

Bedenken ~rug, sic als t?eweis a~zuerkennen. Dieselbe Kons~ruk~ion 

empfiehl~ auch Herr E. Borel**),  um sie ohne wei~ere Begriindung 

sofort zu verwerf~n und damit, wie er meint~ das Auswahlprinzip ad 

absurdum zu fiihren. Das ist ibm aber  keineswegs gelungen; denn nicht 

die unendlich wiederholte Auswahl ist~ es~ welche diesem ,Beweise" en~- 

gegensteht, sondern einfach die Tat~sacbe, d~l~ er nich~ zum Ziele filhrk 

L~I~ man n~mlich das oben erw~hnte Peanosche Prinzip, welches 

die Auswahl aus einer einzigen Menge gestattet~ einmal gel~en, so gibt; 

es keine Grenze mehr flit seine wiederholte Anwendung. Aber was 

bewei.~'t denn diese ganze Be~rach~ung? Offenbar nich~ mehr, als dab 

jede wohlgeordnete echte Teilmenge M '  yon M durch Hinzufiigung eines 

willkfirlichen Elementes m' aus dem Reste  noch erweiter~ werden kann; 

oder vielmehr dies is~ die Voraussetz~tng, die ~ im strikten Gegensatz 

zur Bernstein-Schoenfliesschen Auffassung ~ dem ganzen Verfahren zu- 

grunde liegt. L~t3t sich pun beweisen, da~ unter den wohlgeordne~en 

Bestandteilen yon M ein gr6flter L existiert~ so wie z. B. bei mir die 

Existenz einer grSl3ten y-Menge ~L r bewiesen wird, so mu$ L = M sein 

und M i s t  wohlgeordnet. Genau so wi l l  auch Herr Jonrdain schlieSen; 

nur fehlt ibm dazu als wesen~liche Prgmisse  der Nachweis far die Existenz 

yon L. Diese setz~ er vielmehr unbewiesen vorans, indem er annimm~ 

da$ sein Verfahren, sofern es die Menge ~ I  nich~ erschSpft~ in einer wohl- 

geordneten Teilmenge ghnlich ~ seinen Abschlul~ finden mti$~e. Die 

,,EinfachheW' dieses Beweises geht also so weir, da$ er sich auf einen 
einzigen Schlu$ reduzier~; allerdings e inen Fehlschlu$.***) 

*) 1. c. p. 468. **) M~.th. A n n a l e n  Bd. 60, p. 194, 
***) An derselben Unbestimmthei~ wie das  C a n t o r - J o r d a i n s c h e  Yerfahren 

leide~ H a r d y s  angebtiche und u. a. auch von Herrn Schoenfiies (1. c. "p. 183) aus- 
drficklich anerkannte ,,Kons~ruk~ion einer Tei l~aenge des Kontinuums yon der zweiten 

MgchtigkeiV' (Quart. Journ. of Mabh. 1903, p. 87). Er gibt eine Regel, aus einer 
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W~hrend Herr J o u r d a i n, wie wit sahen, der ,inkonsistenten" Menge W 
immerhin noch zweifelnd gegeniibersteht, macht sie Herr F. B e r n s t e i n * )  
bereits zum Gegenstande einer dogmatischen Theorie. Da der wider-  
upruchsvolle Charakter dieser ,Menge aller Ordnungszahlen ~' bekanntlich 

zutage tritt, wenn man ihr ein weiteres Element e hinzufiigt, welches 
.al~f alle Elemente yon W folgt, so glaubt Herr B e r n s t e i n  alle Schwierig- 

keiten beseitigen zu kSnnen, indem er eine solche Anhiingung eines neuen  
Elementes als der Definition yon W widersprechend flit unzul~ssig er-  
kl~rt. Die Menge W soll nur die Ordnungstypen aller ,,fortsetzbaren" 

wohlgeordneten Mengen oder aller ,,Abschnitte wohlgeordneter Mengen" 
~mfassen, W selbst aber ,,nicht fortsetzbar" seth. Von diesem Stand- 

punkte aus kritisiert er dann in meinem Beweise yon 1904 den Ube r -  

gang 7 V yon der wohlgeordneten Menge L zu (L, ml'), weft doch .L 
m(iglicherweise der Menge W iihnlich sein kSnnte,**) und konstruiert m i t  
Hilfe yon W eine l~ienge Z, welche keiner Wohlordnung i~hig sein soll .  

Freilich ist dies verlorne Liebesmiih. Denn wenn die Menge W einmal  
existiert, so ist sie, wie Herr Be rns t e in  ausdrticklich zugibt, auch wohl-  

geordnel mR einem bestimmten Ordnungstypus fl, und jede andere wohl -  
geordnete Menge ist entweder W selbst ~ihnlich oder einem Absehnitte 
yon W. Nach der ein flit aUe Mal feststehenden Cantorschen Definition 

ftir das Griil~er und Kleiner der Ordnungszahlen wiire somit fl grS~er a ls  
.jede andere Ordnungszahl ~, und in der nach der GrS~e geordneten 

~Ienge (W, fl) rangierte fl hinter allen Elementen yon W~ d. h. W w~re  
tatsiichlich ,,fortsetzbar", entgegen seiner Definition und trotz aller Verbote. 
Gegen diese unerwtinschte Folgerung wei~ Herr B e r n s t e i n  nichts wei te r  

einzuwenden als ***) ,,dab der Widerspruch nut daraus entsteht~ da~ fl a ls  

3oerei~s kons~ruier~en abz~hlbaren und wohlgeordneten Teilmenge A ein neues E l e -  
ment des Kontinuums abzuleiten, welches yon allen vorhergehenden verschieden i s t .  

Da aber diese l~egel nicht eindeutig is~, sondern yon der in wei~en Grenzen w i l l -  
kfirlichen Darstellung durch ,,Fundamentalreihen" abh~ngt, so besitzt sein Veffuhren  

]~einen Vorzug vor dem sehr viel einfacheren Caniorschen ,,Diagonalverfahren", welches  

Jaur eine Umordnung nach dem o~-Typus effordert, und liefert eben so wenig w i e  

dieses eine bestimmte Teilmenge yon der zweiten M~ch~igkeit; sondern bestenfal ls  
~inen neuen Beweis der Ta~sache, da~ die l~cht igke i t  des Kontinuums ~ ~1 is~. 

*) Math. Annalen Bd. 60, p. 187. 
**) Hezr Berns~ein verwirf~ dami~ nicht nur einen ,,Tell", wie er sag~, sonde rn  

4en gesam~en Inhalt des Jourdainschen Beweises, obwohl sein eigenes W d e m  
Jourduinschen ~ genau en~sprichk Bet Jourdain kann L ,  eben weft es for~se~zbar 

ist, mii !~B nicht i~hnlieh sein, w~hrend Bernstein umgekehrt ~us der ~.hnlichkei~ 
mail W auf die Nicht-Fortse~zbart~eit schliel~k Auch hier werden also aus f iberein-  

ur Annahmen en~gegengesetzte Folgerungen gezogen. 
***) a. ~.. O. p. 189. Nut babe ich e dutch ~ ersetzt und einige Worte dutch d e n  

Druck hervorgehoben, 
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auf alle Elemente yon W folgend angenommen wird. Wenn nur die 

Vereinigungsmenge (W; fl) gebildet wird, ohne da]3 zwischen fl und den 
Elementen yon W eine Ordnungsbeziehung festgesetzt wird, so fiihrt das 
zu keinem Widerspruch." Als ob es nut  auf das Wort ,,Ordnungs- 
beziehung" oder die Schreibweise a -~  fl ankiime, und als ob dutch Ver- 

meidung eines Wortes eine objektive mathematische Tatsache beseitigt 
werden k6nn~e! Die Ma~hematik w~ire keine internationale Wissensch~f~, 
wenn ihre S~itze nich~ einen yon der Sprache, in der wir sie ausdrticken, 
unabh~ngigen objektiven Inhalt bes~J~en. Bet der Priifung eines Wider- 

spruches handelt es sich ja gar nicht darum, ob eine bedenkliche 

Folgerung wirklich vollzogen und offiziell anerkannt, sondern lediglich, 
ob sie tiberhaupt formell ~n6glich ist; und diese Miiglichkeit allein des- 

wegen zu verneinen, weil sie zu einem Widerspruche fiihrt, wiire offenbar 
eine petitio principii oder ein cireulus vitiosus. In der Ta~ kommt aber 
alas eingeschlagene Verfahren zur Rechtfertigung yon W darauf hinaus, 

den in seiner Definition liegenden Widerspruch nicht zu Risen, sondern 

.zu ignorieren. Wenn eine Annahme A nach den allgemeinen Prinzipien 
zu zwei entgegengesetzten Folgerungen 2~ und B" Anla6 gibt, so ist A als 

unhaltbar aufzugeben. In dem hier vorliegenden Falle sol] es aber er- 
laubt sein, sich fiir die eine dieser Folgerungen B zu entscheiden und 
.die andere B', weft sie dann mit B im Widerspruch stiinde, durch ein 

Ausnahmegesetz zu verbieten oder durch Namens~nderung zu verschleiern. 
Da dieses Verfahren ersichflich auf jede beliebige Hypothese A anwendbar 

w~ire, so g~be es tiberhaupt keinen Widerspruch; man kiinnte alles be- 

haupten, aber nichts beweisen, da mit der M(iglichkeit eines Widerspruches 
auch die eines Beweises beseitigt w~ire, und eine ma~hematische Wissen- 
schaft kSnnte nicht existieren.*) 

Da]~ es tatsiichlich immer mtiglich is~, ether beliebigen wohlgeordneten 
Menge M ein weiteres Element u als letztes hinzuzufiigen, liiI~t sich tibrigens 
aus den allgemeinen Prinzipien der Mengenlehre elementar beweisen, wenn 
man nur eine rein formale Definition der Wohlordnung, wie die hier am 
Schlusse des w 1 gegebene, zugrunde leg~. Ist n~mlich die Wohlor&mng yon 

2;/gegeben dutch das System der ,,[teste" ~R (x), welche zu den Elementen x 
yon M gehSren, so gentig~ es, jedem dieser Reste (unabh~ngig yon 

~') ~ber die verschiedenen Versuche zur ,,t~e~tung yon W"' vergl, auch G. Hessen- 
berg ,,Grundbegriffe der Mengenlehre" XXIV (,,Ul~rafini~e Paradoxieen"), we es am 

~chlusse yon w 98 heist: ,,Die Menge IV selbst ist  ~ibrigens gegen alle Ehrenrettungen 
im h~chs~en Grade undankbar. So bemfihen sich im 60 t~n Bande der ~athematischen 

Annalen gleichzei~ig Berns~ein und Jourdain um ihre Widerspruchslosigkei~, wobei 
tier erste auf Grund der Eigenschaften yon IV beweis t ,  dal~ es ~engen gibt, die nich~ 

wohlgeordnet werden k~innen, w~hrend dem zweiten der Beweis des Gegenteils geling~.'" 
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seiner Anordnung) durch einfache Vereinigung mit der Menge {u} das 

neue Element hinzuzuftigen, um dann zusammen mit tier Menge {~t} ein 
neues Restesystem zu erhalten, welches die verlangte Wohlordnung yon 

M 1 = M +  {u} leistet. In der Tat ist dann sehr einfach einzusehenr 
da]~ jede Untermenge yon M 1 wieder ein ,,erstes Element" in dem a. a. O. 
definielCen Sinne besitzt und dab alle Elemente yon M dem Elemente u 

,,vorangehen". Mit diesem Beweise, den ich in meiner Note yon 1904 
nur wegen seiner trivialen Einfachheit als unnStig weggelassen hatte,. 

ist nach dem Obigen gleichzeitlg auch die Nichtexistenz yon W gesichert, 
und alle aus W gezogenen Folgerungen werden hinf~llig. Da nun anderer- 
seits ,,Ordnungstypus einer wohlgeordneten Menge" gewi6 ein logisch 

zulEssiger Begriff  ist, so folgt welter, was alk, rdings viel einfacher schon. 
aus der , ,Russe l l schen  Antinomie" hervorgeht, da6 nicht jeder beliebige. 
Begriffsumikng als Menge behandelt werden daft und dal~ somit die 
iibliche Mengendefinition zu weir ist. Beschr~inkt man sich abet in der 

l~Iengenlehre auf gewisse feststehende Prinzipien wie die unserem Beweise 
zugrunde liegenden, einfache Mengen zu bilden und aus gegebenen neae 

abzuleiten, so lassen sich aHe solchen Widersprfiche vermeiden. 

d. E i n w a n d  der  s p e z i e l l e n  E r z e u g u n g s p r i n z i p i e n  und  der  

Menge Z. 

Ebenfalls gegen den letzten Schritt 7 V meines Beweises richter 
sich yore Standpunkte desselben W-Glaubens aus die Kritik des Herrn 
A. S c h o e n f l i e s * )  und wird somit dutch die voraufgehenden ErSrterungen 

mit der Be rns t e inschen  gleichzeitig erledigt. Der betreffende Artikel 
enth~lt abet noch weitere Irrtfimer und Mi~verst~indnisse, die bier nicht. 
unerw~ihnt bleiben kSnnen. 

ZunSchst unterscheidet Herr S c h o e n f l i e s  in der Theorie der wohl- 
geordneten Mengen ,,einen allgemeinen und einen speziellen Teil" und 
behauptet, dab nur die Theoreme des ,,allgemeinen Teiles" auf der be- 

kannten Cantorschen  Definition der Wohlordnung**), die tibrigen aber 
auf ,Erzeugungsprinzipien c' beruhen. In Wahrheit m~issen vielmehr alle. 

Theoreme tiber einen Begriff aus seiner Definition zu beweisen sein, 
anderenfalls w~iren sie iiberhaupt nicht bewiesen. Stehen ftir einen Be- 
griff zwei Definitionen zur Verfagung, so hat man sich bestimmt ftir die 

eine zu entscheiden oder die _&quivalenz der be[den nachzuweisen; jedes 
Schwanken zwischen zwei Definitionen oder die Erg'~nzung der einen 
dutch die andere ist logisch vSllig unzul~issig. - -  Herr Schoenflies fiihrt. 

dann fort: 

*) Math. Annalen Bd. 60, p. 181. 
**) G. Cantor, Math. Annalen Bd. 49, p. 207. 
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,,Will man auf dieser allgemeinen Orundlage den fraglichen Satz 

beweisen, so hat  man zu zeigen~ dab eiue unendliche Reihe yon Mengen 
M~, deren Mach~igkeiten abnehmen, nicht existieren kann; jede Reihe der 

l~I~ichtigkeiten ml ~ m~ ~ m8 ~ �9 -. miiBte nach einer endlichen Zahl yon 
Gliedern abbrechen. Dies is~ die notwendige und hinreichende Bedingung 
des Satzes." Notwendig aber nicht hinreichend, und eben deshalb zu 

einem Beweise des Theorems nicht zu verwenden. Das angeffihrte Kriterium 

bezieht sich lediglich auf die Wohlordnung der nach ihrer GrSBe geord- 

helen Miichtigkeiten und gar nicht auf die Wohlordnung der 2gengen selbst, 
um die es sich in meinem Theorem handelt. Sind alle i~I~chtigkeiten 

Alephs, so sind sie allerdings auch nach ihrer GrSt~e wohlgeordnet, aber 

umgekehrt kann man nicht schliet3en, w~ihrend der 3Zorschlag des I-Ierrn 

Schoen f l i e s  dies augenscheinlich erfordert, l~icht einmal die Vergleich_ 

barkeit beliebiger Mengen beziiglich ihrer M~ichtigkeit l~Bt sich nach dieser 
!gethode beweisen, sie liegt lhr vielmehr schon als Voraussetzung zu- 
grunde. ,,Diesem Weg folgt der Zermelosche Beweis nieht." Allerdings 

nicht~ well ein Beweis so eben nicht gef~ihrt werden kann. ,Er  operier~ 
mit Hilfsmitteln, die den speziellen TeiI der Theorie der wohlgeordneten 
lgengen~ n~mlich ihre Erzeugung betreffen." 8anz im Gegenteil beruht 
mein Beweis ausschlieBlich auf der klassischen Cantorschen Definition 

und hat mit ,Erzeugungsprinzipien" in dem angenommenen Sinne als 

selbstiindigen Beweisquellen nichts zu schaffen. 
,Erzeugungsprinzipien kann man zun~ichst nur axiomatisch postulieren 

und hat dann ihre Berechtigung nachzuweisen. Auch die Einftihrung der 

Zahlen der zweiten Zah]enklasse und des Fortgangsprinzips yon n auf co 
war ursprtinglich nur mittels eines solchen Axioms m~iglich. Der Nachweis 
seiner Zul~ssigkeit ist durch die yon Herrn G. C an to r gegebene ausftihrliche 
Theorie dieser Zahlen und ihre ausnahmslose GesetzmiiBigkeit als geffihr~ 
zu betrachten." Vielmehr definiert G. Cantor*)  die Zahlen der zweiten 
Zahlenklasse als die Ordnungstypen, welche einer woh]geordneten abz~ihl- 
baren Menge zukommen k~innen~ und beweist alles iibrige aus dieser Defi- 

nition. Vorausgesetzt wird lediglich die Existenz abzghlbarer Mengen oder 
der Typus co, dutch den sie definier~ sind; welter braucht es keines 
Axioms. Wiire aber die Existenz solcher Ordmmgstypen irgendwie zweifel- 
haft, so k~innte auch der schiinste Formalismus nicht helfen. In analoger 
Weise wird jede hShere Zahlenklasse vermittels der vorhergehenden definiert, 

ohne dab es dazu ,einer NeuschSpfung, resp. eines neuen Axioms und des 
Nachweises seiner Berechtigung bedarf". In meinem Beweise hat nun Herr 
Schoenf l ies  gleiehfalls ein neues ,,Postulat" entdeckt~ ,,das die Erzeugung 

*) Ma~h. Annulen Bd. 49, p. 221. 
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wohlgeordneter Mengen betrifft. Es besagt n~mlich, daB, wenn L irgend 
eine wohlgeordnete Menge ist, auch (L, m) eine solche ist". In Wahrhei~ 
gar kein ,,Postulat" sondern~ wie wir oben sahen~ ein beweisbarer Satz. 

,,Diese Annahme und insbesondere der Gebrauch, den H. Z. yon ihr 
machO, schlieflt so zu sagen die sdimtlichen m6glichen Erzeugungsprinzipien i~ 

sich ein. Sie enlhiilt abet noch mehr~ und gerade deshalb ist sie unzulKssig." 
Auch bier verhKlt sich alles genau umgekehrt, als Herr Schoenfl ies  
behauptet. Bei G. Cantor  dienen die ,Erzeugungsprinzipien" nicht zur 
,,Herstellung wohlgeordneter Mengen", sondern zur systematischen Auf- 
findtmg s~mtlicher Ordnungstypen einer gegebenen Zahlenklasse. Hier 
ist die Hinzufiigung eines einzelnen Elementes an das Ende einer ~enge 
yon gegebenem Ordnungstypus ~, also die Operation ~ + 1, das ,,erste 
Erzeugungsprinzip", welches innerhalb einer jeden Zahlenklasse neue 
Ordnungstypen liefert und die Voraussetzung aller fibrigen Erzeugungs- 
prinzipien bildek Nut reic}tt es schon in der zweiten Zahlenklasse nicht 

aus, da es, yon ~ ausgehend, nicht einmal co. 2 erzeugen k6nnte, und 
bedarf daher der Erg~nzung durch das ,,zweite Erzeugungsprinzip", welches 
sich auf die ,,Fundamentalreihen" yore Typus co bezieht. In den hSheren 
Zahlenklassen bediirf~e man au/3er diesen beiden noch weiterer Prinzipien. 
Niemals abet fiihrt das ,erste Erzeugungsprinzip" ~ + 1 aus irgend einer 
Zahlenklasse hinaus, da die Miictttigkeit einer transfiniten Menge, welche 
dutch Definition das unterscheidende Merkmal der verschiedenen Zahlen- 
klassen bildet, dutch Hinzufiigung eines einzelnen Elementes bekanntlich 
nicht gei~ndert wird. Dementsprechend wird auch in meinem Beweise die 
Wohlordnung der Gesamtmenge natfirlich nicht durch diese Operation ,her- 
gestellt", sondern, wie ich am Schlusse ausdr~icklich bemerkte, durch die 
,,Verschmelzung der verschiedenen mSglichen ~,-Mengen". INur kann eben 
jede einzehe 7-Menge nach diesem Prinzip ,,fortgesetzt" werden, worauf 
ich dann den Schlu$ grfinde, dab L r = _M sein mu$. -- Sehr seltsam ist 
welter die Behauptung: ,,_Nirgends bedarf man sonst einer Annahme, wie 
sie der Zermelosche Beweis benutzt" ~ wo doch die ganze Theorie der 
0rdnungszahlen und Erzeugungsprinzipien auf dieser Operation ~-}-1 basiert. 

Jetzt lrommt abet der Hauptpunkt. ~,Der Begriff der Gesamtheit aller 
ttberhaupt mSglichen Erzeugungsprinzipien wohlgeordneter Mengen ist 
melnes Erachtens ein wohldefinierter me~gentheoretischer Begriff~ ebenso der 
Begriff der mit ihnen herstellbaren wohlgeordneten Mengen . . .  in dem- 
selben Sinn . . .  wie die Gesamtheit der ganzen Zahlen." Damit wird also 
das Dogma yore W verkiindig~. Auf eine Rechtfer~igung dieses wider- 
spruchsvollen Be~iffes~ die Herr F. Berns te in  doch wenigstens versucht 

hatte, liiBt I-Ierr Schoenfl ies  sich gar nich~ erst ein, sein ,,Erachten" soll 
uns bier geniigen. Die nun folgende Unterscheidung zwischen ,,herstellbaren" 
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und ,nicht herstellbaren" wohlgeordueten Mengen ist nicht recht zu ver- 
stehen, zumal schon im niichsten Absatze eine ,,nicht herstellbare" Menge 

ohne weiteres auch als ,~logisch widerspruchsvoll" bezeichnet wird. ,Jeden- 
falls gelangen wir zu einer ebenfalls wohldefinierten Gesamtheit wohl- 

geordneter Mengen . . . .  Die dadurch bestimmte wohlgeordnete Menge sei Z~ 

Ihrer Definition naeh gib~ sie die Grenze an, fiber die wir bei der wirk- 
lichen Herstellung einer wohlgeordneten Menge niemals hinauskommen. '~ 

Offenbar sell dieses Z die Gesamtheit der mSglichen Ordnungstypen solcher 
Mengen darstellen, aber diese yon G. Cantor  so sorgf~ltig getrennten 

Begriffe einer geordneten ,,Menge" und ihres ,,Ordnungstypus" werden in 

dem Sehoenfliesschen Artikel tiberhaupt nicht unterschieden, eine Un- 
genauigkeit, die, wie wir sogleich sehen werden, auch nieht ohne ver- 

hiingnisvolle Folgen geblieben ist. 
,,Nehmen wir zun~chst einmal an, daI~ Z die zweite Zahlenklasse ist, 

d. h. also, da]3 alle wohlgeordneten Mengen, die wit . . .  bilden kSnnen, 
niemals tiber die zweite Zahlenklasse hinausfiihren . . . .  In diesem Falle 
stellt die Menge (Z, m) einen in sich widerspruchsvollen Begriff dar . . . .  '~ 

Hiernach schein~ also Herr Sehoenf l ies  den Ordnungstypus yon (Z, m) 
fiir den ersten zu halten,  welcher nieht mehr der zweiten Zahlenklasse 
angehSrt. Nun hat  aber Cantor  bewiesen, da]~ die Gesamtheit der 

Zahlen der zweiten Zalzlenklctsse selbst nicht mehr abziihlbar is~, ihr 

Ordnungstypus also bereits zur n~chstfolgenden Zahlenklasse gehtir~, 
w~ihrend man mittelst des ,,ersten Erzeugungsprinzipes" ~ + I immer nur 
Zahlen derselben Klasse erhiilk Sonach wiire also anf Grund der ge- 

machten Annahme nicht  erst (Z, m), sondern bereits Z selbst ein wider- 

spruchsvoller Begriff. Und in der Tat ist das Schoenfl iessche Z genau 
so wie das Be rns t e in sche  W, well es eben seinen eigonen Ordnungs- 

typus nicht als Element en~halten kann, wie wir oben sahen, unter alle~ 
Umst~nden mit inneren Widerspriichen behaftet. 

,,Auf vorstehender Grundlage ~ wird nun eine neue Methode zur 
Priifung des fraglichen Satzes vorgeschlagen, welche, wie Herr Schoen- 
fl ies sich nachzuweisen bemtiht, gleichfalls zu keinem ]~esultate fiihr~. 
GewiB gibt es immer mancherlei Methoden, ein gegebenes Theorem nichi 

zu beweisen, und namentlich verschwommene und widerspruchsvolle Be- 
griffe diirften zur Vermeidung yon Beweisen besonders geeignet sein. Nur 

kann man wirkliche Beweise dutch solche HilfsmitteI natiirlich auch nicht 
widerlegen. Das vorgeschlagene Verfahren besteht aber darin, dal~ der 
wohlgeordnete Bes~andteil L tier betrachteten Menge M mi~ den oben 

charakterisierten Mengen W und Z verglichen wird. Dabei ergeben sich 
dann verschiedene Fiille, welche alle logisch gleich mtiglich sein sollen, 

w~hrend nur der eine yon ihnen den in meinem Beweise gemachten An- 



128 E. Z~,RM~,Lo. Neuer Beweis ffir die Wohlordnung. 

nahmen entspricht. Das kann nat~irlich nicht wundernehmen, nach- 
dem Herr Schoenf l ies  alle diejenigen Widerspriiehe, welche zur Aus- 
schlieBung der tibrigen F~ille ftihren, bereits in seine Voraussetzungen 

aufgenommen hat. 
Wenn also Herr Schoenf l ies  am Schlusse seines Artikels bemerkt: 

,,Meines Erachtens soll~e man mit Annahmen, die zu widerspruchsvollen 
Begriffen oder Resultaten ftihren, auch in der Mengenlehre ebenso ver- 
fahren, wie man es sonst zu tun pflegt", so kann man gewiB beistimmen. 
Dieses Verfahren besteht niimlich darin, dab man solche /knnahmen aus- 
schlieBt und aus widerspruchsvollen Begriffen keine Folgerungen ableitet. 
In meinem Beweise ist dieses Verfahren auch streng eingehalten, nicht 

aber in der Kritik des Herrn Schoenf l ies .  

e. Zusammenfassung .  

Die vorstehende Er~irterung der gegen meinen Beweis yon 1904 ge- 

riehteton Opposition l~iBt sich wohl am einfaehsten in die folgenden S~tze 
uusammenfassen. W~hrend Herr Poincar6 mit seiner formal-logischen 
Kritik, welche die Existenz der gesamten Ma~hematik bedrohen wtirde, 
bisher noch auf keiner Seite Zustimmung gefunden hat, lassen sich alle 
fibrigen Gegner in zwei Klassen einteilen. Die einen, welehe gegen meine 
Deduktionen durchaus nichts einzuwenden haben, beanstanden die An- 
wendung eines unbeweisbaren allgemeinen Prinzipes, ohne zu bedenken, 
dab solche Axiome jeder mathematischen Theorie zugrunde liegen und 
dab gerade das yon mir herangezogene fiir den Ausbau der Wissenschaft 
uueh sonst nicht entbehr~ werden kann. Die anderen Kritiker dagegen, 

welche sich durch eingehendere Besehiiftigung mit der Mengenlehre yon 
dieser Unentbehrlichkeit fiberzeugen konnten, grtinden ihre Einw~inde auf 

die ,,B u r a 1 i- F o r t i sche Antinomie", die ftir meinen Standpunk~ tatsiichlich 
ohne .Bedeutung ist, da die yon mir benutzten Prinzipien die Existenz 

einer Menge W ausschlieflen. 
Die verhiiltnismii]~ig grebe _A_nzahl der gegen meine kleine :Note ge- 

richteten Kritiken ist ein ~eugnis dafiir, dal3 dem Satze yon der mSglichen 
Wohlordnung beliebiger Mengen offenbar starke Vorurteile im Wege stehen. 
Die Ta~sache abet, dab man in meinem Boweise trotz eingehender Priifung, 
far die ieh allen Kritikern zu Dank verpflichtet bin, keine mathematischen 
Irrtiimer hat naehweisen k6nnen, und da6 die gegen meine _Prinzipien er- 
hobenen Einw~nde einander widersprechen und so sieh gewissermaBea 
gegensei~ig aufheben, liiil~ reich hoffen, dal3 sich nile diese Widerst~nde 
<lurch gentigende Aufkl~rung mit der Zeit wohl werden iiberwinden lassen. 

Chesi~res,  den 14. Juli 1907. 


