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0. Introduction 

Soit X un espace complexe de Stein, Tun  courant positif ferm6 de bidimension (p, p) 

sur X, et q0: X---~[, oo, + ~[ une fonction psh (plurisousharmonique) exhaustive. Nous 

d6finissons alors des nombres de Lelong v(T, qO qui g6n6ralisent ceux classiques de P. 

Lelong [Le3] ainsi que ceux introduits r6cemment par C. O. Kiselman [Ki3]. La 

d6finition repose sur l'utilisation des op6rateurs de Monge-Amp~re de Bedford-Taylor 

[B:T] et peut s'interpr6ter en disant que v(T, q~) est la masse de la mesure T^ (ddCq0 p 

port6e par l'ensemble polaire q0-1( - ~). Dans ce cadre, nous d6montrons que v(T, q~) ne 

d6pend que du comportement asymptotique de q~ au voisinage des poles; la m6thode 

utilis6e est inspir6e de notre article ant6rieur [Del], mais elle se trouve ici consid6rable- 

ment simplifi6e par le fait que l'on peut manipuler des poids cp qui sont seulement 

continus. La souplesse d'utilisation des nombres de Lelong g6n6ralis6s permet d'ob- 

tenir aussi des d6monstrations tr~s simples de r6sultats classiques concernant les 

nombres de Lelong usuels; en particulier, ces nombres sont invariants par changement 

de coordonn6es locales (cf. [Siu]). Nous red6montrons ensuite le th6or~me de P. Thie 

[Th], suivant lequel le nombre de Lelong d'un ensemble analytique X en un point x EX 

coincide avec la multiplicit6 alg6brique de X en x; ce r6sultat est une cons6quence 

directe du fait que l'on peut repr6senter le germe (X, x) comme un rev6tement ramifi6 

au dessus de C p, contenu dans un c6ne convexe de sommet x. On obtient enfin une 

version g6n6ralis6e du th6or~me de Siu sur l'analyticit6 des ensembles de niveau 

associ6s aux nombres de Lelong; cette version contient comme cas particulier le 

r6sultat r6cent de C. O. Kiselman [Ki3] relatif aux nombres de Lelong directionnels. La 

d6monstration est inspir6e de Kiselman [Ki2] et repose essentiellement sur trois 

ingr6dients : 
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�9 construction d 'un  potentiel  psh local associ6 au courant  T et au poids q~; 

�9 principe du minimum de Kiselman [Ki!];  

�9 estimations L 2 de H6rmander  [H6] et Bombieri  [Bo] pour  l 'op6rateur  0. 

Je tiens ~t remercier  ici C. O. Kiselman pour  de stimulantes conversations qui ont 

beaucoup contribu6 h d6gager les id6es de ce travail. 

1. Nombres de Lelong g6n6ralis6s 

Soit X un espace de Stein de dimension pure n e t  T un courant  positif ferm6 sur X de 

bidimension (p,p), i.e. de bidegr6 (n-p ,  n-p) .  En ce qui concerne les formes et les 

courants sur un espace analytique, nous utiliserons ici la d6finition donn6e dans [De2]; 

la plupart des calculs diff6rentiels et int6graux se pratiquent alors comme sur une 

vari6t6 lisse. 

Si ~01 . . . . .  ~gq sont des fonctions psh finies et continues,  la m6thode de Bedford- 

Taylor [B-T] permet  de d6finir par r6currence un courant  positif ferm6 TAdar~! 

^. . .  A ddCq~ q en posant  

T^ d~q~ l ̂ . . .  ^ ddCqg q = ddC(qg q T^  ddf qJ 1A"" A ddCq) q_ i). (1.1) 

Pour tous compacts  K c c l ( c = X ,  la masse de (1.1) sur K, not6e II I1 , v6rifie alors les 

in6galit6s classiques de Chern-Lev ine-Ni renberg  (cf. [C-L-N], [B-T], [De2]) : 

I I Z A a d ~  ^ . . .  ^ad~qllK ~ C,<./r ... II~qllL~(/~; (1.2) 

on en d6duit ais6ment que le courant  TAddCqhA... AddCqgq est faiblement continu en 

(q0~ . . . . .  qgq) lorsque les tpj convergent  uniform6ment sur tout compact .  

Soit maintenant q0: X---~ [ -oo,  + oo [ une fonction psh continue. On suppose que q0 est 

semi-exhaustive, c'est4t-dire par d6finition qu'il existe R > 0  tel que 

{xEX; q~(x)<R}~cX. Pour  tout r6el r<R on pose 

v(T, q~, r) - 1 ( TA (dd r max (q~, s)) p 
(2~ry J~<, 

(1.3) 

oO s est un r6el quelconque <r ;  l 'hypoth6se dT=O et la formule de Stokes montrent  que 

la quantit6 v(T, qJ, r) est bien ind6pendante de s. Pour  tous r6els r~<r2<R on obtient par 

diff6rence l ' identit6 
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1__....~ ~ TA(d~cp) p v(T, cp, r2)-v(T, tp, rl) = (2:t) p :r 

en choisissant s<r 1. En particulier, la fonction 

r~--> v(T, cp, r) (1.4) 

est croissante sur l ' intervalle ] -oo ,  R[. 

Ddfinition 1.5. On appelle nombre de Lelong g6n6ralis6 de T relativement au poids 

q0 la limite 

v(T, qg) = lim v(T, cp, r). 

Les nombres de Lelong gdndralisds prdcddents avaient ddj~ dt6 introduits dans 

[Del] par une formule ldg~rement diffdrente que nous rappelons ci-dessous �9 

(1.6) v(T,q~,t)=(2:ret)-P ~ TA(ddCer p, Vt<R. 
d q~<t 

Posons q~=max (tp, s) avec s<t, La  formule de Stokes rambne (1.6) 

eP' fr TA(dcrr f~< TA(ddCe~O ". 

Pour v6rifier cette demi~re 6galit6, on observe que 

eP'(dd%p,) p- (dare~'~ = d[ eP'(darcp,) p - l A d%p,- (dar e~') p - i A dC(e~S)] 

= d[(e p'- e p~~ (ddCcp) p -' A a~qo,]. 

Soit 2: R---~R une fonction croissante de classe C ~ telle que/~(t)=0 pour  t~  < I/2 et ~.(t)= 1 

pour t~>l. Apr6s int6gration par  parties, on obtient 

f~ <t TA(ept(ddCcps)P-(ddCe~s)P)=lim .I ~--,o+ 

avec 

I ( e )= f  T^lA'(~-~-L)(ePt-ee~s)(ddCcps)p-tAdcps^dCcPs. 

Le support de la fonction 2'((t-cps)/e) est contenu dans la couronne 
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K(e)= {d2<.t-qvs<.e}; comme 2' est bom6e  et q u e  ept-ePqgs=O(e) sur K(e), on en d6duit 

l(e)<-fllZ^(ddCcpsY'-l^dq~,^arGIIK(~). Soient z ,  EC| des fonctions convexes crois- 

santes uniform4ment bom4es  en e telles que Z "= 1/e sur I t -e ,  t-e~2]. L'in6galit6 (1.2) 

appliqu6e avec q01=...=q0p_l=qG, q0p=X, o qG implique I(e)=O(e), d 'oh  la formule (1.6). 

Exemple 1.7. Supposons que l 'espace X soit un ouvert  de C n et choisissons 

q0(z)=log Iz-xl, x ~ X .  Alors kdd~(eZ~)--]dd~lz-xlZ est la m6trique hermitienne standard 

de C", de sorte que la formule (1.6) appliqu4e ~t 2q~ s'6crit 

~TT({Z; Iz-xt 
v(T, q~, log t) = I v ( T ,  2q0, 2log t) 

< t}) 

~pt2P/p! ' 

ofa dor=(~dd~lxl2~'^T/pr est la mesure trace de T. Le  nombre de Lelong g6n6ralis6 

v(T, cp) coincide donc avec le nombre de Lelong classique v(T, x). 

Exemple 1.8. Soit V une fonction psh s u r u n  voisinage d 'un  point xE C ". Notons  

Ox. R la mesure de moyenne sur le polycercle  

r(x,R): = (z C", Izj-xjl = e Rj, 1 <-j <. n}. 

si a = ( a  I . . . . .  an) E]O,+~176 C. O. Kiselman [Ki3] consid6re les nombres de Lelong 

"direct ionnels"  v(V, x, a) d4finis par 

v ( V , x , a ) =  lim 1 0  .. . .  (V). 
r----~ -- oo r 

En utilisant les r6sultats et les notations de [De2], on va montrer  que ces nombres sont 

obtenus en fait pour  le choix 

1 
~O(Z) =" ~3 x a ( Z )  = max - -  log IZy-Xi[. 

' j aj 

Observons que (q0<r} est le polydisque admettant  F(x, ra) pour  fronti6re distingu6e. On 

sait d 'apr6s [De2] que la mesure (dd~rp) n est bien d6finie, parce que l 'ensemble 

q0-1("oo) est relativement compact  dans C n. La  quasi-homog6n6R6 de q0 donne 

(ddCq0) n = (2zr)"(al ... a,)-16x, 

ofa 6 x d6signe la mesure de Dirac au point x. La  mesure de Monge-Amp6re 

#,  := (ddC~) -1 ̂ dC~l{~=r} 
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est d 'autre  part port6e par F(x, ra), car sur le compl6mentaire C ' \LIr~_~F(x,  ra) la 

fonction q~ ne d6pend localement que de n - 1  variables complexes et doric (ddCqg)"-I=0 

par raison d'homog6n6it6. Comme la masse de/~r est 6gale A celle de (daCq0)" et comme 

/z r est invariante par  le groupe U(1) ~ il vient 

/~r = (2~r)"(al... a,)-lO .... �9 

Grace ~ la formule de Lelong-Jensen (cf. [De2], th.3.4), on voit que pour  tous r6els r<r o 

assez petits on a 

r~ v(dd~V, q~, t) (0 x ro a (V) -  0 x ra(V)). 
I~,o(V) 2zt 

dt I 

(2~r) n-I a I ... a n , , 

On obtient donc l'6galit6 

v ( V , x , a ) =  r--,-~limlOxra(V)=al'"an'v(-~dd~V'q~x'a) " r  , (1.9) 

Nous d6finirons en g6n6ral le nombre de Lelong directionnel d 'un  courant  T par 

v(T,x, a) = a 1 ... a, .v(T,  qg x, a); (1.10) 

ceci donne l 'identit6 

1 ddeV, x , a ) .  v(V, x, a) = v (  2z~ 

2. Th6or~me de comparaison 

Nous red6montrons ici le r6sultat de [Siu] sur l ' invariance des nombres de Lelong par 

changement de coordonn6es locales. Nous  obtenons en fait un r6sultat beaucoup plus 

g6n6ral, permet tant  de comparer  les nombres de Lelong relatifs h des poids tp, ~0 

diff6rents. Le  lecteur pourra  comparer  avec [Del] pour  voir combien la d6monstrat ion 

se trouve simplifi6e par la possibilit6 d'util iser des poids q0 qui sont seulement continus. 

TH~OR~ME 2.1. Soient qg, ~: X--~[-oo, + ~ [  des fonctions psh continues semi- 

exhaustioes. On suppose que 

l : =  lim sup ~(-~x) < + ~  
~(x)--,-~ ~lx) 
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Alors v(T, ~p)<<. lVv(T, q~), et l'~galit~ a lieu si l=lim ~p/tp. 

D~monstration. D'apr~s la d6finition (1.3) on a 

v(T, 2tp) = 2Pv(T, q~) 

pour tout scalaire ~.>0. Il suffit doric de v6rifier l'in6galit6 v(T, ~p)<.v(T, cp) sous l 'hypo- 

th~se lim sup ~p/tp< 1. Pour tout c>0,  on consid~re la fonction psh ur (~O-c, tp). 

Soit r<R~ fix6 et a<r. Pour c>0  assez grand, on a uc=q0 sur tp-~([a, r]), donc 

v(T, q~, r) = v(T, u~, r) >I v(T, uc). 

L'hypoth~se lim sup ~/ tp<l  implique d 'autre part qu'il existe to<O tel que ur sur 

{u~<to}.  On en d6duit aussit6t 

v(T, u~) = v(T, ~p-c) = v(T, ~p), 

par consequent v(T, ~p)<~v(T, qg, r) et ~t la limite v(T, ~p)<~v(T, qO. [] 

Supposons en particulier que X soit une vari6t6 de Stein lisse et x un point de X. 

Soit zk=(z~ . . . . .  zkn), k= 1,2, des syst~mes de coordonn6es locales centr6es au point x et 

qok(z) = log Izkl = log + Izknl2) 

On a limz__,x q~2(z)@l(z)= 1, donc v(T, tpl)=v(T, tp2 ) d'apr~s le th6or~me 2.1, 

COROLLAIRE 2.2. Les nombres de Lelong classiques v(T,x)  sont invariants par 

changement  de coordonn~es locales. 

De mani~re g6n6rale, si X est un espace analytique, on d6finira v(T, x) par 

1 <~j<~N / 

oh (gj)l~<j~<N est un syst6me g6n6rateur de l'id6al maximal ~X.xC~X.x; cette d6finition est 

ind6pendante du choix des (gj). 

COROLLAIRE 2.3. Sur un ouvert de C ~, les nombres de Lelong directionnels sont 

li~s aux hombres de Lelong classiques par  

v(T, x) = v(T, x, al), a I = (1 . . . . .  1). 
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DOmonstration. Par d6finition, le nombre v(T,x) est associ6 au poids 

q~(z)=loglz-x [ et v(T,x,a l) au poids ~(z)=logmaxlzTxjl.  I1 est clair que 

lim~__, x ~p(z)/q~(z)= 1, d'ofl la conclusion d'apr~s le th~or~me 2.1. [] 

3. Th6or~me de Thie 

On suppose ici que X est une vari6t6 analytique complexe de dimension n et que T e s t  

le courant  d'int6gration sur un ensemble analytique ferm6 A c X  de dimension pure p 

(cf. P. Lelong [Lel]) ;  on notera  suivant l 'usage T=[A]. Nous nous proposons de 

red6montrer  le r6sulat de P. Thie [Th] donnant  l ' interpr6tation des nombres de Lelong 

v([A],x) comme multiplicit6s de l 'ensemble analytique A. 

Soit xEA un point fix6 et #a,x l 'id6al des germes de fonctions holomorphes en x 

s 'annulant sur A. Ou peut  alors trouver sur X des coordonn6es locales z=(z~ ..... zn), 

centr6es au point x, telles qu'il existe des polyn6mes distingu6s PiE #A,x en la variable 

zj, p<j<-n, s '6crivant sous la forme 

dj.~ ~ x dj-k 
Pj(Z)=Zj ,z_aaj, k(Zl ..... Zj-I)Zj , aj, kE k ~cj_t, o (3.1) 

k = l  

Montrons en effet cette propri~t~ par r6currence sur codimX=n-p ,  en identifiant 

le germe (X, x) ~ (C n, 0) gfftce ~ un syst~me de coordonn6es locales (w 1 . . . . .  w~) fix6 une 

fois pour  toutes. 

Si n-p>-l,  il existe un 616ment non n u l f E  ~a,x" Soit d le plus petit entier tel que 

fEJ/~c.,0 et soit e~EC ~ un vecteur  non nul tel que limt__,of(te~)/td*O. Compl6tons le 

vecteur e n en une base (~1 . . . . .  e~-1, e~) de C ~ et notons (zl . . . . .  g~_~, zn) les coordonn6es 

correspondantes.  Le  th6or~me de pr6paration de Weierstrass permet  de factoriser f 

sous la formef=gP, ofa Pes t  un polyn6me distingu6 de la forme (3.1) en la variable zn et 

oft g est une fonction holomorphe inversible au point x. Si n - p  = 1, le polyn6me P~ = P  

r6pond ~t la question. 

Si n-p>~2, ~A,x=~X,x/~t~A,x e s t  un t~c._l,0=C{gi . . . . .  g,_l}-module de type fini, c 'est-  

~-dire que la projection pr'(X, x )~(C n, 0)--->(C "-I , 0) est un morphisme fini de (A, x) sur 

un germe ( Z , 0 ) c ( C " - I , 0 )  de dimension p. L 'hypoth~se  de r6currence appliqu6e 

#z,0=~Yc._l,0NS~A, ~ permet  de t rouver une nouvelle base (e I . . . . .  en_ 1) de C "-1 et des 

polyn6mes Pp+l . . . . .  P,_lE#z,o s'6crivant sous la forme (3.1) dans les coordonn6es 
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(Z 1 . . . . .  Zn_l) assocides ~t la base ( e l , . . .  , e~_l). Si l 'on pose P~=P, l 'assertion pr6c6dente 

est alors d6montr6e en codimension n - p .  

Etant donn6 un polyn6me Q(w)= wd+a~ w d-~+... +a dE C[w], toute racine w de Q 

v6rifie 

Iwl ~< 2 max la,I ~/*, (3.2) 
I <~k<~d 

sinon Q ( w ) w - d = l + a l w - l + . . . + a g W - a  serait de modu le  sup6r ieur  ou 6gal ~t 

1--(2-1+.. .+2-d)=2 -a, ce qui est absurde. Notons z=(z',z") avec z'=(zl,  :.., z )  

et z"=(z,+l . . . .  ,zn). Comme aj,~E~*c~._~ 0, on a 

[aj, k(zl . . . .  , zj_,)I'* = O(Iz,l+...+lZj_ll) s i j > p ,  

et on d6duit de (3.1), (3.2) que I z j l = O ( I z , l + . . . + l z j _ , l )  sur (m, x). Par suite, le germe (A, x) 

est contenu dans un c6ne Iz"l<~Clz'l . 

On va maintenant utiliser cette propri6t6 pour calculer le nombre de Lelong du 

courant [A] au point x, Quand z tend vers x, les fonctions 

q0(z) = log Izl = l o g  (Iz'12+lz"12) '/2, W(z) -- log Iz'l 

sont 6quivalentes sur le germe (A, x); d'apr~s le th6or~me 2.1 ceci entraine 

v([A], x) = v([A], tp) = v([A], ~0). 

Soit B ' c C  p la boule de centre 0 et de rayon r ' , n " c C  n-p la boule de centre 0 et de 

rayon r"=Cr'. L'inclusion du germe (AI x) dans le c6ne Iz"l<~flz'l montre que pour r' 

assez petit la projection 

pr: A Iq (B' xB")--> B' 

est propre et finie. L'application pr est donc un rev6tement ramifi6 ayant un nombre 

fini q de feuillets. D'apr~s la formule (1.6) appliqu6 h 2~p on a 

v([A],/p, log t) = (4~rt2) -p ( (ddCe2W) p 
dA fl (~<log t) 

= (43rt2)-P [ (pr*  ddClz'12) p 
JAn { l( l<t) 

= (4:rt2)-p'q" [ (ddClz'l 2)p = q. 
Jc P n (Iz'l<t} 
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On obtient donc le th6or~me suivant, dO h P. Thie [Th]. 

THI~OR~ME 3.3. Soit A un ensemble analytique de dimension p dans une vari~t~ 

analytique complexe X de dimension n et soit xEA.  Alors il existe au point x des 

coordonn~es locales 

Z = ( Z ' ,  Z"), Z'  = (Z 1 . . . . .  Zp), Z " =  (Zp+ I . . . . .  Z n) 

et des boules B' c C  p, B"cC n-p, relatives ~ ces coordonn~es, de rayons respectifs r',H, 

telles que A N (B' • soit contenu dans le c~ne d'~quation I z " l < < . ( ~ ' / r ' ) I z ' l  . On d~finit la 

multiplicit~ de A au point x comme le nombre q de feuillets dans le rev~tement ramifi~ 

A N (B' xB")--,B'. Alors v([A], x)=q. 

4. Th6or~me d'analyticit6 de Siu 

On se donne ici un deuxi~me espace analytique Yet une fonction tp: X•  Y-->[-oo, + ~[  

psh et continue. On suppose que 9 est semi-exhaustive par rapport ~ X, c'est-h-dire que 

pour tout compact L c  Y il existe R =R(L)<0  tel que 

{(x, y) EX• 9(x, y) <.R} c ~ X x  Y. (4.1) 

Soit T u n  courant positif ferm6 de bidimension (p, p) sur X. Pour tout point y E Y, la 

fonction 9y(X): =9(x, y) est semi-exhaustive sur X; on peut donc associer h y le nombre 

de Lelong g6n6ralis6 v(T, Cpy). La continuit6 faible de la mesure T^ (dd c max (q~r, a)) p par 

rapport au param~tre y montre que pour tous rl<r2<R on a 

lim sup v(T, q~y, r 1) <~ v(T, 9y0, !"2), (4.2) 
Y--->Yo 

On en d6duit aussit6t que l 'application y~--~v(T, 9y)est  semi-continue sup6rieurement. 

Les ensembles de niveau 

Ec= {yE Y;v(T, gy)>~c}, C > 0  (4.3) 

sont donc ferm6s. On s'int6resse dans la suite au probl~me de savoir si E c est en g6n6ral 

un ensemble analytique. Comme il s'agit d 'une question locale, on peut supposer sans 

perte de g6n6ralit~ que Yest un espace de Stein. Apr~s addition d 'une constante ~t tp, on 

peut supposer aussi qu'il existe un compact K c X  tel que 

{(x, y) EXx  Y; 9(x, y) ~< 0} c K x  Y. 
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Premiere ~tape: construction d'un potentiel psh local. 

Notre objectif est ici de g6n6raliser la construction classique des potentiels psh 

associ6s h u n  courant positif ferm6 (cf. P. Lelong [Le2] et H. Skoda [Sk]), en 

rempla~ant le noyau standard issu de la m6trique hermitienne de C n par un noyau 

construit h l'aide du poids tp. 

D'apr6s le th6or6me 2.1, seul le comportement asymptotique de tp au voisinage de 

l'ensemble polaire tp - l ( -~ )  entre en jeu. On va donc se permettre de modifier 16g6re- 

ment tp en dehors d'un voisinage de q0-~(-~). Quitte h r6tr6cir de nouveau Y si 

n6cessaire, il existe une r6gularisation ~p E C| Y) de q0 telle que ~0>q~ sur X x  Y et 

~<q0+ 1/2 sur l 'ensemble 

{(x, y) EXx Y; -2~<tp(x, y) ~< 0}. 

Apr6s remplacement de q0 par la fonction q~ telle que 

{ '@ = q~ sur tp(x, y) ~< - 2  

q~=max(q0,2~0+l) sur -2~<q0(x,y)~<-I 

~ = 2 ~ p + l  sur - l  <. cp(x, y) 

on voit qu'on peut supposer q0 de classe C | au voisinage de {q0(x,y)~>-l}. Soit 

•E C=(R,R)une fonction croissante telle que Z(t)=t pour t~<-I et Z(t)=0 pour t~>0. 

Notons H = C  le demi-plan H =  {z E C; Re z < - 1  }. On associe ~ T la fonction potentiel V 

sur YxH d6finie par 

V(y, z) = - v(T, q)y, t))~'(t) dt. (4.4) 
Re z 

La formule (1.3) entraine pour tout t>Re z l'6galit6 

v(T, cpy, t)=(2zt)-P ~ T (x )A(d~(x , y , z ) )  p 
Jq~(x, y)<t 

avec tp(x, y, z): =max (q0(x, y), Re z). Le th6or~me de Fubini appliqu6 h (4.4) donne alors 

V(y,z)=(2zO-P f T(x)^z((D(x,y,z))(d~(x,y,z)Y' .  
J x E X  

Pour toute ( n - I ,  n-1)-forme h de classe C | ~ support compact dans YxH,  il vient 

~ ddCV, h) = ( V, darh ) = (2zt)-P Sx• rxH T(x)^z(~(x' Y' Z))(dar(~ Y' Z)Y" ̂ dd~h(Y' Z)" 
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La forme Zoc~.h est ~ support compact dans Xx  Y• On peut donc int6grer par 

parties pour obtenir 

(dd c V, h ) = (2~r) -p f T(x) A ddC(% o (o(x, y, z)) ^ (ddC~(x, y, z)) p" h(y, z). 
J X•  Y x H  

Sur la couronne { -  l<~9(x, y)~<0} on a (o(x, y, z)=fp(x, y) avec ~0 de classe C ~, tandis que 

pour q0(x, y ) < -  1 il vient q~<- 1 et Z o q3=q~. Comme ~ est psh, on voit que dd~V(y, z) est 

somme de la (1,1)-forme positive 

(y, z) ~ (2~r) -p ( T(x) , , A ( d ~  y z tp(x," y, Z)) p 
+ 1 

J{xEX;q~(x,y)<-l} 

et de la (1,1)-forme ind6pendante de z h coefficients localement born6s 

y ~ (2~)-P l TA d~,y (Z otp) A (d~.yg)  p 
J{x E X; -  1 ~q~(x, y)<~0} 

La fonction V e s t  d 'autre part continue sur Y x H  grhce h la continuit6 faible de  la 

mesure ZA(dd~x,y,z ~)P par rapport aux variables (y, z). On en d6duit par cons6quent le 

r6sultat suivant. 

THI~OR~ME 4.5. I1 existe une fonction psh positive 0 E C=(Y) telle que V(y, z)+Q(y) 

soit psh sur Y• 

Si on fait tendre Re z vers - ~ ,  on voit que la fonction 

f~ uo(y) = V(y, - ~ ) + o ( y )  = o ( y ) -  v(T, % ,  t )Z ' ( t )  dt  

est localement psh ou - -  ~ sur Y. De plus, il est clair que U0(Y) = -  oo en tout point y tel 

que v(T, q0y)>0. Si Y est irr6ductible et si U 0 ~ -  ~ ,  on voit donc d6j~t que l 'ensemble de 

densit6 IJc>0E cest  pluripolaire dans Y. 

Deuxi~me ~tape: utilisation du principe du minimum de Kiselman. 

Soit a un r6el I>0 quelconque. La  fonction 

YXH~(y ,  z)~-~ V(y, z )+o(y ) -aRez  

est alors psh et ind6pendante de Imz.  D'apr~s le principe du minimum de Kiselman 

[ K i l l  la transform6e de Legendre 
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U~(y) = inf  IV(y, r)+Q(y)-ar] 
r < -  1 

est localement psh ou - - ~  sur Y. 

LEMME 4.6. Soit Yo E Y un point  f ix& 

(a) Si a>v(T,  %o ), alors U s est born~e infOrieurement dans un voisinage de Yo. 

(b) Si a<v(T,  q~y0), alors U~(y o) = -  oo. 

DOmonstration. Par d6finition de V (cf. (4.4)) o n  a 

frO V(y, r) <~ - v ( T ,  rpy, r) Z'(t) dt = rv(r, %,  r) ~ ~(r, %). (4.7) 

I1 en rdsulte bien que U~(Yo)=-~  si a<v(T,  qgyo). D'autre part, si on a v(T, ~yo)<a, il 

existe to<0 tel que v(T, q0yo, to)<a. Soit r0<t o fix6. La  propri6t6 de semi-continuit6 (4.2) 

entraine qu'il existe un voisinage w de Yo tel que supye,~v(T, %, r0)<a. Pour tout y e w ,  

on a alors 

fr rO V(y, r) >t - C - a  Z'(t) dt = - C + a ( r - r o ) ,  

ce qui implique U ~ ( y ) > - - C - a r  o. [] 

THI~OR~ME 4.8. Si Y est irr~ductible et si Ec* Y, alors E ces t  un ensemble ferm~ 

pluripolaire complet  dans Y, i.e. il existe une fonct ion psh continue w: y-+[-oo,  +oo[ 

telle que Ec=W-l(-oo) .  

DOmonstration. On observe d 'abord que la famille (U a) est croissante en a,  que 

U a = - ~  sur E c pour tout a<c,  et que sup~<c U~(y)>-oo si yE Y \ E  c (cf. lemme 4.6). 

Soit (Yk)k~ une suite exhaustive de compacts de Y. Pour tout entier k~>l, soit 

wkE C| une r6gularis6e de Uc_l/k telle que wk~U~_l/k sur Yet wk~<-2 k sur E c n Yk. Le 

lemme 4.6 (a) montre que la famille (w k) est uniform6ment minoree sur tout compact de 

Y \ E ~ ,  et on peut 6galement choisir les w k uniform6ment major6es sur tout compact de 

Y puisque U~_l/k~ U~. La fonction 
+ ~  

W = Z 2-kWk 
k = l  

r6pond alors ~ la question. [] 
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Troisi~me dtape: estimation de la singularit6 des potentiels U a. 

Pour pouvoir obtenir  une telle estimation, nous avons besoin d 'une  information sur 

le compor tement  de q0 au voisinage des p61es. Dans la suite, on consid6re l 'espace Y 

comme 6tant plong6 dans on ouvert  de Stein f~,-C N, et on munit Y de la distance 

induite par la distance euclidienne de C s. 

HYPOTH~SE 4.9. On suppose que e cp(x'y) est localement h61ddrienne en y sur X•  Y, 

c'est-ft-dire que pour tout compact K c X •  Y, il existe des constantes M>0,  y E ]0, 1] 

telles que 

ler162 I ~ MIy l-y21 y (4.10) 

pour tous (x, Yl) E K, (x, Yz) E K. 

On observera  que l 'hypoth~se 4.9 est satisfaite pour  toute fonction tp de la forme 

oO les F2, k sont des fonctions holomorphes  sur X x  Yet les 7j, k des constantes r6elles >0;  

dans ce cas e r est h61d6rienne d 'ordre  7=min(72,k, 1). 

THI~ORgME 4.11. Soit Yo E Y un point fixO, L un voisinage compact de Yo, K c X  une 

partie compacte et r o un rde l<-1  tets que 

{(x, y) E X x L ;  q)(x, y) <~ ro} ~ K x L .  

On suppose que qJ vdrifie l'indgalitd (4 .10)pour  tous (x, yp y 2 ) E K x L x L .  Alors, quel 

que soit e e l 0 , 1 [ ,  il existe un rdel ~/(e)>0 tel que pour tout y E Y  vOrifiant 

ly-yol<rl(e), on ait 

Ua(y) <- ((1-e)P v( T, Cpyo)-a) (y  log ly-Yol+ log ~ - ~ )  +O(y). 

D~monstration. On commence  par estimer v(T, Cpy, r) lorsque y E L e s t  voisin de Yo. 

Posons 

{ ~(x) = (1 - e) Cpyo (X ) + e r -  e/2 

~p(x) = max (Cpy(X), ( l - e )  q~yo(X)+er-e/2) 

~(X) "~" ~y(X) 

si tpyo(X) ~< r -  1 

si r -  1 ~< q~yo(X) <~ r 

si r <. q~yo(X) <. r o 
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et v6rifions que cette d6finition est bien coh6rente si lY-Yol est assez petit. Par hypo- 

th6se 

] e~~ e*Y~ l ~< MlY-Yor. 

On en d~duit aussit6t les in~galit~s 

%(x) ~< %o(X) + log (1 + Mly-y01re-%a)) 

tpy(X) I> ~y0(x)+log (1 -Mly-yotre-%(x)). 

En particulier, pour Cpyo(X)=r il vient ( l -e)q~yo(X)+tr -e /2=r-e /2  et 

tpy(x) I> r+log (1-Mly-Yolre-r) ,  

tandis que pour q~yo(X)=r-1 on a ( l - E ) ~ y o ( x ) + e r - e / 2 = r - l + e / 2  et 

tpy(x) ~< r -  1 +log (1 +Mly-y01re-r). 

La d~finition de ~ est donc coh~rente d~s que M[y-yo[yel-r<~e/2, c'est-~-dire 

~,log ly-y0l+log 2eM << r. 
E 

Dans ce cas ~ coincide avec tpy au voisinage de {~=r},  et avec 

(1 - e) tpy0(x) + er -  e/2 

au voisinage de l 'ensemble polaire ~ - i ( _  ~).  Par d~finition de la quantit~ v(T, ~, r) ceci 

entraine 

v(T, q~y, r) = v(T, ~p, r) >>- v(T, V:) = (1-e)Pv(T, tpy0). 

Grace ~t (4.7) on obtient V(y, r)<.rv(T, cpy, r), d'oh 

Ua(y) <~ V(y, r)+Q(y)-ar <~ r(v(T, ~y, r)-a)+Q(y), (4.12) 

U~(y) ~< r( (1-e)  p v(T, tpy0)-a)+Q(y ). 

Supposons y log ly-y0l +log (2eM/e)<~ro, i.e. ly-Yol<<.(e/2eM)Uyer~ on peut choisir alors 

, r=y log [Y-Y0[ +log (2eM/e), et d'apr~s (4.12) ceci donne l'in6galit6 du th6or~me 4.1 1. [] 
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Quatribme Etape: utilisation des estimations L 2 de H6rmander. 

Supposons d'abord que Y soit une vari6t6 de Stein lisse, et notons m la dimension 

de Y. La d6monstration repose sur le lemme crucial suivant (cf. H6rmander [H6], 

corollary 4.4.6, et Bombieri [Bo]). 

LEMME 4.13. Soit w une fonction psh sur Y. Alors l'ensemble des points y E Y au 

voisinage desquels e -w n'est pas localement sommable est un sous-ensemble analy- 

tique de Y. 

La fin de la d6monstration reprend l'id6e de la m6thode de C. O. Kiselman [Ki2]. 

Pour tous r6els a, fl>O notons Za, fl l'ensemble des points yE Y au voisinage desquels 

exp ( -  UJfl) n'est pas localement sommable. Comme la famille (U~) est croissante en a, 

on a Z~,,~,~Z~,,,~,, si a'<.a " et fl'<~fl". 

Soit Y0 un point fix6 de Y. Distinguons deux cas suivant que Y0 appartient ou non 

E~. Si yor alors v(T,q~yo)<C par d6finition. Choisissons a tel que v(T, qSyo)<a<c; 

d'apr6s le lemme 4.6 (a), la fonction U~ est bom6e inf6rieurement au voisinage de 

Y0, donc yor pour tout fl>0. Si yoEE~ et si a<c, alors le lemme 4.11 implique que 

pour tout e>0 on a 

U~(y) ~< (1 - e) ( c -  a) ~, log ly-y0l + C(e); 

cette in6galit6 entraine que exp ( -UJf l )  est non sommable au voisinage de Y0 d6s que 

f l<(c-a)  ~//2m. On r d6duit doric 

fl<(c-a) y/2m 

ce qui prouve que E c est un sous-ensemble analytique de Y. 

Dans le cas oh Y est un espace analytique avec singularit~s, on peut d'apr~s 

Hironaka [Hi] trouver une modification lisse ~z: I~--> Y. Pour tout y E I ~, posons 

~(x, y) = ~(x, ~(y)), 

Alors Ec=:~(/~c), par suite Er est analytique comme image propre d'un ensemble analy- 

tique (th~or~me de Remmert [Rel], [Re2]). On obtient done l'~nonc~ suivant, qui 

g~n~ralise ~ la fois le th~or~me d'analyticit~ de [Siu] et celui de Kiselman [Ki3]. 
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THi~OR~ME 4.14. Soient X, Y des espaces analytiques complexes, X dtant de Stein, 

et T u n  courant posi t i f  ferm~ sur X. Soit 

qg:Xx Y---~ [ -oo ,  +oo[ 

une fonction psh continue. On suppose que 9 est semi-exhaustive relativement d X et 

que e r est localement h6ld~rienne en y sur X x  Y. Alors les ensembles de niveau 

E c = (y E Y; v(T, 9y) ~ C} 

sont des sous-ensembles analytiques de Y. 

On peut  conjecturer  que le th6or~me 4.14 est  encore  vrai sans l 'hypoth~se  de 

continuit6 hf ld6rienne de e r mais c o m m e  la plupart  des poids q0 int6ressants v6rifient 

cette hypoth~se,  il nous semble que la g6n6ralisation ainsi obtenue ne serait pas tr~s 

significative. 
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