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УДК 517.93+531.314
Александр Дмитриевич Брюно
Нормализация периодической системы Гамильтона. Препринты института при-
кладной математики им. М. В. Келдыша, Москва, 2019.

Сначала напоминается нормальная форма вблизи стационарного решения
автономной системы Гамильтона. Затем рассматриваются линейные периоди-
ческие системы Гамильтона. Для них находятся нормальные формы функций
Гамильтона в комплексном и вещественном случаях. Обнаружена специфика
вещественного случая в ситуации параметрического резонанса. Затем находят-
ся нормальные формы функций Гамильтона нелинейных периодических си-
стем. Посредством дополнительного канонического преобразования координат
такая нормальная форма всегда сводится к автономной системе Гамильтона, ко-
торая сохраняет все малые параметры и симметрии исходной системы. Её ло-
кальным семействам неподвижных точек соответствуют семейства периодиче-
ских решений исходной системы. Аналогичная теория строится вблизи перио-
дического решения автономной системы.

Ключевые слова: система Гамильтона, комплексная нормальная форма,
вещественная нормальная форма, приведённая нормальная форма, параметри-
ческий резонанс.

Alexander Dmitrievich Bruno
Normalization of the periodic Hamiltonian system.

First we remind the normal form near a stationary solution of an autonomous
Hamiltonian system. Second we consider the linear periodic Hamiltonian systems.
For them we find normal forms of Hamiltonian functions in both complex and real
cases. The real case has a specificy in the case of parametric resonance.Then we find
normal forms of the Hamiltonian functions for nonlinear periodic systems. By means
of additional canonical transformation of coordinates, such system always is reduced
to an autonomous Hamiltonian system, which preserves all small parameters and
symmetries of the initial system. Its local families of stationary points correspond to
families of periodic solutions of the initial system. We make similar theory in vicinity
of periodic solution to an autonomous system.
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1. Введение
Резонансная нормальная форма автономной системы Гамильтона вблизи

стационарного решения, учитывающая только собственные числа матрицы A

её линейной части и без ограничений на эту матрицу A, была введена в [1],
§12. Оказалось, что она эквивалентна системе Гамильтона с меньшим числом
степеней свободы.

Позже была введена слегка более простая сверхрезонансная нормальная
форма, которая учитывала жордановы клетки нормальной формы матрицы A.
Но эти дополнительные упрощения не позволяли дополнительно понизить чис-
ло степеней свободы.

Теория резонансной нормальной формы подробно изложена в гл. I кни-
ги [2], и здесь она кратко напоминается в разделе 2. В гл. II книги [2] изложена
аналогичная теория резонансной нормальной формы для периодической систе-
мы Гамильтона. Однако там имеются две недоделки: плохо изложен случай па-
раметрического резонанса и нормальная форма не приводится к автономной
системе. Здесь исправляются эти упущения в разделах 3 и 4 соответственно.
В разделе 5 эта теория переносится на окрестность периодического решения
автономной системы Гамильтона.

2. Нормальная форма вблизи стационарного решения
Рассмотрим систему Гамильтона

ξ̇j =
∂γ

∂ηj
, η̇j = − ∂γ

∂ξj
, j = 1, . . . ,n (2.1)

с n степенями свободы в окрестности неподвижной точки

ξ = (ξ1, . . . ,ξn) = 0, η = (η1, . . . ,ηn) = 0. (2.2)

Если функция Гамильтона γ(ξ,η) аналитична в этой точке, то она разлагается
в степенной ряд

γ(ξ,η) =
∑

γpqξ
pηq , (2.3)

где p = (p1, . . . ,pn), q = (q1, . . . ,qn) ∈ Z
n, p,q > 0, ξp = ξ

p1
1
ξ
p2
2
, . . . , ξpnn . По-

скольку точка (2.2) — неподвижная, то разложение (2.3) начинается с квадра-
тичных членов. Им соответствует линейная часть системы (2.1).

Собственные числа её матрицы разбиваются на пары

λj+n = −λj , j = 1, . . . ,n .

Пусть λ = (λ1, . . . ,λn). Канонические замены координат

(ξ,η) −→ (x,y) (2.4)



– 4 –

сохраняют гамильтоновость системы.

Теорема 1. Существует каноническое формальное преобразование (2.4), при-
водящее систему (2.1) к нормальной форме

ẋj =
∂g

∂yj
, ẏj = − ∂g

∂xj
, j = 1, . . . ,n , (2.5)

где ряд
g(x,y) =

∑
gpqxpyq

содержит только резонансные члены с 〈p− q,λ〉 = 0, а квадратичная часть
g2(x,y) имеет свою нормальную форму (так что матрица линейной части си-
стемы является гамильтоновым аналогом жордановой нормальной формы).
Здесь 〈p,λ〉 = p1λ1 + · · ·+ pnλn — скалярное произведение.

Если λ 6= 0, то нормальная форма (2.5) эквивалентна системе с меньшим
числом степеней свободы и дополнительными параметрами. При нормализую-
щем преобразовании (2.4) сохраняются малые параметры и линейные автомор-
физмы

(ξ,η) −→ (ξ̃,η̃) , t→ t̃ .

Локальные семейства периодических решений систем (2.1), (2.5) удовле-
творяют системе уравнений

∂g

∂yj
= λjxja ,

∂g

∂xj
= λjyja , j = 1, . . . ,n ,

где a — свободный параметр.
Для вещественной исходной системы (2.1) коэффициенты gpq комплекс-

ной нормальной формы (2.5) удовлетворяют специальным соотношениям ве-
щественности, и при стандартной канонической линейной замене координат
(x,y) → (X,Y) система (2.5) переходит в вещественную систему.

Имеется несколько способов вычисления коэффициентов gpq нормальной
формы (2.5). Наиболее простой описан в книге Журавлёва, Петрова, Шундерю-
ка [3].

3. Нормализация линейной системы Гамильтона
3.1. Линейная система. Рассмотрим линейную систему

dζ

dψ
= A(ψ) ζ, (3.1)
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где вектор ζ = (ζ1, . . . ,ζm), A(ψ) — матрица, аналитически зависящая от ψ.
После замены координат

ζ = B(ψ)z (3.2)

система (3.1) перейдёт в систему

dz
dψ

= B−1

(
AB − dB

dψ

)
z. (3.3)

Пусть теперь система (3.1) гамильтонова:

dξj

dψ
=
∂γ

∂ηj
,

dηj

dψ
= − ∂γ

∂ξj
, j = 1, . . . ,n, (3.4)

т. е. m = 2n, ζ = (ξ,η) = (ξ1, . . . ,ξn,η1, . . . ,ηn), A(ψ) = JΓ(ψ), где

Γ(ψ) — симметрическая матрица, J =

(
0 En

−En 0

)
и функция Гамильтона

γ =
1

2
〈ζ,Γ(ψ)ζ〉. Здесь En — единичная n × n-матрица и 〈·,·〉 — скалярное

произведение.
Если преобразование (3.2) каноническое, т. е.

B∗(ψ)JB(ψ) = δJ, δ = const (3.5)

(звёздочка — символ транспонирования матрицы), то система (3.3) также га-
мильтонова с функцией Гамильтона

g =
1

2δ
〈z,B∗ΓBz〉+ 1

2δ

〈
z,B∗J

dB

dψ
z
〉

def
=

1

2
〈z,Gz〉 , (3.6)

т. е. G = δ−1B∗ΓB + δ−1B∗JdB/dψ, z = (x,y).
Рассмотрим теперь систему Гамильтона (3.4), в которой матрица A(ψ) =

JΓ(ψ) имеет по ψ период 2π, т. е. A(ψ + 2π) = A(ψ). Посредством линейной
канонической замены координат (3.2), (3.5) с 2π-периодической матрицейB(ψ)
постараемся получить гамильтониан (3.6) наиболее простого вида. Пусть Z(ψ)
— фундаментальная матрица решений системы (3.1). Тогда

Z(ψ + 2π) = Z(ψ)N,

где N — постоянная матрица, detN 6= 0. Для системы Гамильтона она канони-
ческая.

Если для матрицы N существует представление

N = exp(2πJL), (3.7)
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где L — постоянная симметрическая матрица, то, согласно § 1 гл. I книги [2],
L = B∗

1GB1, где B1 — постоянная каноническая матрица и G — нормальная
форма матрицы L. Таким образом, преобразование (3.2) с

B(ψ) = Z(ψ) exp(−ψJG)

приводит систему Гамильтона (3.4) к нормальной форме

dz
dψ

= JGz, G = const, (3.8)

с функцией Гамильтона g =
1

2
〈z,Gz〉. Однако представление (3.7) имеется не

для всякой канонической матрицы N (см. Вильямсон [4]).
Пусть ν1, . . . ,ν2n — собственные числа канонической матрицы N . Вместе

с числом νj = b среди них есть и число b−1. Более того, элементарные делители
матрицы νE −N обладают следующими свойствами:

• если b 6= ±1 и имеется ровно k элементарных делителей (ν − b)l, то име-
ется ровно k элементарных делителей

(
ν − b−1

)l;
• если b = ±1 и l нечётно, то элементарный делитель (ν − b)l встречается

чётное число раз.

3.2. Комплексная нормальная форма. Для комплексной системы (3.1) мат-
рица N — комплексная. Неприводимые над полем комплексных чисел C эле-
ментарные делители матрицы νE−N относятся к одному из следующих четы-
рёх случаев:
C1) (ν − b)l и

(
ν − b−1

)l, b 6= ±1;
C2) (ν − b)l и (ν − b)l, b = ±1, l — нечётное;
C3) (ν − 1)2l;
C4) (ν + 1)2l.
Посредством постоянной канонической замены координат ζ матрицуΓ(ψ)мож-
но привести к такому блочному виду, что каждому из перечисленных случаев
отвечает своя четвёрка блоков порядка l, а вне блоков стоят нули. Поэтому до-
статочно рассмотреть каждый из этих случаев в предположении l = n.

В случаях C1) – C3) существует представление (3.7); при этом элементар-
ные делители (λ − a)l матрицы λE − JL относятся к случаям С1) – С3) п. 1.Б
гл. I книги [2], где

a =
1

2π
Ln b =

1

2π
ln |b|+ i

2π
arg b+ im

и m — любое целое число; а именно:
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• в случае C1)

G =




0 C∗

C 0


 ,

где C — жорданова клетка порядка l:




a 0 0 ... 0 0 0

ε a 0 ... 0 0 0

0 0 ε ... 0 0 0

0 0 0 ... ε a 0

0 0 0 ... 0 ε a




, т. е.

g2 = a

l∑

j=1

xjyj + ε

l−1∑

j=1

xjyj+1 ; (3.9)

• случай C2) с b = 1 относится к случаю C1) с a = im;
• случай C2) с b = −1 относится к случаю C1) с a = im+

i

2
;

• в случае C3)

G =




0 C∗

C σ∆


 ,

где C — жорданова клетка порядка l с a = 0, σ = ±1 и диагональная
матрица ∆ = {1,0, . . . ,0}, т. е.

g2 = ε

l−1∑

j=1

xjyj+1 +
1

2
σy21 ; (3.10)

• в случае C4) представления (3.7) нет, и комплексная нормальная форма

dz
dψ

= JG(ψ)z

имеет

G =




0 C∗

C σ∆ exp(iψ)


 ,

где C — жорданова клетка порядка l с a = im+
i

2
, σ = ±1 [5], т.е.

g2 = a

l∑

j=1

xjyj + ε

l−1∑

j=1

xjyj+1 +
1

2
σy21 exp(iψ) . (3.11)
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Рассмотрим теперь удвоенные случаи C3) и C4).
C3*) Двум элементарным делителям (ν−1)2l

′ и (ν−1)2l
′ можно поставить в со-

ответствие нормальную форму (3.8) случая C2) с a = im и произвольным
целым m (только теперь l = 2l′ — чётно).

C4*) Двум элементарным делителям (ν + 1)2l
′ и (ν + 1)2l

′ можно поставить в
соответствие нормальную форму случая C1) с
a = (2π)−1 Ln(−1) = im+

i

2
.

Итак, посредством комплексной замены (3.2), где B(ψ) — каноническая
2π-периодическая матрица, исходная функция Гамильтона

γ =
1

2
〈ζ,Γ(ψ)ζ〉

приводится к нормальной форме, являющейся суммой форм вида (3.9), (3.10),
(3.11). Она является постоянной, если каждый элементарный делитель вида
(ν + 1)2l встречается чётное число раз среди элементарных делителей матрицы
νE−N . Вильямсон [4, теорема 1] доказал, что это условие не только достаточ-
но, но и необходимо для комплексной приводимости.

3.3. Вещественные системы. Для вещественной системы (3.4) матрицаN яв-
ляется вещественной. Поэтому элементарные делители матрицы νE−N обла-
дают следующими свойствами. Пусть элементарный делитель (ν − b)l имеется
точно k раз.

• Если число b комплексное, т. е. Re b · Im b 6= 0, и |b| 6= 1, то элементарные
делители

(
ν − b̄

)l,
(
ν − b−1

)l и
(
ν − b̄−1

)l также имеются точно k раз.
• Если число b вещественное или единичного модуля, b 6= ±1, то

(
ν − b−1

)l
имеется точно k раз.

• Если b = ±1 и l нечётно, то k должно быть чётным.
Здесь черта сверху означает комплексное сопряжение.

Поэтому элементарные делители матрицы νE −N относятся к одному из
следующих восьми случаев:
R1) (ν − b)l

(
ν − b̄

)l и
(
ν − b−1

)l (
v − b̄−1

)l, b ∈ C, Re b · Im b 6= 0, |b| 6= 1;
R2) (ν − b)l и

(
ν − b−1

)l, b ∈ R, b > 0, b 6= 1;
R3) (ν − b)l

(
ν − b̄

)l, |b| = 1, b 6= ±1;
R4) (ν − 1)l и (ν − 1)l, l — нечётно;
R5) (ν − 1)2l;
R6) (ν + 1)l и (ν + 1)l, l — нечётно;
R7) (ν − b)l и

(
ν − b−1

)l, b ∈ R, b < 0, b 6= −1;
R8) (ν + 1)2l.
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Посредством вещественной постоянной канонической замены координат
матрицу Γ(ψ) можно привести к такому блочному виду, что каждому из пере-
численных случаев отвечает своя группа блоков, а вне этих блоков стоят нули.
Поэтому достаточно рассмотреть каждый из этих случаев в предположении, что
он исчерпывает матрицуN . В случаях R1) – R7) существует представление (3.7)
с вещественной матрицей L; при этом элементарные делители (λ−a)l матрицы
λE − JL относятся к случаям R1) – R5) п. 1. В гл. I книги [2] соответственно,
где

a =
1

2π
Ln b =

1

2π
ln b+ im.

При этом число ln b однозначно определяется по b, а целое число m надо вы-
числять дополнительно следующим образом.

Вычисляется любое решение ζ(ψ) линейной подсистемы вида (3.1), отно-
сящейся к одному из случаев R1) – R7). Количество колебаний каждой из его
координат на периоде 2π — это и есть число m. Если сделать дополнительное
каноническое преобразование

x̃j = xj exp(−imψ), ỹj = yj exp(imψ), j = 1, . . . ,l ,

то получим собственное число λ̃ : 0 6 Im λ̃ 6 1. При этом в случаях R3) и R5)
имеется дополнительный вещественных инвариант σ = ±1.

Итак, в случаях R1) – R7) имеется постоянная комплексная нормальная
форма гамильтониана

g2 =
1

2
〈z,Gz〉 ,

которая переводится в вещественную нормальную форму

f2 =
1

2
〈Z,FZ〉

с помощью стандартного канонического преобразования

Z = Qz, detQ = 1.

При этом подстановка
z = P z,

где 2n-матрица P = Q
−1
Q, сохраняет гамильтониан. Конкретный вид матриц

Q и P для каждого из случаев R1) – R7) описан в главе I книги [2]. Так, в слу-
чаях R2) – R7) либо

xj = Xj = x̄j, yj = Yj = ȳj, j = 1, . . . ,l, (3.12)
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либо

xj =
1√
2i
(iXj − Yj) = iȳj, yj =

1√
2i
(iXj + Yj) = ix̄j, j = 1, . . . ,l. (3.13)

Теорема 2. Комплексная запись вещественной нормальной формы в случае R8)
— это система (3.11) с таким стандартным преобразованием:

xj =
1

2i
{Xj[1 + i exp(−it)]− Yj[i+ exp(−it)]} ,

yj =
1

2i
{Xj[i− exp(it)] + Yj[−1 + i exp(it)]} .

(3.14)

Здесь

x̄j = ixj exp(it), ȳj = −iyj exp(−it), εj = i, σ = ±i, j = 1, . . . ,l.

Тогда
G(ψ) = G(ψ)

и гамильтониан нормальной формы (3.11) имеет вид

g2 = λ

l∑

j=1

xjyj + i

l−1∑

j=1

xjyj+1±
i

2
(X2

1 + Y 2

1 +X2

1 sinψ− 2X1Y1 cosψ− Y 2

1 sinψ).

4. Нелинейная нормальная форма
4.1. Нелинейная нормализация. Рассмотрим систему Гамильтона с n степе-
нями свободы

dξj

dψ
=
∂γ

∂ηj
,

dηj

dψ
= − ∂γ

∂ξj
, j = 1, . . . ,n , (4.1)

где γ — степенной ряд по ξ,η с 2π-периодическими по ψ коэффициентами,
который разлагается в сходящийся ряд Пуассона

γ =
∑

m

γpqmξ
pηq exp(imψ) , (4.2)

начинающийся с квадратичных членов g2 по ξ,η.
Сделаем линейное каноническое преобразование ξ,η −→ x, y, которое

2π-периодично по ψ и приводит квадратичную часть гамильтониана системы
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(4.1) к комплексной нормальной форме, являющейся суммой частей вида (3.9),
(3.10), (3.11). Тогда на главной диагонали матрицы JG стоят её собственные
числа λ1, . . . ,λn, − λ1, . . . , − λn. Обозначим λ = (λ1, . . . ,λn). Гамильтониан
(4.2) примет вид

g(x,y,ψ) =
∑

gpqmxpyq exp(imψ) . (4.3)

Назовём его нормальной формой, если
1) его форма g2 является нормальной формой (3.9), (3.10), (3.11),
2) в разложении (4.2) имеются только резонансные члены, для которых

〈p− q,λ〉+ im = 0. (4.4)

Здесь 〈·,·〉 — скалярное произведение.

Теорема 3. Для гамильтониана (4.3) существует формальная каноническая за-
мена координат x,y,ψ −→ u,v,ϕ:

z = (x,y) = w+ b(w,ϕ), ψ = ϕ+ b2n+1(w,ϕ),

2π-периодическая по ϕ, которая переводит гамильтониан (4.3) в нормальную
форму

h(u,v,ϕ) =
∑

hpqmupvq exp(imϕ) (4.5)

со свойством (4.4).

Доказательство см. в гл. I и II книги [2].

Теорема 4. Каноническое преобразование

uj = ũj exp (−i Imλjϕ), vj = ṽj exp (i Imλjϕ), j = 1, . . . ,n ,

приводит нормальную форму гамильтониана (4.5) к постоянному степенному
ряду

h̃(ũ,ṽ) =
∑

h̃pqmũpṽq, (4.6)

где
〈p− q,Reλ〉 = 0, 〈p− q, Imλ〉 = −m, (4.7)

p, q, m — целочисленны, p, q > 0. При этом h̃pqm = hpqm, если ‖p‖ + ‖q‖ > 3,
квадратичные члены имеют вид

h̃2(ũ,ṽ) =
1

2

〈
w̃,G̃w̃

〉
,

где матрица JG̃ = JG − ImΛ с диагональной матрицей Λ = {λ, − λ}, и
отсутствуют линейные члены по (ũ,ṽ) = w̃.
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Доказательство сводится к проверке равенства (3.5), которое здесь очевид-
но. Здесь ‖p‖ = p1 + p2 + · · ·+ pn.

Для исходного вещественного гамильтониана (4.2) комплексные коорди-
наты z связаны с вещественными координатами Z = (X,Y) стандартным пре-
образованием, состоящим из замен (3.12), (3.13), (3.14), а координаты w и w̃
связаны этим же преобразованием с соответствующими вещественными коор-
динатами W и W̃, [2].

Таким образом, приходим к автономной системе Гамильтона с n степеня-
ми свободы.

4.2. Малые параметры. Пусть исходный гамильтониан разлагается в степен-
ной ряд по малым параметрам µ = (µ1, . . . ,µs). По теореме 5.1 гл. I книги [2]
при нормализующем преобразовании малые параметры не меняются. Поэто-
му получаем автономный гамильтониан (4.6), (4.7), где коэффициенты h̃p,q,m
суть степенные ряды по малым параметрам µ. При µ = 0 эти коэффициенты
с ‖p‖ + ‖q‖ = 1 равны нулю, а с ‖p‖ + ‖q‖ = 2 соответствуют (4.4). Но при
µ 6= 0 это не обязательно.

Для системы, соответствующей гамильтониану (4.6), (4.7), можно вычис-
лить семейства неподвижных точек вблизи точки ũ = ṽ = 0, µ = 0. Это дела-
ется с помощью степенной геометрии (книга [6]). Им соответствуют семейства
периодических решений исходной периодической системы Гамильтона. Вооб-
ще укорочения функции Гамильтона и системы Гамильтона изучены в гл. IV
книги [6]. Они не всегда совпадают. Примеры таких вычислений см. в [7].

4.3. Линейные канонические автоморфизмы. Пусть исходная система (4.1)
обладает линейным каноническим автоморфизмом

ζ∗ =M ζ̃
∗
, ψ = θψ̃,

где M — постоянная матрица 2n × 2n и θ = const. Согласно теореме 2.3 гл.
I книги [2] приведённая нормальная форма (4.6), (4.7) также обладает соот-
ветствующим линейным каноническим автоморфизмом. Впрочем, она может
иметь дополнительные автоморфизмы, которые не имеют соответствия в ис-
ходной системе.

5. Нормальная форма в окрестности периодического
решения

5.1. Локальные координаты. Пусть вещественная функция γ̃
(
ξ̃,η̃

)
анали-

тична в некоторой области C вещественного пространства R
2n+2 с координата-
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ми
ξ̃ = (ξ̃1, . . . ,ξ̃n+1), η̃ = (η̃1, . . . ,η̃n+1).

Тогда через каждую точку области C проходит одна траектория (она же
решение) ξ(t),η(t) системы Гамильтона.

˙̃
ξj =

∂γ̃

∂η̃j
, ˙̃ηj = − ∂γ̃

∂ξ̃j
, j = 1, · · · ,n+ 1 . (5.1)

Траектории образуют фазовое пространство этой системы. Пусть у системы
(5.1) есть периодическое решение M ⊂ C с периодом T = T (M). В дальней-
шем под U будем понимать достаточно малую окрестность решения M, U ⊂ C.
В окрестности U существуют такие аналитические функции ξ = (ξ1, · · · ,ξn),
η = (η1, · · · ,ηn), ρ, ψ от ξ̃, η̃, что

1) траектория M определяется равенствами ξ = η = 0, ρ = 0;
2) функция ψ является циклической (угловой) по mod 2π;
3) окрестность U является косым произведением (2n + 1)-мерного шара

на цикл ψ ∈ [0,2π];
4) координаты ξ, ρ и η, ψ являются канонически сопряжёнными, так что

в окрестности U система (5.1) в этих координатах гамильтонова:

ξ̇j =
∂γ

∂ηj
, η̇j = − ∂γ

∂ξj
, j = 1, · · · ,n ,

ρ̇ =
∂γ

∂ψ
, ψ̇ = −∂γ

∂ρ
.

(5.2)

Гамильтониан γ в окрестности U является 2π-периодическим по ψ и раз-
лагается в сходящийся ряд Тейлора

γ =
∑

γpql(ψ)ξ
pηqρl , (5.3)

где целочисленные p > 0, q > 0, l > 0, ξp = ξ
p1
1
· · · ξpnn , аналитические функ-

ции γpql(ψ) имеют по ψ период 2π и разлагаются в ряды Фурье. Поскольку на
решении M имеем ξ̇ = 0, η̇ = 0, ρ̇ = 0, то на M система (5.2) принимает вид

0 = γ0ej0(ψ), 0 = γej00(ψ), j = 1, . . . ,n , (5.4)

0 =
dγ000

dψ
/, ψ̇ = −γ001(ψ) , (5.5)

где ej — j-й единичный вектор. Из (5.5), в частности, следует, что γ000(ψ) =const.
Так как гамильтониан можно задавать с точностью до постоянного слагаемого,
положим γ000 = 0.
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Поскольку M — периодическое решение, то на нём нет неподвижных то-
чек; следовательно, γ001(ψ) 6= 0 при вещественных ψ. Пусть

1

λ0
— среднее зна-

чение функции
1

γ001(ψ)
, тогда

λ0

γ001(ψ)
= 1 +

∞∑

m=1

(am cosmψ + bm sinmψ) .

Положим

g(ψ) =

∫
λ0 dψ

γ001(ψ)
= ψ +

∞∑

m=1

1

m
(am sinmψ − bm cosmψ)

и сделаем каноническую замену

ρ̃ =
γ001(ψ)

λ0
ρ, ψ̃ = g(ψ) . (5.6)

Тогда на M уравнение для ψ̃ есть ˙̃
ψ = −λ0, т.е. ψ̃ = −λ0t+const. Поскольку M

— периодическое решение с периодом T , а ψ̃ имеет период 2π, то −λ0 =
2π

T
,

где значение T может быть любого знака.
В дальнейшем будем считать, что преобразование (5.6) уже сделано, и бу-

дем опускать тильды над ρ и ψ. Если теперь разложить гамильтониан γ в ряд
вида (5.3), где вместо ρ иψ стоят ρ̃ и ψ̃, то, опуская тильды, вместо (5.5) получим
равенство

γ000(ψ) = 0, − γ001(ψ) =
2π

T
. (5.7)

Итак, определены свободный и линейный члены разложения (5.3).

5.2. Линейная нормализация. Пусть ζ = (ξ,η). Для разложения (5.3) через
γkl(ζ,ρ,ψ) будем обозначать однородную форму по ζ порядка k, содержащую ρ

только в виде множителя ρl. Согласно (5.4) и (5.7), в гамильтониане (5.3) члены
наименьшего порядка суть

γ20 + γ01 =
2π

T

(
1

2
〈ζ,Γ(ψ)ζ〉 − ρ

)
. (5.8)

Пусть преобразование (5.2) каноническое в координатах ζ, т.е. удовлетво-
ряет равенству (3.5); если одновременно с ним сделать преобразование

ρ = δs̃− 1

2

〈
z,B∗J

dB

dψ
z
〉
, ψ = ψ ,
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то получим комплексную нормальную форму (см. (3.10)):

g20 + g01 =
2π

T

(
1

2
〈z,Gz〉 − s̃

)
, G = const. (5.9)

При этом на главной диагонали матрицы JG стоят её собственные числа λ1, . . . ,
λn, −λ1 , . . . ,− λn.

5.3. Нелинейнаянормализация. В результате канонической замены (3.2), (5.8)
гамильтониан (5.3) примет вид g(x,y,s̃,ψ) = δ−1γ(ξ,η,ρ,ψ). Разложим его в ряд
Пуассона с z = (x,y)

g(x,y,s̃,ψ) =
∑

gpqlmxpyqs̃l exp(imψ). (5.10)

Этот ряд сходится абсолютно для достаточно малых |x|,|y|,|s̃|,|Imψ|.
Теперь будем искать наиболее простой гамильтониан

h(u,v,r̃,ϕ) = h20 + h01 +
∑

hpqlmupvqr̃l exp(imψ), (5.11)

к которому приводится гамильтониан (5.10) посредством нелинейной канони-
ческой замены координат x,y,s̃,ψ → u,v,r̃,ϕ:

z = w+ b(w,r̃,ϕ),

s̃ = r̃ + b2n+1(w,r̃,ϕ), ψ = ϕ+ b2n+2(w,r̃,ϕ),
(5.12)

где w = (u,v).
Пусть форма g20+g01 есть (5.10). Тогда на главной диагонали матрицы JG

стоят её собственные числаλ1, . . . ,λn,−λ1, . . . ,−λn. Обозначимλ = (λ1, . . . ,λn).
Гамильтониан (5.12) назовём комплексной нормальной формой, если:

1) его форма h20 + h01 является нормальной формой (5.9);
2) в разложении (5.11) имеются только такие члены, для которых

〈p− q,λ〉+ im = 0 .

Теорема 5 ( [2]). Для гамильтониана (5.10) существует формальное преобра-
зование (5.12) к нормальной форме (5.11).
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5.4. Приведённая нормальная форма.
Теорема 6. Каноническое преобразование

uj = ũj exp(−i Imλjϕ), vj = ṽj exp(i Imλjϕ), j = 1, . . . ,n ,

приводит нормальную форму гамильтониана (5.11) к постоянному степенному
ряду

h̃(ũ,ṽ,r̃) =
∑

h̃pqlmũpṽqr̃l , (5.13)

〈p− q,Reλ〉 = 0, 〈p− q,Imλ〉 = −m, (5.14)
p,q,l,m — целочисленны, p,q,l > 0. При этом h̃pqlm = hpqlm, если
‖p‖+ ‖q‖ > 3, квадратичные члены имеют вид

h̃20 + h̃01 =
2π

T

(
1

2

〈
w̃,G̃w̃

〉
− r̃

)
,

где матрица JG̃ = JG − i ImΛ с диагональной матрицей Λ = {λ, − λ} и
отсутствуют линейные члены по (ũ,ṽ) = w̃. Здесь ‖p‖ = p1 + p2 + · · ·+ pn.

Таким образом, приходим к автономной системе Гамильтона (5.13), (5.14)
с n степенями свободы, двумя дополнительными уравнениями

ṙ =
∂h̃

∂ϕ
= 0, ϕ̇ = −∂h̃

∂r
(5.15)

и дополнительным малым параметром r, которую назовём приведённой нор-
мальной формой. Она позволяет изучать бифуркации семейств периодических
решений системы (4.1) в окрестности резонансного периодического решения.

Для исходного вещественного гамильтониана (5.3) комплексные коорди-
наты z связаны с вещественными координатами Z = (X,Y) стандартным пре-
образованием (3.12) – (3.14), а координаты w и w̃ связаны этим же преобразова-
нием с соответствующими вещественными координатами W и W̃. Координаты
r и ϕ вещественны.

Другие свойства приведённой нормальной формы (сохранение малых па-
раметров и линейных автоморфизмов) аналогичны таким же свойствам нор-
мальной формы (5.12), описанным в пп. 2.Г и 2.Д главы II книги [2].

5.5. Понижение числа степеней свободы. Пусть k — число линейно незави-
симых решений p ∈ Z

n системы уравнений

〈p,Reλ〉 = 0, 〈p,Imλ〉 = 0 .

Тогда приведённая нормальная форма (5.12) — (5.15) каноническим преобра-
зованием сводится к автономной системе Гамильтона с k+1 степенью свободы
и с n− k параметрами согласно §3 главы I книги [2].
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5.6. Локальные семейства неподвижных точек. Здесь справедливо всё, что
было сказано в конце подраздела 4.2, только надо учитывать ещё один малый
параметр.
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