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С помощью свойств энтропии Шеннона и энтропии Тсаллиса получены но-
вые неравенства для коэффициентов Клебша–Гордана группы SU(2); для этого
квадраты коэффициентов Клебша–Гордана используются в качестве распреде-
ления вероятностей. Полученные соотношения являются новыми характери-
стиками корреляций в квантовых системах двух спинов. Также найдены новые
неравенства для полиномов Хана и гипергеометрических функций 3F2.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Коэффициенты Клебша–Гордана позволяют вычислить собственные функции опе-
ратора суммарного момента импульса составной системы, определяемого квантовы-
ми числами j, m, где j – значение момента и m – проекция момента на выбранное
направление, m = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j, по известным собственным функциям
операторов момента импульса двух подсистем, которые определяются квантовы-
ми числами j1, m1 и j2, m2 [1]–[4]. С теоретико-групповой точки зрения коэф-
фициенты Клебша–Гордана позволяют в явном виде записать результат сложения
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моментов, задающийся в виде тензорного произведения двух неприводимых пред-
ставлений группы SU(2), как прямую сумму представлений этой группы. Свойства
коэффициентов Клебша–Гордана и связанных с ними 3j-символов [5] были детально
изучены в работах [1], [6]–[8]. Связь коэффициентов Клебша–Гордана и полиномов
Хана [9], [10] была найдена в работе [11].

В недавних работах [12]–[16] было показано, что классическое распределение ве-
роятностей для кудита – квантовой системы без подсистем – удовлетворяет инфор-
мационно-энтропийным соотношениям, таким как свойства субаддитивности и силь-
ной субаддитивности [17]. Данные свойства известны для составных систем: суб-
аддитивность – это неотрицательность совместной информации квантовой системы
из двух подсистем, а сильная субаддитивность – это неотрицательность условной
информации квантовой системы из трех подсистем.

Целью настоящей работы является получение новых неравенств для коэффици-
ентов Клебша–Гордана и 3j-символов, которые позволяют выявить новые свойства
этих коэффициентов, не описанные в работах [1], [6]–[8]. На основе этих нера-
венств можно описать корреляции в системе двух спинов с помощью вводимой
в терминах коэффициентов Клебша–Гордана совместной информации. Отметим,
что физический смысл коэффициентов Клебша–Гордана и их физические свойства
обсуждались в связи с исследованием волновой функции в задачах восстановле-
ния изображений [18]. Также мы выводим новые неравенства для полиномов Хана,
используя их связь с коэффициентами Клебша–Гордана, указанную в работе [19].
Эти неравенства получаются на основе представления набора квадратов коэффи-
циентов Клебша–Гордана как распределения вероятностей. В нашем исследовании
мы используем подход работы [13], согласно которому информационно-энтропийные
свойства системы без подсистем аналогичны свойствам составных систем. В рамках
этой аналогии в настоящей работе мы применяем понятия совместной информации
Шеннона, информации Тсаллиса и свойство субаддитивности к распределению ве-
роятностей, связанному с квадратами коэффициентов Клебша–Гордана.

Структура статьи такова. В разделе 2 мы рассматриваем основные свойства
коэффициентов Клебша–Гордана и 3j-символов. В разделе 3 мы описываем ин-
формационно-энтропийные неравенства для систем с двумя подсистемами, а также
выводим их аналоги для коэффициентов Клебша–Гордана. В разделе 4 мы получа-
ем аналогичные неравенства для полиномов Хана. В разделе 5 мы даем заключение
и перспективы.

2. КОЭФФИЦИЕНТЫ КЛЕБША–ГОРДАНА

Коэффициенты Клебша–Гордана ⟨j1m1j2m2|jm⟩ могут быть определены с помо-
щью следующего выражения [2], [3]:

ψjm =
∑

m1,m2

⟨j1m1j2m2|jm⟩ψ(1)
j1m1

ψ
(2)
j2m2

, (1)

где m1 + m2 = m. Здесь ψjm – волновая функция системы со спином j и его
проекцией m, ψ(1)

j1m1
и ψ(2)

j2m2
– волновые функции подсистем со спинами j1 и j2 и их

проекциями m1 и m2.
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3j-Символ Вигнера
(

j1 j2 j
m1 m2 −m

)
определяется следующим образом (см., напри-

мер, книгу [2]):

⟨j1m1j2m2|jm⟩ = (−1)j1−j2+m
√

2j + 1
(
j1 j2 j

m1 m2 −m

)
. (2)

Свойства 3j-символов и коэффициентов Клебша–Гордана давно изучены и рассмот-
рены, например, в работах [1], [7], [20]. Одним из них является свойство ортогональ-
ности:

(2j + 1)
∑

m1,m2

(
j1 j2 j

m1 m2 −m

) (
j1 j2 j′

m1 m2 −m′

)
= δjj′ δmm′ ,

∑
j,m

(2j + 1)
(
j1 j2 j

m1 m2 −m

) (
j1 j2 j

m′
1 m′

2 −m

)
= δm1m′1

δm2m′2
.

(3)

Такие же соотношения можно записать и для коэффициентов Клебша–Гордана:∑
m1,m2

⟨j1m1j2m2|jm⟩⟨j1m1j2m2|j′m′⟩ = δjj′ δmm′ ,∑
j,m

⟨j1m1j2m2|jm⟩⟨j1m′
1j2m

′
2|jm⟩ = δm1m′1

δm2m′2
.

(4)

Явное выражение для 3j-символов и коэффициентов Клебша–Гордана имеет следу-
ющий вид [2]:(

j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
=

[
(j1 + j2 − j3)! (j1 − j2 + j3)! (−j1 + j2 + j3)!

(j1 + j2 + j3 + 1)!

]1/2

×

× [(j1 +m1)! (j1 −m1)! (j2 +m2)! (j2 −m2)! (j3 +m3)! (j3 −m3)!]1/2 ×

×
∑

z

{
[(−1)z+j1−j2−m3 ] [z! (j1 + j2 − j3 − z)! (j1 −m1 − z)!×

× (j2 +m2 − z)! (j3 − j2 +m1 + z)! (j3 − j1 −m2 + z)!]−1
}
. (5)

Физический смысл коэффициентов Клебша–Гордана обсуждается, например, в об-
зоре [7]. В работах [21], [22] было введено томографическое представление спиновых
состояний. В этом представлении состояния спина описываются распределением ве-
роятностей ω(m,α, β) проекций спина m = −j,−j+1, . . . , j−1, j на направления, за-
даваемые единичным вектором n⃗ = (sinβ cosα, sinβ sinα, cosβ). Это распределение
вероятностей, называемое спиновой томограммой, определяет матрицу плотности
квантового состояния ρmm′ и содержит полную информацию о состоянии системы,
эквивалентную информации, содержащейся в матрице плотности. В томографи-
ческом подходе к описанию спиновых состояний коэффициенты Клебша–Гордана
и 3j-символы играют важную роль, поскольку входят в явные формулы, связыва-
ющие томограммы, которые могут быть получены экспериментально. А именно,
с помощью 3j-символов и D-функций Вигнера можно выразить взаимосвязь между
томографическим распределением вероятностей

ω(m1, α, β) =
j∑

m′1=−j

j∑
m′2=−j

D
(j)
m1m′1

(α, β, γ)
∣∣
γ=0

ρ
(j)
m′1m′2

D
(j)∗
m1m′2

(α, β, γ)
∣∣
γ=0
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и матрицей плотности спинового состояния ρ(j)
m′1m′2

[21]:

−
2j∑

j3=0

j3∑
m3=−j3

(2j3 + 1)2×

×
j∑

m1=−j

∫
(−1)m1ω(m1, α, β)D(j3)

0m3
(α, β, γ)

∣∣
γ=0

×

×
(
j j j3
m1 −m1 0

) (
j j j3
m′

1 −m′
2 m3

)
dω

8π2
= (−1)m′2ρ

(j)
m′1m′2

. (6)

Также c помощью коэффициентов Клебша–Гордана можно записать соотношения,
которые связывают неприводимый тензорный оператор T̂

(j)
LM группы SU(2) и опе-

ратор |jm⟩⟨jm′| (см., например, монографию [1]):

T̂
(j)
LM =

j∑
m1,m2=−j

(−1)j−m1⟨jm2j(−m1)|LM⟩|jm2⟩⟨jm1|,

|jm⟩⟨jm′| =
2j∑

L=0

L∑
M=−L

(−1)j−m′⟨jmj(−m′)|LM⟩T̂ (j)
LM .

Неприводимый тензорный оператор, записанный в такой форме, позволяет полу-
чить явное выражение для ядра звездочного произведения томографических сим-
волов физических наблюдаемых для спиновых систем [23]. Ядро такого звездочного
произведения используется для вычисления статистических характеристик (средних
значений, высших моментов и корреляций) спиновых наблюдаемых.

Для любых фиксированных значений спинов j1 и j2 можно построить матри-
цу коэффициентов Клебша–Гордана, в которой по столбцам меняются значения j

и m, а по строкам меняются значения m1 и m2. Полученная матрица, которую мы
обозначаем как U , является унитарной матрицей размераN = (2j1+1)(2j2+1). Фак-
тически, поскольку 3j-символы и коэффициенты Клебша–Гордана действительны,
матрица U – это действительная ортогональная матрица. Любые соотношения для
коэффициентов Клебша–Гордана, как известные [1], [3], [5], [7], так и полученные
в настоящей работе, позволяют прояснить физические свойства измеряемых стати-
стических характеристик состояний спина, задаваемых квантовыми томограммами.

3. НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ СИСТЕМ С ДВУМЯ ПОДСИСТЕМАМИ.
НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ КЛЕБША–ГОРДАНА

Матрицу, элементы которой суть квадраты соответствующих элементов матри-
цы U коэффициентов Клебша–Гордана, обозначим как B:

⟨j1m1j2m2|B|jm⟩ ≡ |⟨j1m1j2m2|jm⟩|2.

Введем новые обозначения для индексов элементов матрицы B: сделаем замены
j1m1j2m2 ↔ r, jm ↔ s. Индекс r = 1, 2, . . . , N , где N = (2j1 + 1)(2j2 + 1), обозна-
чает номера строк матрицы B, индекс s = 1, 2, . . . , N отвечает номерам столбцов.
Указанная замена может быть представлена формулой

⟨j1m1j2m2|B|jm⟩ ≡ ⟨r|B|s⟩ = Brs, r, s = 1, 2, . . . , N.
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Полученная матрица является бистохастической: суммы элементов каждого столб-
ца и каждой строки дают единицу,

N∑
r=1

Brs =
N∑

s=1

Brs = 1,

кроме того, Brs > 0. Это означает, что каждый столбец и каждая строка могут быть
интерпретированы как распределения вероятностей.

Напомним, что для распределения вероятностей pi, i = 1, . . . ,M , определена эн-
тропия Шеннона [24]

H(pi) = −
M∑
i=1

pi log pi (7)

(здесь и далее log означает логарифм по основанию 2). Эта энтропия неотрицатель-
на и характеризует степень упорядоченности в системе с флуктуирующими наблю-
даемыми.

Если система содержит подсистемы, то ее энтропия удовлетворяет ряду нера-
венств. Одно из них – свойство субаддитивности

H(A) +H(B) > H(AB), (8)

где A и B являются двумя подсистемами составной системы AB. Распределения
вероятностей подсистем могут быть найдены как маргинальные распределения ве-
роятностей составной системы AB. Размерности подсистем A, B и системы AB

в случае спиновых наблюдаемых таковы: n1 = 2j1 + 1, n2 = 2j2 + 1 и N = n1n2 со-
ответственно. Энтропии подсистем A, B и системы AB определяются формулой (7)
с соответствующими размерностями M = n1, M = n2 и M = N = n1n2.

Энтропия Шеннона может быть выражена в терминах коэффициентов Клеб-
ша–Гордана для любой строки или столбца матрицы B. Свойство субаддитивно-
сти (8) для коэффициентов Клебша–Гордана имеет вид

−
j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2 log
[ j2∑

m2=−j2

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2
]
−

−
j2∑

m2=−j2

j1∑
m1=−j1

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2 log
[ j1∑

m1=−j1

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2
]

>

> −
j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2 log
[ j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2
]
.

Это неравенство является новой характеристикой коэффициентов Клебша–Гордана,
дополняющей известные в литературе [1], [6]–[8].

Понятие совместной информации связано со свойством субаддитивности и опре-
деляется выражением (см., например, монографию [17])

I = H(A) +H(B)−H(AB) > 0. (9)
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Значение совместной информации характеризует степень корреляций в системе из
двух подсистем. Используя выражение (9), мы вводим понятие совместной инфор-
мации I в терминах коэффициентов Клебша–Гордана:

I =
j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2 log
[ j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2
]
−

−
j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2 log
[ j2∑

m2=−j2

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2
]
−

−
j2∑

m2=−j2

j1∑
m1=−j1

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2 log
[ j1∑

m1=−j1

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2
]

> 0. (10)

В соответствии с общими свойствами информации, если совместная информация
равна нулю, в системе отсутствуют корреляции. Для спиновых систем степень кор-
реляций, описываемых коэффициентами Клебша–Гордана в (10), определяется зна-
чением совместной информации I. Таким образом, физический смысл получаемых
энтропийно-информационных неравенств заключается в том, что они характеризу-
ют наличие и степень квантовых корреляций в системе двух спинов.

Для системы с двумя подсистемами известно неравенство Араки–Либа [25]:

H(AB) > |H(A)−H(B)|. (11)

Данное неравенство также можно представить в терминах коэффициентов Клеб-
ша–Гордана:

−
j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2 log
[ j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2
]

>

>

∣∣∣∣− j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2 log
[ j2∑

m2=−j2

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2
]

+

+
j2∑

m2=−j2

j1∑
m1=−j1

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2 log
[ j1∑

m1=−j1

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2
]∣∣∣∣.

Это новая энтропийная характеристика коэффициентов Клебша–Гордана.
Одним из наиболее известных обобщений энтропии Шеннона является энтропия

Тсаллиса [26], определяемая для распределения вероятностей pi, i = 1, . . . ,M , фор-
мулой

Tq(pi) =
1

1− q

( M∑
i=1

pq
i − 1

)
,

где q называется энтропийным индексом. В пределе q → 1 значение энтропии Тсал-
лиса стремится к энтропии Шеннона. Для системы с двумя подсистемами энтропия
Тсаллиса также обладает свойством субаддитивности

Tq(AB) 6 Tq(A) + Tq(B). (12)
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Рис. 1. Зависимость информации Тсаллиса Iq от энтропийного индекса q

для систем с квантовыми числами j1 = 5/2, j2 = 2, j = 9/2, m = 1/2.

В случае систем двух спинов неравенство субаддитивности для энтропии Тсаллиса
можно записать через коэффициенты Клебша–Гордана. Таким образом, мы получа-
ем неравенство, являющееся новой характеристикой коэффициентов Клебша–Гор-
дана, дополняющей известные [1], [6]–[8]:

1
1− q

[ j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2q − 1
]

6

6
1

1− q

[ j1∑
m1=−j1

( j2∑
m2=−j2

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2
)

q

− 1
]

+

+
1

1− q

[ j2∑
m2=−j2

( j1∑
m1=−j1

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2
)

q

− 1
]
.

На рис. 1 показана зависимость информации Тсаллиса Iq = Tq(A)+Tq(B)−Tq(AB)
от энтропийного индекса q для системы двух частиц со спинами j1 = 5/2, j2 = 2
и состояния j = 9/2, m = 1/2. Как и совместная информация Шеннона, информа-
ция Тсаллиса не принимает отрицательные значения. В данном случае в пределе
q → 1 информация Тсаллиса совпадает с совместной информацией для энтропии
Шеннона: Iq → I = 1.176. Полученное значение, соответствующее совместной ин-
формации, вдвое меньше ее максимального для рассматриваемого примера значе-
ния Imax = min{H(A), H(B)} = log 5 = 2.32, но не равно нулю, что сигнализирует о
корреляции в данной системе двух спинов.

4. НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ ПОЛИНОМОВ ХАНА

Полиномы Хана h(αβ)
n (x,N) могут быть определены с помощью последовательно-

сти гипергеометрических функций

3F2(a1, a2, a3; b1, b2; z) =
∞∑

k=0

(a1)k(a2)k(a3)k

(b1)k(b2)k

zk

k!
,
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где (x)k = Γ(x+k)
Γ(x) = x(x+1) . . . (x+k−1) – символ Похгаммера, следующим образом:

h(αβ)
n (x,N) =

(−1)n(N − n)n(β + 1)n

n! 3F2(−n,−x, α+ β + n+ 1;β + 1, 1−N ; 1).

Коэффициенты Клебша–Гордана в терминах полиномов Хана задаются следующей
формулой [19], [27]:

(−1)j1−m1⟨j1m1j2m2|jm⟩ =

√
ρ(x)
dn

h(αβ)
n (x,N) =

=

√
ρ(j2 −m2)
dj−m

h
(m−j1+j2,m+j1−j2)
j−m (j2 −m2, j1 + j2 −m+ 1),

где n = j −m, x = j2 −m2, N = j1 + j2 −m + 1, α = m − j1 + j2, β = m + j1 − j2.
В определении полиномов Хана использованы весовая функция

ρ(x) =
Γ(N + α− x)Γ(β + 1 + x)

Γ(x+ 1)Γ(N − x)
, α > −1, β > −1,

и квадратичная норма

d2
n =

Γ(α+ n+ 1)Γ(β + n+ 1)Γ(α+ β + n+N + 1)
(α+ β + 2n+ 1)n! (N − n− 1)! Γ(α+ β + n+ 1)

.

Квадрат коэффициентов Клебша–Гордана в терминах полиномов Хана имеет вид

|⟨j1m1j2m2|jm⟩|2 = ρ(j2 −m2)d−2
j−m[h(m−j1+j2,m+j1−j2)

j−m (j2 −m2, j1 + j2 −m+ 1)]2.

Используя данное выражение, связывающее коэффициенты Клебша–Гордана и по-
линомы Хана, мы можем переписать свойство субаддитивности (8) как

−
j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

ρ(j2 −m2)d−2
j−m[h(m−j1+j2,m+j1−j2)

j−m (j2 −m2, j1 + j2 −m+ 1)]2 ×

× log
[ j2∑

m2=−j2

ρ(j2 −m2)d−2
j−m[h(m−j1+j2,m+j1−j2)

j−m (j2 −m2, j1 + j2 −m+ 1)]2
]
−

−
j2∑

m2=−j2

j1∑
m1=−j1

ρ(j2 −m2)d−2
j−m[h(m−j1+j2,m+j1−j2)

j−m (j2 −m2, j1 + j2 −m+ 1)]2 ×

× log
[ j1∑

m1=−j1

ρ(j2 −m2)d−2
j−m[h(m−j1+j2,m+j1−j2)

j−m (j2 −m2, j1 + j2 −m+ 1)]2
]

>

> −
j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

ρ(j2 −m2)d−2
j−m[h(m−j1+j2,m+j1−j2)

j−m (j2 −m2, j1 + j2 −m+ 1)]2 ×

× log
[ j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

ρ(j2 −m2)d−2
j−m[h(m−j1+j2,m+j1−j2)

j−m (j2 −m2, j1 + j2 −m+ 1)]2
]
.
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Аналогичным образом находим выражение для неравенства Араки–Либа (11) в тер-
минах полиномов Хана:

−
j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

ρ(j2 −m2)d
−2
j−m[h

(m−j1+j2,m+j1−j2)
j−m (j2 −m2, j1 + j2 −m + 1)]

2 ×

× log

[ j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

ρ(j2 −m2)d
−2
j−m[h

(m−j1+j2,m+j1−j2)
j−m (j2 −m2, j1 + j2 −m + 1)]

2
]

>

>

∣∣∣∣− j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

ρ(j2 −m2)d
−2
j−m[h

(m−j1+j2,m+j1−j2)
j−m (j2 −m2, j1 + j2 −m + 1)]

2 ×

× log

[ j2∑
m2=−j2

ρ(j2 −m2)d
−2
j−m[h

(m−j1+j2,m+j1−j2)
j−m (j2 −m2, j1 + j2 −m + 1)]

2
]

+

+

j2∑
m2=−j2

j1∑
m1=−j1

ρ(j2 −m2)d
−2
j−m[h

(m−j1+j2,m+j1−j2)
j−m (j2 −m2, j1 + j2 −m + 1)]

2 ×

× log

[ j1∑
m1=−j1

ρ(j2 −m2)d
−2
j−m[h

(m−j1+j2,m+j1−j2)
j−m (j2 −m2, j1 + j2 −m + 1)]

2
]∣∣∣∣.

Неравенство субаддитивности для энтропии Тсаллиса (12) в терминах полиномов
Хана записывается как

1

1− q

[ j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

ρ(j2 −m2)d
−2
j−m[h

(m−j1+j2,m+j1−j2)
j−m (j2 −m2, j1 + j2 −m + 1)]

2q − 1

]
6

6
1

1− q

[ j1∑
m1=−j1

( j1∑
m2=−j2

ρ(j2 −m2)d
−2
j−m[h

(m−j1+j2,m+j1−j2)
j−m (j2 −m2, j1 + j2 −m + 1)]

2
)q

− 1

]
+

+
1

1− q

[ j2∑
m2=−j2

( j1∑
m1=−j1

ρ(j2 −m2)d
−2
j−m[h

(m−j1+j2,m+j1−j2)
j−m (j2 −m2, j1 + j2 −m + 1)]

2
)q

− 1

]
.

Выражая полиномы Хана через гипергеометрические функции, также можно
получить аналоги неравенств Араки–Либа, свойства субаддивности для энтропии
Шеннона и свойства субаддитивности для энтропии Тсаллиса в терминах гипергео-
метрических функций. В частности, свойство субаддитивности (8) для гипергео-
метрической функции 3F2 имеет следующий вид:

−
j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

{[
(j1 + j2 − j)! (2j + 1)Γ(j + j1 − j2 + 1)Γ(m + j + 1)Γ(j2 + m2 + 1)Γ(j1 + m1 + 1)

(j −m)! Γ(j − j1 + j2 + 1)Γ(j + j1 + j2 + 2)Γ(j2 −m2 + 1)Γ(j1 −m1 + 1)

]
×

×
[

Γ(j1 + j2 −m + 1)

Γ(−j + j1 + j2 + 1)

3F2(m− j, m2 − j2, m + j + 1; m + j1 − j2 + 1, m− j1 − j2; 1)

Γ(m + j1 − j2 + 1)

]2}
×

× log

[ j2∑
m2=−j2

{[
(j1 + j2 − j)! (2j + 1)Γ(j + j1 − j2 + 1)Γ(m + j + 1)Γ(j2 + m2 + 1)Γ(j1 + m1 + 1)

(j −m)! Γ(j − j1 + j2 + 1)Γ(j + j1 + j2 + 2)Γ(j2 −m2 + 1)Γ(j1 −m1 + 1)

]
×

×
[

Γ(j1 + j2 −m + 1)

Γ(−j + j1 + j2 + 1)

3F2(m− j, m2 − j2, m + j + 1; m + j1 − j2 + 1, m− j1 − j2; 1)

Γ(m + j1 − j2 + 1)

]2}]
−

−
j2∑

m2=−j2

j1∑
m1=−j1

{[
(j1 + j2 − j)! (2j + 1)Γ(j + j1 − j2 + 1)Γ(m + j + 1)Γ(j2 + m2 + 1)Γ(j1 + m1 + 1)

(j −m)! Γ(j − j1 + j2 + 1)Γ(j + j1 + j2 + 2)Γ(j2 −m2 + 1)Γ(j1 −m1 + 1)

]
×

×
[

Γ(j1 + j2 −m + 1)

Γ(−j + j1 + j2 + 1)

3F2(m− j, m2 − j2, m + j + 1; m + j1 − j2 + 1, m− j1 − j2; 1)

Γ(m + j1 − j2 + 1)

]2}
×
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× log

[ j1∑
m1=−j1

{[
(j1 + j2 − j)! (2j + 1)Γ(j + j1 − j2 + 1)Γ(m + j + 1)Γ(j2 + m2 + 1)Γ(j1 + m1 + 1)

(j −m)! Γ(j − j1 + j2 + 1)Γ(j + j1 + j2 + 2)Γ(j2 −m2 + 1)Γ(j1 −m1 + 1)

]
×

×
[

Γ(j1 + j2 −m + 1)

Γ(−j + j1 + j2 + 1)

3F2(m− j, m2 − j2, m + j + 1; m + j1 − j2 + 1, m− j1 − j2; 1)

Γ(m + j1 − j2 + 1)

]2}]
>

> −
j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

{[
(j1+j2−j)! (2j+1)Γ(j+j1−j2+1)Γ(m+j+1)Γ(j2+m2+1)Γ(j1+m1+1)

(j−m)! Γ(j−j1+j2+1)Γ(j+j1+j2+2)Γ(j2−m2+1)Γ(j1−m1+1)

]
×

×
[

Γ(j1 + j2 −m + 1)

Γ(−j + j1 + j2 + 1)

3F2(m− j, m2 − j2, m + j + 1; m + j1 − j2 + 1, m− j1 − j2; 1)

Γ(m + j1 − j2 + 1)

]2}
×

× log

[ j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

{[
(j1+j2−j)! (2j+1)Γ(j+j1−j2+1)Γ(m+j+1)Γ(j2+m2+1)Γ(j1+m1+1)

(j−m)! Γ(j−j1+j2+1)Γ(j+j1+j2+2)Γ(j2−m2+1)Γ(j1−m1+1)

]
×

×
[

Γ(j1 + j2 −m + 1)

Γ(−j + j1 + j2 + 1)

3F2(m− j, m2 − j2, m + j + 1; m + j1 − j2 + 1, m− j1 − j2; 1)

Γ(m + j1 − j2 + 1)

]2}]
.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Главным результатом представленной работы являются новые информационно-
энтропийные неравенства для коэффициентов Клебша–Гордана группы SU(2). По-
лученные неравенства и введенная в терминах коэффициентов Клебша–Гордана сов-
местная информация характеризуют степень квантовых корреляций в системе двух
спинов. Получены новые неравенства для полиномов Хана и для гипергеометри-
ческих функций 3F2. Использованный метод может быть применен при выведении
новых соотношений для коэффициентов Клебша–Гордана в случае других групп
Ли и квантовых групп. На основе развитого в настоящей работе подхода можно
вывести новые неравенства для 6j-символов на основе известного свойства сильной
субаддитивности энтропии системы, содержащей три подсистемы.
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[23] O. Castaños, R. López-Peña, M.A. Man’ko, V. I. Man’ko, “Kernel of star-product for spin
tomograms”, J. Phys. A: Math. Gen., 36:16 (2003), 4677–4688.

[24] C.E. Shannon, “A mathematical theory of communication”, Bell System Tech. J., 27:3
(1948), 379–423;; 27:4 (1948), 623–656.

[25] H. Araki, E.H. Lieb, “Entropy Inequalities”, Commun. Math. Phys., 18:2 (1970), 160–170.

[26] C. Tsallis, “Nonextensive statistical mechanics and thermodynamics: historical background
and present status”, Nonextensive Generalization of Boltzmann–Gibbs Statistical Mechan-
ics and Its Applications (Okazaki, February 15–18, 1999), Lecture Notes in Physics, 560,
eds. S. Abe, Y. Okamoto, Springer, Berlin, 2001, 3–98.

[27] N.M. Atakishiyev, S. K. Suslov, “The Hahn and Meixner polynomials of an imaginary
argument and some of their applications”, J. Phys. A: Math. Gen., 18:10 (1985), 1583–1596.

Поступила в редакцию 26.07.2016,
после доработки 10.12.2016

https://doi.org/10.1002/mana.19490020103
https://doi.org/10.1002/mana.19490020103
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=355126
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=355126
https://zbmath.org/?q=an:0104.29103
https://zbmath.org/?q=an:0104.29103
https://doi.org/10.1088/0031-8949/90/7/074052
https://doi.org/10.1088/0031-8949/90/7/074052
https://doi.org/10.1007/s10946-014-9465-9
https://doi.org/10.1007/s10946-014-9465-9
https://doi.org/10.1007/s10946-014-9397-4
https://doi.org/10.1007/s10946-014-9397-4
https://doi.org/10.1088/0031-8949/2014/T160/014030
https://doi.org/10.1088/0031-8949/2014/T160/014030
https://doi.org/10.1007/s10946-014-9447-y
https://doi.org/10.1007/s10946-014-9447-y
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0681693
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0681693
https://doi.org/10.1364/JOSAA.25.001875
https://doi.org/10.1364/JOSAA.25.001875
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=806762
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=806762
https://doi.org/10.1134/1.1432902
https://doi.org/10.1134/1.1432902
https://doi.org/10.1134/1.558326
https://doi.org/10.1134/1.558326
https://doi.org/10.1016/S0375-9601(97)00199-0
https://doi.org/10.1016/S0375-9601(97)00199-0
https://doi.org/10.1088/0305-4470/36/16/316
https://doi.org/10.1088/0305-4470/36/16/316
https://doi.org/10.1002/j.1538-7305.1948.tb01338.x
https://doi.org/10.1002/j.1538-7305.1948.tb01338.x
https://doi.org/10.1002/j.1538-7305.1948.tb00917.x
https://doi.org/10.1007/BF01646092
https://doi.org/10.1007/3-540-40919-X_1
https://doi.org/10.1007/3-540-40919-X_1
https://doi.org/10.1007/3-540-40919-X_1
https://doi.org/10.1007/3-540-40919-X_1
https://doi.org/10.1088/0305-4470/18/10/014
https://doi.org/10.1088/0305-4470/18/10/014

	1 Введение
	2 Коэффициенты Клебша–Гордана
	3 Неравенства для систем с двумя подсистемами. Неравенства для коэффициентов Клебша–Гордана
	4 Неравенства для полиномов Хана
	5 Заключение
	Список литературы

