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PROLOGO

El Anélisis Multivariante es un conjunto de métodos estadisticos y mateméti-
cos, destinados a describir e interpretar los datos que provienen de la obser-
vacion de varias variables estadisticas, estudiadas conjuntamente.

Este libro es una presentacién convencional de los principales modelos y
métodos del Anélisis Multivariante, con referencias a algunas contribuciones
recientes.

La exposicién mantiene un cierto rigor matemaético, compensado con una
clara orientacién aplicada. Todos los métodos se ilustran con ejemplos, que
justifican su aplicabilidad. Para examinar los datos y ver mds ejemplos con-
stltese la pdgina web

www.ub.edu/stat/cuadras/cuad.html

Esta obra tiene como precedentes la monografia “Métodos de Anadlisis
Factorial” (Pub. no. 7, Laboratorio de Célculo, Universidad de Barcelona,
1974), y el libro “Métodos de Analisis Multivariante” (EUNIBAR, 1981;
PPU, 1991; EUB, 1996, Barcelona).

Coémo citar este libro:

C. M. Cuadras

Nuevos Métodos de Andlisis Multivariante
CMC Editions

Barcelona, 2007
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Capitulo 1

DATOS MULTIVARIANTES

1.1 Introduccion

El andlisis multivariante (AM) es la parte de la estadistica y del andlisis de
datos que estudia, analiza, representa e interpreta los datos que resulten de
observar un ntimero p > 1 de variables estadisticas sobre una muestra de n
individuos. Las variables observables son homogéneas y correlacionadas, sin
que alguna predomine sobre las demés. La informacion estadistica en AM es
de cardcter multidimensional, por lo tanto la geometria, el cdlculo matricial
y las distribuciones multivariantes juegan un papel fundamental.

La informacién multivariante es una matriz de datos, pero a menudo, en
AM la informacién de entrada consiste en matrices de distancias o similari-
dades, que miden el grado de discrepancia entre los individuos. Comenzare-
mos con las técnicas que se basan en matrices de datos.

1.2 Matrices de datos

Supongamos 7 individuos wy,...,w, y p variables Xi,...,X,. Sea z;; =
X;(w;) la observacién de la variable X, sobre el individuo w;. La matriz de

11



12 CAPITULO 1. DATOS MULTIVARIANTES

datos multivariantes es

T11 T1j T1p
X=| z; Tij Tip
xnl ) x’n] ) xnp

Las filas de X se identifican con los individuos y las columnas de X con las
variables. Indicaremos:

1. x; la fila i-ésima de X.
2. X; la columna j-ésima de X.

3. X =(Z1,...,Tj,...,Tp) el vector (fila) de las medias de las variables,

siendo
n
. 1
T;= — E Tis.
Ay J
=1

4. La matriz simétrica p X p de covarianzas muestrales

S11 S12 c S1p
S21 S22 - S2

S = P,
Spt Sp2 tct Spp

siendo
1 n
Siy = > (w5 = Ty)(wiy — Ty)
i=1

la covarianza entre las variables 7, j'. Naturalmente, X y S son medidas
multivariantes de tendencia central y dispersion.

1.3 La matriz de centrado

Si1l=(1,...,1) es el vector columna de unos de orden n x 1, y J = 11" es la
matriz n X n de unos, ciertas caracteristicas multivariantes se expresan mejor
a partir de la matriz de centrado H, definida como

H-1-13
n
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Propiedades:
e H =H.
e H2=H.

e HI=1H=0.

e rang(H) =n — 1.

Los valores propios de H son 0 6 1.

X = HX es la matriz de datos centrados (las columnnas de X suman
0).

1.4 Medias, covarianzas y correlaciones

El vector de medias, la matriz de covarianzas, etc., tienen expresiones matri-
ciales simples.

1. X =11'X.
2. Matriz de datos centrados:

X=X — 1X = HX.

3. Matriz de covarianzas:

lo— 1
S ——X'X = ~X'HX.
n n
Ademsds de la matriz de covarianzas interesa también la matriz de cor-

relaciones

1 T -+ Tip
T21 1 T2
R = |
rpl Tpg s 1

donde r;; =cor(X;, X;) es el coeficiente de correlacién (muestral) entre las
variables X;, X;, que verifica:

R=D!SD!, S = DRD, (1.1)

siendo D la matriz diagonal con las desviaciones tipicas de las variables.
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1.5 Variables compuestas

Algunos métodos de AM consisten en obtener e interpretar combinaciones
lineales adecuadas de las variables observables. Una variable compuesta
Y es una combinacién lineal de las variables observables con coeficientes

a:(al,...,ap)’
Y:ale—i—...—i—apo.

Si X =[Xq,..., X, es la matriz de datos, también podemos escribir
Y = Xa.
SiZ=bX1+...+b,X, =Xb es otra variable compuesta, se verifica:
1. Y =Xa, Z=XD.
2. var(Y') = a’Sa, var(Z) = b’Sb.
3. cov(Y, Z) = a’Sh.

Ciertas variables compuestas reciben diferentes nombres segin la técnica
multivariante: componentes principales, variables candnicas, funciones dis-
criminantes, etc. Uno de los objetivos del Anélisis Multivariante es encon-
trar variables compuestas adecuadas que expliquen aspectos relevantes de los
datos.

1.6 Transformaciones lineales
Sea T una matriz p x ¢q. Una transformacién lineal de la matriz de datos es
Y =XT

Las columnas Y, ...,Y, de Y son las variables transformadas.

Propiedades:
1. y=X'T, donde ¥ es el vector de medias de Y.
2. Sy = T'ST, donde Sy es la matriz de covarianzas de Y.

Demost.:
y’:%l’Y :%1’XT =x'T. Sy = %Y’HY :%T’X’HXT = T'ST.
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1.7 Teorema de la dimensién

La matriz de covarianzas S es (semi)definida positiva, puesto que:
!/ 1 !/ !/ 1 !/ !/ /
a'Sa=—aX'HXa=—a'X'HHXa = b'b >0,
n n
siendo b =n"'/?HXa.
El rango r = rang(S) determina la dimensién del espacio vectorial gener-

ado por las variables observables, es decir, el niimero de variables linealmente
independientes es igual al rango de S.

Teorema 1.7.1 Si r = rang(S) <p hay r variables linealmente independi-
entes y las otras p — r son combinacion lineal de estas r variables.

Demost.: Podemos ordenar las p variables de manera que la matriz de

covarianzas de X, ..., X, sea no singular

S11 Sir

Sri1 Spr

Sjl S]r
Sea Xj,j > r. Las covarianzas entre X; y Xi,..., X, verifican:

' T
Sjj = E @iSjis  Sji = g Ay Sig -
i=1 i'=1

Entonces

var(X; — Y5 ailXe) = 85+ D i asy Qi S — 2D i 4iSji
= 22:1 a;Sji + 22:1 ai(D i ai'fiz") — 2 ai8ji
=D i WiSjit Y iy @iSji — 2D i 4iSji

0.

Por lo tanto

<

;X} — ;X =c= ;X} =c+ :g:: a; X;
=1

=1

donde ¢ es una constante.
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Corol.lari 1.7.2 Si todas las variables tienen varianza positiva (es decir,
ninguna se reduce a una constante) y r = rang(R) < p, hay r variables
linealmente independientes y las otras p — r son combinacion lineal de estas
r variables.

Demost.: De (1.1) deducimos que r = rang(R) = rang(S).

1.8 Medidas globales de variabilidad y de-
pendencia

Una medida de la variabilidad global de las p variables debe ser funcién de
la matriz de covarianzas S. Sean Ai,...,\, los valores propios de S. Las
siguientes medidas tienen especial interés en AM.

a) Varianza generalizada:
S| =A1 X -+ X A,

b) Variacién total:
tr(S) =A1 + -+ Ay

Una medida de dependencia global debe ser funcién de la matriz de cor-
relaciones R. Un coeficiente de dependencia es

n*=1-R|,
que verifica:
1. 0<np*< 1.
2. n* =0 si y sélo si las p variables estan incorrelacionadas.

3. n? =1 si y sélo si hay relaciones lineales entre las variables.

Demost.:

1. Sean Aq,..., A, los valores propios de R. Si g y a son las medias
geométrica y aritmética de p niimeros positivos, se verifica g < a. Entonces,
de tr(R) =p

(RD"P= (o X AP < (o4 4 fp = 1



1.9. DISTANCIAS 17

y por lo tanto 0 < det(R) < 1.

2. R =1 (matriz identidad) si y sélo si las p variables estdn incorrela-
cionadas y entonces 1 — |I| =0.

3. Si n? = 1, es decir, |R| =0, entonces rang(R) <p y por lo tanto hay
combinaciones lineales entre las variables (Teorema 1.7.1).

1.9 Distancias

Algunos métodos de AM estdn basados en criterios geométricos y en la nocién
de distancia entre individuos y entre poblaciones. Si

es una matriz de datos, con matriz de covarianzas S, las tres definiciones mas
. . . ;L ;L
importantes de distancia entre las filas x; = (i1, . . ., Tip), Xj = (Tj1, .- -, Tjp)

de X son:

1. Distancia Euclidea:

p
dE(Z,j) = (mih — ZL‘jh)2. (12)
h=1
2. Distancia de K. Pearson
p
dp(i,j) = (zin — xjn)%/Shn, (1.3)
h=1

donde sy, es la covarianza de la variable Xj,.

3. Distancia de Mahalanobis:

(i, J) = £/ (s = %) (3x; — ;). (1.4)
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Observaciones

Un cambio de escala de una variable X; es una transformacion Y; = aXj,
donde « es una constante. La distancia dj; es muy adecuada en AM debido
a que verifica:

a) dg supone implicitamente que las variables son incorrelacionadas y no es
invariante por cambios de escala.

b) dp también supone que las variables son incorrelacionades pero es invari-
ante por cambios de escala.

c) dys tiene en cuenta las correlaciones entre las variables y es invariante por
transformaciones lineales no singulares de las variables, en particular
cambios de escala.

Las distancias dg y dp son casos particulares de dy; cuando la matriz de
covarianzas es la identidad I, y diag(S), respectivamente. En efecto:

de(i,7)* = (x; —x;) (x; — x;),

dp(i,j)* = (xi —x;)'[diag(S)] " (x; — x;).

La distancia de Mahalanobis (al cuadrado) puede tener otras versiones:

1. Distancia de una observacién x; al vector de medias X de X :

(Xi — i)'Sfl(xi — i)

2. Distancia entre dos poblaciones representadas por dos matrices de datos
an XPps Y

n2Xp :
X-9)S(X-9)
donde X,y son los vectores de medias y

S = (n181 + TlgSg)/(Tll + ng)

es la media ponderada de las correspondientes matrices de covarianzas.
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N

E

S

W

N

E

S

W

72
60
26
41
32
30
39
42
37
33
32
63
o4
47

66
53
57
29
32
35
39
43
40
29
30
45
46
51

76
66
64
36
35
34
31
31
31
27
34
74
60
52

7
63
58
38
36
26
27
25
25
36
28
63
52
43

91
o6
79
81
78
46
39
32
60
35
39
50
43
48

79
68
65
80
%)
38
35
30
50
37
36
34
37
54

100
47
70
68
67
37
34
30
67
48
39
37
39
o7

75
20
61
o8
60
38
37
32
o4
39
31
40
20
43
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Tabla 1.1: Dep6sitos de corcho (centigramos) de 28 alcornoques en las cuatro

direcciones cardinales.

1.10 Un ejemplo

Exemple 1.10.1

La Tabla 1.1 contiene los datos de n = 28 alcornoques y p = 4 variables,
que miden los depésitos de corcho (en centigramos) en cada uno de los cuatro
puntos cardinales: N, E, S, W.

Medias, covarianzas y correlaciones

Vector de medias:

x'=(50.536,46.179,49.679, 45.179)

Matriz de covarianzas:

280.03 215.76 278.13
212.07 220.88

337.50

218.19
165.25
250.27
217.93
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Matriz de correlaciones:

1 0.885 0.905 0.883
1 0.826 0.769
1 0923

1

R —

Variables compuestas

Las siguientes variables compuestas explican diferentes aspectos de la vari-
abilidad de los datos:

Media Variancia:

Contraste eje N-S con eje EEW: Y= N+S—-FE-W 8857 124.1
Contraste N-S: Yo= N-S 0.857 61.27
Contraste E-W: Yos= E-W 1.000 99.5

Variables normalizadas

Una variable compuesta estd normalizada si la suma de cuadrados de sus
coeficientes es 1. La normalizacién evita que la varianza tome un valor arbi-
trario. La normalizacién de Y7, Y5, Y3 dara:

Media Variancia:
Zy= (N+S—-—FE-W)/2 4.428 31.03

Zy= (N—2S8)/V2 0.606 30.63
Zs= (E—-W)/V2 0.707 49.75
Interpretacion

La normalizacién de las variables consigue que estas tengan varianzas més
homogéneas. La principal direcciéon de variabilidad aparece al hacer la com-
paracién del eje N-S con el eje E-W.

Visualizacion de datos

En los capitulos siguientes veremos métodos y técnicas de visualitzacion de
datos multivariantes. Como norma general es conveniente, antes de realizar
el andlisis, examinar y revisar los datos. La Figura 1.1 contiene un gréfico
que permite visualizar la distribucién de las 4 variables de la Tabla 1.1 y las
relaciones lineales, o regresién lineal, entre cada par de variables.
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Figura 1.1: Distribucién de las variables N, E, S, W y relaciones
par de variables de la Tabla 1.1.

entre cada
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Capitulo 2

NORMALIDAD
MULTIVARIANTE

2.1 Introduccién

Los datos en AM suelen provenir de una poblacién caracterizada por una
distribucién multivariante. Sea X =(Xj, ..., X,,) un vector aleatorio con dis-
tribucién absolutamente continua y funcién de densidad f(z1,...,z,). Es
decir, f verifica:

1) f(z1,...,x,) > 0, para todo (xy,...,z,) € RP.

2) [ f(z1, ... 2p)day - - - day = 1.

Conocida f(z1,...,z,) podemos encontrar la funcién de densitad de cada
variable marginal X; mediante la integral

fj(l‘j) = /f(l‘l, vy gy . ,IBp)dlL’l te d$j71d$j+1 s dlL‘p.
Como en el caso de una matriz de datos, es importante el vector de medias
p=(E(X1),...,E(X},)),

donde E(Xj;) es la esperanza de la variable marginal X, y la matriz de
covarianzas ¥ = (0y;), siendo o;; =cov(X;, X;), 0;; =var(X;). Teniendo en
cuenta que los elementos de la matriz (X—pu)(X—p)’, de orden p x p, son
(Xi — ) (X — py) y que cov(Xy, Xj) = BE(X; — p;)(X; — p), la matriz de

covarianzas ¥ = (0;;) es

S = B((X—p)(X—p)).

23
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En este capitulo introducimos y estudiamos la distribucién normal mul-
tivariante y tres distribuciones relacionadas con las muestras multivariantes:

Wishart, Hotelling y Wilks.

2.2 Distribucién normal multivariante

2.2.1 Definicion

Sea X una variable aleatoria con distribucién N(u,0?), es decir, con media
p y varianza o2. La funcién de densidad de X es:

1 1 2/ 2 (0'2)_1/2 I DO B
1 o?) — ~L(a—p)?/o? _ (2—1) L (2—p)
T p,0°) = e 2 =7 _ ¢ 2 - 2.1
i 1.0%) = — = = 2.)
Evidentemente se verifica:
X =p+o0Y donde Y ~ N(0,1). (2.2)

Vamos a introducir la distribucién normal mutivariante N,(u,X) como
una generalizaciéon de la normal univariante. Por una parte, (2.1) sugiere

definir la densidad de X = (X7, ..., X,) ~ N,(u, X) segin:

( %) D =5 (x—p)'S 7 (x—p) (2.3)

X5 Wy = —F—€ ) .
mE T e

siendo x = (z1,...,2p), 0 = (4, ..., 1t,) ¥ ¥ = (0;;) una matriz definida

positiva, que como veremos, es la matriz de covarianzas. Por otra parte,
(2.2) sugiere definir la distribucién X = (X, ..., X,)" ~ N,(1, X) como una

combinacién lineal de p variables Y3, ...,Y, independientes con distribucién
N(0,1).
X1 =p+anYr+... +apY,
: 5 (2.4)
Xp :,up—l—aplYl—l—...—l—appY;
que podemos escribir como
X =p+AY (2.5)

donde A = (a;;) es una matriz p x ¢ que verifica AA’ = ¥.

Proposicié 2.2.1 Las dos definiciones (2.3) y (2.4) son equivalentes.
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Demost.: Segun la férmula del cambio de variable

Fron ) = Pl (@), () | 2
siendo y; = y;(z1,...,2p), i =1,...,p, el cambio y J = ‘%‘ el jacobiano del
cambio. De (2.5) tenemos

y= A x— 0 = | Y] <A

y como las variables Y; son N (0, 1) independientes:

Fx(an, ... zy) = (1/V2m)Pe 2 Zia v | AL (2.6)
Pero X! = (A7) (A1) y por lo tanto

Yy =@x—p)/ (A (A (x—p) = (x—p) S (x— p). (2.7)

Substituyendo (2.7) en (2.6) y de |A7*? = ||~ obtenemos (2.3).

2.2.2 Propiedades

1. De (2.5) es inmediato que E(X) =u y que la matriz de covarianzas es

E((X—p)(X—p)) =E(AYY'A') = ALA' = %.

2. La distribucién de cada variable marginal X; es normal univariante:
Xi~ N(p,05), i=1,...,p.
Es consecuencia de la definicién (2.4).
3. Toda combinacién lineal de las variables X;,..., X,
Z=by+b X1+ - +b,X,

es también normal univariante. En efecto, de (2.4) resulta que Z es
combinacién lineal de N(0, 1) independientes.
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4. Si ¥ =diag(o11,...,0pp) es matriz diagonal, es decir, o;; = 0,7 # j, en-
tonces las variables (X, ..., X)) son estocdsticamente independientes.
En efecto, la funcién de densidad conjunta resulta igual al producto de
las funciones de densidad marginales:

fQ@r, . wps p, B) = f(@1; pq,011) X - X f (5, Opp)
5. La distribucién de la forma cuadrética
U= (x—m= " (x—p)

es ji-cuadrado con p grados de libertad. En efecto, de (2.5) U =YY’ =
P Y? es suma de los cuadrados de p variables N(0,1) independi-

entes.

2.2.3 Caso bivariante

Cuando p = 2, la funcién de densidad se puede expresar en funcién de las me-
dias y varianzas i,, 0%, ji,, 03 y del coeficiente de correlacién p =cor(X;, X5) :

f(ZEp x2> ( )2 ( ) ( ) 2
— Xp —1_1 TiTH )" z1—pq) (x2—po To— iy
27”7102\/@ ¢ { 21-p? { o2 210 o1 o2 + o2 s

siendo —1 < p < +1. (Figura 2.1). Se verifica:

1. Hay independencia estocdstica si y sélo si p = 0.
2. La distribucién de la variable marginal X; es N(u;, 07?).

3. La funcién de densidad de X5 condicionada a X; = x es

1 —[(w2 — py — ploa/o1) (@1 — 1))
To/X1) = € )
fwafa) 094/2m(1 — p?) <Pl 203(1 — p?) ]

densidad de la distribucién normal N (py+p(02/01)(x1—p11), 02(1—p?)).

4. La regresion es de tipo lineal, es decir, las curvas de regresién de la

media
ZL‘QZE(XQ/Xl :l'1>, T :E(Xl/XQZJJg),

son las rectas de regresion.
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Figura 2.1: Funcién de densidad de una distribucién normal bivariante de
medias 1 y 1, desviaciones tipicas 2 y 2, coeficiente de correlacion 0.8.

2.3 Distribucion de Wishart

La distribucién de Wishart es la que sigue una matriz aleatoria simétrica
definida positiva, generaliza la distribucién ji-cuadrado y juega un papel im-
portante en inferencia multivariante. Un ejemplo destacado lo constituye la
distribucién de la matriz de covarianzas S, calculada a partir de una matriz
de datos donde las filas son observaciones normales multivariantes.

Definicién

Si las filas de la matriz Z,, son independientes N,(0, ) entonces diremos
que la matriz Q = Z'Z es Wishart W,(X,n), con pardmetros ¥ y n grados
de libertad.

Textos avanzados prueban que cuando X es definida positiva y n > p, la
densidad de Q es

£(Q) =dlQI" 7 exp(~1x(5 Q).

siendo » .
¢t = 2P 2pple= /4 7 n/2 1T PG+ 1-1).
i=1

Propiedades:

1. Si Qq, Q2 son independientes Wishart W,(X, m), W,(X, n), entonces la
suma Q; + Q2 es también Wishart W, (X, m + n).
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2. Si Q es Wishart W,(X,n), y separamos las variables en dos conjuntos
y consideramos las particiones correspondientes de las matrices > y Q

Y1 X2 Qi Q2
Z — —
( Yo1 o2 ) ’ Q ( Qa Qxn /)’
Entonces Q11 es Wy(2X11,n) ¥y Qaz es Wy(Xa2, ).

3. Si Q es Wishart W,(2,n) y T es una matriz p x ¢ de constantes, en-
tonces T'QT es W, (T’ST, n). En particular, si t es un vector, entonces
t'Qt )

0ot es  X,-

2.4 Distribuciéon de Hotelling

Es una generalizacién multivariante de la distribucién t de Student.

Definicién
Siy es N,(0,I), Q es Wishart W,(I, m) y ademéds y, Q son independientes,
entonces
T2 — my/Qfly
sigue la distribucién 72 de Hotelling, que se indica por T2(p, m).

Propiedades:

1. Six es Np(u,X) independiente de M que es W,(X, m), entonces
T? = m(x—p) M~ (x—p) ~ T?(p,m).

2. T? est4 directamente relacionada con la distribucién de Fisher-Snedecor

_ mp
T*(p,m) = m_—WFfZ_pH-

3. Si X, S son el vector de medias y la matriz de covarianzas de la matriz

Xxp con filas independientes N, (u, 2), entonces

(n = 1)(&E—p)'S™ (F—p) ~ T*(p,n — 1),

y por lo tanto
n—p

p

(X—p)'S™H(X—p) ~ Fy_,.
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4. Si X,S,,y,S, son el vector de medias y la matriz de covarianzas de
las matrices Xy, xp, Ynoxp, respectivamente, con filas independientes
N,(u, %), y consideramos la estimacién conjunta centrada de 3

S= (n1S1 + 12S3)/(n1 + ny — 2),
entonces

T? =
TL1+TL2

P (x-y)YSTHER ) ~ T2 (pmi + iy — 2)

y por lo tanto
ny + No — 1-— Do
T° ~ FP? .
(nl + Ny — 2)]9 nitnz—1—p

2.5 Distribucion de Wilks

La distribucién F surge considerando el cociente

A/m

B/n’

donde A, B sén ji-cuadrados independients con m,n grados de libertad. Si
consideramos la distribucién

la relacién entre A 1 F' es

La distribucién de Wilks generaliza esta relacion.
Definicién

Silas matrices A, B de orden pxp son independientes Wishart W,(X, m), W,(2, n),
respectivamente, la distribucién del cociente de determinantes

P
|A + B|
es, por definicién, la distribucién lambda de Wilks, que indicaremos por

A(p, m,n).
Propiedades:
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0.2
0.18]
0.16]
0.14]
0.12]

8.1
0.08]
0.06]
0.04]
0.02]

T T T T 1
0.2 04 x 06 0.8 1

Figura 2.2: Un ejemplo de funcion de densidad lambda de Wilks.

.0 < A <1y ademds A no depende de ¥. Por lo tanto, podemos

estudiarla suponiendo » = 1.

. Su distribucién es equivalente a la del producto de n variables beta

independientes:

A(p7man) ~ H Uia
;=1

)

donde U; es beta B(3(m + i — p), 3p).

. Los pardmetros se pueden permutar manteniendo la misma distribu-

cién. Concretamente:

A(p, m, ’fL) ~ A(n,m +n _p7p)'

. Para valores 1 6 2 de p, la distribucién de A equivale a la F), segtin las

formulas
s ~F (p=1)
B - (2.8)
fhmel Rz (p=2)

. En general, una transformacién de A equivale, exacta o asintética-

mente, a la distribucién F.
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2.6 Relaciones entre Wilks, Hotelling y F

A. Probemos la relacién entre A y F cuando p = 1. Sean A ~ x2,, B ~ x2
independientes. Entonces A = A/(A+ B) ~ A(1,m,n) y F = (n/m)A/B =

(n/m)F ~ F}*. Tenemos que A = (A/B)/(A/B+1) = F/(1 + F), luego
F=A/(1-A) = (n/m)A/(1-A) ~ F*. Massi F' ~ F!" entonces 1/F ~ F.

Hemos demostrado que:

1—A(1l,m,n)m
-~ B, 2.
A(l,m,n) n " (2.9)

B. Recordemos que y es un vector columna y por lo tanto yy’ es una matriz
p X p. Probemos la relacién entre las distribuciones 72 y F. Tenemos 12 =
my'Q 'y, donde Q es W,(I,m), y yy’' es W,(L,1). Se cumple

Q+yy'|=1Q|l1+y'Q 'y,

que implica
1+y'Q 7'y = 1Q +yy'|/1Q] = 1/A,

donde A = |Q|/|Q +yy'| ~ A(p,m, 1) ~ A(1,m+1—p,p). Ademds y'Q 1y =
1/A—=1=(1-A)/A. De (2.9) tenemos que y'Q 'y(m+1—-p)/p~F., ,

y por lo tanto
mp

T2: 1—1 ~
myYQUY ~ T,

/g
Fm+1—p'

2.7 Distribuciones con marginales dadas

Sea F(x,y) la funcién de distribucién de dos variables aleatorias (X,Y).
Tenemos
H(z,y)=P(X <z,Y <y).

Consideremos las distribuciones marginales, es decir las distribuciones uni-
variantes de X y de Y :

F(z) =P(X <z)=H(z,00),
Gly) =P(Y <y)=H(oo,y).

Un procedimiento para la obtencién de modelos de distribuciones bivariantes
consiste en encontrar H a partir de F, G y posiblemente algiin pardametro.
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Si suponemos X, Y independientes, una primera distribucién es
H'(z,y) = F(2)G(y).
M. Fréchet introdujo las distribuciones bivariantes

H™(z,y) =max{F(z)+G(y) - 1,0},
H*(z,y) =min{F(z),G(y)}

y demostré la desigualdad
H™ (z,y) < H(z,y) < H'(z,y).

Cuando la distribucién es H~, entonces se cumple la relacién funcional entre
X, Y

FX)+GY)=1
y la correlaciéon p~ es minima. Cuando la distribucién es H', entonces se
cumple la relacién funcional entre X,Y

y la correlacion p es méaxima. Previamente W. Hoeffding habia probado la
siguiente férmula para la covarianza

cov(X,Y) = / (H(r,y) - F()G(y))dudy

y demostrado la desigualdad
p~ <p<pt,

donde p~,p y pt son las correlaciones entre X,Y cuando la distribucién
bivariante es H—, H y H™, respectivamente.

Posteriormente, diversos autores han propuesto distribuciones bivariantes
paramétricas a partir de las marginales F, G, que en algunos casos contienen a
H~,H®y H*. Escribiendo F, G, H para indicar F(z), G(y), H(z,y), algunas

familias son:

1. Farlie-Gumbel-Morgenstern:

Hy=FG[l+6(1-F)(1-G)], -1<6<1.
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2. Clayton-Oakes:

Hy=[F°+G—-1]Y —1<a<oc.

3. Ali-Mikhail-Haq:

Hy=FG/1—01-F)(1-G)] —-1<0<1.

4. Cuadras-Augé:

Hy = (min{F,G})*(FG)'?, —-1<6<1.

5. Familia de correlacion:

siendo J(y) = [G(y) —0F (y))/(1 — 6) una funcién de distribucién uni-

variante.

2.8 Complementos

La distribucién normal multivariante es, con diferencia, la mas utilizada en
andlisis multivariante. Textos como Anderson (1956), Rao (1973), se basan,
casi exclusivamente, en la suposicion de normalidad. Mads recientemente
se han estudiado generalizaciones, como las distribuciones elipticas, cuya
densidad es de la forma

F(x) = B2 g((x—p) = (x—p)),

donde g es una funcién positiva creciente. Otras distribuciones importantes
son la multinomial y la Dirichlet.

Cuando se estudiaron muestras normales multivariantes, pronto se planteé
la necesidad de encontrar la distribucién de la matriz de covarianzas, y de
algunos estadisticos apropiados para realizar tests multivariantes. Asi fue
como J. Wishart, H. Hotelling y S. S. Wilks propusieron las distribuciones
que llevan sus nombres, en los anos 1928, 1931 y 1932, respectivamente.

El estudio de las distribuciones con marginales dadas proporciona un
método de construccién de distribuciones univariantes y multivariantes. Al-
gunas referencias son: Hutchinson y Lai (1990), Cuadras y Augé (1981),
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Cuadras (1992), Cuadras (2006). La férmula de Hoeffding admite la sigu-
iente generalizaciéon

cov(a(X), B(Y)) = /R (H(z,y) - F(2)G(y))da(x)d5(y)

(Cuadras, 2002).



Capitulo 3

INFERENCIA
MULTIVARIANTE

3.1 Conceptos basicos
Sea f(x,60) un modelo estadistico. La funcién “score” se define como
0
2(x,0) =50 log f(x, ).
Una muestra multivariante estd formada por las n filas x7, ..., x, indepen-
dientes de una matriz de datos X, »,. La funcién de verosimilitud es

L(X,0) =[] f(x:,6).
i=1
La funcién “score” de la muestra es
"9
(X,0) =) 55 log f(xi,0).
i=1

La matriz de informacién de Fisher F'(0) es la matriz de covarianzas de
2(X, 8). Cuando un modelo estadistico es regular se verifica:

a) E(z(X,0))=0.

b) F(0) =E(2(X, 0)2(X, 0)").

Un estimador ¢(X) de 6 es insesgado si E(t(X)) = 6. La desigualdad
de Cramér-Rao dice que si cov(#(X)) es la matriz de covarianzas de t(X),
entonces

cov(t(X)) 2F(0)71,

35
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en el sentido de que la diferencia cov(t(X))—F(0) " es una matriz semi-
definida positiva. _

Un estimador 6 del pardmetro desconocido @ es maximo verosimil si max-
imiza la funcién L(X, @). En condiciones de regularidad, podemos obtener 0

resolviendo la ecuacién
"0
i_g 1 8_0 log f(XZ, 0) = O

Entonces el estimador maximo verosimil én obtenido a partir de una muestra
de tamano n satisface:

a) Es asintéticamente normal con vector de medias 8 y matriz de covar-
janzas (nFy(0))”", donde Fy(6) es la matriz de informacién de Fisher para
una sola observacién.

b) Si ¢(X) es estimador insesgado de @ tal que cov(t(X)) = (nFy(6)) ",

entonces 0,, = t(X).
c) 8,, converge en probabilidad a 6.

3.2 Estimacion de medias y covarianzas

Si las n filas x},...,x], de X,x, son independientes N,(u, ) la funcién de
verosimilitud es
1 n
L(X 1, %) = det(27%) ™2 exp {—— (x; — p) S (x; — ,u)’}
i=1

Se verifica

D (i — ) ST — ) =30 (i —X)ETH (% —X) + (X — )BT E )
=tr{Z7 300, (6 — ) (x; — X)'}
+n(X — p)EHE - p)

y por lo tanto el logaritmo de L se puede expresar como
log L(X, 1, X) = —g log det(27Y) — gtr(Z_]‘S)—g(i — )X - p).
Derivando matricialmente respecto de p y de ¥~ tenemos
sologlL  =nYNX—p) =0,

gorlogl =588 (X-p)(X—p)]=0.
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Las estimaciones méximo-verosimiles de y, Y son pues
=% %=S5.
Si s6lo p es desconocido, la matriz de informacién de Fisher es
F(p)=EmS (X — pnE ' (X —p)) =nZ™!

y como cov(X) = X/n, tenemos X que alcanza laa cota de Cramér-Rao.
Probaremos més adelante que:

1. X es Ny(p,X/n).
2. X y S son estocdsticamente independientes.

3. nS sigue la distribucién de Wishart.

3.3 Tests multivariantes

Un primer método para construir tests sobre los pardmetros de una poblacién
normal, se basa en las propiedades anteriores, que dan lugar a estadisticos
con distribucién conocida (ji-cuadrado, F).

3.3.1 Test sobre la media: una poblacion

Supongamos que las filas de X,,«, son independientes N,(u, ). Sea p, un
vector de medias conocido. Queremos realizar un test sobre la hipdtesis

Hoy : p= pig

1. Si ¥ es conocida, como X es N, (i, X/n), el estadistico de contraste es
(X~ 1) T~ (X—pug) ~ Xf)-

2. Si ¥ es desconocida, como (n — 1)(X—u)S™HX—u) ~ T?(p,n — 1), el
estadistico de contraste es
n—p

D (X—110)'S™" (X—p1g) ~ F,

n—p-

En ambos casos se rechaza H, para valores grandes significativos del es-
tadistico.
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3.3.2 Test sobre la media: dos poblaciones

Supongamos ahora que tenemos dos matrices de datos independientes X, »p,
Y ., «p que provienen de distribuciones N, (1, %), Np(p, 2). Queremos con-
struir un test sobre la hipdtesis

Ho : py = po.

1. Si ¥ es conocida, como (X—¥) es N,(p; — g, (1/n1 + 1/n3)%) el es-
tadistico de contraste es

ning

- - lzfl X — ) ~o 2.
n1+n2(x YET(X-Y)~X,

2. Si ¥ es desconocida, el estadistico de contraste es

n+ng—1—p mny _ _ ,5 1, _
—¥)S X —F) ~ FF
(ny+ny—2)p nl-l—ng(x Y) x-7)

ni+ne2—1—p-

3.3.3 Comparacion de medias

Supongamos que las filas de g matrices de datos son independientes, y que
provienen de la observacién de g poblaciones normales multivariantes:

matriz orden medias covarianzas distribucién

Xl ny Xp il Sl Np(ul, Z)
Xy mXp X Ss Ny (g, X) (3.1)
Xg ngXp X Sy Np(pg, %)

El vector de medias generales y la estimacién centrada de la matriz de
covarianzas comun X son

S|

9 g
1

X = nX;, S= n;Si,

s 5%
=1 =1
siendo S; = n; "X/HX;, n = 7 i

Deseamos construir un test para decidir si podemos aceptar la hipétesis
de igualdad de medias

Ho:py =py=...=py,.
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Introducimos las siguientes matrices:

B =37 X -X)(X—-X) (dispersién entre grupos)
W =37 3" (RKia —X)(Xia —X;)'  (dispersién dentro grupos)
T =37 >0 (Kia —X)(Xia —X)'  (dispersion total)

Se verifica que W = (n — ¢)S y la relacién:
T=B+W.
Si la hipétesis nula es cierta, se verifica ademads
B~W, (2,9 —1), W~W,(E,n—g), T~W,(X,n—1),
B, W son estocasticamente independientes,

por lo tanto, si Hy es cierta

(Wi

=— _~A — —1).
W B (p,n—g,9—1)

Rechazaremos Hy si A es pequena y significativa, o si la transformacién a
una F' es grande y significativa.

3.4 Teorema de Cochran

Algunos resultados de la seccién anterior son una consecuencia del teorema
de Cochran.

Lema 3.4.1 Sea X(n x p) una matriz de datos N,(p,X) y u, v dos vectores
n x 1 tales que u'u = v'v =1,u'v =0.

1. Sip =0 entonces y'=u'X es N,(0,%).
2. y'=u'X es independiente de z'= v'X.

Demost.: Sean x7,...,x, las filas (independientes) de X. Siu = (uy, ..., u,)’
entonces y'= u'X =)"" | u;x; es normal multivariante con g = 0 y matriz
de covarianzas

E(yy') =B wix) (3o, wixi) = E(Zijl Ui U X X))
= > i win B(xix) = Y70 uf B(xxj)
=i uis =3
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Andlogamente, si v = (vq,...,v,)", Z= v'X es también normal y suponiendo
p=0,

guv] X;X EuvZ x;X;) =u'vi =0,

que prueba la independencia entre y, z. Este resultado no depende de p.[]

Teorema 3.4.2 Sea X(n X p) una matriz de datos N,(0,%) y sea C(n x n)
una matriz simétrica.

1. X'CX tiene la misma distribucion que una suma ponderada de matrices
W,(X,1), donde los pesos son valores propios de C.

2. X'CX es Wishart Wy(X,1) si y sélo si C es idempotente y r(C) =

Demost.: Sea
C = Z )\iuiu;
i=1
la descomposicién espectral de C, es decir, Cu; = A\;u;. Entonces
X'CX =) A\ylyi
Por el Lema 3.4.1 anterior, las filas y; de la matriz

Y u; X

son también independientes N,(0,X) y cada y;y; es W,(3, 1).
Si C? = C entonces Cu; = \;u; siendo \; = 0 6 1. Por lo tanto r =tr(C)
y
X'CX =) yiy; ~ Wy(E,r).0
i=1
El siguiente resultado se conoce como teorema de Craig, y junto con el
teorema de Cochran, permite construir tests sobre vectores de medias.
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Teorema 3.4.3 Sea X (nxp) una matriz de datos N,(u,3) y sean Ci(nxn),
Ca(n xn) matrices simétricas. Entonces X'C1X es independiente de X'CoX
st C102 =0.

Demost.:

Cl_ Zz 1 )\ (1)117;11;, X/C1X = Z Az(l)Yzy;,
CQ_ Zg 1 Aj (2)VJV;7 X,C2X = Z )\3(2)Z]Z;,

siendo y; = u;X, z;- = v;X. Por otra parte

C.Cy Z Ai( 2)u;u] V]V

CcC =0 :>/\Z< )/\j(2)uivj =0, Vij.
Si suponemos \;(1)A;(2) # 0, entonces por el Lema 3.4.1 yi(1 x p) = u/X es
independiente de z/;(1 x p) = v;X. Asi X'C;X es independiente de X'CyX.[]

Una primera consecuencia del Teorema anterior es la independencia entre
vectores de medias y matrices de covarianzas muestrales.

Teorema 3.4.4 Sea X(n X p) una matriz de datos N,(u,%). Entonces :
1. La media X es Np(u, X/n).
2. La matriz de covarianzas S = X'HX /n verifica nS ~ W,(X,n —1).

3. X y S son estocasticamente independientes.

Demost.: Consideremos C; = n~'11’. Tenemos rang(C;) = 1, X'C; X =%xX.
Consideremos también Cy = H. Como C;C5; = 0 deducimos que X es inde-
pendiente de S.

Por otra parte, como H? = H, H1 = 0, rang(H) =n — 1, H tiene el valor
propio 1 con multiplicidad n — 1. Asi u;, vector propio de valor propio 1,
es ortogonal a 1, resultando que y; = w;X verifica E(y}) = (3 h_; win)pt =
(W;1)u=0p = 0. Sl u; es otro Vector propio, y;,y; son independientes (Lema
3.4.1). Tenemos que nS = ZZ 1 Viyi, donde los y;y; son W,(%, 1) independientes.[]

Teorema 3.4.5 Sean X;, matrices de datos independientes de orden n; X p
con distribucion Ny(u;, X), i =1,...9, n=>7  n;. Si la hipdtesis nula

Ho:py = pg = ... =y
es cierta, entonces B, W son independientes con distribuciones Wishart:

B~W,(S,g—1), W ~W,(3,n—g).
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Demost.: Escribimos las matrices de datos como una unica matriz
X,
X = :
Xy
Sean
1, =(1,...,1,0,...,0),...,1,=(0,...0,1,...1),
1 =39 1L,=(1,...,1,...,1,...,1),

donde 1, tiene ny unos y el resto ceros, etc. Sean también

I, =diag(l), I=Y7 1,
Cl = Zgzl Hi7 C2 - ?:1 Tlil].z].; — 77,_111/,

K3

Entonces
C% - Cl7 C% - 027 CICQ - 07
rang(Cy) =n—k, rang(Cq) =g—1,
W —X'CX, B — X'C,X.

El resultado es consecuencia de los Teoremas 3.4.4 y 3.4.5.0J

3.5 Construccion de tests multivariantes

3.5.1 Razén de verosimilitud

Supongamos que la funcién de densidad de (Xj,...,X,) es f(x,0), donde
x €RP y 0 € ©, siendo ® una regién paramétrica de dimensién geométrica
r. Sea ®y C O una subregiéon paramétrica de dimensién s, y planteamos el
test de hipdtesis

H()ZOG@O VS H120€®—®0.

Sea Xi,...,X, una muestra de valores independientes de X , consideremos
la funcién de verosimilitud

n

L(xy,...,xn;0) = [[ F(x,0)

=1
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y sea b:\el estimador méaximo verosimil de @ € ©. Consideremos andloga-
mente 6y, el estimador de mdxima verosimilitud de 6 € ©¢. Tenemos que 6
maximiza L sin restricciones y 8y maximiza L cuando se impone la condicién
de que pertenezca a . La razén de verosimilitud es el estadistico

A — L(Xl, ey X, 00)

R = =~
L(x1,...,%,;0)

que satisface 0 < Az < 1. Aceptamos la hipétesis Hy si Ag es préxima a 1y
aceptamos la alternativa H; si Ar es significativamente préximo a 0.

El test basado en Ay tiene muchas aplicaciones en AM, pero en la mayoria
de los casos su distribucién es desconocida. Existe un importante resultado
(atribuido a Wilks), que dice que la distribucién de -2 veces el logaritmo de
Ar es ji-cuadrado con r — s g.l. cuando el tamano de la muestra n es grande.

Teorema 3.5.1 Bajo ciertas condiciones de reqularidad, se verifica:
—2log Ag es asintéticamente x2_,,
donde s = dim(Qy) < r = dim(O).

Entonces rechazamos la hipoétesis Hy cuando —2log Ag sea grande y sig-
nificativo. Veamos dos ejemplos.

Test de independencia

Si(Xy,...,Xp) es N(u,X), y queremos hacer un test sobre la independencia
estocdstica de las variables, entonces

© = {(nX0)}, s=2p,
© = {3} r=p+plp+1)/2

donde ¥, es diagonal. ©, contiene las p medias de las variables y las p
varianzas. Y. es cualquier matriz definida positiva. Se demuestra (Seccién
5.4.2) que

—2log Ag = —nlog|R/,
donde R es la matriz de correlaciones. El estadistico —nlog|R/| es asint6ti-
camente ji-cuadrado con

g=p+plp+1)/2—-2p=p(p—-1)/2 gl

Si las variables son independientes, tendremos que R ~ I, —nlog |R| =0, y
es probable que x2 = —nlog |R| no sea significativo.
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Test de comparacién de medias

Consideremos el test de comparacién de medias planteado en la Seccién 3.3.3.
Ahora

0, = {(n,3)}, s=p+pp+1)/2,

© = {(m-smy) X)), r=gp+plp+1)/2,

donde ¥ es matriz definida positiva y p (vector) es la media comiin cuando
Hy es cierta. Hay gp+ p(p+ 1)/2 pardmetros bajo Hy, y p+p(p+1)/2 bajo
H,. Se demuestra la relacion

A= A2,

donde A = |W|/|T| es la lambda de Wilks y n = n; + ...+ ny. Por lo tanto
—nlog A es asintéticamente ji-cuadrado con 7 — s = (g — 1)p g.l. cuando la
hipotesis Hy es cierta.

3.5.2 Principio de unién-interseccion

Es un principio general que permite construir tests multivariantes a partir
de tests univariantes y se aplica a muchos tests. Como ejemplo, planteemos
la hipétesis nula multivariante Hy : p=p, como un test univariante. Sea
X, = Xa una variable compuesta con media p(a) =pa. El test univariante
Ho(a) : p(a) =pg(a) contra la alternativa Hi(a) : u(a) #ug(a) se resuelve
mediante la ¢t de Student

t(a) = Vn — 1M ~t,_1

donde T(a) = X'a es la media muestral de X, y s?(a) = a’Sa es la varianza.
Aceptaremos Hy : p=p, si aceptamos todas las hip6tesis univariantes Hy(a),
y nos decidiremos por la alternativa Hy : p # p, si aceptamos una sola de las
alternativas Hj(a), es decir, formalmente (principio de unién-interseccién):

H() = QH()(CL), H1 = UHl(CL)

Asi rechazaremos Hj si la méxima t(a) resulta significativa. Pues bien, la T2
de Hotelling (Seccién 3.3.1) es precisamente el cuadrado de esta médxima ¢
de Student.
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Teorema 3.5.2 En el test sobre el vector de medias, la T? de Hotelling y la
t de Student estdn relacionadas por

T? = maxt*(a).
Demost.: (X — ) es un vector columna y podemos escribir #?(a) como

t2(a> _ (n _ 1>a/(§ — M;,)S(j — MO) a

Sea A = (X — p1g)(X — 1) matriz de orden p x p y rango 1. Si v, satisface
Av; = \;Sv; entonces

v Av
Al = max———.
v V/Sv

De (X — 1) (X — p)'vi = A1Svy resulta que S™H(X — 1) (X — 1p) Vi = Mivy
y de la identidad

STHE — 1) (X — 110) (STHX — h1o)) = (X — 119)'S™H(X — 110) (ST (X — p1o))
vemos que A\; = (X — 1)’ S™HX — 1), v, = STHX — pg)- Por lo tanto

T? = maxt®(a) = (n — 1)(X — 19)'S™ (X — ps).0

a

3.6 Ejemplos

Exemple 3.6.1

Se desean comparar dos especies de moscas de agua: Amerohelea fasci-
nata, Amerohelea pseudofascinata. En relacién a las variables X; = long.
antena, X, = long. ala (en mm), para dos muestras de tamanos n; = 9 y
ne = 6, se han obtenido las matrices de datos de la Tabla 3.1.

Vectores de medias (valores multiplicados por 100):

x= (141.33,180.44), y = (122.67,192.67).
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Amerohelea fascinata  A. pseudofascinata

ny = 9 N9 = 6
X1 XQ X1 XQ
1.38 1.64 1.14 1.78
1.40 1.70 1.20 1.86
1.24 1.72 1.18 1.96
1.36 1.74 1.30 1.96
1.38 1.82 1.26  2.00
1.48 1.82 1.28 2.00
1.54 1.82
1.38 1.90
1.56 2.08

Tabla 3.1: X; = long. antena, X, = long. ala (en mm), para dos muestras
de tamano ny =9 y ny = 6,.

Matrices de covarianzas:

g _ [ 98.00 80.83 g, (3947 4347
7\ 80.83 167.78 27\ 4347 7787 )

Estimacion centrada de la matriz de covarianzas comun:

75.49 66.46 )

L1
S=13(881 +582) = ( 66.46 133.81

Distancia de Mahalanobis entre las dos muestras:
D= (X-y)S(X-y) = 15.52.

Estadistico T2 :

6x9
T? = ——"D? = 55.87
64+9
Estadistico F' :
9+46—-1-2

— —  ~ “T?_—9578 ~ F?
2(9+6—-2) 12

Decisién: rechazamos la hipétesis de que las dos especies son iguales (Nivel
de significacién=0.001).

Exemple 3.6.2
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Comparacién de las especies wirginica, versicolor, setosa de flores del
género Iris (datos de R. A. Fisher, Tabla 3.2), respecto a las variables que
miden longitud y ancho de sépalos y pétalos:

X1, X5 = long., anch.(sépalos), X3, X4 = long., anch.(pétalos).

Vectores de medias y tamanos mustrales:

1. setosa (5.006, 3.428,1.462,0.246) n; = 50
L wversicolor (5.936,2.770,4.260,1.326) ny = 50
L virginica  (6.588,2.974,5.550,2.026) n3 = 50

Matriz dispersién entre grupos:

63.212 —19.953 165.17 71.278
11.345  —=57.23 —22.932

436.73 186.69

80.413

Matriz dispersién dentro grupos:

38.956 12.630 24.703 5.645
16.962 8.148 4.808

27.322 6.284

6.156

Lambda de Wilks:

(Wi

A= —"""1
|'W + B|

— 0.02344~A(4, 147, 2)

Transformacion a una F' :
A — F =198.95 ~ Fag

Decision: las diferencias entre las tres especies son muy significativas.
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Tabla 3.2: Longitud y anchura de sépalos y pétalos de 3 especies del género

Iris: Setosa, Versicolor, Virginica.
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3.7 Complementos

C. Stein probé que la estimacién i = X de p de la distribucién N,(u, )
puede ser inadmisible si p > 3, en el sentido de que no minimiza

p

Z(ﬁz - Nz’)27

i=1

y propuso una mejora de aquel estimador. B. Efron y C. Morris explicaron
esa peculiaridad desde una perspectiva bayesiana. S. M. Stigler dié una
interesante explicaciéon en términos de regresién, justificando porqué p > 3
(consultar Cuadras, 1991).

El principio de unién interseccién es debido a S. N. Roy, pero no siempre
es aplicable. El test de méaxima-verosimilitud es atribuido a S. Wilks y es
més general. Es interesante notar que —2log A se puede interpretar como
una distancia de Mahalanobis. Otros tests semejantes fueron propuestos por
C. R. Rao y A. Wald. Consultar Cuadras y Fortiana (1993b), Rao (1973).

En general, es necesario corregir los tests multiplicando por una constante
a fin de conseguir tests insesgados (la potencia del test serd siempre mas
grande que el nivel de significacién). Por ejemplo, es necesario hacer la
modificacién de G. E. P. Box sobre el test de Bartlett para comparar matrices
de covarianzas (Seccién 7.5.2).
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Capitulo 4

ANALISIS DE
CORRELACION CANONICA

4.1 Introduccion

En este capitulo estudiamos la relaciéon multivariante entre vectores aleato-
rios. Introducimos y estudiamos las correlaciones canénicas, que son gener-
alizaciones de las correlaciones simple y muiltiple.

Tenemos tres posibilidades para relacionar dos variables:

e La correlacién simple si X,Y son dos v.a.

e La correlacién multiple si Y es una via. y X = (Xy,...,X,) es un
vector aleatorio.

e La correlacién canénica si X = (X,...,X,) e Y = (Yi,...,Y;) son dos
vectores aleatorios.
4.2 Correlacion miiltiple
Queremos relacionar una variable respuesta Y con p variables cuantitativas

explicativas Xi,...,X,, que suponemos centradas. El modelo de regresién
muiltiple consiste en encontrar la combinacion lineal

Y=8Xi+...+5,X,

o1
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que mejor se ajuste a la variable Y. Sea X la matriz de covarianzas de X y

0 = (61,...,0p)" el vector columna con las covarianzas 6; = cov(Y, X;),j =
1,...,p. El criterio de ajuste es el de los minimos cuadrados.
Teorema 4.2.1 Los coeficientes 3 = (Bl, . ,Ep) que minimizan la cantidad

E(Y —Y)? verifican la ecuacion
B=x6. (4.1)

Demost.: N
6(8) = B(Y -7 A
=E(Y)?+EY)?-2E(YY)
=var(Y)+ 0328 — 2036

Derivando vectorialmente respecto de 3 e igualando a 0

9
a3

La variable prediccion es Y = XB = B1X 1+ ...+ @,Xp. Si ponemos

(8) = 258 — 26 = 0.

Y=Y +Y,

entonces Y es la variable residual.
La correlaciéon miltiple entre Y y Xj,..., X, es, por definicién, la cor-

relacién simple entre Y y la mejor prediccion Y = X3. Se indica por

R = cor(Y,Y).
Se verifica:
1. 0<R<I.
2. R=1siY es combinacién lineal de X;,..., X,.

3. R=0siY estd incorrelacionada con cada una de las variables Xj.

Teorema 4.2.2 La variable prediccion }//\', residual Y y la correlacion mailti-
ple R cumplen:

1. Y eY son variables incorrelacionadas.
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~ ~

2. var(Y) =var(Y)+var(Y).
3. R% =var(Y)/var(Y).

Demost.: 1) es consecuencia de ZB = 9. En efecto,

cov(Y,Y) = EB(YY)=E@BX(Y - BX))
—3s-3vB=0.

2) es consecuencia inmediata de 1). Finalmente, de
cov(Y, ?) = cov(Y, Ef:lgiXi) = Ef:lgi6i = B,(s = B/EB = V&I‘(i}),

obtenemos Y S R
B2 OV (Y, Y)A _ V&I‘(Y)‘ (4.2)
var(Y)var(Y)  var(Y)

4.3 Correlacion candnica

Sean X = (X1,...,X,), Y =(Y1,...,Y,) dos vectores aleatorios de dimen-
siones p y q. Planteemos el problema de encontrar dos variables compuestas

U=Xa=aX +...+06,X, V=Yb=bYi+. . +bY,
siendo a = (ay,...,a,),b = (b1,...,b,) tales que la correlacién entre ambas
cor(U, V)

sea maxima. Indicamos por Si1, Sos las matrices de covarianzas (muestrales)
de las variables X,Y, respectivamente, y sea Si» la matriz p X ¢ con las
covarianzas de las variables X con las variables Y. Es decir:

|X Y
X Sll SlQ
Y S21 S22

donde S9; = Ss.
Podemos suponer

V&I‘(U) = a’Slla :1, V&I‘(V) = b,SQQb =1.
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Asfi el problema se reduce a:
maximizar a’S;sb restringido a a’S;ja = b'Syb =1.

Los vectores de coeficientes a, b que cumplen esta condicién son los primeros
vectores candnicos. La mdaxima correlacién entre U,V es la primera cor-
relacién candnica ry.

Teorema 4.3.1 Los primeros vectores candnicos satisfacen las ecuaciones

81282_218213 = /\Sua,

S21S11'S12b = ASyb. (4.3)

Demost.: Consideremos la funcién
! A Moy
(b(a, b) = a Slgb—i(a Sna—l) — E(b Sggb—l),

donde A, i son multiplicadores de Lagrange. Entonces de d¢/0a =0¢/0b = 0
obtenemos las dos ecuaciones

Slgb—)\Slla = 0, S21a_l[1,822b =0. (44)
Multiplicando la primera por a’ y la segunda por b’, tenemos
a’Slgb z)\a’SHa, b/821a :,ub/SQQb,

que implican A\ = x. Asf pues, de la segunda ecuacién en (4.4), b =X\"'S;,}Sz;a,
y substituyendo en la primera obtenemos )\*181282_2182121—)\81121 = 0. Pre-
scindiendo de A™!, pues es un factor multiplicativo arbitrario, y operando
andlogamente con la otra ecuacién, obtenemos (4.3).

Teorema 4.3.2 Los vectores candnicos normalizados por a'Sija = b/Sqsb =
1, estdn relacionados por

a = )\71/281711812]3,
b = \"Y285!S,a,

y la primera correlacion candnica es r1 = \/ A1, donde A\, es el primer valor
propio de Si1'S12S55 So1.
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Demost.: Tenemos de (4.4) que a =aS;;'S12b, donde a es una constante a
determinar. Partimos de que a’S11a =1 y para o = A2 resulta que:

a’Spia = A 1/%a’S;;S7]!S b
= A"2a’S5b
= ANV Y29'8,85) 854
= A"'\a'S;a
=1

La correlacién es; = a’S1oby como 1 = A\ "1/2a'S b deducimos quer? = \;.

De hecho, las ecuaciones en valores y vectores propios tienen otras solu-
ciones. Concretamente hay m = min{p, ¢} parejas de vectores canénicos
ai, by, ..., a,,b,, que proporcionan las variables y correlaciones canénicas

Ul :Xala ‘/1 :Yb17 ™ :COI'<U17‘/1),
U2 :Xag,, ‘/2 :ng, T2 :COI'<U2,‘/2),
Un=Xan,, Vin=Yb,, r,=-cor(Uny, V).

Teorema 4.3.3 Supongamos ry > ry > ... > r,,. Entonces:

1. Tanto las variables canonicas Uy, ..., U,, como las variables candnicas
Vi, ..., V., estdn incorrelacionadas.

2. La primera correlacion candnica 7 = cor(Uy, Vi) es la maxima cor-
relacion entre una combinacion lineal de X y una combinacion lineal
deY.

3. La segqunda correlacion candnica ro = cor(Us, Va) es la mdzxima cor-
relacion entre las combinaciones lineales de X incorrelacionadas con
U, y las combinaciones lineales de Y incorrelacionadas con V.

4. cor(U;, V;) =0 sii# j.

Demost.: Sea i # j. Expresando (4.3) para ay, \x, k = 4,7, y multiplicando
por a y por a; tenemos que

l -1 _ l
ajsl2822 So1a;, = )\iajsllai7

4 -1 _ 4
ai812822 Sglaj = )\jaiSHaj.
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Restando: ()\Z — )\j)agsllaj =0= aéSllaj =0= COT(UZ‘, U]) =0.
Por otra parte, expresando (4.3) como

SI1181285218213 = )\iai, 82_21821Sf11812bj = )\jbj,
y multiplicando por b;-Sm y por a;S;, llegamos a

b9821Sf118128521S21a¢ = \;b}Saa;,
3;8128272182181711812]3]‘ :)\ja{islgbj.

Restando: (\; — Aj)a}S1ob; = 0 = aSisb; = 0 = cor(U;,V;) = 0.

4.4 Correlacion canénica y descomposicion sin-
gular

Podemos formular una expresién conjunta para los vectores canénicos uti-
lizando la descomposicién singular de una matriz. Supongamos p > ¢, con-
sideremos la matriz p X ¢

Q = S;,/°S1285, "

y hallemos
Q =UAV/,
la descomposicion singular de Q, donde U es una matriz p X ¢ con columnas

ortonormales, V es una matriz ¢ X g ortogonal, y A es una matriz diago-
nal con los valores singulares de Q. Es decir, UU =1, V'V =V'V =1,
A =diag(A1,. .., \p).

Teorema 4.4.1 Los vectores canonicos y correlaciones candnicas son
~1/2 ~1/2
a; = Sll u;, bl = S22 Vi, r, = )\2

Demost.:

y por lo tanto
—~1/2 _ —1/2

Multiplicando por S;ll/ 2
S11'812853 S (S *w) = A} (81 wy)

y comparando con resultados anteriores, queda probado el teorema.[]
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4.5 Significacién de las correlaciones canoéni-
cas

Hemos encontrado las variables y correlaciones canénicas a partir de las ma-
trices de covarianzas y correlaciones muestrales, es decir, a partir de mues-
tras de tamano n. Naturalmente, todo lo que hemos dicho vale si sustituimos
S11, S12, S por las versiones poblacionales 11, X192, Y92, Sean

P1 =P 2 2 Py

las m = min{p, ¢} correlaciones canénicas obtenidas a partir de 31, X9, Yoo,
soluciones de:

|E122521221 - /)2211| = 0.

Si queremos decidir cudles son significativas, supongamos normalidad multi-
variante, indiquemos p, = 1 y planteemos el test

H pe>pei==pn=0, (k=0,1,...,m),

que equivale a rang(Xy; Yo1) = k. El test de Bartlett-Lawley demuestra que
si HY es cierta, entonces

k m

1
Lk=—[n—1—/f—§(p+q4r1)+z7“{2]10g[ ITa-r)
=1 i=k+1

es asintéticamente ji-cuadrado con (m — k)(p — k) g.l. Este test se aplica
secuencialmente: si L; es significativo para i =0,1,...,k — 1, pero L; no es
significativo, entonces se acepta HY.

4.6 Test de independencia

Suponiendo normalidad, afirmar que X es independiente de Y consiste en
plantear

H03212:0, H1:2127£0.

Podemos resolver este test de hipétesis de dos maneras.
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4.6.1 Razdén de verosimilitud

Si la hipétesis es cierta, entonces el test de razén de verosimilitud (Seccién
3.5.1) se reduce al estadistico
sl R

S11[[S22|  [Run|[Raz|’

A

que sigue la distribucién lambda de Wilks A(p,n — 1 — ¢, q), equivalente a
A(g,n — 1 —p,q). Rechazaremos Hj si A es pequena y significativa (Mardia
et al. 1979, Rencher, 1998).

Es fécil probar que A es funcién de las correlaciones canénicas

A=T—8,8x878nl=[]1-7).
=1
4.6.2 Principio de unién interseccién
Consideremos las variables U = a1 X1 + ...+ a,X,,V =b0Y1 +...+b,Y,. La

correlacién entre U,V es

(U V) . a’12212b
P a vaXiiay/b'Yeb

Hy equivale a p(U, V') = 0 para todo U, V. La correlacién muestral es

HU,V) = 12D
T /@S1ay/b'Sub

Aplicando el principio de unién interseccién (Seccién 3.5.2), aceptaremos Hy
si (U, V') no es significativa para todo U, V, y aceptaremos H; si (U, V) es
significativa para algin par U, V. Este criterio nos lleva a estudiar la signifi-

cacién de
ri = maxr(U,V
UV ( ’ )

es decir, de la primera correlacién canénica. Por tanto, el test es:
Hy:p, =0, Hy:p, >0.

Existen tablas especiales para decidir si 71 es significativa (Morrison, 1976),
pero también se puede aplicar el estadistico Ly de Bartlett-Lawley.
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4.7 Un ejemplo

Ejemplo 1. Se consideran n = 25 familias y las variables:

X; = long. cabeza primer hijo, X, = ancho cabeza primer hijo,
Y; = long. cabeza segundo hijo, Y5 = ancho cabeza segundo hijo,

La matriz de correlaciones es:

1.0000 0.7346 0.7108 0.7040
0.7346 1.0000 0.6932 0.8086
0.7108 0.6932 1.0000 0.8392
0.7040 0.8086 0.8392 1.0000

Entonces:

R, — ( 10000 0.7346 R _ (07108 0.7040
=10 0.7346 1.0000 /7 727\ 0.6932 0.8086 )

R.. — ( 10000 0.8392
227\ 0.8392 1.0000 /-

Las raices de la ecuacién:
IR15R5; Ro; — ARy | = 0.460363)\ — 0.287596) + 0.000830 = 0
son: A; = 0.6218, Ay = 0.0029, y por tanto las correlaciones candnicas son:
ry = 0.7885, 19 = 0.0539.

Los vectores candénicos normalizados son:

a; = (0.0566,0.0707), a, = (0.1400,—0.1870Y,
b; = (0.0502,0.0802), by = (0.1760,—0.2619)".

Las variables candnicas con variaza 1 son:

U = 0.0566X; + 0.0707X5, V4 = 0.0502Y; + 0.0802Y>, (r; = 0.7885),
Uy = 0.1400X; — 0.1870X,, Vo = 0.1760Y; — 0.2619Y5, (r2 = 0.0539).

La dependencia entre (X3, X5) y (Y7,Y5) viene dada principalmente por la
relacién entre (U, Vi) con correlacién 0.7885, mds alta que cualquier cor-
relaciéon entre una variable X; y una variable Y;. Podemos interpretar las
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primeras variables canénicas como un factor de “tamano” de la cabeza y las
segundas como un factor de “forma”. Habrfa entonces una notable relaciéon
en el tamano y una escasa relacién en la forma de la cabeza.

El test de independencia entre (X7, X5) y (Y1,Y2) da

R|

Ae 1
|Ri11]|Raz|

= 0.3771 ~ A(2,22,2)
que, segin (2.8), transformamos con una F obteniendo 6.60 con 4 y 42 g.l.
Rechazamos la hipétesis de independencia.

La prueba de significacién de las correlaciones candnicas da:

HY:py=1>p =p,=0, Ly=221 (4gl),
H} :p, > py=0, Ly =122 (2gl).

Podemos rechazar H{ y aceptar H;. Solamente la primera correlacién canénica
es significativa.

Ejemplo 2. Se consideran los resultados de unas elecciones celebradas en
las 41 comarcas catalanas y para cada comarca se tabulan los valores de las
siguientes variables:

X, = log(porcentaje de votos a CU), X, = log(porcentaje de votos a PSC),
X3 = log(porcentaje de votos a PP), X4 = log(porcentaje de votos a ERC),
Y1 = log(cociente Juan/Joan), Y, = log(cociente Juana/Joana),

donde “cociente Juan/Joan” significa el resultado de dividir el mimero de
hombres que se llaman Juan por el nimero de hombres que se llaman Joan.
Valores positivos de las variables Y7, Y5 en una comarca indican predominio
de los nombres en castellano sobre los nombres en catalan.

La matriz de correlaciones es:

X1 X X3 Xy Y Y;
X; 1 —.8520 —.6536 —.5478 | —.6404 —.5907
X, 1 5127 —.7101 7555 .6393
X; 1 —.6265 5912 .5146
Xy 1 | —.7528 —.7448
Vi 1 .8027
Yy 1

Sélo hay 2 correlaciones candnicas:

ry = 0.8377, ro = 0.4125.
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Las variables candnicas son:

Uy = 40.083X; — 0.372X, — 0.1130X; + 0.555.X, (r1 = 0.8377),
Vi= +40.706Y; + 0.339Y5,
Uy = +1.928X; + 2.4031.546 X, + 1.127X5 + 1.546X,, (ry = 0.4125).
Vo= +1.521Y; — 1.642Y5,

Las primeras variables canénicas Uy, V;, que podemos escribir conven-
cionalmente como

Uy = +0.083CU — 0.372PSC — 0.1130PP + 0.555ERC,
Vi = +0.706(Juan/Joan) + 0.339(Juana/Joanna),

nos indican que las regione més catalanas, en el sentido de que los nombres
castellanos Juan y Juana no predominan tanto sobre los catalanes Joan y
Joanna, tienden a votar mas a CU y ERC, que son partidos més nacional-
istas. Las regiones que votan mdas al PSC y al PP, que son partidos méds
centralistas, estdn en general, més castellanizadas. Las segundas variables
canoénicas tienen una interpretaciéon mas dificil.

4.8 Complementos

El anélisis de correlacién canénica (ACC) fué introducido por H. Hotelling en
1935, que buscaba la relacion entre tests mentales y medidas biométricas, a fin
de estudiar el nimero y la naturaleza de las relaciones entre mente y cuerpo,
que con un andlisis de todas las correlaciones serfa dificil de interpretar. Es
un método de aplicacién limitada, pero de gran interés tedrico puesto que
diversos métodos de AM se derivan del ACC.

Aplicaciones a la psicologia se pueden encontrar en Cooley y Lohnes
(1971), Cuadras y Sénchez (1975). En ecologia se ha aplicado como un
modelo para estudiar la relacién entre presencia de especies y variables am-
bientales (Gittings, 1985).

La distribucién de las correlaciones canénicas es bastante complicada.
Solamente se conocen resultados asint6ticos (Muirhead, 1982).

Si f(z,y) es la densidad de dos v.a. XY, tiene interés en estadistica el
concepto de maxima correlacién (propuesto por H. Gabelein) que se define
como

P = Sup cor(a(X), B(Y)),
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donde a(X), B(Y) son funciones con varianza finita. Entonces p; = 0si X, Y
son variables independientes. Podemos ver a p; como la primera correlacion
canénica, a;(X),,(Y) como las primeras variables candnicas y definir las
sucesivas correlaciones candnicas. Sin embargo el célculo de p; puede ser
complicado (Cuadras, 2002a). Lancaster (1969) estudia estas correlaciones
y demuestra que f(z,y) se puede desarrollar en serie a partir de las correla-
ciones y funciones canénicas. Diversos autores han estudiado la estimacion
de las primeras funciones canénicas, como una forma de predecir una variable
en funcion de la otra (Hastie y Tibshirani, 1990).



Capitulo 5

ANALISIS DE
COMPONENTES
PRINCIPALES

5.1 Definiciéon y obtencién de las componentes
principales

Sea X =[X7, ..., X,] una matriz de datos multivariantes. Lo que sigue tam-
bién vale si X es un vector formado por p variables observables.

Las componentes principales son unas variables compuestas incorrela-
cionadas tales que unas pocas explican la mayor parte de la variabilidad
de X.

Definicié 5.1.1 Las componentes principales son las variables compuestas
Y = Xt, Y, = Xty, ..., Y, = Xt,
tales que:
1. var(Yy) es mdzxima condicionado a tit; = 1.

2. Entre todas las variables compuestas Y tales que couv(Y1,Y) = 0, la
variable Ys es tal que var(Ys) es mdxima condicionado a thty = 1.

3. Y3 es una vartable incorrelacionada con Y1,Ys con varianza mdxima.
Andlogamente definimos las demds componentes principales.

63
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Si T = [t,t,...,t,] es la matriz p x p cuyas columnas son los vectores
que definen las componentes principales, entonces la transformacién lineal
X—-Y

Y =XT (5.1)

se llama transformacién por componentes principales.

Teorema 5.1.1 Sean tq,ts,...,t, los p vectores propios normalizados de la
matriz de covarianzas S, es decir,

Entonces:

1. Las variables compuestas Y; = Xt;, @ = 1,...,p, son las componentes
principales.

2. Las varianzas son los valores propios de S

var(Y;) =N, i=1,...,p.

3. Las componentes principales son variables incorrelacionadas:

cov(Y;,Y;)=0, i#j=1,...,p.

Demost.: Supongamos A; > --- > A, > 0. Probemos que las variables Y; =
Xt;, 2 =1,...,p, son incorrelacionadas:

COV(Y;,Y;) :t,/LStJ :t;AjtJ :Ajt;tj,

= ()\] — )\Z)t;tj =0, = t;tj =0, = COV(Y;;, Y}) = )\jt;t] =0,s11 §£ 7.
Ademss:
VaI‘(Y;‘) = )\zt;tg = )\z

Sea ahora Y = f L X = Zle «;Y; una variable compuesta tal que
P o?=1.Ent
> o . Entonces

Var(Y)zvaer: Za var(Y; Za)\ <( Za )\ = var(Y1),
i=1
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que prueba que Y; tiene varianza maéaxima.
Consideremos ahora las variables Y incorrelacionadas con Y;. Las podemos
expresar como:

Y = zp: b, X, = Zp:BiYQ condicionado a zp:ﬁ? =1.
i=1 i=2

=2

Entonces:

P p P p
var(Y) = var(z B;Y;) = Zﬁ?var(yi) = Zﬁf)\i < (Z B = var(Ya),
2 1=2 =2 2

1= 3 3 1=

y por lo tanto Y3 estd incorrelacionada con Y] y tiene varianza méxima. Sip >
3, la demostracién de que Y3, ..., Y, son también componentes principales es
andloga.[]

5.2 Variabilidad explicada por las componentes
principales

La varianza de la componente principal Y; es var(Y;) = \; y la variacién total
es tr(S) =>""_, A;. Por lo tanto:

1. Y; contribuye con la cantidad A; a la variacién total tr(S).

2. Sig <p,Yi,...,Y, contribuyen con la cantidad Y {_; \; a la variacién
total tr(S).

3. El porcentaje de variabilidad explicada por las m primeras componentes
principales es
Mt A

P,, = 100 .
M+

(5.2)

En las aplicaciones cabe esperar que las primeras componentes expliquen
un elevado porcentaje de la variabilidad total. Por ejemplo, si m =2 < p, y
P, = 90%, las dos primeras componentes explican una gran parte de la vari-
abilidad de las variables. Entonces podremos sustituir X;, X, ..., X, por las
componentes principales Y7, Y5. En muchas aplicaciones, tales componentes
tienen interpretaciéon experimental.
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5.3 Representacién de una matriz de datos

Sea X =[X7,...,X,| una matriz n x p de datos multivariantes. Queremos
representar, en un espacio de dimensién reducida m (por ejemplo, m = 2), las
filas x},x5, ..., %], de X. Necesitamos introducir una distancia (ver Seccién
1.9).

Definicié 5.3.1 La distancia euclidea (al cuadrado) entre dos filas de X

X; = (.’Eil,...7$ip), Xj:(flfjl,...,flfjp),
€S
p
612]' = (% — XJ Z Tih — ijh
h=1

La matriz A = (6;5) es la matriz n x n de distancias entre las filas.

Podemos representar las n filas de X como n puntos en el espacio RP
distanciados de acuerdo con la métrica ¢;;. Pero si p es grande, esta repre-
sentacién no se puede visualizar. Necesitamos reducir la dimension.

Definicié 5.3.2 La variabilidad geométrica de la matriz de distancias A es
la media de sus elementos al cuadrado

1 n
Vs(X) =52 Z 575

1,5=1

S1Y = XT es una transformacion lineal de X, donde T es una matriz p X q
de constantes,

q
6223' (q) = (y yj Z Yih — yjh
h=1

es la distancia euclidea entre dos filas de Y. La variabilidad geométrica en
dimension q < p es
1 n
Vs(Y),=5— > 83(q).

2n2 £
t,j=1
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Teorema 5.3.1 La variabilidad geométrica de la distancia euclidea es la
traza de la matriz de covarianzas

P
Vs(X) =tr(S) = E Ah-
h=1
Demost.: Si z1,...,Z, es una muestra univariante con varianza s, entonces

n

Sz = s (53)

2n?

En efecto, si T es la media
n_12 ZZj:l(xi —x;)? = . ZZ;’:
>

+% E:‘tj:l(mi —T)(z; — T))?
%ns2 + %ns2 +0 =252

Aplicando (5.3) a cada columna de X y sumando obtenemos

p

Vs(X) =D sj; = tx(S).0

=1

Una buena representacion en dimensién reducida ¢ (por ejemplo, ¢ =
2) serd aquella que tenga mdaxima variabilidad geométrica, a fin de que los
puntos estén lo méds separados posible.

Teorema 5.3.2 La transformacion lineal T que mazimiza la variabilidad
geométrica en dimension q es la transformacion por componentes principales
(5.1), es decir, T = [t,,...,t,] contiene los q primeros vectores propios nor-
malizados de S.

Demost.: Aplicando (5.3), la variabilidad geométrica de Y = XT, donde T
es cualquiera, es

p p
Vs(Y), =) s*(Y;) =) _t;St;,
i=1 j=1
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siendo s*(Y;) = t;St; la varianza de la variable compuesta Y;. Alcanzamos la
méxima varianza cuando Y; es una componente principal: s?(Y;) < A;. Ast:

P
max Vs(Y), = Z A0
j=1

El porcentaje de variabilidad geométrica explicada por Y es

Vs(Y
P, = 100M — 100@_
V5(X)p AL+ A

Supongamos ahora ¢ = 2. Si aplicamos la transformacion (5.1), la matriz
de datos X se reduce a
Y11 Y12

Y=1| vn U
Yn1l  Yn2
Entonces, representando los puntos de coordenadas (y;1,¥i2),? = 1,...,n,
obtenemos una representacién éptima en dimensién 2 de las filas de X.

5.4 Inferencia

Hemos planteado el ACP sobre la matriz S, pero lo podemos también plantear
sobre la matriz de covarianzas poblacionales Y. Las componentes principales
obtenidas sobre S son, en realidad, estimaciones de las componentes princi-
pales sobre .

Sea X matriz de datos n x p donde las filas son independientes con dis-
tribucién N,(u, £). Recordemos que:

1. X es Ny(p,2/n).
2. U =nS es Wishart W,(X,n —1).

3. X y S son estocdsticamente independientes.
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Sea Y = I'AI” la diagonalizacion de . Indiquemos
L=y, 07, A= N A=diag(My, ... A,

los vectores propios y valores propios de Y. Por otra parte, sea S = GLG' la
diagonalizacién de S. Indiquemos:

G=[g,....8, 1=I[, ..., L=dagl,...,1)
los vectores propios y valores propios de S. A partir de ahora supondremos

M > >,

5.4.1 Estimacién y distribucién asintética

Teorema 5.4.1 Se verifica:

1. St los wvalores propios son diferentes, los valores y wvectores propios
obtenidos a partir de S son estimadores mdrimo-verosimiles de los
obtenidos a partir de X

/):i:lia ;Y\zzgl ,Z':L...,p‘
2. Cuando k > 1 wvalores propios son iguales a A
)\1 >--->/\p—k:)\p—k+1:---:)\p:/\a

el estimador mazximo verosimil de A es la media de los correspondientes
valores propios de S

N=(lpppr + ... +1,)/k

Demost.: Los valores y vectores propios estdn biunfvocamente relacionados
con X y por lo tanto 1) es consecuencia de la propiedad de invariancia de
la estimacién méximo verosimil. La demostracién de 2) se encuentra en

Anderson (1959).00

Teorema 5.4.2 Los vectores propios [g1, . . ., 8p] Yy valores propiosl = [ly, ... 1,
verifican asintdticamente:
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1. 1 es Ny(X,2A%/n). En particular:
i es N(A\,2)\/n), cov(l;, l;) =0, @7,
es decir, l;,l; son normales e independientes.

2. g es Ny(v;, Vi/n) donde

by
V=N — 2 A

3. 1 es independiente de G.

Demost.: Anderson (1959), Mardia, Kent y Bibby (1979).00
Como consecuencia de que I; es N(\;, 27 /n), obtenemos el intervalo de
confianza asintético con coeficiente de confianza 1 — «

l; \ l;
1+ aza2)? " (1= azaps) P
siendo a® =2/(n — 1) y P(|Z] > z4/2) = @/2, donde Z es N(0,1).
Se obtiene otro intervalo de confianza como consecuencia de que logl; es
N(log Ai;2/(n — 1))
lie_azo‘/Z < /\Z < li6+az°‘/2.

5.4.2 Tests de hipdtesis

Determinados tests de hipdtesis relativos a las componentes principales son
casos particulares de un test sobre la estructura de la matriz X.

A. Supongamos que queremos decidir si la matriz ¥ es igual a una matriz
determinada Y. Sea X un matriz n X p con filas independientes N,(u,X).
El test es:

Hy:X =%y (pu desconocida)

Si L es la verosimilitud de la muestra, el maximo de log L bajo H, es
log Lo = —g log |27 — gtr(zalS).
El méximo no restringido es

log L = —glog |27S| — gp.
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El estadistico basado en la razén de verosimilitud \p es

—2logAg = 2(log L — log Ly)

— ntra(25'S)—nlog [S5'S| — np. (5-4)
Si Ly, ..., L, son los valores propios de ¥ 'S y a, g son las medias aritmética
y geométrica
a=(Li+...+L,)/p, g=(Lyx...x L) (5.5)
entonces, asintéticamente
—2log A\g = np(a —logg — 1) ~ x2, (5.6)

siendo ¢ = p(p + 1)/2—par(%y) el nimero de pardmetros libres de ¥ menos
el nimero de pardmetros libres de Xg.

B. Test de independencia completa.

Si la hipétesis nula afirma que las p variables son estocdsticamente inde-
pendientes, el test se formula como

Hy:¥ =%, =diag(o11, -+ ,04p) (p desconocida).

Bajo Hy la estimacién de g es Sy =diag(si1, -+, 55p) ¥ S;'S = R es la ma-
triz de correlaciones. De (5.4) y de log |27S,| —log |27S| =log |R|, tra(R) =p,
obtenemos

—2log Ag = —nlog|R| ~ X§

siendo ¢ = p(p+1)/2 —p =p(p—1)/2. Si el estadistico —n log |R| no es sig-
nificativo, entonces podemos aceptar que las variables son incorrelacionadas
y por lo tanto, como hay normalidad multivariante, independientes.

C. Test de igualdad de valores propios.

Este es un test importante en ACP. La hipétesis nula es

Hoy: M >...> k=X ppr1=...=\p =\
Indicamos los valores propios de S y de Sy (estimacién de ¥ si Hy es cierta)
S~ (.o sl lgs1s - 0p),  So~(l1,... ka0, .., a0),
donde ag = (ly41 + ... +1,)/(p — k) (Teorema 5.4.1). Entonces

Sals ~ (1,...,1,lk+1/a0,...,lp/a0),
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607

507

407

lam30-

207

107

Figura 5.1: Ejemplo de representacion de los valores propios, que indicarfa 3
componentes principales.

las medias (5.5) son a =1y g = (lep1 X - .. x [,)/Pa¥ /P y aplicando (5.6)

p
—2log A\g = n(p—k)log(lks1+ ... +1,)/(p— k) —n( Z logl;) ~ X3, (5.7)

i=k+1

donde ¢ = (p —k)(p—k+1)/2 - 1.

5.5 Ntumero de componentes principales

En esta secciéon presentamos algunos criterios para determinar el nimero
m < p de componentes principales.

5.5.1 Criterio del porcentaje

El nimero m de componentes principales se toma de modo que P, sea préx-
imo a un valor especificado por el usuario, por ejemplo el 80%. Por otra
parte, si la representacion de Py, Ps, ..., Py, ... con respecto de k préactica-
mente se estabiliza a partir de un cierto m, entonces aumentar la dimensién
apenas aporta més variabilidad explicada.
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5.5.2 Criterio de Kaiser

Obtener las componentes principales a partir de la matriz de correlaciones
R equivale a suponer que las variables observables tengan varianza 1. Por
lo tanto una componente principal con varianza inferior a 1 explica menos
variabilidad que una variable observable. El criterio, llamado de Kaiser, es
entonces:

Retenemos las m primeras componentes tales que A, > 1,
donde A\; > ... > A, son los valores propios de R, que también son las
varianzas de las componentes. Estudios de Montecarlo prueban que es méds
correcto el punto de corte \* = 0.7, que es més pequenio que 1.

Este criterio se puede extender a la matriz de covarianzas. Por ejemplo,
m podria ser tal que A, > v, donde v =tra(S)/p es la media de las varianzas.
También es aconsejable considerar el punto de corte 0.7 X v.

5.5.3 Test de esfericidad

Supongamos que la matriz de datos proviene de una poblacién normal mul-
tivariante N,(p, ). Si la hipétesis

H™ A > o> A > A1 = ... = Ay

es cierta, no tiene sentido considerar més de m componentes principales. En
efecto, no hay direcciones de méxima variabilidad a partir de m, es decir,
la distribucién de los datos es esférica. El test para decidir sobre Hém) estd
basado en el estadistico ji-cuadrado (5.7) y se aplica secuencialmente: Si
aceptamos Héo) no hay direcciones principales, pero si rechazamos Héo), en-
tonces repetimos el test con Hél). Si aceptamos Ho(l) entonces m = 1, pero si

) repetimos el test con HéQ), y asf sucesivamente. Por ejem-

rechazamos H(()1
plo, si p = 4, tendriamos que m = 2 si rechazamos HSO), Hél) y aceptamos

HP : A > A > A3 = Ao

5.5.4 Criterio del bastéon roto

Los valores propios suman V; =tr(S), que es la variabilidad total. Imaginemos
un bastén de longitud V;, que rompemos en p trozos al azar (asignando p — 1
puntos uniformemente sobre el intervalo (0,V})) y que los trozos ordenados
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son los valores propios [; > Il > ... > [,. Si normalizamos a V; = 100,
entonces el valor esperado de /; es

12720
E(L)=100x =5 ——.
(L;) p;]H

Las m primeras componentes son significativas si el porcentaje de varianza
explicada supera claramente el valor de F(L1) + ...+ E(L,,). Por ejemplo,
si p = 4, los valores son:

Porcentaje E(L;) E(L;) E(Ls) E(Ls)
Esperado  52.08 27.08 14.58 6.25
Acumulado 52.08 79.16 93.74 100

Si Vo = 93.92 pero V3 = 97.15, entonces tomaremos sélo dos componentes.

5.5.5 Un ejemplo

Exemple 5.5.1

Sobre una muestra de n = 100 estudiantes de Bioestadistica, se midieron
las variables

X; = peso (kg), Xy =talla (cm.), X3 =ancho hombros (cm.), X, = ancho
caderas (cm.),

con los siguientes resultados:

1. medias: T, = 54.25, 7 = 161.73, 73 = 36.53, 74 = 30.1.

2. matriz de covarianzas:

447 1779 599 9.19
17.79 26.15 4.52 4.44
599 452 333 1.34
9.19 444 134 4.56
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3. vectores y valores propios (columnas):

t1 to ts ty
.8328 .5095  .1882  .1063
.5029 —.8552 .0202 .1232
.1362 —.0588 .1114 —.9826
1867  .0738 —.9755 —.0892
Val. prop. 58.49 1547 2.54 2.24
Porc. acum. 74.27  93.92 97.15 100

4. Numero de componentes:

a. Criterio de Kaiser: la media de las varianzas es v =tr(S)/p =
19.68. Los dos primeros valores propios son 58.49 y 15.47, que son
mayores que 0.7 X v. Aceptamos m = 2.

b. Test de esfericidad.

m  x? gl
0 3339 9
1 1238 5
2 039 2

Rechazamos m = 0, m = 1 y aceptamos m = 2.

c. Test del bastén roto: Puesto que P, = 93.92 supera claramente el
valor esperado 79.16 y que no ocurre lo mismo con Pj, aceptamos
m = 2.

5. Componentes principales:
Y) = .8328X1 +.5029X5 + . 1362X35 + . 1867Xy,
Yy = .5095X; — . 8552X5 — .0588X3 4 .0738X,.

6. Interpretacion: la primera componente es la variable con méxima var-
ianza y tiene todos sus coeficientes positivos. La interpretamos como
una componente de tamano. La segunda componente tiene coeficientes
positivos en la primera y cuarta variable y negativos en las otras dos.
La interpretamos como una componente de forma. La primera com-
ponente ordena las estudiantes segiin su tamano, de la mds pequena
a la mds grande, y la segunda segiin la forma, el tipo picnico en con-
traste con el tipo atlético. Las dimensiones de tamano y forma estdn
incorrelacionadas.
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5.6 Complementos

El Anslisis de Componentes Principales (ACP) fué iniciado por K. Pearson en
1901 y desarrollado por H. Hotelling en 1933. Es un método referente a una
poblacién, pero W. Krzanowski y B. Flury han investigado las componentes
principales comunes a varias poblaciones.

El ACP tiene muchas aplicaciones. Una aplicacién cldsica es el estudio
de P. Jolicoeur y J. E. Mosimann sobre tamano y forma de animales, en
términos de la primera, segunda y siguientes componentes principales. La
primera componente permite ordenar los animales de mdas pequenos a més
grandes, y la segunda permite estudiar su variabilidad en cuanto a la forma.
Noétese que tamano y forma son conceptos “independientes”.

El ACP puede servir para estudiar la capacidad. Supongamos que la
caparazon de una tortuga tiene longitud L, ancho A, y alto H. La capacidad
serfa C = L*APH7, donde «, 3, son pardmetros. Aplicando logaritmos,
obtenemos

logC' = alog L + flog A + vlog H = log(L*A°H7),

que podemos interpretar como la primera componente principal Y; de las
variables log L, log A, log H, y por tanto «, 3, serian los coeficientes de Y;.

Por medio del ACP es posible efectuar una regresion muiltiple de Y so-
bre Xi,...,X,, considerando las primeras componentes principales Y7, Y5, ...
como variables explicativas, y realizar regresiéon de Y sobre Y7, Y5, ..., evi-
tando asf efectos de colinealidad, aunque las tltimas componentes princi-
pales también pueden influir (Cuadras, 1993). La regresion ortogonal es
una variante interesante. Supongamos que se quieren relacionar las variables
Xi,...,X, (todas con media 0), en el sentido de encontrar los coeficientes
B1,- -, B, tales que 31X, + ...+ (3,X, = 0. Se puede plantear el problema
como var(8,X; + ... + 8,X,) =minima, condicionado a B4 ..+ ﬂfo = 1.
Es facil ver que la solucién es la dltima componente principal Y.

Se pueden definir las componentes principales de un proceso estocdstico
y de una variable aleatoria. Cuadras y Fortiana (1995), Cuadras y Lahlou
(2000) han estudiado las componentes principales de las variables uniforme,
exponencial y logistica.



Capitulo 6

ANALISIS FACTORIAL

6.1 Introduccién

El Analisis Factorial (AF) es un método multivariante que pretende expresar
p variables observables como una combinacién lineal de m variables hipotéti-
cas o latentes, denominadas factores. Tiene una formulacién parecida al
Anélisis de Componentes Principales, pero el modelo que relaciona variables
y factores es diferente en AF. Si la matriz de correlaciones existe, las compo-
nentes principales también existen, mientras que el modelo factorial podria
ser aceptado o no mediante un test estadistico.

Ejemplos en los que la variabilidad de las variables observables se puede
resumir mediante unas variables latentes, que el AF identifica como “fac-
tores”, son:

1. La teoria clédsica de la inteligencia suponia que los tests de inteligen-
cia estaban relacionados por un factor general, llamado factor “g” de
Spearman.

2. La estructura de la personalidad, también medida a partir de los tests,
estd dominada por dos dimensiones: el factor neuroticismo-estabilidad
y el factor introversién-extroversion.

3. Las diferentes caracteristicas politicas de ciertos paises estdn influidas
por dos dimensiones: izquierda-derecha y centralismo-nacionalismo.

El AF obtiene e interpreta los factores comunes a partir de la matriz de

7
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correlaciones entre las variables:

1 T12 T1p
21 1 T2

R = P
Tpl T‘pg e 1

6.2 El modelo unifactorial

Consideremos Xj, ..., X, variables observables sobre una misma poblacién.
El modelo mas simple de AF sélo contempla un factor comiin F, que recoge
la covariabilidad de todas las variables, y p factores unicos Uy, ..., U,, uno
para cada variable. El modelo factorial es

De acuerdo con este modelo, cada variable X; depende del factor comiin
F' y de un factor dnico U;. El modelo supone que:

a) las variables y los factores estdn estandarizados (media 0 y varianza
1).

b) Los p + 1 factores estén incorrelacionados.

De este modo F' contiene la parte de la variabilidad comin a todas las
variables, y cada X; estd ademads influida por un factor tinico U;, que aporta
la parte de la variabilidad que no podemos explicar a partir del factor comun.
El coeficiente a; es la saturacion de la variable X; en el factor F.

De (6.1) deducimos inmediatamente que

a+d? =1,
cor(X;, F) =a,
COI‘(XZ', XJ) = a;Q;, 1 7é ]

Por lo tanto la saturacién a; es el coeficiente de correlacién entre X; y el factor
comtin. Por otra parte a?, cantidad que recibe el nombre de comunalidad,
indicada por h?, es la proporcién de variabilidad que se explica por F y la
correlacion entre X;, X; sélo depende de las saturaciones a;, a;.
Una caracteritzacion del modelo unifactorial es
g - .
LR B (6.2)

T,L'/j T,L'/j/ Qyr
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es decir, los cocientes entre elementos de la misma columna no diagonal de
dos filas de la matriz de correlaciones R es constante. Esto es equivalente a
decir que el determinante de todo menor de orden dos de R, que no contenga
elementos de la diagonal, es cero:

/r“ . 7" .y
1] 1) =TTy — TigTirgr = QiQ5Q Q5 — ;G At Qjr = 0. (63)

Ti’j Ti/jl

Estas son las llamadas relaciones tetradicas, que necesariamente se deben
cumplir para que sea vilido el modelo unifactorial.

La matriz de correlacions reducida R* se obtiene substituyendo la diago-
nal de unos por las comunalidades (véase (6.7)). Es inmediato probar que R*
tiene rango 1, que todos los menores de orden dos se anulan y que las comu-
nalidades se obtienen a partir de las correlaciones. Por ejemplo, la primera
comunalidad es

12713 T127T14 T1p—1T1
hi= = c= = (6.4)

23 T'24 Tpp—1

En las aplicaciones reales, tanto estas relaciones, com las tetradicas, sélo se
verifican aproximadamente. Asi, la estimacién de la primera comunalidad
podria consistir en tomar la media de los cocientes (6.4).

Por ejemplo, la siguiente matriz de correlaciones

c F I M D Mu
1.00 0.83 0.78 0.70 0.66 0.63
0.83 1.00 0.67 0.67 0.65 0.57
0.78 0.67 1.00 0.64 0.54 0.51
0.70 0.67 0.64 1.00 0.45 0.51
0.66 0.65 0.54 0.45 1.00 0.40
Mwu 0.63 0.57 0.51 0.51 0.40 1.00

O ~9"Q

relaciona las calificaciones en C (cldsicas), F (francés), I (inglés), M (matemati-
cas), D (discriminacién de tonos) y Mu (muisica) obtenidas por los alumnos

de una escuela. Esta matriz verifica, aproximadamente, las relaciones (6.2).

Si consideramos la primera y la tercera fila, tenemos que:

0.83 _ 0.70 _, 0.66 _, 0.63
0.67 0.64 054 051

De acuerdo con el modelo unifactorial, estas calificaciones dependen esencial-
mente de un factor comun.

1.2.
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6.3 El modelo multifactorial

6.3.1 El modelo

El modelo del anilisis factorial de m factores comunes considera que las p
variables observables X7, ..., X, dependen de m variables latentes F1, ..., F,,
lamadas factores comunes, y p factores tnicos Uy, ..., U,, de acuerdo con el
modelo lineal:

X1: a11F1 +- 4 almFm +d1U1
Xo= anly +---+ afy +daUs (6.5)

Xp == ClplFl +--- 4+ Glme +dep'

Las hipétesis del modelo son:

1. Los factores comunes y los factores tinicos estdn incorrelacionados dos
a dos

cor(F;, Fj) =0, i#j=1,...,m,
COI‘(UZ‘,U]‘):O, l?’éjzl,,p

2. Los factores comunes estan incorrelacionados con los factores unicos

cor(F;,U;) =0, i=1,....m, j=1,...,p.

3. Tanto los factores comunes como los factores tinicos sén variables re-
ducidas.

En el modelo factorial (6.5) se admite que las variables, en conjunto,
dependen de los factores comunes, salvo una parte de su variabilidad, sélo
explicada por el correspondiente factor especifico. Los factores comunes rep-
resentan dimensiones independentes en el sentido lineal, y dado que tanto
los factores comunes como los tinicos son variables convencionales, podemos
suponer que tienen media 0 y varianza 1.
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6.3.2 La matriz factorial

Los coeficientes a;; son las saturaciones entre cada variable X; y el factor Fj.
La matriz p X m que contiene estos coeficientes es la matriz factorial

ai aim
A — az1 QA2m
ap1 Qpm,
Si indicamos por X = (X7,...,X,)" el vector columna de las variables,

y andlogamente F = (Fy,..., F,), U =(Uy,...,U,), el modelo factorial en
expresion matricial es
X=AF+DU, (6.6)

donde D =diag(dy,...,d,) es la matriz diagonal con las saturaciones entre
variables y factores tinicos. El AF tiene como principal objetivo encontrar e
interpretar la matriz factorial A.

6.3.3 Las comunalidades

De las condiciones del modelo del AF se verifica
Var(Xi) = azzl +eet a’?m + dz27

y por lo tanto afj es la parte de la variabilidad de la variable X; que es debida
al factor comun Fj, mientras que d? es la parte de la variabilidad explicada
exclusivamente por el factor tinico Uj;.
La cantidad
h? =a% +---+a2, (6.7)

se llama comunalidad de la variable X;. La cantidad d? es la unicidad. Luego,
para cada variable tenemos que:

variabilidad = comunalidad + unicidad.

La comunalidad es la parte de la variabilidad de las variables sélo explicada
por los factores comunes.
Si supoemos que las variables observables son también reducidas, entonces

tenemos que
1=h+d:. (6.8)
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La matriz de correlaciones reducida se obtiene a partir de R substituyendo
los unos de la diagonal por las comunalidades

hi 19 o+ T
R*— 21 h% o Top
Tpt Ty e B2
Evidentmente se verifica
R =R*+ D% (6.9)

6.3.4 Numero maximo de factores comunes

El nimero m de factores comunes estd limitado por un valor maximo m,,
que podemos determinar teniendo en cuenta que hay p(p—1)/2 correlaciones
diferentes y p - m saturaciones. Pero si A es matriz factorial también lo es
AT, donde T es matriz ortogonal, por tanto introduciremos m(m — 1)/2
restricciones y el nimero de pardmetros libres de A serd p-m —m(m—1)/2.
El nimero de correlaciones menos el nimero de parametros libres es

1

d=pp—1)/2=(p-m—m(m—1)/2) = 5[(p—m)* =p—m].  (6.10)

Si igualamos d a 0 obtenemos una ecuacién de segundo grado que un vez
resuelta nos prueba que

1
mgma:§(2p+1—\/8p+1).

Un modelo factorial es sobredeterminado si m > m,, pues hay més satu-
raciones libres que correlaciones. Si m = m, el modelo es determinado y
podemos encontrar A algebraicamente a partir de R.

Desde un punto de vista estadistico, el caso mas interesante es m < m,
ya que entonces podemos plantear la estimacién estadistica de A, donde
d > 0 juega el papel de nimero de grados de libertad del modelo. El nimero
maximo m* de factores comunes en funcién de p es:

p 23456789 10 20 30 40
m* 01123345 6 14 22 31

Asignamos a m* el valor entero por defecto cuando m, tiene parte frac-
cionaria.
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6.3.5 El caso de Heywood

Una limitacién del model factorial es que alguna comunalidad puede alcanzar
(algebraicamente) un valor superior a 1, contradiciendo (6.8). Cuando esto
ocurre, la solucié se ha de interpretar con precaucién. En algunos métodos,
como el de la maxima verosimilitud, se resuelve este inconveniente (primera-
mente observado por H.B. Heywood) imponiendo la condicién h? < 1 en la
estimacién de las comunalidades.

6.3.6 Un ejemplo

Las asignaturas cldsicas de la ensenanza media, se dividen, en lineas gen-
erales, en asignaturas de Ciencias o de Letras, las primeras con contenido mé&s
racional y empirico, las segundas con contenido mas humanistico y artistico.
Consideremos las siguientes 5 asignaturas:

Ciencias Naturales (CNa), Matematicas (Mat), Francés (Fra), Latin (Lat),
Literatura (Lit). Supongamos que estan influidas por dos factores comunes o
variables latentes: Ciencias (C) y Letras (L). En otras palabras, suponemos
que C y L son dos variables no observables, que de manera latente influyen
sobre las cinco asignaturas. Las calificaciones de n = 20 alumnos en las
asignaturas y en los factores se encuentran en la Tabla 6.1.

Vamos a suponer que la matriz factorial es

C L
CNa .8 .2
Mat .9 .1
Fra 1 .9
Lla 3 .8
Lit 2 .8

Las dos primeras asignaturas estdn mds influidas por el factor C, y las
tres iltimas por el factor L. Por ejemplo, Matematicas tiene una correlaciéon
de 0.9 con Ciencias y sélo 0.1 con Letras.

La calificacién del primer alumno en CNa es 7, debida a 7 puntos en
Ciencias y 5 puntos en Letras. Segun el modelo factorial:

7T=08x7+02x5+0.4
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Asignaturas Factors
Alumno CNa Mat Fra Lat Lit Ciéncies Lletres
1 7 7 5! 5! 6 7 5}
2 5 5 6 6 5 5 6
3 5 6 5 ) 6 5
4 6 8 5 6 6 7 5)
5 7 6 6 7 6 6 6
6 4 4 6 7 6 4 6
7 5 5 5 5 6 5 6
8 5 6 5 5 5 6 5
9 6 5 7 6 6 5 6
10 6 5 6 6 6 5) 6
11 6 7 5! 6 5 7 5]
12 5 5 4 5 4 6 4
13 6 6 6 6 5 6 6
14 8 7 8 8 8 7 8
15 6 7 5 6 6 6 5}
16 4 3 4 4 4 3 4
17 6 4 7 8 7 5 7
18 6 6 7 7 7 6 7
19 6 5 4 4 4 5 4
20 7 7 6 7 6 7 6

Tabla 6.1: Calificaciones en 5 asignaturas y puntuaciones en 2 factores co-
munes de 20 alumnos.
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De los 7 puntos, 5.6 se explican por el factor comin C, 1 punto por el factor
comin L y 0.4 punts por el factor tinico. Este factor tnico representa la
variabilidad propia de las CNa, independente de los conceptos C y L.

Las comunalidades son:

h? =0.68, h3 = 0.82, h2 = 0.82, hi =0.73, h2 = 0.68.

Los porcentajes de la variabilidad explicada por los factores comunes y las
comunalidades son:

Factor C Factor L Comunalidades

C. Naturales 64 4 68
Matematicas 81 1 &2
Francés 1 81 82
Latin 9 64 73
Literatura 4 64 68

6.4 Teoremas fundamentales

El primer teorema, conocido como teorema de Thurstone, permite relacionar
la matriz factorial con la matriz de correlaciones, o mas exactamente, con la
matriz de correlaciones reducida. El segundo teorema permite determinar,
tedricamente, el nimero de factores comunes y los valores de las comunali-

dades.
Teorema 6.4.1 Bajo las hipotesis del modelo factorial lineal se verifica

Tij = D opey QikGjk, i#j=1,...,p,
1 =X e +di, i=1....p

En notacion matricial

R = AA’ + D% (6.11)
Demost.: Al ser las variables reducidas, R =F(XX') y de (6.6)
R = E((AF +DU)(AF + DU)")
= AE(FF)A'+DE(UU')D’ + 2AE(FU')D.

Por las condiciones de incorrelacién entre factores tenemos que E(FF') =1,
E(UU') =1, E(FU’) =0, lo que prueba (6.11).0]
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De (6.9) vemos inmediatamente que
R'= AA’. (6.12)

Una solucién factorial viene dada por cualquier matriz A que cumpla la
relacion (6.12). Asi pues, si m > 1, existen infinitas soluciones, pues si A es
solucion, también lo es AT, siendo T una matriz m x m ortogonal. Por otro
lado, (6.11) o (6.12) tampoco resuelven completamente el problema, ya que
desconocemos las comunalidades. La obtencién de las comunalidades estd
muy ligada al nimero de factores comunes.

Teorema 6.4.2 Se verifica:

1. El modelo factorial existe si R es la suma de una matriz semidefinida
positiva y una matriz diagonal con elementos no negativos.

2. El nimero m de factores comunes es el rango de la matriz R*. Por
lo tanto m es el orden del mds grande menor de R que no contiene
elementos de la diagonal.

3. Les comunalidades son aquellos valores 0 < hf < 1 tales que R* es
matriz semi-definida positiva (tiene m valores propios positivos).

Prueba: Es una consecuencia de la relacion (6.12) entre R* y A. El mayor
menor de R quiere decir la submatriz cuadrada con determinante no negativo,
que no contenga elementos de la diagonal.l]

Hemos visto que a partir de R podemos encontrar m, pero la solucién no
es unica. El principio de parsimonia en AF dice que entre varias soluciones
admisibles, escogeremos la que sea mas simple. El modelo factorial serd pues
aquel que implique un nimero minimo m de factores comunes. Fijado m,
las comunalidads se pueden encontrar, algebraicamente, a partir de la matriz
de correlaciones R. En la préactica, las comunalidades se hallan aplicando
métodos estadisticos.

Finalmente, podemos probar de manera analoga, que si el andlisis factorial
lo planteamos a partir de la matriz de covarianzas 3, sin suponer las variables
reducidas, aunque si los factores, entonces obtenemos la estructura

¥ = AA' + D’ (6.13)
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6.5 Meétodo del factor principal

Es un método de obtencién de la matriz factorial con la propiedad de que
los factores expliquen méxima varianza y sean incorrelacionados.

La variabilidad total de las variables, que suponemos reducidas, es p. La
variabilidad de la variable X; explicada por el factor F; es afj. La suma de
variabilidades explicadas por F} es

2

2
‘/j:axlj+...+apj.

El primer factor principal F; es tal que V; es méximo. Consideremos pues
el problema de maximizar V; con la restriccion R* = AA’. Utilizando el
método de los multiplicadores de Lagrange debemos considerar la funcién

P m
Vit Y aqip(riy =Y amagn),
k=1

33'=1

donde ¢, = g;; sén los multiplicadores. Igualando las derivadas a cero se
obtiene que las saturaciones a; = (a1, ..., ap )" del primer factor principal
verifican

R*a1 = /\18.1,

es decir, a; es el primer vector propio de R* y Ay es el primer valor propio.
El valor méaximo de V; es precisamente A;.
Si ahora restamos del modelo factorial el primer factor

Xi=Xi—anFy = apFy + ... + aim P + diUs,

)

el modelo resultante contiene m — 1 factores. Aplicando de nuevo el criterio
del factor principal al modelo vemos que las saturaciones as = (as2, . .., ay2)
tales que la variabilidad explicada por el segundo factor

_ 2 2
Va=ajy+ ...+ ay,

sea maxima, corresponende al segundo vector propio de R* con valor propio
A2, que es precisament el valor méximo de V5.

En general, si R* = UAU’ es la descomposicién espectral de R*, la
solucion del factor principal es

A =UA"?
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Fijado un valor compatible de m, un algoritmo iterativo de obtencién de
la matriz factorial y de las comunalidads es:

Paso 1 R = UAU’ (p valores y vectores propios)
Paso 2 R,= US}) AU (m primeros valores y vectores propios)
Pasoi  R;=UWAPUY
Ai — U%)(A%))I/Z
Paso i+1 R;;; =diag(A;A}) + R —1 (volver al paso i)

La matriz A; converge a la matriz factorial A. Como criterio de conver-
gencia podemos considerar la estabilidad de las comunalidades. Pararemos
si pasando de 7 a ¢ + 1 los valores de las comunalidads, es decir, los valores
en diag(A;A’), practicamente no varfan. Esta refactorizacion podria fallar si
se presenta el caso de Heywood o R no satisface el model factorial (6.11).

Ejemplo: Volviendo al ejemplo de las asignaturas, la solucién por el
método del factor principal encuentra dos factores que explican el 74.6% de
la varianza:

F1 F2
C. Naturales .621 -.543
Matemadticas  .596 -.682
Francés .796  .432
Latin  .828  .210
Literatura  .771  .292
Valor propio 2.654 1.076
Porcentaje 53.08 21.52

6.6 Meétodo de la maxima verosimilitud

6.6.1 Estimacion de la matriz factorial

Podemos plantear la obtencién de la matriz factorial como un problema de
estimacién de la matriz de covarianzas 3, con la restriccién que X se descom-
pone en la forma

Y=AA'+V,

donde V = D? es una matriz diagonal (véase (6.13)). Si suponemos que las
n observacions de las p variables provienen de una distribucién normal con
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p = 0, el logaritmo de la funcién de verosimilitud es
log L(X,11, %) = —g(log 275 — tr(271S)).

Cambiando de signo y modificando algunas constantes, se trata de estimar
A y V de manera que

F,(A, V) =log || + tr(X7'S)—log |S|—p (6.14)

sea minimo, siendo S la matriz de covarianzas muestrales. Las derivadas
respecto de A y 'V son

an _ —1(y -1

51 =25 (E-S)STA,

8Fp T —1(y _ -1
= diag(Z (S~ 55,

Por tanto, las ecuaciones a resolver para obtener estimaciones de A y V son

SUE - )L A =0, diag(E4(S - S)81) =0,

Y=AA"+V, A'V~1A es diagonal. (6.15)

La dltima condicién es sélo una restriccién para concretar una solucion,
puesto que si A es solucién, també lo es AT, siendo T matriz ortogonal.
Debe tenerse en cuenta que se trata de encontrar el espacio de los factores
comunes. La solucién final serd, en la préactica, una rotacién de la solu-
cién que verifique ciertos criterios de simplicidad. Las ecuaciones (6.15) no
proporcionan una solucién explicita, pero es posible encontrar una solucién
utilizando un método numérico iterativo.

6.6.2 Hipdtesis sobre el mimero de factores

Una ventaja del método de la maxima verosimilitud es que permite formular
un test de hipétesis sobre la estructura factorial de ¥ y el nimero m de
factores comunes.

Planteemos el test

Hy:YX=AA'"+V vs H;:X es definida positiva,

donde A es de rango m.
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Sis = AA/ —1—\7, siendo A y V las estimaciones, los méximos del logaritmo
de la razon de verosimilitud son (Seccién 5.4.2)

Hy: —2(log|Z] + tr(27'8)),
Hy: —2(log|S| +p).

Aplicando el Teorema 3.5.1 tenemos que el estadistico
Ci = n(log S| — log |S| + tr(E7'S)—p) = an(X,\A/')

sigue asinptoticamente la distribucién ji-cuadrado con

k=p(p—1)/2— (p-m+p—m(m—1)/2) = 5((p—m)* ~p—m)

grados de libertad. Podemos observar que Cj es n veces el valor minimo de
la funcién (6.14) y que k coincide con (6.10).

6.7 Rotaciones de factores

La obtencién de la matriz factorial, por aplicaciéon de los dos métodos que
hemos expuesto, no es mds que el primer paso del AF. Normalmente la matriz
obtenida no define unos factores interpretables. En el ejemplo de las asig-
naturas, la solucién por el método del factor principal es en principio vélida,
pero define dos factores comunes Fi, F5 que no son ficilmente identificables.
Se hace necesario “rotar” estos dos factores hacia unos factores més féciles
de interpretar.

Se han propuesto diferentes versiones sobre como transformar la matriz
factorial a fin de obtener una estructura simple de los factores. Esencialmente
se trata de conseguir que unas saturaciones sean altas a costa de otras, que
serdn bajas, para asi destacar la influencia de los factores comunes sobre las
variables observables.

6.7.1 Rotaciones ortogonales

Dada una matriz factorial A, queremos encontrar una matriz ortogonal T
tal que la nueva matriz factorial B = AT defina unos factores que tengan
una estructura mas simple. Un criterio analitico considera la funcién

25 9 B ST S It (.16
i=1 i=1

k=1 k#j=1 i=1
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donde 7 es un parametro tal que 0 < v < 1. Hay dos criterios especialmente
interesantes.

Quartimaz: Si vy = 0 minimizar G equivale a maximizar la varianza de
los cuadrados de los p-m coeficientes de saturacién. Si cada saturacién ay; se
divide por la comunalidad, es decir, se considera afj /h?, la rotacién se llama
quartimax normalizada.

Varimaz: Si v = 1 minimizar G equivale a maximizar la suma de las
varianzas de los cuadrados de los coeficientes de saturacién de cada columna
de A. Andlogamente si consideramos af;/h?, la rotacién se llama varimax
normalizada.

6.7.2 Factores oblicuos

Los factores comunes pueden estar también correlacionados, y entonces se
habla del model factorial oblicuo. Este modelo postula que las variables
observables dependen de unos factores correlacionados FY,...,F) y de p
factores unicos. Asi para cada variable X;

X =paFl + ...+ pinF), + d;U;, i1=1,...,p. (6.17)
La solucién factorial oblicua consistird en hallar las siguientes matrices:
1. Matriz del modelo factorial oblicuo
P =(pi;)
siendo p;; la saturacién de la variable X; en el factor F]’ .

2. Matriz de correlaciones entre factores oblicuos

® = (p;;) siendo @;; = cor(Fy, F}).
3. Estructura factorial oblicua (estructura de referencia)

Q =(g;;) siendo g;; = cor(X;, F}).

Si indicamos F° = (F},..., F!)" y escribimos el modelo (6.17) en forma
matricial
X =PF’ + DU,
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facilmente probamos la relacién entre las tres matrices P, ® y Q
Q=Po,
y la version del teorema de Thurstone para factores correlacionados
R = P®P' + D2

Si los factores son ortogonales, el modelo factorial coincide con la estructura
factorial y tenemos que

6.7.3 Rotacion oblicua

Ya se ha dicho que hallar una matriz factorial A constituye el primer paso de
la factorizacion. Queremos encontrar una matriz L tal que la nueva matriz
factorial P = AL defina unos factores oblicuos que tengan una estructura
mas simple. Un criterio analitico sobre la matriz de estructura factorial Q
considera la funcién

m D P p
H=3 > D dhah— > di > dil
i=1 i=1

k=1 k#£j=1 i=1

donde v es un pardametro tal que 0 < + < 1. Hay tres criterios especial-
mente interesantes, que tienen una interpretacién parecida al caso ortogonal
y que también se pueden formular, mas adecuadamente, dividiendo por las
comunalidades.

Quartimin: Si «y = 0 hay méxima oblicuidad entre los factores comunes.

Bi-quartimin: Si v = 1/2 el criterio es intermedio entre quartimin y
covarimin.

Covarimin: Si v = 1 hay minima oblicuidad entre los factores comunes.

Conviene tener en cuenta que las rotaciones ortogonales y oblicuas in-
tentan simplificar la estructura factorial A y la estructura de referencia Q,
respectivamente.

Un criterio directo de rotacién oblicua es el promax. Sea A la matriz fac-
torial obtenida por el método varimax. Queremos destacar unas saturaciones
sobre otras, por tanto definimos P* = (pj;) tal que

Py = |affl\/a1j, kE>1,
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siendo k£ un nidmero entero.
Cada elemento de A queda elevado a una potencia k conservando el signo.
Seguidamente ajustamos P* a AL en el sentido de los minimos cuadrados

L=(AA)'AP*

Es necesario normalizar la matriz L de manera que los vectores columna de
N — z .
T = (L')~! tengan médulo unidad. Obtenemos entonces

P=AL &®=TT, Q=AT.

El grado de oblicuidad de los factores comunes aumenta con k. Se suele tomar
k= 4.

Ejemplo: Continuando con el ejemplo de las 5 asignaturas, la estimacién
méximo verosimil y la matriz factorial rotada son:

Méxim veros. Varimax | Comun.
F F, C L
CNa .659 .432 .636 .464 .62
Mat 2999 .005 999  .046 .99
Fra 104 974 .055 .978 .96
Lat 234 .809 193 .820 71
Lit 327 831 280 .847 .79

El test de hipétesis de que hay m = 2 factores comunes da x? = 1.22,
no significativo. Podemos aceptar m = 2. La rotacién varimax pone de
manifiesto la existencia de dos factores C, L, que podemos interpretar como
dimensiones latentes de Ciencias y Letras.

La rotacion oblicua promax con k = 4 da las matrices P, Q, ® :

Modelo factorial | Estruct. factorial | Correlaciones factores
C L C L
CNa 570 375 706 .581
Mat 1.04 -.135 992 242 1 .362
Fra -.150 1.024 221 970 ( 362 1 )
Lla .028 831 330 .842
Lit 114 .844 420  .885

La Figura 6.1 representa los factores ortogonales iniciales F; y Fy, dibu-
jados como vectores unitarios, y los factores oblicuos C'y L. Las variables
tienen una longitud proporcional a la raiz cuadrada de sus comunalidades.
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Figura 6.1: Proyeccién de las variables sobre los factors comunes ortogonals,
y factores rotados (rotacién promax), interpretados como factores de Ciencias
y Letras.

6.7.4 Factores de segundo orden

Un vez hemos obtenido los factores oblicuos con matriz de correlaciones ®,
podemos suponer que estos m factores primarios dependen de m’ factores
secundarios de acuerdo con una matriz factorial B que verifica

$ = BB’ + E2,

siendo E la matriz m x m diagonal.

Si los factores secundarios son también oblicuos, el proceso de factor-
izacién puede continuar hasta llegar a un tnico factor comin de orden supe-
rior.

Un ejemplo de aplicacion nos lo proporciona la teoria clésica de la estruc-
tura factorial de la inteligencia. Los tests de aptitud dependen de un conjunto
elevado de factores primarios, que dependen de un conjunto de 7 factores se-
cundarios (verbal, numérico, espacial, razonamiento, memoria, percepcion,
psicomotores), que a su vez dependen de un factor general “g” (el factor “g”
de Spearman), que sintetiza el hecho de que todas las aptitudes mentales
estdn correlacionadas.
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6.8 Mediciéon de factores

Sea x = (z1,...,xp)" los valores de las p variables observables obtenidas so-
bre un individuo w. Nos planteamos ahora “medir los factores”, es decir,
encontrar los valores f = (f1,..., f,n)" de los factores comunes sobre w. Se
verifica

x = Af + Du, (6.18)
siendo u = (uy ..., u,) los valores de las unicidades.

Si interpretamos (6.18) como un modelo lineal, donde x es el vector de
observaciones, A es la matriz de diseno, f es el vector de pardmetros y e = Du
es el término de errror, el criterio de los minimos cuadrado (véase (12.4)) nos
da

f=(A'A)'A'x.

Un método més elaborado (propuesto por M. S. Bartlett) considera que

f es funcién lineal de x y que los valores de los factores tinicos

u=D(x - Af)
son términos de error. Si queremos minimizar
u'u=ui+... +u,
expresando (6.18) como D™ 'x = D71 Af + u, es facil ver que
f=(A'D2A)'A'D%x.
Una modificacién de este método (propuesta por T. W. Anderson y H.

Rubin) consiste en anadir la condicién de que los factores comunes estimados
estén incorrelacionados. La solucién que resulta es

f =B 'A'D 2x,

siendo B’= A'D-2RD*A.

Ejemplo: Continuando con el ejemplo de las 5 asignaturas, las califica-
ciones en las asignatures de los 4 primeros alumnos (Tabla 6.1) y las pun-
tuaciones (Anderson-Rubin) en los factores C'y L, obtenidos con la rotacién
varimax, son:

Alumno CNa Mat Fra Lat Lit C L

1 7 7 5 5 6 | 1.06 -.559
2 ) 5 6 6 5 |-.568 .242
3 ) 6 5 7 5 | .259 -.505
4 6 8 5 6 6 | 1.85 -.614
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Teniendo en cuenta que los factores comunes son variables estandarizadas,
el primer alumno tiene una nota relativamente alta en Ciencias y una nota
algo por debajo de la media en Letras.

6.9 Analisis factorial confirmatorio

Los métodos del factor principal y de la méxima verosimilitud son explorato-
rios, en el sentido de que exploran las dimensiones latentes de las variables.
El AF también se puede plantear en sentido confirmatorio, estableciendo una
estructura factorial de acuerdo con el problema objeto de estudio, y seguida-
mente aceptando o rechazando esta estructura mediante un test de hipotesis.
Por ejemplo, podemos considerar que la matriz factorial en el ejemplo de las
5 asignaturas es

C L
CNa 1 O
Mat 1 O
Fra 0 1
Lla 0 1
Lit 0 1

interpretando que las dos primeras sélo dependen del factor Ciencias y las
otras tres del factor Letras. Entonces podemos realizar una transformacion
de la matriz factorial inicial para ajustarnos a la matriz anterior.

Si la solucién inicial es A, postulamos una estructura B y deseamos en-
contrar T ortogonal tal que AT se aproxime a B en el sentido de los minimos
cuadrados

tr(B — AT)”? = minimo,

entonces la solucién es T = UV’ siendo A’'B = UAV’ la descomposicién
singular de A’B. Si T no es ortogonal y por lo tanto se admite una estructura
oblicua, entonces T se obtiene siguiendo un procedimiento parecido a la
rotaciéon promax

T =(A'A)'A'B,

pero normalizando a médulo 1 los vectores columna de T.

Mis generalmente, en AF confirmatorio se especifica el niimero de factores
comunes, el tipo ortogonal u oblicuo de la solucién, y los valores libres o fijos
de las saturaciones.
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Ejemplo: Un AF confirmatorio sobre 9 tests (estudiado por K. Joreskog)
obtiene siete soluciones confirmatorias. De los 9 tests considerados, los tests
1,2,3 miden relaciones espaciales, los tests 4,5,6 inteligencia verbal y los tests

7,8,9 velocidad de percepcion. La matriz de correlaciones es:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
111 318 468 .335 .304 .326 .116 .314 .489
2 1 .230 .234 .157 .195 .057 .145 .139
3 1 .327 335 325 .099 .160 .327
4 1 722 714 203 .095 .309
5 1 .685 .246 .181 .345
6 1 .170 113 .280
7 1 585 .408
8 1 .512
9 1

Sé6lo comentaremos tres soluciones. La primera solucién es oblicua no
restringida, y se puede aceptar, puesto que la ji-cuadrado del ajuste no es

significativa.
P P Comun.
.71 .00 .00 .50
54 -.03 -.08 .26
67 .04 -.09 46
.00 .87 .00 1 .76
-.03 .81 .13 541 .70
.01 82 -.01 24 28 1 .68
.00 .00 .78 .61
42 -30 .73 .68
56 -.06 .41 .54

La segunda solucién es oblicua restringida. Se impone la condicién de que
los tres primeros tests correlacionen sélo con el primer factor, los tres sigu-
ientes sélo con el segundo y los tres ltimos sé6lo con el tercero. No obstante,
el valor ji-cuadrado es significativo y esta solucién no deberia aceptarse.

2 _
X12 =

9.77

p = 0.64
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P 6o} Comun.
68 .00 .00 46
52 .00 .00 27
69 .00 .00 A48
00 87 .00 1 77 X3, = 51.19
00 83 .00 .54 1 69 p=0.001
00 83 .00 .52 34 1 .69
00 .00 .66 43
.00 .00 .80 63
.00 .00 .70 49

La tercera solucién es ortogonal no restringida, con un factor general y
tres factores especificos, en el sentido que el primero no correlaciona con la
variable 4, el segundo no correlaciona con las variables 1 y 7 y el tercero
no correlaciona con 1,2 y 4. El valor ji-cuadrado indica que esta solucién es
aceptable.

P P Comun.
38 .58 .00 .00 48
24 41 .35 .00 37
38 .53 .30 -.03 1 .52
87 .00 .03 .00 .00 1 .75 Xz = 2.75
83 .01 -.13 .06 .00 .00 1 72 p=0.84
83 .01 .04 -.02 .00 .00 .00 1 .68
24 .02 .00 .95 .95
15 .43 -13 57 .56
36 .59 -22 .34 .64

6.10 Complementos

Constituyen dos precedentes del Anélisis Factorial el concepto de factor la-
tente de F. Galton y de eje principal de K. Pearson. El primer trabajo, pub-
licado en 1904, por Ch. Spearman (Spearman, 1904) desarrolla una teoria

(AP

de la inteligencia alrededor de un factor comiin, el factor “g”. Esta teorfa,
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que ordenaba la inteligencia de los individuos a lo largo de una sola dimen-
sién, fue defendida por C. Burt, con consecuencias sociolégicas importantes,
pues proporcioné una base cientifica para financiar las escuelas privadas en
detrimento de otras.

El Analisis Factorial moderno se inicia con la obra “Multiple Factor
Analysis” de L.L. Thurstone, que postulaba mé&s de un factor comin, intro-
ducia la estructura simple y las rotaciones de factores. A partir de Thurstone
la medida de la inteligencia era méas “democréatica”, ya que posefa varias di-
mensiones latentes, quedando sin sentido una ordenacion de los individuos,
que si en una dimensién era posible hacerlo, en varias dimensiones no. Habia
una polémica similar sobre la personalidad. La teoria psicoanalitica defendia
una continuidad entre la personalidad neurética y la psicética, mientras que
el AF revela que neurosis y psicosis son dimensiones independientes.

Los modelos y métodos de Spearman, Burt, Thurstone y otros (Holzinger,
Harman y Horst), son ya historia. Los métodos actuales para obtener la
matriz factorial son: factor principal, andlisis factorial canénico (C.R. Rao),
método Alfa (H.F. Kaiser, J. Caffrey) y el método de la méxima verosimilitud
(D.N. Lawley, K.G. Joreskog). Véase Joreskog (1967).

El método varimax de rotaciéon ortogonal de Kaiser es uno de los mads
recomendados. J.B. Carroll introdujo la rotacién oblicua quartimin y A.E.
Hendrickson y P.O. White la promax. Anderson y Rubin (1956) publicaron
un excelente trabajo sobre AF, tratando todo los aspectos algebraicos y es-
tadisticos del tema. Véase Harman (1976), Torrens-Ibern (1972).

El estudio de las dimensiones latentes es un tema presente en la ciencia
y siempre ha despertado interés. C. R. Rao demostré que si conocemos la
distribucién de & combinaciones lineales de p variables independientes, siendo
k(k—1)/2 < p < k(k + 1)/2, entonces la distribucién de cada una de las p
variables queda determinada (salvo la media o pardmetro de localizacién). Si
tenemos p = 210 variables independientes bastaria conocer la distribucion de
k = 20 combinaciones lineales adecuadas para determinar la distribucién de
las 210 variables. Este resultado proporciona una cierta justificacién tedrica
acerca del hecho que la informacién multivariante posee una dimensionalidad
latente mucha més pequena.

La etapa inicial del AF (hasta 1966), era exploratoria, como una her-
ramienta para explorar la dimensionalidad latente de las variables. Mas
tarde, el anélisis factorial se ha entendido en sentido confirmatorio (Joreskog,
Lawley, Maxwell, Mulaik), estableciendo una estructura factorial de acuerdo
con el problema, y seguidamente aceptando o rechazando esta estructura
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mediante un test de hipétesis (Joreskog, 1969, 1970). Constiltese Cuadras
(1981).

Se han llevado a cabo muchas aplicaciones del AF. Citaremos tres, las
dos primeras sobre AF exploratorio y la tercera sobre AF confirmatorio.

Rummel (1963) estudia 22 medidas de los conflictos de 77 naciones y en-
cuentra tres dimensiones latentes, que identifica como: agitacién, revolucién
y subversién, y ordena las naciones segin las puntuaciones en los factors
comunes.

Sénchez-Turet y Cuadras (1972) adaptan el cuestionario E.P.I. de person-
alidad (Eysenck Personality Inventory) y sobre un test de 69 items (algunos
items detectan mentiras) encuentran tres factores: Introversién-Extroversion,
Estabilidad-Inestabilidad, Escala de mentiras.

Joreskog (1969) explica un ejemplo de AF confirmatorio sobre 9 tests,
previamente estudiado por Anderson y Rubin. Véase la Seccién 6.9.

Finalmente, el Andlisis de Estructuras Covariantes es una generalizacion
del AF, que unifica este método con otras técnicas multivariantes (MANOVA,
andlisis de componentes de la varianza, andlisis de caminos, modelos simplex
y circumplexos, etc.). Se supone que la estructura general para la matriz de
covarianzas es

Y = B(P®P' + D*)B’ + 02,

Otra generalizacion es el llamado modelo LISREL (Linear Structural Re-
lationship), que permite relacionar un grupo de variables dependientes Y
con un grupo de variables independientes X, que dependen de unas variables
latentes a través de un modelo de medida. Las variables latentes estan rela-
cionadas por un modelo de ecuaciones estructurales. LISREL (Joreskog y
Sorbom, 1999) es muy flexible y tiene muchas aplicaciones (sociologia, psi-
cologia, economia). Véase Satorra (1989), Batista y Coenders (2000).



Capitulo 7

ANALISIS CANONICO DE
POBLACIONES

7.1 Introducciéon

Con el Analisis de Componentes Principales podemos representar los individ-
uos de una poblacién, es decir, representar una tinica matriz de datos. Pero
si tenemos varias matrices de datos, como resultado de observar las variables
sobre varias poblaciones, y lo que queremos es representar las poblaciones,
entonces la técnica adecuada es el Anélisis Canénico de Poblaciones (CANP).

Supongamos que de la observacién de p variables cuantitativas X, ..., X,
sobre g poblaciones obtenemos g matrices de datos

X3 ny Xp
X )§2 2 >< p
Xy Ng X p
donde X; es la matriz n; x p de la poblacién i. Sean X},Xj, . .. ;X los vectores

(fila) de las medias de cada poblacién. X es de orden n X p, siendo n =
Y7, ni. Indiquemos

</ </
</ </
X —X
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la matriz g X p con las medias de las g poblaciones. Tenemos dos maneras
de cuantificar matricialmente la dispersién entre las poblaciones:

e La matriz de dispersiéon no ponderada entre grupos
A=XX=> (X% -%)(X %)
i=1
e La matriz de dispersiéon ponderada entre grupos
g
B=> niX—X)(X—X).
i=1

La matriz A es proporcional a una matriz de covarianzas tomando como
datos sélo las medias de las poblaciones. La matriz B participa, juntamente
con W (matriz de dispersién dentro de grupos) en el test de comparacién
de medias de g poblaciones. Aqui trabajaremos con la matriz A, si bien los
resultados serfan parecidos si utilizdramos la matriz B. También haremos uso
de la matriz de covarianzas (véase (3.1)):

1 g
=1

n—g<

Entonces A =X X juega el papel de matriz de covarianzas “entre” las pobla-
ciones, S juega el papel de matriz de covarianzas “dentro” de las poblaciones.

7.2 Variables candnicas

Definicié 7.2.1 Sean V = [v,,...,V,] los vectores propios de A respecto de
S con valores propios Ay > ... > A, es decir,

Av; = \Sivi,
normalizados segin
/
ViSiVi =1.

Los wvectores vi,...,v, son los vectores candnicos y las variables candnicas

son las variables compuestas
Y;‘ = XVZ‘.
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Sivi = (viiy..., ) y X=[X1,...,X,], la variable canénica Y; es la
variable compuesta
Yi=Xv; =0 X1 + - +vpiXy
que tiene S-varianza 1 y A—varianza )\;, es decir:
vara(Y;) = viAv; = )\, varg(Y;) = viS;v; = 1.

Trabajaremos con p variables canénicas, pero de hecho el niimero efectivo es
k = min{p, g — 1}, ver Seccién 7.5.3.

Teorema 7.2.1 Las variables candnicas verifican:

1. Son incorrelacionadas dos a dos respecto a A y también respecto a S

cova(Y;,Y;) = covs(Y,Y;) =0 si i #j.

2. Las A-varianzas son respectivamente maximas:
vara(Y1) = A1 > -+ > vara(Yy) = Ap,

en el sentido de que Y; es la variable con mdxima varianza entre grupos,
condicionada a varianza 1 dentro grupos, Yo es la variable con mdzrima
varianza entre grupos, condicionada a estar incorrelacionada con Yy y
tener varianza 1 dentro grupos, etc.

Demost.: Supongamos A\; > --- > A, > 0. Probemos que las variables
Y; =Xt;, 1 =1,...,p, estdn incorrelacionadas:

COVA()/I,Y) = t;At] = t;S/\]t] = /\]tQSt],

= (N

j = )\Z)t;StJ =0 = t;Stj =0 = COVA(Y Y) = )\]t;StJ =
cova(Y;,Y;) =0, sii# j. Ademas, de t;St; = 1:

iy 1g

VaI'A(Y;) = )\lt;StJ = )\z

Sea ahora Y = Z’.’ a; X; = Zp 1 «;Y; una variable compuesta tal que

varg(Y) =0 1042vars(Y) = >"  a? = 1. Entonces:

VarA(Y):varA(Zp:ai Y;) Za var 4 (Y; Za2)\ <( Za YA = vars (Y1),
i=1
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que prueba que Y; tiene méxima varianza entre grupos.
Consideremos a continuacién las variables Y incorrelacionadas con Y,
que podemos expresar como:

Y = zp: b;X; = Z B;Y; condicionado a Z ﬁ = 1.
i=1

=2

Entonces:
vars(Y) = vary Z Zﬁ var 4 (Y; Zﬁ Ai < Z Yo = vara(Yz),

y por lo tanto Y5 estd incorrelacionada con Y; y tiene varianza méxima. La
demostracién de que Y3, ..., Y}, son también variables canénicas es andloga.

7.3 Distancia de Mahalanobis y transforma-
cién candnica

La distancia de Mahalanobis entre dos poblaciones es una medida natural
de la diferencia entre las medias de las poblaciones, pero teniendo en cuenta
las covarianzas. En la Seccién 1.9 hemos introducido la distancia entre los
individuos de una misma poblacién. Ahora definimos la distancia entre dos
poblaciones cuando hay maés de dos poblaciones.

Definicié 7.3.1 Consideremos muestras multivariantes de g poblaciones con
vectores de medias X1,Xz, . . ., X, y matriz de covarianzas (comin) S. La dis-
tancia (al cuadrado) de Mahalanobis entre las poblaciones i, j es

M?(i,§) = (K = %;)'S7! (K — ;).

Si X es la matriz centrada con los vectores de medias y V = [v,,...,Vv,]

. . . /<
es la matriz con los vectores canénicos (vectores propios de A =X X respecto
de S), la transformacién canénica es

Y =XV.

La matriz Y de orden g X p contiene las coordenadas candnicas de las g
poblaciones.
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Teorema 7.3.1 La distancia de Mahalanobis entre cada par de poblaciones
t,] coincide con la distancia Euclidea entre las filas i,7 de la matriz de co-
ordenadas candnicas Y. Siy; =X;V entonces

dp(i,5) = (yi —y;)' (yi —yj) = (% —%)'S7 (% — X;)- (7.1)
Demost.: Basta probar que los productos escalares coinciden
yzy; == ES_lig <~ Xs_lil == YY/

Sea A =diag(\y, ..., \,) lamatriz diagonal con los valores propios de A =X'X
respecto de S. Entonces

AV =SVA con V'SV=1I1,

y la transformacién canénica es Y =X V.
Sea C matriz ortogonal definida por V = S™Y/2C, siendo S = UDU’, con
D diagonal y S~1/2= UD~Y/2U". Tenemos que V'AV = V'SVA es

C'S2ASY2C = C'S /2SS 1/2CA = A,

es decir, S~'/2C contiene los vectores propios de A con valores propios A.
Entonces AV = SV A implica

AS™2C =8 ’CA con C'C=CC=1,
La transformacién canénica es pues Y =XS~/2C, asf que

XS X =XS12cC's V/2X = YY'.OO

7.4 Representacién candénica

La representacion de las g poblaciones mediante las filas de X con la métrica
de Mahalanobis es bastante complicada: la dimensién puede ser grande y
los ejes son oblicuos. En cambio, la representacion mediante las coordenadas
canénicas Y con la métrica Euclidea se realiza a lo largo de ejes ortogo-
nales. Si ademds, tomamos las ¢ primeras coordenadas canénicas (¢ = 2, por
ejemplo), la representacion es totalmente factible y es éptima en dimensién
reducida, en el sentido de que maximiza la variabilidad geométrica.
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Teorema 7.4.1 La variabilidad geométrica de las distancias de Mahalanobis
entre las poblaciones es proporcional a la suma de los valores propios:

Z M(i, §)? Z (7.2)

2,j=1
Si Y =XV, donde V, de orden p x q es la matriz de la transformacion
candnica en dimension q y

QI'—

q
83(a) = (yi — )i = ¥3) = >_(in — yjn)’
h=1
es la distancia Euclidea (al cuadrado) entre dos filas de Y, la variabilidad
geométrica en dimension q < p es

1 < 1 <
V(S(Y)qZQ_gQ Z 8% (q) = 52>\i7
=1

y esta cantidad es maxima entre todas las transformaciones lineales en di-
MEenson q.

Demost.: De (5.3) y (7.1)

g P
Var( 29 ZMlj —%Z;ym—y]h %—i— .+s§

donde s7 = (3°7_, v7;)/g representa la varianza ordinaria de la columna Y
de Y. Ademds ) ) ) .

ZY'Y = -VXXV =—V'AV =-A

9 9 9 g

y por lo tanto ff = );/g, lo que prueba (7.2).
Sea ahora Y=XT una transformacion cualquiera tal que T'ST = 1. Es
decir, si

K: [Yl,...,yp] —>?:XT: [}7’1’7)/1)]

donde Yj, }N/j son las columnas de X, \7, que son matrices centradas, y
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entonces §N/k = th =t X1+ ...+ tpkyp tiene A-varianza
varA(EN/k) = t;cAtk = t;cX/th = }A}k/i;k =gqg- 82(?k>

donde s?(Y}) indica la varianza ordinaria. Puesto que la A-varianza méxima
es A\, tenemos:

:zg:sz Yi) = ZvarA Yk ) < zg:
k=1

El porcentaje de variabilidad geométrica explicada por las ¢ primeras
coordenadas candnicas es

ol

I

o
Q|+~

p,— 100 M _ gttt
Vi X) O MtT A

7.5 Aspectos inferenciales

Supongamos que las matrices de datos X, ..., X, provienen de g poblaciones
normales Ny (fty, 1), - .., Np(py, Xy). Para poder aplicar correctamente un
andlisis canénico de poblaciones conviene que los vectores de medias sean
diferentes y que las matrices de covarianzas sean iguales.

7.5.1 Comparaciéon de medias

El test
Hotpy =pg=...= py (7.3)

ha sido estudiado en la Seccién 3.3.3 y se decide calculando el estadistico
= |W|/|B + W| con distribucién lambda de Wilks. Si aceptamos H las
medias de las poblaciones son tedricamente iguales y el andlisis candnico,
técnica destinada a representar las medias de las poblaciones a lo largo de
ejes candnicos, no tiene razén de ser. Por lo tanto, conviene rechazar Hy.

7.5.2 Comparaciéon de covarianzas

El test
H('):Elngz...:Eg
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se resuelve mediante el test de razén de verosimilitud
ISP xSyl
’S’n/Q

donde S; es la matriz de covarianzas de las datos de la poblacién 7, estimacion
méximo verosimil de ¥; y

Y

S=(mS1+ - +n,S,)/n=W/n

es la estimacion maximo verosimil de ¥, matriz de covarianzas comin bajo
H{. Rechazaremos H| si el estadistico

—2log Ap = nlog[S| — (n11og [Sy| + - - + nylog[Syl) ~ x;

es significativo, donde ¢ = gp(p+1)/2—p(p+1)/2 = (g—1)p(p+1)/2 son los
grados de libertad de la ji-cuadrado. Si rechazamos H|, entonces resulta que
no disponemos de unos ejes comunes para representar todas las poblaciones
(la orientacién de los ejes viene dada por la matriz de covarianzas), y el
andlisis candnico es tedricamente incorrecto. Conviene pues aceptar Hj.

Debido a que el test anterior puede ser sesgado, conviene aplicar la cor-
reccién de Box,

¢ (n—g)log|S| — ((ny — 1)1og|Sy| + - - + (ny — 1) log [S,|)

donde /S\l = (n;/(n; — 1))S;, y la constante c es

c=[1—(62p +3p—1))(z 1 1.

(p+1)(g—1 ng—1 n-—g

7.5.3 Test de dimensionalidad

~ I~ . . ., .
Como el rango de A = X X no puede superar ni la dimensién p ni g — 1, es
obvio que el niimero efectivo de valores propios es

k = min{p,g — 1}.

Si los vectores de medias poblacionales estdn en un espacio R™ de dimen-
sién m < k, entonces el espacio canénico tiene dimensién m y por lo tanto
debemos aceptar la hipétesis

Hém):)\1>...>)\m>)\m+1:...:)\k,
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donde A\; > ... > )\, son los valores propios de MM (la version poblacional
de A) respecto de X. Si
L >...>1

son los valores propios de B respecto de W (ver Seccién 3.3.3), es decir,
soluciones de
|IB—IW| =0,

)

entonces un test para decidir Ho(m estd basado en el estadistico

k
1
bm=[n—1—=(p+g)] Z log(1 + 1) ~ X2,

2 .
i=m+1

donde ¢ = (p —m)(g — m — 1). Este test asint6tico, propuesto por Bartlett,
se aplica secuencialmente: si by es significativo, estudiaremos bq; si by es
también significativo, estudiaremos by, etc. Si by, ..., b,,_1 son significativos
pero b, no, aceptaremos que la dimensién es m. Obsérvese que aceptar H(()O)
equivale a la hip6tesis nula de igualdad de vectores de medias (que entonces
coincidirfan en un punto), es decir, equivale a aceptar (7.3).

Otros autores utilizan este test independienmente para cada dimensién.
Asi, el test Hy : A\; = 0 estd basado en el estadistico

1
%=ﬂn—1—§@+yﬂbd1+h%vﬁ,

donde r = p + g — 27 son los grados de liberdad. Rechazaremos Hj si c; es
significativo.

7.5.4 Regiones confidenciales

Sean y; = X,V,i = 1,...,¢9 las proyecciones canénicas de los vectores de
medias muestrales de las poblaciones. Podemos entender y, como una esti-
macién de p; = p,;V, la proyeccion candnica del vector de medias poblacional
;. Queremos encontrar regiones confidenciales para pf,i =1,...,g.

Teorema 7.5.1 Sea 1 — « el coeficiente de confianza, F,, tal que P(F >
F,) = «a, donde F sigue la distribucion F conp y (n —g—p+1) gl. y
consideremos:

(n—g)p

R2 |
(n—g—p+1)

=F,
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Entonces las proyecciones canonicas ) de los vectores de medias pobla-
cionales pertenecen a regiones confidenciales que son hiperesferas (esferas
en dimension 3, circulos en dimension 2) de centros y radios

(yia Ra/ﬁ%
donde n; es el tamano muestral de la poblacion 1.

Demost.: X; — u; es Np(0,%/n;) independiente de W que sigue la dis-
tribucion W,(X,n — g). Por lo tanto

(n — g)ni(X; — Mi),W_l(ii — 1)
=ni(X — )8 X — )~ T*p,n—g),

y como la distribucién de Hotelling equivale a una F', tenemos que

— ra—1/— (n B g)p P
R C )~ F .
(Xl :uz) S (Xl :uz) nz(n —g—p + 1) n—g—p+1
Asi pues
RZ
P[(x; — M)/S_l(ii — ) < ] =1-aq,

i
que define una regién confidencial hipereliptica para p, con coeficiente de
confianza 1 — a. Pero la transformacién canénica y; = X,V convierte (X; —

ui)’S_l(E —p;) en (¥; — 7)) (¥; — i) y por lo tanto

2
PUT,— 1)~ 1)) < 2] =1~
L

Esta transformacion convierte ademés hiperelipses en hiperesferas (elipses
en circulos si la dimension es 2), ya que las variables canénicas son incorrela-
cionadas, lo que también es vilido si reducimos la dimensién (tomamos las
m primeras coordenadas candnicas).

Por ejemplo, si elegimos 1 — o = 0.95 y una representacién en dimensién
reducida 2, cada poblacién vendrd representada por un circulo de centro y,
y radio Ro05/+/ni, de manera que el vector de medias proyectado pertenece
al circulo con coeficiente de confianza 0.95. La separacién entre los centros
indicara diferencias, mientras que si dos circulos se solapan, serd indicio de
que las dos poblaciones son posiblemente iguales.

Exemple 7.5.1
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Figura 7.1: Proyecién candnica de cuatro poblaciones.

Se tienen medidas de 5 variables biométricas sobre coleépteros del género
Timarcha de 5 especies encontradas en 8 localidades:
1. T. sinustocollis (Campellas, Pirineos) n; = 40.
. sinustocollis (Planollas, Pirineos) ny = 40.
. indet (vall de Llauset, Pirineos, Osca) ng = 20.
. monserratensis (Collformic, Barcelona) ny = 40.
. monserratensis (Collfsuspina, Barcelona) ns = 40.
. catalaunensis (La Garriga, Barcelona) ng = 40.
. balearica (Mahén, Baleares) ny = 15

. pimeliodes (Palermo, Sicilia) ng = 40

NS TR W
o= o= Miae M e~ Ba~ M~ B~ Bias

8.
Las medidas (en mm.) son:

X,= long. prognoto, Xs=diam. mdximo prognoto, X3= base prognoto,
X4= long. élitros, X5 = diam. mdaximo élitros.

Se quiere estudiar si existen diferencias entre las 8 especies y represen-
tarlas mediante la distancia de Mahalanobis. Los resultados del anélisis
canonico son:

e Matriz de covarianzas comun:

3.277 3.249 2.867 5.551 4.281

7.174 6.282 9.210 7.380

S = 6.210 8.282 6.685
20.30 13.34

13.27
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e Test de Bartlett para homogeneidad de la matriz de covarianzas. Ji-
cuadrado = 229.284, con 105 g.l. Significativo al 5%.

e Matriz de dispersion entre grupos:

6268 11386 8039 22924 17419
21249 15370 42795 32502
B = 11528 31009 23475 | ~ Wy(7,%)
86629 65626
49890
e Matriz de dispersion dentro de grupos:
874.8 867.5 T65.4 1482 1142
1915 1677 2458.99 1970
W = 1658 2211 1784 | ~ W5(267,%)
5419 3562
3541
Matriz de dispersion total:

7143 12253 8804 24407 18562

23164 17047 45254 34472

T = 13186 33220 25260

92049 69189

53432

e Test de comparaciéon de medias:

A=|W|/[B+W|=0.0102~ A(5,267,7) — F = 62.5

Existen diferencias muy significativas.

(35 y 1108 g.l.)

e Transformacién candnica, valores propios y porcentaje acumulado:

Vi Vo

-.0292 2896
5553 7040
-.6428 -.9326
1259 -.1326
1125 .0059

A 158.64  24.53
%  85.03 98.18
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Y5 (133%)

% @ Y1(85%)

Figura 7.2: Representacién canénica de 8 especies de coledpteros.

De acuerdo con la Fig. 7.2, las poblaciones 1 y 2 pertenecen claramente
a la misma especie, asi como la 4 y 5. Las poblaciones 3 y 6 son especies
proximas, mientras que las 7 y 8 se diferencian mucho de las otras especies.

7.6 Complementos

El Analisis Candénico de Poblaciones (CANP) fué planteado por M.S. Bartlett
en términos de correlaciéon candnica entre las poblaciones y las variables
observables. C. R. Rao lo relacion6 con la distancia de Mahalanobis y lo
estudié como una técnica para representar poblaciones. Su difusién es debido
a Seal (1964).

Existen diferentes criterios para obtener la regién confidencial para las
medias de las poblaciones. Aqui hemos seguido un criterio propuesto por
Cuadras (1974). Una formulacién que no supone normalidad es debido a
Krzanowski y Radley (1989). A menudo los datos no cumplen la condicién
de igualdad de las matrices de covarianzas, aunque el CANP es vélido si las
matrices muestrales son relativamente semejantes.

En el CANP, y més adelante en el Anélisis Discriminante, interviene la
descomposicion T = B + W es decir:

ng g g 5

Z (xin—F) (xin—%)'= > _ni(Z—F)(&—%)'+ > _ > (xin—F) (xin—%;)"

i=1 h=1 =1 i=1 h=1
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Si los datos provienen de g poblaciones con densidades f;(x), medias y
matrices de covarianzas (u;, %;) y probabilidades p;,i = 1,. .., g, es decir, con
densidad

f(x) =p1fi(x) + ... 4Dy fy(x),

entonces el vector de medias correspondiente a f es

p=piptyt . . APyl

y la matriz de covarianzas es

g g

= pil— ) — ) + Y pi%

=1 =1

Esta descomposiciéon de ¥ es la version poblacional de T=B + W, y la
versién multivariante de

var(Y') = Elvar[Y|X]] + var[E[Y | X]],

donde Y| X representa la distribucién de una variable Y dada X. Ver Flury
(1997).



Capitulo 8

ESCALADO
MULTIDIMENSIONAL
(MDS)

8.1 Introduccion

Representar un conjunto finito cuando disponemos de una distancia entre los
elementos del conjunto, consiste en encontrar unos puntos en un espacio de
dimension reducida, cuyas distancias euclideas se aproximen lo mejor posible
a las distancias originales.

Sea ) = {w1,ws, ..., w,} un conjunto finito con n elementos diferentes,
que abreviadamente indicaremos
Q={1,2,....,n}.

Sea 6;; = 0(1,7) = 6(j,4) > 6(4,7) = 0 una distancia o disimilaridad entre
los elementos 7, j de 2. Consideremos entonces la matriz de distancias

611 012 -+ O
A= 6:21 5:22 6?” 8ij = 6= 6(i, 5) > 6 = 0.
bnt Op2 -++ On
Definicié 8.1.1 Diremos que A = (8;;) es una matriz de distancias Eu-
clideas si existen n puntos X1, ...,X, € RP, siendo
X, = (i1, .., Tip), 1=1,...,n,

115



116 CAPITULO 8. ESCALADO MULTIDIMENSIONAL (MDS)

tales que
p
2 _ 2 __ e Y (% — x.
8% =Y (o — wj0)” = (% — x;)/ (3 — ;) (8.1)
a=1
Indicaremos las coordenadas de los puntos x1, . . ., X,, que representan los
elementos 1,...,n de €2, en forma de matriz
i1 Ti2 - Tip
To1 T2 - Top
X = .
Tnl Tp2 - Tpp

El objetivo del escalamiento multidimensional es encontrar la X adecuada a
partir de la matriz de distancias.

8.2 Cuando una distancia es euclidea?

Sea A®) = ((ﬁj) la matriz de cuadrados de las distancias. Si la distancia es
euclidea entonces de (8.1)

2 / /o
0i; = XX + XX — 2X;X;
La matriz de productos internos asociada a A es
G = XX'.

Los elementos de G = (g;;) son g;; = x.x;. Relacionando A?) = ((5%) con G
vemos que

A® =1g' + g1’ — 2G, (8.2)
donde g =(g11, - - - , gnn)’ contiene los elementos de la diagonal de G. Sea H la
matriz de centrado (Cap. 1). Introducimos ahora las matrices A = —1A®)

v B = HAH.

Teorema 8.2.1 La matriz de distancias A es euclidea si y sélo st B >0, es
decir, los valores propios de B son no negativos.
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Demost.: La relacién entre B = (b;;) y A = (a;;) es
bij=ai; —a;, —aj;+a,

donde a;. es la media de la columna i de A, a; es la media de la fila j y a..
es la media de los n? elementos de A. Entonces

biy=—ai. —a;+a., bjy=-a—aj;+ta,

y por lo tanto
(S% =b; + bjj — 2bij = Qi + aj; — 2(11‘]'- (83)

Supongamos que A es euclidea. Entonces G = XX'. De (8.2) resulta que
A=—(1g' +g1)/2+G.

Multiplicando ambos lados de A por H, dado que H1 = 1'H = 0, tenemos
que
B = HAH = HGH = HXX'H = XX >0,

lo que prueba que B es semidefinida positiva.

Supongamos ahora que B >0. Entonces B = YY' para alguna matriz
Y de orden n x p, es decir, b;; = y,y;, donde y; es la fila i- ésima de Y.
Aplicando (8.3) tenemos

65 =yiyi+ Yy — 2y = (vi — y) (vi — ¥3),

que demuestra que A es matriz de distancias euclideas.[]

8.3 El andlisis de coordenadas principales

Hemos visto que si B >0, cualquier matriz Y tal que B = Y'Y’ proporciona
unas coordenadas cartesianas compatibles con la matriz de distancias A. Sea

B = UAU’

la descomposicién espectral de B, donde U es una matriz n x p de vectores
propios ortonormales de B y A es matriz diagonal que contiene los valores
propios ordenados

AM>e 2> A0 =0 (8.4)
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Obsérvese que B1 = 0, y por lo tanto A,+1 = 0 es también valor propio de
B de vector propio el vector 1 de unos. Entonces es evidente que la matriz
nxp

X = UA'Y? (8.5)

también verifica B = XX'.

Definicié 8.3.1 La solucion por coordenadas principales es la matriz de co-
ordenadas (8.5), tal que sus columnas Xy, ..., X,, que interpretaremos como
variables, son vectores propios de B de wvalores propios (8.4). Las coorde-
nadas del elemento i € ) son

X; = ((Eil, Ce ,Iip),

donde x; es la fila i-ésima de X. Reciben el nombre de coordenadas principales
y cumplen (8.1).

La solucién por coordenadas principales goza de importantes propiedades.
En las aplicaciones précticas, se toman las ¢ < p primeras coordenadas prin-
cipales a fin de representar 2. Por ejemplo, si ¢ = 2, las dos primeras coor-
denadas de X proporcionan una representaciéon a lo largo de los ejes X; y
X2 .
X1 X
Tz xi2
2| xa1 T2

Propiedades:
1. Las variables X}, (columnas de X) tienen media 0.
Xi==X,=0

Prueba: 1 es vector propio de B ortogonal a cada Xj, por lo tanto
Xy =2(1'X;) =0.

2. Las varianzas son proporcionales a los valores propios
1
2
Sk:E)\k;, k:zl,,p

Prueba: la varianza es 1 X P Xk = %)\k.

n
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3. Las variables son incorrelacionadas
COT(Xk,Xk/):O, ]{7&]{’:1’“_7p_

Prueba: como las medias son nulas, la covarianza es
1 !
COV(Xk,Xk/) = —Xka/ = 0,
n

pues los vectores propios de B son ortogonales.

4. Las variables X son componentes principales de cualquier matriz de
datos Z tal que las distancias euclideas entre sus filas concuerden con

A.

Prueba: Supongamos Z matriz de datos centrada. Tenemos que

B=XX' =27
La matriz de covarianzas de Z es

1
S =-7'7 = TDT,
n

donde D es diagonal y T es la matriz ortogonal de la transformacién
en componentes principales. Entonces:

7'Z =nTDT,
77Z'7 =nZTDT,
BZT = ZTnD,

y por lo tanto ZT es matriz de vectores propios de B con valores
propios los elementos diagonales de nD, lo que implica X = ZT. En
consecuencia la matriz de coordenadas principales X coincide con la
transformacién por componentes principales de Z.

5. La variabilidad geométrica de A es

1l ., 1¢
i,j=1 k=1
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6. La variabilidad geométrica en dimension ¢ es méxima cuando tomamos
las g primeras coordenadas principales. Es decir,

X)y=g5 O 85(0) = nQszzk—xgk - zxk

i,j=1 1,j=1 k=1

es maximo.

Prueba: Sea z1, ..., x, una muestra con media T = 0 y varianza s2. Se
verifica

1 n

2m2 i,j:l(xi_xj)2 :27} (Zz] 1 Z+ZZ] 1 3_2213 lxxj)
2_2(7121 1 l+n23 1 j 221 leZz] 1!13]')

n
2

por lo tanto

Vg(X) = Z Si.

k=1

Hemos demostrado que para cualquier matriz X tal que B = XX/, la
suma de las varianzas de las colummnas de X es igual a la variabilidad
geométrica. Si en particular tenemos las coordenadas principales, esta
suma de varianzas es la suma de los valores propios dividida por n, y
como entonces las columnas son componentes principales, sus varianzas
son respectivamente méaximas.

El porcentaje de variabilidad explicada por los ¢ primeros ejes principales
es la proporcién de variabilidad geométrica

V(S(X) — 100 &xk=1"* )\k

P, =100
! Vs(X) Ak

Exemple 8.3.1
Consideremos Q = {1,2,3,4,5} y la matriz de distancias (al cuadrado):

1 2 3 4 )
0 226 104 34 101
0 26 104 29

U W N =

0 26 9
0 41
0



8.4. SIMILARIDADES 121

Los valores propios de B son A\; = 130, Ay = 10, A3 = Ay = A5 = 0.
Por lo tanto A es matriz de distancias euclideas y €2 se puede representar
en un espacio de dimensién 2. Las coordenadas principales son las columnas
Xl, Xg de:

X1 Xg 1
1] -8 -1 1
21 7 0 1
31 2 1 1
41 -3 2 1
50 2 -2 1
A 130 10 0
Z| 0 0 1
21 26 2 0

8.4 Similaridades

En ciertas aplicaciones, especialmente en Biologfa y Psicologia, en lugar de
una distancia, lo que se mide es el grado de similaridad entre cada par de
individuos.
Una similaridad s sobre un conjunto finito {2 es una aplicacién de 2 x €2
en R tal que:
s(i,1) > s(i,7) = s(j,4) > 0.

La matriz de similaridades entre los elementos de €2 es

S11 S12 S1in

S21 S22 Son
S =

Snl  Sn2 Snn

donde s;; = s(i, j).

Supongamos que tenemos p variables binarias X, Xy, ...X,,, donde cada
X; toma los valores 0 6 1. Para cada par de individuos (i, j) consideremos la
tabla

J
1 0
i{1]la b
O|lc d
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donde a, b, ¢, d las frecuencias de (1,1), (1,0), (0,1) y (0,0), respectivamente,
con p=a+b—+ c+ d. Un coeficiente de similaridad deberia ser funcién de
a,b, c,d. Son conocidos los coeficientes de similaridad:

d
Sij = o (Sokal-Michener)
D

(8.6)

- ¢ (Jaccard)

% a+b+c

que verifican : s;; =1 > s;; = 55 > 0.
Podemos transformar una similaridad en distancia aplicando la férmula

dfj = Si; + Sjj — 28@'. (87)
Entonces la matriz A = —(d;;)/2 es
1 /
donde Sy tiene todas sus filas iguales, y como HS; = }H = 0, resulta que
B =HAH = HSH.
Por lo tanto:
1. Si S es matriz (semi)definida positiva, la distancia d;; es euclidea.

2. rang(HSH) = rang(S) — 1.

3. Las coordenadas principales se obtienen diagonalizando HSH.

8.5 Nociones de MDS no métrico

Supongamos que la matriz de distancias A es no euclidea. Entonces la matriz
B (Teorema 8.2.1) tiene valores propios negativos:

A > >0 >0> M > > Ay

El fundamento del MDS no métrico es transformar las distancias 6;; para
convertirlas en euclideas, pero conservando las relaciones de proximidad entre
los elementos del conjunto €.
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Figura 8.1: Representacién de 4 objetos conservando las preordenaciones
relacionadas a tres matrices de distancias.

Definicié 8.5.1 La preordenacion asociada a la matriz de distancias A es
la ordenacion de las m = n(n — 1)/2 distancias:

6i1j1 < 6i2j2 <--- < 6 (88)

La preordenacién es, de hecho, una propiedad asociada a 2, es decir,
podemos escribir

(ilajl) j (i27j2) —_< e j (Zma]m)a (Zlmjk) € x Qa

donde
(l,j) ‘j (i’,j,) Si 6@' S 61'1]'/.

Se trata de representar {2 en un espacio que conserve la preordenacién. Por
ejemplo, si consideramos las tres matrices de distancias sobre {A,B,C,D}:

A A A
0 0 0

o =T
=i s

B
1
0

Q=
=l e
O =N WG
= el ®)
S o=y
S =N
oS =g

las preordenaciones se pueden representar en 1, 2 6 3 dimensiones (Fig. 8.1),
respectivamente.
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Si transformamos la distancia 6;; en /6\7;]' = (6;j), donde ¢ es una funcién
positiva creciente, es evidente que ¢;; tiene la misma preordenacién (8.8), y
por lo tanto, individuos proxnnos (alejados) segun 0;; estardn también prox-

imos (alejados) con respecto a 5z3 Si ademds 5za es euclidea, tendremos la
posibilidad de representar €2, aplicando, por ejemplo, un anélisis de coorde-
nadas principales sobre la distancia transformada, pero conservando (aprox-
imadamente) la preordenacién. En general, la funcién ¢ no es lineal, y se
obtiene por regresiéon monotona. Hay dos casos especialmente simples.

Definicié 8.5.2 La transformacion g-aditiva de 6;; se define como
/6\2 _ 6% —2a sz" z'. #* j'
4 0 Stt =]
donde a < 0 es una constante. La transformacion aditiva se define como

5o dij+c stiF#]j
Y10 s1i=7

donde ¢ > 0 es una constante.

Es evidente que las dos transformaciones aditiva y g-aditiva conservan
la preordenacion de la distancia. Probemos ahora que la primera puede dar
lugar a una distancia euclidea.

Teorema 8.5.1 Sea A una matriz de distancias no euclideas y sea Ay < 0 el
menor valor propio de B. Entonces la transformacion g-aditiva proporciona
una distancia euclidea para todo a tal que a < A\py.

Demost.: Sea A = @) la matriz de distancias transformadas. Las ma-
trices A, B y A,B (ver Teorema 8.2.1) verifican

A=A—q(I-1J), B=B-aH.

Sea v vector propio de B de valor propio A # 0. Entonces Hv = v y por lo
tanto N
Bv = (B—aH)v = (A —a)v.

Asi B tiene los mismos vectores propios que B, pero los valores propios son

AM—a>--2>2XN—-a>0>X1—a>--- >Ny —a,
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que son no negativos si a < A\, en cuyo caso B es semidefinida positiva.l]

La mejor transformacion g-aditiva es la que menos distorsiona la distancia
original. De acuerdo con este criterio, el mejor valor para la constante es
a = /\p’~

Las transformaciones aditiva y no lineal son m&s complicadas y las de-
jamos para otro dia. De hecho, los programas de MDS operan con trans-
formaciones no lineales, siguiendo criterios de minimizacién de una funcién
que mide la discrepancia entre la distancia original y la transformada. Por
ejemplo, el método de Kruskal consiste en:

1. Fijar una dimension Euclidea p.

2. Transformar la distancia 6;; en la “disparidad” 6;; = ¢(6;;), donde
¢ es una funcién mondétona creciente. Las disparidades conservan la
preordenacion de las distancias.

3. Ajustar una distancia euclidea d;; a las disparidades /6\1“7‘ de manera que

minimice
T2
> (dij = 055)*.
i<j
4. Asociar a las distancias d;; una configuracién euclidea p-dimensional, y
representar los n objetos a partir de las coordenades de la configuracion.

Para saber si la representacién obtenida refleja bien las distancias entre
los objetos, se calcula la cantidad

> icj(dij — 6ij)?
Ziq d?j ’

denominada “stress”, que verifica 0 < S < 1, pero se expresa en forma de
porcentaje. La representacion es considerada buena si S no supera el 5%.

También es conveniente obtener el diagrama de Sheppard, que consiste en
representar los n(n — 1)/2 puntos (6;;,d;;). Si los puntos dibujan una curva
creciente, la representacién es buena, porque entonces se puede decir que
conserva bien la preordenacion (Fig. 8.4).

S =

8.6 Distancias estadisticas

En esta seccién discutiremos algunos modelos de distancias estadisticas.
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8.6.1 Variables cuantitativas

Siendox = (21,22, ...,%p),y = (Y1,%2, - - -, yp) dos puntos de RP. La distancia
de Minkowsky se define como

p

dy(x,y) = (3l — )1,

=1

Casos particulares de la distancia d, son:

1. Distancia “ciudad”:

p
di(xy) ="l — il
i=1

2. Distancia Euclidea:

3. Distancia “dominante”:

oo (%, y) = max {|z; — y;|}

1<i<p

Tienen también interés en las aplicaciones, la distancia normalizada por
el rang R; de la variable ¢

y, cuando los valores de las variables son positivos, la métrica de Canberra

1 |z — uil
dC<X7Y):_ .
p; T; + Y

dg y de son invariantes por cambios de escala.
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Supongamos ahora dos poblaciones {21, con vectores de medias iy, it
y matrices de covarianzas X1,Y,. Cuando ¥; = Yy = 3, la distancia de
Mahalanobis entre poblaciones es

MQ(Qla 92) = (Nl - Mz)lz_l(/h - N2)

Esta distancia, ya introducida previamente, es invariante por cambios de es-
cala y tiene en cuenta la correlacién entre las variables. Ademds, si M,,, M,, M,
indican las distancias basada en p, g, p+ q variables, respectivamente, se ver-
ifica:

a) My < Myq.
b) M2, , = M?4M; silos dos grupos de p y ¢ variables son independientes.

No es facil dar una definicién de distancia cuando ¥; # ¥5. Una definicién
de compromiso es

(11— o) [ (% + 2] (1 — 1),

8.6.2 Variables binarias

Cuando todas las variables son binarias (toman solamente los valores 0 y
1), entonces conviene definir un coeficiente de similaridad (Seccién 8.4) y
aplicar (8.7) para obtener una distancia. Existen muchas maneras de definir
una similaridad s;; en funcién del peso que se quiera dar a los a, b, ¢, d. Por
ejemplo:

a
Sij = m (Sokal—Sneath)
8.9
% (Dice) o
T et b)ato

Las similaridades definidas en (8.6) y (8.9) proporcionan distancias euclideas.

8.6.3 Variables categoéricas

Supongamos que las observaciones pueden ser clasificades en k categorias ex-
cluyentes Ay, ..., Ay, con probabilidades p = (p1,...,px), donde Zz:l ph =
1. Podemos definir distancias entre individuos y entre poblaciones.
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1. Entre individuos. Si dos individuos i, j tienen las categorias Ay, Ap,
respectivamente, una distancia (al cuadrado) entre i, j es:

o [0 sih=H,
d(laj) - { p;l _'_p};l Slh;éh,

Si hay varios conjuntos de variables categéricas, con un total de K
categorias o estados, una similaridad es a/ K (“matching coefficient”),
donde « es el nimero de coincidencias.

2. Entre poblaciones. Si tenemos dos poblaciones representadas por p =
(p1y.--yPk)s 4= (qu,--.,qx), dos distancias entre poblaciones son

do(pya) =230 |pi — al/ (i + @),
dy(p,q) = arccos(3F_| /Pigi)-

8.6.4 Variables mixtas

En las aplicaciones a menudo los datos provienen de las observaciones de
p1 variables cuantitativas, ps variables dicotémicas (dos estados: presente,
ausente) y ps variables categoéricas o cualitativas (mds de dos estados). Un
coeficiente de similaridad (propuesto por J.C. Gower) es

w1 (1 = |zin — 20|/ Rp) +a +
p1+ (p2—d)+ps3

Sij = )
donde Rj es el rango de la variable cuantitativa X}, a y d son el nimero
de dobles presencias y dobles ausencias de las variables dicotémicas, y « es
el nimero de coincidencias entre las variables categoricas. Si solamente hay
variables dicotémicas o variables categdricas, s;; reduce la similaridad nor-
malizada por el rango, al coeficiente de Jaccard o al “matching coefficient”,
respectivamente:

1= 30 |on — ynl/Ba sipy=ps =0,

a/(a+b+c) sipi =p3 =0,
a/ps sipr=p2 =0.

Este coeficiente verifica 0 < s;; < 1, y aplicando (8.7) se obtiene una distancia
euclidea que ademds admite la posibilidad de datos faltantes.
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8.6.5 Otras distancias

Existen muchos procedimientos para definir distancias, en funcién de los
datos y el problema experimental. Veamos dos.

Modelo de Thurstone

Supongamos que queremos ordenar n estimulos wy,...,w, (por ejemplo, n
productos comerciales)
Wiy j Cen j Wi,

seguin una escala de preferencias 6;, < --- < 6, , donde los ; son pardmetros.
Sea p;; la proporcién de individuos de la poblacién que prefieren w; sobre w;.

Un modelo es
1 Ojiel 7t2/2
Pij = E (& dt.

Si mds de la mitad de los individuos prefieren w; sobre w;, entonces 8; < 0;.
Ast:

a) pi; < 0.5 implica 6; > 6;,
b) pi; = 0.5 implica 0; = 6;,
c) pi; > 0.5 implica 6; < 6;.

La estimacién de los pardmetros a partir de las proporciones p;; es com-
plicada. Alternativamente, teniendo en cuenta que p;; + pj; = 1 podemos
definir la distancia entre estimulos

d(w;, wj) = [ps; — 0.5

y aplicar un MDS sobre la matriz (d(w;,w;)). La representacién de los esti-
mulos a lo largo de la primera dimensién nos proporciona una solucién a la
ordenacién de los estimulos.

Distancia de Rao

Sea Sp = {f(x,0),0 € ©} un modelo estadistico y z(0) = %log f(z,0) un
vector columna. La matriz de informacién de Fisher F'(0) es la matriz de
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covarianzas de los 2’s. Siendo 6,,6, dos valores de los pardmetros. Una
distancia tipo Mahalanobis serfa el valor esperado de

(2(0a) — 2(600)) F(0) 7" (2(0a) — 2(63)).

Pero z depende de = y 6 varia entre 6,,6,. Consideremos entonces a F'(f)
como un tensor métrico sobre la variedad diferenciable Sy. La distancia de
Rao entre 6,, 0, es la distancia geodésica entre los puntos correspondientes de
Sp. La distancia de Rao es invariante por transformaciones de las variables y
de los parametros, generaliza la distancia de Mahalanobis y tiene aplicaciones
en estadistica matemaética. Veamos tres ejemplos.

1. Distribucién de Poisson: f(z,A) = e ®A\"/z!, x = 0,1,2,.... La dis-
tancia entre dos valores A\,, A\, es:

AN M) = 2V A0 — V-

2. Distribuciéon multinomial. La distancia entre p = (p1,...,pr) ¥ q =

(q1,--,qx) es:
k

Afp,a) = arecos(3 /i)

=1

3. Distribucién normal. Si ¥ es fija, la distancia (al cuadrado) entre dos
vectores de medias es:

A2(Qh 92) = (Ml - M2)/271(M1 - M2)~

Finalmente, para un valor fijo de 8, podemos definir la distancia entre
dos observaciones z1, xo que dan z;(0) = % log f(z;,0),i = 1,2, como

(21(6) = 22(0)) F(0) ' (1 (6) — 22(0))-

8.7 Dos ejemplos

Exemple 8.7.1
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Un arquedlogo encontré 5 herramientas cortantes A,B,C,D,E y una vez
examinadas, comprobé que estaban hechas de piedra, bronce y hierro, con-

forme a la siguiente matriz de incidencias:

Piedra Bronce Hierro

HOoO QW=

0

—_ O O =

1

OO = =

0

O = = O

Utilizando la similaridad de Jaccard (8.6), obtenemos la matriz de similari-

dades:

HoQwW e

A B C D E
1 1/2 12 0 0
1 1/3 0 1/2
1 1/2 0

1 0

1

Los resultados del andlisis de coordenadas principales son:

A .0000 .6841 -.3446
B 4822 1787 .2968
C -.4822 1787  .2968
D -.6691 -.5207 -.1245
E 6691 -.5207 -.1245
valor propio | 1.360 1.074 .3258
porc. acum. | 44.36 79.39 90.01

La primera y segunda coordenadas explican el 80% de la variabilidad
geométrica. La representacion (Fig. 8.2) indica que las herramientas quedan
ordenadas segun su antigiiedad: E es la més antigua (sélo contiene piedra) y

D la mas moderna (sélo contiene hierro).

Exemple 8.7.2

Una distancia genética es una medida que cuantifica las proximidades
entre dos poblaciones a partir de las proporciones génicas. Por ejemplo, si
existen k ordenaciones cromosémicas que se presentan en las proporciones
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067

0.47

+ 0.27

+

-0.6 -0.4 -0.2 0 0z 0.4 0.6

Figura 8.2: Representacion por andlisis de coordenadas principales de 5 her-
ramientas prehistoricas.

(p1,---,Pk), (q1,- .-, qr), una distancia adecuada (propuesta por A. Prevosti)

es
1 k

5 Z |pi - qz'|
i=1

donde r es el nimero de cromosomas diferentes.

Las distancias entre n = 19 poblaciones de D. Suboscura que provienen de
Droback, Dalkeith, Groningen, Fontaineblau, Viena, Zurich, Huelva, Barcelona,
Fornia, Foresta, Etna, Fruska-Gora, Thessaloniki, Silifke, Trabzon, Chalus,
Orangerie, Agadir, Las Mercedes, se dan en la Tabla 8.1. Aplicando un MDS
no métrico, se obtiene la representacion de las 19 poblaciones (Fig. 8.3), con
un “stress” de 2.84, que indica que la representacién es buena. La Fig. 8.4
representa las distancias versus las disparidades.

8.8 Complementos

En un plano tedrico, el MDS comienza con el teorema de I. J. Schoenberg
acerca de la posibilidad de construir las coordenadas de un conjunto de puntos
dadas sus distancias. A nivel aplicado, es de destacar a W. S. Torgerson, que
en 1957 aplica el MDS a la psicologia, y Gower (1966), que prueba su relacién
con el Anélisis de Componentes Principales y el Candénico de Poblaciones,
abriendo un fructifero campo de aplicacién en la biologfa.
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DROBA

DALKE

GRONI

FONTA

VIENA

ZURIC

HUELV

BARCE

FORNI

FORES

ETNA

FRUSK

THESS

SILIF

TRABZ

CHALU

ORANG

AGADI

LASME

Dro Dal Gro Fon Vie Zur Hue Bar For For Etn Fru The Sil Tra ChaOra AgaLas

0

.307

152,

271

.260.

.941.

.668.

.763.

.709.

.947.

1927,

.931

276

.225.

370.

.300.

.657.

545.

643.

.619.

489.

867.

834.

.699

695.

529 .4

.693.

.801

5.873.

470

592.

680 .5

675 .1

636.

864.

844.

.846

195

2120

580.

607.

.764.

813.

442.

514.

803.

749

1128

.469.

2.837.

.802.

540.

606 .

760.

818.

342.

434.

789.

623

445.

609.

761

817.

391.

500.

.610.

259

373.

.396.

414.

502.

414 .:

418 .¢

428

404

.489.

498

.485

.363.

413

.399.

.485.

429

.681

590.

646.

587.

.380.

.696

630.

667.

648

.649

315

544.

.439.

444

.782.

.666.

.659

0

340

269

408

733

661

566

0

286 0

.574.438 0

.696.698.760 0

.642.631.710.321 0

.604.551.460.615.430 0
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Tabla 8.1: Distancias genéticas respecto a las ordenaciones cromosdémicas

entre 19 poblaciones de D. Suboscura.
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Figura 8.3: Representaciéon MDS de 19 poblaciones de D. Subobscura re-
specto a las distancias genéticas entre ordenaciones cromosomicas.

Distances ws. D-hat

D-hat

02 04 1 18 22 28 34
Distance

Figura 8.4: Representacién de las distancias genéticas vs las disparidades.
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El MDS no métrico es debido a R. N. Shepard, que en 1962 introdujo el
concepto de preordenacion, y J. B. Kruskal, que en 1964 propuso algoritmos
efectivos que permitian encontrar soluciones. La transformacién g-aditiva
fue estudiada por J.C. Lingoes y K.V. Mardia. Diversos autores estudiaron
la transformacion aditiva, hasta que Cailliez (1983) encontré la solucién de-
finitiva. Consultar Cox y Cox (1994).

Existen diferentes modelos para tratar el problema de la representacién
cuando actian diferentes matrices de distancias. Un modelo, propuesto por
J.D. Carroll, es el INDSCAL. Un modelo reciente, propuesto por Cuadras y
Fortiana (1998) y Cuadras (1998), es el “related metric scaling”.

De la misma manera que se hace regresion sobre componentes principales,
se puede hacer regresién de una variable dependiente Y sobre las dimen-
siones principales obtenidas aplicando MDS sobre una matriz de distancias
entre las observaciones. Este modelo de regresién basado en distancias per-
mite plantear la regresién con variables mixtas. Consultar Cuadras y Arenas
(1990), Cuadras et al. (1996).

Una version del MDS, denominada “continuous scaling”, permite encon-
trar las coordenadas principales de una variable aleatoria. Consultar Cuadras
y Fortiana (1993a,1995), Cuadras y Lahlou (2000).

P.C. Mahalanobis y C. R. Rao propusieron sus distancias en 1936 y 1945,
respectivamente. Posteriormente Amari, Atkinson, Burbea, Mitchell, Oller y
otros estudiaron la distancia de Rao. Consultar Oller (1987), Oller y Cuadras
(1985), Cuadras (1988).
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Capitulo 9

ANALISIS DE
CORRESPONDENCIAS

9.1 Introduccion

El Anélisis de Correspondencias (AC) es una técnica multivariante que per-
mite representar las categorias de las filas y columnas de una tabla de con-
tingencia.

Supongamos que tenemos dos variables categéricas A y B con I y J cate-
gorfas respectivamente, y que han sido observadas cruzando las I categorias
A con las J categorias B, obteniendo n = Zij fi; observaciones, donde f;;
es el nimero de veces en que aparece la interseccén A;NB;, dando lugar a la
tabla de contingencia [ X J :

B, B, - By
Av | fu fiz - ful| fo
A | fr fo -+ far | fa

A fo o ful
s o n

donde f;. = > ; Jij son las frecuencias de A;, f;=>", fij son las frecuencias
de B;. Hemos de tener en cuenta que la tabla (9.1) resume la matriz de datos

137
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inicial, que tipicamente es de la forma

A1 A2 A] B1 B2 BJ
1{1 O O[1 O 0
¢ 0 0 110 1 0
ni 0 O 110 0 1

en la que damos el valor 1 cuando se presenta una caracteristica y 0 cuando
no se presenta. Asi, el individuo “1” presentaria las caracteristicas A; y By,
el individuo “¢” presentaria las caracteristicas Ay y Bs, y el individuo “n” las
caracteristicas A; y B;. La matriz de datos n x (I + J) es pues

7 = [X,Y].

A partir de ahora utilizaremos el nombre de variables filas y variables
columnas a las variables A y B, respectivamente.
Indiquemos por N = (f;;) la matriz I x J con las frecuencias de la tabla

de contingencia. La matriz
1

P=—-N,
n
es la matriz de correspondencias. Indiquemos por r el vector I x 1 con los
totales marginales de las filas de P, y por c el vector J x 1 con los totales
marginales de las columnas de P :

r=P1l, c=P'l.
Tenemos entonces que
1 1
Ir = —1IX, C = —]_IY,
n n

son los vectores de medias de las matrices de datos X, Y. Indiquemos ademas

D, = diag(r), D, = diag(c),

las matrices diagonales que contienen los valores marginales de filas y colum-
nas de P. Se verifica

X'X =nD,, YY=nD, XY=nP=N.
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Por lo tanto, las matrice de covarianzas entre filas, entre columnas y entre
filas y columnas, son

Sll = Dr - I‘I‘,, SQQ = DC — CC/, 812 =P - I'C/.

Puesto que la suma de las variables es igual a 1, las matrices S1; y Sgo son
singulares.

9.2 Cuantificacién de las variables categori-
cas

El problema de las variables categoricas, para que puedan ser manejadas en
términos de AM clésico, es que no son cuantitativas. La cuantificacién 0 6

1 anterior es convencional. Asignemos pues a las categorias Ay, ...,A; de la
variable fila, los valores numéricos a4, ..., ar, y a las categorfas By, ... ,B; de
la variable columna, los valores numéricos by, ..., b;. es decir, indiquemos los
vectores

a:(al,...,af)’, b:(bl,...,bJ),,

y consideremos las variables compuestas
U=Xa, V=Yb.

Si en un individuo £ se observan las categorfas A;,B;, entonces los valores de
U,V sobre k son
U, k= Qg, Vk = bj.

Deseamos encontrar a,b tales que las correlaciones entre U y V' sean
méximas. Claramente, estamos ante un problema de correlacién candnica,
salvo que ahora las matrices S1; y S92 son singulares. Una g-inversa de Si;
es la matriz S7; = D! que verifica

S1157:S11 = Su1.
En efecto,

(D,—rr)D_ (D, —rr') = (D, —rr')(I—1r)
=D,-D,1r'—rr'+rr'1r’
= D,—rr'—rr'+rr’

=D,—rr'.

T
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Anélogamente Sy, = D_'. Aplicando la teoria de la correlacién canénica
(Seccién 4.3), podemos considerar la descomposicién singular

D /2(P —rc)D;Y? = UD,V, (9.2)

donde D, es la matriz diagonal con los valores singulares en orden decre-
ciente. Si uy, vy son los primeros vectores canénicos, tendremos entonces

~1/2 ~1/2
a = 11 111, b:S22 V]_7 ’r:)\]_,

es decir, el primer valor singular es la méxima correlaciéon entre las variables
U y V. Pero pueden haber mds vectores y correlaciones canonicas, y por lo
tanto la solucién general es

ai:D;1/2u2-, bizD;1/2VZ‘, Ti:/\i; 1= 1,...,min{], J}

En notacién matricial, los vectores que cuantificn las categorfas de las filas y
de las columnas de N, son las columnas de las matrices

A, =D;?U, B,=D;Y*V.
También obtenemos correlaciones méaximas considerando las matrices
A =D;'?UD,, B=D;'2VD,, (9.3)

pues el producto por una constante (en este caso un valor singular), no altera
las correlaciones.

9.3 Representacién de filas y columnas

Los perfiles de las filas son

(@ Pi2 piJ)
Tr; ’ Tr; ’ ’ Tr;

)

es decir, las “probabilidades condicionadas” P(B;/A;),...,P(B;/A;). La
matriz de perfiles de las filas es

Q=D;'P.
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Definicié 9.3.1 La distancia ji-cuadrado entre las filas i,7 de N es

T e e — ey )2
6z2z" _ Z (ng/Tz C?m/rl) .
j=1 !

La matriz de productos escalares asociada a esta distancia es
_ -1/
G=QDb. Q,

y la relacién entre A® = (62,) y G es

i3/

A® = g1’ +1g' — 2G,

siendo g el vector columna con los I elementos diagonales de G. La solucién
MDS ponderada de las filas de N (Seccién 9.8) se obtiene calculando la
diagonalizacion

DY?(I - 1r')G(I — r1")D}? = UD2U/
y seguidamente obteniendo las coordenadas principales
A = D Y2UD,. (9.4)

Las distancias euclideas entre las filas de A coinciden con la distancia ji-
cuadrado.

Relacionemos ahora estas coordenadas con las cuantificaciones anteriores.
De (9.2) tenemos

D, /%(P — rc')D. ' (P'—cr')D; /*= UD2U’,
y de
D}*(D,"P - 1¢)D, ' (P'D;'~c1')D}’~ D*(Q - 1r'Q)D, ' (Q'~Qr1)D}”,
deducimos que

DY/*(I-1r)QD,'Q(I-r1)D}/’= UD}U".

Esta ltima expresién demuestra que las matrices A obtenidas en (9.3) y
(9.4) son la misma.
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Andlogamente podemos definir la distancia ji-cuadrado entre columnas

I 2
s~ (pig/es — pigr/eir)
TEDY

Ty

)
=1

y probar que las distancias euclideas entre las filas de la matriz B obtenidas
en (9.3), coinciden con esta distancia ji-cuadrado.
Asi pues, si consideramos las dos primeras coordenadas principales:

Filas Columnas
Ay (@11, CL12) B, (bu, b12)
A2 (CL21; @22) B, (521, 522)

A; (alla CLI2) B, (le, sz)

obtenemos una representacién de filas y columnas de la matriz de frecuencias
N.

9.4 Relacién entre filas y columnas y repre-
sentacién conjunta
Las coordenadas A y las coordenadas B, que representan las filas y las colum-

nas, estdn relacionadas. Premultiplicando (9.2) por D, 1/2 y postmultipli-
cando por V obtenemos

D (P —rd)D, "’V = D; V?U,

luego
D (P —rc)BD,'= A.

r

Andlogamente se prueba que
—1 / -1
D.'(P'—cr')AD, =B.
Si ahora tenemos en cuenta que r'D;!= 1’ premultiplicando por r’
1'(P —rc)BD, '=r'A.

Como ademds 1'P = ¢/, 1'r = 1, vemos facilmente que

(¢—c)BD,'=1'A = 0.
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Analogamente, ¢'B = 0, es decir, las medias ponderadas de las coordenadas
principales son cero. En consecuencia

A =D,;'PBD,!, B=D_'P’AD". (9.5)

Conviene notar que D, 'P son los perfiles de las filas, y D *P’ son los perfiles
de las columnas. Asi pues tenemos que, salvo el factor dilatador D;l, (pues
los elementos diagonales de D son menores que 1), se verifica:

1. Las coordenadas de las filas son medias, ponderadas por los perfiles de
las filas, de las coordenadas de las columnas.

2. Las coordenadas de las columnas son medias, ponderadas por los per-
files de las columnas, de las coordenadas de las filas.

Por ejemplo, la primera coordenada principal de las filas verifica:

Gil:—(bllﬁ‘*—bgl&—i‘"“{—b]lp—(]), Z:L...,[,
A T T T3

y la primera coordenada principal de las columnas verifica

1 D1y P2; Drj
bj1 = )\—((111ﬁ +an—2L 4+ +ap—2L),
1 Cj Cj Cj

j=1,...,J

Ejemplo 1. La Tabla 9.1 contiene unos datos artificiales, que clasifi-
can 400 clientes segin la edad (joven, mediana, mayor) y los productos que
compran en un supermercado.

Tenemos:
175 0 0 175
1125 1125 0 .225 .45
P = 075 075 075 |, r=| 225 |, c=| .40
0 2 .05 .250 .15
0875 .0125 .025 125

La matriz de perfiles de las filas es:

1.00 0 0
0.50 0.50 0
0.33 0.33 0.33
0 0.80 0.20
0.70 0.10 0.20



144 CAPITULO 9. ANALISIS DE CORRESPONDENCIAS

Edad

Producto || Joven Mediana Mayor | Total
A 70 0 0 70

B 45 45 0 90

C 30 30 30 90

D 0 80 20 100

E 35 5 10 50
Total 180 160 60 400

Tabla 9.1: Clasificacién de 400 clientes segiin edades y productos adquiridos
en un supermercado.

Las coordenadas principales son:

Filas Columnas
1.0990 —0.1199
0.0551 —0.4213 0.7525 —0.0397
A= | —0.1834 0.4815 B=| —-0.6770 —0.2393
—0.9231 —0.1208 —0.4522  0.7571

0.5384  0.3012

Los valores singulares son: \; = 0.6847, Ao = 0.3311. La primera coorde-
nada principal de las filas Ay, ... A5 verifica:

1.0990 = 0.68471(.7525 x 1+ 0 + 0)

0.0551 = 0.68471(.7525 x .5 — .677 x .5 + 0)
—0.1834 = 0.68471(.7525 x .33 — .677 x .33 — .4522 x .33)
—0.9231 = 0.68471(0 — .677 x .8 — 4522 x .2)

0.5384 = 0.68471(.7525 x .7 — .677 x .1 — 4522 x .2)

Las coordenadas de las marcas A,B,C,D,E son medias de las coordenadas de
las tres edades, ponderadas por la incidencia del producto en la edad.

9.5 Soluciones simétrica y asimétrica

La representacién de filas y columnas utilizando las coordenadas principales
A, B es la solucién simétrica. La representacién conjunta es posible gracias
a las férmulas (9.5). La representacién utilizando las matrices

A =D;'’UD,, B,=D."?V,
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Gran Gran
C c £
E Jov D ov
D A A
R //
Med Med

Figura 9.1: Representaciéon asimétrica (izquierda) y simétrica (derecha) de
las filas (productos) y columnas (edades) de la Tabla 9.1.

Color  cabellos
Color ojos || Rubio Rojo Castano Oscuro Negro ‘ Total
CLARO 688 116 584 188 4 1,580
AZUL 326 38 241 110 3 718
CASTANO | 343 84 909 412 26 | 1,774
OSCURO 98 48 403 681 81 1,311
Total 1,455 286 2,137 1,391 114 | 5,383

Tabla 9.2: Classificacién de 5383 individuos segtin el color de los ojos y del
cabello.

es decir, coordenadas principales para las filas y coordenadas estdandard para
las columnas, es la llamada solucién asimétrica. Esta solucién verifica

P — rd=D,AB,D.,

y por lo tanto reproduce mejor la dependencia entre filas y columnas.

Ejemplo 2. La Tabla 9.2 relaciona los colores de los cabellos y de los
ojos de 5,383 individuos.
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CAST

Cast
Fojo
Pubio

Osc

Hegro
CLARO

0sC
AZUL

CAST

Castafio

Rojo
Osc

osc CLARO

azyur Rubio

Hegro

Figura 9.2: Representacién asimétrica (izquierda) y simétrica (derecha) de

los datos de los colores de ojos y cabellos.

Las coordenadas principales son:

Filas

0.4400 —0.0872
0.3996 —0.1647
A=1 0361 02437 | B~

—0.7002 —0.1345

Los valores singulares son: \; = 0.449, Ay = 0.1727, A3 = 0.0292. De
por las dos primeras dimensiones
proporciona las representaciones

acuerdo con (9.6), la variabilidad explicada
principales es P, = 86.8%. La Figura 9.2
simétrica y asimétrica.

Columnas
0.5437 —0.1722
0.2324 —0.0477
0.0402  0.2079
—0.5891 —0.1070
—1.0784 —0.2743

9.6 Variabilitadad geométrica (inercia)

Vamos a probar que

X =n zm: N
k=1
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siendo

L (i — i)
i=1 j=1 v
el estadistico ji-cuadrado con (I — 1)(J — 1) g.l. que permite decidir si hay
independencia entre filas y columnas de N. Es decir, la ji-cuadrado es n veces
la suma de los valores propios del AC.
El coeficiente ¢ de Pearson se define como

I J 2 2
_ ij TZC] _ X
- § E —
riC; n
i=1 j=1 v
Es fécil probar que también podemos expresar
I J 2
& = Z Z Pij _ 4
i=1 j=1 "7

La variabilidad geométrica ponderada de la distancia ji-cuadrado entre

filas es
T
SN

i=1 /=1

Proposicié 9.6.1 Vs = ¢°.

Prueba:
J 9 J
2 _ (pij/ri — pij/Tv) _ Dij Dirj \2
O = Z e = Z(E - %) €
j=1 j=1
Por lo tanto
1 LU . »

Vi — = (i Y3 N2

*7 9 ;;;m(n@ n/c]) Gl

Si desarrollamos por un lado

I I J P} P}
2 oim1 2=t 2oj Tz E G =Y Y 123 17, T
p
= Zz 123 1 TZZ]
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y por otro lado, dado que Z{Zl Pij = ¢4,

DPijPyit PijPp.
Zz 121 12] 1 Zr”c :’J/CJTI _Zl 12, 12] 1 z]CJ'ZJ
— ZZ 1 Z] 1 p’ch]CJ frmnd 7

. . vy
es decir, vemos que Vs = (o +a —2)/2, siendo a =}, ==
p iCj

. . I
Proposicié 9.6.2 ¢* =5, \}
Prueba: Sea
W = D;Y}(P —rc)D,/?= UD,V".

Entonces
¢* = tr(WW') = tr(UD3U’) = tr(D3).

Proposicié 9.6.3 La variabilidad geométrica utilizando solo las primeras m
coordenadas principales es

Prueba: Supongamos m = J. Podemos escribir la matriz de distancias
entre filas como
A® = al'+1a’ — 2AA,

siendo a el vector columna que contiene los elementos de la diagonal de AA’.
Entonces

1
Vs = §r’A(2)r =r'al’r +r'lar — 2rY AA'r =r'a.

Pero
r'a = tr(DY?AA'D}/?) = tr(UD3U') = tr(D3).

Lo hemos probado para m = J, pero facilmente vemos que la férmula también
vale para m < J.[

Asi pues, en la representacién por AC de las filas y columnas de N en
dimensién m, el porcentaje de variabilidad geométrica o inercia viene dado
por

m 2
Py, =100 x —Z’;;l A’; (9.6)
2ok M
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9.7 Analisis de Correspondencias Muiiltiples

El AC combina y representa dos variables categéricas. Pero se puede adaptar
para estudiar mas de dos variables. Presentemos primero el procedimiento
para dos, que después generalizaremos.

Escribimos la matriz n x (I + J) de datos binarios como una matriz
n X (J 1+ JQ)

Z= {21722]'

Entonces tenemos que
7\7, 7.7 D, P
_ gl _ 141 142 | _ r
B“_ZZ_{ZQZ1 25221_”[? DC}

La matriz de frecuencias, donde F y C contienen las marginales de filas y
columnas,
F N

es la llamada matriz de Burt. A continuacién podemos realizar tres andlisis
de correspondencias diferentes sobre las matrices:

a) N. b) [Z,,Z,). c) B,.

El andlisis a) lo hemos vistos en las secciones anteriors. El resultado es
una representacién de filas y columnas de N.

El andlisis b) es sobre [Z,, Z,], considerada una matriz binaria con n filas
y J1+J2 columnas. AC nos darfa una representacion de las J; + J; columnas,
que es la interesante, y de los n individuos, pero esta segunda representacion
es innecessaria.

El andlisis ¢) es sobre B, que es la matriz simétrica de orden (J; + Jo) X
(J1 + J2). Tendremos una representacion idéntica por columnas y por filas.

En los tres casos vemos que podemos representar las filas y columnas de
N. Es posible demostrar que los tres anédlisis son equivalentes en el sentido de
que proporcionan la misma representacion, variando sélo los valores propios.
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Todo esto se describe en el cuadro que sigue.

Tabla Dimension Coordenadas Valor propio
N=127,2, Ji X T2 BA((Cfi)lfft)nnas) A
7 = |Z,,Z,) nx (Jy + Jo) g Liv2
B,=Z7 | (Ji+J5)x (Ji +J) g (122
Consideremos a continuacion () variables categoricas con Ji, ..., Jg esta-

dos, respectivamente, sobre n individuos. Sea J = J; + ...+ Jg. La tabla de
datos, de orden n x J es la super-matriz de indicadores

Z=Z,....2,,. ... 72,

‘]7 ..
donde Z; es n x J; y contiene los datos binarios de la variable j. La tabla de
contingencia que tabula la combinacién de las variables i, j es N;; = Z/Z;.
La matriz de Burt, de orden J x J es

7.7, 7,7, --- 7.7,
b gy | BT BT o 22,
77, 77, --- 72,

donde las matrices Z’Z; sén diagonales.

El Analisis de Correspondéncias Muiltiples intenta representar los J =
Ji + ...+ Jy estados de las ¢ variables categoricas. Como en el caso ) = 2,
lo podemos hacer aplicando un AC simple sobre leas matrices:

a) Z. b) B,,.

E en caso a) representampos las J columnas y ignoramos las n filas (in-
dividuos). En el caso b) tenemos una tabla de frecuencias J x J simétrica
y podemos representar las filas (=columnas) aplicando AC simple. Los dos
procedimientos son equivalentes, salvo que se cumple la relacion

Ay = (A)?
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entre los valores propios A\” obtenidos a partir de la matriz de Burt y los AZ
que surgen del andlisis sobre Z. Las inercias correspondientes son:

B(B,) =Y, A = é[z G (Ny) + (] - Q).

i)

QL) =2 M ==-1,

siemdo gb?(Nij) la inercia para la tabla V;;, véase Secci6 ?7. Asf pues podemos
constatar que AC puede servir también para representar més de dos variables
categoriques.

Exemple 9.7.1 La Tabla 9.3 contiene las frecuencias con la clasifcacion
cruzada de 1257 individuos segun Edad (E), Sexo (S), intencién de Voto (V)
y Clase social (C). Tenemos Q = 4,J =12, J; = 4,Jo = 2,J3 = 3,Jy = 2.
Los datos (matriz Z, solo mostramos 5 individuos) son de la forma:

Edad Votacion Clase Sexo
>73 51-73 41-50 26-40 <26 | Lib Con | Alt Mit Obr |H D
0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0
0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0
1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0

La Tabla 9.4 (abajo) es la tabla de Burt. Observemos que es simétrica.
El AC sobre esta tabla nos permite representar las 4 variables categdricas
sobre el mismo grifico, véase la Figura 9.3.
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Edad Hombres Mujeres
Derecha Izquierda Derecha Izquierda
Clase alta
>73 4 0 10 0
51-73 27 8 26 9
41-50 27 4 25 9
26-40 17 12 28 9
<26 7 6 7 3
Clase media
>73 8 4 9 1
51-73 21 13 33 8
41-50 27 12 29 4
26-40 14 15 17 13
<26 9 9 13 7
Clase obrera
>73 8 15 17 4
51-73 35 62 52 53
41-50 29 75 32 70
26-40 32 66 36 67
<26 14 34 18 33

Tabla 9.3: Tabla de frecuencias combinando 1257 individuos segin edad,
sexo, clase social y tendencia de voto.

81 0 0 0 0 56 25 14 23 44 39 42
0 347 0 0 0 194 153 70 75 202 166 181
0 O 343 0 0 169 174 65 72 206 174 169
0 O 0 326 0 144 182 66 59 201 156 170
0 O 0 0 160 68 92 23 38 99 79 81

56 194 169 144 68 631 O 178 180 273 279 352
25 153 174 182 92 0 626 60 87 479 335 291
14 70 65 66 23 178 60 238 0 0 112 126
23 7 72 59 38 180 &7 0 267 0O 132 135
44 202 206 201 99 273 479 O 0 752 370 382
39 166 174 156 79 279 335 112 132 370 614 O

42 181 169 170 81 352 291 126 135 382 O 643

Tabla 9.4: Tabla de Burt con la clasificaciéon de 1257 individuos segin edad,
sexo, clase social y tendencia de voto.
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20 Plot of Column Coordinates; Dimension: 1 x 2
Input Table (Rovws x Columnz): 12 x 12 (Burt Table)

20
T
T 43 EDAT:=73
c o
k= CLASSE M EDAT <26
= L=} =3
£ 10
o
k-
C 05
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" EDAT:41-5 _
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= EDAT: 2640
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E
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1.5

14 12 40 0Ff 06 04 02 00 02 04 06 053 10 172
Dimension 1; Eigenvalue: 34955 (17 458% of Inertia)

Figura 9.3: Representacién por andlisis de correspondencias miiltiples de los
datos de la Tabla 9.3.

9.8 MDS ponderado

En esta seccién introducimos una variante del Andlisis de Coordenadas Prin-
cipales.

Definicié 9.8.1 Sea A, = (6;;) una matriz de distancias gxg, w = (wy, ..., w,)
un vector de pesos tal que

g
W/]_:Z'u)i:l, w,z(),
i=1
y consideremos la matriz diagonal D,, =diag(w). La solucion MDS ponderada
de A, es la matriz

X = D, ?UA,
siendo .
D,}U/2(Ig—1w')(—§A<92>)(Ig—w1')D}U/2: UA2U, (9.7)
una descomposicion espectral, donde A = diag()\?, . .. ,)\]2;) contiene los val-

ores propios y AP = (63])
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Definicié 9.8.2 La variabilidad geométrica ponderada de A, es

1 1
V5=§ Z w;bw; = §W/A52)W.

,j=1

Las coordenadas principales son las filas de X. Escribiendo

X =[X1, X, ..., X,

podemos interpretar las columnas de X como variables. Observemos que se
verifica

(I,—1w')(—=AP)(I,—wl') = XX'. (9.8)

N —

Propietades:

1.

Las variables X}, (columnas de X) tienen medias ponderadas iguales a
cero:

Yk = W,Xk. = 0.
Prueba:

w(I[,—1w') =w'—w'= 0= wXX'w=0= wX=0.

. Las varianzas ponderadas de las variables Xyson iguales a los valores

propios:
2 42 _
s, =X, k=1,...,p.
Prueba: silamedia de x1, ...,z es 0, la varianza ponderada es Y w;a?,
es decir,

si = DX XDy 2= (UpAL) (A Uy) = AL,

donde )\i es el valor propio de vector propio Uk.

. Las variables (columnas de X) estdn incorrelacionadas

cor(Xy, Xp) =0, k#K=1,... p.
Prueba: puesto que las medias son nulas la covarianza ponderada es
cov( Xy, Xpw) = DY2X) X DY2 = N2 U U = 0,

ya que los vectores propios son ortogonales.
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4. La variabilidad geométrica ponderada de A, es

P
Ve=> A
k=1
Prueba: Expresemos la matriz de distancias al cuadrado como
AP = 1d'+d1’ — 2XX/,

siendo d un vector ¢ x 1 con los elementos diagonales de XX'. Por una
parte

1
§W'A§2)W =wld'w - wXX'w =dw.
Por otra parte
d'w =tr(D/’XX'DY/?) =tr(UA*U’) =tr(A?).

5. Si tomamos las ¢ primeras coordenadas principales de X, la variabilidad
geométrica ponderada es:

Estudiemos ahora la relacién entre el Anélisis de Coordenadas Principales
ordinario (Cap. 8) y el ponderado. Supongamos que podemos expresar el
vector de pesos como

g

1

W:E(nl,ng,...,nk), n = E ni,
i—1

donde n; son enteros positivos y el peso w; es igual (o muy préximo ) a n;/n.

Indiquemos por M la matriz n X g que contiene n; filas (0,...,1,...,0). Por
ejemplo, si g =3 y n; = 2,no = 3,n3 = 1, entonces
100
100
010
M= 010
010
0 01

!Tomando n suficientmente grande, podemos aproximarlo tanto como queramos.
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Si ahora suponemos que en vez de g objetos tenemos n objetos, pero
el primer objeto estd repetido n; veces, el segundo objeto ns veces, etc.,
entonces la matriz de distancias es

A, = MAM/, (9.9)
y el andlisis no ponderado sobre la matriz A,, es
1 1 1 ~ L~
(In—g11’)(—§A§3))(In—511’) = UDiU=YY, (9.10)

siendo U la matriz n x p de los vectores propios. La solucién no ponderada
es B
Y =UD,.

Teorema 9.8.1 La solucion no ponderada Y sobre A,, coincide con la solu-
cion ponderada X sobre Ay, en el sentido de que obtenemos Y repitiendo
ni,...,ny veces las filas de X.

Prueba: De (9.9) podemos expresar la solucién no ponderada (9.10) como

1 1 1
I, — —11)M(—=A®YM'(I, — =11) =YY"
(L, = ~1V)M(~5AP)M(I, — ~11)

Se verifica )
(I, — 511’)M =M(I, — 1,w).
Por lo tanto, de (9.8) tenemos
1
M(I, — 1w')(—§A§f>)(Ig — w1l )M = MXX'M/,

que demuestra que Y = MX. En otras palabras, las coordenadas principales
no ponderadas Y son el resultado de repetir ny, ..., n, veces las coordenadas
X. La relacién entre los valores singulares es

Por ejemplo, si g =3 y ny = 2,ny = 3,n3 = 1, obtenemos

T11 12
T11 12
T11 T12
X — Y — T21 T22
= To1 T22 > =
To1 22
31 T32
To1 T22

T31 T32
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9.9 Complementos

El Analisis de Correspondencias (AC) tiene una larga historia que se inicia
en 1935 (H.O. Hirschfeld, R.A. Fisher, L. Guttman). Ha sido extensamente
estudiado por Benzécri (1973) y Greenacre (1984).

Utilitzando coordenadas estandard Ay = (ag,), Bo = (b9;,), podemos ex-
presar la matriz de correspondencias P = (p;;) como

P =rc + D,A,D,B,D..

Indicandor = (p1.,...,p1.),c = (p1,...,p.s) los vectores marginales de filas
y columnas de P, la expresion escalar es

K
pij = pi X pi(1+ Z Mg by )
k=1

. . . 4 . K . ~
Si el término entre paréntesis o = Zk:l )\ka?kb?k, es suficientemente pequeno
para que log(1 + «) = «, entonces

K

log p;; = log p;. + log p.; + Z )\ka?kbgk,
k=1

que se adapta a un modelo log-lineal (Seccién 11.5), donde « cuantificaria
el término de interaccién. El AC seria pues una manera de visualizar los
términos de interaccién (van der Heijden y de Leeuw, 1985).

CA verifica el “principio de equivalencia distribucional”: si dos perfiles
de columnas son idénticos, es decir,

pij/c; = pij /ey t=1,...,1,

entonces las columnas j, ;' de N pueden juntarse y ser reemplazadas por su
suma. En efecto, cuando se cumple este principio

bij _ Piy _ Pij + Pijr

Cj Cjr Cj + Cyr
Luego
Pij \ (DPirj a1 Pigt N Pitg N Pig TPy P Py o
[(Ticj Ti/cj)] CJH(HCJ" Ti'Cjl Fer =1 ri(e; +¢r)” rale +Cj’)>] (ees);
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y la distancia ji-cuadrado queda inalterada si juntamos las columnas j y j'.
Una variante del AC propuesta por Rao (1995), se basa en la distancia

de Hellinger
J
B = Z(\/Pz‘j/ﬁ - \/Pz"j/ﬁ")Q,

J=1

entre dos filas de IN, que tiene la ventaja de no depender de los perfiles de las
columnas. Sin embargo los resultados pueden ser muy similares (Cuadras et
al, 2004), y el método basado en esta distancia resulta mas apropiado cuando
las filas se ajustan a poblaciones multinomiales distintas.

Una forma alternativa de presentar el AC es el “reciprocal averaging”

(RA). Supongamos que queremos encontrar las coordenadas de las filas (aq, . . .

como medias ponderadas de las coordenadas de las columnas y reciproca-
mente, las coordenadas de las columnas (by, ..., bs) como medias ponderadas
de las coordenadas de las filas

J

I
_ DPij o Dij
=1

=t "

Pero estas relaciones no se pueden verificar simultdneamente (por razones
geométricas), asi que hemos de introducir un factor multiplicativo § > 1y
escribir

J I
Z Dij Z Dij
a; = ﬁ bj?“_i]7 bj = ﬁ CLZC—]] (91].)
j=1 =1

El objectivo del RA es encontrar las coordenadas verificando (9.11) tal que
3 sea minimo. Entonces es posible probar que A = (1/3)? es un valor propio.
Esto mismo lo podemos plantear para la segunda y siguientes coordenadas
y probar la equivalencia entre RA y AC. Los cédlculos del RA se efectian
iterativamente, y es 1til (especialmente en ecologia), cuando la matriz de
frecuencias N tiene dimensién grande y contiene muchos ceros (Hill, 1973).
Por otra parte se conoce a (9.11) como la mejor representacién S—baricéntrica
sobre un eje (Lebart et al., 1977).

Una extensién interesante del AC es el “Canonical Correspondence Analy-
sis“ (Ter Braak, 1986), que tiene en cuenta, para la representacién, que los
ejes sean combinacion lineal de variables externas. Tiene aplicaciones en
ecologfa, dado que permite relacionar las comunidades bioldgicas con las
variables ambientales.

aI)a
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Una extensién continua del AC considera una densidad bivariante h(z,y)
con densidades marginales f(z), g(y), y la descomposicién singular

F@) Ph(z,y)g(w) ™ = pun(@)ve(y), (9.12)

donde {p,, k > 1} son correlaciones canénicas y {ug, k > 1},{v, k > 1} son
sistemas de funciones ortonormales (Lancaster, 1969). Hay una interesante
semejanza entre (9.12) y el AC, pues muchas propiedades se conservan. Véase
una comparacion sistemética en Cuadras et al. (2000) y Cuadras (2002b).
El AC ha sido también comparado con otros métodos de representacion
de tablas de contingencia (Cuadras et al., 2006), propiciando una versién
paramétrica que los engloba a todos (Cuadras y Cuadras, 2006).
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Capitulo 10
CLASIFICACION

10.1 Introduccion

Clasificar los elementos de un conjunto finito consiste en realizar una par-
ticién del conjunto en subconjuntos homogéneos, siguiendo un determinado
criterio de clasificacién. Cada elemento pertenece a un unico subconjunto,
que a menudo tiene un nombre que lo caracteriza. Asi clasificamos:

e Las personas en hombres y mujeres.

e Los trabajadores en actividades profesionales: servicios, industria, agri-
cultura.

e Los animales en especies, géneros, familias y érdenes.

e Los libros de una biblioteca en arte, literatura, ciencia, informatica y

viajes.
Sea 0 = {w1,ws,...,wy} un conjunto finito con n elementos diferentes,
que abreviadamente indicaremos

Q=1{1,2,...,n}.

(Clasificar es también definir una relaciéon de equivalencia R sobre €). Esta
relacién define una particién sobre 2 en m clases de equivalencia:

Q=ci1+c+...+cnm,

donde + significa reunién disjunta. A la particién la llamaremos clustering
v a las clases de equivalencia clusters.

161
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10.2 Jerarquia indexada

Las clasificaciones pueden ser jerdrquicas o no jerdrquicas . Una clasificacion
jerdrquica es una sucesién de clusterings tal que cada clustering se obtiene
agrupando clusters. Por ejemplo, si n = 5,

Q ={1}+{2} + {3} + {4} + {5}
{1,2} +{3,4} + {5}

{1,2} +{3,4,5}

Q

Q
Q
Q
Definicié 10.2.1 Una jerarquia inderada (C, ) sobre Q) estd formada por
una coleccion de clusters C' C p(2) y un indice o tal que:

o Axioma de la interseccion: Si ¢, € C entonces cNc € {c,c,D}.

o Axioma de la reunion: Sic € C entonces c =U{c | € C, ¢ C c}.

e La reunion de todos los clusters es el conjunto total: @ = U{c|c € C}.

El indice a es una aplicacién de C sobre el conjunto de nimeros reales posi-
tivos tal que:

a(i) =0,Vi € Q, ale) <ald)siccd.
Diremos que una jerarquia es total si:
o Vic Q) ({i}eC.
e Qe
Comentarios:

1. El primer axioma significa que si tenemos dos clusters, uno estd incluido
en el otro o ambos son disjuntos, es decir, c C ¢, 6 ¢ Ce¢, 6 cnNd = 0.
Se trata de evitar que un elemento de ) pertenezca a dos clusters
excluyentes a la vez, ya que entonces estaria mal clasificado.

2. El segundo axioma significa que cada cluster es reunién de los clusters
que contiene. Es decir, reuniendo clusters obtenemos clusters méas am-
plios. Por ejemplo, en el reino animal, un género es reunién de especies,
una familia es reunién de géneros, etc.
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3. El indice o mide el grado de heterogeneidad de cada cluster. Cuanto
més grande es el cluster més heterogéneo es.

Teorema 10.2.1 Para todo x > 0 la relacion binaria R, sobre los elementos
de 2
iRyj si i,j€c, siendo afc) <, (10.1)

es de equivalencia.

Demost.: La relacién R, es:

Reflexiva: iR,i ya que ¢ € {i}, siendo a({i}) =0 < z.

Simétrica: Evidente.

Transitiva: Sea c;; el minimo cluster que contiene 4, j, y andlogamente
c;k- Entonces :

iRj =1, €ciy alcj) <z, JRk=jkecy ol <z,

a) ¢ Ccip=1kE€Ec; :
:>CijﬂCjk7é®:>{ ) G i = iR.k.O

b) Cik C Cij = Z,]{I € G,

La relacién (10.1) define, para cada = > 0, una particién de €2 en clases
de equivalencia. La particién se llama clustering al nivel x.

Ejemplo. Consideremos n = 5 partidos politicos: CU (Conveniencia y
Unién), PP (Partido Pragmaético), PSC (Partido Social Catalan), IC (Ini-
ciativa Catalana) y ER (Entente Republicana). Un ejemplo (hipotético) de
jerarquia indexada sobre 2 ={CU,PP,PSC,IC,ER} es:

C ={CU,,PPy,PSCy,ICy,ERCy,{CU, PP}, {PSC, IC}, 5,{PSC, IC, ERC},023},
donde el indice « estd indicado como un subindice: a(CU)=0, a(CU,PP)=1,
etc. tenemos entonces tenemos las siguientes particiones o clusterings:

«  Nombre del clustering

Q= {CU} +{PP}+{PSC} +{IC} + {ER} 0 (partidos)

= {CU,PP}+{PSC,IC} + {ER} 1.5 (derecha, izquierda, centro)
Q= {CU,PP}+ {PSC,IC,ER} 2 (coaliciones)
Q= Q 3 (parlamento)

La representacién de esta clasificacién se encuentra en la Figura 10.1, que
justificamos en la seccién siguiente.
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10.3 Geometria ultramétrica

Para presentar una clasificacién utilizamos llaves. Por ejemplo, la clasifi-
cacion divisiva de Nacién, Comunidades Auténomas y Provincias (s6lo vamos

a considerar 8) es:

Naciéon Autonomias Provincias

Huesca

Aragon Teruel
Zaragoza

Barcelona
Gerona
Lérida
Tarragona
Madrid Madrid

Espana
Catalunya

\

Una generalizacién de las llaves es el drbol ultramétrico. Como veremos
mds adelante, una jerarquia indexada puede ser visualizada mediante un
grafico sencillo e intuitivo, llamado dendograma.

Definicié 10.3.1 Un espacio ultramétrico (2, u) es una estructura formada
por un conjunto finito 2 y una funcion distancia u sobre £ x Q verificando,
para todo i, j, k de §:

e No negatividad: u(i,j) > u(i,i) = 0.
o Simetria: u(i,j) = u(j,1).
e Propiedad ultramétrica:

u(i, j) < sup{u(i, k), u(j, k)}.

La matriz U = (u(i,j)) de orden n x n

Uy; Uz +++ Uin
Ug1 U2 -+ Ugp ..

U= . . . . Us5 = Uj; = U(Z,j), ug = 0.
Up1 Up2 - Unn

es la matriz de distancias ultramétricas .
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Proposicié 10.3.1 Una distancia ultramétrica verifica la desigualdad trian-
gular y por lo tanto es métrica.

Demost.:
u(i, ) < sup{u(i, k), u(j, k)} < ui,k) +u(j, k). O

Definicié 10.3.2 Un tridngulo {i, j, k} formado por tres elementos de ) es
ultramétrico si es isdsceles y su base es el lado mds pequeno. FEs decir, si
u(i,j) es la base, entonces

u(i,§) < uli, k) = u(j, k).
Teorema 10.3.2 En un espacio ultramétrico todo triangulo es ultramétrico.

Demost.: Sea {i,7,k} un tridngulo. Sea u(i,j) es el lado mds pequerio,
entonces:

U(Z,k) SSUp{u(ihj)’ ( )}
u(j, k) < sup{u(i, ), u(i, k)}

Definicié 10.3.3 Un drbol ultramétrico (también llamado dendograma) es
un grafo conexo, sin ciclos con un punto llamado raiz y n puntos extremos
equidistantes de la raiz.

ulJ,

i k)) = u(i, k) =u(j, k). O

Una propiedad importante es que todo espacio ultramétrico (2,u) se
puede “dibujar” mediante un dendograma, como en la Figura 10.2.

Teorema 10.3.3 Sea (2, u) un espacio ultramétrico. Entonces podemos rep-
resentarlo mediante un drbol ultramétrico con extremos los elementos de ).

Demost.: Supongamos el drbol en posicién vertical. Sea u(i,j) la distancia
entre los extremos 7, j medida como la mitad de la minima longitud de las
aristas verticales que unen ¢ con j, es decir, la distancia vertical hasta el
nudo v que liga ¢ con j. Consideremos un tridngulo {i, j, k} y supongamos
que {i,7} es el lado mds pequeno. Entonces k se relaciona con i, en un
nudo 7/ por encima de 7. Asi u(k,i) = u(k,j) = u(i,j) + 5, donde 8 >0
es la distancia vertical entre y y /. Esto demuestra que {i, 7, k} es un arbol
ultramétrico.[]

Hay una version del Teorema 10.2.1 para distancias ultramétricas.
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+3 Parlamento

+2 Coaliciones
i \
10 Patides
cu PEC I

Bp ERC

Figura 10.1: Representaciéon en érbol ultramétrico (dendograma) de cinco
partidos politicos.

Teorema 10.3.4 Sea (2,u) un espacio métrico. Si u es distancia ultra-
métrica, entonces la relacion binaria R, sobre los elementos de €2

iRej si u(i,j) <, (10.2)

es de equivalencia para todo x > 0. Reciprocamente, si la relacion (10.2) es
de equivalencia para todo x > 0, entonces u es distancia ultramétrica.

Demost.: Supongamos que u es ultramétrica. Entonces la relacién R, es:
Reflexiva: u(i,i) =0 < z.
Simétrica: u(i,j) = u(j,i) < x.
Transitiva: Sea {1, 7, k} un tridngulo ultramétrico con base {4, j }. entonces
tenemos

(i, 7) < u(g, k) = u(i, k) <,

que nos demuestra la transitividad.

Supongamos ahora que R, es de equivalencia y que el triangulo {7, 5, k}
verifica:
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Sea x = u(j, k). Entonces u(i, j) < z, u(j, k) < x = u(i, k) < x =u(j, k)
por la transitividad de R,. Esto demuestra que u(j, k) = u(i, k) y por lo
tanto el tridngulo {3, j, k} es ultramétrico.(]

Otra propiedad importante es que juntando elementos préximos de ()
seguimos manteniendo la propiedad ultramétrica, y esto vale para cualquier
clustering.

Teorema 10.3.5 Supongamos que sobre los m clusters del clustering
Q261+62+...+0m

hay definida una distancia ultramétrica u. Sean c;,c; los dos clusters mds
prozimos: u(c;, c;) = minimo. Entonces uniendo ¢; con c;j, se puede definir
una distancia ultramétrica u' sobre los m — 1 clusters del clustering

Q=c1+...+cUc+...+cnm.

Demost.: Si k # i, j, por la propiedad ultramétrica tenemos que u(cy, ¢;) =
u(cy, ¢;). Definimos:

ek, i Ucy) =uler, ) =uler, ), k#i,j, (10.3)
U,(Cm Cb) - U(Ca, Cb)a a, b 7& Zv] .

Consideremos el trigngulo {c,, ¢, ¢; U ¢;}. Entonces:

U (Cq, p) = u(cy, cp)
S Sup{u<ca7 Ci)? U(Cb, Cz)} = Sup{u/(caa C; U Cj)a ul<cb7 C; U Cj)}?
U (ca,ciUcj) = u(cq,c)

< sup{u(cq, ), u(cp, ¢;) } = sup{w'(cq, ), v (cp,c; Uc;)}. O

Finalmente, la propiedad ultramétrica es invariante por transformaciones
monotonas.

Proposicié 10.3.6 Siu es distancia ultramétrica y u' = p(u) es una trans-
formacion de u donde ¢ es una funcion positiva mondtona (creciente o de-
creciente), entonces u' es también distancia ultramétrica.

Demost.: Si {i,7,k} es un tridngulo ultramétrico con base {i,j} y ¢ es
monétona, tendremos que

u(i, j) <wu(i k) =u(j, k) = u'(i,5) <u'(i,k) =d'(j, k). O
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10.4 Algoritmo fundamental de clasificacién

A partir de un espacio ultramétrico podemos construir una jerarquia index-
ada. Nos lo permite el siguiente
Algoritmo fundamental de clasificacién

Sea (€, u) un espacio ultramétrico. El fundamento de este algoritmo
consiste en el hecho de que, en virtud del Teorema 10.3.5, juntando elementos
o clusters mds préximos, conservamos la propiedad ultramétrica.

1. Comencemos con la particién:

Q={1}+ ...+ {n}.

2. Sean i, j los dos elementos mas préximos: (i, j) = minimo. Los unimos
{ey u{s} ={i 5}
y definimos la nueva distancia ultramétrica u’
u'(k {1, 5}) = uli, k) =u(j, k), k#ij,
(ver Teorema 10.3.5).

3. Consideremos la nueva particion:
Q={1}+...+{i,j} +... +{n}

y repitamos el paso 2 hasta llegar a ). En este proceso, cada vez que
unimos ¢; con ¢; tal que u(c;, ¢;) = minimo, definimos el indice

a(c; Ucy) = ule, ). (10.4)

El resultado de este proceso es una jerarquia indexada (C, ).

10.5 Equivalencia entre jerarquia indexada y
ultramétrica

Una jerarqufa indexada es una estructura conjuntista. Un espacio ultra-
métrico es una estructura geométrica. Ambas estructuras son equivalentes.
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Teorema 10.5.1 Sea (C, ) una jerarquia indexada total sobre un conjunto
Q. Entonces podemos definir una distancia ultramétrica u sobre €). Reciproca-
mente, todo espacio ultramétrico (2, u) define una jerarquia inderada (C, ).

Demost.: A partir de (C, «) definimos la siguiente distancia
U(Z,]) = a(cij)a
donde ¢;; es el minimo cluster (respecto a la relacién de inclusién) que con-

tiene 4, j. Sea {1, j, k} un tridngulo y sean también c;x, c;x los minimos clusters
que contienen {i, k}, {j, k} respectivamente. Tenemos que

cik N Cji 7 0
y por tanto (axioma de la interseccién) hay dos posibilidades:
a) cix Ccjp =1, J,k € cjp = ¢ij C cjr = u(i, j) = alc;) <ulj, k) = alcp)
b) c¢jx Ccik = 1,5,k € cix = ¢ij C i = u(i,j) = alc;) <u(i, k) = alc)

Asi pues: u(i,5) < sup{u(i, k), u(j, k)}.

La posibilidad de construir una jerarquia indexada a partir de una dis-
tancia ultramétrica es una consecuencia del algoritmo fundamental de clasi-
ficacién. El indice de la jerarquia viene dado por (10.4).0

Comentarios:

1. Observa la analogia entre el Teorema 10.3.5 y el algoritmo fundamental
de clasificacion.

2. Observa ademds que (10.3) permite definir de manera inequivoca una
distancia entre un cluster y la unién de los dos clusters mas préximos.
Esta propiedad es la que otorga importancia a la distancia ultramétrica.

10.6 Algoritmos de clasificaciéon jerarquica

Supongamos que, en relacién a unas variables observables, hemos obtenido
una matriz de distancias A = (6(4, 7)) de orden n x n entre los elementos de
un conjunto €2 :

611 612 61n

6n1 6n2 6nn
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Si la distancia ¢ es ultramétrica, entonces no hay ningiin problema para
llevar a cabo una clasificacién construyendo una jerarquia indexada. Basta
con aplicar el algoritmo fundamental de clasificacién (Seccién 10.4). Pero
en general 6 no cumple la propiedad ultramétrica y por lo tanto hemos de
modificar adecuadamente este algoritmo.

Algoritmo de clasificacion

Sea (€2, 6) un espacio métrico. El algoritmo de clasificacién se basa en el
Teorema 10.3.5, en el sentido de que juntaremos los elementos o clusters méds
préximos, y procuraremos obtener tridngulos ultramétricos.

1. Comencemos con la particién:

Q={1}+...+ {n}.

2. Sean i, j los dos elementos més préximos: (7, j) = minimo. Los unimos
(iU} = {3}
y definimos la distancia de un elemento k al cluster {4, j}

8'(k, {i, j}) = f(6(i, k), 6(5. k), k#1i.J, (10.5)

donde f es una funcién adecuada.

3. Consideremos la nueva particion:

Q={1}+...+{i,j} +... +{n},

y repitamos el paso 2 hasta llegar a ). En este proceso, cada vez que
unimos ¢; con ¢; tal que 6(c;, ¢;) = minimo, definimos el indice

a(c;Ue) =8 (ci,¢j). (10.6)

La funcién f en (10.5) se define adecuadamente a fin de que se cumpla
la propiedad ultramétrica. El resultado de este proceso es una jerarquia
indexada (C, ).
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10.6.1 Meétodo del minimo

Los diferentes métodos de clasificacion jerdarquica dependen de la eleccién de
f en (10.5). Una primera eleccién conveniente de f consiste simplemente
en tomar el valor més pequerio de los dos lados {i, k},{j,k} del tridangulo
{i,4,k} con base {i,j}, es decir:

§'(k, {i,7}) = min{6(i, k), 8(j, k)}, Kk #1i,7. (10.7)

En otras palabras, hacemos que el tridangulo
5(i, 7} < 8(i, k) = a < 8(j, k),
se transforme en ultramétrico
81,7} <68 (i,k) =684, k) =a.
Ejemplo. Sea A una matriz de distancias sobre 2 = {1,2,3,4,5}. El

método del minimo proporciona una jerarquia indexada (C,«) asociada a
una matriz ultramétrica U:

1 23 45
101347 (1,2) 3 45 (1,2) (3,4) 5
(1,2) 0 3 4 7
A_2 0448 0o g L (L2 0 3T _
3 028 i 0. (34 0o 7
4 07 5 0 ) 0
) 0
(1,2,3,4) 5
(1,2,3,4) 0 7 —>O:{{1}0,...,{5}0,{1,2}1,{3,4}2,{1,2,3,4}3,97}
) 0
123 45
1013 37
2 03 3 7
(Ca)— U= 027
4 07
5) 0

El método del minimo produce una distancia ultramétrica u que goza de
la siguiente propiedad.
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Teorema 10.6.1 Sea
U = {u | u es ultramétrica, u(i,7) < 6(i,7)}

el conjunto de distancias ultramétricas mds pequenas que 6. Entonces la dis-
tancia ultramétrica u resultante del método del minimo es el elemento mdx-
imo de U

u(i,7) > u(i,j), wel, Vije.

Demost.: Sean {i,j} los elementos mds préximos. Entonces u(7, j) = 6(i, 7).
La columna k (# 4,j) tendrd términos repetidos iguales a una distancia &'
construida tomando un minimo. Si u < ¢ es otra distancia ultramétrica,
entonces: a) si es estrictamente mads pequena es evidente que u > u. b) si
u(k', k") es més grande que u(k’, k") pero es igual a alguna 0, entonces la
columna % tendrd elementos repetidos, y al menos uno serd superior a &'
Contradiccion.

El razonamiento es parecido si consideramos un cluster ¢ y un elemento
k ¢ c. Compérese A con U en el ejemplo anterior. Véase también el Teorema
10.7.3.

A la vista de este resultado, podemos decir que u es la mejor aproximacion
a 0 por defecto.

10.6.2 Meétodo del maximo

Una segunda eleccién razonable de f consiste en tomar el valor més grande
de los dos lados {7, k}, {j, k} del triangulo {1, j, k} con base {i,j}, es decir:

§'(k, {i,5}) = max{6(i, k), 6, k)}, k#£1,5. (10.8)

En otras palabras, hacemos que el tridngulo

6(i,5} < 6(i, k) < 6(j,k) =,
se convierta en ultramétrico

8'(i, 3} < 6'(i, k) = 6'(j, k) = b.

El método del méaximo produce una distancia ultramétrica u que goza de
la siguiente propiedad.
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Teorema 10.6.2 Sea
U = {u | u es ultramétrica, u(i,j) > 6(i,5)}

el conjunto de distancias ultramétricas mas grandes que 6. Entonces la distan-
cia ultramétrica u resultante del método del mdaximo es un elemento minimal
de U

u(i,j) <wu(i,j), welU, Vije.

Asi @ es la mejor aproximacién a é por exceso.

Comentarios:

1. Las distancias u,u, y 6 verifican:
u(i, j) < 6(4,5) < (i, ).
Hay igualdad u = 6 = w si y sélo si  es ultramétrica.

2. w es elemento maximo y es tnico. El método del minimo sélo tiene una
solucién.

3. w es elemento minimal y no es tnico. El método del maximo puede
tener varias soluciones.

4. Si todos los elementos fuera de la diagonal de la matriz de distancias
A son diferentes, entonces la solucién aplicando el método del maximo
es lnica y por tanto u es elemento minimo .

Finalmente, una notable propiedad de los métodos del minimo (también
conocido como single linkage) y del méximo (complete linkage) es que con-
servan la ordenacién de la distancia 6, en el sentido de la Proposicién 10.3.6.

Teorema 10.6.3 Los métodos del minimo y del mdzrimo son invariantes por
transformaciones mondtonas de la distancia 0 :

8" = p(6) = u' = p(u)

donde u,u’ son las ultramétricas asociadas a 6,8 y ¢ es una funcion mond-
tona positiva.

Demost.: En el proceso de encontar la ultramétrica sélo intervienen los rangos
de los valores de &, que son los mismos que los rangos de los valores de §'.
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10.7 Otras propiedades del método del min-
imo

Una propiedad de la distancia ultramétrica dice que todo elemento de una
bola es también centro de la propia bola.

Proposicié 10.7.1 Sea B(ig,r) una bola cerrada de centro ig y radio r :
B(ig,r) ={i € Q| wul(ip,i) <r}.

Entonces
Vi € B(ig,r) werifica B(i,r) = B(ig,r).

La demostracién es inmediata. También se verifica:
Proposicié 10.7.2 Sea {i1,...,i,}. Se cumple la desigualdad
(i1, i) < sup{u(ia, o) =1,...,m —1}.

Demost.: Por recurrencia sobre m. Para m = 2 es la desigualdad ultra-
métrica. Supongamos cierto para m — 1. Tenemos:

u(ib Zm) < SUP{U(ib im71)7 u<im717 Zm)}
< sup{sup{u(ia, ias1)|a=1,...,m — 2} u(im_1,im)}
< Sup{u(iavia+1)|a = 17 ceey T — 1}D
Sea ahora Q = {1,2,...,n} y § una distancia sobre (.
Definicié 10.7.1 Una cadena [i, j),, es el conjunto {i = i1,i9,...,5 = im}.

Definicié 10.7.2 Indiquemos

Sup[i,j]m = sup 5(ia7ia+1)
1<a<m

el maximo salto de la cadena [i, j),,. Definimos la distancia sobre §)
u(i, j) = inf sup[i, jlm
m

Teorema 10.7.3 Se verifica:
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1. u es una ultramétrica tal que u < 6.
2. Siu es otra ultramétrica tal que u < § entonces u < u.

3. u es la ultramétrica que se obtiene por el método del minimo.
Demost.: [i,j]a = {i,7} es una cadena que une 7, j y por lo tanto

Q(Zm]) S Sup[ia ]]2

Sea [i, j, k] una cadena que une 7, j pero que contiene k. El conjunto de
las cadenas [i, j, k] estd contenido en el conjunto de las cadenas [i, j|. Por lo
tanto:

inf Supl ] < inf supli, k. s (10.9)
m m

Por otra parte, dadas las cadenas [i, j|, [j, k] podemos construir
[, k, 5] = [i, 5] U [, K]
de modo que
supli, k, j] = sup{supli, j], sup[j, k] }
Teniendo en cuenta (10.9) deducimos que

Q(Zv]) < Sup{ﬂ@? k)?ﬂ(]? k)}

Sea ahora u < §. Aplicando la Proposicién 10.7.2

U’(Z?]) S sup u<iaaia+1) S Sup[ivj]m
1<a<m

Por lo tanto
U(Zaj) S iﬂfSUp[i,j]m - Q(Zh])

Conviene comparar este resultado con el Teorema 10.6.1.

10.8 Un ejemplo

Un grupo de n = 11 profesores de probabilidades y estadistica de la Uni-
versidad de Barcelona han publicado, entre 1994 y 2000, unos 150 articulos
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internacionales, algunos en colaboracién. Con la finalidad de agrupar los pro-
fesores segin los articulos que publicaron juntos, consideramos el coeficiente
de similaridad

(7, j) = mimero de articulos que ,j han publicado juntos.

Definimos entonces la distancia

d(i, j) =1 = s(i, j)/ min{s(i, 1), s(4, 7) }-

Obtenemos la matriz de distancias:

Are Cor Cua For Mar Nua Oli Ol Rov San Sar

Arenas 0

Corcuera | 1 0

Cuadras | 0.50 1 0

Fortiana | 0.83 1 0.06 O

Marquez | 1 1 1 1 0

Nualart 1 1 1 1 1 0

Oliva 1 1 033 033 1 1 0

Oller 1 0.75 1 1 1 1 1 0

Rovira 1 1 1 1 1 1 1 1 0

Sanz 1 1 1 1 0.33 093 1 1 0.11 0
Sarra 1 1 1 1 0.75 1 1 1 1 0.25 0

Aplicando un anélisis cluster, método del minimo, a esta matriz, obten-
emos el dendograma de la Figura 10.2. Este dendograma pone de manifiesto
que hay tres grupos principales con 4, 2 y 5 profesores, que trabajan en andli-
sis multivariante (AM), estadistica matematica (EM) y andlisis estocdstico
(AE), respectivamente.

10.9 Clasificacién no jerarquica

Una clasificacién no jerdrquica de m objetos en relacién a una matriz de
datos cuantitativos X, consiste en obtener g grupos homogéneos y excluyentes
(clusters). Si tenemos g clusters, estamos en la misma situacién contemplada
en el Cap. 7, y podemos considerar la descomposicién de la variabilidad total

T=B+W
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Tree Diagram for 11 Variables
Single Linkage
Dissimilarities from matrix

ARENAS

CUADRAS AM
FORTIANA ]

OLIVA
CORCLERA EM

OLLER

MARQUEZ

ROVIRA
SANZ E AE
SARRA I

NUALART
0 0.2 04 08 0.8 1

Linkage Distance

Figura 10.2: Representacion que agrupa 11 profesores segin los articulos
publicados conjuntamente.

Una particién en g clusters que hace méxima B o minima W, en relacion
a alguin criterio, dard una solucién al problema, puesto que tendremos una
méxima dispersion entre clusters. Algunos criterios, justificados por el andli-
sis multivariante de la varianza, son:

a) Minimizar tr(W)

b) Minimizar |[W].

¢) Minimizar A = |W|/|T.
d) Maximizar tr(W™'B).

Pero la cantidad de maneras diferentes de agrupar n objetos en g clusters
es del orden de ¢g"/g!, nimero muy grande incluso para valores moderados
de n y g (necesitarfamos formar mds de 10% clusters si n = 50,9 = 3). Por
tanto, es necesario seguir algiin algoritmo de agrupacion.

El método de las medias moviles consiste en:

1. Comenzar con g puntos del espacio RP y asignar los objetos a g clus-
ters de acuerdo con la proximidad (distancia euclidea) a los g puntos
iniciales.
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2. Calcular los centroides de los g clusters obtenidos y reasignar los objetos
segtin su proximidad al centroide de cada cluster.

3. Repetir el paso anterior, calculando cada vez la cantidad |W| (o el
criterio de optimizacién escogido). Parar cuando |W| ya no disminuye.

Es posible probar que la suma de cuadrados de las distancias euclideas
de los puntos de cada cluster al centroide

Z Z d2 (in, ik)

k=1 i=1

disminuye a cada paso.

10.10 Numero de clusters

Diversos autores (Calinski, Harabasz, Hartigan, Krzanowski, Lai) han prop-

uesto métodos para estimar el nimero de clusters de una clasificacién. Es

éste un tema abordado desde muchas perspectivas (véase Gordon, 1999).
Normalmente el usuario determina el nimero k de clusters. Un primer

criterio consiste en tomar el valor £ tal que maximice la cantidad

_ tr(B(k))/tr(W(k))

g—1 n—g

Cll(k‘)
donde B(k), W (k) indican las matrices entre-grupos y dentro-grupos para k
grupos. Otro criterio considera

dif(k) = (k — 1)**W(k — 1) — k¥*W (k)
y elige k tal que maximiza
clo(k) =dif(k)/dif(k+1).
Pero cl; i cly no estan definidos para £k = 1. Un tercer criterio propone el
estadistico
W (k)

W(k+1)

empieza con k = 1 y aumenta k si H(k) crece significativamente de acuerdo
con una aproximacién a la distribucién F.

H(k) = ( -1)/(n—k-1),
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Tibshirani et al. (2001) proponen un método que contempla también el
caso k = 1. Partiendo del resultado de cualquier clasificacion, jerdrquica o
no, comparan el cambio de W (k) respecto al cambio esperado para a una
distribucién apropiada de referencia

E(log [W(k)[) — log [W(k)].

10.11 Complementos

La historia de la clasificacién comienza con la sistemédtica de Carl von Linné,
que permitia clasificar animales y plantas segin género y especie. La clasi-
ficaciéon moderna (denominada taxonomia numérica) se inicia en 1957 con
la necesidad de proponer criterios objetivos de clasificacion (Sokal, Sneath,
Michener). Posteriormente, diversos autores relacionaron las clasificaciones
jerdrquicas con los espacios ultramétricos (Benzecri, Jardine, Sibson, John-
son), dado que la propiedad ultramétrica ya era conocida en otros campos
de la matemadtica.

Una critica que se ha hecho al andlisis cluster es el excesivo repertorio
de distancias y métodos de clasificaciéon. Incluso se han realizado clasifica-
ciones de las propias maneras de clasificar, y clasificaciones jerarquicas de las
distancias. También se ha argumentado (Flury, 1997) que el planteamiento
correcto del andlisis cluster consiste en encontrar mixturas

f(x) =p1fi(x) + ... +pyfy(x),

donde cada densidad f; representarfa un cluster y f la densidad de los datos
que hemos observado. Pero si una distancia mide razonablemente las difer-
encias entre los objetos, entonces se pueden obtener clasificaciones objetivas
aplicando andlisis cluster jerdarquico. Por ejemplo, en el ano 1999 se realizé la
clasificacién jerdrquica del reino vegetal a partir de distancias entre secuen-
cias de DNA, obteniendo una concordancia de un 60% con la clasificacion
tradicional basada en la similitud morfolégica de las plantas.

J. C. Gower conjeturé y Holman (1972) probd, que toda distancia ul-
tramétrica era euclidea con dimensién n — 1. Entonces interesé estudiar la
relacién entre representaciones en darbol y en coordenadas (Bock, Crithcley,
Heiser, Kruskal). Critchley y Heiser (1988) probaron que, a pesar del resul-
tado de Holman, es posible representar un espacio ultramétrico con una sola
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dimensién utilizando una métrica adecuada. Un estudio de los vectores pro-
pios y las dimensiones principales de una matriz de distancias ultramétricas
es debido a Cuadras y Oller (1987). Ver Cuadras et al. (1996).

N. Jardine y R. Simpson propusieron el método de clasificacién denomi-
nado flexible, que consiste en definir la distancia de un cluster a la unién de
dos clusters en funcién de unos parametros, por ejemplo, inicialmente

0'(k, {i,j}) = a6 (i, k) + a;6(j, k) + B6 (i, ) +~|6(i, k) — 6(4, k)l

y andlogamente en los siguientes pasos. Dando valores a los pardmetros se
obtienen los métodos siguientes (se incluye denominacién estédndar):

Criterio de agrupacion Q; o 15} y
Minimo (single linkage) 1/2 1/2 0 —1/2
Maximo (complete linkage) 1/2 1/2 0 +1/2
Media (weighted average link) 1/2 1/2 0 0
UPGMA (group average link) | n;/(n; +n;) n;j/(ni+n;) 0 0

UPGMA (Unweighted pair group method using arithmetic averages) es un
método recomendable porque proporciona una clasificaciéon que se ajusta bien
a la distancia inicial en el sentido de los minimos cuadrados.

G.H. Ball, D.J. Hall, E. Diday y otros propusieron algoritmos eficientes
de agrupacién no jerérquica. Constiltese Everitt (1993).



Capitulo 11

ANALISIS DISCRIMINANTE

11.1 Introduccion

Sean €y, Q25 dos poblaciones, X, ...,X,, variables observables, x = (z1, ..., ;)
las observaciones de las variables sobre un individuo w. El problema es
asignar w a una de las dos poblaciones. Este problema aparece en muchas
situaciones: decidir si se puede conceder un crédito; determinar si un tumor
es benigno o maligno; identificar la especie a que pertenece una planta.

Una regla discriminante es un criterio que permite asignar w, y que a
menudo es planteado mediante una funcién discriminante D (1, ..., z,). En-
tonces la regla de clasificacion es

Si D (z,...,2p) >0 asignamos w a )y,
en caso contrario asignamos w a ).

Esta regla divide RP en dos regiones
Ry = {x|D(x) >0}, R, ={x|D(x) < 0}.

En la decisién de clasificar, nos equivocaremos si asignamos w a una poblacién
a la que no pertenece. La probabilidad de clasificacién errénea (pce) es

181
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11.2 Clasificacién en dos poblaciones

11.2.1 Discriminador lineal

Sean 11, 15 los vectoros de medias de las variables en 24, {25, respectivamente,
y supongamos que la matriz de covarianzas Y es comun. Las distancias de
Mahalanobis de las observaciones x =(z1,...,z,)" de un individuo w a las
poblaciones son

M?(x,p1;) = (x—p) 27 (x—py), 1= 1,2,
Un primer criterio de clasificacién consiste en asignar w a la poblacién mas
préxima:

Si M?(x,py) < M?(x,15) asignamos w a €y,

: ) (11.2)
en caso contrario asignamos w a )s.

Expresando esta regla como una funcién discriminante, tenemos:

M?(x,15) = MP(x,p11) = X'BTIXAp5 "y — 2x'5 7y
= (g — p1)' S (g + ) + 2%’y — o)

Definimos la funcién discriminante
1 /
L) =[x G+ )| 57 = ). (113)
Tenemos que
M2 (%,15) — MP(x,00) = 2L(x)=L((p1y + p12) /2)
y la regla (11.2) es

Si L(x) >0 asignamos w a $,
en caso contrario asignamos w a ).

La funcién lineal (11.3) es el discriminador lineal de Fisher.
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11.2.2 Regla de la maxima verosimilitud

Supongamos que fi (x), f2(x) son las densidades de x en {21, . Una regla
de clasificacién consiste en asignar w a la poblacién donde la verosimilitud
de las observaciones x es méas grande:

Si f1(x) >fa(x) asignamos w a {2,
en caso contrario asignamos w a 5.

La funcién discriminante es

V(x) =log fi(x)—log f2(x).

11.2.3 Regla de Bayes

En ciertas situaciones, se conocen las probabilidades a priori de que w pertenezca
a cada una de las poblaciones

a=P(), =P(), a+¢e=1

Una vez que se dispone de las observaciones x =(zy,...,,), las probabili-
dades a posteriori de que w pertenezca a las poblaciones (teorema de Bayes)
son

PO /x) = (X i=1,2.

afi (%) + g2 fo (%)

La regla de clasificacién de Bayes es

Si P(2;/x) >P(Qy/x) asignamos w a {1y,

en caso contrario asignamos w a {)s.
El discriminador de Bayes es

B (x) =log fi (x) —log fa(x) +log (q1/¢2) -

Cuando ¢; = g = 1/2, entonces B (x) = V (x). Este discriminador es 6p-
timo.

Teorema 11.2.1 La regla de Bayes minimiza la probabilidad de clasificacion
erronea.
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Demost.: Supongamos que se dispone de otra regla que clasifica a ),
si x €R}, y a {3 si x €R5, donde Ry, R; son regiones complementarias del
espacio muestral. Indicando dx =dx; - - - dz,. La probabilidad de clasificacién
erronea es

pee® =q fR; f1(x)dx+q2 fRi‘ fo(x)dx
— fR;(‘hfl(X)—(]sz(X))dX—f—QQ(fRZ fo(x)dx+ fRT fo(x)dx)
= Ji (01 f1(%) =42 f2 (%)) dx+-g.

Esta ultima integral es minima si R} incluye todas las x tal que ¢ f1(x)—g2f2(x) <0

y excluye toda las x tal que ¢ f1(x)—gaf2(x) >0. Por tanto pce* es minima
si RS = Ry, donde Ry = {x|B(x) <0}.00

11.3 Clasificacion en poblaciones normales

Supongamos ahora que la distribucién de Xj, ..., X, en 5 es N,(uq, %) y en
Qo es Np(pig, X2), es decir,

() = (2m) 7 87 expl—g (- ) 57 (x— ).

11.3.1 Clasificador lineal

Si suponemos fi; # iy, 21 = 29 = %, entonces

V(x) _% X_Ml)lz_l(x_/h) + %(X_M)/E_l(X_MQ)

= L(x)

y por tanto los discriminadores médximo verosimil y lineal, el segundo basado
en el criterio de la minima distancia, coinciden.
Sea « la distancia de Mahalanobis entre las dos poblaciones

Q= (/1“1_/“62),2_1(/~L1_:u2)'

Si suponemos que x proviene de Ny(jiy, ), de X—f1y = X—fiy + g — 11, y de
E(x—p19)(x—pp) = B, (Xx—p19)' L7 (x—p15) ~ X, tenemos que la esperanza
de U = (x—py)' T (x—py) es

EU) :E[(X_MQ),EA(X—M) +a+ Q(X_Mz)lzil(ﬂz —m)]=p+a,
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y la varianza de V = (x—p15)' X7  (x—15) es la misma que la de L(x) y es

var(V) = E((py — #1),2_1(X—N2)(X—M2>/Z_1(M2 — ) =

Entonces encontramos facilmente la distribucién de la funcién discriminante
L(x) :
L(x) es N(+3, a) si x proviene de Ny(py, ), (1L.4)
L(x) es N(—3a, a) si x proviene de Np(py, 3). '

11.3.2 Regla de Bayes

Si suponemos fi; # fiy, 21 = X = X, y conocemos las probabilidades a priori
@1 = P (1),q2 = P (£2), entonces es facil ver que

B(x) =L(x)+log(q1/q2),

y la funcién discriminante de Bayes es el discriminador lineal més la constante
log(q1/q2)-

11.3.3 Probabilidad de clasificacién errénea

La probabilidad de asignar x a {2 cuando proviene de Np(f1, %) es

1

P(L(x) <01) = P((L(x)~50)/V/a) = B(~5 V@),

donde ®(z) es la funcién de distribucién N(0,1). La probabilidad de clasifi-
cacién errénea es

pce = g1 P(L(x) <0|Q) + @2 P(L(x) >0|€s) = @(—5\/5).

Por tanto pce es una funcién decreciente de la distancia de Mahalanobis «
entre las dos poblaciones.

11.3.4 Discriminador cuadratico

Supongamos fi; # [iy, 21 # 2o. Entonces el criterio de la maxima verosimili-
tud proporciona el discriminador
Qx) =% (27 - 2131‘1) X+ X (§1‘1u1 - 2511/@)
ey g — 5HANT iy + 5 10g [ o] — 5 log X
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Q(x) es el discriminador cuadrdtico. Andlogamente podemos obtener el dis-
criminador cuadrético de Bayes

B(x) =Q(x) + log(q1/q2)-

11.3.5 Clasificaciéon cuando los parametros son estima-
dos

En las aplicaciones practicas, pi, ft9, 21, 22 son desconocidos y se deberdn
estimar a partir de muestras de tamanos n,,n, de las dos poblaciones susti-
tuyendo i, 15 por los vectores de medias X, X3, y 21, 29 por las matrices de
covarianzas Si,Ss. Si utilizamos el estimador lineal, entonces la estimacion
de X serd

S :(n181 + n282)/(n1 + TLQ)

y la versién muestral del discriminador lineal es

=)

(X) = [X—§ (il + fg)]lsil (fl - fg) .
La distribucién muestral de L (x) es bastante complicada, pero la distribucién
asintotica es normal:

L(x) es N(+ia, a) si x proviene de N,(py, X),

L(x

(x) es N(—3, 3) si x proviene de N, (py, 2),

donde a = (X; — %) S~ (X — %)

11.3.6 Un ejemplo
Exemple 11.3.1

Muytilicola intestinalis es un copépodo pardsito del mejillén, que en estado
larval presenta diferentes estadios de crecimiento. El primer estadio (Nauplis)
y el segundo estadio (Metanauplius) son dificiles de distinguir.

Sobre una muestra de n; = 76 y ny = 91 copépodos que se pudieron iden-
tificar al microscopio como del primero y segundo estadio respectivamente,
se midieron las variables

[ = longitud, a = anchura,
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Figura 11.1: Discriminadores lineal y cuadrético en la clasificacién de copépo-
dos. La linea recta es el conjunto de puntos tales que L = (. La pardbola es
el conjunto de puntos tales que () = 0.

y se obtuvieron las siguientes medias y matrices de covarianzas:

Estadio-1 Estadio-2
X = (2195 1381) X,= (2416 147.8)
. 4099 —1316\ o _ (2109 57.97
! —1.316  306.2 2 57.97 152.8

Discriminador lineal

La estimacion de la matriz de covarianzas comun es

S = (n1S1 +n2S2)/(n1 +ng) = (

301.4 31.02
31.02 22.6

El discriminador lineal es:

3014 31.02\ '/ —22.1
L(l,a) :((Z,a)—(461.1,285.9)/2)(31‘02 222‘6) ( Iy )

= 0.069! — 0.038a + 20.94
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La tabla de clasificaciones es:

Estadio asignado

1 2
Estadio 1 61 15
original 2 21 70

Discriminador de Bayes

Una larva, desde que eclosiona estd 4 horas en el estadio 1 y 8 horas en
el estadio 2. Al cabo de 12 horas, la larva pasa a un estadio ficilmente
identificable. Por tanto, una larva tiene, a priori, una probabilidad 4/12 =
1/3 de pertenecer al estadio 1 y una probabilidad 8/12 = 2/3 de pertenecer
al estadio 2. Asi ¢g; = 1/3, ¢, = 2/3, y el discriminador de Bayes es

B(l,a) = V(I,a) + log(1/2) = 0.069] — 0.038a + 20.24

Probabilidad de clasificacién errénea

Una estimacién de la distancia de Mahalanobis es

-1
301.4 31.02 —22.1
(—221 —9.7) ( 3109 296 ) ( iy ) = 4.461.

La probabilidad de asignar una larva al estadio 1 cuando corresponde al
estadio 2 o al estadio 2 cuando corresponde al estadio 1 es

1
pee = (-~ VAA6T) = 0.145.

Discriminador cuadratico
El test de homogeneidad de covarianzas nos da:

13,1 1 1
— — (== + —= — —=)](1835.4 — 882.5 — 926.32) = 26.22
18(75+90 165)]( )
con 3 g.l. Las diferencias entre las matrices de covarianzas son significati-
vas. Por tanto, el discriminador cuadratico puede resultar méas apropiado.

Efectuando célculos se obtiene:

X' =1

Q(1,a) = 0.00141* + 0.002a* — 0.002al — 0.445] — 0.141a + 72.36
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Con el clasificador cuadratico se han clasificado bien 2 individuos més (Fig.
11.1):
Estadio asignado

1 2
Estadio 1 59 17
original 2 17 74

11.4 Discriminacién en el caso de k pobla-
ciones

Supongamos ahora que el individuo w puede provenir de k poblaciones €2y, €25,
..., 8, donde k > 3. Es necesario establecer una regla que permita asig-
nar w a una de las k poblaciones sobre la base de las observaciones x =
(1,2, ...,x,) de p variables.

11.4.1 Discriminadores lineales

Supongamos que la media de las variables en €2; es p,;, y que la matriz de
covarianzas > es comun. Si consideramos las distancias de Mahalanobis de
w a las poblaciones

M*(x,p;) = (x—=p1)' 27 (x—p;), i=1,--- ,k,
un criterio de clasificacién consiste en asignar w a la poblacién méas proxima:
Si M?(x,u;) = min{ M?(x,u,), -+, M?*(x,p1;)}, asignamos w a ;. (11.5)
Introduciendo las funciones discriminantes lineales
Lij (x) = (p; — 1)’ E_IX_% (1 = 13) =7 (i + 115)
es facil probar que (11.5) equivale a
Si L;; (x) > 0 para todo j # 4, asignamos w a €;.
Ademds las funciones L;; (x) verifican:
L. L (x) = %[M2(Xaﬂj> - MQ(XW%)]-
2. L;jj (x) =—Lj; (x).
3. Lys (x) = Ljs (x) — Ly (%)

Es decir, sélo necesitamos conocer k — 1 funciones discriminantes.
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11.4.2 Regla de la maxima verosimilitud

Sea f;(x) la funcién de densidad de x en la poblacién §2;. Podemos obtener
una regla de clasificacién asignando w a la poblacién donde la verosimilitud
es mds grande:

Si fi(x) = max{fi(x), -, fe(x)}, asignamos w a ;.

Este criterio es mds general que el geométrico y esta asociado a las funciones
discriminantes

Vij(x) = log f;(x) — log f;(x).
En el caso de normalidad multivariante y matriz de covarianzas comiin, se
verifica Vj;(x) = L;j(x), y los discriminadores maximo verosimiles coinciden
con los lineales. Pero si las matrices de covarianzas son diferentes Y, . .., 2,
entonces este criterio dard lugar a los discriminadores cuadraticos

Qij (x) = 5x (T = 271 x +x (57 — 37 o)

= X
F3 Xy — % e+ 3 log |X5] — 5 log 2]

11.4.3 Regla de Bayes

Si ademds de las funciones de densidad f;(x), se conocen las probabilidades
a priori
q1 :P(Ql)77Qk:P(Qk)7

la regla de Bayes que asigna w a la poblacién tal que la probabilidad a
posteriori es maxima,

Si ¢ fi(x) = max{q1 f1(x), -, qufe(X)}, asignamos w a €,
estd asociada a las funciones discriminantes
B;j(x) = log fi(x) — log f;(x) + log(q:/q;)-

Finalmente, si P(j /) es la probabilidad de asignar w a 2; cuando en realidad
es de §2;, la probabilidad de clasificacién errénea es

pee =3 a3 P(j/i)),
i=1 i

y se demuestra que la regla de Bayes minimiza esta pce.
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11.4.4 Un ejemplo clasico

Continuando con el ejemplo 3.6.2, queremos clasificar a una de las 3 especies
una flor de medidas

T =6.8 i) =2.8 T3 =4.8 Ty =1.4

La matriz de covarianzas comun es

2650 .0927 1675 .0384
1154 05524 .0327
18519 .0426

.0418

S:

Las distancies de Mahalanobis (al cuadrado) entre las 3 poblaciones son:

‘Setosa Versicolor Virginica

Setosa 0 89.864 179.38
Versicolor 0 17.201
Virginica 0

Los discriminadores lineales son:

L12(5E) = % [M2(xa§2) - M2($,_1)] )
ng ) = % [M2(l',f3) — M2($,f1)] y
L13(33) - le(l“), L21(33) = —L12(33),

L31 Xr) = —ng(il?), ng(ﬂ?) = —L23(!17).
La regla de decisién consiste en asignar el individuo x a la poblacion ¢ si

Se obtiene:

Individuo L12 L13 L21 L23 L31 L32 Poblacion
x -501.107 -44.759 51.107 6.3484 44.759 -6.3484 2

Por lo tanto clasificamos la flor a la especie 1. Versicolor.

Para estimar la probabilidad de clasificacién errénea pce podemos omitir
una vez cada individuo, clasificarlo a partir de los demds y observar si sale
bien clasificado (método leaving-one-out). El resultado de este proceso da:
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Poblacién asignada
1 2 3
Poblacién 1 50 0 0
original 2 0 48 2
3 0 1 49

Solo hay 3 individuos mal clasificados y la pce estimada es 3/150 = 0.02.

11.5 Analisis discriminante basado en distan-
cias

Los métodos que hemos descripto funcionan bien con variables cuantitativas
o cuando se conoce la densidad. Pero a menudo las variables son binarias,
categodricas o mixtas. Aplicando el principio de que siempre es posible definir
una distancia entre observaciones, es posible dar una versiéon del anélisis
discriminante utilizando solamente distancias.

11.5.1 La funcién de proximidad

Sea {2 una poblacién, X un vector aleatorio con valores en £ C RP y densidad
f(x1,...,xp). Sea 6 una funcién de distancia entre las observaciones de X.
Definimos la variabilidad geométrica como la cantidad

1

Vi (X) = 5 [ ¢ (xy) f0f (v)axdy

Vs (X) es el valor esperado de las distancias (al cuadrado) entre observaciones
independientes de X.

Sea w un individuo de Q, y x = (1, ..., xp)' las observaciones de X sobre
w. Definimos la funcién de proximidad de w a €2 en relacién con X como la
funcién

95 (x) = E[6* (x,X)] = V5 (X) = / 8 (x,t)f(t)dt—Vs (X).  (11.6)

E

qb% (x) es la media de las distancias de x, que es fija, a t, que varfa aleatori-
amente, menos la variabilidad geométrica.
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Teorema 11.5.1 Supongamos que existe una representacion de (E,6) en un
espacio L (FEuclideo o de Hilbert)

(E,6) — L
con un producto escalar < .,. > y una norma ||z||* =< z,z >, tal que

8% (x,y) = [l (x) = v()II*,
donde 1 (x) ,1(y) € L son las imdgenes de x,y. Se verifica:

o Vs(X)=E(llv X)) ~ IE@ (X))
o ¢35 (x) = llv(x) - B (X))

En consecuencia, podemos afirmar que la variabilidad geométrica es una
varianza generalizada, y que la funciéon de proximidad mide la distancia de
un individuo a la poblacién.

11.5.2 La regla discriminante DB

Sean €2y, )y dos poblaciones, 6 una funcién distancia. 6 es formalmente la
misma en cada poblacién, pero puede tener diferentes versiones 1, 65 , cuando
estemos en (2, {25, respectivamente. Por ejemplo, si las poblaciones son nor-
males N, (u;,3;),7 = 1,2, y consideramos las distancias de Mahalanobis

Sxy)=x-y)Z ' (x-y), i=12,

lo tinico que cambia es la matriz ¥. Debe quedar claro que ¢ depende del
vector aleatorio X, que en general tendrd diferente distribucién en €y y €2s.
Seguidamente, mediante (11.6), encontraremos las funciones de proxim-
idad ¢3, ¢35, correspondientes a 1,(. Sea w un individuo que queremos
clasificar, con valores x = X (w).
La regla de clasificacion DB (distance-based) es:

Si ¢7 (x) < ¢3(x) asignamos w a Q,
en caso contrario asignamos w a €)s.

Teniendo en cuenta el Teorema 11.5.1, se cumple
¢ (x) = |9 (x) — Bq, (0 (X)), i=12,

y por tanto la regla DB asigna w a la poblacién més préxima. La regla DB
solamente depende de las distancias entre individuos.
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11.5.3 La regla DB comparada con otras

Los discriminadores lineal y cuadratico son casos particulares de la regla DB.

1. Si las poblaciones son N, (t1,21), N, (tt9, Xo) v 6% es la distancia de
Mahalanobis entre observaciones §*(x,y) = (x —y) ' (x —y), en-
tonces las funciones de proximidad son

¢i (%) = (x — ) 71 (x — py)

y el discriminador lineal es

1
L(x) =5 [¢5 (x) = 6] (x)]
2. Si las poblaciones son N, (41, 21), N, (9, X2) y 67 es la distancia de
Mahalanobis mds una constante

5 (x,y) =x—y) S (x—y)+1log|%] /2 x £y,
=0 X =Y,

entonces el discriminador cuadrético es
1
Q(x) =3 [#3(x) — 67 (x)]

3. Si ¢ es la distancia euclidea ordinaria entre observaciones, la regla DB
equivale a utilizar el discriminador

1
E(x)=[x- 3 (1 + 1)) (p1 — B2)
conocido como discriminador Fuclideo. E (x) es 1til en determinadas
circunstancias, por ejemplo, cuando la cantidad de variables es grande
en relacién al nimero de individuos, pues tiene la ventaja sobre L(x)
de que no necesita calcular la inversa de .

11.5.4 La regla DB en el caso de muestras

En las aplicaciones précticas, no se dispone de las densidades fi(x), f2(x),
sino de dos muestras de tamanos ny,ne de las variables X = (X3, ..., X,) en
las poblaciones €21,Qs. Sea A; = (6;;(1)) la matriz ny x n; de distancias



11.5. ANALISIS DISCRIMINANTE BASADO EN DISTANCIAS 195

entre las muestras de la primera poblacién, y Ag = (6;;(2)) la matriz ny X ngy
de distancias entre las muestras de la segunda poblacién. Indicamos (las
representaciones Euclideas de las muestras) por

X1, Xg, ooy Xy, muestra de €1y, (11.7)
Y1:Y2 s Yy muestra de (o, '
€S dGCiI', 61J<]‘) = 6E(Xiyxj)76ij<2) = 6E(Yz;YJ)
Las estimaciones de las variabilidades geométricas son:
~ 1 & ~ 1 &
2 2
Vi :2_712 Z‘Szj (1), ‘/2:2_712 5ij<2)-
Ly =1 24,5=1
Sea w un individuo, 6;(1),i = 1,...,ny, las distancias a los n; individuos
de Q; y 6;(2),i =1,...,na, las distancias a los ny individuos de 5. Si x son

las coordenadas (convencionales) de w cuando suponemos que es de €, y
andlogamente y, las estimaciones de las funciones de proximidad son

2 1 & ~ 2 1 & ~
=—) 6(1)-V =—> §(2)-Va
5100 = 3 =T )=o) T
La regla DB en el caso de muestras es

. ~2 ~2 .
Si ¢y (x) < ¢o(y) asignamos w a €y,
en caso contrario asignamos w a {)s.

Esta regla solamente depende de distancias entre observaciones y es preciso
insistir en que el conocimiento de x,y, no es necesario. La regla DB clasifica
w a la poblaciéon més préxima:

Teorema 11.5.2 Supongamos que podemos representar w y las dos muestras
en dos espacios euclideos (posiblemente diferentes)

X7X17X2>"'axn1€ Rp7 y?Yl7Y27"‘7Y’rL2€Rq7
respectivamente. Entonces se cumple
~2 _ ~2 _
$1(x) =di (xX),  &(y) =dz (v.9),

donde X, y son los centroides de las representaciones Fuclideas de las mues-
tras.
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. — n
Demost.: Consideremos x, Xy, Xy, ..., X,,,X= (> _,_; X;)/n. Por un lado

n

% Z d2<xi> X) =

3=
NE

(xi —x)'(x; — x)

S
I
_
<.
I
—

SEES
-M:

Xix; + X'x—2X'X.
1

-
I

Por otro . .
sz 2 A(x,X;) =5 2 (% — %) (% — x;)
ig=1 ij=1
n
= 1% xix; - XX
i=1
Restando

52(x) = X'X+XX-2X'x =d5, (x,X) .0

11.6 Complementos

El Anélisis Discriminante se inicia en 1936 con el trabajo de R.A. Fisher sobre
clasificacién de flores del género Iris. A. Wald y T.W. Anderson estudiaron las
propiedades del discriminador lineal. L. Cavalli y C.A.B. Smith introdujeron
el discriminador cuadratico.

J.A. Anderson estudié la discriminacién logistica. Si definimos

y(w,x) = P(h/x) = ¢ f1(x) /(@1 1(x) + @2/2(x)),
la regla de classificacion es
w es de Q si y(w,x) > 1/2, de 2y en caso contrario.

Entonces el modelo logistico supone

1
yw,x) = T
Existen otros métodos de andlisis discriminante, algunos no-paramétricos,
otros para variables mixtas, como el método del niicleo, del vecino mas préx-
imo, el basado en el “location model” de W. Krzanowski, etc. Consultar
McLachlan (1992).
Los métodos de andlisis discriminante basados en distancias pueden abor-
dar todo tipo de datos y han sido estudiados por Cuadras (1989, 1992b),

Cuadras et al. (1997).



Capitulo 12
EL MODELO LINEAL

12.1 El modelo lineal

Supongamos que una variable observable Y depende de varias variables ex-
plicativas (caso de la regresiéon muiltiple), o que ha sido observada en difer-
entes situaciones experimentales (caso del analisis de la varianza). Entonces
tendremos n observaciones de Y, que en muchas situaciones aplicadas, se
ajustan a un modelo lineal

Y :l'z‘lﬁl+$i2ﬂ2+---+$imﬁm+ei, 7= 1,...,n, (121)

que en notacién matricial es

n 11 T12 - Tim 51 €1

Y2 To1 22 -+ Tom B €2
= ) ) + .

Yn Tpn1 Tp2 - Lnm ﬁm €n

Los elementos que intervienen en el modelo lineal son:
1. El vector de observaciones de Y

Y= WYz un)
2. El vector de pardmetros

/8 - (ﬁl:ﬂ% ce aﬁm),'

197
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3. La matriz de diseno

T11 T12 0 Tim

To1 Tz - Tom
X =

Tn1 Tp2 - Tnm

4. FEl vector de desviaciones aleatorias
!
e= (e, e,...,6,)

La notacién matricial compacta del modelo es:
y=X3+e.

Solamente y y X son conocidas. En los modelos de regresién, X contiene
las observaciones de m variables explicativas. En los modelos de anélisis
de la varianza, X contiene los valores 0,1 6 —1, seguin el tipo de diseno
experimental.

12.2 Suposiciones basicas del modelo

Supongamos que las desviaciones aleatorias o errores e; del modelo lineal
se asimilan a n variables aleatorias con media 0, incorrelacionadas y con
varianza comun o2, es decir, satisfacen:

1. E(e;)) =0, i=1,...,n.
2. E(eiej) =0, i#j=1,...,n
3. var(e;)) =02, i=1,...,n.

Estas condiciones equivalen a decir que el vector de medias y la matriz
de covarianzas del vector e = (eq, es,...,e,)" son:

E(e) =0, Y. =0,

Si podemos suponer que los errores son normales y estocédsticamente in-
dependientes, entonces estamos ante un modelo lineal normal

y ~N,(X3,0°L,).

La cantidad r = rang(X) es el rango del diseno. Tenemos r < m y cuando
r = m se dice que es un modelo de rango maximo.
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12.3 Estimacién de parametros

12.3.1 Parametros de regresién

La estimacién de los pardmetros 3 = (84,...,0,,)" en funcién de las ob-
servaciones y = (y1, ..., Yn)’, se plantea mediante el criterio de los minimos
cuadrados (LS, “least squares”). Se desea encontrar 3 = (5,,...,0,,) tal
que

de=(y - XB)(y - XB) = Z(yz —zafy — .~ TimfB)? (12.2)

=1

sea minimo.
Teorema 12.3.1 Toda estimacion LS de 3 es solucion de las ecuaciones
X'X3 =Xy (12.3)
denominades ecuaciones normales del modelo.
Demost.:
e =(y — XB)(y - XB) = y'y 28Xy +28X'XB.

Derivando vectorialmente respecto de 3 e igualando a cero

%e'e = -2X'y+2X'X3 =10
obtenemos (12.3).0

Distinguiremos dos casos segin el rango del diseno.
a) r = m. Entonces la estimacién de 3 es tnica:

B = (X'X)"'Xly. (12.4)
b) 7 < m. Cuando el disefio no es de rango méximo una solucién es
8= (X'X) X'y,

donde (X'X)™ es una inversa generalizada de X'X.
La suma de cuadrados residual de la estimacién de 3 es

Ry =(y—-XB)(y-XB) =Y (i — %),
i=1
siendo R R
@\i = 177;151 + ...+ inmﬁm.
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12.3.2 Varianza

La varianza comtn de los términos de error, 02 =var(e;), es el otro pardmetro

que hemos de estimar en funcién de las observaciones y = (y1,...,y,)" y de
X. En esta estimacion interviene de manera destacada la suma de cuadrados
residual.

Lema 12.3.2 Sea C,.(X) el subespacio de R™ de dimension r generado por
las columnas de X. Entonces E(y) = X3 €C,.(X) ye=y — X3 es ortogonal
a C.(X).

Demost.: Por las ecuaciones normales
X'e=X'(y — X8) = X'y — X'X3 = 0.

Teorema 12.3.3 Seay = X3 + e el modelo lineal donde e satisface las su-
posiciones basicas del modelo (Seccion 12.2). Entonces el estadistico

5° = Ry/(n—r),

siendo R la suma de cuadrados residual y r = rang(X) el rango del modelo,
es un estimador insesgado de o?.

Demost.: Sea T = [t,...,t,, t,11,...,t,] una matriz ortogonal tal que sus
columnas formen una base ortonormal de R", de manera que las r primeras
generen el subespacio C,.(X) y por tanto las otras n — r sean ortogonales a
C,(X). Definimos z = T'y. Entonces z =(21, ..., 2,) verifica

E(z) =t X8 =mn; sii<nr,
=0 sii>r,

pues t; es ortogonal a C,.(X) si ¢ > r. Consideremos e=y — X[A'i Entonces
T’eé= z — T'X3, donde las r primeras componentes de T'€ son cero (por el

lema anterior) y las n —r componentes de T XB son también cero. Por tanto
T'€e es
Te=(0,...,0,241,...,2,)

y en consecuencia

n
Ri=¢e=¢TTe= ) 2.

i=r+1
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La matriz de covarianzas de y es o2I,, y por ser T ortogonal, la de z es
también o2I,,. Asf
E(z) =0, E(?)=var(z) =02 i>r,

1

y por tanto
E(R))= ) E(z})=(n—r)c>0

i=r+1
Bajo el modelo lineal normal, la estimaciéon de 3 es estocdsticamente
independiente de la estimacién de o2, que sigue la distribucién ji-cuadrado.

Teorema 12.3.4 Sea y ~N,(X3,0%1,) el modelo lineal normal de rango
mdzimo m = rang(X). Se verifica:

1. La estimacion LS de B es también la estimacion mdximo verosimil de
B. Esta estimacion es ademds insesgada y de varianza minima.

2. B~Nou(B,02(X'X) ™).
5. U =(B~BYXX(B~0)/0* ~
4. ,CA'i es estocdsticamente independiente de R2.

5. Rg/o® ~ xp

12.4 Algunos modelos lineales

12.4.1 Regresiéon mailtiple

El modelo de regresién miiltiple de una variable respuesta Y sobre m variables
explicativas X1,...,X,, es

yi:50+x¢151+...+xim5m+ei, izl,...,n, (125)

donde y; es la i-ésima observacion de Y, y x;1, . .., T;y son las i-ésimas obser-
vaciones de las variables explicativas. La matriz de diseno es

1 211 - ZTim

1 o1 -+ xom
X =

1 Tn1 ** Tnm
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12.4.2 Diseno de un factor

Supongamos que una variable observable Y ha sido observada en k condi-
ciones experimentales diferentes, y que disponemos de n; réplicas (observa-
ciones independentes de Y) i1, . .., ¥in, bajo la condicién experimental i. El
modelo es

Yn=p+a;+en i=1,....k; h=1,...n; (12.6)

donde u es la media general y «; es el efecto aditivo de la condicién i. Las
desviaciones aleatorias e;;, se suponen normales independientes. En el modelo
(12.6), se supone la restriccién lineal

()é1+...+ak:0,

y por tanto cabe considerar solamente los pardmetros u,aq,...,a;_1. Por
ejemplo, si k = 3,n1 = ny = 2,n3 = 3, la matriz de diseno es

22 S T 05)
1 1 0
1 1 0
1 0 1
X = 1 0 1
1 -1 -1
1 -1 -1
1 -1 -1

12.4.3 Diseno de dos factores

Supongamos que las n = a X b observaciones de una variable observable
Y se obtienen combinando dos factores con a y b niveles, respectivamente,
denominados factor fila y columna (por ejemplo, produccién de trigo obtenida
en 9 = 3 x 3 parcelas, 3 fincas y 3 fertilitzantes en cada finca). El modelo es

Yij = b+ o+ B + ey, (12.7)

donde p es la media general, a; es el efecto aditivo del nivel ¢ del factor
fila, 3; es el efecto aditivo del nivel j del factor columna. Las desviaciones
aleatorias e;; se suponen normales independientes. En el modelo (12.6) se
suponen las restricciones lineales

a b
Y ai=) ;=0 (12.8)
i=1 j=1
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Por ejemplo, si a = b = 3 la matriz de diseno es

o ay f

H 1 2
1 1 0 1 0
1 0 1 1 0
1 -1 -1 1 O
1 1 0 0 1
X = 1 0 1 0 1
1 -1 -1 0 1
1 1 0 -1 -1
1 0 1 -1 -1
1 -1 -1 -1 -1

12.5 Hipétesis lineales

Consideremos el modelo lineal normal y = X3 + e. Una hipdtesis lineal es
una restriccién lineal sobre los pardmetros 3 del modelo.

Definicié 12.5.1 Una hipdtesis lineal de rango t sobre los pardmetros 3 es
una restriccion lineal

hiiB1+ -+ himB,, = 0, i=1,...,t
Indicando la matrizt x m, cont < m filas linealmente independientes,

hip -+ ham
H = ce
hiy o i,
la notacion matricial de una hipdtesis lineal es

H, : HB = 0. (12.9)

Definicié 12.5.2 Una hipdtesis lineal es demostrable si las filas de H son
combinacion lineal de las filas de X. Dicho de otra manera, si erviste una
matriz A de orden t X n tal que

H=AX.
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Observaciones:

a) Suponemos que la matriz H es de rango t.

b) Solamente podremos construir un test (el test F') para decidir si podemos
aceptar o no una hipoétesis lineal si esta hipotesis es “demostrable”.

c¢) Es evidente que si el modelo es de rango méximo, r = rang(X) = m,
cualquier hipétesis lineal es demostrable.

Cuando una hipétesis (12.9) es cierta, los pardmetros 3 se convierten en

0 y la matriz de disenio X en X. Asi el modelo lineal, bajo Hy, es
y =X0 +e. (12.10)

Para obtener (12.10), consideramos los subespacios F'(H),F(X) generados
por las filas de H y X. Entonces F(H) CF(X) CR™. Sea C una matriz m x
(r —t) tal que F(C') CF(X) y HC = 0. En otras palabras, las columnas de
C pertenecen a F'(X) y son ortogonales a F'(H). Si definimos los pardmetros
0 =(0,...,0,._;) tales que

B =Co,

entonces H3 = HC3 = 0 y el modeloy = X3 + e, bajo la restriccion H3 = 0,
se transforma en (12.10), siendo

X = XC.

La estimacion LS de 6 es

~

o= (X'X) Xy
y la suma de cuadrados residual es
~o~_ ] ~ o~
R} = (y—X0) (y—X0).

También se puede probar que la estimacion LS de los pardmetros 3, bajo
la restriccion (12.9), es

By = B—(X'X) H'(H(X'X) H) 'Hj
y la suma de cuadrados del modelo lineal es
R? =(y— XBH)/(Y - XBH)

El siguiente teorema es conocido como Teorema Fundamental del Analisis
de la Varianza.
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Teorema 12.5.1 Seay ~N,(X3,0°1,) el modelo lineal normal y Hy : HB = 0
una hipdtesis lineal demostrable de rango t. Consideremos los estadisticos
Rg =(y-— Xﬁ)/(y - Xp), R% =(y - X/BH),(Y — XBy)-
Se verifica:
1 R0~
2. Si Hy es cierta
R

2 2
s Ry — Ry
0-2

2

~ X
t

o? ’

2
~ anrh
siendo r' =1 —t.

3. Si Hy es cierta, los estadisticos (R? — R2) y R2 son estocdsticamente

independientes.
Demost.: Observemos primero que bajo el modelo lineal normal, ¥, ..., y,
son normales independientes, y z1, . . ., 2z, (véase Teorema 12.3.3) son también

normales independientes.

1. Cada z; es N(0,0?) para i > r. Luego R2/0? es suma de (n—r) cuadra-
dos de N(0,1) independientes.

2. Si la hipétesis lineal es cierta, la matriz de diseno X se transforma en
X= XC, es decir, las columnas de XC son combinacién lineal de las
columnas de X. Podemos encontrar una matriz ortogonal

T = [tp'"JtT’7t7"+17--'7t7“7t7‘+17"'7tn]

tal que
CTI(XC) = [tl, o ,tr/] C CT(X) = [tl, - ,tr].

Siguiendo los mismos argumentos del Teorema 12.3.3, tenemos que
n
Ri= ) 2
i=r'+1
y R?/o? sigue la distribucién x2_,. Por otro lado
T
2 2 2
i=r'4+1

y (R? — R?)/o? sigue la distribucién x?, donde t = r — r'.
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3. Las sumas de cuadrados que intervienen en R} y en R — R3 no tienen
términos en comun, por tanto son independientes.[]

Consecuencia inmediata y muy importante de este resultado es que, si Hy
es cierta, entonces el estadistico
R? — R2)/te* (R?—R)n-—r

( ‘
R2/(n —r)o? R2 t ner ( )

Es decir, F' sigue la distribuciéon F con t y n — r grados de libertad y no
depende de la varianza (desconocida) del modelo.

12.6 Inferencia en regresién mauiltiple

Consideremos el modelo de regresién miiltiple (12.5). El rango del modelo es
rang(X) = m + 1. La hipdtesis mds interesante en las aplicaciones es

Hy:6,=...=0,=0,
que equivale a decir que la variable respuesta Y no depende de las variables
explicativas X1, ..., X,,. La matriz de la hipétesis lineal es
o010 -0
H= 00 1 o 0 , rang(H) =m.
oo0o0 -1

Si Hj es cierta, solamente interviene el parametro 3, evidentemente B,y =¥
(media muestral) y las sumas de cuadrados residuales son

n n

Ry =Y (i—4)° Ri=) (-7

=1 =1

donde BO, 31, e ,Bm son los estimadores LS bajo el modelo no restringido y
Ui = By +xaBy + - .. + Timf,,. Aplicando (12.11), bajo Hy tenemos que

2 2
- —m—1
(Bf — Rj)n—m ~ F™m

F =
—m—1-
R% m n—m
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Fl test F se suele expresar en términos de la correlacion miiltiple. Se demues-

tra que
n n

R§=> (4i—5:)=(1—-R)> (s -7
i=1 i=1
donde R es el coeficiente de correlaciéon miiltiple muestral entre Y y X3, ..., X,,
(Teorema 4.2.2). Por tanto, si Hy es cierta, es decir, si la correlacién multiple
poblacional es cero, entonces

R? -m—1
n—m o~

F= .
1 — R2 m n—m—1

Rechazaremos Hj si F' es significativa.

12.7 Complementos

Hemos visto los aspectos fundamentales del modelo lineal. Un estudio mds
completo incluirfa:

a) andlisis grafico de los residuos, b) efectos de la colinealidad, c¢) min-
imos cuadrados ponderados, d) errores correlacionados, e) selecciéon de las
variables, etc. Ver Pefia (1989), Chatterjee y Price (1991).

Para tratar variables explicativas mixtas, podemos definir un modelo lin-
eal considerando las dimensiones principales obtenidas aplicando analisis de
coordenadas principales sobre una matriz de distancias entre las observa-
ciones. Consultar Cuadras y Arenas (1990), Cuadras et al. (1996).
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Capitulo 13

ANALISIS DE LA VARIANZA
(ANOVA)

El andlisis de la varianza comprende un conjunto de técnicas estadisticas que
permiten analizar como operan diversos factores, estudiados simultdneamente
en un diseno factorial, sobre una variable respuesta.

13.1 Diseno de un factor

Supongamos que las observaciones de una variable Y solamente dependen de
un factor con k niveles:

Nivel 1 Y1 Y2 0 Yimg
Nivel 2 ya1 Y22 -+ Yon,
Nivel k yr1 Yk2 -~ Yin,

Si escribimos u; = p + «;, en el modelo (12.6) tenemos
yih:Mi+eih7 izl,...,k;hzl,...,ni,

donde p,; es la media de la variable en el nivel i. Indiquemos:

Media nivel i : vi. = (1/n;) Zh Yin
Media general: g =1/n)>> v
No. total de observaciones: n =n;+...+ny

209
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También indiquemos:

Suma de cuadrados entre grupos: Qe =>,ni(y. —7)?
Suma de cuadrados dentro de grupos: Qp = >, >, (Yin — vi.)?
Suma de cuadrados total: Qr =22 1m—7)°

Se verifica la relacién fundamental:

Qr = Qr + Op.

Las estimaciones LS de las medias y; son

/./I,L:yz, 7::17...71437

y la suma de cuadrados residual es RS = Qp.
La hipétesis nula de principal interés es la que establece que no existen
diferencias entre los niveles de los factores:

Hy:py=...=py,

y tiene rango 1. Bajo Hj solamente existe una media p y su estimacién es
I = 7. Entonces la suma de cuadrados residual es R? = Q7 y ademds se

verifica
R} — R} = Qg

Por tanto, como una consecuencia del Teorema 12.5.1, tenemos que:
1. Qp/(n — k) es un estimador centrado de 0% y Qp/c? ~ x2_,.

2. Si Hy es cierta, Qg/(k — 1) es también estimador centrado de o2 y

QTN 2 QE

2
0_2 Xn—1s 0_2 ~ Xk—1-

3. Si Hy es cierta, los estadisticos Qg v (Jp son estocasticamente inde-
pendientes.

Consecuencia inmediata es que, si Hy es cierta, entonces el estadistico

~ Qp/(k-1)
F = Qo)

k—1
~/ Fn_k .
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13.2 Diseno de dos factores

Supongamos que las observaciones de una variable Y dependen de dos fac-
tores A, B, denominados factores fila y columna, con a y b niveles A4, ... A,
v Bi,...,By, ¥ que disponemos de una observacién para cada combinacion
de los niveles de los factores:

B, B, --- B,
Ay Y11 Y2 0 Y | Y1
A, Y21 Y22 - Y | Yo
Aa Ya1 Ya2 e Yab | Ya-
Yi Y2 0 Yb Y.

siendo
1< 1< 1 G
yi~zgzyij> y'jzazyija y..IQIEZZ%j,
= 1 i=1 j=1

las medias por filas, por columnas y general. Supongamos que los datos se
ajustan al modelo (12.7) con las restricciones (12.8), donde u es la media
general, a; es el efecto del nivel A; del factor fila, 3; es el efecto del nivel B
del factor columna. El rango del diseno y los g.l. del residuo son

r=1+(a—1)+(b-1)=a+b—1, n—r=ab—(a+b—1)=(a—1)(b—1).
Las estimaciones de los parametros son
B=9, ai=y-7 B;=y;—7,

y la expresién de la desviacién aleatoria es

~

ey =Yy —H— i —B; = (Yij — ¥ — Y5 +7)-

La suma de cuadrados residual del modelo es

a b
Ry = ZZ(%J‘ — i — Y5 +7)%

i=1 j=1
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También consideramos las cantidades:

Suma de cuadrados entre filas: Qa =b>(yi —7)?
Suma de cuadrados entre columnas: Qp =a), j(y.j —7)?
Suma de cuadrados residual: Qr =2, — Y —yj+ 7)?
Suma de cuadrados total: Qr =2,y — 7)?

Se verifica la siguiente identidad:

Qr=0Qa+ W+ Qr.
En el modelo de dos factores, las hipétesis de interés son:

H': a;=---=0a,=0 (no hay efecto fila)
HP: B3,=---=06,=0 (no hay efecto columna)

Supongamos HP cierta. Entonces el modelo se transforma en y;; = u+ a; +
eij, es decir, actia solamente un factor, y por tanto

Ahora bien, desarrollando (y;; —y:.)* = ((y;—7) + (yij — yi. —y.; +7))? resulta
que

R% = QB+ Qr.

Ansglogamente, si Hl" es cierta, obtendriamos R? = Q4+ Qgr. Por el Teorema
12.5.1 se verifica:

1. Qr/(a—1)(b—1) es un estimador centrado de 0% y Qr/c? ~ X?a—l)(b—l)‘

2. Si H es cierta, Qa/(a — 1) es también estimador centrado de o2,
Qa/o? ~ X?afl) y los estadisticos Q4 y Qr son estocdsticamente inde-
pendientes.

3. Si HEP es cierta, Qp/(b — 1) es también estimador centrado de o2,
Qp/o? ~ X%bfl) y los estadisticos Qg y Qg son estocédsticamente inde-
pendientes.
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Por lo tanto tenemos que para decidir HZ' utilizaremos el estadfstico

_Qala=1D0-1)

Fy=—r—— ,
A Or (a—1) (a—1)(b—1)

y para decidir H¥ utilizaremos

_%(a—l)(b—l)

FB_QR (b—1)

b—1
~ F(a—l)(b—l)'

13.3 Diseno de dos factores con interaccion

Supongamos que las observaciones de una variable Y dependen de dos fac-
tores A, B, denominados factores fila y columna, con a y b niveles Aq,....A,
y Bi,...,By, ¥ que disponemos de ¢ observaciones (réplicas) para cada com-
binacién de los niveles de los factores:

B, B, .. B,
Ay Y111, - - -y Y11e | Y1215 -+ -5 Y12¢ | * 0 | Yibly - - -5 Ylbe | Y1
A, Y211, - - -y Y21c | Y2215 ---5Y22¢ | * 0 | Y2b1y - -5 Y2be | Y2
Aa Yalls - - -3 Yale | Ya22y -y Ya2e | = Yably - -+ s Yabe | Ya--
Y.1. Y.o. ce Y.b. y...

siendo

b,c a,c
1 < 1 <
Yi.. = % E Yijh, Y.j. = @ E Yijh,

j,h=1 i,h=1
c a,b,c
1 _ 1
Vi ==Y Yighy T=Yoo=—— > Yij.
iJ c ijh> abe p: iJ
h=1 1,j,h=1

El modelo lineal del diseno de dos factores con interaccién es

Yijh = b+ i + B + ;5 + €ijn,

1=1,...,a; 7=1,...,b; h=1,...,¢,
siendo p la media general, «; el efecto del nivel A; del factor fila, 3, el
efecto del nivel B; del factor columna, ~,; la interaccién entre los niveles
A;,B;. El pardmetro v,;; mide la desviacién del modelo aditivo E(yin) =
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p+ a; + 3; y solamente es posible estimar si hay ¢ > 1 réplicas. Se suponen
las restricciones

a b a b
D= 8= %= % =0
i=1 j=1 i=1 j=1
Asi el nimero de pardmetros independientes del modelo es
I+(a-1)+b-1)+(a-1)(b—1)=ab

y los g.l. del residuo son abc — ab = ab(c — 1).
Las estimaciones de los parametros son

~

=Y, G=yi-—Y B;=vy;—Y Vi =Y — Y — Y5+

y la expresién de la desviacién aleatoria es

~

Q; — 63’ - %j = (yij - 7).

~

€ijh = Yijh — H —
La suma de cuadrados residual del modelo es

a,b,c

R} = Z (Yijn — yi ).

1,7,h=1

También debemos considerar las cantidades:

Suma de cuadrados entre filas: Qa =bedy (v —9)?

Suma de cuadrados entre columnas:  Qp = acy_;(y,;. — )

Suma de cuadrados de la interaccién:  Qap = ¢, (Vi — Yi — Y. + )
Suma de cuadrados residual: Qr = Zl jh(yijh — y;.)?

Suma de cuadrados total: Qr = Zi,j(y’ijh - 7)

Se verifica la siguiente identidad
Qr =Qa+ @+ Qap + Ur.
Las hipétesis de interés son:

Hy': a;=-=a,=0 (nohay efecto fila)
HP: pB,=---=p,=0 (no hay efecto columna)
H{B: 4, = =7, =0 (no hay interaccién)
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Como en los casos anteriores, podemos ver que la aceptaciéon o rechazo de
las hipdtesis se decide mediante el test F:

~ Qaablc—1)

a—1
Fy - QR a—1 ~ Fab(c—l)
~ Qpablc—1) b1
Fp = On b-1 ~ Fopeny
Py = Qap ablc—1) Pa=)6-

S Qala-D-1) e

13.4 Disenos multifactoriales

Los disenos de dos factores se generalizan a un niimero mayor de factores.
Cada factor representa una causa de variabilidad que actia sobre la variable
observable. Si por ejemplo, hay 3 factores A, B, C, las observaciones son
Yijkh, donde ¢ indica el nivel i-ésimo de A, j indica el nivel j-ésimo de B, k
indica el nivel k-ésimo de C, y h indica la réplica h para la combinacién ijk
de los tres factores, que pueden interactuar. Un modelo tipico es

A B c AB AC BC ABC
siendo:
i = media general,
a, af, af = efectos principales de A,B,C,
AB AC" . BC _ : :
aii”, o, g = interacciones entre A y B, Ay C, By C,
aéfo = interaccién entre A,B y C,
e;jkn = desviacion aleatoria N (0, 0?).

Son hipétesis de interés: Hg' : ot = 0 (el efecto principal de A no es sig-
nificativo), H'? : a® = 0 (la interaccién entre A y B no es significativa),
etc. Los tests para aceptar o no estas hipotesis se obtienen descomponiendo

la variabilidad total en sumas de cuadrados

> Wiejn —7)* = A+ B+C+ AB+ AC + BC + ABC + R,
1,5,k,h

donde R es el residuo. Si los factores tienen a, b, ¢ niveles, respectivamente, y
hay d réplicas para cada combinacién de los niveles, entonces A tiene (a — 1)
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g.l., AB tiene (a —1)(b—1) g.l. Si interpretamos las réplicas como un factor
D, el residuo es

R=D+AD+BD+CD+ ABD + ACD + BCD + ABCD
con
g=d-1)+(@-1)d-1)...+(a—1)(b—1)(c—1)(d—1) = abc(d — 1)
g.l. Entonces calcularemos los cocientes F

_Afa-1) , AB/a—1)(-1)
h= R/q = R/q ’

que sirven para aceptar o rechazar H' y Hi'P | respectivamente.

En determinadas situaciones experimentales puede suceder que algunos
factoros no interactien. Entonces las sumas de cuadrados correspondientes
se suman al residuo. Por ejemplo, si C no interactia con A,B, el modelo es

A, B, C_, AB
Yijkh = J+ Q5 +af + o + Qg + €k
y la descomposicién de la suma de cuadrados es

> Wun—9)’=A+B+C+AB+ R,
1,5,k,h

donde R = AC + BC + ABC + R es el nuevo residuo con g.l.
¢=(@@—Dc—-1)+0b-1)(c=1)4+(a—1)(b—1)(c—1)+gq.
Los cocientes F para las hip6tesis anteriores son ahora

_Alla=1) . AB/a=1)(b-1)

F
R’/q’ ’ R//q’

13.5 Modelos log-lineales

Supongamos que tenemos dos variables categéricas A,B con a,b categorias
respectivamente, y hemos observado las ab categorias n = Zij fij veces,
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donde f;; es el niimero de veces en que aparecié la interseccién A;NB;, es
decir, tenemos la tabla de contingencia a x b :

B: B B,
Al fll f12 flb f1~
A2 f21 f22 f2b f2~
Aa fal fa2 fab fa~
fi fo Jo n

donde f;. = >° i Jigs [ = >, [ij son las frecuencias de A;,B; respectivamente.

Indiquemos las probabilidades

pij = P(A; N By),

pj = P(B;).

Existe independencia estocdstica entre A y B si p;; = p;.p.;, es decir, si

Inp;; =Inp;. +1Inp.;.

Si introducimos las frecuencias tedricas

Fz’j = Npij,

la condicién de independencia es

E- = np;.,

Fj =np.j,

InfFjj=InF, +InF,; —1Inn,

que podemos escribir como

InFy; = A+ A+ A7,

siendo

A =000 22:1 In Fi;)/ab,

A

>‘§4 = (2221 In F5) /b — A,
B (T mEy) a A

El modelo (13.1) es un ejemplo de modelo log-lineal.

Generalmente no podemos aceptar la independencia estocdstica.

tanto, hemos de anadir un término a (13.1) y escribir

InFij = A+ A+ A7 4+

AB
j

(13.1)

Por
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donde )\f;B =InF; — A=\ — )\f es la desviacién del modelo lineal. La
similitud con el modelo anova de dos factores es clara.

En las aplicaciones no conocemos las frecuencias esperadas Fj;, sino las
frecuencias observadas f;;. Entonces la estimacion de los pardmetros es muy
semejante al modelo anova, pero los tests de hipdtesis se resuelven mediante
ji-cuadrados.

La hipdtesis de interés es la independencia entre A,B

Hy: AP =0,
que equivale a decir que los datos se ajustan al modelo (13.1). Sean
Fij=nfi. x [,

las estimaciones méaximo-verosimiles de las frecuencias esperadas. El test
ji-cuadrado clésico consiste en calcular

> (i — Fy)* By
2%
y el test de la razén de verosimilitud se basa en
2 fijlog(fiy/ Fy),
12
que también sigue la distribucién ji-cuadrado con (a — 1)(b—1) g.l.
El tratamiento de 3 variables categoricas A, B, C es semejante. Partiendo

de una tabla de contingencia a x b X ¢, puede interesar saber si A, B, C son
mituamente independientes

In Fiji, = A+ A7+ A7 + A7,
si hay dependencia entre A y B, entre A y C, entre By C
In Fyjp = A+ M0+ AP A7 + M85 + 000 + B¢
si ademds hay dependencia entre A, B, C
In Fije = A+ M 4+ AP 407 4 AP 4 M0 4 ABO  \ABe,
y si A es independiente de B, C, que son dependientes, el modelo es

In Fjj, = A+ A+ A7 + 47 + A0C.
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En cada caso, el test ji-cuadrado o el de razén de verosimilitud nos permiten
decidir si los datos se ajustan al modelo. Conviene observar que obtendriamos
x? = 0 en el tercer modelo, ya que los datos se ajustan exactamente al modelo.
Ejemplo. Las frecuencias de supervivientes, clasificadas por género (A),
supervivencia (B) y clase (C), del hundimiento del vapor Titanic son:

Género Sobrevivio 1 2 3

Hombre SI 118 154 422
Mujer 4 13 106
Hombre NO 62 25 88
Mujer 141 93 90

Los resultados del anélisis log-lineal son:

Modelo para In Fjjp, Interpretacion Simbolo 2 el
d=A+ A"+ A+ AL G1S1C [G][S][C] 540.7 7
¢+ A5+ /\GC )\SC GSLGCLSC | [GS][GC[SC] | 61.5 2
¢+ )\és +26¢ 4 )\ +AGC | dependencia | [GSC] 0o -
¢ + Aéc S1GC [S][GC] 511.1 5

Salvo el modelo de dependencia completa, ningiin modelo se ajusta a los
datos. Hemos de aceptar que la supervivencia dependia del género y la clase.

13.6 Complementos

El Anélisis de la Varianza fue introducido por R. A. Fisher en 1938, para
resolver problemas de diseno experimental en agricultura. Hemos visto que
es una aplicaciéon del modelo lineal. Existen muchos disenos diferentes, cuyo
estudio dejamos para otro momento.

Los primeros estudios y aplicaciones consideraban factores de efectos fi-
jos. En 1947, C. Eisenhart consideré que algunos efectos podian ser aleato-
rios. Ciertamente, los efectos que actiian sobre los modelos pueden ser fijos,
aleatorios o mixtos, y cuando hay interacciones el cdlculo de los cocientes F
es diferente. Ver Cuadras (2000), Pena (1989).
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Capitulo 14

ANALISIS DE LA VARIANZA
(MANOVA)

14.1 Modelo

El anélisis multivariante de la varianza (MANOVA) es una generalizacién en
p > 1 variables del andlisis de la varianza (ANOVA).

Supongamos que tenemos n observaciones independientes de p variables
observables Y1, . .., Y, obtenidas en diversas condiciones experimentales, como
en el caso univariante. La matriz de datos es

Yii Y2 - Yp
y=| T g
yTLl yn2 e ynp
donde y; = (y1j,%2;, - - - Yn;) son las n observaciones de la variable Y;, que

suponemos siguen un modelo lineal y; = X3, + e;.
El modelo lineal multivariante es

Y=XB+E (14.1)
siendo
Ti1 Ti2 0 Tim
X — T21 T22 1 Tom
Tl Tnz 0 Tm

221
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la matriz de diseno,

ﬁll 512 T 611)
B_ @21 ﬁ.22 : /8'2[)
Bt Bmz =+ By
la matriz de pardmetros de regresién,
€11 €12 ' €1p
E— €21 €22 - 6.2p
€nl €n2 " Epp

la matriz de desviaciones aleatorias. Las matrices Y y X son conocidas.
Suponemos que las filas de E son independientes N,(0,%).

14.2 Estimacion

En el modelo MANOVA hemos de estimar los mp pardmetros de regresion y
la matriz de covarianzas ..

En el modelo univariante y = X3 + e, la estimacién LS B = (X'X) X'y
minimiza €'e= (y — X,@)/(y — XB) En el caso multivariante, el estimador
LS de B es B tal que minimiza la traza

tr(E'E) = tr((Y — XB) (Y — XB)).
Se demuestra que:
1. Las estimaciones LS de los pardmetros de regresién B son
B = (X'X)"'X'Y
cuando el diseno es de rango maximo r = rang(X) =m, y
B = (X'X) XY

cuando r < m.
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2. La matriz de residuos es la matriz Ry = (Ry(7,J)) de orden p X p
R, = (Y — XB)' (Y - XB),

donde Ry(j,j) es la suma de cuadrados residual del modelo univariante
Y;i = X/Bj +e;.

3. Una estimacién centrada de la matriz de covarianzas X es

S =Rg/(n—r).

Teorema 14.2.1 Sea Y = XB + E el model lineal multivariante donde las
filas de E son N,(0,X) independientes. Sea Ry la matriz de residuos. Se
verifica:

1. Ry = Y'[I - X(X'X) XY.
2. La distribucion de Ry es Wishart W,(X,n — 7).

Demost.: Sea T = [t,,...,t;, t,41,...,t,] una matriz ortogonal tal que sus
columnas formen una base ortonormal de R", de manera que las r primeras
generen el subespacio C,(X) y por tanto las otras n — r sean ortogonales a
C,(X). Consideremos E=Y — XB y definamos Z = T"Y. Como en el mod-
elo lineal (ver Teorema 12.3.3), se verifica

w |0
rE- |y |

donde Z,,_, es una matriz (n — r) X p con filas N,(0,X) independientes. En
consecuencia

R2=EE=ETTE=2, ,Z,_, ~W,(S,n—r).0

14.3 'Tests de hipdtesis lineales
Una hipétesis lineal demostrable de rango ¢ y matriz H es
H() -HB =0

donde las filas de H son combinacién lineal de las filas de X.
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Como en el caso univariante (Seccién 12.5), si Hy es cierta, el modelo se
transforma en

Y =XO+E,
la estimacién de los pardametros B restringidos a H, viene dada por
By = B—(X'X) H/(H(X'X) H') 'HB
y la matriz residual es
R, = (Y — XBy)' (Y — XBy).

Teorema 14.3.1 Sea Y = XB + E el modelo lineal multivariante, donde
las filas de E son N,(0,X) independientes, Ry la matriz de residuos, Hy :
HB = 0 una hipdtesis lineal demostrable y Ry la matriz de residuos bajo H.
Se verifica:

1. Ry ~ Wy(E,n—r).
2. Si Hy es cierta,
Ry~ W,(Z,n—+"), Ry— R~ W,(Z,1),
siendo t = ran(H),r" =r —t.

3. Si Hy es cierta, las matrices Ry y Ry — Rg son estocdsticamente inde-
pendientes.

Demost.: Sila hipétesis Hy es cierta, la matriz de diseno X se transforma
en XC, donde las columnas de XC son combinacién lineal de las columnas
de X. Podemos encontrar una matriz ortogonal

T = [ty b, bty ooy b by, b

tal que
Cr(XC) = [ty, ..., t] C C(X) = [t,,...,t]

Siguiendo los mismos argumentos del teorema anterior, tenemos que

o |0
ra- [0 ]
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donde las n — 1’ filas de Z,_,» son N,(0,%) independientes. Por tanto R? =
Z .7, . es Wishart W,(3,n — r’). Por otro lado podemos escribir

| 2
Zn-r = [ Zo s ]

donde las t = r — 1’/ filas de Z; son independientes de las n — r filas de Z,,_,..
Entonces es facil ver que

R} - R: =Z]Z,
es decir, R? — R2 es Wishart W,(3,n — 7’) e independiente de Ry.[]

La consecuencia mas importante de este teorema es que, si H es cierta,
entonces

[Ro| _ Ry
[((Ri —Ro) + Ro|  [Ry|

es decir, 0 < A < 1 sigue la distribucién de Wilks. Aceptaremos Hy si A no
es significativo y rechazaremos Hy si A es pequeno y significativo.

A:

~ Ap,n—r,t),

Tabla general MANOVA

g. l.  matriz Wishart lambda de Wilks
Desviacién hipétesis t R; — Ry A = |Ry|/|R4]
Residuo n—r Ry

Criterio decisién: Si A < A, es rechazada Hy, donde P(A(p,n —r,t) < A,) = a.

14.4 Manova de un factor
El modelo del disenio de un dnico factor o causa de variabilidad es
yih:u—kai—I—eih, izl,...,kz;hzl,...,ni,

donde p es un vector de medias general, o; es el efecto del nivel y del fac-
tor, yin, es la observaciéon multivariante h en la situacién (o poblacién) i,
correspondiendo a la misma situacién experimental del anédlisis canénico de
poblaciones (Capitulo 7), con n = ny + ... + ng. Por tanto

W:Ro, B:Rl—Ro, T:R1:B+W,

son las matrices de dispersiéon “dentro grupos”, “entre grupos” y “total”,
respectivamente (Seccién 3.3.3).
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MANOVA de un factor

g. l. matriz Wishart lambda de Wilks
Entre grupos | k—1 B A = |W|/|W + B|
Dentro grupos | n — k A% ~Ap,n—Fkk—1)
Total n—1 T

14.5 Manova de dos factores

Si suponemos que las n = a x b observaciones multivariantes dependen de
dos factores fila y columna, con a y b niveles respectivamente, el modelo es

Yig=ptoa;+B8;+ey; i=1...,aj=1...5b,

donde p es la media general, «; es el efecto aditivo del nivel ¢ del factor fila,
B, es el efecto aditivo del nivel j del factor columna. Como generalizacién del
caso univariante, intervienen las matrices A = (ayy), B =(by), T = (tuw), Ro =
(ruy) con elementos

Ay =Y i (Yju — Fu) Yoo — Jo)

buv = b21(ylu - yu)(ylv - yv)

Tw = Zij (yiju —Yiuw — Yju + yu)(yijv —Yiv — Yju + yv)
=2 Wiju — Yu)Wijo — ¥p),  wv=1,...,p,

tuv

siendo, para cada variable Y,,, 7, la media, y.;, la media fijando el nivel j del
factor columna, etc. Se verifica

T=A+B+R,.
Indicando ¢ = (a — 1)(b — 1), obtenemos la tabla

MANOVA de dos factores
matriz lambda
g. . Wishart de Wilks
Filas a—1 A |A|/|T| ~ A(p,q,a — 1)
Columnas | b—1 B IB|/|T| ~ A(p,q,b—1)
Residuo q Ry
Total ab—1 T
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14.6 Manova de dos factores con interaccion

En el diseno de dos factores con interacciéon suponemos que lasn =a X b x ¢
observaciones multivariantes dependen de dos factores fila y columna, con a
y b niveles respectivamente, y que hay ¢ observaciones (réplicas) para cada
una de las a x b combinaciones de los niveles. El modelo lineal es

Yijn=p+a;+8;+v;;+ey, i=1,...,aj=1...0h=1,.. ¢

donde p es la media general, «; es el efecto aditivo del nivel y del factor fila,
B; es el efecto aditivo del nivel j del factor columna, «;; es la interaccion,
pardmetro que mide la desviacién de la aditividad del efecto de los factores,
€ Yijh = (Yijnis - - -, Yijnp) €s la réplica multivariante h de las variables ob-
servables. También, como en el caso univariante, intervienen las matrices

A = (aw),B = (bw),AB = (cuw), Ro = (ruy), T = (tu), donde

Auy = be Zz (yzu - yu)(ylv - y’u)

buw = ac (Y — Yu) (Yo — Vo)

Cwv = sz',j(yij.u —Yiuw — Yju + gu)(ywv —Yiw —Yjo + yv)
Tuww = Zi’jh(yijhu - yi-~u)(yijhv - yzv)

by = Zi,j (Yiju — o) Yiju — Tu), u,v=1,...,p,

que verifican
T=A+B+ AB+R,.

Obtenemos la tabla:

MANOVA de dos factores con interaccién
matriz lambda

g. L Wishart de Wilks
Filas a—1 A |A|/|T| ~ A(p,r,a — 1)
Columnas b—1 B IB|/|T| ~ A(p,r,b—1)
Interaccién | (a—1)(b—1)=q AB |AB|/|T| ~ A(p,7,q)
Residuo ab(c—1) =r Ry
Total abc — 1 T

14.7 Ejemplos

Exemple 14.7.1 Ratas experimentales.
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En un experimento para inhibir un tumor, se quiere investigar el efecto
del sexo (S) y de la temperatura ambiental (T). Se consideran las variables:
Y1 =peso inicial, Y5 =peso final, Y3 =peso del tumor.

Temp

Machos
Yi Yo Y3

Hembras
Yi Yo Y

4

20

34

18.15 16.51 0.24
18.68 19.50 0.32
19.54 19.84 0.20
21.27 23.30 0.33
19.57 22.30 0.45
20.15 18.95 0.35
20.74 16.69 0.31
20.02 19.26 0.41
17.20 15.90 0.28

Los resultados MANOVA son:

g. L

matriz dispersién

19.15 19.49 0.16
18.35 19.81 0.17
20.58 19.44 0.22
18.87 22.00 0.25
20.66 21.08 0.20
21.56 20.34 0.20
20.22 19.00 0.18
18.38 17.92 0.30
20.85 19.90 0.17

lambda

F gl

TxS

Residuo

2

12

4.81 9.66 .284
32.5 .376
.019

642 1.27
2.51

.006

038
.088
.006

275 816

32.5
19.3 7.01
26.7 .208

.039

.261

—.19
—.38

337

772

—-.19

3.18 6,20

6.55 3,10

0.46 6,20

Total

17

25.0 18.7

32.5

—.06
284

125

Son significativos los efectos S y T, pero la interaccién no es significativa.
Una representacién canénica de los 3 x 2 = 6 grupos (Figura 14.1) ayuda
a visualizar las diferencias. Podemos ver que la pequena diferencia entre la
representacion de las tres temperatures de los machos y de las hembras es
indicio de una cierta interaccién, aunque no significativa.
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Figura 14.1: Representacién canénica de los datos de las ratas hembras
(izquierda) y machos (derecha).

Exemple 14.7.2 Coledpteros.

Continuando con el ejemplo 7.5.1, vamos a estudiar 8 especies (factor E)
de coledpteros del género Timarcha, pero teniendo en cuenta el sexo, machos
y hembras (factor S), en relacién a 5 variables biométricas.

Las matrices de dispersion entre especies, entre sexos, debidas a la inter-
accion, residual y los estadisticos A y F' son:

14303 24628 17137 48484 36308
43734 31396 85980 64521

E= 23610 61519 46405 . A:%O;g
169920 126980 35,2353 = 294
95395
675.94 1613.0 1644.5 4520.0 3270.6
3849.3 3924.4 10786. 7804.9
S= 4001.0 10997. 7957.2 | A:416934‘21
30225. 21871. 5,559 7 U
15825.
96.470 81.532 63.559 92.035 20.554
97.205 85.554 157.28 102.31 A — 7600

ExS= 86.405 127.66 108.25
428.97 236.53
282.30

F35,2353 =4.329
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1546.7 1487.8 1346.4 2452.6 1924.0

3498.5 3078.4 4206.6 3415.6

Ro= 3082.9 3888.2 3159.4
9178.6 6038.0

9950.3

14.8 Otros criterios

Sea A\; > ... > ), los valores propios de Ry respecto de R;. Podemos expresar
el criterio de Wilks como

A= === A X... X\,

Este criterio es especialmente interesante, teniendo en cuenta que si A es la
razén de verosimilitud en el test de hipStesis, entonces A = A™/2.

Se demuestra que cualquier estadistico que sea invariante por cambios de
origen y de escala de los datos, debe ser funcién de estos valores propios. Asi
otros tests propuestos son:

1. Traza de Hotelling:

r((Ri—Ro)R; ) = ! ;A

=1

2. Traza de Pillai:

iS]

tr(Ri—Ro)R; ") =) 1- A

i=1
3. Raiz mayor de Roy: (1 — \,)/\,.

En el ejemplo 14.7.2, para contrastar las diferencias entre localidades,
obtenemos los siguientes valores de los estadisticos de Wilks, Hotelling, Pillai
y Roy, y sus transformaciones a una F:

F gl gl
Wilks 0.007 152.8 35 2354
Hotelling 28.02 446.2 35 2787
Pillai 2.090 57.78 35 2815
Roy 24.90 2002 7 563
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14.9 Complementos

El Analisis Multivariante de la Variancia es muy similar al Anélisis de la Vari-
ancia, solo que interviene mds de una variable cuantitativa observable. Esta
extension multivariante se inicia en 1930 con los trabajos de H. Hotelling, J.
Wishart y S.S. Wilks. Posteriormente S.N. Roy propuso un planteo basado
en el principio de unién-interseccién.

Los cuatro criterios que hemos visto son equivalentes para p = 1, y difer-
entes para p > 1. No estd claro cual es el mejor criterio, depende de la
hipétesis alternativa. Por ejemplo, en el diseno de un factor, si los vectores
de medias estdn précticamente alineados, entonces el criterio de Roy es el
méds potente. Ver Rencher (1998).
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Capitulo 15

FUNCIONES ESTIMABLES
MULTIVARIANTES

15.1 Funciones estimables

En el modelo lineal univariante y = X3 + e, ademads de la estimacién de
los pardmetros de regresién 3, tiene también interés la estimacion de ciertas
combinaciones lineales de los pardmetros 3.

Definicié 15.1.1 Una funcion paramétrica 1 es una combinacion lineal de
los parametros 3 = (B, ..., 0m)

Y =p1f1+ -+ pmby, = P'B,

donde p = (p1,...,pm). Una funcion paramétrica 1 es estimable si eziste
una combinacion lineal ¥ dey = (y1,.-.,Yn)

~

Y =ay+ -+ any, = a'y,
donde a = (ay,...,a,), tal que
E()) = 1.

La caracterizacién de que una funcién paramétrica 1) es estimable es la
siguiente

Proposicié 15.1.1 Una funcion paramétrica 1 = p'B es estimable si y sélo
si el vector fila p’ es combinacion lineal de las filas de la matriz de diserio X.

Demost.: E(@Z) = E(a'y) =a'E(y) = a’X8 = p'B, que vale para todo 3.
Por lo tanto a’X = p’, es decir, p’ es combinacién lineal de las filas de X.[J

233
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15.2 Teorema de Gauss-Markov

La estimaciéon éptima de una funcién paramétrica estimable ¢ = p'8 se
obtiene sustituyendo 3 por la estimaciéon LS 3. Esto es el famoso teorema
de Gauss-Markov.

Teorema 15.2.1 Sea v = p'B wuna funcion paramétrica estimable. Se ver-

ifica:
1. Si B es estimador LS de 3, entonces @//; = p’[A'i es unico.

2. @Z =p B es estimador lineal insesgado de v y, dentro de los estimadores
lineales insesgados de 1, tiene varianza minima.

Demost.: Existe un estimador insesgado @ = a'y de ¢ = p'B. Sea C,.(X) el
subespacio generado por las columnas de X. Entonces a =a+b, donde a €
C.(X) y b es ortogonal a C,.(X). Consideremos al estimador a’y. Tenemos

~

E(y) = E(a'y) =E@y +b'y) =E(@y) + b'XB =E(@@y) =¢,

puesto que b’X = 0. Luego a'y es estimador centrado. Si ajy es otro esti-
mador centrado con a; € C,.(X), entonces E(a'y)—E(a'y) = (a'—a’)X8 =0
=-a = ay, es decir, a'y es tnico.

Por otro lado, e=y — Xﬁ es ortogonal aC.(X)yae=ay— §’XB =0
=ay= aXﬁ pﬁ Asi zp =ay = pﬁ es Unico y centrado.

Finalmente, indicando

lal|® = a2+ ... + a2,
tenemos que
var(a'y) =|la]|” o® = ([[a]]* + [b]|*)0® < |[&]|* 0* = var(@y),

que prueba que 1) = p’3 tiene varianza minima.[]
Un criterio para saber si p’3 es funcién paramétrica estimable es

pP(X'X)"X'X =p'.
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15.3 Funciones estimables multivariantes

En el modelo lineal multivariante (14.1), también tiene interés la estimacion

de ciertas combinaciones lineales de los pardametros B. Indiquemos por y,...,y,
los vectores filade Y, y B4, ...,8,, los vectores fila de B,es decir:
y: B
Y=|:| B=|:
Yn B

Definicié 15.3.1 Una funcion paramétrica multivariante 1 es una combi-
nacion lineal de las filas de B,

' =pB + -+ pwB, =P'B,

donde p = (p1,-..,pm)’- Una funcion paramétrica multivariante ¢ es es-

timable (fpem) si existe una combinacion lineal 1//\), de las filas de Y

-~/

Y =ayr+--+ay, =aY,

donde a = (ay,...,a,), tal que

E() = 1.

La caracterizacion de que una funcién paramétrica 1 es fpem es la sigu-
iente:

Proposicié 15.3.1 Una funcion paramétrica 1y’ = p'B es estimable si y sélo
si el vector fila p’ es combinacion lineal de las filas de la matriz de diserio X.

La demostracién es similar al caso univariante. La estimacién éptima de
una fpem 1)’ = p'B viene dada por

~1

¥ =pB.
Sélo hay que sustituir B por sus estimaciones LS B.

Teorema 15.3.2 Sea ¢' = (¢y,...,1,) = p'B  una funcion paramétrica
estimable. Se verifica:
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~

1. SiB es estimador LS de B, entonces @Abl = (zApl, SRINES p'B es tnico.

2. Cada v; es estimador lineal insesgado de ; y de varianza minima
entre los estimadores lineales insesgados de ;.

Observemos que este teorema vale sin necesidad de una hipétesis de nor-
malidad. El estimador LS de 9 es

¢ =pB=pXX) XY =¢1y1 + + g¥n

dondeyy, . ..,y, son las filas de la matriz de datos Y. El vector g = (g1, ..., gn)’

es Unico, y podemos definir la dispersiéon de ), que es minima, como la can-
tidad

8 =g+ +g5. (15.1)

La versién del Teorema 14.3.1 para fpem es:

Teorema 15.3.3 En el modelo MANOVA normal, si 1:5 = p/]§ es la esti-
macion LS de 1, entonces:

1. La distribucion de ¥ es la de una combinacion lineal de variables nor-
males independientes.

2. La distribucion de Ro es Wy(X,n —1).

3. 1:5 y Rg son estocdsticamente independientes.

15.4 Analisis canénico de fpem

Supongamos que ¢ = piB, ..., 1 = p.B es un sistema de s fpem. Podemos
plantear la representacién canénica del sistema como una generalizacién del
andlisis canénico de poblaciones.

15.4.1 Distancia de Mahalanobis

Sean v,Abl, . ,1,7;5 las estimaciones LS de los fpem, ¥ = Ry /(n—r) la estimacién
de la matriz de covarianzas. Podemos definir la distancia de Mahalanobis
(estimada) entre las funciones ,, 1, como

M(i,5)? = (3; — ,)E 7 (s — ;).
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-~/

Observemos que si ¥, = g.Y es independiente de 7:5; = g;Y y se verifica
la hipétesis Hy : v, = 1, entonces 6;)1(;&2 - @Ab]) es N,(0,X), donde 6;; =
lgi —g;ll, vy (n—1r)X es W,(X,n — 1), por lo tanto 5;le(i,j) es Hotelling
TZ (pv n— T) y
n—r—p+1
(n—7)p

Anédlogamente vemos que la distribucién de

1 . N2
by M (i, 5)* ~ FP?

n—r—p+1-

n—r—p—i—liA_ V-1
(n—r)p 63)<¢Z ¢Z)E (1/% ’(pz)

es también F? donde &7, es la dispersién minima (15.1).

n—r—p+1»

15.4.2 Coordenadas candnicas

Si 1//;z = (zzil, . ,@ip)’,i =1,...,s, consideremos las medias

y la matriz
=P Yy -
U= : :
Va—P1 o Yy — By
Sea V = [v,,...,Vv,]| lamatriz de vectores propios de U'U respecto de i\], con

o~

la normalizacién v;.Zvj =1, es decir,

U'UV =2VD,, VIV =1,

donde D) =diag(Ay, ..., \,) es la matriz diagonal con los valores propios. Las
coordenadas canénicas de v, ..., son las filas wi, ..., w/ de la matriz
W =UV.

La distancia euclidea entre las filas coincide con la distancia de Mahalanobis
entre las fpem
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De manera andloga podemos definir la variabilidad geométrica de las fpem,

probando que es
52 Z M Z j Z iy

5,j=1

y que es maxima en dimensién reducida q. El porcentaje de variabilidad
explicada por las g primeras coordenadas canénicas es

Vi At A

P, =100

15.4.3 Regiones confidenciales

Sean w, = @;V, 1 =1,...,s, las proyecciones canénicas de las estimaciones
de las fpem. Podemos entender w) como una estimacién de ¥} = ¥;V, la
proyeccién canénica de ;. Podemos también encontrar regiones confiden-
ciales para las ¢;,i =1,...,¢.

Sea 1 — « el coeficiente de confianza, Fy, tal que P(F > F,) = «, donde
F sigue la distribucién F con py (n —g —p+ 1) g.l., y consideremos:

RQZF (n—r)p )
¢ "*tn—r—-p+1)

Luego las proyecciones canénicas 1; de las fpem pertenecen a regiones confi-
denciales que son hiperesferas (esferas en dimensién 3, circulos en dimensién
2) de centros y radios

(Wi, 5iRa)

donde §; es la dispersién minima (15.1) de la estimacién LS de ;.

15.5 Ejemplos

Ejemplo 1. Se quiere hacer una comparacién de dos farmacos ansioliticos
(Diazepan y Clobazan) con un placebo, que indicaremos D, C, P. Las vari-
ables observables son efectos secundarios en la conduccién de automdbiles:
Y1 =tiempos de reaccién (segundos) a la puesta en rojo de un semaforo,

=distancia minima (cm.) entre dos puntos que el conductor necesitaba
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para poder pasar por el medio. Los datos sobre 8 individuos (media de varias
pruebas) eran:

Placebo Clobazan Diazepan
Ind. | i Y i Y i Y,
.b48  177.8 519 203.0 637 194.8
619 1844 776 164.8 818  175.2
641 247.2 678 215.8 701 205.8
.628 163.4 595  153.6 687 152.2
846 173.6 .858 171.6 .855 189.2
bH17  167.2 493 166.0 618 181.0
876 174.0 741 170.2 .849  189.0
.602 158.6 719 157.2 731 184.6

OO Ul Wi

Los datos se ajustan a un disenio de dos factores sin interaccién:
Yij= K+ o +0;+e;;.

Interesa estudiar si hay diferencias significativas entre los farmacos, y si las
hay, representarlos y compararlos. Es decir, queremos hacer un test sobre la
hipétesis Hy : a;= aa= a3 y representar las funciones estimables

Yr=pto, Yy=ptoay, Py=pt+os
La tabla MANOVA es:
g. l.  matriz dispersion lambda F g.l.
Férmacos 2 ( 0275 1.97 > 482 2.86 4,26

309

.. 258 —1.23
Individuos | 7 ( 8474> .025 9.84 14,26

) .037 —1.96
Residuo 14 ( 9991 >

Las diferencias entre farmacos y entre individuos son significativas
Las estimaciones LS son:

¥, = (.659,180.8), b, = (.672,175.3), b, = (.737,184.0),
con dispersién (15.1): 61 = 69 = 63 = 4/1/8 = 0.354. Los dos valores propios

~

de U'U respecto de X son 1.684,0.108 y explican el 100% de la variabilidad
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Var, can, 2

Var, can. 1

Figura 15.1: Representacién canonica de tres farmacos en un diseno de dos
factores.

geométrica en dimensién 2. Las coordenadas y los radios de la representacion
canénica (izquierda) y las correlaciones entre variables observables Y1, Ys, Y3
y candnicas Wy, W, (derecha) son:

Farmaco Yi Y, radio Wy Ws,
Placebo 19.73 891 0.86 Y: | .869 -.494
Clobazan 19.75 8.44 0.86 Yy |.296  .955
Diazepan 21.32 8.68 0.86

La representacién candnica indica que no hay diferencias entre P y C. En
cambio D se diferencia significativamente de P. Puesto que las variables miden
efectos secundarios, resulta que C no los tiene, pero D si (Fig. 15.1).

Ejemplo 2. Continuando con el ejemplo 14.7.1, queremos hacer la repre-
sentacion candnica de los tres niveles de la temperatura. Los valores propios
de U'U respecto de X son 2.529, 1.375, que explican el 100% de la variabili-
dad geométrica (Fig. 15.2). Las coordenadas y los radios de la representacion
canénica (izquierda) y las correlaciones entre variables observables Y1, Ys, Y3
y candnicas Wy, W (derecha) son:

temp W, W,y  radio Wi Wy

4 -.539 -.871 1.29 Y, | .395 .278
20 1.29 .091 1.29 Y5 | .961 -.276
34 =753 779 1.29 Y; | .405 .653

Ejemplo 3. Continuando con el ejemplo 14.7.2, podemos hacer la rep-
resentacion canénica de las ocho especies, eliminando el efecto del sexo y
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tag

Figura 15.2: Representacién canénica de los efectos principales de las tem-
peraturas.

de la interaccién. Los dos primeros valores propios de U'U respecto de 5
son 201.67, 28.054, que explican el 98.2% de la variabilidad geométrica (Fig.
13.3). Las coordenadas y los radios de la representacién canénica (izquierda)
y las correlaciones entre variables observables y canénicas (derecha) son:

Especie W, W,y  radio W, Wy
1 -4.567 -1.164 .342 Y; | .600 .115
2 -3.760 -.5129 .342 Y, | .661 .450
3 -1.944 -1.031 .418 Y; | 453 .698
4 -2.613  1.536 .342 Y, | .804 522
5 -2.299  1.731 .342 Ys | 748 522
6 -1.705 .6381 .342
7 6.828 -3.671 .503
8 10.06  2.475 .342

Esta representaciéon permite visualizar las diferencias entre las especies, sin
la influencia del dimorfismo sexual y de la interaccién especie xsexo.

15.6 Complementos

El teorema de Gauss-Markov se puede generalizar de diversas maneras al
caso multivariante. Ver Mardia et al. (1979), Rencher (1998).

La representacién de funciones paramétricas estimables multivariantes fue
propuesta por Cuadras (1974). Ver Cuadras et al. (1996) y otras generaliza-
ciones en Lejeune y Calinski (2000), Arenas y Cuadras (2003).
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e
O
O, ¢ O3

Figura 15.3: Representacién canonica de 8 especies de coledpteros, elimi-
nando el efecto del dimorfismo sexual y de la interaccién.
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