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摘要摘要摘要摘要：：：：本文简述了Lyapunov指数与系统的动力学混沌之间的关系。简要介绍了Lorenz系统与Rossler系统，并用非线性

动力学的方法计算了其Lyapunov指数。分析了Logistic迭代映射的混沌特性，用离散系统的Lyapunov指数计算法计算

其Lyapunov指数，并计算了其关联维。 
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1111．．．．引言引言引言引言    

非线性科学是一门研究非线性现象共性的基础科学。

一般认为，非线性科学的主体包括混沌（chaos）、分支

（bifurcation）、分形（fractal）、孤立子（soliton）

和复杂性（complexity）[1]。其中，混沌系统的基本特

点是运动对初值条件极为敏感，两个靠近的初值所产生的

轨道随时间推移按指数方式分离[2]。 

2222．．．．LyapunovLyapunovLyapunovLyapunov指数指数指数指数    

Lyapunov指数是衡量系统动力学特性的一个重要定

量指标[3]，它表征了系统在相空间中相邻轨道间收敛或

发散的平均指数率。对于系统是否存在动力学混沌，可以

从最大Lyapunov指数是否大于零非常直观的判断出来：一

个正的Lyapunov指数，意味着在系统相空间中，无论初始

两条轨线的间距多么小，其差别都会随着时间的演化而成

指数率的增加以致达到无法预测，这就是混沌现象。 

Lyapunov指数的和表征了椭球体积的增长率或减小

率，对Hamilton系统，Lyapunov指数的和为零；对耗散系

统，Lyapunov指数的和为负。如果耗散系统的吸引子是一

个不动点，那么所有的Lyapunov指数通常是负的。如果是

一个简单的m维流形（m=1或m=2分别为一个曲线或一个面）。

那么，前m个Lyapunov指数是零，其余的Lyapunov指数为

负。不管系统是不是耗散的，只要 1 0λ > 就会出现混沌。 
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微分动力系统Lyapunov指数的性质描述为，对于一维

（单变量）情形，吸引子只可能是不动点（稳定定态）。

此时λ 是负的。对于二维情形，吸引子或者是不动点或者

是极限环。对于不动点，任意方向的 ixδ ，都要收缩，故

这时两个Lyapunov指数都应该是负的。即对于不动点，

（ 1λ ， 2λ ）=（-，-）。至于极限环，如果取 ixδ 始终

是垂直于环线的方向，它一定要收缩，此时λ <0;当取 ixδ
沿轨道切线方向，它既不增大也不缩小，可以想象，这时

λ=0。事实上，所有不终止于定点而又有界的轨道（或吸

引子）都至少有一个Lyapunov指数等于零，它表示沿轨线

的切线方向既无扩展又无收缩的趋势。所以极限环的

Lyapunov指数是（ 1λ ， 2λ ）=（0，-）。 

在三维情形下如表1所示[4]。 

表表表表1 1 1 1 三维 Lyapunov 指数与混沌吸引子的关系。 

，，，， ，，，，     混沌吸引子混沌吸引子混沌吸引子混沌吸引子    

（-，-，-） 稳定不动点 

（0，-，-） 极限环; 

（0，0，-） 二维环面 

（+，+，0） 不稳极限环 

（+，0，0） 不稳二维环面 

（+，0，-） 奇怪吸引子 

李雅谱诺夫指数小于零，则意味着相邻点最终要靠拢

合并成一点，这对应于稳定的不动点和周期运动；若指数

大于零，则意味着相邻点最终要分离，这对应于轨道的局

部不稳定，如果轨道还有整体的稳定因素（如整体有界、

耗散、存在捕捉区域等），则在此作用下反复折叠并形成

混沌吸引子。指数越大，说明混沌特性越明显，混沌程度

越高。 

2.12.12.12.1．．．．连续系统连续系统连续系统连续系统LyapunovLyapunovLyapunovLyapunov指数谱的数值计算指数谱的数值计算指数谱的数值计算指数谱的数值计算    

计算连续系统的Lyapunov指数谱即是求方程式(1) 

[5]： 
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理论上，上述算法可以完成Lyapunov指数谱的计算，

但是实质上在数值计算过程中若 ( )jx tδ → ∞ 会产生数据

溢出，若 ( ) 0jx tδ → 则会产生截断误差，且 ( )jx tδ 之间夹

角会趋于0，使得线性无关的条件得不到满足。因此，采

用分段求解且正交化初值。 

将时间 t 分为 k 段，对于 [ ],t kT kT T∈ + ，将系统转化

为式(3)形式： 
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其 中 向 量

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2
, , ,

k k k

m
u kT u kT u kT⋯ 是 由

( ) ( ) ( )( )1 2 m, , ,x kT x kT x kTδ δ δ⋯ 生成的一组单位正交向

量。 

2.22.22.22.2．．．．离散系统离散系统离散系统离散系统LyapunovLyapunovLyapunovLyapunov指数的数值计算指数的数值计算指数的数值计算指数的数值计算    

对于离散系统（迭代系统），也可以类似地定义轨线

的Lyapunov指数。以一维迭代映射 :f R R→ 为例，

( )1n nx f x+ = 。 

设研究的轨线是 ( )1 2, , , ,nx x x x= ⋯ ⋯ ，它的一条临

近轨线是 ( )1 2, , , ,ny y y y= ⋯ ⋯ 。式中， nx ， ny 是第 n次

迭代值。第 n次迭代时两条轨线的距离为： n n nd y x= − ，

起始迭代时两条轨线的距离是： 1 1 1d y x= − 。 

定义轨线的Lyapunov指数为式 (4) 

1

1

1
lim ln

n

n

d

n d
λ +

→∞
=                 (4) 

其中

1 2 3 1

1 1 1

n n

n

d d d d

d d d d

+ += ⋯  

一维迭代映射简单，为计算，令 n ny x ε= + ，由于 y

是 x的邻近曲线， ε 远小于1，由式（4）得 

n n nd y x ε= − =                (5) 

1 1 1n n nd y x+ + += − 可由以下推导求出。 

由迭代公式得式（6） 

( ) ( )1n n ny f y f x ε+ = = +             (6) 

用泰勒级数展开，并有 1ε << ，则有式（7） 

( ) ( ) ( )
1 1

n n

n n n

df x df x
y f x x

dx dx
ε ε+ +≈ + = +     (7) 

从而可得式(8) 

1λ 2λ 3λ
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( ) ( )
1 1 1

n n

n n n n

df x df x
d y x d

dx dx
ε+ + += − = =     (8) 

即式 (9) 

( ) ( ) ( )1 21 2 3 1

1 1 1
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df x df x df xd d d d
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故式 (10) 

( )
1

1
ln

n
i

i

df x

n dx
λ

=

= ∑              (10) 

计算时注意将暂态部分舍去再进行Lyapunov指数的

计算。 

3333．．．．关联维关联维关联维关联维    

现代分形维的最早一种形式由Hausdorff在1919年给

出。但是对于有复杂结构的混沌吸引子，它的各部分的自

然测度分布很不均匀。Hausdoff维的定义中对各个划分单

元同等统计，没有考虑自然测度的差别。为此人们对

Hausdorff维进行了推广，其中就有关联维。关联维也称

相关维，它表示系统在多维空间中的疏密程度。它最吸引

人的地方是它可以相对容易地从实验数据中估计出来。关

联维的表达式为式(11) [6]： 

             (11) 

其中ε 为一正常数，µ 为自然测度， iC 为划分单元。 

       (12) 

其中 

 

当 0ε → 时，有
( )

2

ln

ln

C
D

ε
ε

→ ，因此可以通过绘出

( )ln lnC ε ε− 关系曲线，ε 较小时，曲线斜率可以估计 2D 。 

4444．．．．连续系统的连续系统的连续系统的连续系统的LyapunovLyapunovLyapunovLyapunov指数指数指数指数    

4.14.14.14.1．．．．LorenzLorenzLorenzLorenz系统系统系统系统    

大气动力系统是用非线性偏微分方程描述的无穷维

动力系统，其中，平流项是最主要的非线性项。直接研究

大气动力系统难度极大，通常是采用截谱法将系统近似地

转化为某有限维正交函数空间的由非线性常微分方程描

述的动力系统，通过定性地研究该非线性常微分系统在相

空间的轨迹特性来阐明大气系统的动力学行为与平流项

的非线性效应，以获得与实际基本相符的近似结果。世界

著名的气象物理学家Lorenz1961年在研究热对流不稳定

时，采用高截谱方法由Saltrman给出的描写对流的控制方

程得到了被命名为Lorenz系统的3维非线性常微分方程，

首创性地发现了气象系统存在奇特的“蝴蝶效应”，揭示

了任何具有非周期行为的物理系统均将存在不可预期的

现象[7]。从此揭开了研究混沌的新纪元，起到里程碑的

作用。它的重大科学意义和应用价值是众所周知的。 

            (13) 

x， y ，z 分别表示与对流强弱，对流引起的水平温

差和垂直方向温度有关的变量。σ 、R 、b分别表示普兰

多数、瑞利数和容器大小有关的参数。 

当 16σ = ， 45.92R = ， 4b = 时，绘出系统的典型吸

引子如图1所示。选取 0.1T s= ，舍去前500个迭代点，绘

制Lorenz系统的Lyapunov指数谱如图2所示。从图中的稳

态过程可以容易得到该参数下的Lorenz系统的三个

Lyapunov指数为 ( ) ( )1, 2, 3 2.1643,-0.0000,-32.3851λ λ λ = 。

可以判断该参数下的Lorenz系统吸引子为奇异吸引子。 

 

图图图图1 1 1 1 Lorenz系统的典型吸引子。 

 

图图图图2 2 2 2 Lorenz系统的Lyapunov指数谱。 
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4.24.24.24.2．．．．RosslerRosslerRosslerRossler系统系统系统系统    

自20世纪60年代以来，在研究Lorenz系统的基础上，

许多研究者从数学，物理等方面对混沌系统的特性进行了

深入的研究。其中德国物理化学家O. E. Rossler发现的

Rossler系统是由用两种不同的方法从Lorenz吸引子中抽

出的更简单、非堆成的吸引子结构，只包含一个非线性项，

但其混沌动力学特性与Lorenz系统相似。 

Rossler系统的动力学方程为式(14) [8]： 

x x y

y x ay

z b xz cz

•

•

•

 = − −


= +


= + −


             (14) 

取 0.15a = ， 0.2b = ， 10c = ，绘出系统的典型吸引

子如图3所示。选取 0.1T s= ，舍去前500个迭代点，绘制

Rossler系统的Lyapunov指数谱如图4所示。从图中的稳态

过程可以容易得到该参数下的Rossler系统的三个

Lyapunov指数为 ( ) ( )1, 2, 3 0.1278,0.0002,-14.1036λ λ λ = 。可

以判断该参数下的Rossler系统吸引子为奇异吸引子。 

 

图图图图3 3 3 3 Rossler系统的典型吸引子。 

 

图图图图4 4 4 4 Rossler系统的Lyapunov指数谱。 

5555．．．．离散系统离散系统离散系统离散系统（（（（LogisticLogisticLogisticLogistic系统系统系统系统））））的非线性特征量的非线性特征量的非线性特征量的非线性特征量    

5.15.15.15.1．．．．LyapunovLyapunovLyapunovLyapunov指数指数指数指数    

Logistic映射又称虫口模型，是描述生物种群演化的

典型数学模型[9][10]。最初的Logistic映射形式为：

( )1n n nx x a bx+ = − 。为了数学上处理方便，取 a b µ= = ，

可得式(15) 

( )1 1n n nx x xµ+ = −            (15) 

混沌研究对非线性动力学的发展起着全局性和本质

性的影响，非线性动力学的研究一开始就与混沌探索联系

在一起。Logistic映射是一维非线性映射，一维非线性映

射对研究耗散系统中的混沌具有普遍而重要的意义。在一

维非线性映射总得到的分岔序列与临界点附近的标度性

质对于高危的情况也普遍适用。数学上已经证明，维耗散

系统的倍周期分岔所表现出来的标度性与一维非线性映

像是一样的原因可能在于，在参数空间中某一点的邻域内

考察系统的变化时，相空间的行为往往只在一维方向上发

生拓扑变化。因此，Logistic映射是非线性动力系统研究

中的基础映射之一。 

图5给出了 µ 从2.5到4变化时，Logistic系统的分岔

图。从图中可以看出，系统在µ 为3时开始出现了分岔。

随着 µ 取值的变化，系统逐渐进入混沌。 

 

 

图图图图5 5 5 5 Logistic系统的分岔图。 
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本文对 µ 从1到4变化的过程中，计算了系统的

Lyapunov指数，绘于图6。从图中也可以看出，在 µ 为3

时，系统的Lyapunov指数第一次超过了0，因此开始出现

混沌。将 µ 值较大的部分放大，如图7所示，我们可以看

到更细节的部分。 

结合图5-图7，可以得到以下结论： 

1） ( ]1,3µ ∈ 时， 0λ < ，系统收敛，其中 µ 为2时，

存在一个超稳定点，因此λ → −∞（图中无法画出，故有

间断）； 

2） ( ]3,3.571448µ ∈ 时，系统处于倍周期分岔，λ 处

于0 0→ −∞ → 的循环过程； 

3） ( ]3.571448,3.82842µ ∈ 时，系统为阵发混沌状态，

λ 时而大于0，时而小于0； 

4） ( ]3.9,4µ ∈ 时， 0λ > （图中小于0是计算精度造成），

系统处于混沌状态。 

 

图图图图6 6 6 6 Logistic系统的Lyapunov指数。 

 

图图图图7 7 7 7 图6的局部放大。 

5.25.25.25.2．．．．LogisticLogisticLogisticLogistic系统的关联维系统的关联维系统的关联维系统的关联维    

绘出 ( )ln lnC ε ε− 关系曲线，可以发现，在ε 较小的

时候有噪声及饱和现象，在ε 较大时亦有严重的饱和，所

以欲求取 2D ，仅需要对曲线的中间线性区进行最小二乘法

拟合。得一次项系数 2D 即为0.7861。 

 

图图图图5555 Logistic系统 ( )ln lnC ε ε− 关系图。 

6666．．．．结束语结束语结束语结束语    

混沌系统的基本特点是运动对初值条件极为敏感，两

个靠近的初值所产生的轨道随时间推移按指数方式分离。

基于Lyapunov指数与系统的动力学混沌之间的密切关系，

本文采用非线性动力学的方法，计算了Lorenz系统与

Rossler系统的Lyapunov指数；采用离散系统的Lyapunov

指数计算法计算了Logistic系统的Lyapunov指数，并计算

了其关联维。这对研究混沌系统具有重要意义。 
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