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4 control rod

5 servomotor

6 bevel gear

7 reduction gear

9 propeller housing

10 thrust plate

11 roller bearing

12 gear pump

8 driving sleeve
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ç✁�✬å✸è❵â❿ç➆è✗á❚æêæ❸á❚â➛✝❳ð✒ãêé❿ñ✖å❘ì✑✏✈æ❸á✈Ñ❧✟✍á❬ç✕✝❵é☞å❘ãêì é þ á➯è✷å❘â☞å❘à★á❚é❿á❚â✰ãêì❳é❿á❚â✖✂➆å❘æ

[0, 2π]
ò ý✏þ ß✲ñ➂Ñ❧✟✍á➧å❘â❿á★æ❸ç❂ç✕✛❳ãêì✑✏❆�◗ç➆â

�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì✲ñ
s : [0, 2π] → [−π, π],Φ → s(Φ) = αâ❿á❚è❵â❿á❍ñ❿á❚ì❳é✭ãêì✑✏ÿå➦Ó❳✲✑❅➛Ñ✑✟✦ãêé þ

Φ
å❘ì✲î

α
å➆ñ✦ãêì♥é✭â❿ç❂î❅ß✲ä❍á❍î ãêì➠✲❂á❍ä❚é✭ã❸ç➆ì❀❰❅ò✍✽➄✝❄✂❂ã❸ç➆ß✲ñ✭æêð❤Ñ✡ñ✭ß✲ä þ å➮�❋ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì ì✲á❍á❍î❵ñ

é❿ç✓✝✗á✍✥✑■☞◆☞✩✪✣✠●✕✩✪❙➂Ñ♥ã①ò➼á✈òêÑ
s(0) = s(2π)

ò ❂ ãêì✷å❘æêæêð❤Ñ♥î❅ß✲á✦é❿ç➀é❿á❍ä þ ì❵ã❸ä➂å❘æ✷â❿á➂å➆ñ❿ç➆ì✲ñ✐Ñ❍✟✍á✬î❵ç❽ì✲ç➆é✚å❘æêæ❸ç✢✟✫â☞å❘è❵ã❸î★ä þ å❘ì✑✏❤á❍ñ
ç✁�✳é þ á✬ç➆â✭ã❸á❚ì❳é☞å❘é✭ã❸ç➆ìÿç✁�❫é þ á✜✝❵æ➥å➆î❵á➤å❘ì✲î➯é þ ã❸ñ✍ä❍ç➆â✭â❿á❍ñ✭è✗ç➆ì✲î❵ñ✍é❿ç❲ñ✭à★ç❂ç➆é þ ì✲á❍ñ❿ñ✙ç✁�✗é þ á➤Ó❳✲✑❅➛Ñ♥ñ☞å➂ð

s ∈ C2[0, 2π]
ò

ý✏þ ß✲ñ✜✟✍á➀ä➂å❘æêæ➄é þ á➀ñ✭è✷å➆ä❍á

C2
2π := {s : [0, 2π] → [−π, π] : s ∈ C2[0, 2π], s(0) = s(2π)}

✵⑤➜❅ò ➙ ✷
é þ á➮❑✢■✌✧✍✣❸ù✓❱✁✭✕✮ú✩⑤●✔❮✶❰sÏ❧ò
✽➤ì✲á➭ñ þ ç➆ß❵æ❸î ì✲ç➆é❿á✈Ñ þ ç✠✟✍á✌✂❤á❚â➂Ñ➤é þ å❘é❬ì✲ç➆é➧á✌✂❤á❚â✭ð

s ∈ C2
2π

✏✈ã✒✂❤á❍ñ➯â✭ã❸ñ☞á é❿ç å✒â❿á➂å➆ñ❿ç➆ì✷å✁✝❵æ❸á❀Ó❳✲✑❅ ãêì é þ á
é❿á❍ä þ ì❵ã❸ä➂å❘æ❫ñ☞á❚ì✲ñ❿á✈ò ✗ ì✤�➸å➆ä❚é➂Ñ❳é þ á➈å✁✝✮ç✠✂❤á➤à★ç❂î❵á❚æ✗î❵ç❳á❍ñ✙ì✲ç➆é✏á☞✎❅ä❚æêß✲î❵á➛é þ å❘é✙é þ á✬è✗á❚â❸�◗ç➆â✭à➯å❘ì✲ä❍á➈ç✁�➄é þ á➛ñ þ ãêè➧à➯å❍ð
ì✲ç➆é✬ñ þ ç✠✟✂å➦î❵á❍ñ✭ãêâ❿á❍î❚✝✗á þ å✙✂❂ã❸ç➆â❳✟✦ãêé þ å✞✏✈ã✒✂❤á❚ì➭Ó➀✲✑❅➛ò➬❐ á✓✟✦ãêæêæ➄ä❍ç➆à★á✓✝✷å➆ä❡✛❬é❿ç☎é þ ã❸ñ✣è✮ç➆ãêì❳é✣æ➥å❘é❿á❚â➂ò
✗ �❁✟✙á❆✟✏å❘ì♥éÿé❿ç ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë➂á➭é þ áÏá☞✹➯ä❚ã❸á❚ì✲ä❚ð ç✁�➀é þ á❃✰❁✲ ✴ å➆ñ➧å➌�❋ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì➞ç✁�➀é þ áïÓ❳✲✑❅➛Ñ✙ç➆ß❵â❬ç✕✝✼✻✭á❍ä❚é✭ã✒✂❤á

�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ìïç✕✝❄✂❂ã❸ç➆ß✲ñ✭æêðÿé☞å✁✛❤á❍ñ✦é þ á✾�➸ç➆â✭à

E : C2
2π → û , E : s 7→ E(s) := η0(s),

✵⑤➜❅ò ❰ ✷
✟ þ á❚â❿á

η0
î❵á❚ì✲ç➆é❿á❍ñ✰é þ á➝■✬üý❙✌✩❇■☞❖➫❙✌þ✈ò ✗ ì ç➆â❿î❵á❚â❲é❿ç➭î❵á☞☎✲ì✲á

E(s)
Ñ❧✟✍á➯ì✲á❍á❍î é❿çïî❵á❍ñ☞ä❚â✭ã✒✝✮á➯é þ á☎í✷ç✢✟✪é þ å❘é❲ã❸ñ

ãêì✲î❅ß✲ä❍á❍î❚✝❳ð➧é þ á➀â❿ç➆é☞å❘é✭ã❸ç➆ìïç✁�➠é þ á❁✰✓✲ ✴ ò
ëçì✪í➫ì ➬ î✆ï ×➠ÿ❚ò❍ø✃ô❋×❳Û✁� ➪➲ó Ú✄✂✡×♥Ý✆☎✞✝ ÷ ò ó ô❋Ú★õ➄Ý
ý✏þ á✙Þ➛å✢✂❳ã❸á❚â❸☛✳✲❳é❿ç✕✛❤á❍ñ✟á✙✘❳ß✷å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ✟å❘â❿á▲é þ á✙ä❍ç➆â❿á✍á✙✘❳ß✷å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ❧ç✁�✷ä❍ç➆ì♥é✭ãêì♥ß❵ß❵à Ñ❄✏♥å➆ñ✟å❘ì✲î➀í✲ß❵ã❸î✖î❅ð❳ì✷å❘à☎ã❸ä❍ñ✐ò✠✟➛á❚ì✲ä❍á✈Ñ
é þ á❚ð å❘æ❸ñ❿ç❲�➸ç➆â✭à å❘ì å❘è❵è❵â❿ç➆è❵â✭ã➥å❘é❿á❬à★ç❳î❵á❚æ þ á❚â❿á✈ò❲✲❳ãêì✲ä❍á★é þ á☎à★á❍î❅ãêß❵à✝ç✁�✙é þ á☎í✷ç✢✟✔ã❸ñ❁✟✙å❘é❿á❚â➂Ñ❧✟✍á☎ß✲ñ☞á☎é þ á
✩✬❖➫❙▼✣✕✫➄✥➫◆▼■✦❑❡❑☞✩⑤❉✌✮✒■✖Þ➈å✙✂❂ã❸á❚â❸☛✳✲❳é❿ç✕✛❤á❍ñ✬á✙✘❳ß✷å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ❳✟ þ ã❸ä þ â❿á➂å➆îïå➆ñ✶�➸ç➆æêæ❸ç✢✟✣ñ

∂

∂t
~u + ~u · ∇~u − ν∆~u +

1

ρ
∇p = ~f,

div ~u = ∇ · ~u = 0,

✵⑤➜❅ò❣➜ ✷

✟ þ á❚â❿á
~u
î❵á❚ì✲ç➆é❿á❍ñ✣é þ á❽ß❵ì✑✛❳ì✲ç✠✟✦ì❃✂❤á❚æ❸ç❂ä❚ãêé➋ð✺☎✷á❚æ❸î✳Ñ

p
é þ á❽ß❵ì✑✛❂ì✲ç✢✟✦ì è❵â❿á❍ñ❿ñ❿ß❵â❿á✈Ñ ~f

å✞✏✈ã✒✂❤á❚ì á☞✎❂é❿á❚â✭ã❸ç➆â❳�◗ç➆â❿ä❍á✈Ñ
ρã❸ñ➈é þ á✞✏✈ã✒✂❤á❚ì➏✵◗ä❍ç➆ì✲ñ✭é☞å❘ì♥é ✷ î❵á❚ì✲ñ❿ãêé➋ðÏå❘ì✲î ν

ã❸ñ➈é þ á✞✛❳ãêì✲á❚à➯å❘é✭ã❸ä➮✂❂ã❸ñ❿ä❍ç✈ñ✭ãêétð❤ò❁➚➤æêæ➠é þ á❍ñ☞á➛�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì✲ñ➀î❵á❚è✗á❚ì✲î❀ç➆ì
é✭ãêà★á

t ∈ [0, T ]
å❘ì✲î❀ñ✭è✷å➆ä❍á

x ∈ Ω ⊂ û 3 Ñ➲✟ þ á❚â❿á★é þ á➛☎✲ì✷å❘æ✟é✭ãêà★á T
ä❍ç➆â✭â❿á❍ñ✭è✗ç➆ì✲î❵ñ❽é❿çÿç➆ì✲á✞�◗ß❵æêæ➠â❿ç➆é☞å❘é✭ã❸ç➆ì

ç✁�✟é þ á➀è❵â❿ç➆è✗á❚æêæ❸á❚â➈å❘ì✲î
Ω
ã❸ñ✣é þ á✰î❵ç➆à➯å❘ãêìÏç✁�✟é þ á❲í✷ç✢✟➀ò ✗ ì➭å➆î❵î❅ãêé✭ã❸ç➆ì❫Ñ✳å❘è❵è❵â❿ç➆è❵â✭ã➥å❘é❿á❲ãêì❵ãêé✭ã➥å❘æ✟å❘ì✲î❃✝✗ç➆ß❵ì✲î✲å❘â✭ð

ä❍ç➆ì✲î❅ãêé✭ã❸ç➆ì✲ñ þ å✢✂❤á➀é❿ç➮✝✗á➈ãêà☎è✮ç✈ñ☞á❍î✳ò
ý✏þ á➀ãêì❅í✲ß✲á❚ì✲ä❍á✖ç✁�➠é þ á✰Ó❳✲✑❅

s
é❿ç★é þ á❽í✷ç✢✟✂ã❸ñ➀✂❂ã➥å➦é þ á❁✝✗ç➆ß❵ì✲î✲å❘â✭ð✸ä❍ç➆ì✲î❅ãêé✭ã❸ç➆ì✲ñ➂Ñ✷é þ á❲á☞✎❂é❿á❚â✭ã❸ç➆â✜�◗ç➆â❿ä❍á ~f

ã❸ñ
î❵á❚é❿á❚â✭à☎ãêì✲á❍î❀á✈ò ✏✲ò★✝♥ð é þ á✆✟✙å❘é❿á❚â❽ñ✭è✗á❍á❍î➭å❘ì✲îÏç➆é þ á❚â❽á☞✎❂é❿á❚â✭ã❸ç➆â➤í✷ç✢✟ ä❍ç➆ì✲î❅ãêé✭ã❸ç➆ì✲ñ➂ò✾➚➛ñ❿ñ✭ß❵à☎ãêì✑✏➯é þ å❘é✾✟✙á þ å✢✂❤á
å➦ñ❿ç➆æêß❵é✭ã❸ç➆ìïç✁�

(3.3)
Ñ✚✟✍á✰ç✕✝❵é☞å❘ãêì è❵â❿ç➆è✮á❚â✭é✭ã❸á❍ñ

~u(s) : [0, T ] × Ω → û 3, p(s) : [0, T ] × Ω → û
î❵á❚è✗á❚ì✲î❅ãêì✑✏➯ç➆ì é þ á❽è✷å❘â✭é✭ã❸ä❚ß❵æ➥å❘â➛Ó➀✲✑❅

s ∈ C2
2π

ò

➟



ëçì✪í➫ì✒ë ☎☛✡✌☞❏ô✼×❘õ✍☞❤Ø
Þ➛ç✢✟✔å➆ñ❿ñ✭ß❵à☎ãêì✑✏✸é þ å❘é✓✟✙á þ å✙✂❤á☎é þ á✔✘❳ß✷å❘ì♥é✭ãêé✭ã❸á❍ñ❁�❋â❿ç➆à é þ á✿❅ ❂ Ô ä➂å❘æ❸ä❚ß❵æ➥å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ✰å❘é þ å❘ì✲î✳Ñ➾✟✙á★å❘â❿á★å✁✝❵æ❸á➦é❿ç
ä➂å❘æ❸ä❚ß❵æ➥å❘é❿á➀é þ á➈â❿á❚æ❸á✌✂✈å❘ì♥é➤é❿á❍ä þ ì❵ã❸ä➂å❘æ❧✘♥ß✷å❘ì❳é✭ãêé➋ð❤Ñ✲ã①ò➼á✈òêÑ✲é þ á✤■✬üý❙✌✩❇■☞❖➫❙✌þ✈ò
❂ ã✒✏✈ß❵â❿á❳➜➤ñ þ ç✢✟✣ñ✟ñ❿ç➆à★á✏ç✁�✷é þ á✙â❿á❚æ❸á✌✂✈å❘ì♥é➻✏❤á❍ç➆à★á❚é✭â✭ð❤òs❐ á✏ñ✭é☞å❘â✭és✟✦ãêé þ é þ áê�➸ç➆â❿ä❍á✙ãêì❵ãêé✭ã➥å❘é❿á❍î➮✝♥ð✰é þ á✍è❵â❿á❍ñ☞ñ✭ß❵â❿á

~Fp(t) :=

∫

A(t)
p(t, ~x)~n(t, ~x) dA

Ñ ✵⑤➜❅ò ➟ ✷
✟ þ á❚â❿á

A
î❵á❚ì✲ç➆é❿á❍ñ✬é þ á❽ñ✭ß❵â❸�①å➆ä❍á❽ç✁�❺é þ á✓✝❵æ➥å➆î❵á❍ñ✬å❘é✦é✭ãêà★á

t
å❘ì✲î

~n(t, ~x)
ã❸ñ✏é þ á➀ç➆ß❵é③✟✙å❘â❿î ì✲ç➆â✭à➯å❘æç✂❤á❍ä❚é❿ç➆â➤ç➆ì

é þ á✓✝❵æ➥å➆î❵á➀ñ❿ß❵â❸�➸å➆ä❍á✈ò✟Þ➛á☞✎❂é✦é þ á✓�◗ç➆â❿ä❍á❽ä❚â❿á➂å❘é❿á❍î❆✝♥ð➧é þ á➀ñ þ á➂å❘â✬ñ✭é✭â❿á❍ñ☞ñ
~τ := µ ∂u

∂~n

ã❸ñ✣ä➂å❘æ❸ä❚ß❵æ➥å❘é❿á❍î

~Fr(t) :=

∫

A(t)
~τ(t, ~x) dA

ò ✵⑤➜❅ò Ð ✷
ý✏þ á❽è✷å❘â✭é✬ç✁�❧é þ á➘�➸ç➆â❿ä❍á❍ñ✦ãêìïî❅â✭ã✒✂❂ãêì✑✏➯î❅ãêâ❿á❍ä❚é✭ã❸ç➆ì ~d

ç✁�❧é þ á➀ñ þ ãêè✸ã❸ñ✣é þ á❈✧✏✎❄◆☞❯❄❑✌✧➬ù✙✣✕◆❸❙✦■
T (t) :=

(

~Fp(t) + ~Fr(t)
)

· ~d
ò ✵⑤➜❅ò Ò ✷

ý✏þ á❈✧❇✣✕◆✒✑✌❯➬■
M

ä❍ç➆ì✲ñ✭ã❸ñ❿é❿ñ✣ç✁�➠é③✟✍ç➯è✷å❘â✭é❿ñ ➴
MG

ã❸ñ✦é þ á❽é❿ç➆â▼✘❳ß✲á➈â❿á❚æ➥å❘é❿á❍î é❿ç➦é þ á✓✏✈æ❸ç✕✝✷å❘æ❫è❵â❿ç➆è✗á❚æêæ❸á❚â✣â❿ç➆é☞å❘é✭ã❸ç➆ì

Og

~rg

~x

~n

~rl

Ol

❂ ã✒✏✈ß❵â❿á➛➜ ➴ ä❍ç❂ç➆â❿î❅ãêì✷å❘é❿á❍ñ➤å❘ì✲î❚✏❤á❍ç➆à★á❚é✭â✭ð✸ç✁�❧é þ á✓✰▲ç➆ãêé þ ☛✳✲❂ä þ ì✲á❚ã❸î❵á❚â ✵
© ✴ â❿ç➆è✗á❚æêæ❸á❚â➂ò

MG(t) :=

(

∫

A(t)
p(t, ~x)~n(t, ~x) × ~rg + ~Fr(t) × ~rg dA

)

· ~zD

Ñ ✵⑤➜❅ò ❐ ✷
✟ þ á❚â❿á

~rg
î❵á❚ì✲ç➆é❿á❍ñ❽é þ á❲✮ ■☞❱✁■✌◆➧ç✁�✙é þ á➮✏✈æ❸ç✕✝✷å❘æ✟â❿ç➆é☞å❘é✭ã❸ç➆ì❫Ñ❫ã①ò➼á✈òêÑ✳é þ á➮✂❤á❍ä❚é❿ç➆â✾�◗â❿ç➆à é þ á☎ä❍á❚ì♥é❿á❚â❲ç✁�✙é þ á✞✏✈æ❸ç✕✝✷å❘æ

â❿ç➆é☞å❘é✭ã❸ç➆ì
Og

é❿ç
~x
å❘ì✲î

~zD
î❵á❚ì✲ç➆é❿á❍ñ✏é þ á✜✏✈æ❸ç✕✝✷å❘æ❫å❀✎❅ã❸ñ✏ç✁�➄â❿ç➆é☞å❘é✭ã❸ç➆ì❫ò

MB
ã❸ñ✙é þ á➛é❿ç➆â▼✘❳ß✲á✬ì✲á❍ä❍á❍ñ❿ñ✜å❘â✭ð➯é❿ç✖ñ✭é❿á❍á❚â

é þ á✓✝❵æ➥å➆î❵á❍ñ✬å➆ä❍ä❍ç➆â❿î❅ãêì✑✏✈æêð✸é❿ç★é þ á❽Ó➀✲✑❅
s
➴

MB(t) :=

(

∫

A(t)
p(t, ~x)~n(t, ~x) × ~rl + ~Fr(t) × ~rl dA

)

· ~zD

Ñ ✵⑤➜❅ò ❒ ✷
✟ þ á❚â❿á

~rl

î❵á❚ì✲ç➆é❿á❍ñ✣é þ á✔✮ ■☞❱✁■☞◆☎ç✁�❧é þ á✓✝❵æ➥å➆î❵á❽â❿ç➆é☞å❘é✭ã❸ç➆ì❫ò ý ç✕✏❤á❚é þ á❚â✜✟✙á þ å✙✂❤á

M(t) := MG(t) + MB(t)
1

2πn

∂s(t)

∂t

ò ✵⑤➜❅ò ➼ ✷
Ð



Ó✙ð❬é☞å✁✛❂ãêì✑✏★é þ á➈ãêì❳é❿á✌✏✈â☞å❘æ❸ñ✜✟✦ãêé þ â❿á❍ñ❿è✮á❍ä❚é✦é❿ç☎é✭ãêà★á
t
ç✢✂❤á❚â➤ç➆ì✲á➀ä❍ç➆à☎è❵æ❸á❚é❿á❽è❵â❿ç➆è✗á❚æêæ❸á❚â✬é✭ß❵â✭ì❚✟✍á✰ç✕✝❵é☞å❘ãêì

T :=

∫ 2π

0
T (t) dt

å❘ì✲î ✵⑤➜❅ò ➙ Õ ✷

M :=

∫ 2π

0
M(t) dt

ò ✵⑤➜❅ò ➙✯➙ ✷
ý✏þ á➦è❵â❿ç➆è❵ß❵æ❸ñ✭ã❸ç➆ì á☞✹➯ä❚ã❸á❚ì✲ä❚ð❀ç✁�✍é þ á✞�◗â❿á❍á✖â✭ß❵ì❵ì❵ãêì✑✏✸è❵â❿ç➆è✮á❚æêæ❸á❚â❽ã❸ñ❽î❵á☞☎✲ì✲á❍î å➆ñ➈é þ á➦â☞å❘é✭ã❸ç✸ç✁�✙é þ á✰è❵â❿ç➆è❵ß❵æ❸ñ❿ã❸ç➆ì
è✗ç✢✟✍á❚â➮✵

Tva
✷ å❘ì✲îÿé þ á➀î❵á❚æêã✒✂❤á❚â❿á❍îïè✮ç✠✟✍á❚â✆✵ M2πn ✷ Ñ✑✟ þ á❚â❿á va

ã❸ñ✦é þ á❽ãêì❅í✷ç✢✟✂ñ✭è✮á❍á❍î é❿ç➦é þ á❽è❵â❿ç➆è✮á❚æêæ❸á❚â ➴

η0 :=
Tva

M2πn

ò ✵⑤➜❅ò ➙ ❰ ✷
Þ➛á☞✎❂é➀✟✙á➀ä➂å❘æ❸ä❚ß❵æ➥å❘é❿á➀é þ á❽î❅ãêà★á❚ì✲ñ✭ã❸ç➆ì❵æ❸á❍ñ☞ñ✜✘❳ß✷å❘ì♥é✭ãêé✭ã❸á❍ñ✜�◗ç➆â✦é þ â✭ß✲ñ✭é➛å❘ì✲îÿé❿ç➆â▼✘♥ß✲á✈ò ý✏þ ç✈ñ☞á❲å❘â❿á

ks :=
T

ρ
2DL(Dπn)2

å❘ì✲î ✵⑤➜❅ò ➙ ➜ ✷

kd :=
2M

ρ
2D2L(Dπn)2

Ñ ✵⑤➜❅ò ➙ ➟ ✷
✟ þ á❚â❿á

ρ
ã❸ñ✬é þ á✰î❵á❚ì✲ñ✭ãêétð ç✁�✱✟✙å❘é❿á❚â➂Ñ

D
ã❸ñ✬é þ á✰î❅ã➥å❘à★á❚é❿á❚â➛ç✁�▲é þ á❲è❵â❿ç➆è✮á❚æêæ❸á❚â➂Ñ

L
î❵á❚ì✲ç➆é❿á❍ñ➤é þ á❲æ❸á❚ì✑✏✈é þ ç✁�▲é þ á

✝❵æ➥å➆î❵á❍ñ➤å❘ì✲î
n
ã❸ñ✦é þ á➀ì♥ß❵à➛✝✗á❚â➤ç✁�❧â❿á✌✂❤ç➆æêß❵é✭ã❸ç➆ì✲ñ✬ç✁�❧é þ á❽è❵â❿ç➆è✗á❚æêæ❸á❚â➂ò✓✟➛á❚ì✲ä❍á✓✟✍á þ å✢✂❤á

η0 =
ks

kd
λ
ò ✵⑤➜❅ò ➙ Ð ✷

❂ ãêì✷å❘æêæêð❤Ñ❵é þ á➀ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì➭è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à ß❵ì✲î❵á❚â✬ä❍ç➆ì✲ñ✭ã❸î❵á❚â☞å❘é✭ã❸ç➆ì➭ã❸ñ✦é þ á➘�➸ç➆æêæ❸ç✢✟✦ãêì✑✏
η0(s) → max

s∈C2
2π

!
✵⑤➜❅ò ➙ Ò ✷

ý✏þ ã❸ñ➻�➸ç➆â✭à❲ß❵æ➥å❘é✭ã❸ç➆ìÿä❍ç➆â✭â❿á❍ñ✭è✗ç➆ì✲î❵ñ▲é❿ç❲å❘ì❆❯❏❖➬◆▼■✦❑✌✧✪◆✦✩⑤❙✙✧▲■✖●✤✣✦✥★✧✪✩✬✫✞✩✕✔✢✭❍✧✪✩✪✣✕❖❁✥➫◆✖✣❄❉☞✮ ■☞✫✡✟✦ãêé þ å➮❖➫✣✕❖✚✮ú✩✬❖★■✖✭✕◆➈ç✕✝✼✻✭á❍ä❚é✭ã✒✂❤á
�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì❫ò❆✽➄✝❄✂❂ã❸ç➆ß✲ñ✭æêð❤Ñs✟✍á❬ä❍ç➆ß❵æ❸î å❘æ❸ñ❿ç❃�◗ç➆â✭à✰ß❵æ➥å❘é❿á➯é þ á➯è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à å➆ñ✖å ✴ Ô✾➪ ä❍ç➆ì✲ñ✭é✭â☞å❘ãêì✲á❍î ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì
è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à ò ❮Ïá❚é þ ç❂î❵ñ➂Ñ✚å➆î✼✂✈å❘ì♥é☞å✁✏❤á❍ñ➯å❘ì✲î➹î❅ã❋✹➯ä❚ß❵æêé✭ã❸á❍ñ★ç✁�➤é þ ã❸ñ★å❘è❵è❵â❿ç❤å➆ä þ å❘â❿áÿî❵á❚é☞å❘ãêæ❸á❍î ãêì✗✖ ➙✙✘ ò✚✟➛ç✢✟✍á✌✂❤á❚â➂Ñ
å➆ñ➛�➸å❘â➦å➆ñ➛✟✙á❬ä❍ç➆ß❵æ❸î❱ñ❿á❍á✈Ñ➠é þ ã❸ñ✰î❵ç❂á❍ñ✰ì✲ç➆é✰ç✁➱✳á❚â➦å❃✝✮á❚é✭é❿á❚â✖ä þ ç➆ã❸ä❍á✤�◗ç➆â✰é þ á➯ì❳ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ✏é✭â❿á➂å❘é✭à★á❚ì♥é✞�◗ç➆â✰é þ á
ä❍ç➆ì✲ñ✭ã❸î❵á❚â❿á❍î➦è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à ò➻➪▲ñ❿è✮á❍ä❚ã➥å❘æêæêð✆✟✦ãêé þ ç➆ß❵é➻✏✈ã✒✂❳ãêì✑✏➈ß❵è➦é þ á✸✝❵æ➥å➆ä▼✛✞✝✮ç✢✎➦å❘è❵è❵â❿ç❤å➆ä þ å❘ì✲î➦â❿á✌✟✦â✭ãêé✭ãêì✑✏❽é þ á❳❅ ❂ Ô
ñ❿ç✁�◗é▲✟✏å❘â❿á✈Ñ➬✟ þ ã❸ä þ ã❸ñ✬å❘æêà★ç✈ñ✭é✣ãêà☎è✗ç✈ñ❿ñ✭ã✒✝❵æ❸á✾�➸ç➆â✣ä❍ç➆à★á❚â❿ä❚ã➥å❘æ➄ñ❿ç✁�◗é▲✟✏å❘â❿á✈ò
ØsÙ✜✛ ✢➡ä✤✣✁å✦✥❄Ý✑â❍ä★✧✑à★â❍ä❇è✍✩
Þ➛ç✢✟ ✟✍á✙ãêì♥é✭â❿ç❂î❅ß✲ä❍á✏é þ á✏î❅ã❸ñ❿ä❚â❿á❚é✭ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì☎é þ å❘és✟✍á✙ß✲ñ❿á✙ãêì➦ç➆â❿î❵á❚â➠é❿ç➈î❵á❚é❿á❚â✭à☎ãêì✲á✣å➤ì♥ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ✷å❘è❵è❵â❿ç✢✎❂ãêà➯å❘é✭ã❸ç➆ì
é❿ç➦é þ á➀ç✕✝✼✻✭á❍ä❚é✭ã✒✂❤á✾�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì

η0(s)
ò

ëçì ➬ ì✬í ✪ ò❵Û✁ò✬✫ × ó Û✕ô✏✭❍ò ó ô❋Ú➫õ Ú✄✮ ó ï ×➢ð ➪➠➘
ý✏þ á➻�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì➦ñ✭è✷å➆ä❍á

C2
2π

ã❸ñ➄ãêì✼☎✲ì❵ãêé❿á☞☛➋î❅ãêà★á❚ì✲ñ✭ã❸ç➆ì✷å❘æ①ò ý✏þ ß✲ñ✐Ñ❀✟✙á✚ì✲á❍á❍î➦å✶☎✲ì❵ãêé❿á☞☛➋î❅ãêà★á❚ì✲ñ❿ã❸ç➆ì✷å❘æ❵å❘è❵è❵â❿ç✢✎❂ãêà➯å❘é✭ã❸ç➆ì
✟ þ ã❸ä þ ã❸ñ✣ñ✭ß❵ãêé☞å✁✝❵æ❸á➘�➸ç➆â✦é þ á➈ì♥ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ➄é✭â❿á➂å❘é✭à★á❚ì❳é➂ò ý✏þ ã❸ñ✦à★á➂å❘ì✲ñ✐Ñ✼✟✍á❽ì✲á❍á❍î å➛✥✼✭✯◆❸✭✕✫✿■✌✧✪◆☞✩✕✔✢✭✯✧✪✩⑤✣✕❖

p : û n →
C2

2π

Ñ û n ∋ X 7→ s(X)
Ñ✷ã①ò➼á✈òêÑ✲å☎Ó❳✲✑❅

s
ã❸ñ✣â❿á❚è❵â❿á❍ñ❿á❚ì♥é❿á❍î❆✝♥ð

n
î❵á✌✏✈â❿á❍á❍ñ➤ç✁�✇�◗â❿á❍á❍î❵ç➆à ò

ý✏þ á➀ì✲á☞✎❅é➤ñ✭é❿á❚èïã❸ñ✣é❿ç☎ãêì❳é✭â❿ç❳î❅ß✲ä❍á➦å➦è✷å❘â✭é✭ã❸ä❚ß❵æ➥å❘â❽å❘è❵è❵â❿ç✙✎❅ãêà➯å❘é✭ã❸ç➆ìÏß✲ñ❿ãêì✑✏
n
î❵á✌✏✈â❿á❍á❍ñ➤ç✁�s�◗â❿á❍á❍î❵ç➆à ò✏Ô➤ß✲á➀é❿ç

é þ á✖ñ✭à★ç❳ç➆é þ ì✲á❍ñ☞ñ✬è❵â❿ç➆è✗á❚â✭é✭ã❸á❍ñ➈ç✁�✙å★Ó❳✲✑❅➛Ñ✡ãêé➤ã❸ñ➤à★á➂å❘ì❵ãêì✑✏✕�❋ß❵æ❧é❿ç➧î❵ç➯é þ ã❸ñ➛á✈ò ✏✲ò➄✝♥ð è✗á❚â✭ã❸ç❳î❅ã❸ä✰Ó✍☛➋ñ✭è❵æêãêì✲á❍ñ➂ò➘➶❫á❚é
ß✲ñ✣î❵á❚ì✲ç➆é❿á✓✝❳ð

Ξn := {ξ1 ≤ · · · ≤ ξn}
Ñ
ξi ∈ [0, 2π]

å➦ñ❿á❚é✣ç✁�s✛❳ì✲ç➆é❿ñ➤å❘ì✲î❚✝♥ð
S(n; Ξn)

Ò



é þ á❲ñ❿è✷å➆ä❍á✰ç✁�ê✘❳ß✷å➆î❅â☞å❘é✭ã❸ä❲è✗á❚â✭ã❸ç❂î❅ã❸ä❲ñ✭è❵æêãêì✲á❍ñ➛ä❍ç➆â✭â❿á❍ñ✭è✗ç➆ì✲î❅ãêì✑✏❬é❿ç❬é þ á❁✛❂ì✲ç➆é❿ñ
Ξn
ò ý✏þ á✰è✷å❘â✭é✭ã❸ä❚ß❵æ➥å❘â➛ä þ ç➆ã❸ä❍á✖ç✁�

Ξn

Ñ❧ã①ò➼á✈òêÑ❧é þ á❬è❵â❿á❍ä❚ã❸ñ☞á✤✂✈å❘æêß✲á✿�◗ç➆â
n
å❘ì✲î❱é þ áÿä þ ç➆ã❸ä❍á✸å❘ì✲î❱æ❸ç❳ä➂å❘é✭ã❸ç➆ì➹ç✁�❳�◗â❿á❍á❬ç➆â✆☎✑✎❵á❍î➷✛❂ì✲ç➆é❿ñ➦î❵á❚è✮á❚ì✲î❵ñ☎ç✁�

ä❍ç➆ß❵â❿ñ❿á❽ç➆ìÿé þ á➛è❵â❿ç➆è✮á❚â✭é✭ã❸á❍ñ✬ç✁�❺é þ á➛ß❵ì✲î❵á❚â✭æêð❳ãêì✑✏➯è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à ò ý✏þ ã❸ñ✶✟✦ãêæêæç✝✮á➈î❵á❍ñ❿ä❚â✭ã✒✝✗á❍î➧ãêì➢✲❂á❍ä❚é✭ã❸ç➆ìïÐ❅ò ➙ ✝✮á❚æ❸ç✠✟➀ò
✟➤á❚ì✲ä❍á❁✟✍á❽â❿á❚è❵æ➥å➆ä❍á

(3.16)
✝❳ðÿé þ á❈●✕✩↕❑✙❙✌◆▼■✌✧▲■✖ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ìïè❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à

η0(sn) → max
sn∈S(n;Ξn)

!
✵⑤➜❅ò ➙ ❐ ✷

ý✏þ ã❸ñ✦à★á➂å❘ì✲ñ✬é þ å❘é❳✟✍á❲å❘â❿á✓�➸å➆ä❍á❍î❲✟✦ãêé þ å❘ì
m
☛➋î❅ãêà★á❚ì✲ñ❿ã❸ç➆ì✷å❘æ➄ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì➭è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à Ñ➬✟ þ á❚â❿á

m := n − 1
å❘ì✲î ✵⑤➜❅ò ➙ ❒ ✷

m := 2n − 3
✵⑤➜❅ò ➙✢➼ ✷

�➸ç➆â➀☎✑✎❅á❍î❃✛❳ì✲ç➆é➛ñ✭è❵æêãêì✲á❍ñ➤å❘ì✲î❲�◗â❿á❍á❁✛❂ì✲ç➆é✬ñ✭è❵æêãêì✲á❍ñ✬â❿á❍ñ✭è✗á❍ä❚é✭ã✒✂❤á❚æêð❤ò➀✽✜�▲ä❍ç➆ß❵â❿ñ❿á✈Ñ✷é þ á➀á☞✹➯ä❚ã❸á❚ì✲ä❚ð ç✁�✚å➦ì♥ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ
à★á❚é þ ç❂î➭ä❚â✭ß✲ä❚ã➥å❘æêæêðÏî❵á❚è✮á❚ì✲î❵ñ➈ç➆ìÏé þ á✖î❅ãêà★á❚ì✲ñ❿ã❸ç➆ì

m
ò ý✏þ ß✲ñ➂Ñ✗ãêé➘✟✦ãêæêæ✇✝✗á➦å❘ì➭ãêà☎è✗ç➆â✭é☞å❘ì♥é➈é☞å➆ñ✖✛ é❿ç➧ä þ ç❂ç✈ñ❿á

nãêì✒å❘ì❀å❘è❵è❵â❿ç➆è❵â✭ã➥å❘é❿á✞✟✙å➂ð❤ò ý✏þ ã❸ñ➄✟✦ãêæêæ❧✝✗á❲î❵á❍ñ❿ä❚â✭ã✒✝✗á❍îïæ➥å❘é❿á❚â➂ò ý✏þ á➦ä þ å❘â☞å➆ä❚é❿á❚â❽ç✁�✚é þ á✖ç➆â✭ã✒✏✈ãêì✷å❘æ➠ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì
è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à ✵❋ì✲ç➆ì❵æêãêì✲á➂å❘â✬ß❵ì❵â❿á❍ñ✭é✭â✭ã❸ä❚é❿á❍î è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à ✷ ã❸ñ✣ç✁�❧ä❍ç➆ß❵â❿ñ☞á❽ì✲ç➆é✣ä þ å❘ì✑✏❤á❍î✳ò
ëçì ➬ ì ➬ ➘ Ú✯✫✚✰ ÷➾ó ò ó ô❋Ú★õ✃ò➬ñ✲✱➀ñ ÷ ô❋Ü✴✳ÿØ✃õ✃ò✬✫❊ô✜☞♥Ý
✗ ìÏè❵â✭ãêì✲ä❚ãêè❵æ❸á✈Ñ✇✟✍á☎ä❍ç➆ß❵æ❸î❀ß✲ñ☞á★å❘ì♥ð❀î❅ã❸ñ❿ä❚â❿á❚é✭ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì➌�➸ç➆â❽é þ á➦ãêì✲ñ✭é☞å❘é✭ã❸ç➆ì✷å❘â✭ð❤Ñ❫ãêì✲ä❍ç➆à☎è❵â❿á❍ñ❿ñ❿ã✒✝❵æ❸á★Þ➛å✢✂❳ã❸á❚â❸☛✳✲❳é❿ç✕✛❤á❍ñ
á✙✘❳ß✷å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ➂ò ý✏þ ã❸ñ✬ã❸ñ✜✝♥ð✸ì✲ç✠✟✂è✷å❘â✭é➛ç✁�▲å❈✟✍á❚æêæ❋☛➋á❍ñ✭é☞å✁✝❵æêã❸ñ þ á❍î❆☎✷á❚æ❸î➭ä➂å❘æêæ❸á❍î➉Ï➻✣✕✫➄✥➫❯✼✧❇✭✯✧✪✩⑤✣✕❖➫✭✕✮✶✵✱✮ ❯❘✩✪●✆✷❁þ✕❖➫✭✕✫➮✩✪❙✌❑
❒✦Ï✸✵✹✷➀Ð❘ò➆Þ➛ç➆é❿á✈Ñ þ ç✢✟✙á✌✂❤á❚â➂Ñ♥é þ å❘é➻✟✙á þ å✙✂❤á✬å❘ì☎ãêì✲ñ✭é☞å❘é✭ã❸ç➆ì✷å❘â✭ð❤Ñ♥ì✲ç➆ì❵æêãêì✲á➂å❘â✍➜➆î➦è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à å❘é þ å❘ì✲î➮✟ þ ã❸ä þ ä➂å❘ì❵ì✲ç➆é
✻③ß✲ñ✭é✶✝✮á➈ñ❿ç➆æ✒✂❤á❍î❲✝❳ð✻✺➼ì♥ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ✇✝❵â✭ß❵é❿á➘�◗ç➆â❿ä❍á✯➽êò✟❮Ïç➆â❿á❍ç✢✂❤á❚â➂Ñ✲é þ á➈ì♥ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ➄ñ❿ç➆æêß❵é✭ã❸ç➆ì ç✁�➠é þ á❽Þ➛å✢✂❳ã❸á❚â❸☛✳✲❳é❿ç✕✛❤á❍ñ
á✙✘❳ß✷å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ✣ä❍ç➆ãêì✲ä❚ã❸î❵á✓✟✦ãêé þ é þ á❽á✌✂✈å❘æêß✷å❘é✭ã❸ç➆ì ç✁�➠é þ á➈ç✕✝✼✻✭á❍ä❚é✭ã✒✂❤á✾�❋ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì ç✁�➠é þ á❽ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ìïè❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚àá�➸ç➆â
✣✕❖★■ÿè✷å❘â✭é✭ã❸ä❚ß❵æ➥å❘â➦Ó❳✲✑❅➛ò ý✏þ ãêì✑✛❳ãêì✑✏✒ç✁�➛å❘ì❱ãêé❿á❚â☞å❘é✭ã✒✂❤áÿç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì➹à★á❚é þ ç❳î✳Ñ✟ç➆ì✲á þ å➆ñ✖é❿ç➭á☞✎❅è✗á❍ä❚é➦åïæ➥å❘â✖✏❤á
ì♥ß❵à✆✝✮á❚â➛ç✁�➠é þ á❍ñ☞á❽á✌✂➆å❘æêß✷å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ➈å❘ì✲î þ á❚ì✲ä❍á➀á☞✹➯ä❚ã❸á❚ì✲ä❚ð✸ã❸ñ✬å✖à➯å❀✻✭ç➆â✣é☞å❘â✖✏❤á❚é þ á❚â❿á✈ò

RANSE Comet

Euler

Vortex-Lattice MethodLaplace

N-S eqn.

❂ ã✒✏✈ß❵â❿á✓➟ ➴ ✟➤ã❸á❚â☞å❘â❿ä þ ð ç✁�❧à★á❚é þ ç❂î❵ñ➂ò

➚➶ä❍ç➆à☎à★ç➆ì➌✟✙å➂ð➭ç✁�✍ñ☞ç➆æ✒✂❳ãêì✑✏❲➪✱✘❳ì❫ò ✵⑤➜❅ò❣➜ ✷ å❘æ❸ñ❿ç❈�➸ç➆â➈ä❍ç➆à☎è❵æ❸á☞✎➢✏❤á❍ç➆à★á❚é✭â✭ã❸á❍ñ❲å❘â❿á ❂ ãêì❵ãêé❿á✞➪▲æ❸á❚à★á❚ì♥é✿✵ ❂ ➪ ✷ ç➆â❂ ãêì❵ãêé❿á❳✰▲ç➆æêß❵à★á✞✵ ❂ ✰ ✷ à★á❚é þ ç❂î❵ñ➂ò ❂ ç➆â✚é þ á✜✰✓✲ ✴ Ñ❍✰▲ç➆ãêé þ❬þ å➆ñ✍å➆î✲å❘è❵é❿á❍î➧å❽ä❍ç➆à☎à★á❚â❿ä❚ã➥å❘æ ❂ ✰➄☛➋ä❍ç❳î❵á✆✵❇❅✙ç➆à★á❚é ✵© ✷å❘ì✲î é þ ã❸ñ★ã❸ñ➦ãêì❳é❿á❚ì✲ñ❿á❚æêð ß✲ñ❿á❍î✄�➸ç➆â☎â❿á❍ñ❿á➂å❘â❿ä þ å❘ì✲î î❵á✌✂❤á❚æ❸ç➆è❵à★á❚ì♥é➂ò✼✟➛ç✢✟✙á✌✂❤á❚â➂Ñ✙é þ á ñ✭ãêà❲ß❵æ➥å❘é✭ã❸ç➆ì✫ç✁�➛é þ á✺�◗ß❵æêæ
à★ç❂î❵á❚æ➤ñ✭é✭ãêæêæ➛é☞å✁✛❤á❍ñ➯ãêì✫é þ á➭ç➆â❿î❵á❚âÿç✁�❲î✲å❍ð❅ñ➂Ñ✦ñ❿ç é þ å❘é➯ãêì é þ áïä❚ß❵â✭â❿á❚ì❳éÿñ❿é☞å❘é❿á❃✟✍áÏî❵ç ì✲ç➆é➯ð❤á❚é➧ß✲ñ❿á➭å ❂ ✰
ñ❿ä þ á❚à★á✞�◗ç➆â➈é þ á➦Þ➛å✢✂❳ã❸á❚â❸☛✳✲❳é❿ç✕✛❤á❍ñ❲á✙✘♥ß✷å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ➘�➸ç➆â➈é þ á✖ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì❫ò✖Ó✙ðïãêì❳é✭â❿ç❳î❅ß✲ä❚ãêì✑✏ ñ✭ãêà☎è❵æêã❋☎✷ä➂å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ✖å➆ñ
ñ þ ç✠✟✦ì❱ãêì ❂ ã✒✏✈ß❵â❿á❲➟Ïé þ á➯í✲ß❵ã❸î í✷ç✠✟ ä➂å❘ì✄✝✗á➧î❵á❍ñ❿ä❚â✭ã✒✝✮á❍î✄✝❳ð é þ á❲➪✟ß❵æ❸á❚â❸☛➋á✙✘❳ß✷å❘é✭ã❸ç➆ì ç➆â✞�◗ç➆â➛✥✼✣✯✧▲■☞❖➫✧✪✩✪✭✕✮✯✽➀✣✿✾
✝♥ð✒é þ á✺➶➄å❘è❵æ➥å➆ä❍á☞☛➋á✙✘❳ß✷å❘é✭ã❸ç➆ì❫ò ❂ ç➆â✰é þ á❬ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì✄✟✙á➯ß✲ñ☞á❬å❲�①å➆ñ✭é✆✰▲ç➆â✭é❿á☞✎❏☛▲➶➄å❘é✭é✭ã❸ä❍á➧à★á❚é þ ç❂î✳Ñ❧✟ þ ã❸ä þ ã❸ñ

❐



î❵á❍ñ❿ä❚â✭ã✒✝✗á❍î❲✝✮á❚æ❸ç✠✟➀ò ý✏þ á ❂ ✰ à★á❚é þ ç❂î❵ñ✬å❘ì✲î á☞✎❅è✗á❚â✭ãêà★á❚ì♥é❿ñ➤å❘â❿á➈ß✲ñ☞á❍îÿæ➥å❘é❿á❚â✶�◗ç➆â➀✂✈å❘æêã❸î✲å❘é✭ã❸ç➆ì❫ò ✗ ì➢✲❂á❍ä❚é✭ã❸ç➆ì❃➟✲ò ➟
é þ ã❸ñ✣ñ✭é✭â☞å❘é❿á✌✏✈ðÿã❸ñ✣á☞✎❅è❵æ➥å❘ãêì✲á❍î✸ãêìïî❵á❚é☞å❘ãêæ①ò
î➛ï ×❁❀➈Ú✡Û ó ×❃❂✶�❅❄✱ò ó✙ó ô✏☞❤×❆✫ × ó ï Ú✳Ü ì ý✏þ á✣é þ á❍ç➆â✭ð★ç✁�❫è✗ç➆é❿á❚ì♥é✭ã➥å❘æ✷í✷ç✢✟✣ñ✦å❘ì✲î★é þ á➀✂❤ç➆â✭é❿á☞✎❘☛①æ➥å❘é✭é✭ã❸ä❍á➛à★á❚é þ ç❳î➯ã❸ñ
ç➆ß❵é✭æêãêì✲á❍î ãêìÏî❵á❚é☞å❘ãêæ➄ãêì❇✖ ➼✿✘ ò ý✏þ á❲å➆î✲å❘è❵é✭ã❸ç➆ìÏé❿ç☎é þ á➛✰✓✲ ✴ å❘ì✲î é þ á❲ä❍ç❂î❵á✓✟✙á➀ß✲ñ❿á❽ã❸ñ➤á☞✎❂è❵æ➥å❘ãêì✲á❍îïãêì❇✖ ❒ ✘ ò ý✏þ á
é þ á❍ç➆â✭ð☎ç✁�✳è✮ç➆é❿á❚ì❳é✭ã➥å❘æ✲í✷ç✢✟✫ã❸ñ✱✝✷å➆ñ❿á❍î➯ç➆ì★é þ á➤å➆ñ❿ñ❿ß❵à☎è❵é✭ã❸ç➆ì✲ñ▲é þ å❘é✚é þ á✦í✲ß❵ã❸î☎ã❸ñ▲ãêì✲ä❍ç➆à☎è❵â❿á❍ñ❿ñ❿ã✒✝❵æ❸á✈Ñ♥ãêì❏✂❳ã❸ñ❿ä❚ã❸î➧å❘ì✲î
ãêâ✭â❿ç➆é☞å❘é✭ã❸ç➆ì✷å❘æ①ò✆❐ á➦å❘æêâ❿á➂å➆î❅ð➭æêãêà☎ãêé❿á❍î✒ç➆ß❵â❽ä❍ç➆ì✲ñ✭ã❸î❵á❚â☞å❘é✭ã❸ç➆ì é❿ç➧é þ á✖ãêì✲ä❍ç➆à☎è❵â❿á❍ñ❿ñ✭ã✒✝❵æ❸á➮✂❤á❚â❿ñ✭ã❸ç➆ì✒ç✁�✍é þ á➦Þ➈å✙✂❂ã❸á❚â❸☛
✲❳é❿ç✕✛❤á❍ñ✬á✙✘❳ß✷å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ➂ò▲Þ➛ç✢✟➐✟✍á❽ãêì❳é✭â❿ç❳î❅ß✲ä❍á❲é þ á❲å➆î❵î❅ãêé✭ã❸ç➆ì✷å❘æ➠å➆ñ❿ñ❿ß❵à☎è❵é✭ã❸ç➆ì❫Ñ❵é þ å❘é➀�➸ç➆â✏í✷ç✢✟✣ñ➤å❘é þ ã✒✏ þ ×✬á❚ð❂ì✲ç➆æ❸î❵ñ
ì♥ß❵à✆✝✮á❚â❿ñ

Re ∼ 1
ν

é þ á★á☞➱✳á❍ä❚é❿ñ❽ç✁�✶✂❳ã❸ñ❿ä❍ç✈ñ❿ãêé➋ð❀ä➂å❘ì➌✝✮á✖ì✲á✌✏✈æ❸á❍ä❚é❿á❍î ç➆ß❵é❿ñ❿ã❸î❵á➦é þ ãêì➌✝✮ç➆ß❵ì✲î✲å❘â✭ð❀æ➥å❍ð❤á❚â❿ñ✰å❘â❿ç➆ß❵ì✲î
é þ á❁✝❵æ➥å➆î❵á❍ñ❽å❘ì✲î➭é þ á❚ãêâ✜✟✏å✁✛❤á❍ñ➂ò ❂ ç➆â➛é þ á❁✏✈ã✒✂❤á❚ìÏè❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à é þ á✆×➤á❚ð❳ì✲ç➆æ❸î❵ñ✬ì♥ß❵à➛✝✗á❚â➈ã❸ñ✬ãêì➭é þ á❲ç➆â❿î❵á❚â➈ç✁�

107 ò
❈ ã✒✂❤á❚ì å❘ì✒ãêâ✭â❿ç➆é☞å❘é✭ã❸ç➆ì✷å❘æ✍ãêì❅í✷ç✢✟➶é❿ç é þ á☎î❵ç➆à➯å❘ãêì ß❵ì✲î❵á❚â❲ä❍ç➆ì✲ñ✭ã❸î❵á❚â☞å❘é✭ã❸ç➆ì❫Ñ❺é þ á➦í✲ß❵ã❸î✒â❿á❚à➯å❘ãêì✲ñ❽ãêâ✭â❿ç➆é☞å❘é✭ã❸ç➆ì✷å❘æ①ò
✲❳ß✲ä þ å➦í✷ç✠✟

~u
ä➂å❘ì❆✝✗á❲î❵á❍ñ❿ä❚â✭ã✒✝✗á❍î➭å➆ñ✬é þ á❁✏✈â☞å➆î❅ã❸á❚ì❳é➈ç✁�✚å★è✮ç➆é❿á❚ì❳é✭ã➥å❘æ✃�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì

Φ : û 3 → û ò❊❉➛ñ✭ãêì✑✏★é þ ã❸ñ✐Ñé þ á➀ä❍ç➆ì❳é✭ãêì♥ß❵ãêé➋ð➭á✙✘♥ß✷å❘é✭ã❸ç➆ì❃✝✗á❍ä❍ç➆à★á❍ñ✦é þ á❁➶❺å❘è❵æ➥å➆ä❍á❲á✙✘❳ß✷å❘é✭ã❸ç➆ì ➴

∆Φ = ∇ · ~u = 0
ò ✵⑤➜❅ò ❰✈Õ ✷

✲❳ãêì✲ä❍á➦é þ ã❸ñ➈ã❸ñ❽å❬æêãêì✲á➂å❘â➀á✙✘♥ß✷å❘é✭ã❸ç➆ì✒é þ á➦ñ❿ç➆æêß❵é✭ã❸ç➆ì ä➂å❘ì➌✝✗á✰ç✕✝❵é☞å❘ãêì✲á❍î➡✝♥ðïæêãêì✲á➂å❘â➀ä❍ç➆à✆✝❵ãêì✷å❘é✭ã❸ç➆ì ç✁�✙ñ☞ç➆æêß❵é✭ã❸ç➆ì✲ñ➂Ñ
ã①ò➼á✈òêÑ✳é þ á☎è❵â✭ãêì✲ä❚ãêè❵æ❸á➯ç✁�✙ñ✭ß❵è✗á❚â✭è✮ç✈ñ❿ãêé✭ã❸ç➆ì❫ò❋✟➛á❚â❿á➮✟✍á★ß✲ñ❿á✞✂❤ç➆â✭é✭ã❸ä❍á❍ñ❲ç➆ì✒é þ á➮✝❵æ➥å➆î❵á☎ñ✭ß❵â❸�①å➆ä❍á❃✵✬✝✮ç➆ß❵ì✲î➡✂❤ç➆â✭é✭ã❸ä❍á❍ñ ✷å❘ì✲î✒é þ á✔✟✏å✁✛❤á➢✵P�◗â❿á❍á✔✂❤ç➆â✭é✭ã❸ä❍á❍ñ ✷ ò❲✲❂á✌✂❤á❚â☞å❘æê✝✗ç➆ß❵ì✲î✲å❘â✭ð❀ä❍ç➆ì✲î❅ãêé✭ã❸ç➆ì✲ñ þ å✙✂❤á➯é❿ç❚✝✮á☎ñ✜å❘é✭ã❸ñ❸☎✷á❍î✳ò ý✏þ ç✈ñ❿á❬å❘â❿á☎é þ áé✭ãêà★á➀î❵á❚è✗á❚ì✲î❵á❚ì✲î❚✛❂ãêì✲á❚à➯å❘é✭ã❸ä❁✝✗ç➆ß❵ì✲î✲å❘â✭ð➧ä❍ç➆ì✲î❅ãêé✭ã❸ç➆ì

~u(x) · ~n(x) = ~va(x) · ~n(x), x ∈ ∂B,
✵⑤➜❅ò ❰ ➙ ✷

å❘ì✲î
lim

r(x)→∞
(∇Φ(x)) = 0,

✵⑤➜❅ò ❰✈❰ ✷
✟ þ á❚â❿á

r(x)
î❵á❚ì✲ç➆é❿á❍ñ✦é þ á❽î❅ã❸ñ✭é☞å❘ì✲ä❍á❽ç✁�

x
é❿ç➦é þ á✾✝❵æ➥å➆î❵á➀å❘ì✲î❲✟✙å✁✛❤á✈ò ý✏þ á✾✂❂ã❸ñ❿ä❍ç➆ß✲ñ✦á☞➱✳á❍ä❚é❿ñ✦ì✲á➂å❘â✦é þ á✾✝❵æ➥å➆î❵á❍ñ

å❘ì✲î➝✟✙å✁✛❤á❍ñ✰å❘â❿á➦ãêì♥é✭â❿ç❂î❅ß✲ä❍á❍î➌✝♥ðÏé þ á☎á❚à☎è❵ãêâ✭ã❸ä➂å❘æ❍●➈ß❵é✭é☞åÿä❍ç➆ì✲î❅ãêé✭ã❸ç➆ì❫Ñ➾✟ þ ã❸ä þ ñ✭é☞å❘é❿á❍ñ➈é þ å❘é❽é þ á❚â❿á☎ã❸ñ➈ì✲ç❬í✷ç✠✟
å❘â❿ç➆ß❵ì✲î➦é þ á✏é✭â☞å❘ãêæêãêì✑✏❲á❍î✼✏❤á✏ç✁�✡é þ á✶✝❵æ➥å➆î❵á❍ñ✐Ñ✈ã①ò➼á✈òêÑ✈é þ á✙í✷ç✢✟➹ã❸ñ❧è✷å❘â☞å❘æêæ❸á❚æ✷é❿ç➤é þ á✏é✭â☞å❘ãêæêãêì✑✏➀á❍î✼✏❤á✈ò✱✲❳ãêì✲ä❍á✏é þ á✶✟✏å✁✛❤á
✂❤ç➆â✭é✭ã❸ä❍á❍ñ➤à❲ß✲ñ✭é➘✝✮á✓�❋â❿á❍á✰ç✁�❧æ❸ç❤å➆î✳Ñ✡é þ á❚ãêâ✬è✗ç✈ñ✭ãêé✭ã❸ç➆ì❀å❘ì✲î à★ç✢✂❤á❚à★á❚ì❳é➈ã❸ñ➤î❵á❚â✭é❿á❚â✭à☎ãêì✲á❍î➢✝♥ð✸é þ á❲æ❸ç❳ä➂å❘æ✇✂❤á❚æ❸ç❳ä❚ãêétð❤ò
ý✏þ á✏ñ✭é✭â❿á❚ì✑✏✈é þ ç✁�✷é þ á✍✟✙å✁✛❤á✶✂❤ç➆â✭é✭ã❸ä❍á❍ñ❧ã❸ñ❧î❵á❚é❿á❚â✭à☎ãêì✲á❍î➮✝♥ð ý✏þ ç➆à★ñ☞ç➆ì➾➽➼ñ❧é þ á❍ç➆â❿á❚à■✖ ➼❏✘ ò ý✏þ á✶➶➄å❘è❵æ➥å➆ä❍á✦á✙✘❳ß✷å❘é✭ã❸ç➆ì
î❵ç❂á❍ñ➤ì✲ç➆é❽ä❍ç➆ì❳é☞å❘ãêì✒é✭ãêà★á✖î❵á❚è✗á❚ì✲î❵á❚ì✲ä❚ð❤ò ý✏þ ã❸ñ➈ã❸ñ➛ãêì♥é✭â❿ç❂î❅ß✲ä❍á❍î❀é þ â❿ç➆ß✑✏ þ é þ á✆✝✗ç➆ß❵ì✲î✲å❘â✭ð➭ä❍ç➆ì✲î❅ãêé✭ã❸ç➆ì✲ñ✐ò✆✽➤ì✲ä❍á
é þ á➘✂❤á❚æ❸ç❳ä❚ãêétð❬ã❸ñ✏ä➂å❘æ❸ä❚ß❵æ➥å❘é❿á❍î✳Ñ❵é þ á➛è❵â❿á❍ñ❿ñ❿ß❵â❿á

p
å❘ì✲îÿé þ á➛æ❸ç❤å➆î❵ñ✦ä➂å❘ì❲✝✮á➛ä➂å❘æ❸ä❚ß❵æ➥å❘é❿á❍î❚✝♥ð❬ß✲ñ✭ãêì✑✏➦é þ á➈Ó✙á❚â✭ì✲ç➆ß❵æêæêã❋☛

á✙✘❳ß✷å❘é✭ã❸ç➆ì➭å❘ì✲î✸é þ á❑●➈ß❵é✭é☞å❀☛▼▲❤ç➆ß✑✛❤ç✠✂❂ñ▼✛❳ã❺é þ á❍ç➆â❿á❚à◆✖ ➼❖✘ ò
❂ ç➆â➛ì♥ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ✟ä➂å❘æ❸ä❚ß❵æ➥å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ➈é þ á➀è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à ã❸ñ➤î❅ã❸ñ☞ä❚â❿á❚é✭ãêë➂á❍î✳ò❳✰▲ç➆â✭é✭ã❸ä❍á❍ñ❽å❘â❿á➀è❵æ➥å➆ä❍á❍îÏç➆ì❀å★æ➥å❘é✭é✭ã❸ä❍á✰ç➆ì➭é þ á

✝❵æ➥å➆î❵á➛ñ✭ß❵â❸�➸å➆ä❍á✈ò ❂ ã✒✏✈ß❵â❿á➤Ð❲ñ þ ç✢✟✣ñ✏ñ✭ß✲ä þ å❁✂❤ç➆â✭é❿á☞✎➯ñ❿ä þ á❚à★á➛ç✁�❫ç➆ì✲á✜✝❵æ➥å➆î❵á➛å❘ì✲î➯ãêé❿ñê✟✙å✁✛❤á➈å❀�❋é❿á❚â✍é▲✟✍ç✰è❵â❿ç➆è✗á❚æêæ❸á❚â
é✭ß❵â✭ì✲ñ➂ò ý✏þ á✣á✙✘❳ß✷å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ✍î❵á❍ñ☞ä❚â✭ã✒✝✮á❍î➯å✁✝✗ç✢✂❤á þ å✙✂❤á✣é❿ç❁✝✮á✣ñ✜å❘é✭ã❸ñ❸☎✷á❍î★ç➆ì❬å➈ñ❿ç✁☛➋ä➂å❘æêæ❸á❍î❬ä❍ç➆æêæ❸ç❳ä➂å❘é✭ã❸ç➆ì❬è✮ç➆ãêì❳é▲ãêì➯á➂å➆ä þ
á❚æ❸á❚à★á❚ì♥é➛ç✁�➠é þ á✓☎✑✎❅á❍î❲✂❤ç➆â✭é❿á☞✎✸æ➥å❘é✭é✭ã❸ä❍á✈ò ý✏þ ã❸ñ✜✏✈ã✒✂❤á❍ñ✦æêãêì✲á➂å❘â✬á✙✘❳ß✷å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ✣é❿ç✔✝✗á❽ñ❿ç➆æ✒✂❤á❍î

AΓ = b
Ñ ✵⑤➜❅ò ❰✯➜ ✷

✟ þ á❚â❿á
A
î❵á❚ì✲ç➆é❿á❍ñÿå à➯å❘é✭â✭ã❋✎ å➆ä❍ä❍ç➆â❿î❅ãêì✑✏ é❿ç é þ á❆✏❤á❍ç➆à★á❚é✭â✭ð ç✁�➀é þ á❆✝❵æ➥å➆î❵á✈Ñ

Γ
ã❸ñ❬é þ áÏñ✭é✭â❿á❚ì✑✏✈é þ ç✁�➀é þ á

✝✗ç➆ß❵ì✲î❃✂❤ç➆â✭é✭ã❸ä❍á❍ñ❽å❘ì✲î
b
ã❸ñ➤é þ á➀â✭ã✒✏ þ é❸☛ þ å❘ì✲îÏñ❿ã❸î❵á❁✏✈ã✒✂❤á❚ìÏé þ â❿ç➆ß✑✏ þ é þ á✰ãêì❅í✲ß✲á❚ì✲ä❍á✰ç✁�✟é þ á➛�❋â❿á❍á➛✂❤ç➆â✭é✭ã❸ä❍á❍ñ➂Ñ✡é þ á

ãêì❅í✷ç✢✟
va

å❘ì✲îÏé þ á➮✝✗ç➆ß❵ì✲î✲å❘â✭ð➭ä❍ç➆ì✲î❅ãêé✭ã❸ç➆ì✲ñ➂ò✔✲❳ãêì✲ä❍á✖é þ á➮✝❵æ➥å➆î❵á✞✏❤á❍ç➆à★á❚é✭â✭ðÏî❵ç❂á❍ñ➈ì✲ç➆é❽ä þ å❘ì✑✏❤á✈Ñ❫é þ á✖à➯å❘é✭â✭ã❋✎
A
ã❸ñ✣ãêì❄✂❤á❚â✭é❿á❍î❀å❘ì✲î ñ❿ç➆æ✒✂❂ãêì✑✏★é þ á✰á✙✘♥ß✷å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ✬â❿á❍î❅ß✲ä❍á❍ñ✬é❿ç➯å☎à➯å❘é✭â✭ã❋✎❏☛❇✂❤á❍ä❚é❿ç➆â❸☛①à✰ß❵æêé✭ãêè❵æêã❸ä➂å❘é✭ã❸ç➆ì ãêì➭ñ✭ß✑✝✲ñ☞á✙✘♥ß✲á❚ì❳é

é✭ãêà★á❍ñ✭é❿á❚è✲ñ➂ò☛✟➤ç✠✟✍á✌✂❤á❚â➂Ñ✗é þ á✖á☞✎❂è✗á❚ì✲ñ✭ã✒✂❤á❲è✷å❘â✭é➤ã❸ñ➤é❿ç➯ä❍ç➆à☎è❵ß❵é❿á✖é þ á➛�❋â❿á❍á➛✂❤ç➆â✭é❿á☞✎❆✟✙å✁✛❤á➦å❘ì✲îïãêé❿ñ➤ãêì❅í✲ß✲á❚ì✲ä❍á✖é❿ç
é þ á❽â✭ã✒✏ þ é❸☛ þ å❘ì✲îïñ✭ã❸î❵á

b
ò

❒



❂ ã✒✏✈ß❵â❿á❲Ð ➴ ✰▲ç➆â✭é❿á☞✎✸æêãêì✲á❍ñ✬ç✁�❧é þ á✾✝❵æ➥å➆î❵á❲å❘ì✲î❚✟✏å✁✛❤á✈ò
P ◗ ú➮Ó⑦➧❧÷✮ü❿û❧Õ❳➺➝Ò➋➸✰ö✡ü❡Ó ü▼Ô❧Õ✏ö✡ü☞ø✣õ
❐ á þ å✙✂❤á➈ì✲ç✠✟➩î❵á❍ñ❿ä❚â✭ã✒✝✮á❍î➧é þ á➈î❅ã❸ñ❿ä❚â❿á❚é✭ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì é þ å❘é✦á❚ì✷å✁✝❵æ❸á❍ñ✦ß✲ñ✙é❿ç✖è✗á❚â❸�◗ç➆â✭à å❘ì å❘è❵è❵â❿ç✙✎❅ãêà➯å❘é❿á➀á✌✂✈å❘æêß✷å❘é✭ã❸ç➆ì
ç✁�✗é þ á✣ç✕✝✼✻③á❍ä❚é✭ã✒✂❤á❳�❋ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì❫ò✟Þ➛á☞✎❅é➻✟✍á✣î❵á❍ñ❿ä❚â✭ã✒✝✗á✦é þ á✣ä þ ç➆ã❸ä❍á✬ç✁�✳é þ á✣ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì➧à★á❚é þ ç❳î❈✟ þ ã❸ä þ ã❸ñ✱✝✷å➆ñ❿á❍î
ß❵è✗ç➆ìÏé þ ã❸ñ❽á✌✂✈å❘æêß✷å❘é✭ã❸ç➆ì❫ò✔✽✜�✙ä❍ç➆ß❵â❿ñ❿á✈Ñ✳é þ á➦î❵á❍ä❚ã❸ñ✭ã❸ç➆ì➌✟ þ ã❸ä þ à★á❚é þ ç❂î➭ã❸ñ➀å❘è❵è❵â❿ç➆è❵â✭ã➥å❘é❿á þ á➂å✙✂❂ãêæêðÏî❵á❚è✗á❚ì✲î❵ñ❽ç➆ì
é þ á❽è❵â❿ç➆è✗á❚â✭é✭ã❸á❍ñ✬ç✁�❧é þ á❽ç✕✝✼✻③á❍ä❚é✭ã✒✂❤á✓�❋ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì❫Ñ✚✟ þ ã❸ä þ ✟✙á➀î❵á❍ñ❿ä❚â✭ã✒✝✗á✾☎✲â❿ñ✭é➂ò
❘✱Ù▲Ú ❙❚✥❄è✸❯➀Ý✬✥✯â❍ä❇Ý❱✣❲è✸❲❁â❍Ü✱Ý✼❳❆❨❬❩✁Ý✚å❘â❍ä★❭✃Ý❫❪❍❴❍✩êå❘â❍ä▲è✍✩
✗ ì➣✲❂á❍ä❚é✭ã❸ç➆ì➐➜❅Ñ✜✟✍á þ å✢✂❤á✒î❵á❍ñ❿ä❚â✭ã✒✝✮á❍î➞é þ áÏà➯å❘é þ á❚à➯å❘é✭ã❸ä➂å❘æ➀à★ç❂î❵á❚æêæêãêì✑✏ ð❂ã❸á❚æ❸î❅ãêì✑✏ é þ á✒ç✕✝✼✻③á❍ä❚é✭ã✒✂❤á➠�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì
ß❵ì✲î❵á❚â✦ä❍ç➆ì✲ñ✭ã❸î❵á❚â☞å❘é✭ã❸ç➆ì❫ò ✗ é✚ã❸ñ✏ä❚æ❸á➂å❘â✸�◗â❿ç➆à✪é þ á➛î❵á❍ñ❿ä❚â✭ãêè❵é✭ã❸ç➆ì✸é þ á❚â❿á➛é þ å❘é✣å❘ìÿå❘ì✷å❘æêð❂é✭ã❸ä➂å❘æ✳ãêì❄✂❤á❍ñ❿é✭ã✒✏♥å❘é✭ã❸ç➆ì ç✁�➄é þ á
è❵â❿ç➆è✗á❚â✭é✭ã❸á❍ñ✍ç✁�✳é þ á✬ç✕✝✼✻✭á❍ä❚é✭ã✒✂❤á➀�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì➯ã❸ñ✙å➀î❵á❚æêã❸ä➂å❘é❿á✬é☞å➆ñ✖✛✮ò❧❮Ïç➆â❿á❍ç✢✂❤á❚â➂Ñ❂é þ á✣ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì å❘æ✒✏❤ç➆â✭ãêé þ à✪ß✲ñ❿á❍ñ
é þ á❬ì♥ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ✣å❘è❵è❵â❿ç✙✎❅ãêà➯å❘é✭ã❸ç➆ì➹ç✁�✣é þ á❬ç✕✝✼✻✭á❍ä❚é✭ã✒✂❤á❈�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì❫ò✻✟➛á❚ì✲ä❍á✈Ñ❧✟✍á✿�◗ç❂ä❚ß✲ñ❲ç➆ì❱é þ á★à➯å❘é þ á❚à➯å❘é✭ã❸ä➂å❘æ
è❵â❿ç➆è✗á❚â✭é✭ã❸á❍ñ❽ç✁�✚é þ á✖ì♥ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ✍å❘è❵è❵â❿ç✢✎❂ãêà➯å❘é✭ã❸ç➆ì ç➆ì❵æêð❤ò❽❮Ïç➆â❿á❍ç✢✂❤á❚â➂Ñ➄ñ✭ãêì✲ä❍á✞✟✍á✖ß✲ñ❿á✰é þ á✖ñ❿ãêà❲ß❵æ➥å❘é✭ã❸ç➆ì ñ❿ä þ á❚à★á
à★á❚â❿á❚æêð å➆ñ❲å➷❉☞✮✒✭❍❙✙❵➠❉▼✣✁❛ é❿çïä❍ç➆à☎è❵ß❵é❿á❬å❘ì å❘è❵è❵â❿ç✢✎❂ãêà➯å❘é✭ã❸ç➆ì ç✁�✙é þ á➯ç✕✝✼✻③á❍ä❚é✭ã✒✂❤á➮�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì

η0(s)
✟✍á★ä➂å❘ì❵ì✲ç➆é

î❅ã❸ñ✭é✭ãêì✑✏✈ß❵ã❸ñ þ ✝✗á❚é▲✟✙á❍á❚ì✂å❘ì✷å❘æêð❳é✭ã❸ä➂å❘æ❽è❵â❿ç➆è✗á❚â✭é✭ã❸á❍ñ✸ç✁�✰é þ áÏé☞å❘â✖✏❤á❚é✺�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì å❘ì✲î á☞➱✳á❍ä❚é❿ñ✸ç✁�❲é þ áÏì♥ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ
ñ✭ãêà✰ß❵æ➥å❘é✭ã❸ç➆ì❫ò➄✽✜�▲ä❍ç➆ß❵â❿ñ❿á✈Ñ✚✟✙á þ å✢✂❤á❲é❿ç✿✝✮á❲å✢✟✙å❘â❿á✖ç✁�▲é þ á✓�①å➆ä❚é➂Ñ✲é þ å❘é➛î❵á☞☎✷ä❚ã❸á❚ì✲ä❚ã❸á❍ñ➤é þ å❘é➤à☎ã✒✏ þ é➈ç❳ä❍ä❚ß❵â➮✵◗á✈ò ✏✲òêÑ
å➯æ➥å➆ä▼✛ïç✁�✚ñ✭à★ç❂ç➆é þ ì✲á❍ñ❿ñ➛ç✁�▲é þ á✰ç✕✝✼✻✭á❍ä❚é✭ã✒✂❤á➛�❋ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì ✷ à☎ã✒✏ þ é➈â❿á❍ñ✭ß❵æêé➄�◗â❿ç➆à ì♥ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ▲á☞➱✳á❍ä❚é❿ñ➈å❘ì✲îÏå❘â❿á✰ì✲ç➆é
ä➂å❘ß✲ñ❿á❍î❚✝❳ðÿå❘ì✷å❘æêð❂é✭ã❸ä➂å❘æ➄è❵â❿ç➆è✗á❚â✭é✭ã❸á❍ñ➂ò➻❐ á✾✟✦ãêæêæ❺ä❍ç➆à★á✓✝✷å➆ä▼✛ÿé❿ç☎é þ ã❸ñ✦è✗ç➆ãêì♥é✬æ➥å❘é❿á❚â➂ò
❜➾ì✪í➫ì✬í ❝ ×❄ö ÷ ñ✬ò❵Û✕ô ó Ø
✲❂á✌✂❤á❚â☞å❘æ❫ì❳ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ➄ñ❿ä þ á❚à★á❍ñ❳�◗ç➆â✦ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì➭è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à★ñ✦ß✲ñ❿á➈ãêì✼�➸ç➆â✭à➯å❘é✭ã❸ç➆ìïç➆ìÿé þ á✾✏✈â☞å➆î❅ã❸á❚ì♥é➤ç✁�➠é þ á❽ç✕✝✼☛
✻✭á❍ä❚é✭ã✒✂❤á✜�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì❫Ñ❵á❚ãêé þ á❚â➀✝♥ð❬ì♥ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æêæêðÿñ❿ç➆æ✒✂❂ãêì✑✏✖é þ á✾➪✟ß❵æ❸á❚â❸☛▲➶❺å✁✏✈â☞å❘ì✑✏❤á❲á✙✘❳ß✷å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ✦ç➆â✸✟✦ãêé þ ãêìïå✰à★á❚é þ ç❂î
ç✁�✟ñ✭é❿á❍á❚è✮á❍ñ❿é✬î❵á❍ñ❿ä❍á❚ì♥é➂Ñ➬✏✈â☞å➆î❅ã❸á❚ì♥é➈ç➆â✬ä❍ç➆ì✕✻➁ß✑✏♥å❘é❿á❁✏✈â☞å➆î❅ã❸á❚ì♥é➛é➋ð❂è✮á✈ò ý✏þ ã❸ñ➤ç✁�❧ä❍ç➆ß❵â❿ñ☞á❽â❿á✙✘♥ß❵ãêâ❿á❍ñ✬é þ å❘é✣é þ á➀ç✕✝✼✻✭á❍ä☞☛
é✭ã✒✂❤á➀�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì➧ã❸ñ✙å❘é✍æ❸á➂å➆ñ✭é✚æ❸ç❂ä➂å❘æêæêð★ä❍ç➆ì♥é✭ãêì❳ß✲ç➆ß✲ñ✭æêð❬î❅ã❋➱✳á❚â❿á❚ì♥é✭ã➥å✁✝❵æ❸á➘✟✦ãêé þ â❿á❍ñ❿è✮á❍ä❚é✍é❿ç➀é þ á➤è✷å❘â☞å❘à★á❚é❿á❚â❿ñ➂ò ✗ ì➧ç➆ß❵â
ä➂å➆ñ❿á❲é þ ã❸ñ✜✟✙ç➆ß❵æ❸îïà★á➂å❘ì➭é þ å❘é

η0
ã❸ñ➤î❅ã❋➱✗á❚â❿á❚ì❳é✭ã➥å✁✝❵æ❸á✞✟✦ãêé þ â❿á❍ñ✭è✗á❍ä❚é✬é❿ç➯é þ á❲Ó❳✲✑❅

s
ãêìïé þ á✰ä❍ç➆ì♥é✭ãêì♥ß✲ç➆ß✲ñ❽ä➂å➆ñ☞á

å❘ì✲î❚✟✦ãêé þ â❿á❍ñ❿è✮á❍ä❚é✦é❿ç☎é þ á➈è✷å❘â☞å❘à★á❚é❿á❚â❿ñ
X ∈ û n ãêìïé þ á➀î❅ã❸ñ❿ä❚â❿á❚é❿á➀ä➂å➆ñ❿á✈ò➪➻✂❤á❚ì❱é þ ç➆ß✑✏ þ ç➆ì✲á➯à☎ã✒✏ þ é➦á☞✎❂è✗á❍ä❚é❲é þ å❘é

η0(s)
ã❸ñ✖ñ✭à★ç❳ç➆é þ Ñ➠ç➆ß❵â❲ì❳ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ✦á☞✎❂è✗á❚â✭ãêà★á❚ì♥é❿ñ➦ñ þ ç✠✟➀Ñ❺é þ å❘é

é þ á✶�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì❬ñ❿á❍á❚à★ñ▲é❿ç✓✝✮á✦î❅ã❸ñ❿é✭ß❵â✖✝✮á❍î✿✝♥ð➦ì✲ç➆ã❸ñ❿á❖❞➂ò ý ç❁✝✗á✏è❵â❿á❍ä❚ã❸ñ❿á✈Ñ❄✟✍á✬ä þ ç✈ñ❿á✬å❽î❅ã❸ñ☞ä❚â❿á❚é✭ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì➧ç✁�✗é þ á✣Ó❳✲✑❅
ß✲ñ✭ãêì✑✏

9
á✙✘❳ß❵ã❸î❅ã❸ñ✭é☞å❘ì♥é✾✛❂ì✲ç➆é❿ñ➄�◗ç➆â➤é þ á✰ñ✭è❵æêãêì✲á☎å❘è❵è❵â❿ç✢✎❂ãêà➯å❘é✭ã❸ç➆ì❫ò✾❐ á➛☎✑✎❅á❍î

8
ç✁�▲é þ á✰ä❍ç➆â✭â❿á❍ñ✭è✗ç➆ì✲î❅ãêì✑✏❲✂➆å❘æêß✲á❍ñ

å➆ä❍ä❍ç➆â❿î❅ãêì✑✏➦é❿ç✰å❁✛❳ì✲ç✠✟✦ì➧Ó❳✲✑❅ ✟ þ ã❸ä þ ã❸ñ✚ß✲ñ❿á❍î✿✝♥ð✔✰▲ç➆ãêé þ ò ý✏þ á➤â❿á❚à➯å❘ãêì❵ãêì✑✏➦è✷å❘â☞å❘à★á❚é❿á❚â✍✟✏å➆ñ✍✂✈å❘â✭ã❸á❍î✳ò ❂ ã✒✏✈ß❵â❿á
Ò☎ñ þ ç✠✟✣ñ✣é þ á❽â❿á❍ñ❿ß❵æêé✭ãêì✑✏★ì♥ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ✟å❘è❵è❵â❿ç✙✎❅ãêà➯å❘é✭ã❸ç➆ì❆�➸ç➆â✣é þ á➀á☞✹➯ä❚ã❸á❚ì✲ä❚ð❤ò ✗ é✣ñ❿á❍á❚à★ñ✬å➆ñ✣ã❋�❧é þ á❚â❿á❽ã❸ñ➛å✞✏✈æ❸ç✕✝✷å❘æ
ñ✭à★ç❂ç➆é þ �❋ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ìïãêì é þ á✓✝✷å➆ä▼✛❘✏✈â❿ç➆ß❵ì✲î❃✟ þ ã❸ä þ ã❸ñ✦è✗ç➆æêæêß❵é❿á❍î❚✝♥ð❡✺➼ì❳ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ➄ì✲ç➆ã❸ñ❿á✯➽êò
❢ ➍✇❩✦❭❇❤s❭❇❫✁❞❡❭ η0

❬❣④➾❩✦➈➬➁❸❩✦❵❀❛❇④⑤❤➻❤❸➆✦❞✦✈❣❵✕❞▼❭❇❤✖②➘❬❣❢✓❞✶②✠❤✳❭❇❤✳❛❇❦➀❬❣❢✁❬❣④✪❭❇❬❣➁➻❦❳❞✦❢❀❢✁❤✳❛✃❞❡❢✕②✜❢✁❩☞❬❣④⑤❤✱❬❣④✇❵❀④⑤❤✖②✜➈ ❩✦❛❍❣✐❤❅❣❖❥❧❦★♠❧❤✒♥▼♦❏♣q❦▼♠srs♥✍❤✳❛⑤❛❇❩❡❛❇④✇✈❣❬❣❽✌❤
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❂ ã✒✏✈ß❵â❿á✖Ò ➴ ➪➻✹➯ä❚ã❸á❚ì✲ä❚ðïãêì❀î❵á❚è✮á❚ì✲î❵á❚ì✲ä❍á✖ç✁�✚é þ á✆✂➆å❘æêß✲á✖å❘é➤é þ á✰é þ ãêâ❿î➭ñ❿è❵æêãêì✲á➛✛❂ì✲ç➆é➂ò ý✏þ á✰é þ ãêâ❿îÏè❵ã❸ä❚é✭ß❵â❿á❲ã❸ñ➈å
ë➂ç❂ç➆à➮☛①ãêìïç✁�➠é þ á❲ñ❿á❍ä❍ç➆ì✲î✸ç➆ì✲á✈ò
ý ç✒î❵á❚à★ç➆ì✲ñ✭é✭â☞å❘é❿á é þ á➧á☞➱✳á❍ä❚é☎ç✁�➛ñ✭ß✲ä þ ì✲ç➆ã❸ñ❿áÿç➆ì ì♥ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æêæêð➹ä➂å❘æ❸ä❚ß❵æ➥å❘é❿á❍îß✏✈â☞å➆î❅ã❸á❚ì♥é❿ñ✐Ñ✱✟✍á✸ä❍ç➆ì✲ñ❿ã❸î❵á❚â❿á❍î

å❱Ó❳✲✑❅
s ∈ C2

2π

â❿á❚è❵â❿á❍ñ❿á❚ì♥é❿á❍î➣✝♥ð✫ñ❿è❵æêãêì✲á❍ñ å➆ñ å✁✝✮ç✠✂❤á➝✝❵ß❵é✺✟✦ãêé þ ➙✯➙ ☎✑✎❵á❍î➞✛❳ì✲ç➆é❿ñ✸å❘ì✲î➞✟✦ãêé þ ✂✈å❘â✭ã➥å✁✝❵æ❸á
è✷å❘â☞å❘à★á❚é❿á❚â❿ñ

X ∈ û 10 ò❲❐ á➧ä➂å❘æ❸ä❚ß❵æ➥å❘é❿á❍î é þ á❬î❅ã❋➱✳á❚â❿á❚ì✲ä❍á✤✘❳ß✲ç➆é✭ã❸á❚ì♥é❿ñ η0(s(X))−η0(s(X)+hei)
h

�◗ç➆â✖î❅ã❋➱✗á❚â❿á❚ì❳é
ñ✭é❿á❚è✲ñ✭ãêë➂á❍ñ

h ∈ û Ñ✇✟ þ á❚â❿á ei ∈ û 10, i = 1, . . . , 10
î❵á❚ì✲ç➆é❿á❍ñ➀é þ á➯ã❋☛①é þ ß❵ì❵ãêé➛✂❤á❍ä❚é❿ç➆â➂ò ✗ ì ❂ ã✒✏✈ß❵â❿á❬❐ÿá➂å➆ä þ

æêãêì✲áÿä❍ç➆â✭â❿á❍ñ✭è✗ç➆ì✲î❵ñ➦é❿çÏç➆ì✲á
ei ∈ û 10 ò➌➚➛ñ➦ç➆ì✲á➧ä➂å❘ì➹ñ❿á❍á✈Ñ▲à★ç✈ñ✭é✖ç✁�➤é þ á❬æêãêì✲á❍ñ★å❘â❿áÿñ✭é✭â☞å❘ã✒✏ þ é✔✟✦ãêé þ ç➆ì❵æêð å

ñ✭à➯å❘æêæ✦ñ✭æ❸ç➆è✗á✈Ñ✟ã①ò➼á✈òêÑ✟é þ áÿî❵á❚è✗á❚ì✲î❵á❚ì✲ä❚ð❱ç➆ì
h
ã❸ñ➦ñ✭à➯å❘æêæ①ò✚✟➛ç✢✟✙á✌✂❤á❚â➂Ñ✚ãêì➹ñ❿ç➆à★áÿä➂å➆ñ❿á❍ñ➂Ñ✚á✈ò ✏✲ò

i = 3, 4, 8
Ñ✍é þ á

î❅ã❋➱✳á❚â❿á❚ì✲ä❍á❚✘♥ß✲ç➆é✭ã❸á❚ì❳é❿ñ✔✂➆å❘â✭ð❱î❅â☞å❘à➯å❘é✭ã❸ä➂å❘æêæêð ✟✦ãêé þ â❿á❍ñ❿è✮á❍ä❚é☎é❿ç
h
å❘ì✲î ãêì➹ñ❿ç➆à★áÿä➂å➆ñ❿á❍ñ☎á✌✂❤á❚ì ä þ å❘ì✑✏❤á é þ á❚ãêâ

ñ✭ã✒✏✈ì❫òs➚➞✏✈â☞å➆î❅ã❸á❚ì♥é✶✝✷å➆ñ❿á❍î❬ç➆ì❬é þ ã❸ñ✙î❅ã❋➱✳á❚â❿á❚ì✲ä❍á➄✘❳ß✲ç➆é✭ã❸á❚ì♥é❿ñ✸✟✍ç➆ß❵æ❸î➧ä þ å❘ì✑✏❤á➛ãêé❿ñ✙î❅ãêâ❿á❍ä❚é✭ã❸ç➆ì✿�➸ç➆â✍î❅ã❋➱✳á❚â❿á❚ì♥é✸✂✈å❘æêß✲á❍ñ
ç✁�

h
å❘ì✲î➯é þ á❚â❿á☞�➸ç➆â❿á✜✟✙ç➆ß❵æ❸î✿✝✗á✣â☞å❘é þ á❚â✙ß❵ì❵â❿á❚æêã➥å✁✝❵æ❸á❽å➆ñ✍î❵á❍ñ☞ä❍á❚ì♥é✏î❅ãêâ❿á❍ä❚é✭ã❸ç➆ì✤�➸ç➆â✍á☞✎✲å❘à☎è❵æ❸á✈ò ý✏þ ã❸ñ✙ä❍ç➆â✭â❿á❍ñ✭è✮ç➆ì✲î❵ñ

é❿ç✖é þ á✾✟✍á❚æêæ❋☛❇✛❂ì✲ç✢✟✦ì➭â❿á❍ñ✭ß❵æêé➂Ñ❅é þ å❘é✏ì♥ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ❺î❅ã❋➱✳á❚â❿á❚ì♥é✭ã➥å❘é✭ã❸ç➆ì❆✝♥ðÿî❅ã❋➱✗á❚â❿á❚ì✲ä❍á✓✘❳ß✲ç➆é✭ã❸á❚ì♥é❿ñ✦â❿á✙✘❳ß❵ãêâ❿á❍ñ✶�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì
á✌✂✈å❘æêß✷å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ✱✟✦ãêé þ★þ ã✒✏ þ è❵â❿á❍ä❚ã❸ñ❿ã❸ç➆ì❫Ñ❄✟ þ ã❸ä þ ✟✍á✬ä➂å❘ì❵ì✲ç➆é✱✏✈ß✷å❘â☞å❘ì♥é❿á❍á þ á❚â❿á✈ò ý✏þ ß✲ñ➂Ñ♥ì♥ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ✗ñ❿ä þ á❚à★á❍ñ✚ß✲ñ✭ãêì✑✏
é þ á✓✏✈â☞å➆î❅ã❸á❚ì❳é þ å✙✂❤á❁✝✮á❍á❚ì➭å✢✂❤ç➆ã❸î❵á❍î✳ò
❜➾ì✪í➫ì ➬ ➘ Ú★õ★ø✡×❃❂✃ô ó Ø➏ò➬õ➄Ü✇☎☛❂✃ô✼Ý ó ×❏õ✠☞❤×ïÚ❱✮✜ò❫①❲ñ❋Ú❱②✇ò➬ñ ➚ ò✦❂✃ô③✫ ÷ ✫
❂ ç➆â✸á☞✎❅ã❸ñ✭é❿á❚ì✲ä❍á å❘ì✲î ß❵ì❵ã ✘♥ß✲á❚ì✲á❍ñ❿ñ✸ç✁�✰æ❸ç❳ä➂å❘æ➀å❘ì✲î➎✏✈æ❸ç✕✝✷å❘æ❽à➯å❀✎❂ãêà➯å❱ç➆ì✲á❀ß✲ñ✭ß✷å❘æêæêð â❿á✙✘♥ß❵ãêâ❿á❍ñÿé þ á❀ç✕✝✼✻✭á❍ä❚é✭ã✒✂❤á
�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì✫é❿ç➷✝✮á ä❍ç➆ì❏✂❤á☞✎✗ò ✗ é➯ã❸ñ❬ä❚æ❸á➂å❘â❬é þ å❘é➧ä❍ç➆ì❏✂❤á☞✎❂ãêétð ã❸ñ➧å✒è❵â❿ç➆è✮á❚â✭étð➏✟ þ ã❸ä þ ã❸ñ➯ãêà☎è✗ç✈ñ❿ñ✭ã✒✝❵æ❸áïé❿ç ä þ á❍ä▼✛
ì♥ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æêæêð❤ò✍×✬á☞�➸á❚â✭â✭ãêì✑✏★å✁✏♥å❘ãêì➧é❿ç ❂ ã✒✏✈ß❵â❿á❽Ò❅Ñ❳ãêé✦ñ❿á❍á❚à★ñ✙é þ å❘é✏é þ á❚â❿á➛ã❸ñ✦å❲ñ✭à★ç❂ç➆é þ å❘ì✲îÿä❍ç➆ì❄✂❤á☞✎✿�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ìÿãêì
é þ á✆✝✷å➆ä▼✛❘✏✈â❿ç➆ß❵ì✲î➢✟ þ ã❸ä þ ã❸ñ➤è✗ç➆æêæêß❵é❿á❍î➢✝♥ðïñ❿ç➆à★á✆✛❂ãêì✲î➭ç✁�▲ì✲ç➆ã❸ñ❿á✈ò☛✟➤ç✠✟✍á✌✂❤á❚â➂Ñ➄å➯ä❚æ❸ç✈ñ❿á❚â➛æ❸ç❳ç✕✛ ñ þ ç✠✟✣ñ➛é þ å❘é➘✟✙á
ä➂å❘ì❵ì✲ç➆é þ ç➆è✗á✾�➸ç➆â✬å➦ß❵ì❵ã ✘❳ß✲á❁✏✈æ❸ç✕✝✷å❘æ❫à➯å❀✎❅ãêà❲ß❵à ✝❵ß❵é þ å✙✂❤á❲é❿ç★î❵á➂å❘æ➾✟✦ãêé þ ñ❿á✌✂❤á❚â☞å❘æ❫æ❸ç❂ä➂å❘æ❫à➯å❀✎❂ãêà➯å❅ò ý✏þ ß✲ñ✬ãêé
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❂ ã✒✏✈ß❵â❿á✰❐ ➴ Ô➤ã❋➱✳á❚â❿á❚ì✲ä❍á❁✘❳ß✲ç➆é✭ã❸á❚ì♥é❿ñ❳�◗ç➆â✬å☎Ó❳✲✑❅➉✟✦ãêé þ ➙✯➙ ☎✑✎❅á❍î✸ñ✭è❵æêãêì✲á❁✛❳ì✲ç➆é❿ñ➂ò

❘✱Ù✜✛ ④❳è➻å✼àçæ✉❳❆❯✱â❍ä▲ã➞ä★✧✑à★â❍ä❇è✠✩
➚➛ñ✍å❘æêâ❿á➂å➆î❅ð➯ñ☞å❘ã❸î✳Ñ❂ñ✭ãêì✲ä❍á➛ç➆ß❵â✍ç✕✝✼✻✭á❍ä❚é✭ã✒✂❤á❳�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ìÿñ❿á❍á❚à★ñ✚é❿ç✆✝✗á✦æ➥å➆ä▼✛❂ãêì✑✏☎ñ✭à★ç❳ç➆é þ ì✲á❍ñ☞ñ➂Ñ♥ñ✭é☞å❘ì✲î✲å❘â❿î✤✏✈â☞å➆î❅ã❸á❚ì♥é❸☛
✝✷å➆ñ❿á❍î à★á❚é þ ç❳î❵ñ➦ä➂å❘ì❵ì✲ç➆é✞✝✮á➯ß✲ñ❿á❍î✳ò❆✽➤ì✲á❬ä❍ç➆ß❵æ❸î❱ç✁�✬ä❍ç➆ß❵â❿ñ❿á➯é✭â✭ð✒é❿ç➭å❘è❵è❵â❿ç✙✎❅ãêà➯å❘é❿áÿî❵á❚â✭ã✒✂➆å❘é✭ã✒✂❤á❍ñ➦á❚ãêé þ á❚â✞✝♥ð
☎✲ì❵ãêé❿á➦î❅ã❋➱✗á❚â❿á❚ì✲ä❍á❍ñ❽ç➆â✾✝❳ðÏå❘ß❵é❿ç➆à➯å❘é✭ã❸ä☎î❅ã❋➱✳á❚â❿á❚ì♥é✭ã➥å❘é✭ã❸ç➆ì❫ò✉✟➛ç✢✟✙á✌✂❤á❚â➂Ñ❫ñ✭ãêì✲ä❍á✆✟✍á★å❘â❿á➛�➸å➆ä❚ãêì✑✏ÿè✗á❚â✭é✭ß❵â✖✝✷å❘é✭ã❸ç➆ì➌✝♥ð
ñ❿ç➆à★á❚✛❂ãêì✲î ç✁�❽ì✲ç➆ã❸ñ❿á✈Ñ✙é þ ã❸ñ➯ä❍ç➆ß❵æ❸î â❿á❍ñ✭ß❵æêé➯ãêì þ á➂å✢✂❳ð➹ç✈ñ❿ä❚ãêæêæ➥å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñÿå❘ì✲îß✟✙ç➆ß❵æ❸î à➯å✁✛❤á✸ì❳ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ➤â❿á❍ñ❿ß❵æêé❿ñ
ß❵ì❵â❿á❚æêã➥å✁✝❵æ❸á✈ò
❂ ç➆â✚é þ á❍ñ☞á✦â❿á➂å➆ñ❿ç➆ì✲ñ➂Ñ❄✟✍á✬ä þ ç✈ñ❿á❳✛❂ì✲ç✢✟✦ì❬î❅ãêâ❿á❍ä❚é✍ñ❿á➂å❘â❿ä þ à★á❚é þ ç❂î❵ñ➂Ñ♥ñ✭ãêì✲ä❍á✣é þ ç✈ñ❿á✦à★á❚é þ ç❂î❵ñ✍ç➆ì❵æêð☎î❵á❚è✗á❚ì✲î★ç➆ì

✂✈å❘æêß✲á❍ñ✣ç✁�❺é þ á❽ç✕✝✼✻✭á❍ä❚é✭ã✒✂❤á✾�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì✸ãêé❿ñ❿á❚æ❋�③ò ý✏þ á➈à➯å❀✻✭ç➆â✣î❅â☞å✙✟➀✝✷å➆ä❡✛ ç✁�❺é þ á❍ñ❿á➈à★á❚é þ ç❂î❵ñ✦ã❸ñ✏é þ á❚ãêâ✬ñ☞ç➆à★á❚é✭ãêà★á❍ñ
ñ✭æ❸ç✠✟ ä❍ç➆ì❄✂❤á❚â✖✏❤á❚ì✲ä❍á✸å❘ì✲î é þ á❚ãêâ➛�①å❘ãêæêß❵â❿á★ãêì➌☎✲ì✲î❅ãêì✑✏Ïé þ á★à☎ãêì❵ãêà✰ß❵à ãêì ñ❿ç➆à★á➯á☞✎✲å❘à☎è❵æ❸á❍ñ➂ò⑤✟➛ç✢✟✙á✌✂❤á❚â➂Ñ❧é þ á❍ñ❿á
à★á❚é þ ç❂î❵ñ þ å✙✂❤á✾✝✗á❍á❚ì ñ þ ç✢✟✦ì✸é❿ç➮✝✗á➛ß✲ñ❿á☞�◗ß❵æ✳ãêì✺✏❤á❚ì✲á❚â☞å❘æ➠å❘ì✲îÿâ☞å❘é þ á❚â✦â❿ç✕✝❵ß✲ñ✭é➀✟ þ á❚ì ä❍ç➆ì✼�❋â❿ç➆ì❳é❿á❍î❃✟✦ãêé þ ì✲ç➆ã❸ñ✭ð
î✲å❘é☞å❅ò ❂ ç➆â➛å➦î❵á❚é☞å❘ãêæ❸á❍î â❿á✌✂❂ã❸á✌✟ ç✁�➠é þ ã❸ñ✬ä❚æ➥å➆ñ❿ñ✣ç✁�❧à★á❚é þ ç❳î❵ñ➀✟✙á➀â❿á☞�➸á❚â✦é❿ç⑤✖ ➙ Õ❵Ñ ➙ Ð ✘ ò
ý✏þ á❽à★á❚é þ ç❂î❵ñ➀✟✍á❽ß✲ñ☞á❍î å❘â❿á❽é þ á❽ñ❿á➂å❘â❿ä þ à★á❚é þ ç❳î ç✁�✓⑥❁✣✢✣✿❵✕■➮✭✕❖➫●❁⑦❘■▼■✌❱✁■✦❑⑧✖ ❐ ✘ å❘ì✲î é þ á✞❑✦✩✬✫✜✥★✮✒■✒❛✤✫✿■✌✧✏✎❘✣✠●

✝♥ð✸Þ➛á❚æ❸î❵á❚â✬å❘ì✲î ❮Ïá➂å➆î✚✖ ➙ ❰ ✘ ò▲Ó✏ç➆é þ à★á❚é þ ç❳î❵ñ✜✟✦ãêæêæ➾✝✗á✾✝❵â✭ã❸á✾í✲ð➧á☞✎❅è❵æ➥å❘ãêì✲á❍î ãêì✸é þ á✾�➸ç➆æêæ❸ç✢✟✦ãêì✑✏✲ò
❜➾ì ➬ ì✬í î✆ï × ➚ × ó ï Ú✳Ü➞Ú❱✮⑩⑨✸Ú✳Ú✄✂✡×❆ò➬õ❺Ü❷❶✳×♥×❄ø✡×❳Ý
ý✏þ ã❸ñ✦à★á❚é þ ç❂î ä❍ç➆ì✲ñ✭ã❸ñ✭é❿ñ✦ç✁�❧é▲✟✙ç★ñ✭é❿á❚è✲ñ➂Ñ❅ì✷å❘à★á❚æêðÿé þ á➄✥✼✭❍✧⑤✧▲■☞◆✦❖➝✫❈✣✕❱✁■✰å➆ñ✬å❘ì ç➆ß❵é❿á❚â✣ãêé❿á❚â☞å❘é✭ã❸ç➆ìÏå❘ì✲îïå❘ì❊■✒❛✦✥➫✮✒✣✿❸
◆✖✭✯✧✪✩✪✣✯❖➢❑✌✧▲■▲✥ å➆ñ✣ãêì❵ì✲á❚â✬æ❸ç❂ç➆è❫ò➀✲❳é☞å❘â✭é✭ãêì✑✏✤✟✦ãêé þ å❈✏✈ã✒✂❤á❚ìïè✗ç➆ãêì♥é

X(0) ∈ û n ãêé➤ä❚â❿á➂å❘é❿á❍ñ➤å➯ñ❿á✙✘❳ß✲á❚ì✲ä❍á➀ç✁�✟è✮ç➆ãêì❳é❿ñ
(X(i))i

ñ✭ß✲ä þ é þ å❘é
f(X(0)) > f(X(1)) > f(X(2)) > ...Þ➛ç➆é❿á➈é þ å❘é✣ãêé✣à➯å❍ð þ å❘è❵è✗á❚ì✸é þ å❘é✣é þ á❽ãêé❿á❚â☞å❘é✭ã❸ç➆ìÏñ✭é❿ç➆è✲ñ➀✟✦ãêé þ ñ❿ç➆à★á

X(i) ✟✦ãêé þ ç➆ß❵é✣ãêà☎è❵â❿ç✢✂❂ãêì✑✏❈�◗ß❵â✭é þ á❚â➂ò

➙✯➙



ý✏þ á è✷å❘é✭é❿á❚â✭ì à★ç✠✂❤áïä þ á❍ä▼✛❅ñ❈�➸ç➆â➯å❘æêæ✬ä❍ç❂ç➆â❿î❅ãêì✷å❘é❿áïî❅ãêâ❿á❍ä❚é✭ã❸ç➆ì✲ñ❬ãêì ç➆â❿î❵á❚â★é❿ç ñ❿á➂å❘â❿ä þ �➸ç➆â❬å✒î❅ãêâ❿á❍ä❚é✭ã❸ç➆ì✫ç✁�
è✗ç✈ñ❿ñ✭ã✒✝❵æ❸á❲î❵á❍ñ☞ä❍á❚ì♥é➂ò ❂ ç➆â➈å✿✏✈ã✒✂❤á❚ìÏä❍ç❂ç➆â❿î❅ãêì✷å❘é❿á✖î❅ãêâ❿á❍ä❚é✭ã❸ç➆ì❫Ñ✡é þ á✖á☞✎❅è❵æ❸ç➆â☞å❘é✭ã❸ç➆ì➭à★ç✠✂❤á✖ä þ á❍ä▼✛❅ñ➛ã❋�▲é þ á❲ç✕✝✼✻✭á❍ä❚é✭ã✒✂❤á
�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì✷å❘æ✡ä➂å❘ì❈✝✗á✏à☎ãêì❵ãêà☎ãêë➂á❍î➯ãêì☎é þ å❘é✙î❅ãêâ❿á❍ä❚é✭ã❸ç➆ì➧å❘ì✲î☎æ❸ç❂ç✕✛❅ñs�◗ç➆â✚å❽à➯å❀✎❂ãêà➯å❘æ✷ñ❿é❿á❚è➯ñ✭ãêë➂á✦ãêì★é þ å❘é✍î❅ãêâ❿á❍ä❚é✭ã❸ç➆ì❫ò
❐ þ á❚ì✲á✌✂❤á❚â❽é þ á✖á☞✎❅è❵æ❸ç➆â☞å❘é✭ã❸ç➆ì à★ç✠✂❤á☎ä➂å❘ì❵ì✲ç➆é✾☎✲ì✲î❀å✺✝✗á❚é✭é❿á❚â➈è✮ç➆ãêì❳é

X∗ Ñ✮é þ á☎ñ✭é❿á❚è✒ñ✭ãêë➂á✖ã❸ñ þ å❘æ✒✂❤á❍î å❘ì✲îÏé þ áè❵â❿ç❂ä❍á❍ñ❿ñ✦ã❸ñ✦ãêé❿á❚â☞å❘é❿á❍î✸ß❵ì❳é✭ãêæ➄é þ á➀ñ❿é❿á❚è ñ✭ãêë➂á➈â❿á➂å➆ä þ á❍ñ➈å✖è❵â❿á❍ñ❿ä❚â✭ã✒✝✗á❍î✸à☎ãêì❵ãêà➯å❘æ➾✂✈å❘æêß✲á
hmin

ò
ý✏þ á❲å❘æ✒✏❤ç➆â✭ãêé þ à ä➂å❘ì❆✝✮á❽î❵á❍ñ❿ä❚â✭ã✒✝✗á❍îïå➆ñ✶�➸ç➆æêæ❸ç✢✟✣ñ ➴

➶❫á❚é
i = 0

å❘ì✲î
ei ∈ û n ✝✗á☎é þ á★ã❋☛①é þ ß❵ì❵ãêé➛✂❤á❍ä❚é❿ç➆â➂ò❆✲❳é☞å❘â✭é➛✟✦ãêé þ å❘ì ãêì❵ãêé✭ã➥å❘æ✚è✗ç➆ãêì♥é

X(0) ∈ û n å❘ì✲î❱å❘ì
ãêì❵ãêé✭ã➥å❘æ➄ñ✭é❿á❚è➭ñ✭ãêë➂á

h ∈ û n ò
✪ ò ó✙ó ×❳Û✁õ❹✫ Ú❏ø✮× ì
➙ ò ✗ �

maxj∈{1,···,n} hj < hmin
ñ✭é❿ç➆è✖é þ á✏å❘æ✒✏❤ç➆â✭ãêé þ à Ñ

f(X(i))
ã❸ñ❺é þ á✙å❘è❵è❵â❿ç✢✎❂ãêà➯å❘é✭ã❸ç➆ì★ç✁�✲é þ á✍à☎ãêì❵ãêà❲ß❵à ò

❰❅ò➄✲❂á❚é
X∗ =

á☞✎❅è❵æ❸ç➆â❿á
(X)

ò
➜❅ò ✗ �

f(X∗) 6< f(X(i))
â❿á❚è❵æ➥å➆ä❍á

h
✝♥ð h

2

å❘ì✲î✸ä❍ç➆ì❳é✭ãêì♥ß✲á✆✟✦ãêé þ ñ✭é❿á❚è ➙ ò
➟✲ò➄✲❂á❚é

X∗∗ =
á☞✎❅è❵æ❸ç➆â❿á

(2X∗ − X(i))
ò

Ð❅ò ✗ �
f(X∗∗) < f(X∗)

ñ☞á❚é
X(i+1) = X∗∗ Ñ✲ç➆é þ á❚â✖✟✦ã❸ñ❿á➀ñ❿á❚é X(i+1) = X∗ òÒ❅ò❳×➤á❚è❵æ➥å➆ä❍á

i
✝♥ð

i + 1
å❘ì✲î ä❍ç➆ì♥é✭ãêì❳ß✲á❁✟✦ãêé þ ñ✭é❿á❚è ➙ ò

☎⑩❂✸✰sñ❋Ú✷Û✁ò ó ô❋Ú➫õ✼✫ Ú❘ø✡× ì
➙ ò❳➪✱✂➆å❘æêß✷å❘é❿á

f(X + h · ei)
ò

❰❅ò ✗ �
f(X + h · ei) < f(X)

â❿á❚è❵æ➥å➆ä❍á
X
✝♥ð

X + h · ei
å❘ì✲î ä❍ç➆ì❳é✭ãêì♥ß✲á✆✟✦ãêé þ ñ✭é❿á❚èïÐ❅ò

➜❅ò❳➪✱✂➆å❘æêß✷å❘é❿á
f(X − h · ei)

ò
➟✲ò ✗ �

f(X − h · ei) < f(X)
â❿á❚è❵æ➥å➆ä❍á

X
✝♥ð

X − h · ei
ò

Ð❅ò ✗ �
i < n

ñ❿á❚é
i = i + 1

å❘ì✲î✸ä❍ç➆ì♥é✭ãêì♥ß✲á✆✟✦ãêé þ ñ✭é❿á❚è ➙ ò
Ò❅ò❳×➤á❚é✭ß❵â✭ì❆❺➦ò

❜➾ì ➬ ì ➬ î✆ï × ➪ ô③✫❇✰❧ñ❋×❻❂ ➾ ñ✬ö✷Ú✷Û✕ô ó ï ✫ Ú✄✮✜ÿ✸×❘ñ❋Ü❺×❳Û✤ò➬õ❺Ü ➚ ×❄ò❵Ü
ý✏þ ã❸ñ★å❘æ✒✏❤ç➆â✭ãêé þ à ñ✭é☞å❘â✭é❿ñ➮✟✦ãêé þ

n + 1
è✮ç➆ãêì❳é❿ñ

(Xi)i=1,...,n+1
Ñs✟ þ á❚â❿á

Xi ∈ û n ò ý✏þ á❍ñ☞á❬è✗ç➆ãêì♥é❿ñ✞�➸ç➆â✭à å
ñ✭ãêà☎è❵æ❸á☞✎ å❘ì✲î✸à❲ß✲ñ❿é✣ì✲ç➆é✣æêã❸á➈ãêì➭å þ ð❳è✗á❚â✣è❵æ➥å❘ì✲á✈ò➻❐ á➀î❵á☞☎✲ì✲á➀é þ á✓✝✮á❍ñ❿é✬å❘ì✲îÿé þ á✓✟✍ç➆â❿ñ✭é✬è✮ç➆ãêì❳é➤å➆ñ✶�➸ç➆æêæ❸ç✢✟✣ñ ➴

m := Argmin
i=1,...,n+1

f(Xi)
å❘ì✲î

M := Argmax
i=1,...,n+1

f(Xi).
✵✬➟✲ò ❰✁➟ ✷

ý✏þ á❍ñ❿á➛å❘â❿á➤ä➂å❘æ❸ä❚ß❵æ➥å❘é❿á❍î❬ãêì❬á➂å➆ä þ ãêé❿á❚â☞å❘é✭ã❸ç➆ì❫ò ý✏þ á❚ì❬é þ á➛å❘æ✒✏❤ç➆â✭ãêé þ à✪â❿á❚è❵æ➥å➆ä❍á❍ñ✙ãêé❿á❚â☞å❘é✭ã✒✂❤á❚æêð➯ç➆ì✲á✬ç➆â✏å❘æêæ➫✝❵ß❵é✙ç➆ì✲á
è✗ç➆ãêì♥é❿ñ➀ãêì✒é þ á☎ñ❿ãêà☎è❵æ❸á☞✎✗ò ý✏þ á➦ì✲á✌✟✔è✮ç➆ãêì❳é❿ñ✰å❘â❿á☎ä þ ç✈ñ☞á❚ì➡✝♥ð➝✏❤á❍ç➆à★á❚é✭â✭ã❸ä★ç➆è✗á❚â☞å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ❁✝✷å➆ñ❿á❍î ç➆ì✒é þ á✔✏✈ã✒✂❤á❚ì
è✗ç➆ãêì♥é❿ñ✣ãêì✸é þ á❲ñ✭ãêà☎è❵æ❸á☞✎✗ò ý ç☎é þ ã❸ñ✣á❚ì✲î✳Ñ➬✟✍á➀î❵á☞☎✲ì✲á

Centroid : X :=
1

n

∑

1≤i≤n+1

i6=max

Xi

Reflection : XR := (1 + α)X − αXM

Expansion : XE := γXR + (1 − γ)X

Contraction : XC :=

{

βXM ± (1 − β)X, if f(Xm) < f(XR),

βXR ± (1 − β)X, otherwise.

✵✬➟✲ò ❰✈Ð ✷

ý✏þ á➀î❵á❍ä❚ã❸ñ✭ã❸ç➆ìïâ✭ß❵æ❸á✓✟ þ ã❸ä þ è✗ç➆ãêì♥é❿ñ➛å❘â❿á❽é❿ç➮✝✗á➈â❿á❚è❵æ➥å➆ä❍á❍î ã❸ñ✣ñ þ ç✠✟✦ì ãêì ❂ ã✒✏✈ß❵â❿á❲❒❅ò
➙ ❰



f(XR) < f(Xi) i 6= M

f(XR) < f(Xm) f(xC) < f(XM )

XM = XE XM = XR

yes

yes

yes

no

no

no

XM = XC

yes no

Xi = Xi+Xm

2
i = 1, · · · , n + 1

f(XE) < f(Xm)

❂ ã✒✏✈ß❵â❿á✰❒ ➴ Ô➛á❍ä❚ã❸ñ❿ã❸ç➆ì â✭ß❵æ❸á✾�➸ç➆â✦é þ á➀ñ✭ãêà☎è❵æ❸á☞✎ÿà★á❚é þ ç❳î✳ò

❘✱ÙPØ ❼➡æ❇è✸❨✍à➲æ✉❳❆❯✱â❍ä③ã➎ä▼✧✑à★â✯ä▲è✍✩
➚➛ñ❈✟✍á þ å✙✂❤á➭ñ❿á❍á❚ì ãêì➎✲❂á❍ä❚é✭ã❸ç➆ì➞➜ å✁✝✗ç✢✂❤á✈Ñ✶✟✙á þ å✙✂❤áïé❿ç á☞✎❅è✮á❍ä❚é❬ñ❿á✌✂❤á❚â☞å❘æ✬æ❸ç❂ä➂å❘æ✬à➯å❀✎❅ãêà➯å❅ò➣✲❳ãêì✲ä❍á❃✟✍áÏå❘â❿á
ß❵æêé✭ãêà➯å❘é❿á❚æêð✖ãêì♥é❿á❚â❿á❍ñ✭é❿á❍î➦ãêì❚✧✏✎✼■➘❉▼■✦❑✌✧➠Ó❳✲✑❅➛Ñ❘é þ á✙ß✲ñ❿á✏ç✁�✡ç➆ì✲á✏ç✁�✡é þ á✦å✁✝✗ç✢✂❤á✏î❵á❍ñ❿ä❚â✭ã✒✝✗á❍î☎î❅ãêâ❿á❍ä❚é❧ñ☞á➂å❘â❿ä þ à★á❚é þ ç❂î❵ñ
å❘æ❸ç➆ì✲á❽ã❸ñ✦ì✲ç➆é➤ñ✭ß✼✹➯ä❚ã❸á❚ì♥é➂òê❐ á➈ì✲á❍á❍îïå✞✏✈æ❸ç✕✝✷å❘æ❺ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ìÏñ✭é✭â☞å❘é❿á✌✏✈ðÿãêìïå➆î❵î❅ãêé✭ã❸ç➆ì❫ò
➚✬ì➭ç✢✂❤á❚â✖✂❂ã❸á✌✟✂ç✁�✟î❅ã❋➱✗á❚â❿á❚ì❳é➤ä❍ç➆ì✲ä❍á❚è❵é❿ñ✬ç✁�➻✏✈æ❸ç✕✝✷å❘æ➄ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ìÏã❸ñ➀✏✈ã✒✂❤á❚ì ãêì✌✖ ➙ ➜ ✘ å❘ì✲î✚✖ ➟ ✘ ò✓✟➛ç✢✟✙á✌✂❤á❚â➂Ñ➬�➸ç➆â

é þ á✓✏✈ã✒✂❤á❚ì è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à→✟✦ãêé þ è❵â❿ç➆è✗á❚â✭é✭ã❸á❍ñ➤å➆ñ✬î❵á❚é❿á❚â✭à☎ãêì✲á❍îïãêì➠✲❂á❍ä❚é✭ã❸ç➆ì❃➟✲ò ➙ Ñ❵æêã✒✛❤á➀ß❵ì✑✛❳ì✲ç✠✟✦ì❫Ñ✲è✗ç✈ñ❿ñ✭ã✒✝❵æêð➧ãêì✼☎✲ì❵ãêé❿á✈Ñ
ì♥ß❵à✆✝✮á❚â✖ç✁�✍æ❸ç❂ä➂å❘æ▲à➯å❀✎❅ãêà➯å✸å❘ì✲î✒ì♥ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ✍ì✲ç➆ã❸ñ❿á➦é þ å❘é➀â❿á❍ñ✭ß❵æêé❿ñ❽ãêì✒è✗á❍á✌✛❅ñ❲å➆ñ➀ä➂å❘ì➌✝✗á☎ñ❿á❍á❚ì✒ãêì ❂ ã✒✏✈ß❵â❿á➯Ò❅Ñ
é þ á❚â❿á➧ã❸ñ❲ì✲ç➭à★á❚é þ ç❂î❊✛❂ì✲ç✢✟✦ì é þ å❘é✞✏✈ß✷å❘â☞å❘ì♥é❿á❍á❍ñ☎é❿ç❆☎✲ì✲î❱é þ á✿✏✈æ❸ç✕✝✷å❘æ✏à➯å❀✎❅ãêà❲ß❵à ãêì➹å❚☎✲ì❵ãêé❿á✸å❘à★ç➆ß❵ì♥é★ç✁�
é✭ãêà★á✈ò➀✲❳é✭ãêæêæ✃✟✍á❲á☞✎❂è✗á❍ä❚é➤å➮✏✈â❿á➂å❘é➤ãêà☎è❵â❿ç✢✂❤á❚à★á❚ì♥é✾✟✦ãêé þ ✏✈æ❸ç✕✝✷å❘æ➄ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì➭à★á❚é þ ç❂î❵ñ➛ä❍ç➆à☎è✷å❘â❿á❍î é❿ç☎æ❸ç❂ä➂å❘æ
à★á❚é þ ç❂î❵ñ✣ãêì♥é✭â❿ç❂î❅ß✲ä❍á❍î➭å✁✝✗ç✢✂❤á✈ò
✲❂á✌✂❤á❚â☞å❘æ➀ä❚æ➥å➆ñ❿ñ❿á❍ñÿç✁�❲à★á❚é þ ç❂î❵ñ þ å✙✂❤á➠✝✗á❍á❚ì➞ä❍ç➆ì✲ñ❿ã❸î❵á❚â❿á❍î✳ò❾❽✦❖✚✧▲■☞◆☞❱❀✭✕✮✓✭✕◆☞✩✬✧✏✎❄✫✿■✌✧✪✩⑤❙➭à★á❚é þ ç❳î❵ñ✸î❵á❚è✗á❚ì✲î➞ç➆ì

➶✳ãêè✲ñ❿ä þ ãêé✭ë✌☛➋ä❍ç➆ì♥é✭ãêì❳ß❵ãêé➋ð❤Ñ➻✟ þ ã❸ä þ ä➂å❘ì❵ì✲ç➆é❁✝✮á✞✏✈ß✷å❘â☞å❘ì❳é❿á❍á❍î ãêì✒ç➆ß❵â➀ä➂å➆ñ❿á✈ò ❂ ãêì✲î❅ãêì✑✏Ïå❘ì✒å➆î❵á✙✘❳ß✷å❘é❿á★ñ☞å❘à☎è❵æ❸á✞�➸ç➆â
❮Ïç➆ì♥é❿á☞☛✳❅✏å❘â✭æ❸ç ✝✷å➆ñ❿á❍î✫à★á❚é þ ç❳î❵ñ➧ã❸ñÿî❅ã❋✹➯ä❚ß❵æêé➂Ñ✬ñ❿ãêì✲ä❍áïãêéÿã❸ñ❬ì✲ç➆é✤✛❂ì✲ç✢✟✦ì➩å è❵â✭ã❸ç➆â✭ã➘✟ þ á❚é þ á❚â å Ó❳✲✑❅

sn

ã❸ñ
�➸á➂å➆ñ✭ã✒✝❵æ❸á✏ãêì★é þ á✣ñ❿á❚ì✲ñ☞á✦ç✁�✮ñ❿ç➆à★á✣ñ❿ãêà☎è❵æ❸á✦é❿á❍ñ✭é❿ñ✟æêã✒✛❤á✏è✗ç✈ñ✭ãêé✭ã✒✂❤á✦é þ â✭ß✲ñ✭é➂Ñ

T (sn) > 0
ò ✗ ì➮�①å➆ä❚é▲ä þ ç❂ç✈ñ✭ãêì✑✏➀â☞å❘ì✲î❵ç➆à

è✷å❘â☞å❘à★á❚é❿á❚â❿ñ
Ξn

�➸ç➆â➤é þ á✖Ó❳✲✑❅
sn

æ❸á❍îïé❿ç❬ãêì✼�◗á➂å➆ñ❿ã✒✝❵æ❸á❲â❿á❍ñ✭ß❵æêé❿ñ➛ç✁�✚é þ á✔❅ ❂ Ô✔ä➂å❘æ❸ä❚ß❵æ➥å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ➈ãêìïé þ á✖à➯å❀✻✭ç➆â✭ãêé➋ð
ç✁�✟ä➂å➆ñ❿á❍ñ➂ò
ý✏þ á❚â❿á☞�◗ç➆â❿á✈Ñ✃✟✍á☎ä þ ç✈ñ❿á➯å❘ì å❘æ✒✏❤ç➆â✭ãêé þ à ä➂å❘æêæ❸á❍î➏✧✪❯❘❖➬❖★■☞✮ ✩✬❖❏◗❚✫✿■✌✧✏✎❘✣✠●❀é þ å❘é✓✟✙å➆ñ❽ãêì❳é✭â❿ç❳î❅ß✲ä❍á❍î➡✝♥ð➝➶❫á✌✂❳ð❀å❘ì✲î

❮Ïç➆ì♥é☞å❘æ✒✂❤ç✖ãêì❿✖ ➙✯➙✙✘ å❘ì✲î➧é þ å❘é✙ã❸ñ✏å❘æ❸ñ☞ç❲à★á❚ì❳é✭ã❸ç➆ì✲á❍îÿãêì➀✖ ➙ ➜ ✘ ò ✗ ì❬é þ á➈ç➆â✭ã✒✏✈ãêì✷å❘æ★�➸ç➆â✭à Ñ❳é þ á➤à★á❚é þ ç❂î❬ãêì❡✖ ➙✯➙✙✘ å❘æ❸ñ❿ç
ãêì❄✂❤ç➆æ✒✂❤á❍ñê✏✈â☞å➆î❅ã❸á❚ì♥é✸✝✷å➆ñ❿á❍î➦æ❸ç❂ä➂å❘æ✷ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì➯à★á❚é þ ç❂î❵ñ➂Ñ❤á✈ò ✏✲ò❤ä❍ç➆ì✕✻③ß✑✏♥å❘é❿á➀✏✈â☞å➆î❅ã❸á❚ì❳é✙ç➆â▲Þ➛á✌✟✦é❿ç➆ì➾➽➼ñ▲à★á❚é þ ç❂î✳ò
✟➛á❚ì✲ä❍á✈Ñ➬✟✍á þ å➆î é❿ç★î❵ç❬ñ❿ç➆à★á❽à★ç❂î❅ã❋☎✷ä➂å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ✜✝❳ð✸â❿á❚è❵æ➥å➆ä❚ãêì✑✏❬é þ á❁✏✈â☞å➆î❅ã❸á❚ì♥é❸☛❇✝✷å➆ñ❿á❍îÏà★á❚é þ ç❂î❵ñ❳✝♥ð✸é þ á✖å✁✝✮ç✠✂❤á
à★á❚ì♥é✭ã❸ç➆ì✲á❍î➀✟➛ç❳ç✕✛❤á➀å❘ì✲î❆▲♥á❍á✌✂❤á❍ñ➤å❘æ✒✏❤ç➆â✭ãêé þ à ò ý ç★á☞✎❅è❵æ➥å❘ãêì é þ á❽è❵â❿ç❂ä❍á❍î❅ß❵â❿á❁✟✙á➀ä❍ç➆ì✲ñ✭ã❸î❵á❚â✣é þ á➀ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì
è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à

f(x) → min
x∈ ➁ n

!
✵✬➟✲ò ❰✈Ò ✷

ý✏þ á➤é✭ß❵ì❵ì✲á❚æêæêãêì✑✏✰à★á❚é þ ç❂î❬ñ❿é☞å❘â✭é❿ñê✟✦ãêé þ å❽æ❸ç❂ä➂å❘æ✡ñ❿á➂å❘â❿ä þ ✵❋ß✲ñ❿ãêì✑✏➦å❘ì❳ð★æ❸ç❳ä➂å❘æ✡à★á❚é þ ç❳î ✷ ç➆ì f(x)
�◗ç➆â✏å❘ì♥ð❈✏✈ã✒✂❤á❚ì

ñ✭é☞å❘â✭é✭ãêì✑✏➛è✮ç➆ãêì❳é
x0 ∈ û n ò ý✏þ á✚æ❸ç❳ä➂å❘æ❂ñ❿á➂å❘â❿ä þ ñ✭é❿ç➆è✲ñ✇✟ þ á❚ì➦å✣à☎ãêì❵ãêà❲ß❵à x1

ã❸ñ✃�➸ç➆ß❵ì✲î✳ò ý✏þ á❚ì❫Ñ❘é þ á➘✧✪❯❏❖➬❖➲■☞✮P✮ ✩✬❖❏◗

➙ ➜



✥✄✎❘✭✕❑✙■➀�◗ç➆æêæ❸ç✠✟✣ñ➂ò ý✏þ á❚â❿á☞�◗ç➆â❿á✈Ñ
x1

ã❸ñ❧ãêì✲ñ❿á❚â✭é❿á❍î★å➆ñ▲å➤è✮ç➆æ❸á✏é❿ç❽å➛ì✲á✌✟➹ç✕✝✼✻③á❍ä❚é✭ã✒✂❤á➀�❋ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì
T1

î❵á☞☎✲ì✲á❍î❬å➆ñ❧�◗ç➆æêæ❸ç✠✟✣ñ

T1(x) :=
f(x) − f ∗

1

((x − x1)T (x − x1))λ1(x)

Ñ ✵✬➟✲ò ❰❤❐ ✷
✟ þ á❚â❿á

f∗
1

î❵á❚ì✲ç➆é❿á❍ñ✬é þ á❲æ❸ç❳ä➂å❘æ❺à☎ãêì❵ãêà❲ß❵à å❘ì✲î
λ1 : û n → û ã❸ñ➛å➮�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ìïé þ å❘é➤ä❍ç➆ì❳é✭â❿ç➆æ❸ñ➛é þ á❲ñ✭ãêë➂á✺✵❋ã①ò➼á✈òêÑ

é þ á☎â☞å➆î❅ãêß✲ñ ✷ ç✁�✙é þ á★è✮ç➆æ❸á➯å❘é x1
ò ý✏þ á❚ì❱åÿæ❸ç❳ä➂å❘æ✍ñ❿á➂å❘â❿ä þ ã❸ñ❽è✮á❚â❸�➸ç➆â✭à★á❍î ß✲ñ❿ãêì✑✏

T1
ãêì✲ñ❿é❿á➂å➆î ç✁�

f
å❘ì✲î é þ á

ñ✭é☞å❘â✭é❽è✗ç➆ãêì♥é➀ã❸ñ➀à★ç✢✂❤á❍î å✢✟✙å❍ð➝�◗â❿ç➆à é þ á➦è✗ç➆æ❸á➮✝♥ð
ε ∈ û n Ñ |ε| ≪ 1

ò ý✏þ ã❸ñ➀è❵â❿ç❂ä❍á❍î❅ß❵â❿á☎ã❸ñ➈ãêé❿á❚â☞å❘é❿á❍î✳ò ý✏þ á
ä❍ç➆â✭â❿á❍ñ✭è✗ç➆ì✲î❅ãêì✑✏❈�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì â❿á➂å➆î❵ñ

Tk(x) :=
f(x) − f ∗

k
∏k

j=1((x − xj)T (x − xj))λj (x)

Ñ ✵✬➟✲ò ❰✈❒ ✷
✟ þ á❚â❿á

f∗
k

ã❸ñ✏ì✲ç✢✟ é þ á✾✝✗á❍ñ✭é✏æ❸ç❳ä➂å❘æ✗à☎ãêì❵ãêà❲ß❵à �◗ç➆ß❵ì✲îÿñ❿ç✆�①å❘â➂òê✽➄✝❄✂❂ã❸ç➆ß✲ñ✭æêð❤Ñ✑✟✙á þ å✙✂❤á
Tk(x) ≥ 0

ã❋�✟å❘ì✲îÿç➆ì❵æêð
ã❋�

f(x) ≥ f ∗
k

ò
ý✏þ á★é✭ß❵ì❵ì✲á❚æêæêãêì✑✏➭è þ å➆ñ❿á★á❚ì✲î❵ñ➂Ñ✃✟ þ á❚ì ñ❿ç➆à★á

x ∈ û n ✟✦ãêé þ
T (x) < 0

ã❸ñ❽â❿á➂å➆ä þ á❍î✳ò ý✏þ ã❸ñ❲à★á➂å❘ì✲ñ➀é þ å❘é
å✔✝✗á❚é✭é❿á❚â➘✂➆å❘æêß✲á❲é þ å❘ì

f∗
k

ã❸ñ➛ç✕✝❵é☞å❘ãêì✲á❍î✳ò ý✏þ ã❸ñ➤è✗ç➆ãêì♥é➛ã❸ñ✬é þ á❚ìÏé þ á❲ñ✭é☞å❘â✭é➛è✗ç➆ãêì♥é➄�◗ç➆â➈å☎ì✲á✌✟ æ❸ç❳ä➂å❘æ➠ñ❿á➂å❘â❿ä þ ç➆ì
✴ â❿ç✕✝❵æ❸á❚à ✵✬➟✲ò ❰✈Ò ✷ ò ✗ �✗ì✲ç➀ñ✭ß✲ä þ x

ä➂å❘ì✿✝✗á✸�◗ç➆ß❵ì✲î✿✝♥ð➦é þ á✣é✭ß❵ì❵ì✲á❚æ❋☛➋ñ❿á➂å❘â❿ä þ é þ á❚ì➧á❚ãêé þ á❚â✚é þ á✦â☞å➆î❅ãêß✲ñ✙ç✁�✳é þ á✦è✗ç➆æ❸á
ã❸ñ✦é❿ç★ñ❿à➯å❘æêæ➄ç➆â➤å✖ì✲á✌✟➩æ❸ç❂ä➂å❘æ❫à☎ãêì❵ãêà❲ß❵à ì✲ç➆é❳✝✗á❚é✭é❿á❚â✣é þ å❘ì

x∗ þ å➆ñ➀✝✮á❍á❚ì❃�◗ç➆ß❵ì✲î✳ò✍×✬á❍ñ✭è✗á❍ä❚é✭ã✒✂❤á❚æêð❬é þ á➀â☞å➆î❅ãêß✲ñã❸ñ✦ãêì✲ä❚â❿á➂å➆ñ❿á❍î➭ç➆â➤å➦ì✲á✌✟➩è✗ç➆æ❸á➈ã❸ñ✣ãêì✲ñ☞á❚â✭é❿á❍î✳ò ý✏þ á➀î❵á❍ä❚ã❸ñ✭ã❸ç➆ìÏî❵á❚è✮á❚ì✲î❵ñ➤ç➆ì✸é þ á❲î❅ã❸ñ✭é☞å❘ì✲ä❍á❁✝✮á❚é③✟✍á❍á❚ìïé þ á✰å➆ä❚é✭ß✷å❘æ
è✗ç✈ñ✭ãêé✭ã❸ç➆ì

x
å❘ì✲î❀é þ á☎è✗ç✈ñ✭ãêé✭ã❸ç➆ì ç✁�✏é þ á☎æ➥å➆ñ✭é❽ãêì✲ñ❿á❚â✭é❿á❍î è✮ç➆æ❸á✈ò☎Ó✏ç➆é þ ãêì✲ä❚â❿á➂å➆ñ✭ãêì✑✏ïé þ á☎â☞å➆î❅ãêß✲ñ✰å❘ì✲î❀ãêì✲ñ❿á❚â✭é✭ãêì✑✏

ì✲á✌✟ è✮ç➆æ❸á❍ñ✍ã❸ñ✍ç➆ì❵æêð★î❵ç➆ì✲á➈å❲æêãêà☎ãêé❿á❍î➯ì❳ß❵à➛✝✗á❚â✏ç✁�❫é✭ãêà★á❍ñ✦å❘ì✲î❬é þ á❚ì❬é þ á✜✟ þ ç➆æ❸á❽å❘æ✒✏❤ç➆â✭ãêé þ à ã❸ñ✍â❿á❍ñ✭é☞å❘â✭é❿á❍î✺✟✦ãêé þ
å✖ì✲á✌✟➩â☞å❘ì✲î❵ç➆à☎æêð✸ä þ ç✈ñ☞á❚ì➭ñ✭é☞å❘â✭é✦è✗ç➆ãêì♥é➂ò
❂ ã✒✏✈ß❵â❿á ➼ ñ þ ç✠✟✣ñ✬å❘ìïá☞✎✲å❘à☎è❵æ❸á✾�❋ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì

f(x1, x2) = −(− cos(
x1

5
) cos(

x2

5
) + 10−6(x4

1 + x4
2) + 10−4(x2

1 + x2
2) −

3

10
cos(

x1x2

10
),

✵✬➟✲ò ❰ ➼ ✷
é þ å❘é þ å➆ñ✙ñ☞á✌✂❤á❚â☞å❘æ✡æ❸ç❂ä➂å❘æ✡à➯å❀✎❅ãêà➯å❘æ✮è✮ç➆ãêì❳é❿ñ✏å❘ì✲î✤✟ þ ã❸ä þ ✟✙á þ å✢✂❤á❽å➆î❵î❅ãêé✭ã❸ç➆ì✷å❘æêð❬î❅ã❸ñ✭é✭ß❵â✖✝✗á❍î✿✝❳ð þ ã✒✏ þ ☛⑤�◗â❿á✙✘♥ß✲á❚ì❳é
ì✲ç➆ã❸ñ❿á✈ò✱✲❳ãêì✲ä❍á✦ç➆ß❵â✚å❘æ✒✏❤ç➆â✭ãêé þ à➶î❵ç❂á❍ñ❧à☎ãêì❵ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì❫Ñ❄✟✙á✏ß✲ñ❿á❍î

−f
ò ý✏þ á✶✏✈æ❸ç✕✝✷å❘æ❵à➯å❀✎❅ãêà❲ß❵à✔ç✁�✮é þ ã❸ñs�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì

ã❸ñ✦é þ á➛✂➆å❘æêß✲á
1.3

å❘é
(0, 0)

ò✶➚➛ñ✣ñ✭é☞å❘â✭é✭ãêì✑✏★è✗ç➆ãêì♥é➄✟✍á❽ß✲ñ❿á❍î
(−30, 20)

å❘ì✲î ç✕✝❵é☞å❘ãêì✲á❍î é þ á✿✵❋æ❸ç❂ä➂å❘æ ✷ à➯å❀✎❅ãêà➯å❘æ
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❂ ã✒✏✈ß❵â❿á ➼✼➴ ý á❍ñ✭é❸☛⑤�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì❆�➸ç➆â❳✏✈æ❸ç✕✝✷å❘æ➠ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì❀å➆ñ➘➜➆î➭å❘ì✲îï❰➆îïè❵æ❸ç➆é➂ò✍Þ➛ç➆é❿á➀é þ á þ ã✒✏ þ ☛⑤�◗â❿á✙✘❳ß✲á❚ì♥é➛ì✲ç➆ã❸ñ❿á
ä➂å❘ß✲ñ❿á❍î❚✝❳ð❬é þ á➀é❿á❚â✭à

− 3
10 cos(x1x2

10 )
å❘ì✲î✸ì✲ç➆é✬î❅ß✲á➀é❿ç➦è❵ß❵â❿á✓✏✈â☞å❘è þ ã❸ä➂å❘æ➄â❿á❍ñ❿ç➆æêß❵é✭ã❸ç➆ì❫ò

è✗ç➆ãêì♥é❿ñ★ñ þ ç✠✟✦ì➹ãêì ý å✁✝❵æ❸á❚➟✲ò❣➜❅ò ➚✜�❋é❿á❚â➮➟✒ãêé❿á❚â☞å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ➂Ñ✍✟✍á þ å✁✝✗áÿâ❿á➂å➆ä þ á❍î é þ á❲✏✈æ❸ç✕✝✷å❘æ✣à➯å❀✎❂ãêà✰ß❵à òý✽➤é þ á❚â
é❿á❍ñ✭é❸☛⑤�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì✲ñ➛✟✙á❚â❿á➯é☞å✁✛❤á❚ì➷�❋â❿ç➆à➂✖ ➙✯➙➃✘ å❘ì✲î ç➆ß❵â❲à★ç❂î❅ã❋☎✷á❍î❱å❘æ✒✏❤ç➆â✭ãêé þ à ✟✙å➆ñ✖ñ✭ß✲ä❍ä❍á❍ñ❿ñ❸�◗ß❵æêæ✍å❘æ❸ñ❿ç❃�◗ç➆â þ ã✒✏ þ á❚â
î❅ãêà★á❚ì✲ñ✭ã❸ç➆ì✷å❘æ❧è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à★ñ➂ò➘➪➻✂❤á❚ì❀é þ á❲ì❳ß❵à➛✝✗á❚â❽ç✁�➻�❋ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì❀á✌✂➆å❘æêß✷å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ✾✟✏å➆ñ➛ãêìïé þ á✖ñ☞å❘à★á✰ç➆â❿î❵á❚â❽å➆ñ➘✟✦ãêé þ
✏✈â☞å➆î❅ã❸á❚ì♥é➄✝✷å➆ñ❿á❍î ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì❀å❘æ✒✏❤ç➆â✭ãêé þ à★ñ✬ãêì✚✖ ➙✯➙✙✘ ò

➙ ➟



(x1, x2)
☛⑤�

(−19.357, 19.357)
☛tÕ❅ò ➟ ➼✼➙✢➼

(−17.673, 17.673)
☛tÕ❅ò ❒ ➼ Õ✈❒

(−15.837, 15.837)
☛ ➙ ò ➙ ❰✯➜✈Õ

(5.464 · 10−8, 5.606 · 10−8)
☛ ➙ ò❣➜✈Õ✈Õ✈Õ

ý å✁✝❵æ❸á ➙✯➴ ×✬á❍ñ❿ß❵æêé❿ñ✦ç✁� ý ß❵ì❵ì✲á❚æêãêì✑✏✕☛✳✽➤è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì ç➆ì é þ á❽á☞✎❵å❘à☎è❵æ❸á❁�❋ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì✄✵✪➪✱✘♥ì❫ò❳✵✬➟✲ò ❰ ➼ ✷✖✷ ò

❘✱Ù✕❘ ➄✇â✐✥❍à★â✯Ý✬➅➇➆
➚➛ñ❽á☞✎❂è❵æ➥å❘ãêì✲á❍î ãêì❊✲❂á❍ä❚é✭ã❸ç➆ì❊➜❅ò ❰❅ò ❰❅Ñ➾✟✙á★î❵á❚è✮á❚ì✲î ç➆ì å✺�➸å➆ñ❿é➛æ❸ç✠✟ ☎✷î❵á❚æêãêé➋ð ä❍ç❂î❵á✞�➸ç➆â❽é þ á✤❅ ❂ Ô✪ä➂å❘æ❸ä❚ß❵æ➥å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ✐ò
ý✏þ ã❸ñ▲à★á➂å❘ì✲ñ✍✟✍á✬á❚ì✲ä❍ç➆ß❵ì♥é❿á❚â✦å➈æ❸ç✈ñ❿ñ✚ç✁�➄å➆ä❍ä❚ß❵â☞å❘â✭ð❤Ñ❏✟ þ ã❸ä þ ✟✍á þ å✢✂❤á✣é❿ç✰ä❍ç➆à☎è✮á❚ì✲ñ☞å❘é❿á✈ò ý✏þ ã❸ñ✍ã❸ñ▲î❵ç➆ì✲á❳✝❳ð➦ß✲ñ✭ãêì✑✏
é þ á þ ã✒✏ þ ☛⑤☎✷î❵á❚æêãêétð➭ä❍ç❂î❵á❲å❘ì✲î➭è þ ð❅ñ✭ã❸ä➂å❘æ❺á☞✎❅è✮á❚â✭ãêà★á❚ì❳é❿ñ➄�◗ç➆â❳✂✈å❘æêã❸î✲å❘é✭ã❸ç➆ì❀ç✁�❧é þ á❲â❿á❍ñ✭ß❵æêé❿ñ➛ç✁�❧ì✲á✌✟ Ó❳✲✑❅✙ñ✜✟ þ ã❸ä þ
✟✍á❳�◗ç➆ß❵ì✲î➧å➆ñ▲â❿á❍ñ✭ß❵æêé✙î❅ß❵â✭ãêì✑✏❲é þ á➤ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì❬è❵â❿ç❂ä❍á❍ñ❿ñ➂Ñ❂å➆ñ✚ñ þ ç✠✟✦ì➯ãêì ❂ ã✒✏✈ß❵â❿á ➙ Õ❅ò ✗ �✳é þ á✦ãêà☎è❵â❿ç✢✂❤á❚à★á❚ì❳é✦ã❸ñ
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❂ ã✒✏✈ß❵â❿á ➙ Õ ➴ ✲❳é✭â☞å❘é❿á✌✏✈ð

✂✈å❘æêã❸î✲å❘é❿á❍î✳Ñ✮á✌✂❤á❚â✭ð❂é þ ãêì✑✏➧ã❸ñ❳☎✲ì✲á✈ò☛✟➤ç✠✟✍á✌✂❤á❚â➂Ñ✮ãêé➤ã❸ñ➤è✗ç✈ñ❿ñ✭ã✒✝❵æ❸á➀é þ å❘é➈å❘ìÏç➆è❵é✭ãêà☎ãêë➂á❍î❀Ó❳✲✑❅➞ãêìÏé þ á þ ã✒✏ þ ☛⑤☎✷î❵á❚æêãêétð
ä➂å❘æ❸ä❚ß❵æ➥å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ➤è✮á❚â❸�➸ç➆â✭à★ñ➀✟✍ç➆â❿ñ☞á❽é þ å❘ì é þ á➀Ó❳✲✑❅➎✟✙á➀ñ✭é☞å❘â✭é❿á❍î❚✟✦ãêé þ ò ✗ ì✸é þ ã❸ñ✣ä➂å➆ñ❿á❁✟✍á þ å✢✂❤á❽é❿ç☎ãêà☎è❵â❿ç✢✂❤á❲é þ á
æ❸ç✢✟✶☛⑤☎✷î❵á❚æêãêétð➧ä❍ç❂î❵á➘✝✮á☞�➸ç➆â❿á➛ñ✭é☞å❘â✭é✭ãêì✑✏➦é þ á➤ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ìïå✁✏♥å❘ãêì❫ò✓❉➤è➧é❿ç❲ì✲ç✠✟ é þ ã❸ñ✙ãêà☎è❵â❿ç✠✂❤á❚à★á❚ì♥é✬ã❸ñ✙î❵ç➆ì✲á➘✝♥ð
é✭ß❵ì❵ãêì✑✏➈è✷å❘â☞å❘à★á❚é❿á❚â✟ñ❿á❚é✭é✭ãêì✑✏❤ñ➠ãêì✰é þ á✸✂❤ç➆â✭é❿á☞✎❘☛①æ➥å❘é✭é✭ã❸ä❍á✙ä❍ç❂î❵á✏å❘ì✲î✆✝❳ð➀ãêì♥é✭â❿ç❂î❅ß✲ä❚ãêì✑✏❽ñ❿ç➆à★á✙á❚à☎è❵ãêâ✭ã❸ä➂å❘æ✲ä❍ç➆â✭â❿á❍ä❚é✭ã❸ç➆ì
é❿á❚â✭à★ñ➄✝♥ð þ å❘ì✲î✳ò ✗ ì é þ á✓�◗ß❵é✭ß❵â❿á✆✟✍á➀ãêì❳é❿á❚ì✲îïé❿ç➯ß✲ñ❿á✰å❘è❵è❵â❿ç✢✎❂ãêà➯å❘é✭ã❸ç➆ì❀à★ç❂î❵á❚æ❸ñ✬é❿ç➧å❘ß❵é❿ç➆à➯å❘é✭ã❸ä➂å❘æêæêðïãêà☎è❵â❿ç✠✂❤á
é þ á❽æ❸ç✠✟✶☛⑤☎✷î❵á❚æêãêé➋ð✸â❿á❍ñ✭ß❵æêé❿ñ➂ò
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é þ á★è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à ç✁�✬î❵á❚é❿á❚â✭à☎ãêì❵ãêì✑✏❀é þ á★ì❳ß❵à➛✝✗á❚â✖ç✁�❳✛❂ì✲ç➆é❿ñ

n
ì✲á❍ä❍á❍ñ☞ñ☞å❘â✭ð✒é❿ç❃✏✈ß✷å❘â☞å❘ì❳é❿á❍áÿåïñ✭è✗á❍ä❚ã❋☎✷ä❬å➆ä❍ä❚ß❵â☞å➆ä❚ð

å❘ì✲î✤✟ þ á❚é þ á❚â✙é❿ç❲ß✲ñ❿á✜�❋â❿á❍á➤ç➆âê☎✑✎❵á❍î❈✛❂ì✲ç➆é✙ñ❿è❵æêãêì✲á❍ñ➂ò✱✽➤ì➧ç➆ì✲á þ å❘ì✲î➯é þ á➛ñ✭è✷å➆ä❍á
S(n; Ξn)

ç✁�➾✏❤á❚ì✲á❚â☞å❘é❿á❍îÿÓ❳✲✑❅
î❵á❚è✗á❚ì✲î❵ñ➛ç➆ì

n
ãêì✒å★ä❚â✭ß✲ä❚ã➥å❘æ❧✟✙å❍ð❤ò ý✏þ á❚â❿á☞�➸ç➆â❿á✈Ñ

n
þ å➆ñ✬é❿ç✤✝✗á❲ñ✭ß✼✹➯ä❚ã❸á❚ì❳é✭æêðïæ➥å❘â✖✏❤á✰é❿ç➯á❚ì✲ñ✭ß❵â❿á✰é þ å❘é➤é þ á✆✝✗á❍ñ✭é

Ó❳✲✑❅
s∗ ∈ C2

2π

å❘æ❸ñ❿ç➦æêã❸á❍ñ✏ãêì
S(n; Ξn)

Ñ❂ç➆â✣ä➂å❘ìïå❘é✏æ❸á➂å➆ñ✭é➀✝✗á❽å❘è❵è❵â❿ç✙✎❅ãêà➯å❘é❿á❍î ß❵èÿé❿ç★å✖ä❍á❚â✭é☞å❘ãêì➭å➆ä❍ä❚ß❵â☞å➆ä❚ð✺✝♥ð
ñ❿ç➆à★á

sn ∈ S(n; Ξn)
ò❳✽➤ì é þ á❲ç➆é þ á❚â þ å❘ì✲î✳Ñ

n
ä❍ç➆â✭â❿á❍ñ✭è✗ç➆ì✲î❵ñ✬é❿ç★é þ á➀î❅ãêà★á❚ì✲ñ✭ã❸ç➆ì

m
Ñ✡å➆ñ✣î❵á☞☎✲ì✲á❍î❆✝❳ð❚➪✱✘♥ì❫ò

➜❅ò ➙ ❒❅Ñ✮ç✁�▲é þ á❲ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì✒è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à é þ å❘é þ å➆ñ➤é❿ç✿✝✗á❲ñ❿ç➆æ✒✂❤á❍î✳ò ý✏þ ß✲ñ➂Ñ✡ãêé➛å❘æ❸ñ❿ç➯ãêì❅í✲ß✲á❚ì✲ä❍á❍ñ➈é þ á➀ì❳ß❵à➛✝✗á❚â➈ç✁�
ì✲á❍ä❍á❍ñ❿ñ☞å❘â✭ð✤�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ìïá✌✂➆å❘æêß✷å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ➤î❅ß❵â✭ãêì✑✏➯é þ á❽ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì❫ò
➚➤ñ✖å❲☎✲â❿ñ✭é✖ä þ ç➆ã❸ä❍á✿�◗ç➆â

n
Ñ✃✟✙á★ãêì❄✂❤á❍ñ❿é✭ã✒✏♥å❘é❿áÿå ñ✭è❵æêãêì✲á➧å❘è❵è❵â❿ç✢✎❂ãêà➯å❘é✭ã❸ç➆ì➹ç✁�✬å❘ì❱å➆ä❚é✭ß✷å❘æêæêð✒ß✲ñ☞á❍î Ó❳✲✑❅ é❿çÏå

è❵â❿á❍ñ❿ä❚â✭ã✒✝✗á❍î é❿ç➆æ❸á❚â☞å❘ì✲ä❍á✈ò➹Ó✏á☞�◗ç➆â❿á❲✟✙á ñ þ ç✢✟ â❿á❍ñ❿ß❵æêé❿ñ★ç✁�➛ñ✭ß✲ä þ å❘è❵è❵â❿ç✙✎❅ãêà➯å❘é✭ã❸ç➆ì✫á☞✎❅è✗á❚â✭ãêà★á❚ì♥é❿ñ➂Ñ✍✟✍á þ å✢✂❤á✸é❿ç
ñ✭é☞å❘é❿á➯à★ç➆â❿á★è❵â❿á❍ä❚ã❸ñ❿á❚æêð➌✟ þ å❘é✆✟✍á➧ä þ ç❂ç✈ñ❿á❬å➆ñ❚✺ ñ✭ß✼✹➯ä❚ã❸á❚ì♥é✢➽❧å➆ä❍ä❚ß❵â☞å➆ä❚ð➌�➸ç➆â✰å❘è❵è❵â❿ç✙✎❅ãêà➯å❘é✭ã❸ç➆ì❫ò❆➚➛ñ✰åïî❅ã❸ñ✭é☞å❘ì✲ä❍á

➙ Ð



à★á➂å➆ñ✭ß❵â❿á➀ç✁�❧é▲✟✙ç➯ä❚ß❵â✖✂❤á❍ñ
f, g ∈ C2

2π

✟✙á❽ß✲ñ❿á❽é þ á❽î❅ã❸ñ☞ä❚â❿á❚é❿á❽ì✲ç➆â✭à
d(f, g) := ‖f − g‖h,2

Ñ ✵➸Ð❅ò❣➜✈Õ ✷

‖z‖2
h,2 :=

2π−1

h
∑

i=0

|z(ih)|2
ò ✵➸Ð❅ò❣➜ ➙ ✷

ý å✁✝❵æ❸á☎❰☎ñ þ ç✠✟✣ñ➛é þ á➀â❿á❍ñ✭ß❵æêé❿ñ➛ç✁�✚å❘è❵è❵â❿ç✙✎❅ãêà➯å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ❽ç✁�▲å❈✏✈ã✒✂❤á❚ìÏÓ❳✲✑❅➋✟✦ãêé þ ☎✑✎❵á❍î➭å❘ì✲î❆�❋â❿á❍á✓✛❂ì✲ç➆é➤ñ❿è❵æêãêì✲á❍ñ➂Ñ
✟ þ á❚â❿á

n
î❵á❚ì✲ç➆é❿á❍ñ▲é þ á✏ì♥ß❵à➛✝✗á❚â▲ç✁�➫✛❂ì✲ç➆é❿ñ▲å❘ì✲î

m
é þ á✏ì♥ß❵à➛✝✗á❚â▲ç✁�✡è✷å❘â☞å❘à★á❚é❿á❚â❿ñ✐ò ❂ â❿ç➆à✔å➤é❿á❍ä þ ì❵ã❸ä➂å❘æ✲è✗ç➆ãêì♥é▲ç✁�

✂❂ã❸á✌✟ ç✁�❫é þ á➤ß❵ì✲î❵á❚â✭æêð❳ãêì✑✏✖è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à✡✟✍á➤é☞å✁✛❤á✜✂✈å❘æêß✲á❍ñ✸✝✮á❚æ❸ç✠✟
0.01

å➆ñ✍ñ❿ß✼✹➯ä❚ã❸á❚ì♥é➂ò ý✏þ á❚â❿á☞�➸ç➆â❿á➘✟✍á➛ñ✭é☞å❘â✭é❿á❍î❬ç➆ß❵â
ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì➠✟✦ãêé þ

10
☎✑✎❵á❍î❚✛❳ì✲ç➆é➤ñ✭è❵æêãêì✲á❍ñ➤å❘ì✲î

6
�◗â❿á❍á✓✛❂ì✲ç➆é✬ñ✭è❵æêãêì✲á❍ñ➂Ñ✚✟ þ ã❸ä þ å❘à★ç➆ß❵ì♥é❿ñ➤é❿ç

9
è✷å❘â☞å❘à★á❚é❿á❚â❿ñ

ãêì➹á➂å➆ä þ ä➂å➆ñ☞á✈ò➡❐ á❲✟✦ãêæêæ✏æ➥å❘é❿á❚â★ä❍ç➆à☎è✷å❘â❿á✸é þ á➧â❿á❍ñ✭ß❵æêé❿ñ★ç✁�➛é þ á➧ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ìý✟✦ãêé þ î❅ã❋➱✗á❚â❿á❚ì❳é★ì♥ß❵à✆✝✮á❚â➯ç✁�
è✷å❘â☞å❘à★á❚é❿á❚â➂ò

n mfixed d(f, g)
☎✑✎❅á❍î

mfree d(f, g)
�❋â❿á❍á

➟ ➜ Õ❅ò ➟♥❰✈❒✈Ò✯➜ Ð Õ❅ò❣➜✈Õ✈Ò✯➜✈Ò
Ð ➟ Õ❅ò Ð✯➜ ➼ Ò✈❰ ❐ Õ❅ò Õ❤❐✕➜✈❒ ➙
Ò Ð Õ❅ò Õ✈❰✯➜✈❰✈❰ ➼ Õ❅ò Õ✈Õ❤❐✈❐➆❰
❐ Ò Õ❅ò ➙✯➙ ➜✁➟✯➟ ➙✯➙ Õ❅ò Õ✈Õ✈Ò✈Ò✈Ò
❒ ❐ Õ❅ò Õ✈❰ ➼ ❰✯➜ ➙ ➜ Õ❅ò Õ✈Õ✈Ð✈❰❤❐
➼ ❒ Õ❅ò Õ ➙✯➙ ➟♥❒
➙ Õ ➼ Õ❅ò Õ✈Õ✈Ò✈❰ ➼
➙✯➙ ➙ Õ Õ❅ò Õ✈Õ ➙✢➼✯➼

ý å✁✝❵æ❸á✖❰ ➴ ➚✬è❵è❵â❿ç✢✎❂ãêà➯å❘é✭ã❸ç➆ìÏç✁�✟å➮✏✈ã✒✂❤á❚ì➭Ó➀✲✑❅➉✝❳ð✸ñ✭è❵æêãêì✲á❍ñ➂ò

➌sÙ✜✛ ④❳è➻å✼àçæ✉❳❆❯✱â❍ä▲ã➞ä★✧✑à★â❍ä❇è✠✩
➚✫æ➥å❘â✖✏❤á✣ì♥ß❵à✆✝✮á❚â✙ç✁�✗ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì➧â✭ß❵ì✲ñ✜✵✬✟ þ á❚â❿á✜✟✍á✣ä➂å❘æêæ✮ç➆ì✲á✣ä❍ç➆à☎è❵æ❸á❚é❿á➤å❘è❵è❵æêã❸ä➂å❘é✭ã❸ç➆ì➧ç✁�✮é þ á✣ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì
à★á❚é þ ç❂î➭å⑤✺➼â✭ß❵ì➾➽ ✷ þ å➆ñ➄✝✮á❍á❚ì➭ß❵ì✲î❵á❚â✭é☞å✁✛❤á❚ì➠✟✦ãêé þ é þ á❲î❵á❍ñ❿ä❚â✭ã✒✝✗á❍î➭à★á❚é þ ç❳î❵ñ✜�◗ç➆â➤î❅ã❋➱✗á❚â❿á❚ì❳é➈ä❍ç➆ì✲ñ❿é❿á❚æêæ➥å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ➛ç✁�é þ á➮✰❁✲ ✴ ç➆â➈î❅ã❋➱✳á❚â❿á❚ì♥é✰ç➆ß❵é❿ñ✭ã❸î❵á✖í✷ç✢✟➶ä❍ç➆ì✲î❅ãêé✭ã❸ç➆ì✲ñ➂ò ✗ ì✒å❘æêà★ç✈ñ❿é❲å❘æêæ❧ä➂å➆ñ☞á❍ñ➀å❘ìÏãêà☎è❵â❿ç✠✂❤á❚à★á❚ì♥é➦ä❍ç➆à☎è✷å❘â❿á❍î❀é❿ç
é þ á✰ãêì❵ãêé✭ã➥å❘æ❧Ó❳✲✑❅➣✟✙å➆ñ➀å➆ä þ ã❸á✌✂❤á❍î✳ò ❂ ç➆â➈é þ á✰ñ☞å✁✛❤á✖ç✁�✍ñ✭ãêà☎è❵æêã❸ä❚ãêétð❆✟✙á✰ä❍ç➆ì✲ñ✭ã❸î❵á❚â❿á❍îÏé þ á➦ñ✭ãêà☎è❵æêã❋☎✷á❍î❀ä➂å➆ñ❿á✆✟✦ãêé þ
ç➆ì❵æêð ç➆ì✲á✤✝❵æ➥å➆î❵á✈ò ý✏þ ã❸ñ❲ã❸ñ✰à➯å❘ãêì❵æêð î❅ß✲á❬é❿çïä❍ç➆à☎è❵ß❵é☞å❘é✭ã❸ç➆ì é✭ãêà★á❍ñ➂ò❚❐ á❬ñ þ ç✢✟ ñ❿ç➆à★á➯ç✁�✣é þ ç✈ñ☞á➯á☞✎✲å❘à☎è❵æ❸á❍ñ➂Ñ
å❘æêæ✸✟✦ãêé þ é þ áÿå➆î✼✂➆å❘ì✲ä❍á➧ä❍ç❂á☞✹➯ä❚ã❸á❚ì♥é☎ä þ ç✈ñ❿á❚ì➹å➆ñ

λ = 0.6336
Ñ➻✟ þ ã❸ä þ ä❍ç➆â✭â❿á❍ñ✭è✗ç➆ì✲î❵ñ✖é❿çÏå ì✲ç➆â✭à➯å❘æ✏î❅â✭ã✒✂❂ãêì✑✏

ñ✭ãêé✭ß✷å❘é✭ã❸ç➆ì❫ò ý å✁✝❵æ❸á✞➜☎ñ þ ç✠✟✣ñ✬é þ á❽ãêì❵ãêé✭ã➥å❘æ➠Ó❳✲✑❅ ✵ ➙ ✷ å❘ì✲îïâ❿á❍ñ✭ß❵æêé❿ñ✬ç✁�❧é▲✟✙ç❬ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ìÏâ✭ß❵ì✲ñ❳✟✦ãêé þ î❅ã❋➱✗á❚â❿á❚ì❳éì♥ß❵à✆✝✮á❚â➛ç✁�➻✛❳ì✲ç➆é❿ñ➂ò ✗ ì❚✝✗ç➆é þ ä➂å➆ñ❿á❍ñ➛å❘ì ãêà☎è❵â❿ç✢✂❤á❚à★á❚ì❳é➛ç✁�➻➟✲ò Ò❻➑ å❘ì✲î❚➟✲ò ❒❻➑á✟✙å➆ñ➛å➆ä þ ã❸á✌✂❤á❍î✳ò ❂ ã✒✏✲ò ➙✯➙ ñ þ ç✠✟✣ñ
é þ á➛ä❍ç➆â✭â❿á❍ñ✭è✮ç➆ì✲î❅ãêì✑✏➦é þ â❿á❍á➛Ó❳✲✑❅➛ò ý å✁✝❵æ❸á➄➟✖ä❍ç➆ì♥é☞å❘ãêì✲ñ✏é þ á➛ä❍ç➆â✭â❿á❍ñ✭è✗ç➆ì✲î❅ãêì✑✏✞✂❤á❚â✭ã❋�◗ð❂ãêì✑✏✖ä➂å❘æ❸ä❚ß❵æ➥å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ✶✟✦ãêé þ é þ á

Ó❳✲✑❅ ì✲ç❵ò▲ç✁�s✛❂ì✲ç➆é❿ñ �❋â❿á❍á➓➒✠☎✑✎❵á❍î
ks kd η0

ãêà☎è❵â❿ç✠✂❤á❚à★á❚ì♥é❽ç✁�
η0➙ ☛ ☛ Õ❅ò ➙ ❰✈Ò✈❰ Õ❅ò ➙ Õ✈Ð✈Õ Õ❅ò ❐➆Ò ➙ Õ ☛

✝ ➙ ➙ Õ ☎✑✎❅á❍î Õ❅ò Õ✈❒✈Õ ➼ Õ❅ò Õ✈Ò✁➟✯➟ Õ❅ò ❐ ➼ Ð❤❐ ➟✲ò Ò❻➑
✝✷❰ ❰ ➙ ☎✑✎❅á❍î Õ❅ò Õ✈❒✈Õ✈❒ Õ❅ò Õ✈Ò✁➟♥❰ Õ❅ò ❐ ➼ ❐➆Ò ➟✲ò ❒❻➑

ý å✁✝❵æ❸á➛➜ ➴ ×➤á❍ñ✭ß❵æêé❿ñ✦ç✁�➠æ❸ç❂ä➂å❘æ➄ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì❫ò

ä❍ç➆à★á❚â❿ä❚ã➥å❘æ✱❅ ❂ Ô è❵â❿ç✕✏✈â☞å❘à ❅✙ç➆à★á❚é➂Ñ✚✟ þ ã❸ä þ ✟✙á❲ä➂å❘ì❵ì✲ç➆é✬ð❤á❚é✬ß✲ñ❿á✾�➸ç➆â✬ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ìÏî❅ãêâ❿á❍ä❚é✭æêð î❅ß✲á❲é❿ç✤❅ ✴ ❉é✭ãêà★á❍ñ➤å➆ñ✬á☞✎❂è❵æ➥å❘ãêì✲á❍îïå✁✝✗ç✢✂❤á✈ò✸✽✜�❧ä❍ç➆ß❵â❿ñ❿á➀é þ á❲å✁✝✲ñ❿ç➆æêß❵é❿á✓✂✈å❘æêß✲á❍ñ✣î❅ã❋➱✳á❚â➂Ñ✑✝❵ß❵é✦é✭â❿á❚ì✲î❵ñ➤å❘â❿á✓✂✈å❘æêã❸î✲å❘é❿á❍î✳ò
➙ Ò
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❂ ã✒✏✈ß❵â❿á ➙✯➙✯➴ ✽➤â✭ã✒✏✈ãêì✷å❘æ❺å❘ì✲îïç➆è❵é✭ãêà☎ãêë➂á❍îïÓ❳✲✑❅➛ò

Ó❳✲✑❅ ì✲ç❵ò▲ç✁�s✛❳ì✲ç➆é❿ñ �◗â❿á❍á➓➒✠☎✑✎❅á❍î
ks kd η0

ãêà☎è❵â❿ç✢✂❤á❚à★á❚ì❳é➛ç✁�
η0➙ ☛ ☛ Õ❅ò ➙ ❰✈Ð✈Õ Õ❅ò ➙ Õ✈Ò✈Õ Õ❅ò ❐❀➟❳❐ ☛

✝ ➙ ➙ Õ ☎✑✎❵á❍î Õ❅ò Õ❤❐➆❒ ➼ Õ❅ò Õ✈Ò✈Ð✈Õ Õ❅ò ❐➆Ò ➼ ❰❅ò ➼ ➑
✝✷❰ ❰ ➙ ☎✑✎❵á❍î Õ❅ò Õ❤❐ ➼ Õ Õ❅ò Õ✈Ò✁➟♥❒ Õ❅ò ❐✈❐➆❰ ➜❅ò❣➜❻➑
ý å✁✝❵æ❸á✓➟ ➴ ✰▲á❚â✭ã❋�❋ð❂ãêì✑✏★ä➂å❘æ❸ä❚ß❵æ➥å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ➤ç✁�❧æ❸ç❂ä➂å❘æ➄ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ìïâ❿á❍ñ✭ß❵æêé❿ñ✣ß✲ñ✭ãêì✑✏✺❅✙ç➆à★á❚é➂ò

➚✬ì✲ç➆é þ á❚â➈ç✕✝✲ñ❿á❚â✖✂✈å❘é✭ã❸ç➆ì❃�◗â❿ç➆à ý å✁✝❵æ❸á✞➜➦ã❸ñ➤é þ å❘é➤î❅ã❋➱✳á❚â❿á❚ì♥é➛â❿á❍ñ✭ß❵æêé❿ñ✜✟✍á❚â❿á➦å➆ä þ ã❸á✌✂❤á❍î❆�◗ç➆â➛î❅ã❋➱✗á❚â❿á❚ì❳é➤ì❳ß❵à➛✝✗á❚â
ç✁�✍✛❂ì✲ç➆é❿ñ❽é þ å❘é✓✟✙á❚â❿á➦ß✲ñ❿á❍î❀é❿ç✸î❅ã❸ñ❿ä❚â❿á❚é✭ãêë➂á➦é þ á☎Ó❳✲✑❅➛ò➲❐ á☎î❅ã❸î å❘ì✲ç➆é þ á❚â❲ñ✭é✭ß✲î❅ð➭é❿ç✸ä þ á❍ä▼✛❀é þ á➦ãêì❅í✲ß✲á❚ì✲ä❍á★ç✁�
é þ á➦ì♥ß❵à✆✝✮á❚â✰ç✁�✸✛❂ì✲ç➆é❿ñ➀å❘ì✲î❀è✷å❘â☞å❘à★á❚é❿á❚â❿ñ➂ò ý å✁✝❵æ❸á❬Ðÿñ þ ç✢✟✣ñ❽é þ á➦â❿á❍ñ❿ß❵æêé❿ñ➂ò ý✏þ á➮✝✗á❍ñ✭é❽â❿á❍ñ✭ß❵æêé✿✵

η0 = 0.797 ✷✟✙å➆ñ❲â❿á➂å➆ä þ á❍î ãêì é þ á★ä➂å➆ñ❿á❍ñ❲ç✁�✦ñ❿è❵æêãêì✲á❍ñ❁✟✦ãêé þ
9
☎✑✎❵á❍î➌✛❂ì✲ç➆é❿ñ✰å❘ì✲î

9
�◗â❿á❍á✔✛❂ì✲ç➆é❿ñ➂ò✺✽➤ì✲á➯ä➂å❘ì á☞✎❅è✮á❍ä❚é➂Ñ➄é þ å❘é

þ ã✒✏ þ á❚â➀ì❳ß❵à➛✝✗á❚â✰ç✁�✶✂➆å❘â✭ã➥å✁✝❵æ❸á❍ñ❲æ❸á➂å➆î✒é❿ç❲✝✮á❚é✭é❿á❚â❲â❿á❍ñ✭ß❵æêé❿ñ➂ò ✗ ì✒é þ á★ä➂å➆ñ❿á☎ç✁�✸☎✑✎❅á❍î➏✵◗á✙✘❳ß❵ã❸î❅ã❸ñ✭é☞å❘ì♥é ✷ ✛❳ì✲ç➆é❿ñ➀ãêé➀ã❸ññ✭é✭ãêæêæ✟è✗ç✈ñ❿ñ✭ã✒✝❵æ❸á✖é þ å❘é
s ∈ S(n; Ξn)

å❘ì✲î
s 6∈ S(n′; Ξ′

n)
�➸ç➆â➈ñ☞ç➆à★á

n < n′ ò➔✟➛ç✢✟✙á✌✂❤á❚â➂Ñ➾�➸ç➆â➈é þ á➮�❋â❿á❍á✞✛❂ì✲ç➆éä➂å➆ñ❿á✓✟✙á þ å✢✂❤á
S(n; Ξn) ⊂ S(n′; Ξ′

n)
�◗ç➆â

n < n′ ò✶❅✍æ❸á➂å❘â✭æêð✸é þ á➀â❿á❍ñ✭ß❵æêé❿ñ✣ãêì ý å✁✝❵æ❸á✰Ð★î❵ç★ì✲ç➆é❳✂❤á❚â✭ã❋�◗ðÿé þ á❍ñ❿áá☞✎❅è✮á❍ä❚é☞å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ➂Ñ❘✝❵ß❵é✏ñ✭ãêì✲ä❍á➄✟✍á➘✟✍á❚â❿á➛á☞✎❂è✗á❍ä❚é✭ãêì✑✏➦æ❸ç❳ä➂å❘æ✮à➯å❀✎❅ãêà➯å➀é þ ã❸ñ✙ã❸ñ✍ì✲ç➆é✍é❿ç✖ñ✭ß❵â✭è❵â✭ã❸ñ✭ãêì✑✏✲ò✓❉➛ñ✭ãêì✑✏✖î❅ã❋➱✗á❚â❿á❚ì❳é
ñ✭é☞å❘â✭é✣Ó❳✲✑❅ å❘æ❸ñ❿ç➦æ❸á❍î é❿ç★î❅ã❋➱✗á❚â❿á❚ì❳é✣â❿á❍ñ✭ß❵æêé❿ñ➂Ñ➬✟ þ ã❸ä þ å✁✏♥å❘ãêì ã❸ñ✣é➋ð❂è❵ã❸ä➂å❘æ➾�➸ç➆â✦æ❸ç❳ä➂å❘æ✳à➯å❀✎❅ãêà➯å❅ò
ý✏þ á➘☎✲â❿ñ✭é✦é✭â✭ð➯é❿ç☎ç✠✂❤á❚â❿ä❍ç➆à★á➀é þ ã❸ñ✏è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à ã❸ñ✏é❿ç★å❘è❵è❵â❿ç✢✎❂ãêà➯å❘é❿á➀é þ á✾✝✮á❍ñ✭é✦Ó❳✲✑❅➉✟✦ãêé þ î❅ã❋➱✳á❚â❿á❚ì♥é✣ì❳ß❵à➛✝✗á❚â

ç✁�✍✛❂ì✲ç➆é❿ñ❲å❘ì✲îÏé❿çÿß✲ñ❿á➦é þ á❍ñ❿á☎å❘è❵è❵â❿ç✢✎❂ãêà➯å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ➦å➆ñ➈ì✲á✌✟➶ñ✭é☞å❘â✭é➀Ó❳✲✑❅➛ò ý✏þ á➦â❿á❍ñ✭ß❵æêé❿ñ➀å❘â❿á☎ñ þ ç✠✟✦ì ãêì❀é þ á➦æ➥å➆ñ✭é
ä❍ç➆æêß❵à☎ì✒ç✁� ý å✁✝❵æ❸á☎Ð❅ò ✗ ìïé þ á✖ä➂å➆ñ❿á❍ñ➛ç✁�

7, 8
å❘ì✲î

10
☎✑✎❵á❍î❆✛❂ì✲ç➆é➤ñ❿è❵æêãêì✲á❍ñ➤é þ á➦å❘è❵è❵â❿ç✙✎❅ãêà➯å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ➘�①å❘ãêæ❸á❍îÏå❘ì✲î

é þ á➦ì✲á✌✟✔ñ✭é☞å❘â✭é➀Ó❳✲✑❅ è✗á❚â❸�➸ç➆â✭à★á❍î➝✟✍ç➆â❿ñ❿á☎é þ å❘ì
η0 = 0.797

ò ✗ ì å❘æêæ✚ç➆é þ á❚â➀ä➂å➆ñ☞á❍ñ✓✝❵ß❵é❲ç➆ì✲á✈Ñ❫é þ á➦è❵â❿á✌✂❂ã❸ç➆ß✲ñ
✝✗á❍ñ✭é✣ä❚ß❵â✖✂❤á✓✟✙å➆ñ➤â❿á➂å➆ä þ á❍îÏå❀�❋é❿á❚â✬é þ á❽ñ❿á❍ä❍ç➆ì✲îïç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì➭â✭ß❵ì❫ò ✗ ì✸é þ á➀ä➂å➆ñ❿á➀ç✁� ➙✢➼ ☎✑✎❵á❍î❚✛❳ì✲ç➆é❿ñ➤å❘ìïá✌✂❤á❚ì
✝✗á❚é✭é❿á❚â✏Ó❳✲✑❅ý✟✙å➆ñ✍�➸ç➆ß❵ì✲î✳ò ❂ ç➆â✣å❲à★ç➆â❿á➛ñ❿ð❂ñ✭é❿á❚à➯å❘é✭ã❸ä➘✟✏å❍ð➯é❿ç➦î❵á➂å❘æ➲✟✦ãêé þ é þ á✬è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à ç✁�❺æ❸ç❳ä➂å❘æ✗à➯å❀✎❅ãêà☎ãêë➂á❚â❿ñ

➙ ❐



ì✲ç❵ò✟ç✁�s✛❳ì✲ç➆é❿ñ
n

ì✲ç❵ò✟ç✁�s✂✈å❘â✭ã➥å✁✝❵æ❸á❍ñ
m

�❋â❿á❍á➓➒✠☎✑✎❵á❍î
η0 η0

â❿á❍ñ❿é☞å❘â✭é❿á❍î
❐ Ò ☎✑✎❵á❍î Õ❅ò ❐➆❒ ➼ Õ❅ò ❐ ➼✼➙
❒ ❐ ☎✑✎❵á❍î Õ❅ò ❐➆❒✈Ò Õ❅ò ❐➆❒✈Ò
➼ ❒ ☎✑✎❵á❍î Õ❅ò ❐ ➼ ❐ Õ❅ò ❐ ➼ ❐
➙ Õ ➼ ☎✑✎❵á❍î Õ❅ò ❐ ➼ ➟ Õ❅ò ❐ ➼ ➜
➙✯➙ ➙ Õ ☎✑✎❵á❍î Õ❅ò ❐ ➼ Õ Õ❅ò ❐ ➼ ❐
➙ ➜ ➙ ❰ ☎✑✎❵á❍î Õ❅ò ❐➆❒ ➼ Õ❅ò ❐ ➼ ❐
➙ Ò ➙ Ð ☎✑✎❵á❍î Õ❅ò ❐ ➼ ➟ Õ❅ò ❐ ➼ ❐
➙✢➼ ➙ ❒ ☎✑✎❵á❍î Õ❅ò ❐➆❒✁➟ Õ❅ò ❐ ➼✯➼
Ò ➼ �◗â❿á❍á Õ❅ò ❐➆❒ ➼ Õ❅ò ❐ ➼ ❐
❐ ➙✯➙ �◗â❿á❍á Õ❅ò ❐ ➼ Ð Õ❅ò ❐ ➼ ❐
❒ ➙ ➜ �◗â❿á❍á Õ❅ò ❐ ➼✼➙ Õ❅ò ❐ ➼ ❐
➼ ➙ Ð �◗â❿á❍á Õ❅ò ❐ ➼ ❐ Õ❅ò ❐ ➼ ❐
➙ Õ ➙ ❐ �◗â❿á❍á Õ❅ò ❐ ➼ Ð Õ❅ò ❐ ➼ ❐
➙✯➙ ➙✢➼ �◗â❿á❍á Õ❅ò ❐ ➼ Ð Õ❅ò ❐ ➼ ❐

ý å✁✝❵æ❸á❲Ð ➴ ➶❫ç❂ä➂å❘æ➄ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ìïß✲ñ❿ãêì✑✏➯î❅ã❋➱✗á❚â❿á❚ì❳é✣ì♥ß❵à✆✝✮á❚â➛ç✁�❧✂✈å❘â✭ã➥å✁✝❵æ❸á❽è✷å❘â☞å❘à★á❚é❿á❚â❿ñ➂ò

✟✍á❲ä❍ç➆ì✲ñ✭ã❸î❵á❚â❳✏✈æ❸ç✕✝✷å❘æ➄ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ìÏé❿á❍ä þ ì❵ã ✘❳ß✲á❍ñ➂ò✱×➤á❍ñ✭ß❵æêé❿ñ✬å❘â❿á❽è❵â❿á❍ñ❿á❚ì❳é❿á❍î✸ãêì é þ á✾�➸ç➆æêæ❸ç✢✟✦ãêì✑✏❬ñ❿á❍ä❚é✭ã❸ç➆ì❫ò
➌sÙPØ ❼➡æ❇è✸❨✍à➲æ✉❳❆❯✱â❍ä③ã➎ä▼✧✑à★â✯ä▲è✍✩
❐ á☎è❵ã❸ä❡✛❤á❍î é▲✟✙çïä➂å➆ñ❿á❍ñ❁�❋â❿ç➆à é þ á★ñ✭é✭ß✲î❅ð✒å✁✝✮ç✠✂❤á✈Ñ❺ç➆ì✲á✔✟✦ãêé þ �❋â❿á❍á➮✛❂ì✲ç➆é❲ñ✭è❵æêãêì✲á❍ñ✖å❘ì✲î✒é þ á★ç➆é þ á❚â✖ç➆ì✲á✔✟✦ãêé þ
☎✑✎❵á❍î❲✛❳ì✲ç➆é✬ñ❿è❵æêãêì✲á❍ñ➂Ñ❵á➂å➆ä þ ✟✦ãêé þ ➙✯➙ ✛❳ì✲ç➆é❿ñ✐ò ý✏þ á➀ç✕✝❵é☞å❘ãêì✲á❍î✸â❿á❍ñ✭ß❵æêé❿ñ✬å❘â❿á❲ñ þ ç✢✟✦ì ãêì ý å✁✝❫ò✚Ò❅ò ✗ ì❚✝✮ç➆é þ ä➂å➆ñ❿á❍ñ

ì✲ç➯ç✁�❧✛❂ì✲ç➆é❿ñ
n

ì✲ç☎ç✁�❧✂✈å❘â✭ã➥å✁✝❵æ❸á❍ñ
m

☎✑✎❵á❍î➏➒➛�❋â❿á❍á ➶➄ç❳ä➂å❘æ➄❮❀å❀✎❅ãêà❲ß❵à
η0➙✯➙ ➙ Õ ☎✑✎❵á❍î ➙ Õ❅ò ❐ ➼ ❰

➙✯➙ ➙ Õ ❰ Õ❅ò ❐ ➼ ➟
➙✯➙ ➙ Õ ➜ Õ❅ò ❐ ➼ ❐
➙✯➙ ➙✢➼ �❋â❿á❍á ➙ Õ❅ò ❐ ➼ ➟
➙✯➙ ➙✢➼ ❰ Õ❅ò ❐ ➼ ❒
➙✯➙ ➙✢➼ ➜ Õ❅ò ❐ ➼✯➼

ý å✁✝❵æ❸á✰Ò ➴ ×➤á❍ñ✭ß❵æêé❿ñ✣ç✁�❧é✭ß❵ì❵ì✲á❚æêãêì✑✏❬ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì❫ò

é þ â❿á❍á✖æ❸ç❳ä➂å❘æ➠à➯å❀✎❅ãêà➯å❘æ❧Ó❳✲✑❅✙ñ➘✟✍á❚â❿á✆�➸ç➆ß❵ì✲î✳ò ✗ ìÏé þ á✖ä➂å➆ñ❿á✰ç✁� ➙✯➙ ☎✑✎❵á❍î➠✛❳ì✲ç➆é❿ñ➛é þ á✰â❿á❍ñ✭ß❵æêé❽ç✁�
η0 = 0.797

ã❸ñ
é þ á☎ñ☞å❘à★á★å➆ñ❽â❿á❍ñ❿ß❵æêé✾�❋â❿ç➆à æ❸ç❂ä➂å❘æ▲ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì➡✟✦ãêé þ â❿á❍ñ✭é☞å❘â✭é➂ò ✗ ì✒é þ á☎ç➆é þ á❚â➀ä➂å➆ñ❿á☎ç✁� ➙✯➙ �❋â❿á❍á✞✛❂ì✲ç➆é❿ñ❽é þ á
☎✲ì✷å❘æ✟â❿á❍ñ✭ß❵æêé➈ã❸ñ➘✝✮á❚é✭é❿á❚â❽é þ å❘ì❀é þ á➦â❿á❍ñ✭ß❵æêé✾✟✙á☎ç✕✝❵é☞å❘ãêì✲á❍î➝✟✦ãêé þ æ❸ç❳ä➂å❘æ✟ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì ç✁� ➙✯➙ �◗â❿á❍á✞✛❳ì✲ç➆é❿ñ✐ò ý✏þ á
é✭ß❵ì❵ì✲á❚æêãêì✑✏✸â❿á❍ñ✭ß❵æêé➈á✙✘♥ß✷å❘æ❸ñ➛é þ á✞✝✗á❍ñ✭é➤â❿á❍ñ❿ß❵æêé❿ñ➛ç✁�✏å❘æêæ❧ä➂å➆ñ☞á❍ñ✬ãêì ý å✁✝❫ò➀Ð❅Ñ✮ì✷å❘à★á❚æêð

η0 = 0.799
✟✦ãêé þ ➙✢➼ ☎✑✎❅á❍î

✛❂ì✲ç➆é❿ñ➂ò
❂ ç➆â✏é þ á➛è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à✪ß❵ì✲î❵á❚â✦ä❍ç➆ì✲ñ✭ã❸î❵á❚â☞å❘é✭ã❸ç➆ì✸é þ á➤é✭ß❵ì❵ì✲á❚æêãêì✑✏➯å❘æ✒✏❤ç➆â✭ãêé þ à ã❸ñ✦å✁✝❵æ❸á✬é❿ç➦ç✢✂❤á❚â❿ä❍ç➆à★á❽ñ☞á✌✂❤á❚â☞å❘æ✡æ❸ç❂ä➂å❘æ

à➯å❀✎❅ãêà❲ß❵à è✗ç➆ãêì♥é❿ñ✐ò❚✟➛ç✢✟✍á✌✂❤á❚â➂Ñ✇�➸ç➆â➀á➂å➆ä þ æ❸ç❳ä➂å❘æ▲à➯å❀✎❅ãêà❲ß❵à å➧é✭ß❵ì❵ì✲á❚æêãêì✑✏ïè þ å➆ñ❿á❬å❘ì✲î åÿæ❸ç❂ä➂å❘æ✚ñ❿á➂å❘â❿ä þ þ å➆ñ
é❿ç➮✝✗á➈è✮á❚â❸�➸ç➆â✭à★á❍î✳ò▲Ô➛ß❵â✭ãêì✑✏☎é þ á➈é✭ß❵ì❵ì✲á❚æêãêì✑✏➯è þ å➆ñ❿á✈Ñ❅étð❳è❵ã❸ä➂å❘æêæêð✸ñ❿á✌✂❤á❚â☞å❘æ✳æ❸ç❂ä➂å❘æ❫ñ❿á➂å❘â❿ä þ á❍ñ❳✟✦ãêé þ é þ á❽ç✕✝✼✻✭á❍ä❚é✭ã✒✂❤á
�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì

T (x)
å❘â❿á☎ì✲á❍ä❍á❍ñ❿ñ☞å❘â✭ð✒é❿çïå➆î✁✻③ß✲ñ✭é➀é þ á➯è✷å❘â☞å❘à★á❚é❿á❚â❿ñ➦ç✁�✏é þ á★è✮ç➆æ❸á❍ñ➂Ñ➠á✈ò ✏✲ò➧é þ á☎â☞å➆î❅ãêß✲ñ➂ò ý✏þ ß✲ñ✐Ñ❺é þ á

å❘à★ç➆ß❵ì♥é➭ç✁�✖ì✲á❍ä❍á❍ñ❿ñ✜å❘â✭ð➏�◗ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì á✌✂➆å❘æêß✷å❘é✭ã❸ç➆ì✲ñ ãêì✲ä❚â❿á➂å➆ñ❿á❍ñ î❅â☞å❘à➯å❘é✭ã❸ä➂å❘æêæêð ä❍ç➆à☎è✷å❘â❿á❍î➩é❿ç➹å ñ✭ãêà☎è❵æ❸á❀æ❸ç❂ä➂å❘æ
ñ❿á➂å❘â❿ä þ ò

➙ ❒



→ ➣ ø✬õ✰û❧➺❿ú❋➊✷ü❿ø✣õ❋➊➐Õ✬õ✰ù Ò➩ú❲ö➫➺❿ø❽ø❊↔
❐ á þ å✙✂❤á☎ñ þ ç✠✟✦ì✒é þ å❘é➈é þ á✰ß✲ñ☞á✖ç✁�✍ì♥ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ▲é❿á❍ä þ ì❵ã ✘♥ß✲á❍ñ✓✏✈ã✒✂❤á❍ñ➈â✭ã❸ñ☞á✰é❿ç✸å➧ñ✭ã✒✏✈ì❵ã❋☎✷ä➂å❘ì❳é❽ãêà☎è❵â❿ç✢✂❤á❚à★á❚ì♥é✰ãêì
é þ á✬á☞✹➯ä❚ã❸á❚ì✲ä❚ð★ç✁�✳é þ á✜✰▲ç➆ãêé þ ☛✳✲❂ä þ ì✲á❚ã❸î❵á❚â ✵

© ✴ â❿ç➆è✗á❚æêæ❸á❚â➂ò➋✟➤ç✠✟✍á✌✂❤á❚â➂Ñ❂ãêé✍ñ þ ç➆ß❵æ❸î❈✝✗á✦ì✲ç➆é❿á❍î★é þ å❘é✍é þ á✣ì♥ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æâ❿á❍ñ✭ß❵æêé❿ñ þ å✙✂❤á✞✝✗á❍á❚ì❀å➆ä þ ã❸á✌✂❤á❍î➢✝❳ð➭å★ñ❿ãêà☎è❵æêã❋☎✷á❍î➭à★ç❂î❵á❚æ➀✵✬✰▲ç➆â✭é❿á☞✎➢➶➄å❘é✭é✭ã❸ä❍á ✷ î❅ß✲á❲é❿ç➯é þ á✰ä❍ç➆à☎è❵æ❸á☞✎❅ãêé➋ðÏç✁�▲é þ áç✕✝✼✻✭á❍ä❚é✭ã✒✂❤á➮�❋ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì❫ò✔➪✱✂❤á❚ì✒é þ ç➆ß✑✏ þ ãêì ç➆ß❵â❲ä➂å➆ñ❿á✖é þ á☎â❿á❍ñ✭ß❵æêé❿ñ❲ä❍ç➆ß❵æ❸î å❘æ❸ñ❿ç❲✝✮á➮✂❤á❚â✭ã❋☎✷á❍î➡✟✦ãêé þ ãêì✒é þ á☎à★ç➆â❿á
â❿á➂å❘æêã❸ñ✭é✭ã❸ä❆�❋â☞å❘à★á✌✟✙ç➆â✖✛✫ç✁�✖å Þ➛å✢✂❳ã❸á❚â❸☛✳✲❳é❿ç✕✛❤á❍ñ✸ñ☞ç➆æ✒✂❤á❚â➂Ñ✦é þ á➝❅ ✴ ❉ é✭ãêà★á➠✏✈ã✒✂❤á❍ñ➧ñ☞ç➆à★á æêãêà☎ãêé☞å❘é✭ã❸ç➆ì❫ò ❂ ç➆âÿç➆ß❵â
è✷å❘â✭é✭ã❸ä❚ß❵æ➥å❘â☎ä➂å➆ñ❿á✈Ñ➠é þ ã❸ñ✰ä❍ç➆ß❵æ❸î❊✝✗á➯ç✢✂❤á❚â❿ä❍ç➆à★á❲✝❳ð✒ß✲ñ✭ãêì✑✏ þ ã✒✏ þ è✗á❚â❸�◗ç➆â✭à➯å❘ì✲ä❍áÿä❍ç➆à☎è❵ß❵é❿á❚â❿ñ➂ò ý✏þ ã❸ñ✆✟✦ãêæêæ✍✝✮á➧å
ñ✭ß✑✝✼✻✭á❍ä❚é✣ç✁�✇�◗ß❵é✭ß❵â❿á❽â❿á❍ñ❿á➂å❘â❿ä þ ò✚Þ➛ç➆é❿á þ ç✢✟✙á✌✂❤á❚â➂Ñ✷é þ å❘é✣é þ ã❸ñ✬î❵ç❳á❍ñ✦ì✲ç➆é➤ä❚ãêâ❿ä❚ß❵à➛✂❤á❚ì♥é➛é þ á✾✏❤á❚ì✲á❚â☞å❘æ➄è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à ò
✗ ì➡�➸å➆ä❚é➂Ñ✳é þ á➯Ó➀✲✑❅ ã❸ñ➀ç➆ì❵æêðÏç➆ì✲á➯ç✁�✏ñ❿á✌✂❤á❚â☞å❘æ✚è✷å❘â☞å❘à★á❚é❿á❚â❿ñ❲é þ å❘é❲î❵á❚é❿á❚â✭à☎ãêì✲á➯é þ á➮✝✮á þ å✢✂❳ã❸ç➆â✖ç✁�✙é þ á➮✰❁✲ ✴ ò✗ é✰ã❸ñ☎å❘ì➹ç✕✝❄✂❂ã❸ç➆ß✲ñ✔✘♥ß✲á❍ñ❿é✭ã❸ç➆ì❱é❿ç➭ãêì✲ä❚æêß✲î❵á å❘æ❸ñ❿çÏç➆é þ á❚â☎è✷å❘â☞å❘à★á❚é❿á❚â❿ñ➦ãêì♥é❿ç❀é þ áÿç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì❫ò ý✏þ ã❸ñ➮✟✙ç➆ß❵æ❸î

ç✁�✍ä❍ç➆ß❵â❿ñ❿á➦ãêì✲ä❚â❿á➂å➆ñ☞á✰é þ á➦î❅ãêà★á❚ì✲ñ✭ã❸ç➆ì ç✁�✙é þ á➦ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì è❵â❿ç✕✝❵æ❸á❚à ✟ þ ã❸ä þ ãêì❀é✭ß❵â✭ì✲ñ✾✟✍ç➆ß❵æ❸î❀ì✲ç➆é➈è✗á❚â✭à☎ãêé
é❿çÿß✲ñ❿á✖é þ á☎Þ➈å✙✂❂ã❸á❚â❸☛✳✲❳é❿ç✕✛❤á❍ñ❲ñ❿ç➆æ✒✂❤á❚â✾�➸ç➆â❽é þ á➦ãêì❵ì✲á❚â❽æ❸ç❳ç➆è❫ò❋✟➛á❚ì✲ä❍á✈Ñ➾✟✍á➦ì✲á❍á❍î❀é❿ç✺☎✲ì✲î å✺✏❤ç❂ç❂îÏä❍ç➆à☎è❵â❿ç➆à☎ã❸ñ☞á
✝✗á❚é▲✟✍á❍á❚ì å➆ä❍ä❚ß❵â☞å➆ä❚ð å❘ì✲î á☞✹➯ä❚ã❸á❚ì✲ä❚ð ç✁�✏é þ á➦í✷ç✢✟✪ñ❿ç➆æ✒✂❤á❚â➂ò✿➚✏é➀é þ ã❸ñ❲è✮ç➆ãêì❳é➂Ñ❺ñ☞á✌✂❤á❚â☞å❘æ▲ã❸î❵á➂å➆ñ❲ä❍ç➆à★á➯é❿ç✸à☎ãêì✲î✳ò
➚➤à★ç➆ì✑✏❬é þ ç✈ñ❿á✖å❘â❿á❲à★ç❂î❵á❚æ➠â❿á❍î❅ß✲ä❚é✭ã❸ç➆ìÏé❿á❍ä þ ì❵ã ✘♥ß✲á❍ñ❽å❘ì✲îÏñ❿ç➯ä➂å❘æêæ❸á❍î➭à❲ß❵æêé✭ã❋☎✷î❵á❚æêãêétðÏç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì❫ò✾➚➤ì✲ç➆é þ á❚â
è❵â❿ç➆à☎ã❸ñ✭ãêì✑✏ÿä❍ç➆ì✲ä❍á❚è❵é➘�◗ç➆â➤ì✲ç➆ì✲ñ✭à★ç❳ç➆é þ ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë✐å❘é✭ã❸ç➆ì å❘â❿á➛✝❵ß❵ì✲î❅æ❸á✰à★á❚é þ ç❂î❵ñ➂ò ý✏þ ç✈ñ❿á✆✟✦ãêæêæ❧✝✮á✖å★ñ✭ß✑✝✼✻✭á❍ä❚é➛ç✁�
�◗ß❵â✭é þ á❚â✣â❿á❍ñ❿á➂å❘â❿ä þ ãêì é þ á❽ì✲á➂å❘â✶�◗ß❵é✭ß❵â❿á✈ò
✽➤ß❵â➠ñ❿ß✲ä❍ä❍á❍ñ❿ñ❺å❘æ❸ñ❿ç➤ñ þ ç✢✟✣ñ❺é þ å❘é➄é þ ã❸ñ➠á❚ì❄✂❂ãêâ❿ç➆ì❵à★á❚ì♥é✟ä➂å❘ì✆✝✮á✟ß✲ñ☞á❍î➀é❿ç✬ç➆è❵é✭ãêà☎ãêë➂á✏å❘ì♥ð❽é❿á❍ä þ ì❵ã❸ä➂å❘æ❵ñ✭ð❂ñ❿é❿á❚à➩é þ å❘é

ã❸ñ✣ä þ å❘â☞å➆ä❚é❿á❚â✭ãêë➂á❍î❆✝❳ð➧ä❍á❚â✭é☞å❘ãêì ãêì❵è❵ß❵é✬è✷å❘â☞å❘à★á❚é❿á❚â❿ñ➛å❘ì✲î✺�➸ç➆â➀✟ þ ã❸ä þ å❚✵❋ì♥ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ ✷ ñ❿ãêà❲ß❵æ➥å❘é✭ã❸ç➆ìïã❸ñ➤å✙✂✈å❘ãêæ➥å✁✝❵æ❸á✟ þ ã❸ä þ ✏✈ã✒✂❤á❍ñ✬å❘ì➭å❘è❵è❵â❿ç✢✎❂ãêà➯å❘é✭ã❸ç➆ìÏç✁�➠é þ á❽é☞å❘â✖✏❤á❚é❳�❋ß❵ì✲ä❚é✭ã❸ç➆ì✷å❘æ①òê❐ á✾✟✦ãêæêæ❫è❵â❿ç✢✂❂ã❸î❵á❲å➮✏❤á❚ì✲á❚â☞å❘æç�◗â☞å❘à★á✌✟✍ç➆â✖✛❲�➸ç➆â
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✖ ➙ Ð ✘ ➚✖ò ➜ ß✷å❘â✭é❿á❚â❿ç➆ì❵ã①Ñ➾×❲òç✲❅å➆ä❍ä❍ç❵Ñ➄å❘ì✲î ❂ ò➲✲❅å❘æ❸á❚â✭ã①Ñ❫Þ➤ß❵à★á❚â✭ã❸ä➂å❘æ▲❮❀å❘é þ á❚à➯å❘é✭ã❸ä❍ñ➂Ñ ý á☞✎❅é❿ñ➈ãêì➝➚✬è❵è❵æêã❸á❍î✒❮❀å❘é þ á☞☛

à➯å❘é✭ã❸ä❍ñ➘➜❤❐❂Ñ➫✲❳è❵â✭ãêì✑✏❤á❚â❳✰▲á❚â✭æ➥å✁✏✲Ñ✷❰✈Õ✈Õ✈Õ❅ò
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