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1. Introduction

Nonlinear problems arising in industrial mathematics have been extensively

investigated for a long time. In the field of the reservoir engineering, there

appear interesting phenomena, which will be explained below. In order to

recover part of the remaining oil from wells (called production wells), it is

used the way that one injects a water into another wells (injection wells),

which are located around the reservoir, so that the water pushes the oil toward

the production wells, and then the oil can be recovered. In this process, two

immiscible fluids, water and oil, can be regarded as separated by a sharp

interface during the penetration of water into oil. By laboratory studies, it

is already known that the interface is unstable; small perturbations in the

interface grow up (see [2] or Fig. 18). This phenomenon is called the fingering

instability. When the area of water reaches the production wells, pockets of

by-passed oil are created, and water is produced from production wells, which

is economically unfavorable.

Similar phenomenon is observed in the Hele-Shaw cell involving flow in

thin gaps [14], and also observed in the flow caused by Rayleigh-Taylor

instability [16]. In the former, the interface between two immiscible fluids

becomes unstable and forms fingers, when a less viscous fluid moves slowly

between two parallel horizontal plates separated by a thin gap, in which a

more viscous fluid is filled. In the latter, the interface also exhibits a fingering

pattern, when a lighter fluid fails to support a heavier fluid against the action

of gravity.

Especially, to analyze the oil recovery process, mathematical models have

been proposed and studied from numerical points of view, where the capillary

pressure between water and oil is ignored ([8], [5], [6], [18] and the references

therein). In particular, the Buckley-Leverett equations, which consist of the

one hyperbolic equation and the two elliptic equations, are well known in the

petroleum literature. Glimm et al [8] show some numerical simulations for

these equations, and indicate the occurrence of the fingering instability.

Similar simulations are done in [5], [6] and [18], where the interface with a
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small  perturbation  grows  fingers.  From  the  analytical  points  of  view,  Chorin

[2]  proves  under  some  special  initial and boundary  conditions  that  the interface

is  linearly  unstable  if  µ  = µ0/µw  >  3  and  is  linearly  stable  if  µ  <  3,  where  µ0

and  µw  are  the  viscosities  of  oil  and  water,  respectively.

When  water  is  injected  with  low  pressure,  it  is  known  that  the  capillary

pressure  plays  an  important  role  to  determine  the  behavior  of  the

interface.  So, we  can  not  always  ignore  the  capillary  pressure.  This  situation

can  be  easily  modelled  by  the  equations  by  adding  the  effect  of  the  capillary

pressure  to  the  Buckley-Leverett  equations.  Dahle  et  al  in  [18]  introduce

Petrov-Galerkin  subdomain  methods  for  the  one  dimensional  problem  and

show  some  numerical  simulations  with  the  low  capillary  pressure.  However,

the  effect  of  the  capillary  pressure  to  the  interface  is  not  discussed  there.

Motivated  the  above  results,  we  consider  the  behavior  of  the  interface

when  the  capillary  pressure  becomes  high.  For  this  investigation,  we  first

consider  the  one  dimensional  problem  from  numerical  and  analytical  points

of  view.  We  carry  on  the  numerical  simulations  in  two  cases  where  the

capillary  pressure  is  zero  and  is  high.  The  numerical  simulations  for  large

values  of µ  (more  precisely, see  Remark  9) give  us  the  following suggestions:

la)  The  acceleration  of  the  interface  is  positive  when  the  capillary  pressure

is  zero;

Ib)  The  acceleration  of  the  interface  is  negative  when  the  capillary  pressure

is  sufficiently  large;

Ic)  The  interface  fails  to  move  and  may  stop  at  some  point  when  the

acceleration  is  negative.

We  will  prove  la)  and  Ic)  for  an  injection  with  negative  pressure.  However,

Ib)  has  not  been  able  to  be  proved.

Next,  we  consider  the  two  dimensional  problem.  We  numerically  show

the  following:

2a)  The  fingering  instability  occurs  when  the  capillary  pressure  is  zero;

2b)  The  fingering  instability  disappears  when  the  capillary  pressure  is

sufficiently  large;

2c)  The  interface  may  stop  and  there  may  exist  a  steady  state  solution

when  the  negative  pressure  is  given  at  the  injection  well.

The  justification  of  these  numerical  results  has  not  been  yet  done.

The  outline  of  this  paper  is  as  follows.  In  the  next  section,  we  present

the  basic  equations,  and  introduce  a  one  dimensional  problem  of  these

equations,  which  is  treated  in  Section  3.  In  Subsection  3.1,  we  propose  a

numerical  difference  scheme  and  prove  the  boundedness  and  the monotonicity
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preserving  of  numerical  solutions.  In  Subsection  3.2,  using  some  interface

equation,  we  apply  the  idea  used  in  [11]  and  [13]  to  constructing  an

interface-tracking  difference  scheme,  and  prove  the  the  boundedness  and  the

monotonicity  preserving  of  solutions.  We  demonstrate  some  numerical

simulations  in  Subsection  3.3, and  show  la)-lc).  We  justify  la)  and  Ic)  in

Subsections  3.4  and  3.5,  respectively.  In  Section  4,  the  two  dimensional

problem  is  discussed  from  points  of  numerical  simulations.
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2.  The  basic  equations

In  this  section,  we  introduce  the basic equations  to  analyze  the  oil  recovery

process.  For  this  purpose,  we  write  water  and  oil  as  fluid  w  and  fluid  o,

respectively.  Let  the  saturation  s, (x,  ί)  be  the  fractional  amount  of  fluid  i
(i  =  w, o)  at  point  x  and  time  t.  We  denote  by  vt(x9  t)  and  p

f
(x,  ί)  the  velocity

and  the  pressure  of  fluid  i,  respectively.  Then  the  equations  for  the  oil

reservoir  problem  are

(2.1)  sw  + s0  = 1,

(2.2)  -r.p.Vi  = — (npjSj),  i = w, o,
dt

(2.3)  Vi=  --  -  (Vpt  -  pig),  i = w, o,

(2.4)  Po-P*  =  PC

(see  [1]  and  [15]).  Here,  p{  and  µt  are  the  density  and  viscosity  of  fluid  i
(i  =  w, o),  n  and  K  are  the  porosity  and  absolute  permeability  of  the

medium,  g  is  the  gravity  constant.  /c
w
  = kw(s0)  and  k0  = k0(sw)  are  the  relative

permeabilities  of  fluid  w  and  o,  respectively,  and  pc  = p
c
(s

w
)  is  the  capillary

pressure  between  two  fluids.  The  forms  of  these  functions  are  given  by

experiments  (see Remark  1).
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The  equation  (2.2)  expresses  the  conservation  of  fluid  i,  and  the  equation

(2.3)  is  Darcy's  law,  which  means  that  the  flow  of  i  is  proportional  to  the

gradient  of  its  pressure.  The last  equation (2.4) is  the  balance  law  of  pressures.

For  simplicity,  we  assume  that  ρt,  µi  (i =  w,  o),  n  and  K  are  uniformly

constants  with  respect  to  x  and  ί,  and  that  g  = 0.  By  putting  s  = sw,

v  = vw + v0  and  p  = pw,  the  equations  (2.1)-(2.4)  are  rewritten  as  follows.

(2.5)  ^s  + V  - 1>/] -  εF  Ifφΐs]  = 0,
ot

(2.6)  r-υ  = Q9

(2.7)  v=  -Iλrp-

where

1  Ί f \  1λ  = λ(s)  = kw
λ(s)

k  (s)
φ(s)  = -  -^—PC(S)  and  ε = max

θ2:
s*ι  \p'c(s)\.

εµ

Here  (2.6)  follows  from  (2.1)  and  (2.2),  and  (2.7)  is  obtained  from  (2.3)  by
lζ

replacing  — x  by  x.  (2.5)  is  also  obtained  from  (2.7), (2.2)  and  (2.3)  by
µwi£

replacing -  1 by ί.
nµw

REMARK  1.  It  is  observed  by  experiments  [3]  that  pc  is  a  monotone

decreasing  function.  For  an  example  of  explicit  forms  of  kw  and  k09  we  take

these  as

(2.8)  kw(s)  = s2
  and  k0(s)  = (1 -  s)

2
,

so  that

(1  — s)
2
  s

2

(2.9)  λ(s) =  s2
 +  ^ - ̂   and /(s) =

µ  "'  λ(s)

Taking  the  above  information  on  pc9  k0, f  and  λ  into  considerations,  we

can  impose  Conditions  A,  B  and  C  on  φ, f  and  λ,  respectively.

CONDITION  A.  φ  is  a  continuous  function  defined  on  [0,  1]  and  φ(s)  >  0

holds  for  almost  all  se[0, 1].

CONDITION  B.  / = /(s)eC
2
[0,  1]  is  a  monotone  increasing  function  such



Numerical  treatment  on  oil-reservoir  problems  421

that

(2.10)  /'(O) = /'(I) = 0,  /(O) = 0  and  f(s)  > 0  (0 <  s < 1),

and  there  exists  only  one  constant  s*e(0,  1)  satisfying

f(**\
(2.11)  'ΛJ=/'(

S
*).

s*

For  this  constant  s*,

(2.12)  / " < 0  on  [s*, 1]

holds.

CONDITION  C.  λ=  λ(s)eC°[Q9  1]  is  a  positive  function  satisfying

(2.13)  λ(s)>  λ(s*)  on  [s*,  1],

where  s*  is  the  constant  in  Condition  B.

We  note  that  when  λ  and  /  satisfy  (2.9),  Condition  B  holds  with

s*  = l/yΓ+~µ  When  ε = 0,  (2.5)-(2.7)  are  called  the  Buckley-Leverett

equations  [1].

We  consider  the  one  dimensional  problem  for  (2.5)-(2.7)  on xel  = (0, 1)

and  t  >  0  under  the  boundary  conditions

(2.14)  s(0,  t) =  1,  p(0,  t) = P*  on  ί > 0,

(2.15)  s(l,  ί) = 0,  p(l,  ί) = 0  on  t > 0,

with  the  initial  condition

(2.16)  s(x,0) = s°(x)  on xe/,

where  s°  satisfies  0 < s°  < 1.  (2.14)  and  (2.15)  describe  the  injection  of  water

with  the  pressure  p*  at  x  = 0  and  the  production  of  oil  at  x  = 1,

respectively.  In  this  problem,  (2.6) implies  that  u(x,  ί)  is  independent  of

x.  Then  from  (2.7),  we  have

f
1  dx  Γ

1

v  h  ε
Jo  λ(s)  Jo

=  -  pxdx.
Jo

Using  this  equation,  we  can  rewrite  the  equations  (2.5)-(2.7),  and  boundary

conditions  (2.14)-(2.15)  as  follows:

(2.17)  5, + υf(s)x  -  ε(d(s)sx)x  = 0  on  xe/,  t > 0,

Q
1  dx V

1

—  on  t > 0,
o  λ(s)J
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(2.19)  s(0, ί) - 1  and  5(1, ί ) = 0  on  t > 0,

where

(2.20)

is  some  constant  and  d(s) = f(s)φ(s).  The  unknown  variables  are  s(x, ί)  and

ι (ί),  where  /?(x,  ί)  is  eliminated.

REMARK  2.  From  (2.17)  and  (2.18),  we  have

Replacing  εί  by  ί,  we  find  that  the  parameters  p*  and  ε  appear  in  the  form

of  p*/ε.  Therefore,  changing  the  value  of  ε  means  that  the  value  of  the

pressure  p*9  which  is  given  at  the  injection  well,  varies.

When  ε >  0,  because  d(0)  = d(l)  = 0,  the  diffusion  term  ε(d(s)sx)x  of  (2.17)

degenerates  at  s  = 0  and  s  =  1, so  that,  there  possibly  appear  interfaces  between

5 = 0  and  5 >  0  and  between  5 = 1  and  s  <  1.  On  the  other  hand,  when

ε  = 0,  (2.17)  is  a  nonlinear  hyperbolic  equation,  and  a  shock-interface  between

5 = 0  and  5 >  0  exists (see Subsection  3.4).  In both  cases,  the  interface  between

5 = 0  and  5 >  0  appears,  and, in  oil-reservoir  problems,  this  interface  separates

an  area  where  water  penetrates  from  an  oil-region.

When  ε >  0,  the  existence  and  uniqueness  of  the  solution  of  (2.16)-(2.19)

are  proved  by  Mochizuki  and  Suzuki  [12].  However,  the  behavior  of  the

interface  is  not  studied.  For  this  reason,  we  rely  on  numerical  methods  to

understand  qualitative  and  quantitative  behaviors.  In  the  following  section,

we  present  two  numerical  methods.  One  is  for  (2.16)-(2.19)  and  the  other  is

for  the  interface  equation  (see (3.16))  derived  from  (2.16)-(2.19).

3.  One  dimensional  problem

3.1.  The  difference  scheme  for  numerical  solutions

In  this  subsection,  we  introduce  a  finite  difference  scheme  for  the  one

dimensional  problem  (2.17)-(2.18) under  the  boundary  and  the  initial  conditions

(2.19)  and  (2.16),  and  prove  the  boundedness  and  the  monotonicity  preserving

of  the  numerical  solutions.

Let  J  be  a  positive  integer,  and  put  Ax  =  l / J .  We  denote  by  s"  and  vn

the  numerical  approximations  to  s(xj9  tn)  and  v(tn),  respectively,  where  Xj  = j  Ax

(j  = 0, 1,..., J)  and  {ί
w
}

π = 0
,ι,...  ^

s  an
  increasing  sequence,  which  will  be
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determined  later.  Our  difference  scheme  is  written in  the  following form :  For

all  n > 0,

(3.1)  J  J  + ,*  - l  _  εDhSn = 0  (1  <;• < J  _  1),  if  vn > 0,

Δtn  Ax

(3.2)  -  +  +l  -  _
 ε/

)  *
 =
 0 (1  <j  < J _  1),  if

Atn  Δx

(3.3)  ι>" = (p* -  cε)Mχ  -J—  Y^
7
'

1
 —  — ?— Y

L

(3.4)

(3.5)

where

(3.6)

n  Ί\  r

s"o  =

*° =

0<

,..,_  !  Lffa+t

sn

0  =  1  and  s} = 0,

0 < s ° < 1  on  [0, 1],

c"S

h j  2
ΔX

and  d(s) = f(s)φ(s).  Here,  we  construct  the  difference  schemes  (3.1)  and  (3.2)

by  applying  the  idea  of  Engquist-Osher's  one-sided  scheme  [4]  to  the

convection  term  vf(s)x  of  (2.17).  The  equation  (3.3)  is  obtained  from  (2.18)

by  the  numerical  integration.

Taking  ί
0
 =  0>

 we
  inductively compute  the numerical  solutions  {s"}j=o,ι, ...,./

and  vn
  at  ί = tn  by  the  scheme  (3.1)-(3.5),  where  Δtn  = tn+ί  — tn  is  the  variable

time  step  and  satisfies

(3.8)  Δtn <
  2

A x \ v " \ \ \ f \ \ + 2 s \ \ d \ \ '

where  ||  - ||  =  ||  ||
L
-o

(0f
ι,.

THEOREM  1.  Under  Conditions  A,  B  and  C,  let  (3.8)  be  satisfied  for  all

n > 0.  Then,  it  follows  that

(3.9)  0 < sJ < 1 (0 <; < J)  for  all  n > 0.

Moreover,  if  the  initial  function  s°(x)  decreases  monotonously,

(3.10)  sJ > sj
+1

  (0 <j<J  -  1)  /or  a//  n > 0

holds.

THEOREM  2.  Le/  /Λe  assumptions  of  Theorem  1  &e  satisfied.  Then,  for



424  Tatsuyuki  NAKAKI

each  Ax,  there  exists  a positive  number  δ  such  that

(3.11)  —  > δ  for  all  n > 0.
A x \ v n \ \ \ f ' \ \ + 2 ε \ \ d \ \

REMARK  3.  For  some  constant  α  satisfying  0  <  α < 1,  we  take

Ax2

zfx | ι /Ί | | / ' | |+2εµ | |

Then  lim^^ί,, =  oo  follows  from  (3.11).

We  will  state  the  proofs  of  Theorems  1  and  2  in  Section  5.

3.2.  The  difference  scheme  for  numerical  interfaces

In  this  subsection,  we  construct  the  numerical  approximations  to  track

the  interface  of  the  solution.  We  define  the  interface  /(ί)  of  the  solution  5

of  (2.17)-(2.19)  by

ί(t)  =  inf  { ξ ;  s(x,  t) = 0  on  ξ<x<l}.

When  ε = 0,  the  solution  consists  of  a  shock  wave  connecting  s  = 0  and

5 =  s*9  where  s*  is  the  constant  defined  by  (2.11)  (see  Subsections  3.4  and

3.5).  Then  it  is  natural  to  define  a  numerical  interface  at  t  = tn  by

(3.12)  Sn  = min<ξ;  sj(x) < —  on  ξ  < x  <  1 >,

where  sJJ(x)  is  a  piecewise  linear  function  interpolating  {(xj9  s")}
7
 =

0
,ι,...,/

computed  by  (3.1)-(3.5).

When  ε >  0,  the  shock  wave  disappears  by  the  effect  of  the  diffusion  term

ε(d(s)sx)x  of  (2.17),  and  the  solution  may  be  continuous  on  0 <  x  <  1.  From

this,  (3.12)  is  not  available  to  determine  the  numerical  interfaces.  Therefore,

it  is  necessary  to  find  an  interface  equation,  from  which  numerical  interfaces

can  be  obtained.  For  this  purpose,  we  introduce

CONDITION  D.  There  exist  constants  p  >  0  and  m >  1  such  that

(3.13)  lim
s
_

0
 —  = d > 0  and  lim

s
_

0
 -̂  = c2 > 0,

sp  sm
  .

/-»  ι Λ\  m  +  I(3.14)  p>__^.

Under  Condition  D,  we  can  formally  rewrite  (2.17)  as
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(3.15)  st  + Cii;(s
p
)

x
 -—(sm)xx  = 0  for  sufficiently  small  s.

m

B. H. Gilding  [7]  proves  that  the  interface  f(fy  of  the  solution  of  (3.15)  with

(3.14)  satisfies

(3.16)  ί'(t)  = - --(sm-\m - 0,  ί).
m  — 1

Using  (3.16),  we  construct  the  numerical  interfaces.  Although  we  have  not

proved  that  whether  (3.16)  is  valid  for  (2.16)-(2.19)  or  not, our  numerical

simulations  suggest  us  that  (3.16)  is  plausible.

From  the  above  consideration,  we  apply  the  idea  used  in  [11]  and  [13]

to  constructing  the  difference  scheme,  which  tracks  the  interface.  Our

discretization  of  (2.16)-(2.19)  and  (3.16)  is  as  follows:  For  all  n > 0,

(3.17)  ^
 +
 ι = ^  "

1

-  m - 1  hn

(3.18)  ^  ^ +
 u
-

/v
^

/  /
^-

l )
-f iD

f c
s»  = Q  (1<J<L

Π
-1) ,  if  i/

1
 > 0,

Jί
M

  zix

(3.19)  ^  11̂  + vnf(sj+J-f(sJΪ  _  εL>hSn = o  (l <
;
 < L

π
 -  1),  if  ι;" < 0,

Jί
M

  zίx

(3.20) L
 + /(*ϋ-/(*L-ι) - fiDίst, - 0  if  v"  > 0,

„«+!_„«

(3.21)  !ί= -
 S-± +  v"  L"  -εD'hs

n

L  =0  if  t/
1
 < 0,

(3.22)  a j + i  = ̂ Λ - i ' ^ T  (̂  + 1 ̂ 7 < L.
+1

),
£ n+l  ^n+  lAX

(3.23)  s j
+ 1

= 0  (L
n+1

  + l < 7 < J ) ,

(3.24)  .» = (p* -
  L

"
2A(sIJ  λ(0)

(3.25)  s"
0
  =  1  and  sj  = 0,

(3.26)  s9 = s°(x
j
.)  (0<;<J),

(3.27)

where  /j
n
  =  £„ — LnAx,
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(3.28)

(,29)
Ax

the  difference  operator  Dh  is given  by  (3.7) and /°e(0,  1) is  a  constant  satisfying

(3.30)  0 < s°(x) < 1  on  [0, /°)  and  s°(x) = 0  on  (/°, 1].

For  j  = 0, 1,...,L
W
  -  1, the  equations  (3.18)  and  (3.19)  are  the  same  ones

as  (3.1)  and  (3.2),  respectively.  Since  0 <  hn < Ax  holds  in  general,  we  use

(3.20),  (3.21)  and  (3.29)  instead  of  (3.1), (3.2)  and  (3.7)  at  j  = Ln,  respectively.

For  the  same  reason,  we  use  (3.24)  instead  of  (3.3).  We  also  interpolate

(x
Ln

, s^
1
)  and  (/

n + 1
,0)  by  (3.22)  to  determine  numerical  solutions  s"

 + 1

(L
π
+  1 <;<L

n + 1
),  which  cannot  be  computed  by  (3.18)-(3.21)  and  (3.23).

REMARK  4.  In  the  case  where  /c
0
,  λ  and  /  are  given  by  (2.8)-(2.9)  and

p
c
'(s)  is  negative  and  bounded  on  [0,  1],  Condition  D  is  satisfied  with  p  = 2

and  m = 3.  Since  (3.28)  can  not  be  defined  for  /° = 0,  we  assume  that  /°  is

positive.

We  determine  the  time  step  Δtn  satisfying  (3.8)  and

(3.31)  Λ
ί π

£_!iί?_,
T!  +τ

2

(3.32)  ,,,  . ,
m-  1  h

(3.33)  AtnJE^^L^ΔXtm  —  I  h

where  L= L
n
, h = hn  and

Δxs"L  hΔx(h  +  Δx)
(

3 34
)

2

Then,  we  obtain  the  result  similar  to  that  of  Theorem  1.

THEOREM  3.  Under  Conditions  A, B,  C  and  D9  let  (3.8)  and  (3.31)-(3.33)

be  satisfied  for  all  n > 0.  Then  the  conclusions  of  Theorem  1  hold.

The  proof  of  Theorem  3  will  be  stated  in  Section  5.
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3.3.  Numerical  simulations

In  this  subsection,  we  carry  on  some  numerical  simulations  and  show

la)-lc)  stated  in  Section  1.  Let  the  functions  /c
0
(s),  λ(s)  and  f(s)  be  given  by

(2.8)-(2.9),  and  pc(s)  = ε(l  — 5).  To  see  the  behavior  of  interface,  we  use  the

scheme  (3.1)-(3.6)  and  (3.12)  if  ε = 0,  and  the  scheme  (3.17)-(3.27)  if  ε >  0.

At  first,  let  us  consider  the  case  of  ε = 0.  The  initial  function  takes

5° = 0,  which  implies  that  the  medium  is  filled  by  oil  at  initial  time.  Fig.  1

shows  the  numerical  solution  s  with µ  = 20.  The  numerical  interface is  shown

in  Fig.  2,  which  suggests  us  that  the  interface  f(t)  moves  with  gradually

increasing  speed.  Let  us  change  the  value  of  µ.  Figs.  3  and  4  show  the

numerical  solution  and  the  interface,  respectively,  with  µ  = 0.5,  and  the  speed

of  /(£)  seems  to  decrease.  These  results  suggest  us  that  the  acceleration  of

the  interface  depends  on  µ,  and  that  there  exists  a  constant  µ*  such  that  the

speed  of  έ(t)  increases  for  µ  >  µ*,  while  it  decreases  for  µ  <  µ*,  which  leads

to  la).  We  will  show  in  the  following  subsection  that  la)  holds.

0  x  1

Fig.  1  Numerical  solution  of  (2.17)-(2.19)  with  ε = 0,  µ  = 20,  p*  =  1  and  Δx  = 0.001  at

ί  = 0,0.1, 0.2,...,4.9.

5.5

0  x  1
Fig.  2  Interface  of  numerical  solution  in  Fig.  1.
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0 1

Fig.  3  Numerical  solution  of  (2.17)-(2.19)  with  ε = 0,  µ  = 0.5,  p*  =  1  and  Δx  = 0.001  at

t  = 0,0.02,  0.04,...,0.74.

0  x  1

Fig. 4  Interface  of  numerical  solution  in  Fig.  3.

Next,  we  try  to  compute  when  ε >  0.  In  this  case  we  take  µ  = 20  and

(3.35)  s°(x) =1  if  x  <  0.05,  s°(x)  = 0  otherwise.

Figs.  5  and  6  demonstrate  the  numerical  solution  and  interface  with  ε =  0.01,

respectively.  Since  ε  is  small,  the  acceleration  is  still  positive,  which  is  the

same  property  as  stated  in  the  case  of  ε = 0.  Let  ε =  1.  Figs.  7  and  8  show

the  numerical  solution  and  interface, respectively.  In  this  case,  the  acceleration

of  the  interface  becomes  small  as  compared  with  the  case  of  ε = 0.01.  We

next  try  the  numerical  computations  for  ε =  100  in  Figs.  9  and  10, which  show

that  the  acceleration  is  negative.  This  means  Ib).  From  the  above

considerations,  one  expects  that  the  acceleration  becomes  negative  for  large

ε.  However,  we  can  not  prove  it.



Numerical  treatment  on  oil-reservoir  problems 429

0 x  1

Fig.  5  Numerical  solution  of  (2.17)-(2.19)  with  ε = 0.01,  µ  = 20,  p*  =  1  and  Ax  = 0.001  at

ί  = 0,0.1, 0.2,...,4.4.

Fig.  6  Interface  of  numerical  solution  in  Fig. 5.

x  1

Fig.  7  Numerical  solution  of  (2.17)-(2.19)  with  ε =  1,  µ  = 20,  p*  =  1  and  Ax  = 0.001  at

f  = 0,0.1, 0.2,...,3.5.
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Fig.  8  Interface  of  numerical  solution  in  Fig. 7.

0 1

Fig.  9  Numerical  solution  of  (2.17)-(2.19)  with  ε =  100,  µ  = 20,  p*  =  1  and  Ax  = 0.001  at

ί  = 0,0.005, 0.01,...,0.2.

0.2

,y>0

Fig.  10  Interface  of  numerical  solution  in  Fig. 9.
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Finally,  we  consider  Ic).  The  graphs  of  the  numerical  interface  suggest

us  that  the  value  of  the  acceleration  becomes  negative  as  ε  becomes

larger.  Therefore,  for  large  ε,  it  seems  that  the  interface  fails  to  move.  If

the  interface  stops,  we  may  expect  that  a  steady  state  solution  exists.  This

motivates  us  to  study  the  existence  of  steady  state  solutions,  which  will  be

stated  in  Subsection  3.5.  We  give  a  brief  summary  of  the  result.  In  the  case

of  p*  >  0,  there  is  no  steady  state  solution,  which  means  that  the  interface

never  stop.  Therefore,  Ic)  is  not  true  for  p*  >  0  and  the  interface  reaches  to

x  =  1.  On  the  other  hand,  if  p* < 0,  the  steady  state  solution  exists  and  the

interface  will  stop.  That  is,  Ic)  holds  for  p* < 0  (see  Figs.  11  and  12).

0  x  1

Fig.  11  Numerical  solution  of  (2.17)-(2.19)  with  ε = 100,  µ = 20,  p* =  -  50  and  Ax  = 0.001  at

ί  = 0,0.005, 0.01,...,0.5.

0.5

0

Fig.  12  Interface  of  numerical  solution  in  Fig. 11.
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3.4  The  behavior  of  interfaces  when  ε = 0

In  this  subsection,  we  show  the  behavior  of  the  interface for  the  solution of

(3.36)  st  + vf(s)x  = 0,

(3.37)
L Jo

under  the  boundary  condition  (2.19)  and  the  initial  condition

(3.38)  s(x,  0) =  s°(x).

The  equations  (3.36)-(3.37)  are  called  the  Buckley-Leverett  equations.

Throughout  this  subsection,  we  assume  p*  >  0.  For  this  problem,  taking

5° = 0,  we  investigate  the  behavior  of  the  interface  of  the  solution  to

(3.36)-(3.38).

The  equation  (3.36)  is  a  single  conservation  law  with  the  nonlinear  function

/(s).  It  is  well  known  that  (3.36)  has  discontinuous  solutions,  which  are  called

shock  waves.  When  v  is  independent  of  ί,  this  discontinuous  solution  consists

of  the  rarefaction  wave  connecting  constant  states  1  and  5*  and  the  shock

wave  by  which  constant  states  s*  and  0  are  separated  (see [10]).  Here,  5*

is  the  constant  defined  by  (2.11).  Taking  the  property  of  this  solution  into

considerations,  we  obtain  the  following  theorem  for  solutions  of (3.36)-(3.38).

THEOREM  4.  Assume  s°  = 0.  Under  Conditions  A, B  and  C,  the  pair  of

functions  s(x,  t)  and  v(t)  defined  by

(3.39)

(3.40)
V  P*  \P

is  a  weak  solution  of  (3.36)-(3.38)  and  (2.19),  where  α"
1  is  the  inverse  function

ofa(s)=f'(s)(s*<s<l),

P
(3.41)  F(ί)=  v(τ)dτ,

Jo

(3.42)  /(ί) = α(s*)F(ί),

(3.43)  A ^ d o -  a n d  B =
J

s
.  λ(σ)  A(0)

REMARK  5.  By  (2.12)  a  is  a  strictly  monotone  decreasing  function  on
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[s*, 1].  Therefore,  α"
1
  exists,  and  the  function  s  is  well-defined.

REMARK  6.  The  function  s(x,  ί)  defined  by  (3.39)  is  discontinuous  on

x  = ^(0,  and  s(x, 0  = 0  for  xe(^(0, 1].  It  implies  that  the  function  ^(0

becomes  the  interface  of  5.

Before  showing  the  proof  of  the  theorem,  we  state  the  definition  of  the

weak  solution  of  (3.36)-(3.38)  and  (2.19).

DEFINITION  1.  A  pair  of  functions  s(x,  0  and  v(t)  is  a  weak  solution  of

(3.36H3.38)  and  (2.19)  if

i )  s  is  a  bounded  measurable  function  and  v  is  continuous

ii)  s  and  v  satisfy  (3.37), (3.38)  and  (2.19);

iii)  For  an  arbitrary  number  T>0  and  for  any  test  function  φeC
1
  with

supp  φ c (0, 1) x  [0, T),

Π (sφt  +  vj
3

(3.44)  I  I  (sφt  +  vf(s)φx)dxdt+  s(x, 0)φ(x, 0)dx  =  0
Jo

holds.

REMARK  7.  We  do  not  know  the  uniqueness  of  the  weak  solution defined

above.

PROOF  OF  THEOREM  4.  It  is  easy  to  verify  that  s  and  v  satisfy  i)  in

Definition  1,  (3.38)  and  (2.19).  First,  let  us  show  that  s  and  v  satisfy

(3.37).  From  (3.39),  we  have

/* 1  i  (*/lt\  i  Λ 1
I  •*•  /ΊV  ί  6\l>  Av  I  -̂

_  =
  dX  +

J 0 λ ( s )  Jo  λ(a-l(x/V(t)})  J
Λ
,

dx

(3.45)  = AV(t)  + B,

where  σ  =  α~
1
(x/V(t))  On  the  other  hand,  since

P*  VP*

X  V  P*  \P*/  A
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holds  by  (3.40)  and  (3.41),  we  obtain

(3.46)  υ(t){AV(t)  +  B}=p*.

From  (3.45)  and  (3.46),  (3.37)  holds,  and  ii)  in  Definition  1  is  satisfied.

Next,  we  show  iii).  It  is  easily  shown  that  s  satisfies  (3.36)  in  the  classical

sense  on  (0, /(ί))u(/(ί)>  1)  To  prove  that  s  satisfies  (3.44),  it  suffices  to  show

that  the  Rankine-Hugoniot  jump  condition  (see (3.48))  is  satisfied  at  points

where  s  is  discontinuous.  Since  it  follows  from  (3.42)  and  (3.39)  that

s(f(t)  + 0, ί) = 0  and  s(f(t)  -Q,t)  = s*,  we  have

n
  ΛΉ  .  Q

?
 0) ~ v(t)fW(t)  -  0, 0)

  M
 ,,„,,„

(3.47) - =  v(t)f(s*)/s*
0,t)-s(S(t)-09t)

Hence,  we  have  from  (2.11), (3.41),  (3.42)  and  (3.47)

υ(t)fW(t)  + 0, ί)) -  v(t)f(s(t(t)  -  0, ί))
(3.48)  t ' ( t ) = f ' ( s * ) υ ( t )  =

s(f(t)  + 0, t) -  s(ί(t)  -  0,  ί)

which  is  the  Rankine-Hugoniot  jump  condition  (see [9], [17],  for  example).

Thus,  the  proof  is  complete.

Next,  we  show  the  behavior  of  the  interface of  the  solution  s  in  Theorem  4.

THEOREM  5.  Let  the  assumptions  of  Theorem  4  be  satisfied.  For  the
interface  /(ί)  in  Theorem  4,  it  follows  that

(3.49)  ί ' ( t )  > 0  on  0 <  t <  Tb

for  some  constant  Tb  >  0  satisfying  S(Tb)  =  1.  Moreover,  if  λ(s*)  >  λ(Q),  then

(3.50)  Γ(t)  > 0  on  0 <  t <  Tb

holds.

COROLLARY.  In  the  case  of  (2.8)-(2.9),  (3.50)  holds  for  µ  >  3.

REMARK  8.  The  constant  Tb  is  called  the  breakthrough  time  [8].

PROOF  OF THEOREM  5.  Let  us  prove  the  existence  of  the  constant  Tb  >  0

satisfying

(3.51)  t(Tb)  = a(s*)V(Tb)  =  I.

When  A  >  0,  it  follows  from  (3.40)  that

v(t)  > 0  as  t  >  oo.

Since
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(3.52)  V(t)  »oo  as  t  > oo

holds  by  (3.46),  there  exists  a  constant  Tb  > 0  satisfying  (3.51).  When  A  < 0,

it  follows  from  (3.40)  that

v(t)>υ(0)>0  for  0 < ί <  T*  and  υ(t)  > oo  as  t  > T*,

where  T* - -  B 2 / ( 2 A ) .  Since

V(t}=\  υ(τ)dτ  >  oo  as  ί  > T*,
Jo

(3.51)  holds  for  some  Tb(<  T*).  In  the  case  when  A  = 0,  we  have

v(ή  = B/p*.  Then,  (3.52)  also  holds  by  (3.41),  and  then  we  find  the  existence

of  Tb.
(3.49)  follows  immediately  from  (3.40)-(3.42).  We  will  show  (3.50).  It

follows  from  (3.40)-(3.42)  that

=  a(s*)υ'(t)

_  2-ί+
/?*  V  P*  \p*

Since  a(s*)  >  0  holds  from  Condition  B,  it  suffices  to  show  A  <  0.  We  see

from  (3.43)  and  (2.13)  that

*)
/*!  / /  \  /  *\—  a  (ff)  a(s  )

-Jo*  A ( S  I  AI vJ)

= α(s*)'
  1

which  is  negative  by  the  assumption  of  the  theorem,  and  the  proof  is  complete.

REMARK  9.  In  the  case  of  (2.8)-(2.9), our  calculations  by  computer  suggest

that  the  constant  A  defined  by  (3.43)  is  negative  if  and  only  if  µ  >  µ*  =  1.65•••.

Therefore,  we  may  expect  that  Γ  > 0  holds  for  µ > µ*.

3.5.  The  existence  of  the  steady  state  solutions

In  this  subsection,  we  consider  the  existence  of  steady  state  solutions  of

(2.17)-(2.19),  which  satisfy  the  following  equations:

(3.53)  υ±f(s)-ε
ax  ax

1  dx  1

—
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(3.55)  5(0) =  1, s(x)  > 0  on  0 < x  < x*  and  s(x)  = 0  on  x* < x < 1,

where  x*e(0,  1]  is  some  constant  to  be  determined.

The  equations  (3.53)  and  (3.54)  are  obtained  from  (2.17)  and  (2.18),

respectively.  We  look  for  solutions  which  possess  the  interface  x  =  x*  in  the

interval  (0, 1].

THEOREM  6.  Assume  ε >  0.  Under  Conditions  A, B  and  C,  the  solution
s(x)  and  v  of  (3.53)— (3.55)  exists  if  and  only  if  p* < 0.

PROOF.  Suppose  that  the  solutions  s(x)  and  v  of  (3.53)-(3.55) exist.  Then,

from  (3.53),  we  see  that  vf(s)  — ε(d(s)s')  is  a  constant.  Since  /(s(x*)) =

d(s(x*))  = 0  by  (3.55)  and  (2.10),  it  follows  that

(3.56)  f(s)(υ  -  εφ(s)sf)  = vf(s)  -  s(d(s)s')  = 0.

By  (2.10)  and  (3.55),  f(s)  >  0  holds  for  xe[0,  x*).  Hence,  from  (3.56),  we

obtain  v — sφ(s)sf  =  0,  and  find  that

(3.57)  s(x) = φ -
1
- x  + Φ ( l ) )  xε[0,x*),

where

Φ(s)=  Φ(σ)dσ.
JO

We  note  that  Φ"
1
  is  well-defined,  because  Φ is  a  strictly  monotone  increasing

function  on  [0,  1]  (see  Condition  A).  Since  s(x*) = 0  and  x*e(0,  1],  it  follows

from  (3.57)  that

(3.58)  x*=  --Φ(l),
v

(3.59)  v < -  εΦ(l).

On  the  other  hand,  by  using  (3.57)  and  (3.58),  we  have

M  dx \  fx*  dx  f
1  dx

x*m

=  — ε
o  λ(ξ)

=  -cε
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where  c  is  the  constant  defined  by  (2.20)  and  ξ  = Φ'1^  -x  + Φ(l)\.  From

(3.54),  it  follows  that

fΊϊΓ*  *(3.60)  p* =
λ(0)

which  implies  that  p* < 0  by  (3.59).

Suppose  that  p* < 0.  We  put  v =  λ(Q)p*  — εΦ(l)  and  define  s(x)  by

(3.57).  Then  s(x)  and  v  satisfy  (3.53)-(3.55),  which  means  the  existence  of  the

solution.  Hence  the  proof  of  Theorem  6  is  complete.

REMARK  10.  From  the  proof, we  find  that  x*  =  1 if and  only  if p*  = 0.

4.  Two  dimensional  problem

In  this  section,  we  numerically  study  the  behavior  of  the  interface  for  the

following  two  dimensional  problem:

(4.1)  —s + V  [t?/] -  εP
7  [fφΐs]  = 0  on  (x, y)eΩ,  t > 0,

dt

(4.2)  V  - v = 0  on  (x, y)eΩ,  t  >  0,

(4.3)  v = -  [_λVp  -  εφVs]  on  (x, y)eΩ,  t > 0,

where  Ω  =  (0, 1) x  (0, 1),  under  the  boundary  conditions

(4.4)  J - ̂  = 0  on (x,  y)e(0,  1)  x  {0,  1},  t > 0,
oy  oy

(4.5)  5 =  1, p  = p*  on  x  = 0,  ye(0,  1),  t  > 0,

(4.6)  s  = 0,  p  = 0  on  x  =  1, ye(0,  1),  t  > 0,

and  under  the  initial  condition

(4.7)  s ( x 9 y 9 Q )  =  s * ( x 9 y )  on  (x9y)eΩ9

where  p*  is  a  given  constant  and  s°  satisfies  0 < s°  < 1.

The  equations  (4.1)-(4.3)  are  the  same  one  as  (2.5)-(2.7).  In  physical

terms,  the  boundary  conditions  (4.5)  and  (4.6)  express  the  injection  of  water

with  pressure  p*  on  (0, y)  (0 <  y  <  1)  and  the  production  of  oil  on  (1, y)
(0 < y  <  1), respectively.

The  numerical  scheme,  which  we  use  in  this  section,  will  be  stated  in

Appendix,  because  it  is  lengthy.  Throughout  this  section,  the  initial  function

takes
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(4.8) s°(χ,  y) =
1 -  lOx,  if  x < 0.1 and \y -  0.51 < 0.1,

0,  otherwise.

The  first  case  is  when  ε = 0.  Fig. 13  shows  the  numerical  solution  with

µ  = 0.5.  The  numerical  interface  determined  in  a  similar  way  to  (3.12)  is

shown  in  Fig. 14.  The  perturbation  given  to  the  interface  vanishes  as  t
increases,  which  means  that  fingering  instability  does  not  occur.  On  the  other

hand,  for  µ  =  20,  the  perturbation  grows  up  and  forms  fingers  (see  Figs.  15

and  16).  Since  µ  =  10 ~ 20  holds  in  the  practical  problems,  2a)  stated  in

Section  1  seems  to  be  true.

The  second  case  is  when  ε >  0  and  p*  >  0.  Since  we  do  not  know  the

interface  equation  in  this  case,  the  interface-tracking  scheme  can  not  be

constructed.  From  the  profiles  of  numerical  solutions,  we  find  the  behavior

of  the  interface.  Fig. 17  is  the  numerical  solution  with  ε = 0.01  and

µ  = 20.  In  the  case  where  ε  is  small,  the  solution  is  similar  to  the  one  in

Fig.  15,  and  shows  the  fingering  instability.  For  ε=  100, the  perturbation  will

vanish,  and  the  interface  is  stabilized  (Fig. 18).  For  ε =  1,  the  perturbation

does  not  vanish  (Fig. 19).  From  the  above  simulations,  we  may  say  that  the

t = 0.04

f=0.6

Fig.  13  Two  dimensional  numerical  solution  of  (4.1)-(4.7)  with  ε = 0, µ  = 0.5, p*  =  1 and  50  x  50

mesh  points.
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0

Fig.  14  Interface  of  numerical  solution  in  Fig.  13  at  ί  = 0, 0.04,  0.08,...,0.68.

ί= 1.2

ί  = 2.4

Fig.  15  Two  dimensional  numerical  solution  of  (4.1)-(4.7)  with  ε = 0,  µ  = 20,  p*  =  1  and

100  x  100  mesh  points.
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0  x

Fig.  16  Interface  of  numerical  solution  in  Fig. 15  at  ί  = 0, 0.4, 0.8,...,3.6.

ί=1.2

=  2.4 =  3.6

Fig.  17  Two  dimensional  numerical  solution  of  (4.1)-(4.7)  with  ε = 0.01,  µ  = 20,  p* =  1  and

100  x  100  mesh  points.
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=  0.01 f=0.1

Fig.  18  Two  dimensional  numerical  solution  of  (4.1)-(4.7)  with  ε =  100,  µ = 20,  p*  =  1  and

50  x  50  mesh  points.

ί = 2

Fig.  19  Two  dimensional  numerical  solution  of  (4.1)-(4.7)  with  ε =  1, µ  — 20, p*  =  1  and  50  x  50

mesh  points.
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interface  is  stable  for  large  ε,  which  implies  2b).  In  this  case,  the  numerical

solutions  become  uniform  with  respect  to  y  for  each  fixed  x,  and  we  expect

that  the  interface  reaches  to  x  =  I  (see  Theorem  4).

Finally,  we  consider  when  p*  <  0.  Fig.  20  shows  the  numerical  solution

with  ε =  100,  µ  = 20  and  p*  =  — 50.  The  solution  also  becomes  uniform with

respect  to  y.  As  was  expected  by  Theorem  5,  the  interface  will  stop  and

never  reach  to  the  production  well,  and  there  is  a  steady  state  solution.

f=0.01

t  = 0.05  t = 1

Fig.  20  Two  dimensional  numerical  solution  of  (4.1)-(4.7)  with  ε = 100,  µ -  20, p* =  -  50 and

50  x  50  mesh  points.

5.  Proofs  of  Theorems

5.1.  Proof  of  Theorem  1

The  proof  will  be  done  by  induction  on  n(>0).  We  first  prove  (3.9).

For  n = 0,  (3.9)  follows  from  (3.5).  Suppose  that  (3.9)  holds  for  some

n.  We  will  show

(5.1)
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in  the  case  where  vn > 0.  When  j  = 0  and  j  = J,  (5.1)  follows  at  once  from

(3.4).  In  the  following,  we  assume  1 <j  < J  — 1.  Putting

"  Λ x | ι / Ί | | / l + 2 ε | | r f | Γ

we  obtain  from (3.8)

(5.2)  ^ < m i n '
  Ax  " ^

n,
l l /ΊII/1  " ' 2 e | | < ϊ |

It  follows  from  (3.1) that

(5.3)  sJ
 + 1

 = Λ
f c

sJ  + B
fc
sJ,

where

(5.4)  Arf  = θmή -  Δtn

(5.5)  Btf  = (1

To  prove  (5.1),  it  suffices  to  prove

(5.6)  0 < Atf  < θn,

(5.7)  0 < Bhs"j  <ί-θn.

From  (5.4),  we  have

(5.8)

where  ξ}  is  some  number  between  s"  and  s"_
x
.  Since  (5.2)  and  Condition  B

yield

(5.9)  0
B

- ί / 7 % ) > 0  and  v"f'(ξj)  > 0,
Jx  (̂x

it  follows  that

min  {sj_ ! , 55} < Λ»5j < θn max {sj_ j , sj} .

By  the  inductive  hypothesis,  we  have  (5.6).

Put
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Ax

Then  we  have  from (5.5)

Since  it  follows  from  (5.2)  that

(5.7)  holds  by  the  inductive  hypothesis.  Thus,  (5.1) follows.  In  the  case  where

vn  <  0,  (5.1)  can  be  similarly  shown.  Thus,  the  proof  of  (3.9)  is  complete.

Next, we  will  show  (3.10).  For  n = 0, (3.10) is  follows from  the  assumption

of  the  theorem.  Suppose  that  (3.10)  holds  for  some  n.  We  will  prove

(*(  \Ί\  c"
 + 1

 >  c
w + 1  (o  <  j <  j  _  n

v  /  i  —  iJ ί-j- ι \\J  ^̂   /  *̂  t/  A i

in  the  case  where  vn > 0.  When  7 = 0  and  j  = J  — 1,  (5.12)  follows  at  once

from  (3.4) and  (3.9).  In  the  following,  we  assume  1 <7< J  — 2.  We  have

from  (5.3), (5.8)  and  (5.10)

ς
n
+l

  c
«+l  —  A r,n  xd c

π
  4-  Re

71
  Re"

.7+1  j  —
 Λ ύ

j+l
  y i Λ

j  r
1
  UΛ^

 +1
  -C'^j?

/|  C1  J  cn  -
Λ

Λ
Λ

j + l  Slh^j  '

Bhs
a

j+1  -  Brf  = <xj+1s"j+2  +(l-θn-aj-  o ί j + l ) s " j + l  +  atf

-  <Xjή+ι  ~ (1  -  θ« ~ <*i-ι ~  <Xj)s"j  -  «j-ιsj-ι

= α
J+1

(sJ
+2

 -  sj
+1

) + (l-θn-  2aj)(s"j+l  -  s1])  + α^
Since

(5.13)  Ahs"J+ ! -  Ahs
nj  < 0  and  Bhs

n

j+ 1 -  Btf  < 0

holds  by  (5.9),  (5.11)  and  the  inductive  hypothesis,  (5.12)  follows.  In  the  case

where  v" <  0, (5.12) can be  similarly  shown  and  the proof  of (3.10)  is  complete.

5.2.  Proof  of  Theorem  2

Since  Condition  B  implies  that
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λ(s)<δ1  for  all  se[0, 1]

holds  for  some  constant  δί  > 0,  we  see  from  (3.3)  that

Put

Jx
2

δ =
J x \ p * - c ε \ δ ι \ \ f ' \ \ + 2 ε \ \ d \ \

Then  δ  satisfies  (3.11).

5.3.  Proof  of  Theorem  3

The  proof  will  be  done  by  induction  on  n(>  0).  We  first  prove  (3.9).

For  n =  0,  (3.9)  follows  from  (3.5).  Suppose  that  (3.9)  holds  for  some

n.  We  will  show

(5.14)  0 < s J
 + 1

< l

in  the  following  cases:

Case(a).  0 <j  < Ln -  1;  Case(b).  j  = Ln;  Case(c).  Ln + 1 <j  < L
n + 1

;

Case(d).  L
B + 1

 + 1 <j<J.
By  the  same  argument  as  the  one  used  in  the  proof  of  Theorem  1, (5.14)  can

be  shown  in  Case (a).  Consider  Case(b).  Assume  vn > 0.  Let  Θn =  τ2/

(
τ
ι  +

 τι)'  Then  we  have  from  (3.31)

(5.15)  Atn

It  follows  from  (3.20)  that

where  L=  Ln, Ah  is  the  operator  defined  by  (5.4)  and

B& = (1 -  θn)sn

L + zΔtnD'hs
n

L.

By  the  same  argument  as  the  one  used  in  the  proof  of  (5.6),  we  have

(5.16)  0 < Ahs"L  < θn.

Putting

+  Sί->  and  «'L =

we  obtain

(5.17)  B'hs
n

L  = (l-θn-a'L-1-  a'L)s"L  +  Λ'L-
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Since  (3.34)  and  (5.15)  imply

(5.18)  α i - ι + α l = — <!-#„,  and  α^^O,
τ

2

it  follows  from  (5.17)  and  the  inductive  hypothesis  that

(5.19)  Q<B'hs
n

L<l-θn.

From  (5.16)  and  (5.19),  (5.14)  holds.  When  v"  <  0,  (5.14)  can  be  similarly

shown  in  this  case.  In  Cases  (c) and  (d), (5.14)  follows  from  (3.22)  and  (3.23),

and  the  proof  of  (3.9) complete.

Next,  we  show  (3.10).  For  n = 0,  (3.10)  follows  from  the  assumption  of

the  theorem.  Suppose  that  (3.10)  holds  for  some  n.  We  will  prove

(5.20)  *}+1>&l

in  the  following  cases:

Case(a).  j  = 0;  Case(b).  1 <j  < Ln -  2;  Case(c).  j  = Ln -  1;

Case(d). Ln<j<Ln + 1;  Case(e).  Ln + 1<j<J-i.
In  Case (a), (5.20)  follows  from  (3.9) and  (3.25).  By  the  same  argument  as  the

one  used  in  the  proof  of  Theorem  1,  (5.20)  can  be  also  shown  in

Case (b).  Consider  Case (c).  Assume  v"  > 0.  We  have  from  (3.18) and  (3.20)

< j Π + l  _  «j«+l  _  Λ  ~n  A  „«  ,  Ό'<Ji  D  ~nSL  SL-1  — ΛhSL  ~  ΛhSL-l  ~r
  ΰhSL  ~  &hSL-l>

where  Ah9  Bh  and  B'h  are  the  operators  defined  by  (5.4), (5.5)  and  (5.17),

respectively,  and  L=  Ln.  We  obtain

(5.21)  Ahs
n

L-Ahs
n

L_,<Q

by  the  same  argument  as  the  one  used  in  the  proof  of  (5.13).  It  follows  from

(5.10)  and  (5.17)  that

_, = (\-θn- ^L_, -  a'L)sn

L  + <_!*£_!

- (1 - θn - α
L
_

2
 - ccL-ί)sn

L.ί  -  ocL_2s"L_2

Since  h < Ax  implies  α
L
 < α^,  (5.18)  yields

1 -  θn -  *'L-, -*L>\-θn- αί,-! -  αi > 0.

Then,  by  the  inductive  hypothesis  we  obtain

(5.22)  B'hs
n

L-Bhs
n

L_,<0.

From  (5.21)  and  (5.22),  (5.20)  follows.  When  vn  <  0,  (5.20)  can  be  similarly
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shown  in  this  case.  In  Cases (d)  and  (e),  (5.20)  follows  from  (3.22)  and  (3.23),

and  the  proof  of  (3.39)  is  complete.

6.  Appendix

In  this  appendix,  we  state  the  outline  of  the  scheme  of  the  two  dimensional

problem  (4.1)-(4.7).  In  this  problem,  v  depends  on  (x, y)  in  general,  and  it

is  not  easy  to  eliminate  p.  To  construct  an  approximation  of  p,  we  use

(6.1)  F - [ A F p ] =  -εP  CφFs],

which  is  obtained  by  (4.2)  and  (4.3).

Let  /  and  J  be  positive  numbers  and  put  Ax  =  I//  and  Ay  =  1/7.  We

determine  s"
 >j
,  which  denotes  the  numerical  approximation  of  s  at  (x, y,  t) =

(iAxJAy,  tn).  For  n = 0, put  ί
0
 = 0,  and  K;}

0
<i</,o<./<j  are  determined  by

the  initial  function  s°.  Assume  that  {s" j}o<i</,o<j<j  and  tn  are  given.  We

will  construct  (s"J"
 1
}o^i^/,o^j^j

  an
d  ^ + 1 by  the  following  form:

(6.2)  s^
1
  =  (Ih

(6.3)  v

(6.4)  V  -  WsljWplj]  = -  βF  [c^Fs?,;],

(6.5)  s o j = l ,  tfj  = 0  ϋ = 0, 1,...,J),

(6.6)  PS,,-P*,  rf.,  = 0  (j  = 0, 1,...,J),

(6.7)  s?,-ι=s?.ι,  C+ι=C-ι  (i  = 0,  I,...,/),

(6.8)  P?,-ι=P?.ι.  P?./
+
ι=P?.j-ι  (ϊ  = 0,  I,...,/),

(6.9)  t
Λ + 1

  = ί
π
 + zlί

M
,

where  P,  D
Λ
,  C^  and  CJ  are  operators  approximating  P,  F  [/</>F],  — (w"

7
 /)

x

and  — (w"j/)
y
,  respectively,  p" j  and  v"j  = \un

ij,  w"
 7
 )  are  numerical  approxima-

tions  for  p  and  v  at  (x, y,  ί) = (iAx.jAy,  ί
π
),  respectively,  and  /,,  is  the  identity

operator.

(6.2)  is  constructed  by  splitting  the  equation  (4.1).  The  equations  (6.3)

and  (6.4)  follow  from  (4.3)  and  (6.1),  respectively.  (6.5)-(6.8)  are  numerical

boundary  conditions  obtained  by  (4.5)-(4.6),  respectively.  We  note  that  (6.2)

is  a  linear  equation  with  respect  to  {p"
7
 }.

The  time  step  Atn  is  determined  to  satisfy  the  stability  conditions  for

Ih  + ΔtnCl  and  Ih  + AtnCL  that  is
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Ax  Ay
Atn < min

We  also  determine  Aτn  satisfying  the stability  condition  of Ih  + εAτnDh,  that  is

min  {Ax,  Ay}  ΛAτn  <  -̂ ——-—
}-  and  AtJAτn  is  an  integer.

4ε\\d\\
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