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� ���������� �������������� �������� 147� ������������� ����� Ǒ������������.�. � ©£®à®¤áª¨©1.�¢¥¤¥¨¥¨ ®á®¢®© à¥§ã«ìâ â. �¯à¥¤¥«¨¬¢¥«¨ç¨ã�(Rn) { åà®¬ â¨ç¥áª®¥ ç¨áÄ«® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà áâ¢  Rn { ª ª ¬¨¨¬ «ì®¥ ç¨á«® ªà á®ª, ¥®¡å®¤¨¬ëå ¤«ï â ª®©à áªà áª¨ â®ç¥ª ¢ Rn, ¯à¨ ª®â®à®© ¬¥�¤ã â®çª ¬¨ ®¤®£® æ¢¥â  ¨ª®£¤  ¥ à¥ «¨§ã¥âáï ¥¢ª«¨Ä¤®¢® à ááâ®ï¨¥, à ¢®¥ ¥¤¨¨æ¥.�ë¬¨ á«®¢ ¬¨,�(Rn) { íâ® åà®¬ â¨ç¥áª®¥ ç¨á«® á«¥¤ãîé¥£®£à ä : ¬®�¥áâ¢® ¢¥àè¨ íâ®£® £à ä  á®¢¯ ¤ ¥â á® ¢á¥¬Rn,   à¥¡à ¬¨ á®¥¤¨¥ë â¥ ¨ â®«ìª® â¥¢¥àè¨ë, à ááâ®ï¨¥¬¥�¤ãª®â®àë¬¨à ¢® ¥¤¨¨æ¥.� ªâ¨ç¥áª¨, § ¤ ç   å®�¤¥¨ï ¢¥«¨ç¨ë�(Rn) ¡ë«  ¢¯¥à¢ë¥ à áá¬®âà¥  ¢ à ¡®â¥ [1℄ � ¤¢¨£¥à®¬, ª®â®àë© ¯®ª § «, çâ® ¥á«¨ ¨¬¥¥âáï¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯®ªàëâ¨¥Rn = Sn+1i=1 
i § ¬ªãâë¬¨¬®�¥áâ¢ ¬¨
i, â®  ©¤¥âáï â ª®© í«¥¬¥â
i íâ®£® ¯®ªàëâ¨ï, çâ®R+∪{0} = {|x−y| : x; y ∈ 
i}.�§¢¥áâ® (á¬. [2℄{[4℄), çâ® 4 6 �(R2) 6 7¨ çâ®, ªà®¬¥ â®£®, 5 6 �(R3) 6 18. � [5℄ � ©áª¨© ¯®«ãç¨« ®æ¥ªã �(Rn) > n + 2. �â  ®æ¥ª ¥®¤®ªà â® ã«ãçè « áì: â ª, ¢ [6℄ ¡ë«® ¤®ª § ®, çâ® �(Rn) ≫ n2, § â¥¬ ¢ [7℄ ¡ë«® ¯®«ãç¥®¥à ¢¥áâ¢® �(Rn) ≫ n3, ¨,  ª®¥æ, ¢ [8℄ ¡ë«  ãáâ ®¢«¥  íªá¯®¥æ¨ «ì®áâì à®áâ  ¢¥«¨Äç¨ë �(Rn). � ç¥ £®¢®àï, ¢ à ¡®â¥ [8℄ ¡ë«  ¤®ª §   ®æ¥ª  �(Rn) > (1:207 + o(1))n (§¤¥áìá«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® á®£« á® [6℄ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢® �(Rn) 6 (3 + o(1))n). �  áâ®ïé¥©à ¡®â¥ á ¯®¬®éìî â¥å¨ª¨, ¯à¥¤«®�¥®© ¢ [9℄, ¡ã¤¥â ¤®ª §   á«¥¤ãîé ï�¥®à¥¬ . Ǒ®«®�¨¬ A1 = 12 (x + 2y), A2 = q−3A21 + 6A1 + 1, A3 = 14`1 + A1−1A2 ´ ¨A4 = 16 (1+3A1−A2) (§¤¥áì x ¨ y { ¥§ ¢¨á¨¬ë¥ ¢¥é¥áâ¢¥ë¥ ¯¥à¥¬¥ë¥). �¯à¥¤¥«¨¬,¤ «¥¥, ¢¥«¨ç¨ë x0, y0 ª ª â ª¨¥ ª®à¨ á¨áâ¥¬ë ¥«¨¥©ëå ãà ¢¥¨©2A3 logA4 + (1 − 4A3) log(A1 − 2A4) + (2A3 − 1) log(1 −A1 +A4)− log y + log(x− y) = 0;(1) (1 − x)2y(x− y)3 = 1;(2)çâ® x0 = 0:36063 : : : ,   y0 = 0:063907 : : : . � ª®¥æ, § ¤ ¤¨¬ ¢¥«¨ç¨ã  à ¢¥áâ¢®¬−1 = (A04)A04(A01 − 2A04)A01−2A04(1 −A01 +A04)1−A01+A04 (1− x0)1−x0(x0 − y0)x0−y0yy00 ;£¤¥ A0i = Ai(x0; y0). �®£¤  �(Rn) > ( + o(1))n = (1:239 : : : + o(1))n.2. �®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë. �¯¥à¢  § ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ � ⊂ Rn ¥áâì (M;D)-ªà¨â¨ç¥áÄª ï ª®ä¨£ãà æ¨ï ¢Rn á ªà¨â¨ç¥áª¨¬à ááâ®ï¨¥¬ d > 0 (â.¥. ard� =M ¨ ¢® ¢áïª®¬¬®�¥áâ¢¥Q ⊂ �â ª®¬, çâ® ardQ = D+1,  ©¤¥âáï ¯ à í«¥¬¥â®¢x; y ∈ Q, à ááâ®ï¨¥¬¥�¤ãª®â®àë¬¨à ¢® d), â® �(Rn) > M=D (á¬. [6℄), ¨, áâ «® ¡ëâì, ¤«ï § ¢¥àè¥¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë  ¬¤®áâ â®ç® ¯®áâà®¨âì ¥ª®â®àãî (M;D)-ªà¨â¨ç¥áªãî ª®ä¨£ãà æ¨î � áM=D > ( + o(1))n.Ǒãáâì n ∈ N ¤®áâ â®ç® ¢¥«¨ª®, a = [x0n℄, b = [y0n℄,   p {  ¨¬¥ìè¥¥ ¥ç¥â®¥ ¯à®áâ®¥ç¨á«®, ¡®«ìè¥¥ ¢¥«¨ç¨ë [(a + 2b)=2℄. �§¢¥áâ® (á¬. [10; á. 364℄), çâ® ¤«ï ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè®Ä£® x ¨ ¤«ï ¥ª®â®à®£® � < 1 ( ¯à¨¬¥à, ¤«ï � = 38=61) ¬¥�¤ã x ¨ x + x� «¥�¨â ¯à®áâ®¥ç¨á«®. Ǒ®íâ®¬ã ¬®�® áç¨â âì, çâ® p < [(a + 2b)=2℄ + [(a + 2b)=2℄�. � ¬¥â¨¬, çâ® ¢ë¡®à ¢¥Ä«¨ç¨ë � ¢«¨ï¥â ¨áª«îç¨â¥«ì®   ®æ¥ªã ¢¥«¨ç¨ë o(1) ¨§ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ â¥®à¥¬ë. Ǒ®«®�¨¬� = {x = (x1; : : : ; xn) : xi ∈ {0; 1;−1}; ard{xi = ±1} = a; ard{xi = −1} = b} ⊂ Rn. Ǒ®Äïâ® â®£¤ , çâ®M = ard� = CanCba. �á®, ªà®¬¥ â®£®, çâ® onv� ¥áâì ªà®áá-¯®«¨â®¯. � â®�¥� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ä¨ á®¢®© ¯®¤¤¥à�ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®¤  äã¤ ¬¥â «ìëå ¨áá«¥¤®Ä¢ ¨© (£à âë òò 99-01-00357, 00-15-96109). �¢â®à ¡« £®¤ à¨â ¯à®ä¥áá®à  L�aszl�o A. Sz�ekely§  «î¡¥§® ¯à¥¤®áâ ¢«¥ë© ¨¬ ¥é¥ ¥®¯ã¡«¨ª®¢ ë© ®¡§®à \Erd�os on Unit Distanes and theSzemer�edi{Trotter Theorems".



148 � ���������� �������������� ��������¢à¥¬ï ¢ à ¡®â¥ [8℄ ®æ¥ª¨ ¢¥«¨ç¨ë �(Rn) ®á®¢ë¢ «¨áì   ¯®áâà®¥¨¨ ªà¨â¨ç¥áª¨å ª®ä¨£ãÄà æ¨©, ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ª®â®àëå ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© (0; 1)-¬®£®£à ¨ª. �ë ¯®ª �¥¬ §¤¥áì,çâ® ¬¥â®¤ë, ¯à¥¤«®�¥ë¥ ¢ [11℄ ¨ [9℄, ¯®§¢®«ïîâ à ¡®â âì á ªà®áá-¯®«¨â®¯ ¬¨ ¨   ¨å ®á®¢¥ ¯®Ä«ãç âì «ãçè¨¥ ¨�¨¥ ®æ¥ª¨ åà®¬ â¨ç¥áª®£® ç¨á« . � á ¬®¬ ¤¥«¥, ª ª ã�¥ ®â¬¥ç «®áì ¢ëè¥,M = CanCba. � «¥¥, ¥âàã¤® ¢¨¤¥âì, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®¥ á¢®©áâ¢®:¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå ¢¥ªâ®à®¢ x;y ∈ � (x;y) ≡ a (mod p) ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  «¨¡®x = y, «¨¡® (x;y) = a− p.� �¤®¬ã ¢¥ªâ®àãx ∈ � ¯®áâ ¢¨¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬®£®ç«¥ Fx ∈ Z=pZ[x1; : : : ; xn℄, ¯®« £ ïFx(y) = Yi 6≡a (mod p)(i− (x;y));  § â¥¬, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ¯à¨¬¥ïï á®®â®è¥¨ï x3i = xi, i = 1; : : : ; n, ¯¥à¥©¤¥¬ ®â ¬®£®Äç«¥  Fx ª ¬®£®ç«¥ã eFx ∈ Z=pZ[x1; : : : ; xn℄. � áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¬®�¥áâ¢®Q = {x1; : : : ;xs} ⊂ � â ª®¥, çâ® (xi;xj) 6≡ a (mod p) ∀ i 6= j. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¬®�® ¯®ª § âì,çâ® ¬®£®ç«¥ë eFx1 ; : : : ; eFxs «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë  ¤ ¯®«¥¬ Z=pZ (á¬. [9℄),   § ç¨â,(3) s 6

p−1Xi=0 [(p−1−i)=2℄Xj=0 CjnCp−1−i−2jn−j = D:�§ ¥à ¢¥áâ¢  (3) ¨  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®£® á¢®©áâ¢  ¥¬¥¤«¥® á«¥¤ã¥â, çâ® ¬®�¥áâ¢® � ¥áâì(M;D)-ªà¨â¨ç¥áª ï ª®ä¨£ãà æ¨ï á ªà¨â¨ç¥áª¨¬ à ááâ®ï¨¥¬ d = √2p ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,�(Rn) > M=D. � ª®¥æ, ¯à®¨§¢¥¤ï ¥á«®�ë¥ ¢ëª« ¤ª¨, ¥âàã¤® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ®, ¢ á¢®î®ç¥à¥¤ì,M=D > ( + o(1))n. �¥®à¥¬  ¤®ª §  .3. � ¬¥ç ¨ï. 1. � ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë ¥â ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® p { ¯à®áÄâ®¥ ç¨á«®. �®áâ â®ç® áç¨â âì, çâ® p = q�, £¤¥ q { ¯à®áâ®¥,  � > 1. Ǒà¨ íâ®¬ ¯®âà¥¡ã¥âáï «¨èì¢¥áâ¨ ¥ª®â®àë¥ ¨§¬¥¥¨ï ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¬®£®ç«¥®¢ Fx (á¬. [12℄).2. �®âï ¯à¥¤«®�¥ë© ¢  áâ®ïé¥© à ¡®â¥ ¬¥â®¤ ¯®«ãç¥¨ï ¨�¨å ®æ¥®ª åà®¬ â¨ç¥áª®£®ç¨á«  ¯à®áâà áâ¢  ¨ ¤ ¥â  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨  ¨«ãçè¨©   ¤ ë©¬®¬¥â à¥§ã«ìâ â, â¥¬ ¥¬¥¥¥¢ ¬ «ëå à §¬¥à®áâïå (¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¯à¨ n 6 24) ã«ãçè¨âì á ¥£® ¯®¬®éìî ®æ¥ª¨ ¨§ [5℄, [6℄¨ [8℄ ¥ ã¤ ¥âáï.Ǒ®-¢¨¤¨¬®¬ã, ¤«ï¯®«ãç¥¨ï¤ «ì¥©è¨åã«ãçè¥¨©¢à ¬ª åãª § ®£®¬¥â®¤ ¥®¡å®¤¨¬® áãé¥áâ¢¥® ãâ®ç¨âì ¥à ¢¥áâ¢® (3).�Ǒ���� ����������[1℄ Hadwiger H. // Portugal. Math. 1944. V. 4. P. 140{144. [2℄ Hadwiger H. // Elem.Math. 1961. V. 16. P. 103{104. [3℄Moser L., Moser W. // Canad. Math. Bull. 1961. V. 4.P. 187{189. [4℄ Coulson D. // Disrete Math. 1997. V. 170. P. 241{247. [5℄ � ©áª¨© �.�.// � â¥¬. § ¬¥âª¨. 1970. �. 7. �. 319{323. [6℄ Larman D.G., Rogers C.A. // MathematiÄka (London). 1972. V. 19. P. 1{24. [7℄ Larman D.G. // Comment. Math. Helv. 1978. V. 53.P. 529{535. [8℄ Frankl P., Wilson R. // Combinatoria. 1981. V. 1. P. 357{368. [9℄ � ©£®Äà®¤áª¨©�.�. //���. 1999.�. 54.ò2.�. 185{186. [10℄Ǒà å à�.� á¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯à®áâëåç¨á¥«. �.: �¨à, 1967. [11℄Nilli A. // Contemp. Math. 1994. V. 178. P. 209{210. [12℄ � ©£®Äà®¤áª¨© �.�. // ���. 1997. �. 52. ò6. �. 181{182.�®áª®¢áª¨© £®áã¤ àáâ¢¥ë©ã¨¢¥àá¨â¥â ¨¬. �.�. �®¬®®á®¢  Ǒà¨ïâ® à¥¤ª®««¥£¨¥©26.01.2000


