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СЕРИЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ Том 76, № 6, 2012

УДК 512.772.5+515.162.8

Ф. Ветро

О накрытиях со специальными слоями

и группой монодромии Sd

Рассматриваются разветвленные накрытия степени d над Y с группой
монодромии Sd, k простыми точками ветвления, n− k специальными точ-
ками и фиксированными данными ветвления в специальных точках, где
Y ҫ гладкая связная комплексная проективная кривая рода g > 1, а n и k ҫ
целые числа такие, что n > k > 0. Показано, что соответствующие про-
странства Гурвица неприводимы при k > 3d− 3.

Библиография: 15 наименований.

Ключевые слова: пространства Гурвица, специальные слои, разветв-
ленные накрытия, монодромия, действия кос.

Введение

Вычисление неприводимых компонент пространств Гурвица ҫ одна из клас-
сических задач алгебраической геометрии. Первый результат в этой области
принадлежит самому Гурвицу и состоит в том, что пространство Гурвица об-
щих накрытий над P

1 степени d с n точками ветвления неприводимо (см. [1]).
За последние 30 лет было получено много обобщений этого результата (см.,
например, [2]ҫ[9]). В работе Вик.С. Куликова [5] рассматриваются накрытия
над P

1 степени d с группой монодромии Sd, k простейшими точками ветвления
(т. е. с ветвлением 2-го порядка) и n − k специальными точками, фиксируют-
ся данные ветвления в специальных точках и доказывается неприводимость
соответствующих пространств Гурвица при k > 3d − 3 [5, теорема 3.3]. В на-
стоящей статье этот результат распространяется на накрытия гладких связных
комплексных проективных кривых рода не менее 1. Мы доказываем, что соот-
ветствующие пространства Гурвица неприводимы при k > 3d− 3, и тем самым
обобщаем результат Вик. С. Куликова в случае кривых рода не менее 1.

Разветвленные накрытия f1 : X1 → Y и f2 : X2 → Y степени d над Y

называются эквивалентными, если существует биголоморфное отображение
π : X1 → X2 такое, что f2 ◦ π = f1. Класс эквивалентности накрытия f1 обо-
значается через [f1]. Будем также обозначать перестановку h−1th через th,
а подгруппу в Sd, порожденную перестановками t1, . . . , tl, через ⟨t1, . . . , tl⟩.

љ 1. Пространства Гурвица HSd

d,k,q1C1,...,qrCr
(Y )

Пусть X, Y ҫ гладкие связные комплексные проективные кривые, причем
род Y равен g, и пусть d, n, k ҫ целые числа, d > 3, n > k > 0. Мы рас-
сматриваем разветвленные накрытия f : X → Y степени d над Y с группой
монодромии Sd, имеющие k простых точек ветвления и n − k специальных
точек.

c⃝ Ф. Ветро, 2012
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Пусть C1, . . . , Cr ҫ классы сопряженности в Sd, не содержащие перестановок
(1, 2) и id, а q1, . . . , qr ҫ положительные целые числа такие, что

q1 + · · · + qr = n − k.

Обозначим через HSd

d,k,q1C1,...,qrCr
(Y ) пространство Гурвица классов эквивалент-

ности описанных выше накрытий, локальная монодромия которых при каждом
i = 1, . . . , r в ровно qi из n − k специальных точках принадлежит Ci.

Фиксируем точку b0 кривой Y и конечное подмножество D в Y такие, что
b0 ∈ Y −D. По теореме Римана о существовании накрытий (см. [10, предложе-
ние 1.2]) имеется взаимно однозначное соответствие между:

(i) множеством классов эквивалентности разветвленных накрытий степени d

над Y с множеством точек ветвления D;
(ii) множеством классов эквивалентности гомоморфизмов m : π1(Y −D, b0) →

Sd с образом, равным транзитивной подгруппе группы Sd, причем гомомор-
физмы m и m′ эквивалентны, если существует перестановка h ∈ Sd такая, что
m′([γ]) = h−1m([γ])h для всех [γ] ∈ π1(Y − D, b0).

Далее через D и m обозначаются соответственно множество точек ветвления
и гомоморфизм монодромии накрытия f .

Определение 1. Упорядоченный набор (t1, . . . , tn;λ1, µ1, . . . , λg, µg) :=
(t, λ, µ) перестановок из Sd называется системой Гурвица, если ti ̸= id ни для
какого i ∈ {1, . . . , n} и t1 · · · tn = [λ1, µ1] · · · [λg, µg]. Подгруппа в Sd, порожден-
ная элементами ti, λs, µs, i = 1, . . . , n, s = 1, . . . , g, называется группой мо-

нодромии данной системы Гурвица. Две системы Гурвица (t, λ, µ) и (t′, λ′, µ′)
считаются эквивалентными, если существует перестановка h ∈ Sd такая, что
t′i = h−1tih, λ′

s = h−1λsh и µ′

s = h−1µsh для всех i = 1, . . . , n и s = 1, . . . , g.

Замечание 1. Упорядоченный набор (t1, . . . , tn) перестановок из Sd (при
ti ̸= id ни для какого i) является системой Гурвица, если t1 · · · tn = id.

Пусть (γ1, . . . , γn; α1, β1, . . . , αg, βg) ҫ стандартная система образующих
группы π1(Y − D, b0). Образы элементов γ1, . . . , γn, α1, β1, . . . , αg, βg при гомо-
морфизме m задают класс эквивалентности систем Гурвица [t1, . . . , tn;λ1, µ1, . . .

. . . , λg, µg] с группой монодромии Sd таких, что k перестановок ti ҫ транспози-
ции и ровно qi элементов ti принадлежат Ci при i = 1, . . . , r. Обозначим множе-
ство классов эквивалентности всех таких систем Гурвица через A0

k,q1C1,...,qrCr,g.
Заметим, что при фиксированных замкнутых кривых (γ1, . . . , βg) указанно-
го выше вида теорема Римана о существовании позволяет нам отождествить
A0

k,q1C1,...,qrCr,g с множеством классов эквивалентности [f ] ∈ HSd

d,k,q1C1,...,qrCr
(Y )

таких, что f имеет множество ветвления D.

љ 2. Действия кос

Далее через Y (n) обозначается n-я симметрическая степень кривой Y , а че-
рез ∆ ҫ подмножество коразмерности 1 в Y (n), состоящее из всех непростых
дивизоров. В этом параграфе мы напоминаем, как образующие группы кос
π1(Y

(n)−∆, D) действуют на системах Гурвица. Это действие изучали А. Гур-
виц [1], Т. Граббер, Дж. Харрис, Дж. Старр [11] и В. Канев [3].

Образующими группы кос π1(Y
(n) − ∆, D) являются элементарные косы σi,

i = 1, . . . , n − 1, а также косы ρjs, τjs, где 1 6 j 6 n и 1 6 s 6 g (см. [12]ҫ[14]).
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С каждой образующей σi связаны два преобразования σ′

i и σ′′

i = (σ′

i)
−1, на-

зываемые элементарными преобразованиями и действующие следующим об-
разом. Все элементы λs, все µs и th при h ̸= i, i + 1 остаются на месте, а
пара (ti, ti+1) переходит при σ′

i, σ′′

i в пары (titi+1t
−1
i , ti), (ti+1, t

−1
i+1titi+1) соот-

ветственно (см. [1]). Обозначим через

ρ′js, ρ′′js = (ρ′js)
−1, τ ′

js, τ ′′

js = (τ ′

js)
−1

пары преобразований, отвечающих косам ρjs и τjs соответственно. Нам пона-
добится следующий результат.

Предложение 1 [3, теорема 1.8]. Пусть (t1, . . . , tn;λ1, µ1, . . . , λg, µg) ҫ си-

стема Гурвица. Положим u0 = id, us = [λ1, µ1] · · · [λs, µs] при s = 1, . . . , g .
Тогда действия кос

(t1, . . . , tn;λ1, µ1, . . . , λg, µg) → (t′1, . . . , t
′

n;λ′

1, µ
′

1, . . . , λ
′

g, µ
′

g)

задаются следующим образом:
1) для ρ′is при 1 6 i 6 n, 1 6 s 6 g имеем t′j = tj для всех j ̸= i, λ′

l = λl для

всех l, µ′

l = µl для всех l ̸= s,

(ti, µs) → (t′i, µ
′

s) = (a−1
1 tia1, b

−1
1 t−1

i b1µs),

где

a1 = (t1 · · · ti−1)
−1us−1λs(u

−1
s ug)(ti+1 · · · tn)−1, b1 = (t1 · · · ti−1)

−1us−1λs;

2) для τ ′

is при 1 6 i 6 n, 1 6 s 6 g имеем t′j = tj для всех j ̸= i, λ′

l = λl для

всех l ̸= s, µ′

l = µl для всех l,

(ti, λs) → (t′i, λ
′

s) = (c−1
1 tic1, d

−1
1 tid1λs),

где

c1 = ti+1 · · · tn(u−1
s ug)

−1µs(us−1)
−1t1 · · · ti−1, d1 = ti+1 · · · tn(u−1

s ug)
−1µs;

3) для ρ′′is при 1 6 i 6 n, 1 6 s 6 g имеем t′j = tj для всех j ̸= i, λ′

l = λl для

всех l, µ′

l = µl для всех l ̸= s,

(ti, µs) → (t′i, µ
′

s) = (a−1
2 tia2, b

−1
2 tib2µs),

где

a2 = ti+1 · · · tn(u−1
s ug)

−1λ−1
s (us−1)

−1t1 · · · ti−1, b2 = ti+1 · · · tn(u−1
s ug)

−1;

4) для τ ′′

is при 1 6 i 6 n, 1 6 s 6 g имеем t′j = tj для всех j ̸= i, λ′

l = λl для

всех l ̸= s, µ′

l = µl для всех l,

(ti, λs) → (t′i, λ
′

s) = (c−1
2 tic2, d

−1
2 t−1

i d2λs),

где

c2 = (t1 · · · ti−1)
−1us−1µ

−1
s (u−1

s ug)(ti+1 · · · tn)−1, d2 = (t1 · · · ti−1)
−1us−1.

Заметим, что преобразования ρ′js, ρ′′js, τ ′

js и τ ′′

js переводят tj в элементы из
того же класса сопряженности. Кроме того, если λ1 = · · · = λs = µ1 = · · ·
· · · = µs−1 = id, то ρ′1s переводит µs в t−1

1 µs.
Аналогично, если λ1 = · · · = λs−1 = µ1 = · · · = µs−1 = id, то τ ′′

1s переводит λs

в t−1
1 λs.
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Замечание 2. Действия образующих ρjs и τjs подробно изучались в ра-
боте [11], где действия кос, аналогичные используемым нами, применялись,
в частности, для доказательства неприводимости пространств Гурвица про-
стых накрытий с полной группой монодромии над кривыми положительного
рода. С помощью этих результатов в [15] было доказано существование сечений
однопараметрического семейства комплексных рационально связных алгебра-
ических многообразий.

Определение 2. Две системы Гурвица называются брэйд-эквивалентны-

ми, если одна из них получается из другой конечным числом преобразова-
ний σ′

i, ρ′js, τ ′

js, σ′′

i , ρ′′js, τ ′′

js, где 1 6 i 6 n − 1, 1 6 j 6 n и 1 6 s 6 g.
Два упорядоченных набора перестановок (t1, . . . , tl) и (t′1, . . . , t

′

l) называются
брэйд-эквивалентными, если (t′1, . . . , t

′

l) получается из (t1, . . . , tl) конечным чис-
лом преобразований вида σ′

i, σ′′

i . Будем обозначать брэйд-эквивалентность
через ∼.

љ 3. Неприводимость HSd

d,k,q1C1,...,qrCr
(Y )

Далее Y ҫ гладкая связная комплексная проективная кривая рода g > 1.
Пусть e = (e1, . . . , es) ҫ разбиение числа d, задающее цикловый тип перестано-
вок из C1. Через |e| обозначим число

∑s

i=1(ei − 1).
Нам потребуются следующие результаты.

Лемма 1 [8, предложение 3]. Пусть (t1, t2, . . . , tl) ҫ такой набор пере-

становок из Sd , что t1 имеет цикловый тип e, а t2, . . . , tl ҫ транспози-

ции. Если l − 1 + |e| > 2d, то набор (t1, t2, . . . , tl) брэйд-эквивалентен набо-

ру (t′1, t
′

2, . . . , t
′

l−2, t
′

l−1, t
′

l) такому, что t′1 имеет цикловый тип e, t′2, . . . , t
′

l ҫ

транспозиции, t′l−1 = t′l и ⟨t′1, t
′

2, . . . , t
′

l−2⟩ = ⟨t′1, . . . , t
′

l−2, t
′

l−1, t
′

l⟩.

Лемма 2 [3, лемма 2.1]. Пусть (t1, . . . , tn;λ1, µ1, . . . , λg, µg) ҫ система Гур-

вица перестановок из Sd . Допустим, что titi+1 = id, и обозначим через H

подгруппу Sd , порожденную элементами

{t1, . . . , ti−1, ti+2, . . . , tn, λ1, µ1, . . . , λg, µg}.

Тогда для любого h ∈ H исходная система Гурвица брэйд-эквивалентна си-

стеме (t1, . . . , ti−1, t
h
i , thi+1, ti+2, . . . , tn;λ1, µ1, . . . , λg, µg).

Теорема 1 [5, теорема 3.3]. Пространство Гурвица HSd

d,k,q1C1,...,qrCr
(P1) не-

приводимо при k > 3d − 3.

С помощью лемм 1, 2 мы обобщим результат теоремы 1 в случае кривых
рода не менее 1.

Теорема 2. Пространство Гурвица HSd

d,k,q1C1,...,qrCr
(Y ) неприводимо при

k > 3d − 3.

Доказательство. Пусть отображение δ : HSd

d,k,q1C1,...,qrCr
(Y ) → Y (n) − ∆

сопоставляет каждому классу эквивалентности накрытий [f ] множество то-
чек ветвления накрытия f . Как отмечено в [10], топология пространства
HSd

d,k,q1C1,...,qrCr
(Y ) такова, что δ ҫ топологическое накрытие. Поэтому груп-

па кос π1(Y
(n) − ∆, D) действует на A0

k,q1C1,...,qrCr,g (см. љ 1). Орбиты этого



О НАКРЫТИЯХ СО СПЕЦИАЛЬНЫМИ СЛОЯМИ 43

действия находятся во взаимно однозначном соответствии со связными компо-
нентами пространства HSd

d,k,q1C1,...,qrCr
(Y ). Поскольку это пространство гладко,

для доказательства его неприводимости достаточно установить, что оно связ-
но, т. е. что группа π1(Y

(n) − ∆, D) действует на A0
k,q1C1,...,qrCr,g транзитивно.

Для доказательства этой транзитивности, в свою очередь, достаточно устано-
вить, что каждый класс эквивалентности систем Гурвица из A0

k,q1C1,...,qrCr,g

брэйд-эквивалентен классу вида [ t̃; id, . . . , id]. Действительно, поскольку класс
эквивалентности [ t̃ ] принадлежит A0

k,q1C1,...,qrCr,0, требуемое утверждение бу-
дет вытекать из теоремы 1.

Шаг 1. Пусть [ t;λ, µ ] ∈ A0
k,q1C1,...,qrCr,g и η ҫ любая транспозиция из Sd.

Покажем, что класс [ t;λ, µ ] брэйд-эквивалентен классу вида [. . . , η, η, . . . ;λ, µ ].
Элементарными преобразованиями вида σ′′

i можно передвинуть одну из пе-
рестановок класса сопряженности C1 на первое место, а транспозиции ҫ на
места с номерами 2, . . . , k + 1. Таким образом, набор t брэйд-эквивалентен
набору вида (t′1, t

′

2, . . . , t
′

k+1, . . . , t
′

n), где t′1 принадлежит C1, а t′2, . . . , t
′

k+1 ҫ
транспозиции.

Из предположения k > 3d − 3 вытекает, что k + |e| > 3d − 3 > 2d. Поэтому
набор перестановок (t′1, t

′

2, . . . , t
′

k+1) удовлетворяет всем условиям леммы 1 и,
следовательно, брэйд-эквивалентен набору вида (t′′1 , t′′2 , . . . , t′′k+1), где t′′1 имеет
цикловый тип e, t′′2 , . . . , t′′k+1 ҫ транспозиции, t′′k = t′′k+1 и

⟨t′′1 , t′′2 , . . . , t′′k−1⟩ = ⟨t′′1 , . . . , t′′k−1, t
′′

k , t′′k+1⟩.

Поскольку группа монодромии системы Гурвица (t′′;λ, µ) равна Sd, по лем-
ме 2 класс [ t′′;λ, µ ] брэйд-эквивалентен классу вида [. . . , η, η, . . . ;λ, µ], где η ҫ
произвольная транспозиция из Sd, что и требовалось доказать.

Шаг 2. Покажем, что любой класс [ t;λ1, µ1, . . . , λg, µg ] ∈ A0
k,q1C1,...,qrCr,g

брэйд-эквивалентен классу вида [ t̃; id, . . . , id].
Воспользуемся индукцией по

∑g

h=1(|λh| + |µh|). Если
∑g

h=1(|λh| + |µh|) = 0,
то λh = id и µh = id для всех h = 1, . . . , g. Поэтому будем считать, что∑g

h=1(|λh| + |µh|) > 0. Тогда по крайней мере одна из перестановок λh или µh

отлична от id.
Если λ1 ̸= id, то пусть η ҫ такая транспозиция, что |ηλ1| = |λ1| − 1. Со-

гласно шагу 1, действуя лишь элементарными преобразованиями и не поль-
зуясь сопряжением, можно заменить класс [ t;λ1, µ1, . . . , λg, µg] на класс вида
[. . . , η, η, . . . ;λ, µ ]. После этого мы переносим одну из транспозиций η на первое
место и применяем τ ′′

11. Тогда λ1 преобразуется в λ′

1 = ηλ1, причем |λ′

1| < |λ1|.
Теперь требуемое утверждение вытекает из предположения индукции.

Если λ1 = id и µ1 ̸= id, то выберем транспозицию η такую, что |ηµ1| < |µ1|.
Согласно шагу 1, действуя лишь элементарными преобразованиями, заменим
[ t;λ1, µ1, . . . , λg, µg] на класс вида [. . . , η, η, . . . ;λ, µ ]. Опять перенесем одну из
транспозиций η на первое место, но подействуем теперь преобразованием ρ′11.
Тогда µ1 преобразуется в µ′

1 = ηµ1 и требуемое утверждение вытекает из пред-
положения индукции.

Если λs ̸= id и λ1 = · · · = λs−1 = µ1 = · · · = µs−1 = id, то действуем
аналогично, но применяем на этот раз преобразование τ ′′

1s, чтобы перевести λs

в ηλs, |ηλs| < |λs|. Точно так же, если µs ̸= id и λ1 = · · · = λs = µ1 = · · ·
· · · = µs−1 = id, применяем ρ′1s, чтобы перевести µs в ηµs, |ηµs| < |µs|. В этих
двух случаях требуемое утверждение последует из предположения индукции.
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Шаг 3. На шаге 2 мы показали, что любой класс [ t;λ1, µ1, . . . , λg, µg] ∈
A0

k,q1C1,...,qrCr,g брэйд-эквивалентен классу вида [ t̃; id, . . . , id]. Заметим теперь,

что класс эквивалентности [ t̃ ] принадлежит A0
k,q1C1,...,qrCr,0. По теореме Ри-

мана о существовании этот класс отвечает некоторому классу эквивалентности
накрытий из HSd

d,k,q1C1,...,qrCr
(P1). Поскольку k > 3d− 3, пространство Гурвица

HSd

d,k,q1C1,...,qrCr
(P1) неприводимо по теореме 1.

Теорема доказана.
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