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On K inetic S tability .

B y  H o r a c e  L a m b , F .R .S .

( R e c e iv e d  N o v e m b e r  2 1 ,— R e a d  D e c e m b e r  1 2 ,— R e v is e d  D e c e m b e r  19 , 1 9 0 7 .)

1 . T h e  o b j e c t  o f  t h i s  p a p e r  i s  t o  i l l u s t r a t e  t h e  t h e o r y  o f  k i n e t i c  s t a b i l i t y ,  

so  f a r  a s  s u c h  a  t h e o r y  c a n  b e  s a i d  t o  e x i s t ,  b y  a  f e w  s im p l e  e x a m p l e s .  A s  

t h e  t h e o r y  i t s e l f  a p p e a r s  t o  b e  b y  n o  m e a n s  w i d e l y  k n o w n ,  s o m e  p r e l i m i n a r y  

r e c a p i t u l a t i o n  s e e m s  a d v i s a b l e .

T h e  d i f f i c u l t y  o f  f r a m i n g  a  d e f i n i t i o n  o f  k i n e t i c  s t a b i l i t y  w h i c h  s h a l l  b e  

c o m p r e h e n s i v e  a n d  a t  t h e  s a m e  t i m e  c o n f o r m  t o  n a t u r a l  p r e p o s s e s s i o n s  h a s  

l o n g  b e e n  r e c o g n i s e d .*  T h u s ,  a c c o r d i n g  t o  o n e  d e f i n i t i o n  w h i c h  h a s  b e e n  

p r o p o s e d ,  t h e  v e r t i c a l  f a l l  o f  a  p a r t i c l e  u n d e r  g r a v i t y  w o u l d  b e  u n s t a b l e ; 

a c c o r d i n g  t o  a n o t h e r  t h e  r e v o l u t i o n  o f  a  p a r t i c l e  i n  a  c i r c u l a r  o r b i t  a b o u t  

a  c e n t r e  o f  f o r c e  v a r y i n g  i n v e r s e l y  a s  t h e  c u b e  o f  t h e  d i s t a n c e  w o u l d  b e  

r e c k o n e d  a s  s t a b l e ,  a l t h o u g h  t h e  s l i g h t e s t  d i s t u r b a n c e  w o u l d  c a u s e  t h e  

p a r t i c l e  e i t h e r  t o  f a l l  u l t i m a t e l y  - in to  t h e  c e n t r e ,  o r  t o  r e c e d e  t o  i n f i n i t y ,  

a f t e r  d e s c r i b i n g  i n  e i t h e r  c a s e  a  s p i r a l  p a t h  w i t h  a n  i n f i n i t e  n u m b e r  o f  

c o n v o l u t i o n s .

T h e r e  a r e ,  h o w e v e r ,  c e r t a i n  r e s t r i c t e d  c l a s s e s  o f  c a s e s  w h e r e  a  n a t u r a l  

d e f i n i t i o n  o f  s t a b i l i t y  i s  p o s s i b l e  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c r i t e r i o n  c a n  b e  

f o r m u l a t e d .  S u p p o s e ,  i n  t h e  f i r s t  p l a c e ,  t h a t  w e  h a v e  a  d y n a m i c a l  s y s t e m  

w h i c h  i s  t h e  s e a t  o f  c y l i c  m o t i o n s  w h o s e  m om enta  ( i n  t h e  g e n e r a l i s e d  s e n s e )  

a r e  c o n s t a n t . f  A p a r t  f r o m  t h e  c y c l i c  m o t i o n s  t h e  c o n f i g u r a t i o n  d e p e n d s  o n  

a  c e r t a i n  n u m b e r  o f  “ p a l p a b l e ” c o - o r d i n a t e s  q2, a n d  a n  “ e q u i ­

l i b r i u m  ”  c o n f i g u r a t i o n  i s  o n e  i n  w h i c h  t h e s e  c o - o r d i n a t e s  c a n  r e m a i n  

c o n s t a n t  w h e n  t h e  s y s t e m  i s  l e f t  t o  i t s e l f .  S u c h  a n  e q u i l i b r i u m  c o n f i g u r a ­

t i o n  i s  s a id  t o  b e  s t a b l e  w h e n  th e .  e x t r e m e  v a r i a t i o n s  o f  t h e s e  c o - o r d i n a t e s ,  

c o n s e q u e n t  o n  a n  a r b i t r a r y  d i s t u r b a n c e ,  a r e  c o n f in e d  w i t h i n  l i m i t s  w h i c h  

d i m i n i s h  i n d e f i n i t e l y  w i t h  t h e  e n e r g y  o f  t h e  d i s t u r b a n c e .  A n y  a r r a n g e m e n t  

o f  f r i c t i o n l e s s  g y r o s t a t s  g i v e s  a  s y s t e m  o f  t h i s  k i n d ; o n  a  l a r g e r  s c a l e  

w e  h a v e  t h e  p r o b l e m  o f  t h e  f r e e  r o t a t i o n  o f  a  l i q u i d  m a s s  u n d e r  i t s  o w n  

g r a v i t a t i o n .

I n  a  s e c o n d  c l a s s  o f  c a s e s  w e  h a v e  ( a g a i n )  c e r t a i n  c o - o r d i n a t e s  w h o s e  

v a l u e s  d o  n o t  a f f e c t  t h e  k i n e t i c  o r  t h e  p o t e n t i a l  e n e r g y ,  a n d  t h e  c o r r e -

* Cf. F . K le in  u. A . S om m erfe ld , ‘ U e b e r  d ie  T h eo r ie  des K r e ise ls ,’ L e ip z ig , 1898, . . . ,  

p. 342.

t  Cf. T h o m so n  a nd  T a it , ‘ N a tu r a l P h ilo so p h y ,’ § 319, ex a m p le  ( G ) ; L am b, ‘ H y d r o ­

d y n a m ics,’ 1906, §§ 140, 141.
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s p o n d in g  velocities a r e  n o w  s u p p o s e d  t o  b e  m a i n t a i n e d  c o n s t a n t  b y  t h e  

a p p l i c a t i o n  o f  s u i t a b l e  f o r c e s .*  W e  h a v e  t h e n  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  s t a b i l i t y  

( i n  t h e  s a m e  s e n s e  a s  b e f o r e )  o f  a n  “  e q u i l i b r i u m  ” c o n f i g u r a t i o n  i n  w h i c h  

t h e  r e m a i n i n g  c o - o r d i n a t e s  q\, q%,. . .

t h e  s y s t e m  m a y  b e  a t t a c h e d  t o  a  r i g i d  b o d y  w h i c h  r o t a t e s  w i t h  c o n s t a n t  

s p e e d . T h e  t h e o r y  o f  t h e  s t a b i l i t y  o f  a n  o c e a n  c o v e r i n g  a  r o t a t i n g  g l o b e  

a ls o  c o m e s  u n d e r  t h i s  e l a s s . f

I t  h a s  b e e n  c u s t o m a r y ,  i n  t r e a t i s e s  o n  d y n a m i c s ,  t o  d i s c u s s  a l l  s u c h  

q u e s t i o n s  b y  t h e  c l a s s i c a l  m e t h o d  o f  “ s m a l l  o s c i l l a t i o n s . ” I f  t h e  v a r i a t i o n s  

o f  t h e  c o - o r d i n a t e s  q \, q%, . . .  , 

o f  t h e  e q u a t i o n s  o f  d i s t u r b e d  m o t i o n  i s  o b t a i n e d  i n  t h e  f o r m

Bqr =  $( 1 )

t h e  v a l u e s  o f  X 2 b e i n g  d e t e r m i n e d  b y  a n  a l g e b r a i c a l  o r  ( i n  t h e  c a s e  o f  

a n  i n f i n i t e  n u m b e r  o f  d e g r e e s  o f  f r e e d o m )  a  t r a n s c e n d e n t a l  e q u a t i o n .  I f  

t h e s e  v a l u e s  o f  X2 a r e  f o u n d  t o  b e  a l l  r e a l  a n d  n e g a t i v e ,  t h e  u n d i s t u r b e d  

c o n f i g u r a t i o n  i s  r e c k o n e d  a s  s t a b l e ,  w h i l s t  i f  a n y  o f  t h e m  a r e  p o s i t i v e  o r  

c o m p le x ,  i t  i s  a c c o u n t e d  a s  u n s t a b l e .  A s  f a m i l i a r  i n s t a n c e s  o f  p r o b l e m s  

d i s c u s s e d  f r o m  t h i s  s t a n d p o i n t ,  w e  h a v e  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  c o n ic a l  p e n d u l u m ,  

o f  t h e  s t e a d y  p r e c e s s i o n a l  m o t i o n  o f  a  t o p ,  a n d  so  o n . T h e  g e n e r a l  t h e o r y  

o f  t h e  m e t h o d ,  i n c l u d i n g  t h e  c o n d i t i o n s  o f  s t a b i l i t y  ( i n  t h i s  s e n s e ) ,  h a s  b e e n  

i n v e s t i g a t e d  b y  K o u t h . t

M . P o i n c a r e §  h a s ,  h o w e v e r ,  i n s i s t e d  o n  t h e  f a c t  t h a t  t h i s  m e t h o d  m a y ,  

f r o m  a  p r a c t i c a l  p o i n t  o f  v i e w ,  b e  a l t o g e t h e r  m i s l e a d i n g  a s  t o  t h e  u l t i m a t e  

b e h a v i o u r  o f  t h e  s y s t e m .  I f  d e v i a t i o n s  f r o m  t h e  e q u i l i b r i u m  c o n f i g u r a t i o n  

b e  r e s i s t e d  ( a s  i n  p r a c t i c e  t h e y  a l w a y s  a r e )  b y  f o r c e s  o f  a  v i s c o u s  c h a r a c t e r  

a f f e c t i n g  t h e  c o - o r d i n a t e s  q\, q%, . . .  , qn,th e n  i n  t h e  c a

e q u i l i b r i u m  t h e  u s u a l  c r i t e r i o n  o f  s t a b i l i t y ,  v iz . ,  t h a t  t h e  p o t e n t i a l  e n e r g y  

m u s t  b e  a  m i n i m u m ,  i s  n o t  a f f e c t e d .  B u t  i n  s u c h  c a s e s  o f  k i n e t i c  

e q u i l i b r i u m  a s  h a v e  b e e n  r e f e r r e d  t o ,  i t  m a y  h a p p e n  t h a t  t h e  e f f e c t  o f  t h e  

v i s c o u s  f o r c e s  i s  g r a d u a l l y  t o  increase  t h e  d e v i a t i o n ,  e v e n  a l t h o u g h  t h e  

e q u i l i b r i u m  c o n f i g u r a t i o n  i s  p r im a  fa c ie  f r o m  t h e  “  c l a s s i c a

t h o r o u g h l y  s t a b l e .  A  d i s t i n c t i o n  i s  a c c o r d i n g l y  d r a w n  b e t w e e n  “  o r d i n a r y  ”  

o r  “ t e m p o r a r y ” s t a b i l i t y ,  i.e., s t a b i l i t y  a s  j u d g e d  b y  t h e  m e t h o d  o f  s m a l l  

o s c i l l a t i o n s ,  a n d  “ s e c u l a r  ” o r  “  p e r m a n e n t  ”  s t a b i l i t y ,  i.e., s t a b i l i t y  w h e n  

r e g a r d  i s  h a d  to  p o s s i b l e  v i s c o u s  f o r c e s  a f f e c t i n g  t h e  c o - o r d i n a t e s

* T hom son  a n d  T a it, § 319 , ex a m p le  (F').

t  ‘ H y d ro d y n a m ic s ,’ 1 9 0 6 , § § 2 0 2 , 2 0 3 , 2 0 4 .

+ ‘ S ta b ility  of M o tio n ,’ 1 8 7 7 ; ‘ A d v a n ced  R ig id  D y n a m ics , 6 tli ed ., 1905, chap . v i.

§ “ Sur l’E q u ilib re  d ’une M a sse  F lu id e  a n im ee  d ’un  M o u v e m e n t de  R o ta tio n ,” ‘ A c ta  

M ath .,’ 1885, v o l. 7, p. 259.
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P r o f .  H .  L a m b .1 7 0 [N o v . 21

qh q2, . . .  , qn- T h e  q u e s t i o n  o f  p e r m a n e n t  s t a b i l i t y  i s ,  o f  c o u r s e ,  t h e

i m p o r t a n t  o n e  i n  p h y s i c a l  a n d  c o s m ic a l  a p p l i c a t i o n s .

F o r t u n a t e l y ,  t h e  c r i t e r i a  o f  p e r m a n e n t  s t a b i l i t y  a r e  m u c h  s i m p l e r  t h a n  

t h e  e l a b o r a t e  c r i t e r i a  o f  t e m p o r a r y  s t a b i l i t y  i n v e s t i g a t e d  b y  E o u t h .  I n  t h e  

f o r m e r  c l a s s  o f  p r o b l e m s  ( t h a t  o f  c o n s t a n t  c y c l i c  m o m e n t a ) ,  t h e  c o n d i t i o n  

i s  t h a t  a  c e r t a i n  f u n c t i o n  Y  +  K  s h o u l d  b e  a  m i n i m u m ,  w h e r e  Y  i s  t h e  

p o t e n t i a l  e n e r g y ,  a n d  K  d e n o t e s  t h e  k i n e t i c  e n e r g y  o f  t h e  c y c l i c  m o t i o n s  

a lo n e .  I n  t h e  s e c o n d  c l a s s  o f  c a s e s  ( w h e r e  c e r t a i n  v e l o c i t i e s  a r e  m a i n t a i n e d  

c o n s t a n t ) ,  t h e  c o n d i t i o n  i s  t h a t  t h e  “ k i n e t i c  p o t e n t i a l ” Y — T 0 s h o u l d  b e  

a  m i n i m u m ; h e r e  T 0 d e n o t e s  t h e  k i n e t i c  e n e r g y  o f  t h e  s y s t e m  w h e n  a t  

“ r e s t  ”  i n  a n y  p r e s c r i b e d  c o n f i g u r a t i o n  (qh q2, ) .*

T h e s e  p r i n c i p l e s  w e r e  c l e a r l y  l a i d  d o w n  b y  P o i n c a r 4  i n  1 8 8 5 ,  a n d  a p p l i e d  

t o  t h e  p r o b l e m  o f  r o t a t i n g  f l u i d ; b u t  i t  i s  d o u b t f u l  w h e t h e r  t h e y  h a v e  

r e c e i v e d  a d e q u a t e  r e c o g n i t i o n  b e y o n d  t h e  n e c e s s a r i l y  s o m e w h a t  n a r r o w  c i r c l e  

o f  w r i t e r s  w h o  h a v e  b e e n  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  s p e c i a l  q u e s t i o n . !  I t  i s  f o r  

t h i s  r e a s o n  o n l y  t h a t  I  v e n t u r e  t o  c a l l  a t t e n t i o n  t o  a  f e w  p r a c t i c a l  

e x e m p l i f i c a t i o n s  o f  t h e  t h e o r y .  T h e s e  r e l a t e  t o  t h e  s e c o n d  c l a s s  o f  c a s e s  

a b o v e  r e f e r r e d  to ,  a n d  i n  p a r t i c u l a r  t o  t h e  q u e s t i o n  o f  s t a b i l i t y  o f  e q u i l i b r i u m  

r e l a t i v e  t o  a  r i g i d  b o d y  w h i c h  i s  m a i n t a i n e d  i n  c o n s t a n t  r o t a t i o n  a b o u t  

a  f ix e d  a x i s .

2 . T h e  t r i v i a l  c h a r a c t e r  o f  t h e  f i r s t  e x a m p l e  m a y  b e  e x c u s e d  o n  t h e  g r o u n d  

t h a t  i t  s h o w s  a l m o s t  i n t u i t i v e l y  t h e  n e c e s s i t y  f o r  s o m e  q u a l i f i c a t i o n  t o  t h e  

d o c t r i n e  o f  “  o r d i n a r y  ”  s t a b i l i t y .  W e  c o n s i d e r  a  p a r t i c l e  m o v a b l e  o n  t h e  

i n n e r  s u r f a c e  o f  a  s p h e r i c a l  b o w l  w h i c h  r o t a t e s  w i t h  c o n s t a n t  a n g u l a r  

v e l o c i t y  ( « )  a b o u t  t h e  v e r t i c a l  d i a m e t e r .  I f  t h e  b o w l  b e  s m o o t h  t h e  

e q u i l i b r i u m  o f  t h e  p a r t i c l e  w h e n  i n  t h e  l o w e s t  p o s i t i o n  i s  “  o r d i n a r i l y  ” 

s t a b l e ,  s i n c e  t h e  r o t a t i o n  o f  t h e  b o w l  i s  q u i t e  i r r e l e v a n t .  B u t  i f  w e  a d m i t  

t h e  e x i s t e n c e  o f  f r i c t i o n ,  h o w e v e r  s l i g h t ,  b e t w e e n  t h e  p a r t i c l e  a n d  t h e  b o w l ,  

t h e  l o w e s t  p o s i t i o n  i s  “ p e r m a n e n t l y ”  s t a b l e  o n l y  s o  l o n g  a s  & > < y / ( g / a ) ,  

w h e r e  a  i s  t h e  r a d i u s .  T h i s  r e s u l t s  i m m e d i a t e l y  f r o m  t h e  c o n s i d e r a t i o n  o f  

t h e  f o r m u l a  f o r  t h e  k i n e t i c  p o t e n t i a l ,

w h e r e  M  i s  t h e  m a s s  o f  t h e  p a r t i c l e ,  a n d  6  i s  i t s  a n g u l a r  d i s t a n c e  f r o m  t h e  

l o w e s t  p o i n t .  W h e n  t h e  a b o v e  v a l u e  o f  co i s  e x c e e d e d ,  t h e  o n l y  p e r m a n e n t l y  

s t a b l e  p o s i t i o n  i s  t h a t  i n  w h i c h

*  See  P oin car6 , loc. tit., or th e  a u th o r ’s ‘ H y d ro d y n a m ics ,’ tit.

t  T h e  la te s t  ed it io n  (1905) o f R o u th ’s ‘ A d v a n ced  R ig id  D y n a m ic s  ’ conta in s no reference  

to  th e  m atter .

Y — T 0 =  —  M  gaco s  0  — | M  s i n 2 0, ( 2 )

c o s  6 =  4 -
ooJa

( 3 )
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w h e n  t h e  p a r t i c l e  r o t a t e s  w i t h  t h e  b o w l  l i k e  t h e  b o b  o f  a  c o n ic a l  p e n d u l u m .  

T o  e x a m i n e  i n  d e t a i l  t h e  i n i t i a l  s t a g e  w h e n  t h e  p a r t i c l e  i s  s l i g h t l y  d i s t u r b e d  

f r o m  i t s  l o w e s t  p o s i t i o n  w e  m a y  ( f o r  m a t h e m a t i c a l  c o n v e n i e n c e )  a d o p t  t h e  

h y p o t h e s i s  o f  a  f r i c t i o n a l  f o r c e  v a r y i n g  a s  t h e  r e l a t i v e  v e lo c i ty .  I f  w e  

e m p l o y  h o r i z o n t a l  r e c t a n g u l a r  a x e s  Ox, 0  p a s s i n g  t h r o u g h  t h e  l o w e s t  p o i n t ,  

a n d  r o t a t i n g  w i t h  t h e  b o w l ,  w e  h a v e ,  w h e n  x , y  a r e  s m a l l ,

x — 2<w y—

y  +  2 w x — w2y

— k x —
g x

( 4 )

w h e r e  k  i s  t h e  f r i c t i o n a l  c o e f f i c i e n t .  T h e s e  e q u a t i o n s  m a y  b e  c o m b i n e d  i n t o

r K 2 * ' ® + o r + ( f - ® 2) ? = o ,

w h e r e  £  =  x +  i y .If w e  a s s u m e

£  =

( 5 )

( 6 )

w e  f in d  X =  — ioo +  i  / \ J ^ - — \̂ l  +  o> , ( 7 )

i f  t h e  s q u a r e  o f  k  b e  n e g l e c t e d .  1 $  f , b e  C a r t e s i a n  

c o - o r d i n a t e s  r e f e r r e d  t o  fixed  a x e s  t h r o u g h  0 ,  t h e  c o m ­

p l e t e  s o l u t i o n  i s

%+irj =  =  Cie^t+Urt+ C  ( 8 )

w h e r e  <r =  * J l ,  =  - ^ ( 1  +  “  \ / j j  ■ ( 9 )

I f  t h i s  b e  p u t  i n  r e a l  f o r m  w e  p e r c e i v e  t h a t  t h e  m o t i o n  

i s  m a d e  u p  o f  t w o  s u p e r p o s e d  c i r c u l a r  v i b r a t i o n s ,  i n  

o p p o s i t e  d i r e c t i o n s ,  o f  p e r i o d  m o r e o v e r  t h a t ,  i f

<d2 > g fa ,  p i i s  p o s i t i v e ,  s o  t h a t  t h a t  c i r c u l a r  v i b r a t i o n  

w h o s e  s e n s e  a g r e e s  w i t h  to c o n t i n u a l l y  i n c r e a s e s  i n  

a m p l i t u d e .  T h e  p a r t i c l e  w o r k s  i t s  w a y  o u t w a r d s  i n  a n  

e v e r  w i d e n i n g  s p i r a l  p a t h ,  a p p r o x i m a t i n g  t o  t h e  s t a b l e  

p o s i t i o n  o f  r e l a t i v e  e q u i l i b r i u m  i n d i c a t e d  b y  ( 3 ) .

3 . T h e  n e x t  i l l u s t r a t i o n  i s  o f  a  m o r e  p r a c t i c a l  

c h a r a c t e r ,  a n d  a d m i t s  o f  b e i n g  r e a l i s e d  w i t h  c o n s i d e r ­

a b l e  e x a c t n e s s .  A  p e n d u l u m  s y m m e t r i c a l  a b o u t  a

l o n g i t u d i n a l  a x i s  h a n g s  b y  a  H o o k e ’s  j o i n t  f r o m  a  

v e r t i c a l  s p i n d l e  w h i c h  i s  m a d e  t o  r o t a t e  w i t h  a  c o n s t a n t  

a n g u l a r  v e l o c i t y  eo. T h e  p e n d u l u m  u s e d  b y  t h e  w r i t e r  

w a s  c o n s t r u c t e d  o r i g i n a l l y  w i t h o u t  a n y  r e f e r e n c e  t o  t h e
F i g . 1.
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1 7 2 P r o f .  H .  L a m b . [N o v . 2 1 ,

p r e s e n t  q u e s t i o n ; n o  s p e c i a l  p a i n s  w e r e  t a k e n  w i t h  t h e  H o o k e ’s  j o i n t ,  a n d  t h e  

f r i c t i o n  t h e r e  w a s  a p p r e c i a b l e .  U n d e r  t h e s e  c o n d i t i o n s ,  t h e  i n s t a b i l i t y  o f  t h e

v e r t i c a l  p o s i t i o n  w h e n  t h e  r o t a t i o n  a> e x c e e d s  

a  c e r t a i n  c r i t i c a l  v a l u e  b e c o m e s  r a p i d l y  a p p a ­

r e n t  ; t h e  o r i g i n a l l y  v e r t i c a l  a x i s  o f  t h e  p e n ­

d u l u m  d e s c r i b e s  a n  e v e r  w i d e n i n g  c o n e ,  t e n d i n g  

t o w a r d s  t h e  i n c l i n e d  p o s i t i o n  i n  w h i c h  i t  c a n  

r o t a t e  a s  o n e  b o d y  w i t h  t h e  s p i n d l e .  T o  

e x a m i n e  t h e  p r o b l e m  m a t h e m a t i c a l l y ,  l e t  

d e n o t e  t h e  i n c l i n a t i o n  o f  o n e  a r m  A  o f  t h e  

j o i n t ,  t h e  o t h e r  a r m  b e in g ,  o f  c o u r s e ,  h o r i z o n t a l ,  

a n d  l e t  <£ b e  t h e  a n g l e  w h i c h  a  p l a n e  t h r o u g h  

t h e  a x i s  A  a n d  t h e  a x i s  o f  s y m m e t r y  ( C )  m a k e s  

w i t h  t h e  v e r t i c a l  p l a n e  t h r o u g h  A .  T h e  k i n e t i c  

e n e r g y  i s  t h e n  g i v e n  b y

2 T  =  A  ((f> + cos in  0 ) 2 +  B  ( $ c o s  <£— a> c o s  s i n  c?>)2 +  C  ( 0  s i n  < £+  c o s  6  c o s  <£)2,

( 10)

w h e r e  A *B  C  d e n o t e  t h e  p r i n c i p a l  m o m e n t s  o f  i n e r t i a  o f  t h e  p e n d u l u m  a t  

t h e  c e n t r e  o f  t h e  j o i n t .  H e n c e ,  i f  A  =  ^ ,  w e  h a v e

Y — T 0 =  — Mghco s  0co s  </> — -|co2 { A — ( A  — C )  c o s 2 0  

p r o v i d e d  h  d e n o t e  t h e  d i s t a n c e  o f  t h e  c e n t r e  o f  g r a v i t y  f r o m  t h e  j o i n t .  T h i s  

e x p r e s s i o n  c e a s e s  t o  b e  a  m i n i m u m  f o r  =  0 , 0 , i f

(o“ >
M g h

A - C ’
( 12 )

a n d  t h e  o n l y  s t a b l e  p o s i t i o n s  a r e  t h e n  t h o s e  i n  w h i c h  t h e  p e n d u l u m  m a k e s  

a n  a n g le  x  w i t h  t h e  v e r t i c a l ,  g i v e n  b y

c o s  x  — c o s  0co s  
^  ^  ( A — C )  a)2

T o  e x a m i n e  t h e  m o t i o n  a b o u t  t h e  v e r t i c a l  p o s i t i o n  w e  n e g l e c t ,  i n  ( 1 0 ) ,  

t e r m s  i n  0  a n d  <£ o f  h i g h e r  o r d e r  t h a n  t h e  s e c o n d .  T h u s

2 T  =  A  (02 +  <f>2) +  2 A w  (0<£ — 0(f)) +  2Coo A  — C ) c o n s t . ,

( 1 4 )

2 Y  =  M g h (0 2 + 4>2).( l o )

H e n c e  L a g r a n g e ’s  e q u a t i o n s  g i v e

A 0 — ( 2 A — C ) cocf,-{ ( A - C )  a 20 =  0,->

A<£ +  ( 2 A — C ) (00— { ( A — C ) on2— Mgh}</> =

A s  i n  t h e  c a s e  o f  ( 4 ) ,  w e  f in d  t h a t  t h e s e  a r e  s a t i s f i e d  b y

04-  (17)

 D
o
w

n
lo

ad
ed

 f
ro

m
 h

tt
p
s:

//
ro

y
al

so
ci

et
y
p
u
b
li

sh
in

g
.o

rg
/ 

o
n
 0

9
 A

u
g
u
st

 2
0
2
2
 



p r o v id e d

1 9 0 7 .] On K inetic  S tab ility . 1 7 3

o r

A a-2 + ( 2 A — C )  &><r +  ( A — C )  =  0 ,

- f 1 ' 2 A /
CO +

V 7 ( C 2co2 + 4 A M / / / t )  

2 A

( 1 8 )

( 1 9 )

T h e  v e r t i c a l  p o s i t i o n  i s  t h e r e f o r e  “ o r d i n a r i l y ”  s t a b l e ,  w h a t e v e r  t h e  v a l u e  

o f  co.

I t  . i s  e v i d e n t  t h a t  6, cf> a r e  t h e  r e c t a n g u l a r  c o - o r d i n a t e s ,  r e

r o t a t i n g  a x e s ,  o f  a  p o i n t  o n  t h e  a x i s  o f  t h e  p e n d u l u m .  F o r  t h e  c o r r e ­

s p o n d i n g  c o - o r d i n a t e s  r e l a t i v e  t o  f i x e d  a x e s  w e  h a v e

w h e r e

£ +  irj =  (0 +  i<f>) e;wt =  F^

<T +  6)
C f t > ± v / ( C 2o>2 + 4 A M ^ )  

2 A  '

( 2 0 )

( 21 )

T h e  m o t i o n  i s  t h e r e f o r e  m a d e  u p  o f  t w o  s u p e r p o s e d  c i r c u l a r  v i b r a t i o n s  o f  

d i f f e r e n t  p e r i o d s  27r/(cr-|- &>), t h e  m o r e  r a p i d  v i b r a t i o n  b e i n g  t h e  o n e  w h o s e  

d i r e c t i o n  o f  r e v o l u t i o n  a g r e e s  w i t h  t h a t  o f  t h e  s p i n d l e .

T o  i n v e s t i g a t e  t h e  q u e s t i o n  o f  p e r m a n e n t  s t a b i l i t y  w e  i n t r o d u c e  i n t o  t h e  

l e f t - h a n d  m e m b e r s  o f  ( 1 6 )  t e r m s  k0 , k<f>to r e p r e s e n t  t h e  v

j o i n t .  T h e  m o d i f i e d  e q u a t i o n s  a r e  s a t i s f i e d  b y

e  +  i(f> =  FeKt, 

p r o v i d e d  A \ 2 +  { ( 2 A - C ) h »  +  &} \ - { ( A - C )  =  0 . ( 2 3 )

I f  a \, a 2 b e  t h e  t w o  v a l u e s  o f  a  g i v e n  b y  ( 1 9 ) ,  t h i s  m a y  b e  w r i t t e n

A  (A .— ia-\) ( \  — ia2) +  k \  0 ,

t h e  t w o  r o o t s  o f  w h i c h  a r e ,  i f  w e  n e g l e c t  t h e  s q u a r e  o f  k,

A i =
k a \

A  (o-i — cr2j  ’
\ 2 — io~2—

k<i2

A (< 7 2 — C l)

( 2 4 )

( 2 5 )

W h e n  a)2< M .g h /( A — C) t h e  t w o  v a l u e s  o f  a  h a v e  o p p o s i t e  s i g n s ,  a n d  t h e  

r e a l  p a r t s  o f  \ i ,  \ 2 a r e  b o t h  n e g a t i v e .  T h e  v e r t i c a l  p o s i t i o n  i s  t h e n  p e r ­

m a n e n t l y ,  a s  w e l l  a s  “ o r d i n a r i l y ” s t a b l e .  B u t  i f  w 2 C )  b o t h

v a lu e s  o f  a  a r e  n e g a t i v e ,  a n d  i f  a i  b e  t h e  s m a l l e r  i n  a b s o l u t e  m a g n i t u d e ,  t h e  

r e a l  p a r t  o f  w i l l  b e  p o s i t i v e ,  a n d  t h a t  o f  \ 2 n e g a t i v e .  I f  w e  p a s s  t o  f ix e d  

a x e s ,  w r i t i n g  a s  b e f o r e

% +  ir) =  (0-{■ i<f>) elu>t =  F ^ x + *"^ , ( 2 6 )

w e  f in d  t h a t  t h e  p e r i o d s  o f  t h e  t w o  c i r c u l a r  v i b r a t i o n s  a r e  t o  a  f i r s t  

a p p r o x i m a t i o n  u n a f f e c t e d  b y  a  s m a l l  d e g r e e  o f  f r i c t i o n ,  b u t  t h a t  t h e  

a m p l i t u d e  o f  o n e  o f  t h e s e  v i b r a t i o n s ,  v iz . ,  t h e  o n e  w h o s e  d i r e c t i o n  o f  r e v o l u ­

t i o n  a g r e e s  w i t h  t h a t  o f  t h e  s p i n d l e ,  i n c r e a s e s  e x p o n e n t i a l l y  w i t h  t h e  t i m e ,  

w h i l s t  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  o t h e r  s i n k s  a s y m p t o t i c a l l y  t o  z e r o .  T h e s e  p o i n t s
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1 7 4 P r o f .  H .  L a m b .

a r e  i l l u s t r a t e d  i n  a  s t r i k i n g  m a n n e r  b y  t h e  a p p a r a t u s  r e f e r r e d  to  *  S u b ­

s t a n t i a l l y  t h e  s a m e  e x p e r i m e n t  c a n  b e  m a d e  i n  a  s i m p l e r  f o r m  b y  m e a n s  o f  

a  h e a v y  m e t a l  b a l l  h a n g i n g  b y  a  s t o u t  s t r i n g  f r o m  a  h o o k  a t  t h e  l o w e r  e n d  o f  

t h e  s p i n d l e .  I f  d u e  p r e c a u t i o n s  b e  t a k e n  t o  c h e c k  t h e  v i o l e n t  e v o l u t i o n s  w h i c h  

t h e  b a l l  i s  s o m e t i m e s  a p t  i n  t h e  f i r s t  i n s t a n c e  t o  p e r f o r m ,  t h e  t o r s i o n  o f  t h e  

s t r i n g  s o o n  b r i n g s  t h e  l a t t e r  i n t o  a  s t a t e  o f  s t e a d y  r o t a t i o n  a b o u t  a  v e r t i c a l  

d i a m e t e r ,  w i t h  p r a c t i c a l l y  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  t h e  s p in d l e .  W h e n  t h e  s t e a d y  

s t a t e  h a s  b e e n  a t t a i n e d  t h e  b a l l  m a y  b e  l e f t  t o  i t s e l f ,  w i t h  t h e  s t r i n g  v e r t i c a l .  

T h e  f r i c t i o n  o f  m o t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  s p i n d l e  i s  i n  t h i s  f o r m  o f  t h e  e x p e r i ­

m e n t  v e r y  s l i g h t ,  a n d  a l t h o u g h  a  c lo s e  o b s e r v a t i o n  m a y  s o o n  d e t e c t  t h e  

t e n d e n c y  t o  a  c i r c u l a r  v i b r a t i o n  o f  c o n t i n u a l l y  i n c r e a s i n g  a m p l i t u d e  i n  t h e  

d i r e c t i o n  o f  r e v o l u t i o n  o f  t h e  s p i n d l e ,  s o m e  t i m e  m a y  e l a p s e  b e f o r e  t h i s  

b e c o m e s  r e a l l y  c o n s p ic u o u s .  T h e  f i n a l  r e s u l t  i s ,  h o w e v e r ,  u n m i s t a k a b l e . !

4 . T h e  q u e s t i o n  i s  n o t  s e r i o u s l y  m o d i f i e d  b y  a  s l i g h t  a m o u n t  o f  d e v i a t i o n  

f r o m  t h e  t h e o r e t i c a l  c o n d i t i o n s ,  e.g., i n  t h e  p r o b l e m  o f  § 3 , b y  a  s l i g h t  d e f e c t  

o f  a l i g n m e n t  b e t w e e n  t h e  a x i s  o f  r o t a t i o n  o f  t h e  s p i n d l e  a n d  t h e  c e n t r e  

o f  t h e  j o i n t .  T h e  c o n f i g u r a t i o n  o f  r e l a t i v e  e q u i l i b r i u m  a b o u t  w h i c h  t h e  

o b s e r v e d  o s c i l l a t i o n s  t a k e  p l a c e  i s  o n l y  s l i g h t l y  a l t e r e d ,  e x c e p t  i n  t h e  c a s e  

c f  a p p r o x i m a t e  a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e  i m p o s e d  p e r i o d  o f  r o t a t i o n  a n d  w h a t  

w o u l d  b e  t h e  n a t u r a l  p e r i o d  o f  v i b r a t i o n  i n  t h e  a b s e n c e  o f  r o t a t i o n .

T h e  e f f e c ts  o f  a  w a n t  o f  p e r f e c t  a l i g n m e n t  i n  § 3  c a n  b e  s t u d i e d  i n  t h e i r  

s i m p l e s t  f o r m  i f  w e  n e g l e c t  t h e  m o m e n t  o f  i n e r t i a  ( C )  a b o u t  t h e  a x i s  o f  t h e  

p e n d u l u m .  T h e  c a s e  i s  t h e n  t h a t  o f  a  p a r t i c l e  s u s p e n d e d  f r o m  t h e  l o w e r  

s u r f a c e  o f  a  h o r i z o n t a l  d i s c ,  w h i c h  i s  m a d e  t o  r o t a t e  a b o u t  a  v e r t i c a l  a x i s .  

I f  l  b e  t h e  l e n g t h  o f  t h e  s t r i n g ,  a n d  a  t h e  d i s t a n c e  o f  t h e  p o i n t  o f  s u s p e n s i o n  

f r o m  t h e  a x i s  o f  r o t a t i o n ,  t h e  i n c l i n a t i o n  a  o f  t h e  s t r i n g  to  t h e  v e r t i c a l  i n  a  

p o s i t i o n  o f  r e l a t i v e  e q u i l i b r i u m  i s  g i v e n  b y

J N o v .  2 1 ,

J L  =  c o s  a  +  s i n 3 c o t  a , 
a r t

( 2 7 )

w h e r e  s i n 3 /3  — a jl .  I f  <  c o s 3 /3, ( 2 8 )

t h i s  h a s  three s o l u t i o n s ,  f o r  t w o  o f  w h i c h  s in  a  i s  n e g a t i v e  ; i n  o n e  o f  t h e s e ,  

m o r e o v e r ,  s i n  a  i s  n u m e r i c a l l y  g r e a t e r ,  a n d  i n  t h e  o t h e r  n u m e r i c a l l y  l e s s ,

*  I t  m a y  be  w o rth  w h ile  to  g iv e  r o u g h ly  th e  d im en sio n s. T h e stee l rod sh ow n in  

fig. 1 had  a  le n g th  o f 36 in. and  a th ic k n e ss  o f £  in . T h e d ia m eter  of th e  iron  d isc d  

w h ich  co u ld  be  fixed  in  va r io u s p o sit io n s  a lo n g  th e rod w as  7 in . an d  its  th ic k n ess  \  in . 

T h e sp in d le  w as dr iv en  from  a sm a ll e lectro m o to r , b y  m ea n s o f th e  sm all p u lle y  sho w n, a t  

sp eeds ra n g in g  up to  a b o u t 25 rev o lu tio n s  per second.

t  I n  a ty p ica l ex p er im en t th e  b a ll w as 3 in. in  d ia m eter , and  w as susp en ded  b y  a s tr in g  

33 in. lo n g  ; and  th e  speed  w as ab ou t 7 rev o lu tio n s  p er  second . T he circular v ib ra tio n  

to ok  ab ou t 18 m in u tes  to  a tta in  an  a m p litu d e  o f 1 inch .

 D
o
w

n
lo

ad
ed

 f
ro

m
 h

tt
p
s:

//
ro

y
al

so
ci

et
y
p
u
b
li

sh
in

g
.o

rg
/ 

o
n
 0

9
 A

u
g
u
st

 2
0
2
2
 



On K ine tic  S tab ility . 1751 9 0 7 .]

t h a n  s in  yS. T h e s e  t h r e e  p o s i t i o n s  a r e  s h o w n  i n  f ig . 3 . T h e  p o s i t i o n  

is  f o u n d  t o  b e  b o t h  “ o r d i n a r i l y ”  a n d  “ p e r m a n e n t l y ”  s t a b l e ,  w h i l s t  t h e  

p o s i t i o n  I I I  i s  o n  e i t h e r  r e c k o n i n g  u n s t a b l e .  C a s e  I I  i s  “  p e r m a n e n t l y  ”  

u n s t a b l e ,  b u t  t h e  q u e s t i o n  o f  “  o r d i n a r y  ”  s t a b i l i t y  i s  l e s s  s im p l e .  F o r  

s u f f i c i e n t ly  g r e a t  v a l u e s  o f  o> t h e  e q u i l i b r i u m  m a y  b e c o m e  u n s t a b l e  f r o m  t h i s  

p o i n t  o f  v i e w ,  b u t  t h e r e  i s  n o  d i f f i c u l t y  i n  a d j u s t i n g  t h e  c o n d i t i o n s  so  t h a t

I

F ig . 3.

t h e r e  m a y  b e  “ o r d i n a r y ”  s t a b i l i t y  w i t h  “ p e r m a n e n t ” i n s t a b i l i t y .  T h i s  

w a s  i l l u s t r a t e d  b y  a n  e x p e r i m e n t  i n  w h i c h  t h e  e x c e n t r i c i t y  ( a / l )  w a s  

p u r p o s e l y  m a d e  a p p r e c i a b l e .  T h e  m e t a l  b a l l  r e f e r r e d  t o  w a s  s u s p e n d e d  b y  

a  s t o u t  s t r i n g  a b o u t  3  f e e t  l o n g  f r o m  a  p o i n t  1 i n c h  o u t  f r o m  t h e  c e n t r e  o f  

t h e  r o t a t i n g  d i s c .  I f  t h e  b a l l  b e  c a r e f u l l y  s t e a d i e d  i n  t h e  c e n t r a l  p o s i t i o n  

b e f o r e  b e i n g  l e f t  t o  i t s e l f ,  i t s  s u b s e q u e n t  d e m e a n o u r  d i f f e r s  i n  n o  e s s e n t i a l  

w a y  f r o m  w h a t  i s  o b s e r v e d  w h e n  t h e  s u s p e n s i o n  i s  m a d e  a s  n e a r l y  a x i a l  a s  

p o s s ib le .

5. T h e  n e x t  e x a m p l e  i s  o n e  i n  w h i c h  t h e  n u m b e r  o f  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  

is  i n f i n i t e .  F o r  a  r e a s o n  t o  b e  g i v e n  i t  i s  h a r d l y  a  p r a c t i c a l  o n e ,  b u t  i t  

m a y  s e r v e  t o  i l l u s t r a t e  t h e  l i m i t a t i o n s  t o  w h i c h  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  t h e o r y  

i s  s u b j e c t .  W e  c o n s i d e r  a  c y l i n d r i c a l  s h a f t  r o t a t i n g  i n  f ix e d  b e a r i n g s  

p l a c e d  a t  i s o l a t e d  p o i n t s ,  a n d  t h e  q u e s t i o n  i s  a t  w h a t  s p e e d  t h e  s t r a i g h t  

f o rm  b e c o m e s  u n s t a b l e .  I f  t h e  c i r c u m f e r e n t i a l  v e l o c i t y  o f  t h e  s h a f t  b e
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1 7 6 P r o f .  H .  L a m b .

s m a l l  c o m p a r e d  w i t h  t h e  e l a s t i c  w a v e - v e l o c i t i e s  o f  t h e  m a t e r i a l ,  t h e  a n g u l a r  

m o m e n t u m  a b o u t  t h e  a x i s  m a y  h e  i g n o r e d .  U n d e r  t h i s  c o n d i t i o n  i t  i s  

o b v i o u s  t h a t  t h e  s t r a i g h t  f o r m  i s  “ o r d i n a r i l y  ”  s t a b l e ,  t h e  f a c t  o f  t h e  

r o t a t i o n  b e i n g  i r r e l e v a n t .  T o  i n v e s t i g a t e  t h e  “ p e r m a n e n t  ”  s t a b i l i t y ,  c o n ­

s i d e r ,  f o r  d e f i n i t e n e s s ,  a  l e n g t h  l  b e t w e e n  t w o  b e a r i n g s  A ,  B . I f  t h e  a x i s  

o f  x  b e  t a k e n  a l o n g  t h e  l e n g t h  o f  t h e  s h a f t ,  a n d  i f  d e n o t e  t h e  l a t e r a l  

d e v i a t i o n ,  w e  h a v e ,  b y  t h e  u s u a l  t h e o r y  o f  f l e x u r e ,

[ N o v . 2 1 ,

Y  =  | E « 2S  f
Jo

( 2 9 )

T 0 =  |-/?w 2S  | ( 3 0 )

w h e r e  S  i s  t h e  c r o s s - s e c t io n ,  k  i s  t h e  r a d i u s  o f  g y r a t i o n  a b o u t  

E  d e n o t e s  Y o u n g ’s  m o d u l u s ,  a n d  i s  t h e  d e n s i t y  o f  t h e  m a t e r i a l .

a  d i a m e t e r ,  

H e n c e ,

Y — T 0 oc [ V /2 - m 0y

Jo

if0s1£'W
''

*0 
0

+
^

 
0

i 
i

J

! 
I

S

( 3 1 )

w h e r e  m 04 =  ■£—  .
E /c2

( 3 2 )

T h e  i n t e g r a t e d  t e r m s  v a n i s h  i f  e a c h  e n d  b e  e i t h e r  f r e e ,  o r  m e r e l y

s u p p o r t e d ,  o r  f ix e d  a l s o  i n  d i r e c t i o n .  I t  i s  k n o w n  f r o m  t h e  o r d i n a r y  t h e o r y

o f  t r a n s v e r s a l  v i b r a t i o n s *  t h a t  a n y  a r b i t r a r y  f u n c t i o n  y  w h i c h  i s  s u b j e c t  t o

t h e  g i v e n  t e r m i n a l  c o n d i t i o n s  c a n  b e  e x p a n d e d ,  f o r  0  i n  a  s e r i e s  o f

n o r m a l  f u n c t i o n s ,

y  =  -f- H - . . . .  ( 3 3 )

H e r e  U\, u 2, . . .  s a t i s f y  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s

« i iv  =  W i % i ,  u 2w  =  m 2% 2 ,  • • • ,  ( 3 4 )

a n d  t h e  p r o p e r  t e r m i n a l  c o n d i t i o n s ,  m i ,  m 2, . . . ,  b e i n g  t h e  r o o t s  o f  a  c e r t a i n  

t r a n s c e n d e n t a l  e q u a t i o n , !  a r r a n g e d  i n  a s c e n d i n g  o r d e r  o f  m a g n i t u d e .  I f  w e  

s u b s t i t u t e  f r o m  ( 3 3 )  i n  ( 3 1 ) ,  a n d  o m i t  t e r m s  w h i c h  v a n i s h  i n  c o n s e q u e n c e  o f  

t h e  o r t h o g o n a l  p r o p e r t y  o f  d i f f e r e n t  c o n j u g a t e  f u n c t i o n s ,  w e  f in d

V  — T 0 oc (?>?x4 — m 04)  C i2 j  Ui2dx  +  ( m 24 — m 04)  C 2 2  j  . . . .  ( 3 5 )

*  See  R a y le ig h , ‘ T heory o f S o u n d ,’ chap. v iii.

t  T hus, if  th e  sh a ft be  m erely  su p p orted  a t  th e  ends, th e  eq ua tion  is s in  0  ; if  i t  be  

fixed  in  d irection  a t  one end  and  free a t  th e  other, w e ha v e  cos ml cosh  1 =  0.
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On K inetic 1 7 71 9 0 7 .]

T h e  f r e q u e n c i e s  (<r/27r) o f  t h e  v a r i o u s  m o d e s  o f  n a t u r a l  v i b r a t i o n  o f  t h e  

s h a f t  a r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  r e l a t i o n

E /c 2

P

. 771 r 4. ( 3 6 )

H e n c e  Y — T 0 i s  a  m i n i m u m ,  i n  t h e  s t r a i g h t  c o n d i t i o n ,  o r  t h e  e q u i l i b r i u m  

i s  p e r m a n e n t l y  s t a b l e ,  o n l y  so  l o n g  a s  m 04 < m i 4, s o  l o n g  a s  t h e  p e r i o d  o f  

r o t a t i o n  i s  g r e a t e r  t h a n  t h a t  o f  t h e  g r a v e s t  m o d e  o f  t r a n s v e r s e  v i b r a t i o n .  

T h e  i n c i p i e n t  s t a g e s  o f  t h e  i n s t a b i l i t y  m i g h t  b e  s t u d i e d  a s  i n  t h e  p r e v i o u s  

p r o b le m s .  T h e  m o t i o n  c a n  b e  a n a l y s e d  i n t o  c i r c u l a r  v i b r a t i o n s ,  a n d  i t  

a p p e a r s  t h a t  t h e  a m p l i t u d e  o f  o n e  a t  l e a s t  o f  t h e s e ,  h a v i n g  t h e  s a m e  

d i r e c t i o n  o f  r e v o l u t i o n  a s  t h e  s h a f t ,  s h o u l d  i n c r e a s e  e x p o n e n t i a l l y  w i t h  t h e  

t im e ,  p r o v i d e d  w 0 e x c e e d  t h e  s m a l l e s t  r o o t  o f  t h e  t r a n s c e n d e n t a l  e q u a t i o n  

w h i c h  d e t e r m i n e s  m.

W e  c o n c l u d e  t h a t  a  t r u l y  s y m m e t r i c a l  s h a f t ,  r o t a t i n g  a c c u r a t e l y  a b o u t  i t s  

a x i s ,  i n  r i g i d l y  f ix e d  b e a r i n g s ,  w i t h  a n y  s p e e d  e x c e e d i n g  t h a t  o f  t h e  g r a v e s t  

m o d e  o f  t r a n s v e r s e  v i b r a t i o n ,  w o u l d  b e  r e n d e r e d  u n s t a b l e  b y  v i s c o u s  f o r c e s  

a f f e c t i n g  t h e  rela tive  m o t i o n ,  s u c h  a s  a r e ,  i n  f a c t ,  p r e s e n t  o w i n g  t o  t h e  

i n t e r n a l  f r i c t i o n  o f  t h e  s u b s t a n c e .  T h e  i n s t a b i l i t y  m i g h t ,  i n d e e d ,  t a k e  t i m e  

to  d e v e lo p  i t s e l f ,  b u t  t h e  r e s u l t  w o u l d  b e  i n e v i t a b l e .  T h e  f a c t  t h a t  s h a f t s  

c a n  b e ,  a n d  a r e ,  s a f e l y  d r i v e n  a t  s p e e d s  e x c e e d i n g  t h e  c r i t i c a l  l i m i t  t h u s  

i n d i c a t e d *  m u s t  b e  a s c r i b e d  t o  t h e  o p e r a t i o n  o f  d i s s i p a t i v e  f o r c e s  ( s o  f a r  

i g n o r e d )  a f f e c t i n g  t h e  a b s o l u t e  a s  w e l l  a s  t h e  r e l a t i v e  v i b r a t i o n s .  T h e  s e a t  o f  

s u c h  f o r c e s  i s  p r o b a b l y  t o  b e  f o u n d  i n  a  y i e l d i n g  o f  t h e  b e a r i n g s .  F o r  a  

s i m i l a r  r e a s o n  t h e  “  p e r m a n e n t  ”  i n s t a b i l i t y  i l l u s t r a t e d  b y  t h e  e x p e r i m e n t s  o f  

§§  2 , 3  a b o v e  m i g h t  b e  w h o l l y  m a s k e d  i f  t h e  r e s i s t a n c e  o f  t h e  a i r  w e r e  v e r y  

m u c h  g r e a t e r  t h a n  i t  a c t u a l l y  is ,  o r  i f  t h e  w h o l e  a p p a r a t u s  w e r e  i m m e r s e d  i n  

a  v i s c o u s  l i q u i d .

* T h e o b serv ed  “ w h ir l in g ” o f sh a fts  a t a  ser ie s  of cr it ic a l sp eed s  is  d u e  to  a w a n t o f  

ab so lu te  sy m m etry , a nd  is  to  be  reg a rd ed  as a forced  o sc illa t io n  o f ex a g g e r a te d  am plitud e,, 

due to  ap p ro x im a te  sy n ch ro n ism . (S ee  D u n k e r le y , ‘ P h il. T ra n s.,’ A , v o l. 185, 1894 j 

Stod ola , ‘ D ie  D a m p ftu r b in e n ,’ B er lin , 1904, p. 157.)

VOL. L X X X .— A. N.
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