
❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❇❡r❧✐♥
❋❛❦✉❧tät ❢ür ❊❧❡❦tr♦t❡❝❤♥✐❦ ✉♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐❦

▲❡❤rst✉❤❧ ❢ür ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡ ◆❡t③❡

✉♥❞ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❱❡rt❡✐❧t❡r ❙②st❡♠❡

❖♥ t❤❡ ❈♦st ♦❢ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝② ✐♥
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r②

✈♦r❣❡❧❡❣t ✈♦♥

❙r✐✈❛ts❛♥ ❘❛✈✐ ✭▼✳❊✳✮

✈♦♥ ❞❡r ❋❛❦✉❧tät ■❱ ✕ ❊❧❡❦tr♦t❡❝❤♥✐❦ ✉♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐❦

❞❡r ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❇❡r❧✐♥
③✉r ❊r❧❛♥❣✉♥❣ ❞❡s ❛❦❛❞❡♠✐s❝❤❡♥ ●r❛❞❡s

❉♦❦t♦r ❞❡r ■♥❣❡♥✐❡✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✭❉r✳✲■♥❣✳✮
❣❡♥❡❤♠✐❣t❡ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥

Pr♦♠♦t✐♦♥s❛✉ss❝❤✉ss✿

❱♦rs✐t③❡♥❞❡r✿ Pr♦❢✳ ❯✇❡ ◆❡st♠❛♥♥✱ P❤✳❉✳✱ ❚❯ ❇❡r❧✐♥
●✉t❛❝❤t❡r✐♥✿ Pr♦❢✳ ❆♥❥❛ ❋❡❧❞♠❛♥♥✱ P❤✳❉✳✱ ❚❯ ❇❡r❧✐♥
●✉t❛❝❤t❡r✿ Pr♦❢✳ P❡tr ❑✉③♥❡ts♦✈✱ P❤✳❉✳✱ ❚é❧é❝♦♠ P❛r✐s❚❡❝❤
●✉t❛❝❤t❡r✐♥✿ Pr♦❢✳ ❍❛❣✐t ❆tt✐②❛✱ P❤✳❉✳✱ ❚❤❡ ❚❡❝❤♥✐♦♥
●✉t❛❝❤t❡r✿ Pr♦❢✳ ❘❛❝❤✐❞ ●✉❡rr❛♦✉✐✱ P❤✳❉✳✱ ❊P❋▲
●✉t❛❝❤t❡r✿ Pr♦❢✳ ▼✐❝❤❡❧ ❘❛②♥❛❧✱ P❤✳❉✳✱ ■◆❘■❆✱ ❘❡♥♥❡s

❚❛❣ ❞❡r ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❆✉ss♣r❛❝❤❡✿ ✶✽ ❏✉♥❡✱ ✷✵✶✺

❇❡r❧✐♥ ✷✵✶✺
❉ ✽✸





❊✐❞❡sst❛tt❧✐❝❤❡ ❊r❦❧är✉♥❣

■❝❤ ✈❡rs✐❝❤❡r❡ ❛♥ ❊✐❞❡s st❛tt✱ ❞❛ss ✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ s❡❧❜stä♥❞✐❣ ✈❡r❢❛sst ✉♥❞ ♥✉r ❞✐❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥
◗✉❡❧❧❡♥ ✉♥❞ ❍✐❧❢s♠✐tt❡❧ ✈❡r✇❡♥❞❡t ❤❛❜❡✳

❉❛t✉♠ ❙r✐✈❛ts❛♥ ❘❛✈✐ ✭▼✳❊✳✮

✸





❆❜str❛❝t

❈✉rr❡♥t ❣❡♥❡r❛❧✲♣✉r♣♦s❡ ❈P❯s ❛r❡♠✉❧t✐❝♦r❡s✱ ♦✛❡r✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❤✐♣✳ ❚❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s ♦♥ t❤❡s❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧②
✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦r❡s✳ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡s❡ ♠✉❧t✐❝♦r❡s ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ♥❡❡❞
❢♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤r❡❛❞s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ t❤r❡❛❞s
t❤❛t ❝♦♥✢✐❝t ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ t❤r❡❛❞s ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s ❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ ❝♦rr❡❝t
♣r♦❣r❛♠ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳

❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❦✐♥❣ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s t❤r❡❛❞s ✇✐t❤ ❡①❝❧✉s✐✈❡
❛❝❝❡ss t♦ s❤❛r❡❞ ❞❛t❛✳ ❈♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❧♦❝❦✐♥❣ t②♣✐❝❛❧❧② ❢♦r❝❡s t❤r❡❛❞s t♦ ❛❝❝❡ss ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛ s❡✲
q✉❡♥t✐❛❧❧② ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ❞♦❡s ♥♦t ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳ Pr♦❣r❛♠✲s♣❡❝✐✜❝ ✜♥❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❧♦❝❦✐♥❣
♦r ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ✭✐✳❡✳✱ ♥♦t ✉s✐♥❣ ❧♦❝❦s✮ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s ❛ ❞❛r❦ ❛rt t♦ ♠♦st ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡rs ❛♥❞ tr✉st❡❞ t♦ t❤❡ ✇✐s❞♦♠ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡①♣❡rts✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ t♦ s❡❡❦ ❛ ♠✐❞❞❧❡
❣r♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡s✿ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t r❡❧✐❡✈❡s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ♦❢ t❤❡
♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ❞❛t❛ ❝♦♥✢✐❝ts t❤❛t ♠❛② ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t s❡✈❡r❡❧②
❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✬s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r② ✭❚▼✮ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s s✉❝❤
❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✿ ✐t ✐♥t❡♥❞s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛♥ ❡❛s②✲t♦✲✉s❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t✲❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛❜✐❧✐t✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♠✉❧t✐❝♦r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ❚▼ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r t♦
s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡❧② ❡①❡❝✉t❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛s ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛❧❧✲♦r✲♥♦t❤✐♥❣
s❡♠❛♥t✐❝s✿ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❝♦♠♠✐t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✐t ❛♣♣❡❛rs ❛s ❡①❡❝✉t❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ ♦r ❛❜♦rt✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✐ts ✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❝❛♥ ❞❡s✐❣♥ s♦❢t✇❛r❡ ❤❛✈✲
✐♥❣ ♦♥❧② s❡q✉❡♥t✐❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ✐♥ ♠✐♥❞ ❛♥❞ ❧❡t ❚▼ t❛❦❡ ❝❛r❡✱ ❛t r✉♥✲t✐♠❡✱ ♦❢ r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝ts ✐♥
❝♦♥❝✉rr❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ✇❛♥t ❚▼s t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛s ♠✉❝❤ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✿ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s❡✈❡r❡ ❞❛t❛
❝♦♥✢✐❝ts✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❇✉t ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ✐♥ ❚▼s❄ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳

❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛ ❚▼
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✇❤❛t ✐t ♠❡❛♥s ❢♦r ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ s❛❢❡✱ ✐✳❡✳✱ t♦
❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ✈✐❡✇ ♦❢ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s♦♠❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❲❡
t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ s❛❢❡ ❚▼s✿ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s
t❤❛t ❛❧❧♦✇ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t♦ ❞❡❧❛② ♦r ❛❜♦rt ❞✉❡ t♦ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s ✇❤✐❝❤ ❛❞❛♣t
t♦ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❜② ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♥♦t ❡♥❝♦✉♥t❡r✐♥❣ st❡♣s ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♠✉st
❝♦♠♠✐t✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧❧② ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ str♦♥❣ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ✭✇❛✐t✲❢r❡❡❞♦♠✮ t♦
♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤②❜r✐❞ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t
❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ s♦❢t✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t tr❛❞❡✲♦✛ ♦♥ t❤❡
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❛❧❧♦✇❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦sts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
♦♥ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦♣t✐♠✐st✐❝ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡
❡①❡❝✉t✐♦♥s ❛r❡✱ ✐♥ ❛ ♣r❡❝✐s❡ s❡♥s❡✱ ❜❡tt❡r ❡q✉✐♣♣❡❞ t♦ ❡①♣❧♦✐t ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② t❤❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♣❡ss✐♠✐st✐❝
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❦✐♥❣✳

✺



❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣

❆❦t✉❡❧❧❡ ❆❧❧③✇❡❝❦✲❈P❯s ❤❛❜❡♥ ♠❡❤r❡r❡ ❘❡❝❤❡♥❦❡r♥❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❈❤✐♣s❛t③❡s✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s
❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❞❡r Pr♦❣r❛♠♠❡ ❛✉❢ ❞✐❡s❡♥ ❆r❝❤✐t❡❦t✉r❡♥ ♥✐❝❤t ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡r✇❡✐s❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
✐♥ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❑❡r♥❡✳ ❉❛s ❊♥t✇❡r❢❡♥ ♥❡❜❡♥❧ä✉✜❣❡r Pr♦❣r❛♠♠❡ ✉♠ ❞✐❡s❡ ▼✉❧t✐❝♦r❡s ③✉ ♥✉t③❡♥✱
❡r❢♦r❞❡rt ❞✐❡ Ü❜❡r✇✐♥❞✉♥❣ ❡✐♥✐❣❡r ♥✐❝❤t✲tr✐✈✐❛❧❡r ❍❡r❛✉s❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥❀ ❞✐❡ ✇✐❝❤t✐❣st❡ ✐st✱ ❡✐♥❡ ❡✣③✐❡♥t❡
❙②♥❝❤r♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❚❤r❡❛❞s ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❤❡r③✉st❡❧❧❡♥✳ ●r❡✐❢❡♥ ♠❡❤r❡r❡ ❚❤r❡❛❞s ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❛✉❢
❞✐❡s❡❧❜❡♥ ❉❛t❡♥ ③✉✱ ♠üss❡♥ ❞✐❡s❡ ✐❤r❡ ❆❦t✐♦♥❡♥ ❦♦♦r❞✐♥✐❡r❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥ ❦♦rr❡❦t❡s Pr♦❣r❛♠♠✈❡r❤❛❧t❡♥ ③✉
❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡♥✳

❉✐❡ tr❛❞✐t✐♦♥❡❧❧❡ ▼❡t❤♦❞❡ ③✉r ❙②♥❝❤r♦♥✐s✐❡r✉♥❣ ✐st ✧▲♦❝❦✐♥❣✧✱ ✇❡❧❝❤❡s ❥❡✇❡✐❧s ♥✉r ❡✐♥❡♠ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❚❤r❡❛❞
❩✉❣r✐✛ ❛✉❢ ❣❡♠❡✐♥s❛♠ ❣❡♥✉t③t❡♥ ❉❛t❡♥ ❣❡✇ä❤rt✳ ❇❡✐ ❣r♦❜❦ör♥✐❣❡♠ ✧▲♦❝❦✐♥❣ër❢♦❧❣t ❞❡r ❩✉❣❛♥❣ ③✉ ❡✐✲
♥❡r ❣r♦ÿ❡♥ ▼❡♥❣❡ ✈♦♥ ❉❛t❡♥ ♠❡✐st s❡r✐❡❧❧✱ s♦❞❛ss ❞✐❡ ❍❛r❞✇❛r❡✲P❛r❛❧❧❡❧✐tät ♥✐❝❤ ✐♥ ✈♦❧❧❡♠ ❯♥❢❛♥❣
❛✉s❣❡♥✉t③t ✇✐r❞✳ ❆✉❢ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❙❡✐t❡ st❡❧❧t ♣r♦❣r❛♠♠s♣❡③✐✜s❝❤❡s ❢❡✐♥❦ör♥✐❣❡s ▲♦❝❦✐♥❣✱ ♦❞❡r ❛✉❝❤
♥✐❝❤t✲❜❧♦❝❦✐❡r❡♥❞❡ ✭❞✳❤✳ ❦❡✐♥❡ ▲♦❝❦s ❜❡♥✉t③❡♥❞❡✮ ❙②♥❝❤r♦♥✐s✐❡r✉♥❣✱ ❡✐♥❡ ❞✉♥❦❧❡ ❑✉♥st ❢ür ❞✐❡ ♠❡✐st❡♥
Pr♦❣r❛♠♠✐❡r❡r ❞❛r✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❲❡✐s❤❡✐t ✇❡♥✐❣❡r ❈♦♠♣✉t❡r❡①♣❡rt❡♥ ✈❡rtr❛✉t✳ ❙♦ ✐st ❡s ❛♥❣❡❜r❛❝❤t✱
❡✐♥❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞✐❡s❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❊①tr❡♠❡♥ ③✉ s✉❝❤❡♥✿ ❡✐♥❡♥ ❙②♥❝❤r♦♥✐s✐❡r✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s♠✉s✱ ❞❡r
❞❡♥ Pr♦❣r❛♠♠✐❡r❡r ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❉❛t❡♥❦♦♥✢✐❦t❡✱ ❞✐❡ ❛✉s ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❡♥ ❖♣❡r❛t✐♦♥❡♥ ❡♥tst❡❤❡♥✱ ❡♥t❧❛s✲
t❡t✱ ♦❤♥❡ ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❞❡s Pr♦❣r❛♠♠s ③✉ st❛r❦ ③✉ ❜❡❡✐♥trä❝❤t✐❣❡♥✳ ❉✐❡ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r②
✭❚▼✮ ❆❜str❛❦t✐♦♥ ✇✐r❞ ❛❧s s♦❧❝❤❡r ▼❡❝❤❛♥✐s♠✉s ✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥✿ ✐❤r ❩✐❡❧ ✐st ❡s✱ ❡✐♥❡ ❡✐♥❢❛❝❤ ③✉ ❜❡❞✐❡✲
♥❡♥❞❡ Pr♦❣r❛♠♠✐❡rs❝❤♥✐ttst❡❧❧❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❡✣③✐❡♥t❡♥ ◆✉t③✉♥❣ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❡♥ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✲❋ä❤✐❣❦❡✐t❡♥
✈♦♥ ▼✉❧t✐❝♦r❡✲❆r❝❤✐t❡❦t✉r❡♥ ③✉ ❦♦♠❜✐♥✐❡r❡♥✳ ❚▼ ❡r❧❛✉❜t ❡s ❞❡♠ Pr♦❣r❛♠♠✐❡r❡r✱ ❙❡q✉❡♥③❡♥ ✈♦♥ ❖♣❡✲
r❛t✐♦♥❡♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r ❛❧s ❛t♦♠❛r❡ ❚r❛♥s❛❦t✐♦♥❡♥ ♠✐t ❆❧❧❡s✲♦❞❡r✲◆✐❝❤ts ❙❡♠❛♥t✐❦ ③✉
❡r❦❧är❡♥✿ ❉✐❡ ❚r❛♥s❛❦t✐♦♥ ✇✐r❞ ❡♥t✇❡❞❡r ü❜❡r❣❡❜❡♥✱ ✉♥❞ s♦♠✐t s❡q✉❡♥t✐❡❧❧ ❛✉s❣❡❢ü❤rt✱ ♦❞❡r ❛❜❣❡❜r♦❝❤❡♥✱
s♦❞❛ss ✐❤r❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥❡♥ ♥✐❝❤t ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❞❡♠ Pr♦❣r❛♠♠✐❡r❡r✱ ❙♦❢t✇❛r❡ ♠✐t
♥✉r s❡q✉❡♥t✐❡❧❧❡r ❙❡♠❛♥t✐❦ ③✉ ❦♦♥③✐♣✐❡r❡♥✱ ✉♥❞ ❞✐❡ ❛✉s ❣❧❡✐❝❤③❡✐t❣❡r ❆✉s❢ü❤r✉♥❣ ❡♥tst❡❤❡♥❞❡♥ ❑♦♥✢✐❦t❡
❚▼ ③✉ ü❜❡r❧❛ss❡♥✳

■♥t✉✐t✐✈ s♦❧❧❡♥ ❞✐❡ ❚▼s s♦ ✈✐❡❧ ◆❡❜❡♥❧ä✉✜❣❦❡✐t ✇✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✿ ❋❛❧❧s ❦❡✐♥❡ ❉❛t❡♥❦♦♥✢✐❦t❡
✈♦r❤❛♥❞❡♥ s✐♥❞✱ s♦❧❧❡♥ ❛❧❧❡ ❚r❛♥s❛❦t✐♦♥❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛✉s❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳ ●✐❜t ❡s ✐♥ ❚▼s ❑♦st❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤
❞✐❡s❡♥ ❤♦❤❡♥ ●r❛❞ ❛♥ ◆❡❜❡♥❧ä✉✜❣❦❡✐t ❡♥tst❡❤❡♥❄ ❉❛s ✐st ❞✐❡ ③❡♥tr❛❧❡ ❋r❛❣❡ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t✳

❯♠ ❞✐❡s❡ ❋r❛❣❡ ③✉ ❜❡❛♥t✇♦rt❡♥✱ ❦♦♥③❡♥tr✐❡r❡♥ ✇✐r ✉♥s ③✉♥ä❝❤st ❛✉❢ ❞❛s ❑r✐t❡r✐✉♠ ❞❡r ❑♦♥s✐st❡♥③✱ ✇❡❧❝❤❡
✈♦♥ ❞❡r ❚▼✲■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❡r❢ü❧❧t ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✳ ❲✐r ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥ ❛✉❢ ♣rä③✐s❡ ❆rt✱ ✇❛s ❡s ❢ür ❡✐♥❡
❚▼✲■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❤❡✐ÿt✱ s✐❝❤❡r ③✉ s❡✐♥✱ ❞✳❤✳ ③✉ ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙✐❝❤t ❡✐♥❡r ❥❡❞❡♥ ❚r❛♥s❛❦t✐✲
♦♥ ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❡✐♥❡r s❡q✉❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❚r❛♥s❛❦t✐♦♥ ❤ätt❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛♥❛❝❤ ♣räs❡♥t✐❡r❡♥ ✇✐r
♠❡❤r❡r❡ ✉♥t❡r❡ ✉♥❞ ♦❜❡r❡ ❙❝❤r❛♥❦❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❞r❡✐❡r ❑❧❛ss❡♥ ✈♦♥ s✐❝❤❡r❡♥ ❚▼s✿ ❜❧♦❝❦✐❡r❡♥✲
❞❡ ❚▼s✱ ❞✐❡ ❇❧♦❝❦✐❡r✉♥❣❡♥ ♦❞❡r ❆❜❜rü❝❤❡ ❞❡r ❚r❛♥s❛❦t✐♦♥❡♥ ❡r❧❛✉❜❡♥✱ s♦❧❧t❡♥ ❞✐❡s❡ s✐❝❤ ü❜❡r❧❛♣♣❡♥✱
♥✐❝❤t✲❜❧♦❝❦✐❡r❡♥❞❡ ❚▼s ❞✐❡ ❡✐♥❡♥ s❝❤r✐tt✇❡✐s❡♥ ❩✉❣r✐✛s❦♦♥✢✐❦t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✱ ❞✳❤✳ ❚r❛♥s❛❦t✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡
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■♥ ❤✐s ✇♦♥❞❡r❢✉❧❧② s❛r❝❛st✐❝ ❝r✐t✐q✉❡ ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐♥ ❍✐s ▼❛st❡r✬s ❱♦✐❝❡✱ t❤❡ ❣r❡❛t P♦❧✐s❤
✇r✐t❡r ❙t❛♥✐s➟❛✇ ▲❡♠ r❡❢❡rs t♦ ❛ s♣❡❝✐❛❧✐st ❛s ❛ ❜❛r❜❛r✐❛♥ ✇❤♦s❡ ✐❣♥♦r❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧✲r♦✉♥❞❡❞✳ ❲r✐t✐♥❣
❛ P❤✳❉✳ t❤❡s✐s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛♥ ❛tt❡♠♣t ❛t ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐❛❧✐st ♦♥ s♦♠❡ t♦♣✐❝❀ ✇❤❡t❤❡r t❤✐s t❤❡s✐s ♦♥
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r② ♠❛❦❡s ♠❡ ♦♥❡ ✐s ❛ q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ ❝❧❛✐♠✱ ❜✉t ■ ❛♠ ❝✉❧t✉r❡❞❧② ♥♦t t♦t❛❧❧② ✐❣♥♦r❛♥t✱
■ t❤✐♥❦✳ ❚❤❡ t❤❡s✐s ✐ts❡❧❢ ✇❛s ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡
✇♦♥❞❡r❢✉❧ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❣r❛t✐t✉❞❡s ■ ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡s❡ ♣❛st ❢♦✉r ②❡❛rs✳

▼② ❛❞✈✐s♦rs ❆♥❥❛ ❋❡❧❞♠❛♥♥ ❛♥❞ P❡tr ❑✉③♥❡ts♦✈ ❣✉✐❞❡❞ ♠❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t ♠② P❤✳❉✳ t❡r♠✳

❆ ❢❛✐r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇❤❛t❡✈❡r ❣♦♦❞ ■ ❤❛✈❡ ❧❡❛r♥t t❤❡s❡ ♣❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✱ ❜♦t❤ s❝✐❡♥t✐✜❝❛❧❧② ❛♥❞ ♠❡t❛✲
s❝✐❡♥t✐✜❝❛❧❧②✱ ■ ♦✇❡ ✐t t♦ P❡tr✳ ❍❡ t❛✉❣❤t ♠❡✱ ❜② ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❛t ✐t t❛❦❡s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ s❝✐❡♥t✐✜❝
r❡s✉❧ts✳ ❍❡ s♣❡♥t s❡✈❡r❛❧ ❤♦✉rs s❝❤♦♦❧✐♥❣ ♠❡ ✇❤❡♥ ■ ❤❛❞ ♠✐s✉♥❞❡rst♦♦❞ s♦♠❡ t♦♣✐❝ ❛♥❞ ❛s s✉❝❤ s✉✛❡r❡❞
t❤❡ ✇♦rst ♦❢ ♠② ✇r✐t✐♥❣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ②❡❛rs✳ ❍❡ ✇❛s ❤❛r❞ ♦♥ ♠❡ ✇❤❡♥ ■ ❞✐❞ ❜❛❞❧②✱
❜✉t ❛❧✇❛②s ❤❛♣♣② ❢♦r ♠❡ ✇❤❡♥ ■ ❞✐❞ ✇❡❧❧✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❛ ❞❡❡♣ t❤✐♥❦❡r ❛♥❞ ❛ ❜r✐❧❧✐❛♥t r❡s❡❛r❝❤❡r✱
❤✐s s❝✐❡♥t✐✜❝ ✐♥t❡❣r✐t② ❛♥❞ ♠❡♥t❛❧ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❤❛✈❡ ✐♥❞❡❧✐❜❧② ♠❛❞❡ ♠❡ ❛ ❜❡tt❡r ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣ ❛♥❞ st✉❞❡♥t
♦❢ s❝✐❡♥❝❡✳ ❆t ❛ ♣❡rs♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ■ ✇✐s❤ t♦ t❤❛♥❦ ❤✐♠ ❛♥❞ ❤✐s ❢❛♠✐❧② ❢♦r ✉♥❞❡s❡r✈❡❞ ❦✐♥❞♥❡ss s❤♦✇♥ t♦ ♠❡
♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❆♥❥❛ ❢♦r t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ s❤❡ ❣❛✈❡ ♠❡ t♦ ♣✉rs✉❡ ♠② ♦✇♥
r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ t❤❡ tr✉st s❤❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ♠❡✱ ❛s s❤❡ ❞♦❡s ✐♥ ❛❧❧ ❤❡r st✉❞❡♥ts✳

■ ❛♠ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❘♦❜❜❡rt ❱❛♥ ❘❡♥❡ss❡ ❛♥❞ ❇r②❛♥ ❋♦r❞✱ ✇❤♦ ❣❛✈❡ ♠❡ ❛ t❛st❡ ❢♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ✐♥ ♠❛♥② ✇❛②s✱ ❤❡❧♣❡❞ s❤❛♣❡ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ♠② ❣r❛❞✉❛t❡ ❝❛r❡❡r✳

■ ❛♠ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❛❧❧ ♠② ❝♦✲❛✉t❤♦rs ✇❤♦ ❛❧❧♦✇❡❞ ♠❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♥t❡♥t✱ ✇r✐tt❡♥ ✐♥
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡♠✱ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ❙♦ s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ ❉❛♥ ❆❧✐st❛r❤✱ ❍❛❣✐t ❆tt✐②❛✱ ❱✐♥❝❡♥t ●r❛♠♦❧✐✱
❙❛♥❞❡❡♣ ❍❛♥s✱ ❏✉st✐♥ ❑♦♣✐♥s❦②✱ P❡tr ❑✉③♥❡ts♦✈ ❛♥❞ ◆✐r ❙❤❛✈✐t✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ♠❡♠♦r❛❜❧❡ ✈✐s✐t t♦ t❤❡ ❚❡❝❤♥✐♦♥✱ ❍❛✐❢❛ ✐♥ t❤❡ ❙♣r✐♥❣
♦❢ ✬✶✷✳ ■ ❛♠ t❤❛♥❦❢✉❧ t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❤♦st❡❞ ❜② ❍❛❣✐t ❆tt✐②❛ ❛♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❤❛❞ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❤❡r
❛♥❞ ❙❛♥❞❡❡♣ ❍❛♥s✳ ■ ❛♠ ❛❧s♦ ✈❡r② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❉❛✈✐❞ ❙❛✐♥③ ❢♦r t❛❦✐♥❣ t✐♠❡ ♦✛ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♠❡ t♦
s♦♠❡ ❜❡❛✉t✐❢✉❧ ♣❛rts ♦❢ ■sr❛❡❧✳

❈❤❛♣t❡r ✼ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② st❡♠♠❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✈✐s✐t t♦ ▼■❚ ✐♥ t❤❡ s✉♠♠❡r ♦❢ ✬✶✸✳ ■ ❛♠ ✈❡r② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❉❛♥
❆❧✐st❛r❤ ❛♥❞ ◆✐r ❙❤❛✈✐t ❢♦r ❤♦st✐♥❣ ♠❡✳ ❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ ❏✉st✐♥ ❑♦♣✐♥s❦②✱ ✇❤♦ ❤❡❧♣❡❞ ❦❡❡♣ ♦✉r ❞✐s❝✉s✲
s✐♦♥s ❛❧✐✈❡ ❞✉r✐♥❣ ♦✉r ❧❡♥❣t❤② ❞r② s♣❡❧❧s ✇❤❡♥ ✇❡ ✇❡r❡ s❡❡♠✐♥❣❧② s♣❡♥❞✐♥❣ ❛❧❧ ♦✉r t✐♠❡ t❤✐♥❦✐♥❣ ❛❜♦✉t
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥② t❛♥❣✐❜❧❡ r❡s✉❧ts✳

❈❤❛♣t❡r ✽ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦st ❡①❝r✉❝✐❛t✐♥❣❧② ♣❛✐♥❢✉❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ♣✉r❡❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❡ ♣❛♣❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡♥t t❤r♦✉❣❤✳ ❨❡t✱ ✐t ✇❛s ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ■ ❧❡❛r♥t
❛ ❧♦t ❛♥❞ ■ ❛♠ ✈❡r② t❤❛♥❦❢✉❧ t♦ ❱✐♥❝❡♥t ●r❛♠♦❧✐✱ ✇❤♦ ✐♥✐t✐❛t❡❞ t❤❡ t♦♣✐❝ ❞✉r✐♥❣ ♠② ✈✐s✐t t♦ ❊P❋▲ ✐♥
❙♣r✐♥❣ ✬✶✶✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ■ ❤❛✈❡ ❜❡♥❡✜tt❡❞ ✐♠♠❡♥s❡❧② ❢r♦♠ ❥✉st t❛❧❦✐♥❣ t♦ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❞✉r✐♥❣
❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇♦r❦s❤♦♣s ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤ ✈✐s✐ts✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❨❡❤✉❞❛ ❆❢❡❦✱ P❛♥❛❣✐♦t❛ ❋❛t♦✉r♦✉✱ ❘❛❝❤✐❞
●✉❡rr❛♦✉✐✱ ▼❛✉r✐❝❡ ❍❡r❧✐❤②✱ ❱✐❝t♦r ▲✉❝❤❛♥❣❝♦✱ ❆❞❛♠ ▼♦rr✐s♦♥ ❛♥❞ ▼✐❝❤❡❧ ❘❛②♥❛❧✳ ❆❧s♦✱ ❣r❡❛t t❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ ❛♥♦♥②♠♦✉s r❡✈✐❡✇❡rs ♦❢ ♠② ♣❛♣❡r s✉❜♠✐ss✐♦♥s ✇❤♦s❡ ❝r✐t✐q✉❡s ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥ts ❤❡❧♣❡❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳

❇❛❝❦ ❤❡r❡ ✐♥ ❇❡r❧✐♥✱ s♦ ♠❛♥② ♦❢ ♠② ■◆❊❚ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❤❛✈❡ s❤❛♣❡❞ ♠② t❤♦✉❣❤t ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❡♥r✐❝❤❡❞ ♠②
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✐♥ ❣r❛❞ s❝❤♦♦❧✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❙t❡❢❛♥ ❙❝❤♠✐❞✱ ✇❤♦s❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①❡❝✉t❡ s❡✈❡r❛❧ t❛s❦s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧②
✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞✱ ♥❡✈❡r ❝❡❛s❡s t♦ ❛♠❛③❡ ❛♥②♦♥❡ ✐♥ t❤✐s ❣r♦✉♣✳ ■ ❛♠ ❛❧s♦ ✈❡r②
❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❆♥❥❛✱ P❡tr ❛♥❞ ❙t❡❢❛♥ ❢♦r ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡ t♦ ❜❡ ❛ ❚❡❛❝❤✐♥❣ ❆ss✐st❛♥t ✐♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦✉rs❡s✳
❆♣❛rt ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❣r❡❛t ❢r✐❡♥❞s✱ ❋❡❧✐① P♦❧♦❝③❡❦ ❛♥❞ ▼❛tt❤✐❛s ❘♦st ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇♦♥❞❡r❢✉❧ ♦✣❝❡ ♠❛t❡s
❛♥❞ ✐♥❞✉❧❣❡❞ ♠② r❛♥❞♦♠ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛❜♦✉t ❧✐❢❡ ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤✳ ❆r♥❡ ▲✉❞✇✐❣ ❛♥❞ ❈❛r❧♦ ❋ürst ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❣r❡❛t ❢r✐❡♥❞s❀ ❆r♥❡✱ t❤❛♥❦s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢♦♦t❜❛❧❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛♥❞ ❈❛r❧♦✱ ❢♦r ❡①♣♦s✐♥❣ ♠❡ t♦ s♦♠❡ s♦❝✐❛❧ ❧✐❢❡✳
❚❤❛♥❦s t♦ ❉❛♥ ▲❡✈✐♥✱ ✇❤♦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❣r❡❛t ❢r✐❡♥❞ ❛♥❞ ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥ t❤❡r❡ t♦ ♠♦t✐✈❛t❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ♠❡ ❛ ✜❧❧✐♣
✇❤❡♥❡✈❡r ■ ♥❡❡❞❡❞ ✐t✳ ■♥❣♠❛r P♦❡s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ✇♦♥❞❡r❢✉❧ ❢r✐❡♥❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ t♦ t❤❡

✾



❈♦♥t❡♥ts

♠♦✈✐❡s✳ ❋r❛♥③✐s❦❛ ▲✐❝❤t❜❧❛✉✱ ❊♥r✐❝ P✉❥♦❧✱ P❤✐❧✐♣♣ ❘✐❝❤t❡r ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❧❧✐♥❣ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥s ✐♥
♦r❞❡r✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❧❛t❡ ♥✐❣❤t ❞✐♥♥❡rs ❛t t❤❡ ❧❛❜✳ ❚❤♦♠❛s ❑r❡♥❝ ❛♥❞ P❤✐❧✐♣♣ ❙❝❤♠✐❞t ✇❡r❡ ❣r❡❛t ❝♦✲❚❆✬s✳
●r❡❛t t❤❛♥❦s t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♣❛st ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ■◆❊❚✿ ♦✉r s②st❡♠ ❛❞♠✐♥ ❘❛✐♥❡r ▼❛②✱ ▼❛r❝♦
❈❛♥✐♥✐✱ ❉❛♠✐❡♥ ❋♦✉❝❛r❞✱ ❏✉❤♦♦♥ ❑✐♠✱ ●r❡❣♦r ❙❝❤❛✛r❛t❤✱ ❏✉❧✐✉s ❙❝❤✉❧③✲❩❛♥❞❡r✱ ●❡♦r❣✐♦s ❙♠❛r❛❣❞❛❦✐s✱
❋❧♦r✐❛♥ ❙tr❡✐❜❡❧t✱ ▲❛❧✐t❤ ❙✉r❡s❤✱ ❙t❡✈❡ ❯❤❧✐❣ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡♠❜❡rs ■ ❤❛✈❡ ♠✐ss❡❞✳ ❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦
♦✉r ❣r♦✉♣ s❡❝r❡t❛r✐❡s✱ ❇✐r❣✐t ❍♦❤♠❡✐❡r✲❚♦✉ré ❛♥❞ ◆❛❞✐♥❡ P✐ss♦rs✱ ✇✐t❤♦✉t ✇❤♦♠ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜s♦❧✉t❡
❝❤❛♦s✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ✢❛t ♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ②❡❛rs✿ ■♥❣♠❛r✱ ❏❡♥♥✐❢❡r✱ ❏♦s❡✱ ▲✐❧② ❛♥❞ ▼❛t❤✐❧❞❛✳
▲❛st❧②✱ t❤❛♥❦s t♦ ♠② ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ❢r✐❡♥❞s ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❛❞❡♠✐❝ s♣❤❡r❡ ❢♦r t♦❧❡r❛t✐♥❣ ♠❡ ❛❧❧ t❤❡s❡ ②❡❛rs✳

✶✵
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❤✐❧❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡❝♦r❡
❈P❯✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s ♦♥ ♠✉❧t✐❝♦r❡ ❈P❯ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥✲
❝r❡❛s❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦r❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡s❡ ♠✉❧t✐❝♦r❡s✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♣r♦❣r❛♠s ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t
❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♠♦❞❡r♥ ♠✉❧t✐❝♦r❡ ❈P❯ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s r❡q✉✐r❡s ❛❝❤✐❡✈✐♥❣
❡✣❝✐❡♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤r❡❛❞s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥② r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ❈P❯✬s ❝♦♥t❡①t s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ s♣❡❝✐❢② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥ r❡❧❛t✐✈❡
t❤r❡❛❞ s♣❡❡❞s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✳ ❚❤❡
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r② ✭❚▼✮ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❬✼✽✱ ✶✶✹❪ ✐s ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❛ s♦❧✉✲
t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✿ ✐t ❝♦♠❜✐♥❡s ❛♥ ❡❛s②✲t♦✲✉s❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t✲❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛❜✐❧✐t✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♠✉❧t✐❝♦r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❚▼
❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳

✶✳✶ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝② ❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✶✳✶✳✶ ❈♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦✈❡r✈✐❡✇

❙❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧✳ ❆ ♣r♦❝❡ss r❡♣r❡s❡♥ts ❛ t❤r❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥
♣r✐✈❛t❡ ♠❡♠♦r② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s
✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ✉s❡r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❞♦ ❜② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ✈✐❛ t❤❡ ❈P❯✬s s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✳

■♥ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❜② r❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣ t♦ ❛ ❢r❛❣♠❡♥t
♦❢ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✱ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛t♦♠✐❝ ✭✐✳❡✳✱ ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡✮ ✐♥str✉❝t✐♦♥✳ ▼♦❞❡r♥
❈P❯ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛❧❧♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ✐♥✈♦❦❡ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛t♦♠✐❝ r❡❛❞✲♠♦❞✐❢②✲✇r✐t❡ ✭r♠✇✮
✐♥str✉❝t✐♦♥s ❬✼✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ✇r✐t❡ t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝❤❡❝❦ ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❡✲❛♥❞✲s✇❛♣ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❛ r♠✇ ✐♥str✉❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ♠♦st ♠♦❞❡r♥
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✿ ✐t t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t 〈old ,new〉 ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t t♦ new ❛♥❞
r❡t✉r♥s true ✐✛ ✐ts ✈❛❧✉❡ ♣r✐♦r t♦ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ old ❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t r❡t✉r♥s false✳

✶✶



❈❤❛♣t❡r ✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❆ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t♦ ❛♣♣❧② ❈P❯ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❤❛r❡❞ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t ❬✼✾❪✳ t❤❡ s❡t ❛❜str❛❝t✐♦♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ s♦rt❡❞ ❧✐♥❦❡❞ ❧✐st s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s insert(v)✱ remove(v) ❛♥❞ contains(v)❀ v ∈ Z✳
❚❤❡ s❡t ❛❜str❛❝t✐♦♥ st♦r❡s ❛ s❡t ♦❢ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡s✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♠♣t②✳ ❚❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ insert(v)
❛♥❞ remove(v)✱ r❡t✉r♥ ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ r❡s♣♦♥s❡✱ true ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ v ✐s ❛❜s❡♥t ✭❢♦r insert(v)✮ ♦r ♣r❡s❡♥t ✭❢♦r
remove(v)✮ ✐♥ t❤❡ ❧✐st✳ ❆❢t❡r insert(v) ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✱ v ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧✐st✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r remove(v) ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✱
v ✐s ❛❜s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧✐st✳ ❚❤❡ contains(v) r❡t✉r♥s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥✱ true ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ v ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧✐st✳ ❆
❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t ✐s s✐♠♣❧② ❛♥ ❡♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ❛❜str❛❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s
r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss❡s ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❈P❯ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✳

❙❛❢❡t② ❛♥❞ ❧✐✈❡♥❡ss✳ ❲❤❛t ❞♦❡s ✐t ♠❡❛♥ ❢♦r ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❄ ❋✐rst❧②✱
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉st s❛t✐s❢② ❛ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt② ✿ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❜❛❞ r❡❛❝❤❛❜❧❡ st❛t❡s ✐♥ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ s❛❢❡t② ❢♦r ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛t❛
❛❜str❛❝t✐♦♥ ❜② ✈❡r✐❢②✐♥❣ ✐❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s r❡t✉r♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ st✐♣✉❧❛t❡s t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ s♦♠❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t s❡t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❞♦❡s
♥♦t r❡t✉r♥ ❛♥② r❡s♣♦♥s❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❡♥s✉r❡s s❛❢❡t②❀ t❤✉s✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉st s❛t✐s❢② s♦♠❡ ❧✐✈❡♥❡ss
♣r♦♣❡rt② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠✉st r❡t✉r♥ ❛ r❡s♣♦♥s❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡
❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✇❡ ♠❛② ✇✐s❤ t♦ ✐♠♣♦s❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t ✐s ✇❛✐t✲❢r❡❡❞♦♠✿ ❡✈❡r② ♣r♦❝❡ss
❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐t ✐♥✈♦❦❡s ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s✳

❆s ❛♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✹✵❪ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s s❤❛r✐♥❣ s♦♠❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❛t❛
r❡s♦✉r❝❡ ❛♠♦♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥ st✐♣✉❧❛t❡s t❤❛t ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss
❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐♥ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
s❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ♠❛② ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♥♦ ♣r♦❝❡ss ❡✈❡r ❡♥t❡rs t❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ✐s tr✐✈✐❛❧❧② s❛❢❡✱ ❜✉t ♥♦t ✈❡r② ✉s❡❢✉❧✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉st
s❛t✐s❢② s♦♠❡ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♠✉st ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❡♥t❡r
t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡✿ ✐❢ ❡✈❡r② ♣r♦❝❡ss
✐s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ✐ts ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❡♥t❡r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦
s❛❢❡t②✱ ❛ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❡✳❣✳✱ ❜② ♥♦ ♣r♦❝❡ss ❡✈❡r ❡♥t❡r✐♥❣
t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✳

■♥ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ str♦♥❣
s❛❢❡t② ❛♥❞ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤✉s ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳

✶✳✶✳✷ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❧♦❝❦s

❆ ❧♦❝❦ ✐s ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❛❜str❛❝t✐♦♥ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ✐s t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ Pr♦❝❡ss❡s ❛❝q✉✐r❡ ❛ ❧♦❝❦ ♣r✐♦r t♦ ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❝♦❞❡ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❡❛s❡ t❤❡ ❧♦❝❦ ❛❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡r❡❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❞❛t❛
❛❝❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❞❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ ❛❢t❡r ❛❝q✉✐r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❦✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❛t♦♠✐❝❛❧❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉✛❡r ❢r♦♠ s♦♠❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳

❊❛s❡ ♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠s✳ ■❞❡❛❧❧②✱ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✬s ❜✉r❞❡♥✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞
❧✐❦❡ t♦ t❛❦❡ ❛♥② s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠ ✐t t♦ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♦♥❡ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧
❡✛♦rt✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠♣❧❡ ❧♦❝❦✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ✇♦r❦s ❢♦r ♠♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❧♦❝❦✐♥❣ ✇❤✐❝❤
t②♣✐❝❛❧❧② s❡r✐❛❧✐③❡s ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ tr✐✈✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✱
✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧♦✐t ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✜♥❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❧♦❝❦✐♥❣ ♠❛② ❡①♣❧♦✐t ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②
❜❡tt❡r✱ ❜✉t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✐♥ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡❧② s♣❡❝✐❢② ✇❤✐❝❤ ❧♦❝❦s ♣r♦✈✐❞❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t ✉s❡s ❛ s♦rt❡❞ ❧✐♥❦❡❞ ❧✐st ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❞❛t❛ ✐t❡♠ ✭❡①❝❡♣t

✶✷



✶✳✶ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝② ❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥

t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✮ ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ♥❡①t ✜❡❧❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣♦✐♥t❡r t♦ t❤❡ s✉❝❝❡ss♦r✳ ❊✈❡r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭insert✱
remove ❛♥❞ contains✮ ✐♥✈♦❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r v ∈ Z tr❛✈❡rs❡s t❤❡ ❧✐st st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❡❛❞ ✉♣ t♦ t❤❡
❞❛t❛ ✐t❡♠ st♦r✐♥❣ ✈❛❧✉❡ v′ ≥ v✳ ■❢ v′ = v✱ t❤❡♥ contains r❡t✉r♥s true✱ remove(v) ✉♥❧✐♥❦s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ r❡t✉r♥s true ❛♥❞ insert(v) r❡t✉r♥s false✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ contains(v) ❛♥❞ remove(v) r❡t✉r♥ false✱
✇❤✐❧❡ insert(v) ❛❞❞s ❛ ♥❡✇ ❞❛t❛ ✐t❡♠ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ v t♦ t❤❡ ❧✐st ❛♥❞ r❡t✉r♥s true✳

●✐✈❡♥ s✉❝❤ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♠❛② ❞❡r✐✈❡ ❛ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞
s❡t ❜② ❤❛✈✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❛❝q✉✐r❡ ❛ ❧♦❝❦ ♦♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✱ t❤✉s✱ ❢♦r❝✐♥❣ ♦♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♥❡①t st❛rts✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❛ ✜♥❡✲❣r❛✐♥❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧ ♠❛② ✐♥✈♦❧✈❡ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❧♦❝❦s ❤❛♥❞✲♦✈❡r✲
❤❛♥❞ ❬✷✽❪✿ ❛ ♣r♦❝❡ss ❤♦❧❞s t❤❡ ❧♦❝❦ ♦♥ ❛t ♠♦st t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❞❛t❛ ✐t❡♠s ♦❢ t❤❡ ❧✐st✳ ❨❡t✱ ✇❤✐❧❡ s✉❝❤ ❛
♣r♦t♦❝♦❧ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❝♦rr❡❝t s❡t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬✷✺❪✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ str❛t❡❣② t❤❛t ❛♣♣❧✐❡s t♦ ♦t❤❡r
♣♦♣✉❧❛r ❞❛t❛ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❧✐❦❡ q✉❡✉❡s ❛♥❞ st❛❝❦s✳

❈♦♠♣♦s✐♥❣ ❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠s✳ ■t ✐s ❤❛r❞ t♦ ❝♦♠♣♦s❡ s♠❛❧❧❡r ❛t♦♠✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❦s t♦
♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❧❛r❣❡r ❛t♦♠✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❛✛❡❝t✐♥❣ s❛❢❡t② ❬✼✾✱ ✶✶✹❪✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✜❢♦ q✉❡✉❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥
s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ enqueue(v)❀ v ∈ Z ❛♥❞ dequeue ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ✇✐s❤ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
❛t♦♠✐❝❛❧❧② ❞❡q✉❡✉✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ q✉❡✉❡ Q1 ❛♥❞ ❡♥q✉❡✉✐♥❣ t❤❡ ✐t❡♠ r❡t✉r♥❡❞✱ s❛② v✱ t♦ ❛ q✉❡✉❡ Q2✳ ❲❤✐❧❡
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❞❡q✉❡✉✐♥❣ ❢r♦♠ Q1 ❛♥❞ ❡♥q✉❡✉✐♥❣ v t♦ Q2 ♠❛② ❜❡ ❛t♦♠✐❝✱ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❡♥s✉r❡
t❤❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❛t♦♠✐❝✿ ♥♦ ♣r♦❝❡ss ♠✉st ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ v ♦r t❤❛t ✐t ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥
❜♦t❤ Q1 ❛♥❞ Q2✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❢♦r❝❡ ❛ ♣r♦❝❡ss ❛tt❡♠♣t✐♥❣ ❛t♦♠✐❝
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ Q1 ❛♥❞ Q2 t♦ ❛❝q✉✐r❡ ❛ ❧♦❝❦✳ ❋✐rst❧②✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡s ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ♦❢
t❤❡ t✇♦ q✉❡✉❡ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧♦✐t ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② s✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦❝❦
✐ts❡❧❢ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❜♦tt❧❡♥❡❝❦✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t ♣r♦❝❡ss❡s p1 ❛♥❞ p2 ♥❡❡❞ t♦ ❛❝q✉✐r❡ t✇♦
❧♦❝❦s L1 ❛♥❞ L2 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② ♠♦❞✐❢② ❛ s❡t ♦❢ q✉❡✉❡ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❲✐t❤♦✉t ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ♣r❡✲❛❣r❡❡❞
✉♣♦♥ ♦r❞❡r ♦♥ s✉❝❤ ❧♦❝❦ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✇❤❡r❡ ♣r♦❝❡ss❡s
✇❛✐t ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡✐r ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②
s❝❡♥❛r✐♦✿ ♣r♦❝❡ss p1 ✭❛♥❞ r❡s♣✳✱ p2✮ ❤♦❧❞s t❤❡ ❧♦❝❦ L1 ✭❛♥❞ r❡s♣✳✱ L2✮ ❛♥❞ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❛❝q✉✐r❡ t❤❡ ❧♦❝❦ L2

✭❛♥❞ r❡s♣✳✱ L1✮✳ ❚❤✉s✱ ♣r♦❝❡ss p1 ✭❛♥❞ r❡s♣✳✱ p2✮ ✇❛✐ts ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ❢♦r p2 ✭❛♥❞ r❡s♣✳✱ p1✮ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡
✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

✶✳✶✳✸ ◆♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥

■t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❧✐✈❡♥❡ss ❣✉❛r❛♥t❡❡s✱ ✐✳❡✳✱
s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦♠♣❧❡t❡s ✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❡✈❡♥
t❤❡ ✇❡❛❦ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡❞♦♠ ❬✶✺❪ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❧♦❝❦✲❜❛s❡❞
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✿ ❛ ♣r♦❝❡ss ♠✉st ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐❢ ✐t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r✉♥s s♦❧♦ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣
❡✈❡♥ts ♦❢ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s✳

❈♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ s✐♥❝❡
t❤❡② ♦✈❡r❝♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❧✐❦❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❛♥❞ ♣r✐♦r✐t② ✐♥✈❡rs✐♦♥s ❬✷✾❪ ✐♥❤❡r❡♥t t♦ ❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ✭✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ ❧♦❝❦s✮ s♦❧✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r♠✇ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❧✐❦❡
❝♦♠♣❛r❡✲❛♥❞✲s✇❛♣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s
✇✐t❤ ✜♥❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❧♦❝❦✐♥❣✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❝♦rr❡❝t ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❤❛r❞ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❤❛♥❞✲
❝r❛❢t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✲s♣❡❝✐✜❝ str❛t❡❣✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜②
❍❛rr✐s✲▼✐❝❤❛❡❧ ❬✻✽✱ ✼✾✱ ✶✵✷❪ ✐s ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣✿ t❤❡ insert ❛♥❞ remove ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛s t❤❡② tr❛✈❡rs❡ t❤❡ ❧✐st✱
❤❡❧♣ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡♠♦✈❡ ❞❛t❛ ✐t❡♠s ✭✉s✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡✲❛♥❞✲s✇❛♣✮ t❤❛t ❛r❡ ❧♦❣✐❝❛❧❧②
❞❡❧❡t❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ✏♠❛r❦❡❞ ❢♦r ❞❡❧❡t✐♦♥✑✳ ❇✉t ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❡♠♣❧♦② ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ q✉❡✉❡ ❬✶✵✸❪✱ ✇❤♦s❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s❡t ❛❜str❛❝t✐♦♥✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧✐t② ✐ss✉❡✱ ❛s ✇✐t❤ ❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ r❡q✉✐r❡s ❛❞✲❤♦❝ str❛t❡❣✐❡s
t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❡❛s② t♦ r❡❛❧✐③❡ ❬✼✾❪✳

✶✸



❈❤❛♣t❡r ✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳✶ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
remove ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t

✶✿ remove(v✮✿

✷✿ prev ← head

✸✿ curr ← read(prev .next)
✹✿ ✇❤✐❧❡ (tval ← read(curr .val)) < v ❞♦

✺✿ prev ← curr

✻✿ curr ← read(curr .next)
✼✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✽✿ ✐❢ tval = v t❤❡♥

✾✿ tnext← read(curr .next)
✶✵✿ write(prev .next , tnext)

✶✶✿ ❘❡t✉r♥ (tval = v)

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳✷ ❯s✐♥❣ ❚▼ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t remove

♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t
✶✿ remove(v✮✿

❛t♦♠✐❝④
✷✿ prev ← head

✸✿ curr ← tx-read(prev .next)
✹✿ ✇❤✐❧❡ (tval ← tx-read(curr .val)) < v ❞♦

✺✿ prev ← curr

✻✿ curr ← tx-read(curr .next)
✼✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✽✿ ✐❢ tval = v t❤❡♥

✾✿ tnext← tx-read(curr .next)
✶✵✿ tx-write(prev .next , tnext)
✶✶✿ tryCommit()
✶✷✿ ❘❡t✉r♥ (tval = v)

⑥ ❝❛t❝❤ ④❆❜♦rt❊①❝❡♣t✐♦♥ ❛ ⑥
✶✸✿ ④ ❘❡t✉r♥ ⊥ ⑥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❚r❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t t♦ ❛ ❚▼✲❜❛s❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♦♥❡

✶✳✷ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r② ✭❚▼✮

❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r② ✭❚▼✮ ❬✼✽✱ ✶✶✹❪ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ r❡s♦❧✈✐♥❣ ❝♦♥✢✐❝ts ✭❝♦♥❝✉rr❡♥t r❡❛❞✐♥❣
❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛✮ ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ s❛❢❡ ♠❛♥♥❡r ❜② ♦✛❡r✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤
s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❞❛t❛ ✐t❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❛s ♦♣t✐♠✐st✐❝ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐❞❡❛ ♦❢ ❚▼✱ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❞❛t❛❜❛s❡s ❬✺✻❪✱ ✐s t♦ tr❡❛t ❡❛❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛s ❛t♦♠✐❝✿ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
♠❛② ❡✐t❤❡r ❝♦♠♠✐t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✐t ❛♣♣❡❛rs ❛s ❡①❡❝✉t❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ ♦r ❛❜♦rt✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ♥♦♥❡ ♦❢ ✐ts
✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❛❦❡ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r t♦ ❞❡s✐❣♥ s♦❢t✇❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣
♦♥❧② s❡q✉❡♥t✐❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ✐♥ ♠✐♥❞ ❛♥❞ ❧❡t ❚▼ t❛❦❡ ❝❛r❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝ts r❡s✉❧t✐♥❣
❢r♦♠ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❛t r✉♥✲t✐♠❡✳

❆ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s s✉❝❤
❛s r❡❛❞✱ ✇r✐t❡✱ tr②❈♦♠♠✐t ❛♥❞ tr②❆❜♦rt ♦♥ ❞❛t❛ ✐t❡♠s ✉s✐♥❣ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t②♣✐❝❛❧❧②
❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛❧❧ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r t♦ ❡①❡❝✉t❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ s♦♠❡ t♦t❛❧ ♦r❞❡r r❡s♣❡❝t✐♥❣
t❤❡ t✐♠✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉♥❧✐❦❡ ❞❛t❛❜❛s❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡s
✇✐t♥❡ss❡❞ ❜② t❤❡ r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠❛② ❛✛❡❝t t❤❡ ✉s❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱
t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣♦rt ❛♥② ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②
❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❜♦rt❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♥❡s✮ ♠✉st r❡t✉r♥ r❡s♣♦♥s❡s t❤❛t ✐s
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ s♦♠❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛t❛ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❚▼✲❜❛s❡❞ ❝♦♥❝✉r✲
r❡♥t ♦♥❡ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡s t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✭❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧✮ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❚▼✲❜❛s❡❞
❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❜str❛❝t✐♦♥ r❡♣❧❛❝❡s ❡❛❝❤ r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ♦❢ ❛ ❞❛t❛ ✐t❡♠ ✇✐t❤ t❤❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♠✐ts✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t
♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s r❡t✉r♥❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
♠❛② ❜❡ ❛❜♦rt❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ❡✛❡❝t ❛♥❞
t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② r❡✲st❛rt❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ remove ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳✶ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳ ■♥ ❛ ❚▼✲❜❛s❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t
✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳✷✮✱ ❡❛❝❤ r❡❛❞ ✭❛♥❞ r❡s♣✳ ✇r✐t❡✮ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② remove(v) ♦♥ ❛ ❞❛t❛ ✐t❡♠ X ♦❢ t❤❡
❧✐st ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ tx-read(X) ✭❛♥❞ r❡s♣✳✱ tx-write(X, arg)✮✳ tx-read(X) r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐t❡♠
X ♦r ❛❜♦rts t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ tx-write(X, arg) ✇r✐t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ arg t♦ X ♦r ❛❜♦rts t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛tt❡♠♣ts t♦ ❝♦♠♠✐t t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❜② ✐♥✈♦❦✐♥❣ t❤❡ tr②❈♦♠♠✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡
tr②❈♦♠♠✐t ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ remove(v) ✐s r❡t✉r♥❡❞❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❛ ❢❛✐❧❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ✭❞❡♥♦t❡❞ ⊥✮
✐s r❡t✉r♥❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ✏r♦❧❧❡❞ ❜❛❝❦✑✳

✶✹



✶✳✸ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ ❚▼ s✐♠♣❧✐✜❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❉❡r✐✈✐♥❣ ❛ ❚▼✲❜❛s❡❞
❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t s✐♠♣❧② r❡q✉✐r❡s ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❡①❡✲
❝✉t❡❞ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② ✇✐t❤✐♥ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❞❡❧✐♠✐t❡r ✶✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❡♥❞❡❛✈♦✉rs t♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❜② r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝ts t❤❛t ♠✐❣❤t ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ♣r♦✲
❝❡ss❡s r❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ✐t❡♠ ❛t r✉♥✲t✐♠❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❡♥❢♦r❝❡s ❛ str♦♥❣ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt②✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧✐st✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ s❛❢❡✿ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢
✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ s♦♠❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t✳

❖♥❡ ♠❛② ✈✐❡✇ ❚▼ ❛s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❬✶✷✱ ✷✼✱ ✹✹✱ ✹✽✱ ✼✸❪ t❤❛t ❛❝❝❡♣ts ❛s ✐♥♣✉t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
♦❢ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ str✐✈❡s t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡♠ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧②✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❚▼ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦
✇♦r❦ ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤❡r❡ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♥♦r t❤❡ ❞❛t❛ ✐t❡♠s ❛❝❝❡ss❡❞ ❜②
❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s
r❡t✉r♥❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♥❡①t ❞❛t❛ ✐t❡♠ t❤❛t ♠✉st
❛❝❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳

❚▼✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥
❧♦❝❦s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡✲❛♥❞✲s✇❛♣✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❚▼ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✿
✉s✐♥❣ ❚▼ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❛♥
❡①❝❡♣t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❜❡ ❛❜♦rt❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①❡❝✉t❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛t♦♠✲
✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦✇s ❚▼✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t♦ s❡❛♠❧❡ss❧② ❝♦♠♣♦s❡ s♠❛❧❧❡r ❛t♦♠✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ♣r♦❞✉❝❡
❧❛r❣❡r ♦♥❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② dequeue ❢r♦♠ ❛ q✉❡✉❡ Q1 ❛♥❞ enqueue(v)
✐♥ q✉❡✉❡ Q2✱ ✇❤❡r❡ v ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ r❡t✉r♥❡❞ ❜② Q1.dequeue✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ❚▼ s✐♠♣❧② r❡✲
q✉✐r❡s ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ Q1.dequeue✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② Q2.enqueue(v) ✇✐t❤✐♥ ❛
tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛② ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❡♠♣❧♦② ❧♦❝❦s ♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r♠✇ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❧✐❦❡
❝♦♠♣❛r❡✲❛♥❞✲s✇❛♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❚▼ r❛✐s❡s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❜② ❡①♣♦s✐♥❣ ❛♥ ❡❛s②✲t♦✲✉s❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧
tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ✉s❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♦❜❧✐✈✐♦✉s t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✶✳✸ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

❚▼ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r t♦ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡❧② ❡①❡❝✉t❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛s ❛t♦♠✐❝
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✿ ✐❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♠✐ts✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r ❛s ❡①❡❝✉t❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ ♦r ✐❢ t❤❡ tr❛♥s✲
❛❝t✐♦♥ ❛❜♦rts✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧❡
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❚▼ s❡❡♠✐♥❣❧② ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❦s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡✲❛♥❞✲s✇❛♣✳ ❇✉t ❛r❡ t❤❡r❡ s♦♠❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❞r❛✇❜❛❝❦s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚▼ ❛❜str❛❝t✐♦♥❄ ❉♦❡s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ✐♥ ❚▼s
❝♦♠❡ ✇✐t❤ ✐♥❤❡r❡♥t ❝♦sts❄ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t♦r②
❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s t❤❛t ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❛♥s✇❡rs t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥✳

✶✳✸✳✶ ❙❛❢❡t② ❢♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②

❲❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡
❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛ s❛❢❡ ❚▼✿ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❜♦rt❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♥❡s✱ ♠✉st
♦❜s❡r✈❡ ❛ ✈✐❡✇ t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ s♦♠❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ s✐♥❝❡ ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♠❡❞✐❛t❡ ✈✐❡✇ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛♥② s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❢❛t❛❧
✐rr❡✈♦❝❛❜❧❡ ❡rr♦r ♦r ❡♥t❡r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❧♦♦♣✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✬s r❡❛❞ s❤♦✉❧❞ ♥♦t
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛♥ ♦♥❣♦✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ♥♦t st❛rt❡❞ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣ ②❡t✳ ❚❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♣♣❡❛rs ❞❡s✐r❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠❛② st✐❧❧ ❛❜♦rt✱ t❤✉s r❡♥❞❡r✲
✐♥❣ t❤❡ r❡❛❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r♠❛❧❧② ❛♥❞ ❛♣♣❧② ✐t t♦
s❡✈❡r❛❧ ❚▼ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐❛ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ✈❡r✐❢② ✐❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❚▼ ❝♦♥s✐st❡♥❝②

✶❉✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣✐❧❡rs ♠❛② ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛♠❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡❧✐♠✐t❡r❀ ✐♥ ●❈❈✱ ✐t ✐s tr❛♥s❛❝t✐♦♥❴❛t♦♠✐❝ ❬✷❪

✶✺



❈❤❛♣t❡r ✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt② ❬✶✵✱ ✾✼✱ ✶✵✺❪ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ s❡♥s❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❤✐st♦r✐❡s ✭✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣s ♦❢
✐♥✈♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✮ ✐s ♣r❡✜①✲❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞✳

❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ♦♣❛❝✐t② ❬✻✷❪✳ ❖♣❛❝✐t② r❡q✉✐r❡s t❤❡ st❛t❡s ♦❜s❡r✈❡❞
❜② ❛❧❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✉♥❝♦♠♠✐tt❡❞ ♦♥❡s✱ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❛ s❡r✐❛❧
❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ r❡s♣❡❝t t❤❡ r❡❛❧✲
t✐♠❡ ♦r❞❡r ✿ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✭✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡✮ ❛♥♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥ st❛rt❡❞ s❤♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r
✜rst ✐♥ t❤❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♣❛❝✐t② r❡❞✉❝❡s ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❛ ❚▼ ❤✐st♦r② t♦ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ♣r❡✜①❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s
✐s ♣r❡✜①✲❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞✳ ❚❤✉s✱ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t ❛ ❤✐st♦r② ✐s ♦♣❛q✉❡✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t
❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ♣r❡✜①❡s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ s♦♠❡ ❣❧♦❜❛❧ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✐♥t♦ ❛ ❚▼ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❡ s♣❡❝✐❢② ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢
❞✉✲♦♣❛❝✐t② ❬✶✼❪✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❡r✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ■♥✲
❢♦r♠❛❧❧②✱ ❛ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r② ♠✉st ❜❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ t♦t❛❧❧②✲♦r❞❡r❡❞ ❤✐st♦r②✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
✇❤✐❝❤ ♥♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ r❡❛❞s ❢r♦♠ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ♥♦t st❛rt❡❞ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ❛♥
✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r②✱ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐t ✐♥✈♦❦❡❞✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❞✉✲♦♣❛❝✐t②
✐s ❛ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt②✳

❖♥❡ ♠❛② ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ s❛❢❡t② s❡♠❛♥t✐❝s ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡✱ ❛s ♦♣❛❝✐t② ❞♦❡s✱ t❤❛t ❛❧❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡r✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ s❡r✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞
❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✇✐t♥❡ss❡s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t st❛t❡✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✏s❛❢❡✑✿ ♥♦ r✉♥✲t✐♠❡ ❡rr♦r
t❤❛t ❝❛♥♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ s❡r✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥✳ ❚✇♦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛✈❡ ❛❞♦♣t❡❞ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✹✷✱ ✽✸❪✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✏❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡✑ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡ t♦ ❞✉✲♦♣❛❝✐t②✳

✶✳✸✳✷ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②

❖♥❡ ♠❛② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❜♦rts ♦r ♥❡✈❡r ❝♦♠♠✐ts ❛♥② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s tr✐✈✐❛❧❧②
s❛❢❡✱ ❜✉t ♥♦t ✈❡r② ✉s❡❢✉❧✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉st s❛t✐s❢② s♦♠❡ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt②
s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠✉st r❡t✉r♥ s♦♠❡ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ❛
♣r♦❣r❡ss ♣r♦♣❡rt② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❛❜♦rt✳

❚✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❚▼ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r❡ r❡❛❞ ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t② ❬✷✷❪ ❛♥❞ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss
♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❬✽✹❪✳ ❘❡❛❞ ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠❛② ❜♦♦st t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♦❢ ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t
♥♦ r❡❛❞✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❛♥② ♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t♦ ❛❜♦rt✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠
✐s t♦ ❛❧❧♦✇ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛❝❝❡ss t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ✐t❡♠ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
✇✐t❤♦✉t ♠❡♠♦r② ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳

❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② r❡s♦✉r❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t✐♥❣ s❛❢❡ ❚▼s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ str♦♥❣ ❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ♣r♦❣r❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♣♦ss✐❜❧② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ttr❛❝t✐✈❡
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❧✐❦❡ r❡❛❞ ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❲❤✐❝❤ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s
❛r❡ ✭✐♠✮♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡❄

❇❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② st✉❞②✐♥❣ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t✱ ❛
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❞❡❧❛②❡❞ ♦r ❛❜♦rt❡❞ ❞✉❡ t♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳

• ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✐♥❤❡r❡♥t❧② s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼s✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ❞✉❡ t♦
❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ✐♥❝✉r s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦sts ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ r❡❛❞ ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t②
❛♥❞ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

• ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❡♥❝♦✉♥t❡rs ❛ r❡❛❞✲
✇r✐t❡ ♦r ✇r✐t❡✲✇r✐t❡ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❬✻✵❪✱ ♠❛② ♥❡❡❞ t♦ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❝♦♥tr♦❧ ❛
❧✐♥❡❛r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ✐t❡♠s ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

• ❲❡ t❤❡♥ t✉r♥ ♦✉r ❢♦❝✉s t♦ str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s ❬✻✷❪ t❤❛t✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss✱
❡♥s✉r❡s t❤❛t ♥♦t ❛❧❧ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ♦✈❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛ ✐t❡♠ ❛❜♦rt✳ ❲❡ ♣r♦✈❡
t❤❛t ✐♥ ❛♥② str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❝❝❡ss❡s t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ✇✐t❤ r❡❛❞✱

✶✻



✶✳✸ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

✇r✐t❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦♠♣❛r❡✲❛♥❞✲s✇❛♣✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♠♦t❡ ♠❡♠♦r②
r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✶✸✱ ✷✶❪ ✭❘▼❘s✮ t❤❛t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ n ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s ♣❡r❢♦r♠
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛ ✐t❡♠ ♠✐❣❤t r❡❛❝❤ Ω(n log n) ✐♥ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡✳

• ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❧✐❦❡ ❝♦♠♣❛r❡✲❛♥❞✲
s✇❛♣ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❜❛rr✐❡rs ❬✶✻✱ ✶✵✵❪✱ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②
♦♣t✐♠❛❧✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s r❡s✉❧t t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ✭✐♥ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✬s ❞❛t❛ s❡t s✐③❡✮ s❡♣❛r❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s ❛♥❞
♣❡r♠✐ss✐✈❡ ❚▼s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t♦ ❛❜♦rt ♦♥❧② ✐❢ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣ ✐t ✇♦✉❧❞ ✈✐♦❧❛t❡ ♦♣❛❝✐t②✳

◆♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❚▼s t❤❛t ❛✈♦✐❞ ✉s✐♥❣ ❧♦❝❦s ❛♥❞ r❡❧② ♦♥ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✿ ❛ ♣r❡♠❛t✉r❡❧② ❤❛❧t❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ♥♦t ♣r❡✈❡♥t ♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣✳
P♦ss✐❜❧② t❤❡ ✇❡❛❦❡st ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡❞♦♠ ❬✼✻✱ ✽✵❪ st✐♣✉❧❛t✐♥❣ t❤❛t
❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ r✉♥♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ♥♦t ❡♥❝♦✉♥t❡r✐♥❣ st❡♣s ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ♠✉st ❝♦♠♠✐t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s❡✈❡r❛❧ ❡❛r❧② ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❬✺✶✱ ✼✼✱ ✾✽✱ ✶✶✹✱ ✶✶✼❪ s❛t✐s✜❡❞
♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡❞♦♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝✐r❝❛✳ ✷✵✵✺✱ s❡✈❡r❛❧ ♣❛♣❡rs ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛ s❤✐❢t ❢r♦♠ ❚▼s
t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss t♦ ❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s ❬✸✽✱ ✸✾✱ ✹✼❪✳ ❚❤❡② ❛r❣✉❡❞ t❤❛t
❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ❚▼s t❡♥❞ t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ♦♥❡s ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r s✐♠♣❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦✈❡r❤❡❛❞s✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼s✳

• ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ✇✐t❤ ❡✈❡♥ ✇❡❛❦ ❢♦r♠s ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❬✷✸❪ ✐♥ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲
❢r❡❡ ❚▼s ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱

• ❆ r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ n✲♣r♦❝❡ss ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❝✉rs Ω(n)♠❡♠♦r② st❛❧❧s ❬✶✺✱
✹✺❪✳

• ❆ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠❛② ♥❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❧✐♥❡❛r ✭✐♥ n✮ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
♣❛tt❡r♥s✳

❲❡ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❜❡❛ts ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✱ t❤✉s s✉❣❣❡st✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❝♦✉rs❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ✭♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡✮ ❚▼s t♦ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✭♣r♦❣r❡ss✐✈❡✮ ❚▼s ✇❛s
✐♥❞❡❡❞ ❥✉st✐✜❡❞✳

P❛rt✐❛❧❧② ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s✳ ▲❛st❧②✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss t♦ ♦♥❧②
❛ s✉❜s❡t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t♦ ❝♦♠♠✐t ✇❛✐t✲❢r❡❡✱ ✐✳❡✳✱ ❡✈❡r②
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♠✐ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts st❡♣s✱ ❜✉t ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦
❝♦♠♠✐t ♦♥❧② ✐❢ t❤❡② r✉♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧
✇❛✐t✲❢r❡❡❞♦♠ ✇✐t❤ r❡❛❞ ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦r ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ✐♥❤❡r❡♥t ❝♦sts✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱
✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❚▼s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ✇❛✐t✲❢r❡❡❞♦♠✳

• ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ✇❛✐t✲❢r❡❡❞♦♠ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s r❡s✉❧ts ✐♥ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞
s❡ts ♦❢ ✈❡rs✐♦♥s ❢♦r ❡✈❡r② ❞❛t❛ ✐t❡♠✳

• ■t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ str✐❝t ❢♦r♠ ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❬✺✽❪✳

• ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥
✭✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ r❡❛❞ s❡t✮ ♠✉st s♦♠❡t✐♠❡s ♣❡r❢♦r♠ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
♣❛tt❡r♥ ♣❡r r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ s♦♠❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳

✶✳✸✳✸ ❍②❜r✐❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②

❲❡ t✉r♥ ♦✉r ❢♦❝✉s ♦♥ ❍②❜r✐❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✭❍②❚▼✮ ❬✸✹✱ ✸✻✱ ✽✻✱ ✾✻❪✳ ❚❤❡ ❚▼ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ✐♥
✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥✱ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r✬s ❝❛❝❤❡✲❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ❈P❯✬s
✐♥str✉❝t✐♦♥ s❡t ✇✐t❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥s t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✇❤✐❝❤ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ♠✉st ❜❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❬✼✽❪✳ ▼♦st
♣♦♣✉❧❛r ❚▼ ❞❡s✐❣♥s✱ s✉❜s❡q✉❡♥t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦♣♦s❛❧ ✐♥ ❬✼✽❪ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐♥
s♦❢t✇❛r❡ ❬✸✺✱ ✺✶✱ ✼✼✱ ✾✽✱ ✶✶✹❪✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❈P❯s ❤❛✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ s✉♣♣♦rt s♠❛❧❧
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❬✶✱ ✶✵✹✱ ✶✵✽❪✳ ❍❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ s♣✉r✐♦✉s❧② ❛❜♦rt❡❞ ❞✉❡ t♦ s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✿ ❝❛❝❤❡
❝❛♣❛❝✐t② ♦✈❡r✢♦✇✱ ✐♥t❡rr✉♣ts ❡t❝✳ ❚❤✐s ❤❛s ❧❡❞ t♦ ♣r♦♣♦s❛❧s ❢♦r ❜❡st✲❡✛♦rt ❍②❚▼s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢❛st✱ ❜✉t
♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡ ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ s❧♦✇❡r✱ ❜✉t ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ s♦❢t✇❛r❡

✶✼



❈❤❛♣t❡r ✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❍②❚▼ ✇✐t❤ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②
❜❡t✇❡❡♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
✉s✉❛❧❧② ❡♠♣❧♦② ❝♦❞❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❞❡t❡❝t ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ ❛❜♦rt ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳ ❇✉t ❛r❡ t❤❡r❡ ✐♥❤❡r❡♥t ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦sts ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ❍②❚▼✱ ❛♥❞ ✇❤❛t ❛r❡
t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❝♦sts ❛♥❞s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❍②❚▼ t♦ ❡①❡❝✉t❡
❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧❄

❚❤❡ t❤❡s✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ✐♥ ❍②❚▼s✳

• ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝❛❝❤❡❞
❛❝❝❡ss❡s ❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡❧② ❞❡✜♥❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦sts ✐♥ ❛
q✉❛♥t✐✜❛❜❧❡ ✇❛②✳

• ❲❡ ❞❡r✐✈❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t
tr❛❞❡✲♦✛ ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❛❧❧♦✇❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛♥❞
t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡✳

✶✳✸✳✹ ❖♣t✐♠✐s♠ ❢♦r ❜♦♦st✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②

▲♦❝❦✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧❧② ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✐♥ ♥❛t✉r❡✿ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss❡s
❛r❡ ♥♦t ✏❛❜♦rt❛❜❧❡✑ ❛♥❞ r❡t✉r♥ ♦♥❧② ❛❢t❡r t❤❡② ❛r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳ ❚❤❡ ❚▼ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐s ❛
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❝♦♥tr♦❧✿ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡❧② ❡①❡❝✉t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❛❜♦rt ❛♥❞ r♦❧❧ ❜❛❝❦ ♦♥
❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ❝♦♥✢✐❝ts✳ ❇✉t ❛r❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❜❡tt❡r ❡q✉✐♣♣❡❞ t♦
❡①♣❧♦✐t ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② t❤❛♥ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ♦♥❡s❄

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❜② ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ❞❛t❛ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♦♥❡ ✉s✐♥❣ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ♦r ♣❡ss✐♠✐st✐❝ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚♦
❡st❛❜❧✐s❤ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥❝✉rr❡♥t
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❧♦❝❛❧❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t②✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❡② ✉s❡✳

❲❡ tr❡❛t ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✬s ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❛s ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛❝❝❡♣t s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡r t❤❛t ❞❡✜♥❡s ✇❤✐❝❤ ♣r♦❝❡ss❡s
❡①❡❝✉t❡ ✇❤✐❝❤ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡
❢❛s❤✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣s
♦❢ st❡♣s ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭♦r s❝❤❡❞✉❧❡s✮ ✐t ❛❝❝❡♣ts✱ ✐✳❡✳✱ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
♠♦r❡ s❝❤❡❞✉❧❡s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❛❝❝❡♣t ✇✐t❤♦✉t ❤❛♠♣❡r✐♥❣ ❝♦rr❡❝t♥❡ss✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐t
✇♦✉❧❞ ❜❡✳

❚❤❡ t❤❡s✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

• ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t✇♦ ❜r♦❛❞
❝❧❛ss❡s ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✿ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢
♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳

• ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✏s❡♠❛♥t✐❝s✲♦❜❧✐✈✐♦✉s✑
❚▼s ❛r❡ s✉❜♦♣t✐♠❛❧✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t✱ t❤❡r❡ ❡①✐st t❤❡r❡ ❡①✐st s✐♠♣❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t
✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ❛♥② ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ♦r ❚▼✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈❡
t❤❛t ❚▼✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛❝❝❡♣t s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❝❡♣t❡❞
❜② ❛♥② ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t ✇❤✐❝❤ ❛❝❝❡♣t s❝❤❡❞✉❧❡s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ❛♥② ❚▼✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

• ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t t❤❛t ✐s ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②
♦♣t✐♠❛❧✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ❛❝❝❡♣ts ❛❧❧ ❝♦rr❡❝t s❝❤❡❞✉❧❡s✳

❖✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ✏s❡♠❛♥t✐❝s✲❛✇❛r❡✑ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ t♦ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣
❝♦♥❝✉rr❡♥❝② t❤❛♥ t❤❡✐r ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳

✶✽



✶✳✹ ❘♦❛❞♠❛♣ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

✶✳✹ ❘♦❛❞♠❛♣ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❚▼ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❚▼ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♠❡tr✐❝s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐s ♦♥ s❛❢❡t② ❢♦r ❚▼s✳ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣
❚▼s✱ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s t❤❛t s❛t✐s❢② ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ❛♥❞ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞s ❢♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❤②❜r✐❞ ❚▼s✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛♥❞ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥
❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳ ❈❤❛♣t❡r ✾ ♣r❡s❡♥ts ❝❧♦s✐♥❣ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❱✐❡✇❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧②✱
t❤❡ r❡s✉❧ts ❤♦♣❡❢✉❧❧② s❤✐♥❡ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚▼ ❛❜str❛❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ✇✐❞❡❧② ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡
t❤❡ ❩❡✐t❣❡✐st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳

✶✾





2
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r② ♠♦❞❡❧

❆❧❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✇r♦♥❣✱ ❜✉t s♦♠❡
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❢✉❧✳

●❡♦r❣❡ ❊❞✇❛r❞ P❡❧❤❛♠ ❇♦①

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❚▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❚▼ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚▼s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❛s✐❝
❚▼✲❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ♦❢ str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✸ ❛♥❞ ✷✳✹
♦✈❡r✈✐❡✇ ♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❚▼s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ✇❤✐❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ ✐s ♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♠❡tr✐❝s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✳

✷✳✶ ❚▼ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❚▼
❛❜str❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ t❤❡s✐s ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧
♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ s❡t ♦❢ n ∈ N ♣r♦❝❡ss❡s ✭t❤❛t ♠❛② ❢❛✐❧ ❜② ❝r❛s❤✐♥❣✮✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣
♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ s❤❛r❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❬✶✺❪✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❜str❛❝t ❞❛t❛ t②♣❡✳ ❆♥ ❛❜str❛❝t ❞❛t❛
t②♣❡ τ ✐s ❛ ♠❡❛❧② ♠❛❝❤✐♥❡ t❤❛t ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❛ t✉♣❧❡ (Φ,Γ, Q, q0, δ) ✇❤❡r❡ Φ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱
Γ ✐s ❛ s❡t ♦❢ r❡s♣♦♥s❡s✱ Q ✐s ❛ s❡t ♦❢ st❛t❡s✱ q0 ∈ Q ✐s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❛♥❞ δ ⊆ Q × Φ × Q × Γ ✐s ❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛t❡s
❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ r❡s♣♦♥s❡s ❬✻❪✳ ❍❡r❡✱ (q, π, q′, r) ∈ δ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❤❡♥ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ π ∈ Φ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛♥
♦❜❥❡❝t ♦❢ t②♣❡ τ ✐♥ st❛t❡ q✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♠♦✈❡s t♦ st❛t❡ q′ ❛♥❞ r❡t✉r♥s r❡s♣♦♥s❡ r✳

❆♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t t②♣❡ τ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❛t❛✲r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ τ t❤❛t ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜②
♣r♦❝❡ss❡s ❛♣♣❧②✐♥❣ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♦♥ s❤❛r❡❞ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥ ♦❜❥❡❝t✱ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ st❛t❡✲
♠❛❝❤✐♥❡s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t♦ r❡❢❡r t♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❜❛s❡
♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ r❡s❡r✈❡ t❤❡ t❡r♠ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✳

✷✶



❈❤❛♣t❡r ✷ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r② ♠♦❞❡❧

❆ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❛t♦♠✐❝ r❡❛❞✲♠♦❞✐❢②✲✇r✐t❡ ✭r♠✇✮ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❬✹✺✱ ✼✸❪✳ ■t
✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s 〈g, h〉✿ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✱ g ✐s ❛♥ ✉♣❞❛t❡
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s ✐ts st❛t❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✇❤✐❧❡ h ✐s ❛ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t s♣❡❝✐✜❡s
t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ r❡t✉r♥❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❆ r♠✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐s tr✐✈✐❛❧ ✐❢ ✐t ♥❡✈❡r ❝❤❛♥❣❡s t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ✐s ♥♦♥tr✐✈✐❛❧✳ ❆♥ r♠✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡ 〈g, h〉 ✐s
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts v✱ w s✉❝❤ t❤❛t g(v, w) = v ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts v✱ w s✉❝❤ t❤❛t g(v, w) 6= v ❬✺✵❪✳

❘❡❛❞ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ tr✐✈✐❛❧ r♠✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t❤❛t t❛❦❡s ♥♦ ✐♥♣✉t ❛r❣✉♠❡♥ts✿ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❜❛s❡
♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ v✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❧❡❛✈❡s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡
❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ v✳ ❲r✐t❡ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ r♠✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t❤❛t t❛❦❡s ❛♥ ✐♥♣✉t
❛r❣✉♠❡♥t v′✿ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ v✱ ✐ts ✉♣❞❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t t♦ v′ ❛♥❞ ✐ts r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s ok✳ ❈♦♠♣❛r❡✲❛♥❞✲s✇❛♣ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r♠✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡✿ ✐ts ✉♣❞❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❝❡✐✈❡s ❛♥ ✐♥♣✉t ❛r❣✉♠❡♥t 〈old ,new〉 ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡
✈❛❧✉❡ v ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐✛ v = old ✳ ▲♦❛❞✲❧✐♥❦❡❞✴st♦r❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐s ❛♥♦t❤❡r
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r♠✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡✿ t❤❡ ❧♦❛❞✲❧✐♥❦❡❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss
pi r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡ st♦r❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡✬s ✉♣❞❛t❡
❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❝❡✐✈❡s ❛♥ ✐♥♣✉t new ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t t♦ new ✐✛ t❤❡ ❜❛s❡
♦❜❥❡❝t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✉♣❞❛t❡❞ ❜② ❛♥② ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss s✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦❛❞✲❧✐♥❦❡❞ ❡✈❡♥t ❜② pi✳ ❋❡t❝❤✲❛♥❞✲❛❞❞ ✐s ❛♥
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ r♠✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t❤❛t ✐s ♥♦t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✿ ✐ts ✉♣❞❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t
✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡ v t❛❦❡s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r w ❛s ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t t♦ v+w✳

❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✭❚▼✮✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦✇s ❛ s❡t ♦❢ ❞❛t❛ ✐t❡♠s ✭❝❛❧❧❡❞ t✲♦❜❥❡❝ts✮ t♦
❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ✈✐❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❊✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r k✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ t✲♦❜❥❡❝t✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦♥ t❤❡ s❡t V ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❛ t✲♦❜❥❡❝t ❝❛♥ st♦r❡✳ ❆
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ❜❡✐♥❣ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣❛✐r ♦❢ ❛♥ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
❛ r❡s♣♦♥s❡✿ r❡❛❞k(X) r❡t✉r♥s ❛ ✈❛❧✉❡ ✐♥ V ✱ ❞❡♥♦t❡❞ r❡❛❞k(X) → v✱ ♦r ❛ s♣❡❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡ Ak /∈ V ✭❛❜♦rt✮❀
✇r✐t❡k(X, v)✱ ❢♦r ❛ ✈❛❧✉❡ v ∈ V ✱ r❡t✉r♥s ♦❦ ♦r Ak❀ tr②❈k r❡t✉r♥s Ck /∈ V ✭❝♦♠♠✐t✮ ♦r Ak✳ ❆s ✇❡ s❤♦✇ ✐♥
t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ✇❡ ❝❛♥ s♣❡❝✐❢② ❚▼ ❛s ❛♥ ❛❜str❛❝t ❞❛t❛ t②♣❡✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❚▼ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠❛② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ st❛rtk t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t r❡t✉r♥s ok ♦r Ak✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ✜rst t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ♠✉st ✐♥✈♦❦❡✱ ♦r ❛ tr②❆k t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t r❡t✉r♥s Ak✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❛❝t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ st❛rtk ♠❛② ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✜rst t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ tr②❆k t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❜♦rt ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❢✉❧✱ ❜✉t s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t✲r❡❛❞ ♦r t✲✇r✐t❡ ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❛❜♦rt✱ t❤❡ tr②❆k t✲♦♣❡r❛t✐♦♥
♣r♦✈✐❞❡s ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r t♦ t❤❡ ❚▼ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡
t❤❡s❡ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ♦✉r ❚▼ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❆ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
r❡❛❞k✱ ✇r✐t❡k ❛♥❞ tr②❈k() ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ s❤❛r❡❞ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✱
❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ♣r♦❝❡ss st❛rts ❛ ♥❡✇ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦♥❧② ❛❢t❡r
✐ts ♣r❡✈✐♦✉s tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❤❛s ❝♦♠♠✐tt❡❞ ♦r ❛❜♦rt❡❞✳

■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t❡r♠s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❡②
♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛♥② ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❜str❛❝t ❞❛t❛ t②♣❡✳

❊①❡❝✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ❡✈❡♥t ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss pi ✭s♦♠❡t✐♠❡s ✇❡ s❛② st❡♣ ♦❢ pi✮ ✐s ❛♥ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥
♦r r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② pi ♦r ❛ r♠✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡ 〈g, h〉 ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② pi t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐ts r❡s♣♦♥s❡ r ✭✇❡ ❝❛❧❧ ✐t ❛ r♠✇ ❡✈❡♥t ❛♥❞ ✇r✐t❡ (b, 〈g, h〉, r, i)✮✳

❆ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭♦❢ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✮ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❡❛❝❤
♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ❤❛✈❡ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s
❛♥❞ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s✳

❆♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ✐s ❛ ✭✜♥✐t❡ ♦r ✐♥✜♥✐t❡✮ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥ts✳ ❆♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M
✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ✇❤❡r❡✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❡✈❡♥t ✐s ✐ss✉❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
M ❛♥❞ ❡❛❝❤ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ r♠✇ ❡✈❡♥t (b, 〈g, h〉, r, i) ♠❛t❝❤❡s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ b r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❧❧ ♣r❡❝❡❞✐♥❣
❡✈❡♥ts✳ ❆♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ·E′ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ E ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t E′✱ ❛♥❞ ✇❡ s❛② t❤❛t
E′ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ E ♦r E′ ❡①t❡♥❞s E✳

✷✷



✷✳✶ ❚▼ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s

▲❡t E ❜❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t✳ ❋♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✭r❡s♣✳✱ ♣r♦❝❡ss✮ ✐❞❡♥t✐✜❡r k✱ E|k ❞❡♥♦t❡s t❤❡
s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ E r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❡✈❡♥ts ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ✭r❡s♣✳✱ ♣r♦❝❡ss pk✮✳ ■❢ E|k ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②✱ ✇❡
s❛② t❤❛t Tk ✭r❡s♣✳✱ pk✮ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s ✐♥ E✱ ❡❧s❡ ✇❡ s❛② E ✐s Tk✲❢r❡❡ ✭r❡s♣✳✱ pk✲❢r❡❡✮✳ ❚✇♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥s E
❛♥❞ E′ ❛r❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ ❛ s❡t T ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ T ✱ E|k = E′|k✳
❆ ❚▼ ❤✐st♦r② ✐s t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡ ❡✈❡♥ts ♦❢
t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚✇♦ ❤✐st♦r✐❡s H ❛♥❞ H ′ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ t①♥s(H) = t①♥s(H ′) ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥
Tk ∈ t①♥s(H)✱ H|k = H ′|k✳

❉❛t❛ s❡ts ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❛❞ s❡t ✭r❡s♣✳✱ t❤❡ ✇r✐t❡ s❡t✮ ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ✐♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E✱
❞❡♥♦t❡❞ ❘s❡tE(Tk) ✭r❡s♣✳✱ ❲s❡tE(Tk)✮✱ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ t✲♦❜❥❡❝ts t❤❛t Tk r❡❛❞s ✭r❡s♣✳✱ ✇r✐t❡s t♦✮ ✐♥ E✳ ▼♦r❡
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐❢ E ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞k(X) ✭r❡s♣✳✱ ✇r✐t❡k(X, v)✮✱ ✇❡ s❛② t❤❛t X ∈ ❘s❡tE(Tk)
✭r❡s♣✳✱ ❲s❡tE(Tk)✮ ✭❢♦r ❜r❡✈✐t②✱ ✇❡ s♦♠❡t✐♠❡s ♦♠✐t t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t E ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s❡t ♦❢
Tk ✐s ❉s❡t(Tk) = ❘s❡t(Tk)∪❲s❡t(Tk)✳ ❆ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡❛❞✲♦♥❧② ✐❢ ❘s❡t(Tk) 6= ∅ ∧❲s❡t(Tk) = ∅❀
✇r✐t❡✲♦♥❧② ✐❢ ❲s❡t(Tk) 6= ∅ ∧ ❘s❡t(Tk) = ∅ ❛♥❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ ✐❢ ❲s❡t(Tk) 6= ∅✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ ♦✉r ❚▼ ♠♦❞❡❧✱
t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❛♣r✐♦r✐✱ ✐✳❡✳✱ ❛t t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡
♦♥❧② ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❛t❛ ✐t❡♠s t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❤❛s ✐♥✈♦❦❡❞ ❛ r❡❛❞ ♦r ✇r✐t❡ ♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦r❞❡rs✳ ▲❡t t①♥s(E) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ E✳ ■♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡
❤✐st♦r② H✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ Tk ∈ t①♥s(H)✱ H|k ✐s ✜♥✐t❡❀ ✐✳❡✳✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ✐ss✉❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐❢ ❡✈❡r② ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r t❤❡
❧❛st ❡✈❡♥t ✐♥ t❤❡ ❤✐st♦r② H ❡①♣♦rt❡❞ ❜② E ♦r ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡✳ ❲❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❛r❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ❛❧❧ Tk✱ E|k ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥✱
✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❤❛s ♥♦ ❡✈❡♥ts ❛❢t❡r Ak ♦r Ck✳ ❆ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ t①♥s(E) ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ E ✐❢ E|k ❡♥❞s
✇✐t❤ ❛ r❡s♣♦♥s❡ ❡✈❡♥t✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ ❛❧❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ t①♥s(E) ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ E✳ ❆
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ t①♥s(E) ✐s t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ E|k ❡♥❞s ✇✐t❤ Ak ♦r Ck❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ Tk ✐s t✲✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳ Tk ✐s
❝♦♠♠✐tt❡❞ ✭r❡s♣✳✱ ❛❜♦rt❡❞✮ ✐♥ E ✐❢ t❤❡ ❧❛st ❡✈❡♥t ♦❢ Tk ✐s Ck ✭r❡s♣✳✱ Ak✮✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ✐s t✲❝♦♠♣❧❡t❡
✐❢ ❛❧❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ t①♥s(E) ❛r❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡✳

❋♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s {Tk, Tm} ∈ t①♥s(E)✱ ✇❡ s❛② t❤❛t Tk ♣r❡❝❡❞❡s Tm ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ E✱ ❞❡♥♦t❡❞
Tk ≺RT

E Tm✱ ✐❢ Tk ✐s t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ E ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ❡✈❡♥t ♦❢ Tk ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ✜rst ❡✈❡♥t ♦❢ Tm ✐♥ E✳ ■❢
♥❡✐t❤❡r Tk ≺RT

E Tm ♥♦r Tm ≺RT
E Tk✱ t❤❡♥ Tk ❛♥❞ Tm ❛r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♥ E✳ ❆♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ✐s t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧

✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ E✳

▲❛t❡st ✇r✐tt❡♥ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❧❡❣❛❧✐t②✳ ▲❡t H ❜❡ ❛ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r②✳ ❋♦r ❡✈❡r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡❛❞k(X) ✐♥
H✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧❛t❡st ✇r✐tt❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐❢ Tk ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✇r✐t❡k(X, v) ♣r❡❝❡❞✐♥❣ r❡❛❞k(X)✱
t❤❡♥ t❤❡ ❧❛t❡st ✇r✐tt❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡st s✉❝❤ ✇r✐t❡ t♦ X✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❧❛t❡st
✇r✐tt❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡st ✇r✐t❡m(X, v) t❤❛t ♣r❡❝❡❞❡s r❡❛❞k(X) ❛♥❞
❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ H✳ ✭❚❤✐s ✇r✐t❡ ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ s✐♥❝❡ H st❛rts ✇✐t❤ T0 ✇r✐t✐♥❣ t♦
❛❧❧ t✲♦❜❥❡❝ts✳✮

❲❡ s❛② t❤❛t r❡❛❞k(X) ✐s ❧❡❣❛❧ ✐♥ ❛ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② H ✐❢ ✐t r❡t✉r♥s t❤❡ ❧❛t❡st ✇r✐tt❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X✱ ❛♥❞
H ✐s ❧❡❣❛❧ ✐❢ ❡✈❡r② r❡❛❞k(X) ✐♥ H t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡t✉r♥ Ak ✐s ❧❡❣❛❧ ✐♥ H✳

❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❦❡s ❛ r❡❛❞k(X) ❛t ♠♦st ♦♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ ❛
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥❝✉rs ♥♦ ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ s✐♥❝❡ ❛ r❡♣❡❛t❡❞ r❡❛❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦
r❡t✉r♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡t✉r♥❡❞ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤♦✉t ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❤✐st♦r②✬s ❧❡❣❛❧✐t②✳

❈♦♥t❡♥t✐♦♥✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ C ❛❢t❡r ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ✐s q✉✐❡s❝❡♥t ✭r❡s♣✳✱ t✲q✉✐❡s❝❡♥t✮ ✐❢
❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ txns(E) ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✭r❡s♣✳✱ t✲❝♦♠♣❧❡t❡✮ ✐♥ C✳ ■❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥
❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E✱ ✐t ❤❛s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ❡✈❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥❡①t ❡✈❡♥t t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ts e ❛♥❞ e′ ♦❢ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b ✐❢
t❤❡② ❛r❡ ❜♦t❤ ❡✈❡♥ts ♦♥ b ✐♥ E ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ✭t❤❡ ❡✈❡♥t ✐s tr✐✈✐❛❧ ✭r❡s♣✳✱ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧✮
✐❢ ✐t ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr✐✈✐❛❧ ✭r❡s♣✳✱ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧✮ ♣r✐♠✐t✐✈❡✮✳

❲❡ s❛② t❤❛t T ✐s ♣♦✐s❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ❛♥ ❡✈❡♥t e ❛❢t❡r E ✐❢ e ✐s t❤❡ ♥❡①t ❡♥❛❜❧❡❞ ❡✈❡♥t ❢♦r T ✐♥ E✳ ❲❡ s❛②
t❤❛t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T ❛♥❞ T ′ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ b ✐♥ E ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♣♦✐s❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ❝♦♥t❡♥❞✐♥❣ ❡✈❡♥ts
♦♥ b ❛❢t❡r E✳

✷✸



❈❤❛♣t❡r ✷ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r② ♠♦❞❡❧

❲❡ s❛② t❤❛t ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t E ✐s st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❢♦r t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ opk ✐❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts ♦❢ E|opk
❛r❡ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ✐♥ E✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t E ✐s st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❢♦r Tk ✐❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts
♦❢ E|k ❛r❡ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ✐♥ E✳ ❲❡ s❛② t❤❛t E ✐s st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ✐❢ E ✐s st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❢♦r ❛❧❧
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ E✳

✷✳✷ ❚▼✲❝♦rr❡❝t♥❡ss

❈♦rr❡❝t♥❡ss ❢♦r ❚▼s ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❛ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt② ♦♥ ❚▼ ❤✐st♦r✐❡s ❬✶✵✱ ✾✼✱ ✶✵✺❪✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ❚▼✲❝♦rr❡❝t♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❬✶✵✻❪✿ ❛❧❧ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
❛♣♣❡❛r t♦ ❡①❡❝✉t❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ s♦♠❡ t♦t❛❧ ♦r❞❡r r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦r❞❡rs✳ ❲❡ t❤❡♥
❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t② ❬✽✶❪✳

■♥ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❚▼✲❝♦rr❡❝t♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐❦❡ str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐ts r❡str✐❝t✐♦♥s✳
❲❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❜❡❧♦✇✱ ❜✉t ♦t❤❡r ❚▼✲❝♦rr❡❝t♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❤♦✇ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❤✐st♦r② ❢r♦♠ ❛ t✲✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♥❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✭❈♦♠♣❧❡t✐♦♥s✮✳ ▲❡t H ❜❡ ❛ ❤✐st♦r②✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ H✱ ❞❡♥♦t❡❞ H✱ ✐s ❛ ❤✐st♦r② ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ H ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✕ ❋✐rst✱ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ t①♥s(H) ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ opk ✐♥ H✱ ✐❢ opk =
r❡❛❞k∨✇r✐t❡k✱ ✐♥s❡rt Ak s♦♠❡✇❤❡r❡ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ opk❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ opk = tr②❈k()✱ ✐♥s❡rt
Ck ♦r Ak s♦♠❡✇❤❡r❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛st ❡✈❡♥t ♦❢ Tk✳

✕ ❆❢t❡r ❛❧❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk t❤❛t ✐s ♥♦t t✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✐♥s❡rt tr②❈k ·Ak

❛❢t❡r t❤❡ ❧❛st ❡✈❡♥t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ✭❙tr✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✮✳ ❆ ✜♥✐t❡ ❤✐st♦r② H ✐s s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❡❣❛❧ t✲❝♦♠♣❧❡t❡
t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② S✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ H ♦❢ H✱ s✉❝❤ t❤❛t S ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ cseq(H)✱
✇❤❡r❡ cseq(H) ✐s t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ H r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ H✳

❲❡ r❡❢❡r t♦ S ❛s ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ H✳

❲❡ s❛② t❤❛t H ✐s str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ S ♦❢ H s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② t✇♦ tr❛♥s✲
❛❝t✐♦♥s Tk, Tm ∈ t①♥s(H)✱ ✐❢ Tk ≺RT

H Tm✱ t❤❡♥ Tk ♣r❡❝❡❞❡s Tm ✐♥ S✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❚▼✲❝♦rr❡❝t♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ C✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M s❛t✐s✜❡s C ✐❢ ❡✈❡r②
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M s❛t✐s✜❡s C✳

❙tr✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❛s ❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t②✳ ❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ ✇❡ ❝❛♥ s♣❡❝✐❢② ❚▼ ❛s ❛♥ ❛❜str❛❝t ❞❛t❛ t②♣❡✳

❚❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚▼ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ Φ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s {Ti}i∈N

✷✳ Γ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ✈❡❝t♦rs {[r1, . . . , ri]}; i ∈ N❀ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ rj ❀ 1 ≤ j ≤ i − 1 ∈ {v ∈
V,A, ok} ❛♥❞ ri ∈ {A,C}

✸✳ ❚❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❚▼ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❡❛❝❤ t✲♦❜❥❡❝t Xm✳ ❚❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ t✲♦❜❥❡❝t Xm ✐s ❛ ✈❛❧✉❡
vm ∈ V ♦❢ Xm✳ ❚❤✉s✱ Q ⊆ {[vi1, . . . , v

i
m, . . .]}❀ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ vim ∈ V

✹✳ q0 ∈ Q = [ov1, . . . , ovm, . . .]✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ovm ∈ V

✺✳ δ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ▲❡t Tk ❜❡ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❚▼ ✐♥ st❛t❡ q = [v1, . . . , vm, . . .]✳

• ❋♦r ❡✈❡r② X ∈ ❘s❡t(Tk)✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ r❡❛❞k(X) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■❢ Tk ❝♦♥t❛✐♥s ❛
✇r✐t❡k(X, v) ♣r✐♦r t♦ r❡❛❞k(X)✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s v❀ ❡❧s❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡
♦❢ X✳

• ❋♦r ❡✈❡r② X ∈ ❲s❡t(Tk)✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ✇r✐t❡k(X, v) ✐s ok✳

✷✹
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• ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk r❡t✉r♥s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ C ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ❚▼ ♠♦✈❡s t♦ st❛t❡ q′ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿ ❡✈❡r② Xj ∈ ❲s❡t(Tk) t♦ ✇❤✐❝❤ Tk ✇r✐t❡s ✈❛❧✉❡s nvj ✱ q′[j] = nvj ❀ ❡❧s❡ ✐❢ Xj 6∈
❲s❡t(Tk)✱ q′[j] ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ Tk r❡t✉r♥s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ A ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ q′ = q✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛t❛ t②♣❡ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥
♦❢ ❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❚▼ ❝♦♥t❡①t✱ ❛ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❤✐st♦r② H ✐s ❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❚▼ t②♣❡
✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② S ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ H s✉❝❤ t❤❛t ✭✶✮ S r❡s♣❡❝ts t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ H ❛♥❞ ✭✷✮ S ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚▼✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❚▼ t②♣❡✱ ✐s ♥♦✇ ✐♠♠❡❞✐❛t❡✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✳ ▲❡t H ❜❡ ❛♥② t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❤✐st♦r②✳ ❚❤❡♥✱ H ✐s str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ✐✛ H ✐s ❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❚▼ t②♣❡✳
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❖♥❡ ♠❛② ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❢♦r❝❡s✱ ✐♥ ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ t♦ ❛❜♦rt ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥
✐s tr✐✈✐❛❧❧② str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✱ ❜✉t ♥♦t ✈❡r② ✉s❡❢✉❧✳ ❆ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❛❜♦rt✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ ❛ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❡❞ t❤✐s ✇❛②
✐s ❛ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt② s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ s❛❢❡t②
♣r♦♣❡rt✐❡s✮✳

■❞❡❛❧❧②✱ ❛ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❛ ♣r❡♠❛t✉r❡❧②
❤❛❧t❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ♣r❡✈❡♥t ❛❧❧ ♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣✳ ❙✉❝❤ ❛ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐s ❛❧s♦ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❧♦❝❦✲❢r❡❡ s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s❡ ♦❢ ❧♦❝❦s ❛♥❞ ♠✉t✉❛❧✲❡①❝❧✉s✐♦♥✳ ❆ ♥♦♥✲
❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s s②st❡♠s ✇✐t❤ ♣r♦❝❡ss ❢❛✐❧✉r❡s s✐♥❝❡
✐t ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞❡❛❞❧♦❝❦✐♥❣ ✭♣r♦❝❡ss❡s ✇❛✐t ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♠✐tt✐♥❣
t❤❡✐r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✮✳

❖❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡❞♦♠✳ P❡r❤❛♣s✱ t❤❡ ✇❡❛❦❡st ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♦❜str✉❝t✐♦♥✲
❢r❡❡❞♦♠✱ ✇❤✐❝❤ st✐♣✉❧❛t❡s t❤❛t ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❡♥❝♦✉♥t❡rs st❡♣s ♦❢ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❬✽✵❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✭❖❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ✭❖❋✮ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss✮✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ♣r♦✈✐❞❡s
♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ✭❖❋✮ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M ✱ ✐❢ ❛♥② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ txns(E)
r❡t✉r♥s Ak ✐♥ E✱ t❤❡♥ E ✐s ♥♦t st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❢♦r Tk✳

❲❡ ♥♦✇ s✉r✈❡② t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✉♥❧✐❦❡
♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛❞❛♣t t♦ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✱ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛❧❧♦✇s ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ❞✉❡ t♦ ♦✈❡r❧❛♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳

▼✐♥✐♠❛❧ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♠♦st ❜❛s✐❝ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡
♦♥❧② s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss✱ ✐✳❡✳✱ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ❞✉❡ t♦ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ■♥
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤✐s ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠✐♥✐♠❛❧ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❬✻✷❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹ ✭▼✐♥✐♠❛❧ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss✮✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ♣r♦✈✐❞❡s ♠✐♥✐♠❛❧ ♣r♦✲
❣r❡ss✐✈❡ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ✭♦r ♠✐♥✐♠❛❧ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss✮ ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M ❛♥❞ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥
Tk ∈ txns(E) t❤❛t r❡t✉r♥s Ak ✐♥ E✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tm ∈ txns(E) t❤❛t ✐s ❝♦♥❝✉rr❡♥t t♦ Tk ✐♥
E ❬✻✷❪✳

●✐✈❡♥ ❚▼ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s C1 ❛♥❞ C2✱ ✐❢ ❡✈❡r② ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t s❛t✐s✜❡s C1 ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s C2✱ ❜✉t t❤❡
❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ♥♦t tr✉❡✱ ✇❡ s❛② t❤❛t C2 ≪ C1✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✷✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ≪ ❖❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡✳

✷✺



❈❤❛♣t❡r ✷ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r② ♠♦❞❡❧

Pr♦♦❢✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❡✈❡r② ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡❞♦♠ ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s ♠✐♥✐♠❛❧ ♣r♦✲
❣r❡ss✐✈❡♥❡ss✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ♥♦t tr✉❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ✐♥ ✇❤✐❝❤
❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T r✉♥ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡✳ ■❢ M ✐s ♠✐♥✐♠❛❧❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ t❤❡♥ T ♠❛② ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ✐♥ s✉❝❤
❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s✐♥❝❡ T ♠❛② ❜❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ M s❛t✐s✜❡s ♦❜str✉❝t✐♦♥✲
❢r❡❡❞♦♠✱ T ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

Pr♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ✏s✐♥❣❧❡✲❧♦❝❦✑ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❛❧s♦
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✮✱ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ❛ tr❛♥s✲
❛❝t✐♦♥ t♦ ❛❜♦rt ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❡♥❝♦✉♥t❡rs ❛ ❝♦♥✢✐❝t ♦♥ ❛ t✲♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺ ✭❈♦♥✢✐❝ts✮✳ ❲❡ s❛② t❤❛t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ti, Tj ❝♦♥✢✐❝t ✐♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦♥ ❛ t✲♦❜❥❡❝t X
✐❢ Ti ❛♥❞ Tj ❛r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♥ E ❛♥❞ X ∈ ❉s❡t(Ti) ∩❉s❡t(Tj)✱ ❛♥❞ X ∈ ❲s❡t(Ti) ∪❲s❡t(Tj)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻ ✭Pr♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss✮✳ ❆ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ♣r♦✈✐❞❡s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ✭♦r ♣r♦✲
❣r❡ss✐✈❡♥❡ss✮ ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M ❛♥❞ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ∈ txns(E) t❤❛t r❡t✉r♥s Ai ✐♥ E✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ txns(E) s✉❝❤ t❤❛t Tk ❛♥❞ Ti ❝♦♥✢✐❝t ✐♥ E ❬✻✷❪✳

◆♦t❡ t❤❛t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ✐s ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡❞♦♠✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✸✳ Pr♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss 6≪ ❖❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❛♥❞ ❖❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ 6≪ Pr♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡①♣♦rt❡❞ ❜② ❛♥ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✱ ❜✉t ♥♦t ❜② ❛♥②
♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ t✲r❡❛❞ X ❜② ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T t❤❛t r✉♥s st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s
❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✇r✐t❡ t♦ X✳ ❲❡❛❦ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡❝❧✉❞❡ T ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❛❜♦rt❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛♥
❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❖❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼s ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠✉st ❡♥s✉r❡ t❤❛t T ♠✉st ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐ts r❡❛❞ ♦❢ X ✇✐t❤♦✉t
❜❧♦❝❦✐♥❣ ♦r ❛❜♦rt✐♥❣ ✐♥ s✉❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡❛❦ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss r❡q✉✐r❡s t✇♦ ♥♦♥✲
❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t♦ ♥♦t ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ❡✈❡♥ ✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡❀ ❜✉t t❤✐s
✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡❞♦♠✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✮ s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str♦♥❣❡r
❞❡✜♥✐t✐♦♥✿ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ∈ txns(E) t❤❛t r❡t✉r♥s Ai ✐♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♣r❡✜① E′

♦❢ E ❛♥❞ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ txns(E′) s✉❝❤ t❤❛t Tk ❛♥❞ Ti ❝♦♥✢✐❝t ✐♥ E✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞
r❡s✉❧ts st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✇❡ st✐❝❦ t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✳

❙tr♦♥❣ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss✳ ❖♥❡ ♠❛② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡❝❧✉❞❡
t✇♦ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✭♦✈❡r ❛ s✐♥❣❧❡ t✲♦❜❥❡❝t✮ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❜❡✐♥❣ ❛❜♦rt❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ st✉❞② ❛ str♦♥❣❡r
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❝❛❧❧❡❞ str♦♥❣ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❬✻✷❪✳

▲❡t CObjE(Ti) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t✲♦❜❥❡❝ts ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ∈ txns(H) ❝♦♥✢✐❝ts ✇✐t❤ ❛♥② ♦t❤❡r
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E✱ ✐✳❡✳✱ X ∈ CObjE(Ti)✱ ✐✛ t❤❡r❡ ❡①✐st tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ti ❛♥❞ Tk t❤❛t ❝♦♥✢✐❝t
♦♥ X ✐♥ E✳ ▲❡t Q ⊆ txns(E) ❛♥❞ CObjE(Q) =

⋃
Ti∈Q

CObjE(Ti)✳

▲❡t CTrans(E) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲❡♠♣t② s✉❜s❡ts ♦❢ txns(E) s✉❝❤ t❤❛t ❛ s❡t Q ✐s ✐♥ CTrans(E) ✐❢ ♥♦
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ Q ❝♦♥✢✐❝ts ✇✐t❤ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♥♦t ✐♥ Q✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼ ✭❙tr♦♥❣ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss✮✳ ❆ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ✐s str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✐❢ M ✐s ✇❡❛❦❧②
♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② s❡t Q ∈ CTrans(E) s✉❝❤ t❤❛t |CObjE(Q)| ≤ 1✱
s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ Q ✐s ♥♦t ❛❜♦rt❡❞ ✐♥ E ❬✻✷❪✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♠♣❧②✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✹✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ✭s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss✮ ≪ Pr♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ≪ ❙tr♦♥❣ ♣r♦❣r❡s✲
s✐✈❡♥❡ss✳

✷✻
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▼✈✲♣❡r♠✐ss✐✈❡♥❡ss✳ P❡r❡❧♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠✈✲♣❡r♠✐ss✐✈❡♥❡ss✱ ❛ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss
♣r♦♣❡rt② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❛❜♦rt❡❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽ ✭▼✈✲♣❡r♠✐ss✐✈❡♥❡ss✮✳ ❆ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ✐s ♠✈✲♣❡r♠✐ss✐✈❡ ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥
E ♦❢ M ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ txns(E) t❤❛t r❡t✉r♥s Ak ✐♥ E✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❲s❡t(Tk) 6= ∅ ❛♥❞
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tm ∈ txns(E) s✉❝❤ t❤❛t Tk ❛♥❞ Tm ❝♦♥✢✐❝t ✐♥ E✳

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♠✈✲♣❡r♠✐ss✐✈❡♥❡ss ✐s str✐❝t❧② str♦♥❣❡r t❤❛♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss✱ ❜✉t ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ str♦♥❣
♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✺✳ Pr♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ≪ ▼✈✲♣❡r♠✐ss✐✈❡♥❡ss✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ ♠✈✲♣❡r♠✐ss✐✈❡ ❚▼s ❛❧❧♦✇ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ♦♥❧② ♦♥ r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❝♦♥✢✐❝ts✱ t❤❡②
❛❧s♦ s❛t✐s❢② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss✳ ❇✉t t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ♥♦t tr✉❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ r❡❛❞✲♦♥❧②
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti t❤❛t r✉♥s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj ✳ ❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss✱ ❜♦t❤ Ti ❛♥❞ Tj ♠❛② ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♠✈✲♣❡r♠✐ss✐✈❡ ❚▼
✇♦✉❧❞ ♥♦t ❛❧❧♦✇ Ti t♦ ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ✐s r❡❛❞✲♦♥❧②✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✻✳ ❙tr♦♥❣ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss 6≪ ▼✈✲♣❡r♠✐ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ▼✈✲♣❡r♠✐ss✐✈❡♥❡ss 6≪ ❙tr♦♥❣ ♣r♦✲
❣r❡ss✐✈❡♥❡ss✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti t❤❛t r✉♥s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ✇✐t❤ ❛♥ ✉♣✲
❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj s✉❝❤ t❤❛t Ti ❛♥❞ Tj ❝♦♥✢✐❝t ♦♥ ❛t ❧❡❛st t✇♦ t✲♦❜❥❡❝ts✳ ❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣
♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss✱ ❜♦t❤ Ti ❛♥❞ Tj ♠❛② ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♠✈✲♣❡r♠✐ss✐✈❡ ❚▼
✇♦✉❧❞ ♥♦t ❛❧❧♦✇ Ti t♦ ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ✐s r❡❛❞✲♦♥❧②✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t✇♦ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ti ❛♥❞ Tj t❤❛t ❝♦♥✢✐❝t ♦♥
❛ s✐♥❣❧❡ t✲♦❜❥❡❝t✳ ❆ ♠✈✲♣❡r♠✐ss✐✈❡ ❚▼ ❛❧❧♦✇s ❜♦t❤ Ti ❛♥❞ Tj t♦ ❜❡ ❛❜♦rt❡❞✱ ❜✉t str♦♥❣ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss
❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ Ti ♦r Tj ✐s ♥♦t ❛❜♦rt❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

✷✳✹ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥❧② s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ❛❜♦rt❡❞✱
❜✉t ❞♦❡s ♥♦t s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ✐t ♠✉st ❝♦♠♠✐t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❖❋ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss
❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❡s t❤❛t ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ♠❛② ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲
❢r❡❡ ❢♦r T ✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t T ✐s ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ ❛ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✐♥
❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❛ ♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♠✉st st✐♣✉❧❛t❡ ❛ ❧✐✈❡♥❡ss ❬✶✵✱ ✾✼❪ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾ ✭❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✮✳ ❆ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ♣r♦✈✐❞❡s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss
✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M ✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk t❤❛t r✉♥s t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡
✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ opk ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r E✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r opk
❝♦♥t❛✐♥s ❛ r❡s♣♦♥s❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✵ ✭■♥t❡r✈❛❧ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ✭■❈❋✮ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✮✳ ❆ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥✲
t❡r✈❛❧ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ✭■❈❋✮ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❛❢t❡r E ✐s q✉✐❡s❝❡♥t✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk t❤❛t ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ opk ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❛❢t❡r E✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r opk ❝♦♥t❛✐♥s ❛ r❡s♣♦♥s❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶ ✭❙t❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✮✳ ❆ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ♣r♦✈✐❞❡s st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✲
❧✐✈❡♥❡ss ✐❢ ✐♥ ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✱ ❡❛❝❤ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡t✉r♥s ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❛t ♥♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ st♦♣s ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ❜❡❢♦r❡ r❡t✉r♥✐♥❣✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✷ ✭❖❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ✭❖❋✮ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✮✳ ❆ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ♣r♦✈✐❞❡s ♦❜str✉❝t✐♦♥✲
❢r❡❡ ✭❖❋✮ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M ✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk t❤❛t ❛♣♣❧✐❡s t❤❡
✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ opk ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r E✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r opk
❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡✳

✷✼



❈❤❛♣t❡r ✷ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r② ♠♦❞❡❧

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✸ ✭❲❛✐t✲❢r❡❡ ✭❲❋✮ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✮✳ ❆ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ♣r♦✈✐❞❡s ✇❛✐t✲❢r❡❡ ✭❲❋✮
❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ✐❢ ✐♥ ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✱ ❡✈❡r② t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❛ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts
st❡♣s✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✿

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✼✳ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ≪ ■❈❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ≪ ❖❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ≪ ❲❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss
❛♥❞ ❙t❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ≪ ❲❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✳

❙✐♥❝❡ ■❈❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❛ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❛ r❡s♣♦♥s❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦t❤❡r ❝♦♥❝✉rr❡♥t
t✲♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✽✳ ■❈❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ≪ ❙t❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❖❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✳✾✳ ❙t❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss 6≪ ❖❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❖❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss 6≪ ❙t❛r✈❛t✐♦♥✲
❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ opk ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✇✐t❤ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ opm✿
opk ♠✉st r❡t✉r♥ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts st❡♣s✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡♥s✉r❡❞
❜② st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ✭opm ♠❛② ❜❡ ❞❡❧❛②❡❞ ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧②✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✇❤❡r❡
t✇♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s opk ❛♥❞ opk ❡♥❝♦✉♥t❡r st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✱ ❜✉t ♥❡✐t❤❡r st❛❧❧s ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧②✱ ❜♦t❤
♠✉st r❡t✉r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡s✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② ❖❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✳

✷✳✺ ■♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s t❤❛t ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛ r❡❛❞✐♥❣ tr❛♥s✲
❛❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛✉s❡ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t♦ ❛❜♦rt✳ ❙✐♥❝❡ ♠♦st ❚▼ ✇♦r❦❧♦❞s ❛r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡
r❡❛❞✲❞♦♠✐♥❛t❡❞✱ t❤✐s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❚▼ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❬✷✹✱ ✻✸❪✳

■♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ✐♥ ❛ ❚▼ ✉s✐♥❣ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✱ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t r❡✈❡❛❧ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t ✐ts r❡❛❞ s❡t t♦ ♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ❛♥❞ s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ✇✐t❤ ❛
♥♦♥✲❡♠♣t② r❡❛❞ s❡t✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦t❤❡r t❤❛♥ Tk ❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ E ❢r♦♠ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ Tk✬s
r❡❛❞ s❡t ✐s ❡♠♣t②✳ ❚❤✐s ♣r❡✈❡♥ts ❚▼s ❢r♦♠ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞✉r✐♥❣ t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞
❢r♦♠ ❛♥♥♦✉♥❝✐♥❣ r❡❛❞ s❡ts ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ tr②❈♦♠♠✐t✳ ▼♦st ♣♦♣✉❧❛r ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❧✐❦❡
❚▲✷ ❬✸✽❪ ❛♥❞ ◆❖r❡❝ ❬✸✺❪ s❛t✐s❢② t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✹ ✭■♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ❬✷✷❪✮✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ✉s❡s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ✐❢ ❢♦r
❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M ✿

• ❢♦r ❡✈❡r② r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ txns(E)✱ ♥♦ ❡✈❡♥t ♦❢ E|k ✐s ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ✐♥ E✱

• ❢♦r ❡✈❡r② ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ txns(E)❀ ❘s❡tE(Tk) 6= ∅✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E′ ♦❢ M
s✉❝❤ t❤❛t

✕ ❘s❡tE′(Tk) = ∅✱

✕ txns(E) = txns(E′) ❛♥❞ ∀Tm ∈ txns(E) \ {Tk}✿ E|m = E′|m

✕ ❢♦r ❛♥② t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ti, Tj ∈ txns(E)✱ ✐❢ t❤❡ ❧❛st ❡✈❡♥t ♦❢ Ti ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ✜rst ❡✈❡♥t ♦❢
Tj ✐♥ E✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧❛st ❡✈❡♥t ♦❢ Ti ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ✜rst ❡✈❡♥t ♦❢ Tj ✐♥ E′✳

❲❡❛❦ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s t❤❛t ♣r❡✈❡♥ts t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
❢r♦♠ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡❛❦
r❡❛❞ ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛❧❧♦✇s t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T t♦ ❜❡ ✏✈✐s✐❜❧❡✑✱ ✐✳❡✳✱ ✇r✐t❡ t♦ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✱
♦♥❧② ✐❢ T ✐s ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳
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✷✳✻ ❉✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✭❉❆P✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✺ ✭❲❡❛❦ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✮✳ ❋♦r ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ❛♥❞ ❛♥② t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ πk ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② s♦♠❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ txns(E)✱ ❧❡t E|πk ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ E r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❡✈❡♥ts ♦❢ πk ✐♥ E✳

❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M s❛t✐s✜❡s ✇❡❛❦ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ✐❢ ❢♦r ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M ❛♥❞
❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ txns(E)❀ ❘s❡t(Tk) 6= ∅ t❤❛t ✐s ♥♦t ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✇✐t❤ ❛♥② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tm ∈ txns(E)✱
E|πk ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ πk ✐s ❛♥② t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② Tk ✐♥ E✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❉❙❚▼ ❬✼✼❪ s❛t✐s✜❡s ✇❡❛❦ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥✈✐s✐❜❧❡
r❡❛❞s✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❞❡♣✐❝ts ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉❙❚▼ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✇❡❛❦
✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✱ ❜✉t ♥♦t t❤❡ str♦♥❣❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✳

✷✳✻ ❉✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✭❉❆P✮

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✭❉❆P✮ ❬✽✹❪ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ ❚▼ ❝♦♥t❡①t s✐♥❝❡
✐t ❛❧❧♦✇s t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛❝❝❡ss✐♥❣ ✉♥r❡❧❛t❡❞ t✲♦❜❥❡❝ts t♦ ❡①❡❝✉t❡ ✇✐t❤♦✉t ♠❡♠♦r② ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❉❆P ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳

❙tr✐❝t ❞❛t❛✲♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳ ▲❡t E|X ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ❞❡r✐✈❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ❛❧❧
❡✈❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t✲♦❜❥❡❝t X✳ ❆ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ✐s str✐❝t ❞❛t❛✲♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❬✻✷❪✱ ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r②
t✲♦❜❥❡❝t X✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t ♦❢ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts BaseM (X) s✉❝❤ t❤❛t

• ❢♦r ❛♥② t✇♦ t✲♦❜❥❡❝ts X1, X2❀ BaseM (X1) ∩ BaseM (X2) = ∅✱

• ❢♦r ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M ❛♥❞ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ∈ txns(E)✱ ❡✈❡r② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② T
✐♥ E ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ BaseM (X) ❢♦r s♦♠❡ X ∈ ❉s❡t(T )

• ❢♦r ❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s E ❛♥❞ E′ ♦❢ M ✱ ✐❢ E|X = E|X ❢♦r s♦♠❡ t✲♦❜❥❡❝t X✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❛❢t❡r E ❛♥❞ E′ ♦♥❧② ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ BaseM (X)✳

❙tr✐❝t ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❆ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ✐s str✐❝t❧② ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭str✐❝t
❉❆P✮ ✐❢✱ ❢♦r ❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s E ♦❢ M ✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ti ❛♥❞ Tj t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ E✱ Ti ❛♥❞ Tj

❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ E ♦♥❧② ✐❢ ❉s❡t(Ti) ∩❉s❡t(Tj) 6= ∅ ❬✻✷❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❙tr✐❝t ❉❆P ≪ ❙tr✐❝t ❞❛t❛✲♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t M ❜❡ ❛♥② str✐❝t ❞❛t❛✲♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ M ✐s ❛❧s♦ str✐❝t ❉❆P✳ ■♥❞❡❡❞✱
s✐♥❝❡ ❛♥② t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛❝❝❡ss✐♥❣ ♠✉t✉❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t ❞❛t❛ s❡ts ✐♥ ❛ str✐❝t ❞❛t❛✲♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❛❝❝❡ss ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M ✱ E ❛❧s♦ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛♥② t✇♦
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ E ♦♥❧② ✐❢ t❤❡② ❛❝❝❡ss ❛ ❝♦♠♠♦♥ t✲♦❜❥❡❝t✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ ❛ str✐❝t ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t♦♥ M t❤❛t ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t✇♦ tr❛♥s✲
❛❝t✐♦♥s T1 ❛♥❞ T2 t❤❛t ❛❝❝❡ss ❞✐s❥♦✐♥t ❞❛t❛ s❡ts ✐♥ E✳ ❆ str✐❝t ❞❛t❛✲♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
✇♦✉❧❞ ♣r❡❝❧✉❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T1 ❛♥❞ T2 ❢r♦♠ ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✱ ❜✉t ❛ str✐❝t ❉❆P ❚▼
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡❝❧✉❞❡ t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✳

❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ t✇♦ r❡❧❛①❛t✐♦♥s ♦❢ str✐❝t ❉❆P✳ ❋♦r t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛
❝♦♥✢✐❝t ❣r❛♣❤ ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t✲♦❜❥❡❝ts ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳

❘❡❛❞✲✇r✐t❡ ✭❘❲✮ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ r❡❛❞✲✇r✐t❡ ✭❘❲✮ ❉❆P ♠❡❛♥s t❤❛t t✇♦
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ♦♥❧② ✐❢ t❤❡✐r ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t
❣r❛♣❤✱ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ✇r✐t❡✲s❡t ♦✈❡r❧❛♣s ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② τE(Ti, Tj)✱ t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✭Ti ❛♥❞ Tj ✐♥❝❧✉❞❡❞✮ t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
♦❢ Ti ❛♥❞ Tj ✐♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E✳

▲❡t G̃(Ti, Tj , E) ❜❡ ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✇❤♦s❡ ✈❡rt❡① s❡t ✐s
⋃

T∈τE(Ti,Tj)

❉s❡t(T ) ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡

❜❡t✇❡❡♥ t✲♦❜❥❡❝ts X ❛♥❞ Y ✐✛ t❤❡r❡ ❡①✐sts T ∈ τE(Ti, Tj) s✉❝❤ t❤❛t {X,Y } ∈ ❲s❡t(T )✳ ❲❡ s❛② t❤❛t

✷✾



❈❤❛♣t❡r ✷ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r② ♠♦❞❡❧

Ti ❛♥❞ Tj ❛r❡ r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ✐♥ E ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ t✲♦❜❥❡❝t ✐♥ ❉s❡t(Ti) ❛♥❞ ❛
t✲♦❜❥❡❝t ✐♥ ❉s❡t(Tj) ✐♥ G̃(Ti, Tj , E)✳ ❆ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ✐s r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭❘❲
❉❆P✮ ✐❢✱ ❢♦r ❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s E ♦❢ M ✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ti ❛♥❞ Tj ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ E ♦♥❧②
✐❢ Ti ❛♥❞ Tj ❛r❡ ♥♦t r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ✐♥ E ♦r t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t✲♦❜❥❡❝t X ∈ ❉s❡t(Ti)∩❉s❡t(Tj)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❘❲ ❉❆P ≪ ❙tr✐❝t ❉❆P✳

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t❤❛t ❡✈❡r② str✐❝t ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s ❘❲
❉❆P✳

❇✉t t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ♥♦t tr✉❡ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❘❲ ❛♥❞
✇❡❛❦ ❉❆P✱ ❜✉t ♥♦t str✐❝t ❉❆P✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ ❛ ✇❡❛❦ ❉❆P ♦r ❘❲ ❉❆P ❚▼
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t♦♥ M t❤❛t ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ t✲✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0 t❤❛t ❛❝❝❡ss❡s t✲♦❜❥❡❝ts
X ❛♥❞ Y ✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T1 ❛♥❞ T2 ✇❤✐❝❤ ❛❝❝❡ss X
❛♥❞ Y r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s T1 ❛♥❞ T2 ♠❛② ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥
X ❛♥❞ Y ✐♥ G(T1, T2, E)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ str✐❝t ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♣r❡❝❧✉❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T1

❛♥❞ T2 ❢r♦♠ ❝♦♥t❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t s✐♥❝❡ ❉s❡t(T1) ∩❉s❡t(T2) = ∅ ✐♥ E✳

❲❡❛❦ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡❛❦ ❉❆P ♠❡❛♥s t❤❛t t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❝♦♥❝✉r✲
r❡♥t❧② ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ♦♥❧② ✐❢ t❤❡✐r ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ❣r❛♣❤✱
❝❛♣t✉r✐♥❣ ❞❛t❛✲s❡t ♦✈❡r❧❛♣s ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳

▲❡t G(Ti, Tj , E) ❜❡ ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✇❤♦s❡ ✈❡rt❡① s❡t ✐s
⋃

T∈τE(Ti,Tj)

❉s❡t(T ) ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡

❜❡t✇❡❡♥ t✲♦❜❥❡❝ts X ❛♥❞ Y ✐✛ t❤❡r❡ ❡①✐sts T ∈ τE(Ti, Tj) s✉❝❤ t❤❛t {X,Y } ∈ ❉s❡t(T )✳ ❲❡ s❛② t❤❛t
Ti ❛♥❞ Tj ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ✐♥ E ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ t✲♦❜❥❡❝t ✐♥ ❉s❡t(Ti) ❛♥❞ ❛ t✲♦❜❥❡❝t ✐♥
❉s❡t(Tj) ✐♥ G(Ti, Tj , E)✳ ❆ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ✐s ✇❡❛❦ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭✇❡❛❦ ❉❆P✮ ✐❢✱ ❢♦r ❛❧❧
❡①❡❝✉t✐♦♥s E ♦❢ M ✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ti ❛♥❞ Tj ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ E ♦♥❧② ✐❢ Ti

❛♥❞ Tj ❛r❡ ♥♦t ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ✐♥ E ♦r t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t✲♦❜❥❡❝t X ∈ ❉s❡t(Ti) ∩❉s❡t(Tj) ❬✷✸✱ ✶✵✼❪✳

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧❡♠♠❛✱ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❬✷✸❪✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✇❡❛❦ ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣r♦♦❢s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❧❡♠♠❛ st❛t❡s t❤❛t✱ t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲
❛❝❝❡ss ❛♥❞ r✉♥♥✐♥❣ ♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❡❛❦ ❉❆P ❚▼ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡
❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✵✳ ▲❡t M ❜❡ ❛♥② ✇❡❛❦ ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡t α · ρ1 · ρ2 ❜❡ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M
✇❤❡r❡ ρ1 ✭r❡s♣✳✱ ρ2✮ ✐s t❤❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T1 6∈ txns(α) ✭r❡s♣✳✱
T2 6∈ txns(α)✮ ❛♥❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T1✱ T2 ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ✐♥ α · ρ1 · ρ2✳ ❚❤❡♥✱ T1 ❛♥❞ T2 ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞
♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ α · ρ1 · ρ2✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡✱ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t T1 ❛♥❞ T2 ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ α · ρ1 · ρ2✳

■❢ ✐♥ ρ1✱ T1 ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t ♦♥ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝♦♥t❡♥❞✱ ❧❡t e1 ❜❡ t❤❡ ❧❛st ❡✈❡♥t ✐♥
ρ1 ✐♥ ✇❤✐❝❤ T1 ♣❡r❢♦r♠s s✉❝❤ ❛♥ ❡✈❡♥t t♦ s♦♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b ❛♥❞ e2✱ t❤❡ ✜rst ❡✈❡♥t ✐♥ ρ2 t❤❛t ❛❝❝❡ss❡s b✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ T1 ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠s tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥ts ✐♥ ρ1 t♦ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ❝♦♥t❡♥❞s ✇✐t❤ T2 ✐♥ α ·ρ1 ·ρ2✿
❧❡t e2 ❜❡ t❤❡ ✜rst ❡✈❡♥t ✐♥ ρ2 ✐♥ ✇❤✐❝❤ ρ2 ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t t♦ s♦♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b ♦♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡② ❝♦♥t❡♥❞ ❛♥❞ e1✱ t❤❡ ❧❛st ❡✈❡♥t ♦❢ ρ1 ✐♥ T1 t❤❛t ❛❝❝❡ss❡s b✳

▲❡t ρ′1 ✭❛♥❞ r❡s♣✳ ρ′2✮ ❜❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣r❡✜① ♦❢ ρ1 ✭❛♥❞ r❡s♣✳ ρ2✮ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ e1 ✭❛♥❞ r❡s♣✳ e2✮✳
❙✐♥❝❡ ❜❡❢♦r❡ ❛❝❝❡ss✐♥❣ b✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❢♦r T1✱ α · ρ′1 · ρ

′
2 ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✳ ❇②

❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ✐♥ α · ρ′1 · ρ′2 ❛♥❞ α · ρ1 · ρ′2 ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ T2 ❢r♦♠
α ·ρ′1 ·ρ

′
2✳ ❍❡♥❝❡✱ T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ ♣♦✐s❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ❝♦♥t❡♥❞✐♥❣ ❡✈❡♥ts e1 ❛♥❞ e2 ♦♥ b ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r

α · ρ′1 · ρ
′
2✖❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ T1 ❛♥❞ T2 ❝❛♥♥♦t ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳

❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡❛❦ ❉❆P ✐s ❛ ✇❡❛❦❡r ♣r♦♣❡rt② t❤❛♥ ❘❲ ❉❆P✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❲❡❛❦ ❉❆P ≪ ❘❲ ❉❆P✳

✸✵



✷✳✼ ❚▼ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♠❡tr✐❝s

Pr♦♦❢✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❡✈❡r② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❘❲ ❉❆P ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s ✇❡❛❦ ❉❆P s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t
❣r❛♣❤ G̃(Ti, Tj , E) ✭❢♦r ❘❲ ❉❆P✮ ✐s ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ G(Ti, Tj , E) ✭❢♦r ✇❡❛❦ ❉❆P✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ♥♦t tr✉❡ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ✇❡❛❦
❉❆P✱ ❜✉t ♥♦t ❘❲ ❉❆P✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ ❛ ✇❡❛❦ ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t♦♥ M
t❤❛t ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ t✲✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0 t❤❛t r❡❛❞s X ❛♥❞ ✇r✐t❡s t♦ Y ✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② t❤❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T1 ❛♥❞ T2 ✇❤✐❝❤ ✇r✐t❡ t♦ X ❛♥❞ r❡❛❞ Y
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s T1 ❛♥❞ T2 ♠❛② ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ X ❛♥❞
Y ✐♥ G(T1, T2, E)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❘❲ ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♣r❡❝❧✉❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T1 ❛♥❞ T2 ❢r♦♠
❝♦♥t❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✿ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✲♦❜❥❡❝ts X ❛♥❞ Y ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❝♦♥✢✐❝t ❣r❛♣❤ G̃(T1, T2, E) ❜❡❝❛✉s❡ X ❛♥❞ Y ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇r✐t❡ s❡t ♦❢ T0✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✐♠♣❧②✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✶✳ ❲❡❛❦ ❉❆P ≪ ❘❲ ❉❆P ≪ ❙tr✐❝t ❉❆P ≪ ❙tr✐❝t ❞❛t❛✲♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳

✷✳✼ ❚▼ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♠❡tr✐❝s

❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❚▼ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♠❡tr✐❝s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✳

❙t❡♣ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤❡ st❡♣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♠❡tr✐❝✱ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥ts t❤❛t ❛ ♣r♦❝❡ss ♣❡r❢♦r♠s
♦♥ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✱ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❘❆❲✴❆❲❆❘ ♣❛tt❡r♥s✳ ❆tt✐②❛ ❡t ❛❧✳ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t✇♦ ❝♦♠♠♦♥ ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t
❢r❡q✉❡♥t❧② ❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿ r❡❛❞✲❛❢t❡r✲✇r✐t❡ ✭❘❆❲✮ ♦r ❛t♦♠✐❝ ✇r✐t❡✲❛❢t❡r✲
r❡❛❞ ✭❆❲❆❘✮ ❬✶✻✱ ✶✵✵❪ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❘❆❲✴❆❲❆❘✲❢r❡❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢
❛ ✇✐❞❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❞❛t❛ t②♣❡s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ s❡ts✱ q✉❡✉❡s ❛♥❞ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡ ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥✳

◆♦t❡ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❈P❯ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❛t♦♠✐❝❛❧❧②✿ ❡✈❡r② ✏r❡❛❞✑ ♦❢ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✏❧❛t❡st ✇r✐t❡✑ t♦ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❈P❯ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✬s ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧ ❬✸❪ t❤❛t s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❈P❯ ✐♥str✉❝t✐♦♥s
✐s r❡❧❛①❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❛ str✐❝t ♦r❞❡r ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❘❆❲
✭r❡❛❞✲❛❢t❡r✲✇r✐t❡✮ ♦r ❆❲❆❘ ✭❛t♦♠✐❝✲✇r✐t❡✲❛❢t❡r✲r❡❛❞✮ ♣❛tt❡r♥s ❬✶✻❪ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✏❡①♣❡♥s✐✈❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✑✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦st❧② ♠❡♠♦r② ❜❛rr✐❡rs ♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❬✸❪ ✐♥❝✉rr❡❞ ❜②
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❧❛①❡❞ ❈P❯ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♠❡tr✐❝ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t
t❤❛♥ s✐♠♣❧② ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❝❡ss✱ ❛s ✐t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❝❛❝❤❡✲
❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦r ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❝♦♠♣❛r❡✲❛♥❞✲s✇❛♣✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦♥ ♠❡♠♦r② ❢❡♥❝❡s ❛♥❞
t❤❡ ❘❆❲✴❆❲❆❘ ♠❡tr✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✵✵❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✻ ✭❘❡❛❞✲❛❢t❡r✲✇r✐t❡ ♠❡tr✐❝✮✳ ❆ ❘❆❲ ✭r❡❛❞✲❛❢t❡r✲✇r✐t❡✮ ♣❛tt❡r♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ tr❛♥s❛❝✲
t✐♦♥ Tk ✐♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π ✐s ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐ts ❡✈❡♥ts e ❛♥❞ e′✱ s✉❝❤ t❤❛t✿ ✭✶✮ e ✐s ❛ ✇r✐t❡ t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b
❜② Tk✱ ✭✷✮ e′ ✐s ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t r❡❛❞ ♦❢ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b′ 6= b ❜② Tk✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ♥♦ ❡✈❡♥t ♦♥ b ❜② Tk t❛❦❡s ♣❧❛❝❡
❜❡t✇❡❡♥ e ❛♥❞ e′✳

■♥ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ♦♥❧② ✇✐t❤ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❘❆❲s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ r❡❛❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♦♥❡ ❘❆❲
♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ✇r✐t❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r ❘❆❲✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✼ ✭❆t♦♠✐❝ ✇r✐t❡✲❛❢t❡r✲r❡❛❞ ♠❡tr✐❝✮✳ ❆♥ ❆❲❆❘ ✭❛t♦♠✐❝✲✇r✐t❡✲❛❢t❡r✲r❡❛❞✮ ♣❛tt❡r♥ e ✐♥ ❛♥
❡①❡❝✉t✐♦♥ π · e ✐s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ r♠✇ ❡✈❡♥t ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t b ✇❤✐❝❤ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ b ✭r❡s✉❧t✐♥❣
❛❢t❡r π✮ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡s b ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π ·e ✇❤❡r❡ e ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛r❡✲❛♥❞✲s✇❛♣ r♠✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡
t❤❛t r❡t✉r♥s true✳

❙t❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ st❛❧❧ ♠❡tr✐❝ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❛ ♣r♦❝❡ss ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ t♦
s♣❡♥❞ ❜❡❢♦r❡ ✐t ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦♥ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t
tr② t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧②✳

✸✶



❈❤❛♣t❡r ✷ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r② ♠♦❞❡❧

▲❡t M ❜❡ ❛♥② ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡t e ❜❡ ❛♥ ❡✈❡♥t ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss p t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b ❛s ✐t
♣❡r❢♦r♠s ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M ✳ ▲❡t E = α · e1 · · · em · e · β ❜❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
M ✱ ✇❤❡r❡ α ❛♥❞ β ❛r❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥ts ❛♥❞ e1 · · · em ✐s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ m ≥ 1 ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥ts ❜② ❞✐st✐♥❝t ❞✐st✐♥❝t ♣r♦❝❡ss❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ p t❤❛t ❛❝❝❡ss b✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ s❛② t❤❛t T ✐♥❝✉rs
m ♠❡♠♦r② st❛❧❧s ✐♥ E ♦♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ e✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♠♦r② st❛❧❧s ✐♥❝✉rr❡❞ ❜② T ✐♥ E ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢
♠❡♠♦r② st❛❧❧s ✐♥❝✉rr❡❞ ❜② ❛❧❧ ❡✈❡♥ts ♦❢ T ✐♥ E ❬✶✺✱ ✹✺❪✳

■♥ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❦✲st❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✺✱ ✹✺❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✽✳ ❆♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α · σ1 · · ·σi ✐s ❛ k✲st❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢♦r t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ op ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss
p ✐❢

• α ✐s p✲❢r❡❡✱

• t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts b1, . . . , bi ❛♥❞ ❞✐s❥♦✐♥t s❡ts ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s S1, . . . , Si ✇❤♦s❡ ✉♥✐♦♥ ❞♦❡s
♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ p ❛♥❞ ❤❛s ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② k s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r j = 1, . . . i✱

✕ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ✐♥ Sj ❤❛s ❛♥ ❡♥❛❜❧❡❞ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t ❛❜♦✉t t♦ ❛❝❝❡ss ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t bj ❛❢t❡r α✱ ❛♥❞

✕ ✐♥ σj✱ p ❛♣♣❧✐❡s ❡✈❡♥ts ❜② ✐ts❡❧❢ ✉♥t✐❧ ✐t ✐s t❤❡ ✜rst ❛❜♦✉t t♦ ❛♣♣❧② ❛♥ ❡✈❡♥t t♦ bj✱ t❤❡♥ ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ Sj ❛♣♣❧✐❡s ❛♥ ❡✈❡♥t t❤❛t ❛❝❝❡ss❡s bj✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ p ❛♣♣❧✐❡s ❛♥ ❡✈❡♥t t❤❛t
❛❝❝❡ss❡s bj✱

• p ✐♥✈♦❦❡s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ op ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t σ1 · · ·σi

• σ1 · · ·σi ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❡✈❡♥ts ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ♥♦t ✐♥ ({p} ∪ S1 ∪ · · · ∪ Si)

• ✐♥ ❡✈❡r② ({p}∪S1∪· · ·∪Si)✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t t❤❛t ❡①t❡♥❞s α✱ ♥♦ ♣r♦❝❡ss ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧
❡✈❡♥t t♦ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❛❝❝❡ss❡❞ ✐♥ σ1 · · ·σi✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ ❛ k✲st❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ❢♦r t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ op✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♠♦r② st❛❧❧s ✐♥❝✉rr❡❞ ❜② op ✐♥
E ✐s k✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ ✉s❡ ✐♥ ♦✉r ♣r♦♦❢s✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✷✳ ▲❡t α · σ1 · · ·σi ❜❡ ❛ k✲st❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢♦r t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ op ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss p✳ ❚❤❡♥✱
α · σ1 · · ·σi ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ p ❢r♦♠ ❛ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❬✶✺❪✳

❘❡♠♦t❡ ♠❡♠♦r② r❡❢❡r❡♥❝❡s✭❘▼❘✮ ❬✷✶❪✳ ▼♦❞❡r♥ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❈P❯ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❡♠♣❧♦② ❛
♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤② ❬✼✶❪✿ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ♠❡♠♦r② ❞❡✈✐❝❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦sts✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡
♠❡♠♦r② ✐s ❧♦❝❛❧ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✐s r❡♠♦t❡✳ ❆❝❝❡ss❡s t♦ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s
✭✐✳❡✳ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✮ t❤❛t ❛r❡ r❡♠♦t❡ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛ ❧♦❝❛❧
❛❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②
♠♦❞❡❧ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♠♦t❡ ♠❡♠♦r② r❡❢❡r❡♥❝❡s ♠❛❞❡ t♦ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ❬✶✸❪✳

■♥ t❤❡ ❝❛❝❤❡✲❝♦❤❡r❡♥t ✭❈❈✮ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✱ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ♠❛✐♥t❛✐♥s ❧♦❝❛❧ ❝♦♣✐❡s ♦❢ s❤❛r❡❞ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts
✐♥s✐❞❡ ✐ts ❝❛❝❤❡✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❜② ❛ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛♥ ❛❝❝❡ss
t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b ✐s r❡♠♦t❡ t♦ ❛ ♣r♦❝❡ss p ❛♥❞ ❝❛✉s❡s ❛ r❡♠♦t❡ ♠❡♠♦r② r❡❢❡r❡♥❝❡ ✭❘▼❘✮ ✐❢ p✬s ❝❛❝❤❡
❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝❛❝❤❡❞ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ✐s ♦✉t ♦❢ ❞❛t❡ ♦r ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❛❝❝❡ss ✐s ❧♦❝❛❧✳

■♥ t❤❡ ✇r✐t❡✲t❤r♦✉❣❤ ✭❈❈✮ ♣r♦t♦❝♦❧✱ t♦ r❡❛❞ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b✱ ♣r♦❝❡ss p ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ❝❛❝❤❡❞ ❝♦♣② ♦❢ b t❤❛t
❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡❞ s✐♥❝❡ ✐ts ♣r❡✈✐♦✉s r❡❛❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ p ✐♥❝✉rs ❛ ❘▼❘✳ ❚♦ ✇r✐t❡ t♦ b✱ p ❝❛✉s❡s ❛
❘▼❘ t❤❛t ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡s ❛❧❧ ❝❛❝❤❡❞ ❝♦♣✐❡s ♦❢ b ❛♥❞ ✇r✐t❡s t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✳

■♥ t❤❡ ✇r✐t❡✲❜❛❝❦ ✭❈❈✮ ♣r♦t♦❝♦❧✱ p r❡❛❞s ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b ✇✐t❤♦✉t ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ❘▼❘ ✐❢ ✐t ❤♦❧❞s ❛ ❝❛❝❤❡❞
❝♦♣② ♦❢ b ✐♥ s❤❛r❡❞ ♦r ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♠♦❞❡❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❛❝❝❡ss ♦❢ b ❝❛✉s❡s ❛ ❘▼❘ t❤❛t ✭✶✮ ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡s ❛❧❧
❝♦♣✐❡s ♦❢ b ❤❡❧❞ ✐♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣ b ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✱ ✭✷✮ ❝r❡❛t❡s ❛ ❝❛❝❤❡❞ ❝♦♣② ♦❢
b ✐♥ s❤❛r❡❞ ♠♦❞❡✳ Pr♦❝❡ss p ❝❛♥ ✇r✐t❡ t♦ b ✇✐t❤♦✉t ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ❘▼❘ ✐❢ ✐t ❤♦❧❞s ❛ ❝♦♣② ♦❢ b ✐♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡
♠♦❞❡❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ p ❝❛✉s❡s ❛ ❘▼❘ t❤❛t ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡s ❛❧❧ ❝❛❝❤❡❞ ❝♦♣✐❡s ♦❢ b ❛♥❞ ❝r❡❛t❡s ❛ ❝❛❝❤❡❞ ❝♦♣② ♦❢ b
✐♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♠♦❞❡✳

■♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ✭❉❙▼✮✱ ❡❛❝❤ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ❢♦r❡✈❡r ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✐t
✐s r❡♠♦t❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❆♥② ❛❝❝❡ss ♦❢ ❛ r❡♠♦t❡ r❡❣✐st❡r ❝❛✉s❡s ❛ ❘▼❘✳

✸✷



3
❙❛❢❡t② ❢♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②

❆rt❤✉r✿ ■❢ ■ ❛s❦❡❞ ②♦✉ ✇❤❡r❡ t❤❡
❤❡❧❧ ✇❡ ✇❡r❡✱ ✇♦✉❧❞ ■ r❡❣r❡t ✐t❄
❋♦r❞✿ ❲❡✬r❡ s❛❢❡✳
❆rt❤✉r✿ ❖❤ ❣♦♦❞✳
❋♦r❞✿ ❲❡✬r❡ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ❣❛❧❧❡②
❝❛❜✐♥ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡s❤✐♣s ♦❢
t❤❡ ❱♦❣♦♥ ❈♦♥str✉❝t♦r ❋❧❡❡t✳
❆rt❤✉r✿ ❆❤✱ t❤✐s ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧②
s♦♠❡ str❛♥❣❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞ s❛❢❡
t❤❛t ■ ✇❛s♥✬t ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛✇❛r❡ ♦❢✳

❉♦✉❣❧❛s ❆❞❛♠s✲❚❤❡ ❍✐t❝❤❤✐❦❡r✬s
●✉✐❞❡ t♦ t❤❡ ●❛❧❛①②

✸✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡s ✇✐t♥❡ss❡❞ ❜② t❤❡ r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥
✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠❛② ❛✛❡❝t t❤❡ ✉s❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ✐ts r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■❢
t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛♥② s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛
❢❛t❛❧ ✐rr❡❝♦✈❡r❛❜❧❡ ❡rr♦r ♦r ❡♥t❡r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❧♦♦♣✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t ❡❛❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❛❜♦rt❡❞ ♦♥❡s ♦❜s❡r✈❡s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t st❛t❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣♦rt ❛♥② ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧
❡①❡❝✉t✐♦♥s✳

❆ st❛t❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ ✐t ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛ s❡r✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ✇✐t♥❡ss ❛ st❛t❡ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦❞❡ ♣✉t ❜② t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t st❛t❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ♥♦t st❛rt❡❞ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣
②❡t ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝s✮✳ ❚❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❞❡s✐r❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠❛② st✐❧❧ ❛❜♦rt ✭❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜② t❤❡ ✉s❡r ♦r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝② r❡❛s♦♥s✮ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ r❡♥❞❡r
t❤❡ r❡❛❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❤✐st♦r✐❡s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐♦♥ ♠✉st ❝♦♥st✐t✉t❡
❛ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt②✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❖✇✐❝❦✐ ❛♥❞ ▲❛♠♣♦rt ❬✶✵✺❪✱ ❆❧♣❡r♥ ❛♥❞ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❬✶✵❪ ❛♥❞ r❡✜♥❡❞ ❜②
▲②♥❝❤ ❬✾✼❪✿ ✐t ♠✉st ❜❡ ♥♦♥✲❡♠♣t②✱ ♣r❡✜①✲❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞✳

✸✸



❈❤❛♣t❡r ✸ ❙❛❢❡t② ❢♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r♠❛❧❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧② t♦ ❛
s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❚▼ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐❛✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✈❡r✐❢② ✐❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❚▼ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s
❛ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt②✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ▲②♥❝❤ ❬✾✼❪✳

❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ♦♣❛❝✐t② ❬✻✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s t❤❡ ✜rst ❚▼ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐✲
t❡r✐♦♥ t❤❛t ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❣r❛s♣ t❤✐s s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r♠❛❧❧②✳ ❖♣❛❝✐t② r❡q✉✐r❡s t❤❡ st❛t❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❛❧❧
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✉♥❝♦♠♠✐tt❡❞ ♦♥❡s✱ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❛ s❡r✐❛❧ ❡①❡✲
❝✉t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ r❡s♣❡❝t t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡
♦r❞❡r ✿ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✭✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡✮ ❛♥♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥ st❛rt❡❞ s❤♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r ✜rst
✐♥ t❤❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♣❛❝✐t② r❡❞✉❝❡s ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❛ ❤✐st♦r② t♦ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ♣r❡✜①❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐s
♣r❡✜①✲❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t ❛ ❤✐st♦r② ✐s ♦♣❛q✉❡✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦
✈❡r✐❢② t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ♣r❡✜①❡s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ s♦♠❡ ❣❧♦❜❛❧ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✐♥t♦ ❛ ❚▼ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❡ s♣❡❝✐❢② ❛ ❣❡♥❡r❛❧
❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❞✉✲♦♣❛❝✐t② ❬✶✼❪✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❡r✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡
♣r♦♣❡rt②✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ❛ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r② ♠✉st ❜❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ t♦t❛❧❧②✲♦r❞❡r❡❞ ❤✐st♦r②✱ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ ♥♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ r❡❛❞s ❢r♦♠ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ♥♦t st❛rt❡❞ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❞✉✲♦♣❛❝✐t② ✐s ♣r❡✜①✲❝❧♦s❡❞✱ t❤❛t ✐s✱ ❡✈❡r② ♣r❡✜① ♦❢ ❛ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r② ✐s ❛❧s♦ ❞✉✲♦♣❛q✉❡✳
❲❡ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t ❡①t❡♥❞✐♥❣ ♦♣❛❝✐t② ✭❛♥❞ ❞✉✲♦♣❛❝✐t②✮ t♦ ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r✐❡s ✐♥ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❛② ✭✐✳❡✳✱
r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r✐❡s s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♣r♦♣❡r s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥s✮✱ ❞♦❡s ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞
♣r♦♣❡rt②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ r❡str✐❝t✐♦♥s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❞✉✲♦♣❛❝✐t② ✐s ❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r②✱ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐t ✐♥✈♦❦❡❞✱ t❤❡
❧✐♠✐t ♦❢ ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡r ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r✐❡s ✐s ❛❧s♦ ❞✉✲♦♣❛q✉❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉♥❞❡r t❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❞✉✲♦♣❛❝✐t② ✐s ❛ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt② ❬✶✵✱ ✾✼✱ ✶✵✺❪✱ ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t
❝♦♠♣❧✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❞✉✲♦♣❛q✉❡✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛❧❧ ✐ts ✜♥✐t❡ ❤✐st♦r✐❡s ❛r❡ ❞✉✲♦♣❛q✉❡✳

❖♥❡ ♠❛② ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ s❛❢❡t② s❡♠❛♥t✐❝s ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❛❧❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡ t❤❡
s❛♠❡ s❡r✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t❤❛t ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥
✇✐t♥❡ss❡s s♦♠❡ ❝♦♥s✐st❡♥t st❛t❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈✐❡✇s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❜♦rt❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s❡r✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛
s❡r✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✇✐t♥❡ss❡s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t st❛t❡✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✏s❛❢❡✑✿
♥♦ r✉♥✲t✐♠❡ ❡rr♦r t❤❛t ❝❛♥♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ s❡r✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❧✐❦❡ ✈✐rt✉❛❧✲
✇♦r❧❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✭❱❲❈✮ ❬✽✸❪ ❛♥❞ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r② ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✶ ✭❚▼❙✶✮❬✹✷❪ ❤❛✈❡ ❛❞♦♣t❡❞ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✏❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡✑ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡ t♦ ❞✉✲♦♣❛❝✐t②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r② ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✷ ✭❚▼❙✷✮ ❬✹✷✱ ✾✺❪✱
✇❤✐❝❤ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❛❝✐t② ❛♥❞ ✈❡r✐❢② ✐❢ ✐t ✐s ❛ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt②✳

❘♦❛❞♠❛♣ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥❞ ❛♣♣❧② ✐t t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❝r✐t❡r✐♦♥s
♦❢ ♦♣❛❝✐t② ❛♥❞ str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✹ ❛♥❞ ✸✳✺ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻ st✉❞✐❡s t✇♦ r❡❧❛①❛t✐♦♥s
♦❢ ♦♣❛❝✐t②✿ ❱❲❈ ❛♥❞ ❚▼❙✶ ❛♥❞ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❛❝✐t②✱ ❚▼❙✷✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✼ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❚▼ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts ♦✉r ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s✳

✸✳✷ ❙❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt✐❡s

❆ ♣r♦♣❡rt② P ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✭tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧✮ ❤✐st♦r✐❡s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt② s❛②s t❤❛t ✏♥♦ ❜❛❞ t❤✐♥❣
❡✈❡r ❤❛♣♣❡♥s✑✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✭▲②♥❝❤ ❬✾✼❪✮✳ ❆ ♣r♦♣❡rt② P ✐s ❛ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt② ✐❢ ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

Pr❡✜①✲❝❧♦s✉r❡✿ ❋♦r ❡✈❡r② ❤✐st♦r② H ∈ P✱ ❡✈❡r② ♣r❡✜① H ′ ♦❢ H ✭ ✐✳❡✳✱ ❡✈❡r② ♣r❡✜① ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❡✈❡♥ts ✐♥ H✮ ✐s ❛❧s♦ ✐♥ P✳

✸✹



✸✳✸ ❖♣❛❝✐t② ❛♥❞ ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡✭❉❯✮ s❡♠❛♥t✐❝s

▲✐♠✐t✲❝❧♦s✉r❡✿ ❋♦r ❡✈❡r② ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❤✐st♦r✐❡s H0, H1, . . . s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② i✱ Hi ∈ P
❛♥❞ Hi ✐s ❛ ♣r❡✜① ♦❢ Hi+1✱ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛❧s♦ ✐♥ P✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❤✐st♦r✐❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ✐s✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♣r❡✜①✲❝❧♦s❡❞✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡✈❡r② ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r② ♦❢ M ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡r✲❡①t❡♥❞✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❤✐st♦r✐❡s
♦❢ M ✳ ❚❤✉s✱ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t M s❛t✐s✜❡s ❛ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt② P ✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧ ✜♥✐t❡ ❤✐st♦r✐❡s
♦❢ M ❛r❡ ✐♥ P ✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧✐♠✐t✲❝❧♦s✉r❡ ♦❢ P t❤❡♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡✈❡r② ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r② ♦❢ M ✐s ❛❧s♦ ✐♥ P ✳

✸✳✸ ❖♣❛❝✐t② ❛♥❞ ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡✭❉❯✮ s❡♠❛♥t✐❝s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥❞ ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ❚▼ ❝♦rr❡❝t♥❡ss
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❛❝✐t② ❬✻✷❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✭●✉❡rr❛♦✉✐ ❛♥❞ ❑❛♣❛❧❦❛ ❬✻✷❪✮✳ ❆ ✜♥✐t❡ ❤✐st♦r② H ✐s ✜♥❛❧✲st❛t❡ ♦♣❛q✉❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❡❣❛❧
t✲❝♦♠♣❧❡t❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② S✱ s✉❝❤ t❤❛t

✶✳ ❢♦r ❛♥② t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tk, Tm ∈ t①♥s(H)✱ ✐❢ Tk ≺RT
H Tm✱ t❤❡♥ Tk <S Tm✱ ❛♥❞

✷✳ S ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ H✳

❲❡ s❛② t❤❛t S ✐s ❛ ✜♥❛❧✲st❛t❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ H✳

❋✐♥❛❧✲st❛t❡ ♦♣❛❝✐t② ✐s ♥♦t ♣r❡✜①✲❝❧♦s❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ❞❡♣✐❝ts ❛ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② H t❤❛t ✐s
✜♥❛❧✲st❛t❡ ♦♣❛q✉❡✱ ✇✐t❤ T1 · T2 ❜❡✐♥❣ ❛ ❧❡❣❛❧ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ H✳ ▲❡t H ′ =
✇r✐t❡1(X, 1), r❡❛❞2(X) ❜❡ ❛ ♣r❡✜① ♦❢ H ✐♥ ✇❤✐❝❤ T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ t✲✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ✭i = 1, 2✮
✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ tr②❈i · Ai ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛st ❡✈❡♥t ♦❢ Ti ✐♥ H✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r
T1 · T2 ♥♦r T2 · T1 ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ H ′ ✭✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X ✐s 0✮✳

❆ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❛❧✲st❛t❡ ♦♣❛❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛s ♦♣❛❝✐t② ❬✻✷❪ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✜❧t❡rs ♦✉t ❤✐st♦r✐❡s t❤❛t
❛r❡ ♥♦t ♣r❡✜①✲❝❧♦s❡❞✳

tr②❈
2

R2(X) → 1

tr②❈
1

W1(X, 1)
T1 C1

T2 C2

H ′ H

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❍✐st♦r② H ✐s ✜♥❛❧✲st❛t❡ ♦♣❛q✉❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐ts ♣r❡✜① H ′ ✐s ♥♦t ✜♥❛❧✲st❛t❡ ♦♣❛q✉❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ✭●✉❡rr❛♦✉✐ ❛♥❞ ❑❛♣❛❧❦❛ ❬✻✷❪✮✳ ❆ ❤✐st♦r② H ✐s ♦♣❛q✉❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ ♣r❡✜①
H ′ ♦❢ H ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ H ✐ts❡❧❢ ✐❢ ✐t ✐s ✜♥✐t❡✮ ✐s ✜♥❛❧✲st❛t❡ ♦♣❛q✉❡✳

■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❡❡♥ t❤❛t ♦♣❛❝✐t② ✐s ♣r❡✜①✲ ❛♥❞ ❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞✱ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ✐t ✐s ❛ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt②✳

❲❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❛❝✐t② ✇✐t❤ ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
♣r♦♣❡rt② ✐s ♣r❡✜①✲❝❧♦s❡❞ ❛♥❞✱ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❧✐✈❡♥❡ss r❡str✐❝t✐♦♥s✱ ❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞✳

▲❡t H ❜❡ ❛♥② ❤✐st♦r② ❛♥❞ ❧❡t S ❜❡ ❛ ❧❡❣❛❧ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② t❤❛t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s♦♠❡
❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ H✳ ▲❡t <S ❜❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ S✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹ ✭▲♦❝❛❧ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✮✳ ❋♦r ❛♥② r❡❛❞k(X) t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡t✉r♥ Ak✱ ❧❡t S
k,X ❜❡ t❤❡ ♣r❡✜①

♦❢ S ✉♣ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ r❡❛❞k(X) ❛♥❞ Hk,X ❜❡ t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ H ✉♣ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ r❡❛❞k(X)✳

Sk,X
H ✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞k(X) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ H ❛♥❞ S✱ ✐s t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Sk,X ❞❡r✐✈❡❞ ❜②

r❡♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ Sk,X t❤❡ ❡✈❡♥ts ♦❢ ❛❧❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tm ∈ t①♥s(H) \ {Tk} s✉❝❤ t❤❛t Hk,X ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥
❛♥ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr②❈m()✳

✸✺



❈❤❛♣t❡r ✸ ❙❛❢❡t② ❢♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❞✉✲♦♣❛❝✐t②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺ ✭❉✉✲♦♣❛❝✐t②✮✳ ❆ ❤✐st♦r② H ✐s ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❡❣❛❧ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r②
S s✉❝❤ t❤❛t

✶✳ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ H t❤❛t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ S✱ ❛♥❞

✷✳ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tk, Tm ∈ t①♥s(H)✱ ✐❢ Tk ≺RT
H Tm✱ t❤❡♥ Tk <S Tm✱ ✐✳❡✳✱ S r❡s♣❡❝ts

t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ H✱ ❛♥❞

✸✳ ❡❛❝❤ r❡❛❞k(X) ✐♥ S t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡t✉r♥ Ak ✐s ❧❡❣❛❧ ✐♥ Sk,X
H ✳

❲❡ t❤❡♥ s❛② t❤❛t S ✐s ❛ ✭❞✉✲♦♣❛q✉❡✮ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ H✳

■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ❛ ❤✐st♦r② H ✐s ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❡❣❛❧ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② S t❤❛t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ H✱
r❡s♣❡❝ts t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ H ❛♥❞ ❡✈❡r② t✲r❡❛❞ ✐s ❧❡❣❛❧ ✐♥ ✐ts ❧♦❝❛❧ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ H ❛♥❞ S✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡✢❡❝ts t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✬s ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ✐✳❡✳✱
t❤❡ ❧❡❣❛❧✐t② ♦❢ ❛ t✲r❡❛❞ ✐♥ ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t st❛rt ❝♦♠♠✐tt✐♥❣ ❛❢t❡r t❤❡
r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ t✲r❡❛❞✳

❋♦r ❛♥② ❞✉✲♦♣❛q✉❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ S✱ seq(S) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ S ❛♥❞ seq(S)[k] ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ kth tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡✳

✸✳✹ ❖♥ t❤❡ s❛❢❡t② ♦❢ ❞✉✲♦♣❛❝✐t②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✉✲♦♣❛❝✐t②✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ♣r❡✜①✲❝❧♦s❡❞ ❛♥❞
❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞✳

✸✳✹✳✶ ❉✉✲♦♣❛❝✐t② ✐s ♣r❡✜①✲❝❧♦s❡❞

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✳ ▲❡t H ❜❡ ❛ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r② ❛♥❞ ❧❡t S ❜❡ ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ H✳ ❋♦r ❛♥② i ∈ N✱ t❤❡r❡ ✐s ❛
s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ Si ♦❢ Hi ✭t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ H ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜rst i ❡✈❡♥ts✮✱ s✉❝❤ t❤❛t seq(Si) ✐s ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ seq(S)✳

Pr♦♦❢✳ ●✐✈❡♥ H✱ S ❛♥❞ Hi✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② Si ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✕ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk t❤❛t ✐s t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ Hi✱ Si|k = S|k✳

✕ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk t❤❛t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜✉t ♥♦t t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ Hi✱ Si|k ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ❡✈❡♥ts ✐♥ Hi|k✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② tr②❈k() ·Ak✳

✕ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥✱ opk = r❡❛❞k∨✇r✐t❡k∨ tr②❆k() ✐♥ Hi✱ Si|k
✐s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥ts ✐♥ S|k ✉♣ t♦ t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ opk✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② Ak✳

✕ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ t①♥s(Hi) ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥✱ opk = tr②❈k()✱ S
i|k = S|k✳

❇② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ Si ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❤✐st♦r② ❛♥❞ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ Si

❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ S✳ ❲❡ ♦r❞❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ Si s♦ t❤❛t seq(Si) ✐s ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ seq(S)✳

◆♦t❡ t❤❛t Si ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❡✈❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ H ♦❢ H t❤❛t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ S ❛♥❞
s♦♠❡ ♦t❤❡r ❡✈❡♥ts t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ Si✳ ❙✐♥❝❡ Si ❝♦♥t❛✐♥s ❡✈❡♥ts ❢r♦♠ ❡✈❡r② ❝♦♠♣❧❡t❡ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥
✐♥ Hi ❛♥❞ ♦t❤❡r ❡✈❡♥ts ✐♥❝❧✉❞❡❞ s❛t✐s❢② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ Hi t❤❛t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
Si✳

❲❡ ♥♦✇ ❛r❣✉❡ t❤❛t Si ✐s ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Hi✳ ❋✐rst ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t Si r❡s♣❡❝ts t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r ♦❢
Hi✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ Tj ≺RT

Hi Tk✱ t❤❡♥ Tj ≺RT
H Tk ❛♥❞ Tj <S Tk✳ ❙✐♥❝❡ seq(Si) ✐s ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ seq(S)✱ ✇❡

❤❛✈❡ Tj <Si Tk✳

✸✻



✸✳✹ ❖♥ t❤❡ s❛❢❡t② ♦❢ ❞✉✲♦♣❛❝✐t②

W1(X, 1) tr②❈
1

R2(X) → 1

Ri(X) → 0R3(X) → 0

T1

T2

T3 Ti

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❆♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r② ✐♥ ✇❤✐❝❤ tr②❈1 ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❛♥② t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t✳
❊❛❝❤ ✜♥✐t❡ ♣r❡✜① ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r② ✐s ❞✉✲♦♣❛q✉❡✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❡✈❡r✲❡①t❡♥❞✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❞✉✲♦♣❛q✉❡✳

❚♦ s❤♦✇ t❤❛t Si ✐s ❧❡❣❛❧✱ s✉♣♣♦s❡✱ ❜② ✇❛② ♦❢ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ r❡❛❞k(X) t❤❛t r❡t✉r♥s
v 6= Ak ✐♥ Hi s✉❝❤ t❤❛t v ✐s ♥♦t t❤❡ ❧❛t❡st ✇r✐tt❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X ✐♥ Si✳ ■❢ Tk ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✇r✐t❡k(X, v′)
♣r❡❝❡❞✐♥❣ r❡❛❞k(X) s✉❝❤ t❤❛t v 6= v′ ❛♥❞ v ✐s ♥♦t t❤❡ ❧❛t❡st ✇r✐tt❡♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r r❡❛❞k(X) ✐♥ Si✱ ✐t ✐s ❛❧s♦
♥♦t t❤❡ ❧❛t❡st ✇r✐tt❡♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r r❡❛❞k(X) ✐♥ S✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦♥❧② ❝❛s❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
✐s ✇❤❡♥ r❡❛❞k(X) s❤♦✉❧❞ r❡t✉r♥ ❛ ✈❛❧✉❡ ✇r✐tt❡♥ ❜② ❛♥♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳

❙✐♥❝❡ S ✐s ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ H✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tm t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❧❛st ✇r✐t❡m(X, v)
t❤❛t ♣r❡❝❡❞❡s r❡❛❞k(X) ✐♥ Tk ✐♥ S✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ r❡❛❞k(X) ✐s ❧❡❣❛❧ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞k(X)
✐♥ H ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ S✱ t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ H ✉♣ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ r❡❛❞k(X) ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢
tr②❈m()✳ ❚❤✉s✱ r❡❛❞k(X) 6≺RT

H tr②❈m() ❛♥❞ Tm ∈ t①♥s(Hi)✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ Si✱ Tm ∈ t①♥s(Si) ❛♥❞
Tm ✐s ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ Si✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞✱ t♦✇❛r❞s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t v ✐s ♥♦t t❤❡ ❧❛t❡st ✇r✐tt❡♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r r❡❛❞k(X) ✐♥ Si✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ✇r✐t❡j(X, v′); v′ 6= v ✐♥ Si s✉❝❤ t❤❛t Tm <Si

Tj <Si Tk✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ seq(Si) ✐s ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ seq(S)✳

❚❤✉s✱ Si ✐s ❛ ❧❡❣❛❧ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ Hi✳ ◆♦✇✱ ❜② t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ Si✱ ❢♦r ❡✈❡r② r❡❛❞k(X) t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡t✉r♥ Ak ✐♥ Si✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Sik,X

Hi = Sk,X
H ✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡

tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ❜❡❢♦r❡ Tk ✐♥ Sik,X

Hi ❛r❡ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛ tr②❈ ❡✈❡♥t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ r❡❛❞k(X)

✐♥ H ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ S✳ ❙✐♥❝❡ seq(Si) ✐s ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ seq(S)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Sik,X

Hi = Sk,X
H ✳ ❚❤✉s✱

r❡❛❞k(X) ✐s ❧❡❣❛❧ ✐♥ Sik,X

Hi ✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡✈❡r② ♣r❡✜① ♦❢ ❛ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r② ❤❛s ❛ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✳ ❉✉✲♦♣❛❝✐t② ✐s ❛ ♣r❡✜①✲❝❧♦s❡❞ ♣r♦♣❡rt②✳

✸✳✹✳✷ ❚❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r✐❡s

❲❡ ♦❜s❡r✈❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ❞✉✲♦♣❛❝✐t② ✐s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♥♦t ❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r② t❤❛t
✐s ♥♦t ❞✉✲♦♣❛q✉❡✱ ❜✉t ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ♣r❡✜①❡s ✐s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❉✉✲♦♣❛❝✐t② ✐s ♥♦t ❛ ❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞ ♣r♦♣❡rt②✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t Hj ❞❡♥♦t❡ ❛ ✜♥✐t❡ ♣r❡✜① ♦❢ H ♦❢ ❧❡♥❣t❤ j✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r② H t❤❛t ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢
t❤❡ ❤✐st♦r✐❡s Hj ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✮✿

✕ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ T1 ♣❡r❢♦r♠s ❛ ✇r✐t❡1(X, 1) ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥✈♦❦❡s tr②❈1() t❤❛t ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ H✳

✕ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ T2 ♣❡r❢♦r♠s ❛ r❡❛❞2(X) t❤❛t ♦✈❡r❧❛♣s ✇✐t❤ tr②❈1() ❛♥❞ r❡t✉r♥s 1✳

✕ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ti✱ i ≥ 3✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❛❞i(X) t❤❛t
r❡t✉r♥s 0 s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ Ti ♦✈❡r❧❛♣s ✇✐t❤ ❜♦t❤ T1 ❛♥❞ T2✳

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ j ∈ N✱ Hj ✐s ❛ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r②✳ ❈❧❡❛r❧②✱ H0 ❛♥❞ H1 ❛r❡ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r✐❡s✳
❋♦r ❛❧❧ j > 1✱ ✇❡ ✜rst ❞❡r✐✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ Hj ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✸✼



❈❤❛♣t❡r ✸ ❙❛❢❡t② ❢♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②

✶✳ tr②❈1() ✭✐❢ ✐t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Hj✮ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ C1 ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r ✐ts ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥✱

✷✳ ❢♦r ❛❧❧ i ≥ 2✱ ❛♥② ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❛❞i(X) t❤❛t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Hj ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ Ai ❛♥❞
tr②❈i ·Ai ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r ✐ts ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞

✸✳ ❢♦r ❛❧❧ i ≥ 2 ❛♥❞ ❡✈❡r② ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❛❞j(X) t❤❛t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Hj ✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ tr②❈i ·Ai ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❛❢t❡r t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤✐s r❡❛❞j(X)✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡r✐✈❡ ❛ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② Sj ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ Hj

❢r♦♠ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T3, . . . , Ti, T1, T2 ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡
✐♥ Hj✮✱ ✇❤❡r❡ i ≥ 3✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t Sj s♦ ❞❡r✐✈❡❞ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Hj ✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢H✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ S ❡①✐sts✳ ❙✐♥❝❡ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥
t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s ✐♥ H ♠✉st ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ S✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts n ∈ N s✉❝❤ t❤❛t seq(S)[n] = T1✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛t ✐♥❞❡① n+ 1✱ s❛② Ti ✐♥ seq(S)✳ ❇✉t ❢♦r ❛♥② i ≥ 3✱ Ti ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ T1 ✐♥ ❛♥② s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥
✭❜② ❧❡❣❛❧✐t②✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛❧❧ ✜♥✐t❡ ♣r❡✜①❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r② ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ❛r❡ ❛❧s♦ ♦♣❛q✉❡✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ✇❡
❡①t❡♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❛❝✐t② t♦ ❝♦✈❡r ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r✐❡s ✐♥ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❛②✱ ✐✳ ❡✳✱ ❜② ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥✐♥❣
♦♣❛q✉❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥s ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r✐❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❢♦r ♦♣❛❝✐t②✳

✸✳✹✳✸ ❉✉✲♦♣❛❝✐t② ✐s ❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡ ❤✐st♦r✐❡s

❲❡ s❤♦✇ ♥♦✇ t❤❛t ❞✉✲♦♣❛❝✐t② ✐s ❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞ ✐❢ t❤❡ ♦♥❧② ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r✐❡s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛r❡ t❤♦s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤
❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡t❡s ✭❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t✲❝♦♠♣❧❡t❡s✮✳

❲❡ ✜rst ♣r♦✈❡ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧❡♠♠❛ ♦♥ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ∈ t①♥s(H)✱ t❤❡ ❧✐✈❡
s❡t ♦❢ T ✐♥ H✱ ❞❡♥♦t❡❞ LsetH(T ) ✭T ✐♥❝❧✉❞❡❞✮✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ′ ∈ t①♥s(H)
s✉❝❤ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ❧❛st ❡✈❡♥t ♦❢ T ′ ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ✜rst ❡✈❡♥t ♦❢ T ✐♥ H ♥♦r t❤❡ ❧❛st ❡✈❡♥t ♦❢ T ♣r❡❝❡❞❡s
t❤❡ ✜rst ❡✈❡♥t ♦❢ T ′ ✐♥ H ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ LsetH(T )✳ ❲❡ s❛② t❤❛t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ′ ∈ t①♥s(H) s✉❝❝❡❡❞s t❤❡
❧✐✈❡ s❡t ♦❢ T ❛♥❞ ✇❡ ✇r✐t❡ T ≺LS

H T ′ ✐❢ ✐♥ H✱ ❢♦r ❛❧❧ T ′′ ∈ LsetH(T )✱ T ′′ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ❡✈❡♥t
♦❢ T ′′ ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ✜rst ❡✈❡♥t ♦❢ T ′✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳ ▲❡t H ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r② ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ Tk ∈ t①♥s(H) ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
✐♥ H✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ LsetH(Tk) ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ H✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ S ♦❢ H✱
s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ Tk, Tm ∈ t①♥s(H)✱ ✐❢ Tk ≺LS

H Tm✱ t❤❡♥ Tk <S Tm✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ H ✐s ❞✉✲♦♣❛q✉❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ S̃ ♦❢ H✳

▲❡t S ❜❡ ❛ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② s✉❝❤ t❤❛t t①♥s(S̃) = t①♥s(S)✱ ❛♥❞ ∀ Ti ∈ t①♥s(S̃) : S|i = S̃|i✳ ❲❡
♥♦✇ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t♦ ❞❡r✐✈❡ seq(S) ❢r♦♠ seq(S̃)✳ ■♥✐t✐❛❧❧② seq(S) = seq(S̃)✳
❋♦r ❡❛❝❤ Tk ∈ t①♥s(H)✱ ❧❡t Tℓ ∈ t①♥s(H) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ S̃ s✉❝❤ t❤❛t Tk ≺LS

H Tℓ✳ ■❢
Tℓ <S̃ Tk ✭✐♠♣❧②✐♥❣ Tk ✐s ♥♦t t✲❝♦♠♣❧❡t❡✮✱ t❤❡♥ ♠♦✈❡ Tk t♦ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♣r❡❝❡❞❡ Tℓ ✐♥ seq(S)✳

❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ S ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ S̃ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ Tk, Tm ∈ t①♥s(H)❀ Tk ≺LS
H Tm✱ Tk <S Tm ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t

S ✐s ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ H✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛♥② t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ H✱ ❜✉t ♥♦t t✲❝♦♠♣❧❡t❡
❛r❡ ♥♦t r❡❧❛t❡❞ ❜② r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r ✐♥ H✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ S✱ ❢♦r ❛♥② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ t①♥s(H)✱ t❤❡ s❡t
♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ♣r❡❝❡❞❡ Tk ✐♥ S̃✱ ❜✉t s✉❝❝❡❡❞ Tk ✐♥ S ❛r❡ ♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ Tk ❜② r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r✳ ❙✐♥❝❡
S̃ r❡s♣❡❝ts t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r ✐♥ H✱ t❤✐s ❤♦❧❞s ❛❧s♦ ❢♦r S✳

❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t S ✐s ❧❡❣❛❧✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥② r❡❛❞k(X) ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk t❤❛t r❡t✉r♥s
v ∈ V ✐♥ S ❛♥❞ ❧❡t Tℓ ∈ t①♥s(H) ❜❡ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ S̃ s✉❝❤ t❤❛t Tk ≺LS

H Tℓ✳ ❙✉♣♣♦s❡✱
❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t r❡❛❞k(X) ✐s ♥♦t ❧❡❣❛❧ ✐♥ S✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tm t❤❛t
♣❡r❢♦r♠s ✇r✐t❡m(X, v) ✐♥ S̃ s✉❝❤ t❤❛t Tm = Tℓ ♦r Tℓ <S̃ Tm <S̃ Tk✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❜② ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱
r❡❛❞k(X) ≺RT

H tr②❈ℓ()✳ ❙✐♥❝❡ r❡❛❞k(X) ♠✉st ❜❡ ❧❡❣❛❧ ✐♥ ✐ts ❧♦❝❛❧ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ H ❛♥❞ S̃✱
r❡❛❞k(X) 6≺RT

H tr②❈m()✳ ❚❤✉s✱ Tm ∈ LsetH(Tk)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ Tm 6= Tℓ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ Tm ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❛♥❞
s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♠♠✐ts ✐♥ S̃✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ H ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ❡✈❡♥t ♦❢ Tm ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ✜rst ❡✈❡♥t ♦❢ Tℓ

✐♥ H✱ ✐✳❡✳✱ Tm ≺RT
H Tℓ✳ ❍❡♥❝❡✱ Tℓ ❝❛♥♥♦t ♣r❡❝❡❞❡ Tm ✐♥ S̃✖❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✸✽



✸✳✹ ❖♥ t❤❡ s❛❢❡t② ♦❢ ❞✉✲♦♣❛❝✐t②

❖❜s❡r✈❡ ❛❧s♦ t❤❛t s✐♥❝❡ Tk ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ H ❜✉t ♥♦t t✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ H ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢
tr②❈k()✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❧❡❣❛❧✐t② ♦❢ ❛♥② ♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♠♦✈✐♥❣ Tk t♦ ♣r❡❝❡❞❡ Tℓ ✐♥ S✳ ❚❤✉s✱
S ✐s ❛ ❧❡❣❛❧ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ H✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛r❣✉♠❡♥ts
❛❧s♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡✈❡r② t✲r❡❛❞ ✐♥ S ✐s ❧❡❣❛❧ ✐♥ ✐ts ❧♦❝❛❧ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ H ❛♥❞ S ❛♥❞✱ t❤✉s✱ S
✐s ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ H✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✉s❡s ❑ö♥✐❣✬s P❛t❤ ▲❡♠♠❛ ❬✽✺❪ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t G ♦♥ ❛ r♦♦t❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ❛♥❞
❧❡t v0 ❜❡ t❤❡ r♦♦t ♦❢ G✳ ❲❡ s❛② t❤❛t vk✱ ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ G✱ ✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ v0✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
✈❡rt✐❝❡s v0 . . . , vk s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ i✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ❢r♦♠ vi t♦ vi+1✳ G ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐❢ ❡✈❡r② ✈❡rt❡① ✐♥
G ✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ v0✳ G ✐s ✜♥✐t❡❧② ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ✐❢ ❡✈❡r② ✈❡rt❡① ✐♥ G ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ ♦✉t✲❞❡❣r❡❡✳ G ✐s ✐♥✜♥✐t❡
✐❢ ✐t ❤❛s ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ✈❡rt✐❝❡s✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✹ ✭❑ö♥✐❣✬s P❛t❤ ▲❡♠♠❛ ❬✽✺❪✮✳ ■❢ G ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜♥✐t❡❧② ❜r❛♥❝❤✐♥❣ r♦♦t❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞
❣r❛♣❤✱ t❤❡♥ G ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ✈❡rt✐❝❡s v0, v1, . . .✱ s✉❝❤ t❤❛t v0 ✐s t❤❡ r♦♦t✱ ❛♥❞
❢♦r ❡✈❡r② i ≥ 0✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ❢r♦♠ vi t♦ vi+1✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺✳ ❯♥❞❡r t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❛t ✐♥ ❛♥② ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r② H✱ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ t①♥s(H) ✐s
❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❞✉✲♦♣❛❝✐t② ✐s ❛ ❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞ ♣r♦♣❡rt②✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐t H ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡✈❡r✲❡①t❡♥❞✐♥❣ ❞✉✲♦♣❛q✉❡
❤✐st♦r✐❡s ✐s ❞✉✲♦♣❛q✉❡✳ ❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r✐❡s t♦ ❜❡
H0, H1, . . . Hi, Hi+1, . . . s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ i ∈ N✱ Hi+1 ✐s t❤❡ ♦♥❡✲❡✈❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ Hi✳

❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ r♦♦t❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ GH ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❚❤❡ r♦♦t ✈❡rt❡① ♦❢ GH ✐s (H0, S0) ✇❤❡r❡ S0 ❛♥❞ H0 ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0✳

✷✳ ❊❛❝❤ ♥♦♥✲r♦♦t ✈❡rt❡① ♦❢ GH ✐s ❛ t✉♣❧❡ (Hi, Si)✱ ✇❤❡r❡ Si ✐s ❛ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Hi t❤❛t
s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✿ ❢♦r ❛❧❧ Tk, Tm ∈ t①♥s(H)❀ Tk ≺LS

Hi Tm ✐♠♣❧✐❡s
Tk <Si Tm✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥s ❢♦r ❛♥② Hi✳ ❋♦r s✉❝❝✐♥❝t♥❡ss✱ ✐♥
t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ♣r♦♦❢✱ ✇❤❡♥ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ Si✱ ✐t ✐s ✉♥❞❡rst♦♦❞ t♦ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♣r❡✜① Hi ♦❢ H✳

✸✳ ▲❡t cseq i(S
j)✱ j ≥ i✱ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ seq(Sj) r❡str✐❝t❡❞ t♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ❧❛st ❡✈❡♥t

✐♥ H ✐s ❛ r❡s♣♦♥s❡ ❡✈❡♥t ❛♥❞ ✐t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Hi✳ ❋♦r ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s v = (Hi, Si) ❛♥❞
v′ = (Hi+1, Si+1) ✐♥ GH ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ❢r♦♠ v t♦ v′ ✐❢ cseq i(S

i) = cseq i(S
i+1)✳

❚❤❡ ♦✉t✲❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛ ✈❡rt❡① v = (Hi, Si) ✐♥ GH ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢
Hi+1✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡t t①♥s(Si+1)✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t GH ✐s
✜♥✐t❡❧② ❜r❛♥❝❤✐♥❣✳

❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥② s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ Si+1 ♦❢ Hi+1✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ Si ♦❢ Hi s✉❝❤ t❤❛t seq(Si)
✐s ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ seq(Si+1)✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ Si ♦❢ Hi ❛❧s♦ r❡s♣❡❝ts t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❡❞
✐♥ ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳ ❙✐♥❝❡ seq(Si+1) ❝♦♥t❛✐♥s ❡✈❡r② ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t t❛❦❡s ✐ts ❧❛st st❡♣ ✐♥ H ✐♥ Hi✱
cseq i(S

i) = cseq i(S
i+1)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② ✈❡rt❡① (Hi+1, Si+1)✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡rt❡① (Hi, Si) s✉❝❤ t❤❛t

cseq i(S
i) = cseqi(S

i+1)✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ (H0, S0) t♦ ❡✈❡r② ✈❡rt❡① (Hi, Si)
✐♥ GH ✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t GH ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳

❲❡ ♥♦✇ ❛♣♣❧② ❑ö♥✐❣✬s P❛t❤ ▲❡♠♠❛ ✭▲❡♠♠❛ ✸✳✹✮ t♦ GH ✳ ❙✐♥❝❡ GH ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✜♥✐t❡❧②
❜r❛♥❝❤✐♥❣ r♦♦t❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ✈❡rt✐❝❡s

L = (H0, S0), (H1, S1), . . . , (Hi, Si), . . .

s✉❝❤ t❤❛t cseq i(S
i) = cseq i(S

i+1)✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❡①♣❧❛✐♥s ❤♦✇ t♦ ✉s❡ L t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ H✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝❧❛✐♠ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ L✳

❈❧❛✐♠ ✸✳✻✳ ❋♦r ❛♥② j > i✱ cseq i(S
i) = cseq i(S

j)✳

✸✾



❈❤❛♣t❡r ✸ ❙❛❢❡t② ❢♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②

Pr♦♦❢✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t cseq i(S
i) ✐s ❛ ♣r❡✜① ♦❢ cseq i(S

i+1)✱ ❛♥❞ cseq i+1(S
i+1) ✐s ❛ ♣r❡✜① ♦❢ cseq i+1(S

i+2)✳
❆❧s♦✱ cseq i(S

i+1) ✐s ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ cseq i+1(S
i+1)✳ ❍❡♥❝❡✱ cseq i(S

i) ✐s ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ cseq i+1(S
i+2)✳

❇✉t✱ cseq i+1(S
i+2) ✐s ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ cseq i+2(S

i+2)✳ ❚❤✉s✱ cseq i(S
i) ✐s ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ cseq i+2(S

i+2)✳
■♥❞✉❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r ❛♥② j > i✱ cseq i(S

i) ✐s ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ cseqj(S
j)✳ ❇✉t cseq i(S

j) ✐s t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
cseqj(S

j) r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ H ✇❤♦s❡ ❧❛st st❡♣ ✐s ✐♥ Hi✳ ❚❤✉s✱ cseq i(S
i) ✐s ✐♥❞❡❡❞

❡q✉❛❧ t♦ cseq i(S
j)✳

▲❡t f : N → t①♥s(H) ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ f(1) = T0✳ ❋♦r ❡✈❡r② ✐♥t❡❣❡r k > 1✱ ❧❡t

ik = min{ℓ ∈ N|∀j > ℓ : cseqℓ(S
ℓ)[k] = cseqj(S

j)[k]}

❚❤❡♥✱ f(k) = cseq ik(S
ik)[k]✳

❈❧❛✐♠ ✸✳✼✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s t♦t❛❧ ❛♥❞ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳

Pr♦♦❢✳ ✭❚♦t❛❧✐t② ❛♥❞ s✉r❥❡❝t✐✈✐t②✮

❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ∈ t①♥s(H) ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ s♦♠❡ ♣r❡✜① Hi ♦❢ H✱ ❢♦r ❡❛❝❤ k ∈ N✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts i ∈ N
s✉❝❤ t❤❛t cseq i(S

i)[k] = T ✳ ❇② ❈❧❛✐♠ ✸✳✻✱ ❢♦r ❛♥② j > i✱ cseq i(S
i) = cseq i(S

j)✳ ❙✐♥❝❡ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t
✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ Hi ✇✳r✳t H ✐s ❛❧s♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ Hj ✇✳r✳t H✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② j > i✱ cseqj(S

j)[k′] = T ✱
✇✐t❤ k′ ≥ k✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ GH ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❡❛❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ H✱ t❤❡r❡
❡①✐sts i ∈ N s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ T ∈ LsetHi(T ) ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ H ❛♥❞ ✐ts ❧❛st st❡♣ ✐s ✐♥ Hi✱ ❛♥❞ T ♣r❡❝❡❞❡s
✐♥ Si ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ✜rst ❡✈❡♥t s✉❝❝❡❡❞s t❤❡ ❧❛st ❡✈❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ T ′ ∈ LsetHi(T ) ✐♥ Hi✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ k ∈ N✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts i ∈ N s✉❝❤ t❤❛t cseq i(S

i)[k] = T ❀ ∀j > i : cseqj(S
j)[k] = T ✳

❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② T ∈ t①♥s(H)✱ t❤❡r❡ ❛r❡ i, k ∈ N❀ cseq i(S
i)[k] = T ✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② j > i✱

cseqj(S
j)[k] = T ✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❡✈❡r② T ∈ t①♥s(H)✱ t❤❡r❡ ✐s k s✉❝❤ t❤❛t f(k) = T ✳

✭■♥❥❡❝t✐✈✐t②✮

■❢ f(k) ❛♥❞ f(m) ❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛t ✐♥❞✐❝❡s k✱ m ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ cseq i(S
i)✱ t❤❡♥ ❝❧❡❛r❧② f(k) = f(m) ✐♠♣❧✐❡s

k = m✳ ❙✉♣♣♦s❡ f(k) ✐s t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛t ✐♥❞❡① k ✐♥ s♦♠❡ cseq i(S
i) ❛♥❞ f(m) ✐s t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛t

✐♥❞❡① m ✐♥ s♦♠❡ cseqℓ(S
ℓ)✳ ❋♦r ❡✈❡r② ℓ > i ❛♥❞ k < m✱ ✐❢ cseq i(S

i)[k] = T ✱ t❤❡♥ cseqℓ(S
ℓ)[m] 6= T s✐♥❝❡

cseq i(S
i) = cseq i(S

ℓ)✳ ■❢ ℓ > i ❛♥❞ k > m✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❛t f(k) 6= f(m)✳ ❙✐♠✐❧❛r
❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ℓ < i ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐❢ f(k) = f(m)✱ t❤❡♥ k = m✳

❇② ❈❧❛✐♠ ✸✳✼✱ F = f(1), f(2), . . . , f(i), . . . ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ▲❡t S ❜❡ ❛ t✲❝♦♠♣❧❡t❡
t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② s✉❝❤ t❤❛t seq(S) = F ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ✐♥ H✱ S|k = H|k❀ ❛♥❞
❢♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❜✉t ♥♦t t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ H✱ S|k ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥ts ✐♥ H|k✱
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② tr②❆k() ·Ak✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ H t❤❛t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ S✳

▲❡t F i ❜❡ t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ F ♦❢ ❧❡♥❣t❤ i✱ ❛♥❞ Ŝi ❜❡ t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ S s✉❝❤ t❤❛t seq(Ŝi) = F i✳

❈❧❛✐♠ ✸✳✽✳ ▲❡t Ĥj
i ❜❡ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Hj r❡❞✉❝❡❞ t♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tk ∈ t①♥s(Ŝi) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❛st ❡✈❡♥t

♦❢ Tk ✐♥ H ✐s ❛ r❡s♣♦♥s❡ ❡✈❡♥t ❛♥❞ ✐t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Hj✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② i✱ t❤❡r❡ ✐s j s✉❝❤ t❤❛t Ŝi ✐s ❛
s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Ĥj

i ✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t Hj ❜❡ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣r❡✜① ♦❢ H ✭❢r♦♠ L✮ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ T ∈ t①♥s(Ŝi)✱ ✐❢ seq(Sj)[k] = T ✱
t❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② j′ > j✱ seq(Sj′)[k] = T ✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ F ✱ s✉❝❤ j ❛♥❞ k ❡①✐st✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t t①♥s(Ŝi) ⊆ t①♥s(Sj) ❛♥❞ F i ✐s ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ seq(Sj)✳ ❯s✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
▲❡♠♠❛ ✸✳✶✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t Ŝi ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Ĥj

i ✳

❙✐♥❝❡ H ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ H✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk t❤❛t ✐s ♥♦t t✲
❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ H ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✇✐t❤ tr②❈k · Ak ❛❢t❡r ✐ts ❧❛st ❡✈❡♥t✳ ❇② ❈❧❛✐♠ ✼✳✶✶✱ t❤❡ ❧✐♠✐t t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧
t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❤✐st♦r② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✱ ✐s ❧❡❣❛❧✱ r❡s♣❡❝ts t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ H✱ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡s
t❤❛t ❡✈❡r② r❡❛❞ ✐s ❧❡❣❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛❧ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ S ✐s ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ H✳

✹✵



✸✳✹ ❖♥ t❤❡ s❛❢❡t② ♦❢ ❞✉✲♦♣❛❝✐t②

W1(X, 1) tr②❈
1

R2(X) → 1

W3(X, 1) tr②❈
3

T1 A1

T2

T3 C3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❆ ❤✐st♦r② t❤❛t ✐s ♦♣❛q✉❡✱ ❜✉t ♥♦t ❞✉✲♦♣❛q✉❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✾✳ ▲❡t M ❜❡ ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✐♥ ❡✈❡r② ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r② H ♦❢ M ✱
❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ∈ t①♥s(H) ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ H✳ ❚❤❡♥✱ M ✐s ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ ❤✐st♦r②
♦❢ M ✐s ❞✉✲♦♣❛q✉❡✳

✸✳✹✳✹ ❉✉✲♦♣❛❝✐t② ✈s✳ ♦♣❛❝✐t②

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❚▼ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ♦❢
♦♣❛❝✐t② ❬✻✷❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✵✳ ❉✉✲♦♣❛❝✐t② $ ❖♣❛❝✐t②✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✜rst ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r② ✐s ♦♣❛q✉❡✳ ▲❡t H ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r②✳
❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✜♥❛❧✲st❛t❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ S ♦❢ H✳ ❙✐♥❝❡ ❞✉✲♦♣❛❝✐t② ✐s ❛ ♣r❡✜①✲❝❧♦s❡❞ ♣r♦♣❡rt②✱
❡✈❡r② ♣r❡✜① ♦❢ H ✐s ✜♥❛❧✲st❛t❡ ♦♣❛q✉❡✳ ❚❤✉s✱ H ✐s ♦♣❛q✉❡✳

❆❣❛✐♥✱ s✐♥❝❡ ❡✈❡r② ♣r❡✜① ♦❢ ❛ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r② ✐s ❛❧s♦ ❞✉✲♦♣❛q✉❡✱ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✱ ❡✈❡r② ✐♥✜♥✐t❡
❞✉✲♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r② ✐s ❛❧s♦ ♦♣❛q✉❡✳

❚♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s str✐❝t✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♥ ♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r② t❤❛t ✐s ♥♦t ❞✉✲♦♣❛q✉❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ✜♥✐t❡ ❤✐st♦r② H ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2 ♣❡r❢♦r♠s ❛ r❡❛❞2(X) t❤❛t r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡
1✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t r❡❛❞2(X) → 1 ✐s ❝♦♥❝✉rr❡♥t t♦ tr②❈1✱ ❜✉t ♣r❡❝❡❞❡s tr②❈3 ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
tr②❈1 r❡t✉r♥s A1 ✐♥ H✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ r❡❛❞2(X) ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ s✐♥❝❡ T3 ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ✇r✐t❡s 1 t♦
X ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳ ❚❤✉s✱ r❡❛❞2(X) → 1 r❡❛❞s✲❢r♦♠ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2 ✐♥ ❛♥② s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ H✱ ❜✉t s✐♥❝❡
r❡❛❞2(X) ≺RT

H tr②❈3✱ H ✐s ♥♦t ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ♣r❡✜①❡s ✐s ✜♥❛❧✲st❛t❡ ♦♣❛q✉❡✳

❲❡ ♥♦✇ ❢♦r♠❛❧❧② ♣r♦✈❡ t❤❛t H ✐s ♦♣❛q✉❡✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❡✈❡r② ♣r❡✜① ♦❢ H✳

✶✳ ❊❛❝❤ ♣r❡✜① ✉♣ t♦ t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞2(X) ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ✜♥❛❧✲st❛t❡ ♦♣❛q✉❡✳

✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r❡✜①✱ Hi ♦❢ H ✇❤❡r❡ t❤❡ ith ❡✈❡♥t ✐s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ r❡❛❞2(X)✳ ▲❡t Si ❜❡ ❛ t✲
❝♦♠♣❧❡t❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ T1, T2 ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ C1 ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r
t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr②❈1()✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t Si ✐s ❛ ✜♥❛❧✲st❛t❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Hi✳

✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② S ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ T1, T3, T2 ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ H✳ ❈❧❡❛r❧②✱ S ✐s ❛ ✜♥❛❧✲st❛t❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ H✳

❙✐♥❝❡ H ❛♥❞ ❡✈❡r② ✭♣r♦♣❡r✮ ♣r❡✜① ♦❢ ✐t ❛r❡ ✜♥❛❧✲st❛t❡ ♦♣❛q✉❡✱ H ✐s ♦♣❛q✉❡✳

❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✜♥❛❧✲st❛t❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ S ♦❢ H ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② seq(S) = T1, T3, T2 ✐♥ ✇❤✐❝❤ T1 ✐s
❛❜♦rt❡❞ ✇❤✐❧❡ T3 ✐s ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ S ✭t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ T1 ✐♥ t❤❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ❧❡❣❛❧✐t②✮✳
❈♦♥s✐❞❡r r❡❛❞2(X) ✐♥ S❀ s✐♥❝❡ H2,X ✱ t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ H ✉♣ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ r❡❛❞2(X) ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥
✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr②❈3()✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞2(X) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ H ❛♥❞ S✱ S2,X

H ✐s T1 · r❡❛❞2(X)✳
❇✉t r❡❛❞2(X) ✐s ♥♦t ❧❡❣❛❧ ✐♥ S2,X

H ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ H ✐s ♥♦t ❞✉✲♦♣❛q✉❡✳

❚❤❡ ✉♥✐q✉❡✲✇r✐t❡ ❝❛s❡ ❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t ❞✉✲♦♣❛❝✐t② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♦♣❛❝✐t② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ♥♦ t✇♦
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✇r✐t❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ s❛♠❡ t✲♦❜❥❡❝t ✭✏✉♥✐q✉❡✲✇r✐t❡✑ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮✳

▲❡t ❖♣❛❝✐t②uw ⊆ ❖♣❛❝✐t②✱ ❜❡ ❛ ♣r♦♣❡rt② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✹✶



❈❤❛♣t❡r ✸ ❙❛❢❡t② ❢♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②

W1(X, 1) R2(X) → 1 R2(Y ) → 1

W3(X, 1) W3(Y, 1)

C1 T2

T3 C3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❆ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♦♣❛q✉❡ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❬✺✼❪✳

✶✳ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r② H ∈ ❖♣❛❝✐t②uw ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ∈ t①♥s(H) ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡
✐♥ H✱ ❛♥❞

✷✳ ❛♥ ♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r② H ∈ ❖♣❛❝✐t②uw ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇r✐t❡k(X, v) ❛♥❞
✇r✐t❡m(X, v′)✱ v 6= v′✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✶✳ ❖♣❛❝✐t②uw =❞✉✲♦♣❛❝✐t②✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ s❤♦✇ ✜rst t❤❛t ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ ❤✐st♦r② H ∈❖♣❛❝✐t②uw ✐s ❛❧s♦ ❞✉✲♦♣❛q✉❡✳ ▲❡t H ❜❡ ❛♥② ✜♥✐t❡
♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r② s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇r✐t❡k(X, v) ❛♥❞ ✇r✐t❡m(X, v)✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tk, Tm ∈ t①♥s(H)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ v 6= v′✳

❙✐♥❝❡ H ✐s ♦♣❛q✉❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✜♥❛❧✲st❛t❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ S ♦❢ H✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t H ✐s
♥♦t ❞✉✲♦♣❛q✉❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❛❞k(X) t❤❛t r❡t✉r♥s ❛ ✈❛❧✉❡ v ∈ V ✐♥ S t❤❛t ✐s ♥♦t ❧❡❣❛❧ ✐♥ Sk,X

H ✱
t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞k(X) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ H ❛♥❞ S✳ ▲❡t Hk,X ❛♥❞ Sk,X ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r❡✜①❡s
♦❢ H ❛♥❞ S✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✉♣ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ r❡❛❞k(X) ✐♥ H ❛♥❞ S✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t Sk,X

H ✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧
s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞k(X) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ H ❛♥❞ S✱ ✐s t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Sk,X t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥
❡✈❡♥ts ♦❢ ❛♥② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ∈ t①♥s(H) s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr②❈i() ✐s ♥♦t ✐♥ Hk,X ✳ ❙✐♥❝❡ r❡❛❞k(X)
✐s ❧❡❣❛❧ ✐♥ S✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tm ∈ t①♥s(H) t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ✇r✐t❡m(X, v) t❤❛t ✐s t❤❡
❧❛t❡st s✉❝❤ ✇r✐t❡ ✐♥ S t❤❛t ♣r❡❝❡❞❡s Tk✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ r❡❛❞k(X) ✐s ♥♦t ❧❡❣❛❧ ✐♥ Sk,X

H ✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
✐s t❤❛t r❡❛❞k(X) ≺RT

H tr②❈m()✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐q✉❡ ✇r✐t❡s✱ t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛♥② ♦t❤❡r

tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj ∈ t①♥s(H) t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ✇r✐t❡j(X, v)✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛♥② H
k,X

✭s♦♠❡

❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ Hk,X✮ ❛♥❞ ❛ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② S′✱ s✉❝❤ t❤❛t S′ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ H
k,X

❛♥❞ S′

❝♦♥t❛✐♥s ❛♥② ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ✇r✐t❡s v t♦ X✳ ❚❤✐s ✐s✱ Hk,X ✐s ♥♦t ✜♥❛❧✲st❛t❡ ♦♣❛q✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
s✐♥❝❡ H ✐s ♦♣❛q✉❡✱ ❡✈❡r② ♣r❡✜① ♦❢ H ♠✉st ❜❡ ✜♥❛❧✲st❛t❡ ♦♣❛q✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❇② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✱ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r② H ✐s ♦♣❛q✉❡ ✐❢ ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ ♣r❡✜① ♦❢ H ✐s ✜♥❛❧✲st❛t❡ ♦♣❛q✉❡✳ ❚❤❡♦✲
r❡♠ ✸✳✺ ♥♦✇ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❖♣❛❝✐t②uw ⊆ ❞✉✲❖♣❛❝✐t②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷ ✐♠♣❧② t❤❛t ❞✉✲❖♣❛❝✐t② ⊆ ❖♣❛❝✐t②uw✳

❚❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧✲❤✐st♦r② ❝❛s❡ ❚❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✇❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜② ●✉❡rr❛♦✉✐ ❡t ❛❧✳ ❬✺✼❪
❛♥❞ ❧❛t❡r ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ❑✉③♥❡ts♦✈ ❛♥❞ ❘❛✈✐ ❬✽✽❪✳ ■♥ ❜♦t❤ ♣❛♣❡rs✱ ♦♣❛❝✐t② ✐s ♦♥❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧
❤✐st♦r✐❡s✱ ✇❤❡r❡ ❡✈❡r② ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ t❤❡ ✜♥❛❧✲st❛t❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ r❡❛❞✲❝♦♠♠✐t ♦r❞❡r ✿ ✐♥ t❤❡s❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❛ ❤✐st♦r② H ✐s ♦♣❛q✉❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✜♥❛❧✲st❛t❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ S ♦❢ H s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ ❛ t✲r❡❛❞ ♦❢ ❛
t✲♦❜❥❡❝t X ❜② ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ tr②❈ ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tm t❤❛t ❝♦♠♠✐ts ♦♥ X ✐♥ H✱ t❤❡♥
Tk ♣r❡❝❡❞❡s Tm ✐♥ S✳ ❆s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✱ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♦♣❛❝✐t② ❡✈❡♥ ❢♦r
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r✐❡s✳

❚❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✺✼✱ ✽✽❪ ✐s str✐❝t❧② str♦♥❣❡r t❤❛♥ ❞✉✲♦♣❛❝✐t②✿ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② H ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✐s ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ✭❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♦♣❛q✉❡ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✵✮✿ ❛ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭✐♥ ❢❛❝t
t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❡✮ ❢♦r t❤✐s ❤✐st♦r② ✐s T1, T3, T2✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❛❝✐t② ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ T2

♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ T3 ✐♥ ❛♥② s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ r❡❛❞2(X) ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr②❈3()✳
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✸✳✺ ❙tr✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❉❯ s❡♠❛♥t✐❝s

✸✳✺ ❙tr✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❉❯ s❡♠❛♥t✐❝s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❢r♦♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳
❋✐rst✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t✱ ❥✉st ❛s ✜♥❛❧✲st❛t❡ ♦♣❛❝✐t②✱ str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t ♣r❡✜①✲❝❧♦s❡❞ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ✐♥❞✉❝❡s
❛ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻ ✭❙tr✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❞✉ s❡♠❛♥t✐❝s✮✳ ❆ ✜♥✐t❡ ❤✐st♦r② H ✐s str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ✐❢
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❡❣❛❧ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② S✱ s✉❝❤ t❤❛t

✶✳ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ H ♦❢ H✱ s✉❝❤ t❤❛t S ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ cseq(H)✱ ✇❤❡r❡ cseq(H) ✐s t❤❡ s✉❜s❡✲
q✉❡♥❝❡ ♦❢ H r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ H✱

✷✳ ❢♦r ❛♥② t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tk, Tm ∈ t①♥s(H)✱ ✐❢ Tk ≺RT
H Tm✱ t❤❡♥ Tk ♣r❡❝❡❞❡s Tm ✐♥ S✱ ❛♥❞

✸✳ ❡❛❝❤ r❡❛❞k(X) ✐♥ S t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡t✉r♥ Ak ✐s ❧❡❣❛❧ ✐♥ Sk,X
H ✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❡✈❡r② ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r② ✐s str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✱ ❜✉t ♥♦t ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✷✳ ❙tr✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt②✳

Pr♦♦❢✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛♥② str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ❤✐st♦r② H ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❡✈❡♥ts ♦❢
❛♥② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ♥♦t ✐♥✈♦❦❡❞ tr②❈ ✐♥ H✳

❚♦ s❤♦✇ ♣r❡✜①✲❝❧♦s✉r❡✱ ❛ ♣r♦♦❢ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❛t ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ str✐❝t❧②
s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❤✐st♦r② H ❛♥❞ ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ S✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ S′ ♦❢ H ′ ✭H ′ ✐s s♦♠❡ ♣r❡✜① ♦❢ H✮ s✉❝❤
t❤❛t seq(S′) ✐s ❛ ♣r❡✜① ♦❢ seq(S)✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❤✐st♦r✐❡s

H0, . . . , Hi, Hi+1, . . . ,

✇❤❡r❡ Hi+1 ✐s ❛ ♦♥❡✲❡✈❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ Hi✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❧✐♠✐t H ♦❢ t❤✐s ❡✈❡r✲❡①t❡♥❞✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡ ✐s str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✳ ❆s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ r♦♦t❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ GH ✿
❛ ✈❡rt❡① ✐s ❛ t✉♣❧❡ (Hi, Si) ✭♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ N✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ s✉❝❤ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✮✱ ✇❤❡r❡
Si ✐s ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Hi ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ❢r♦♠ (Hi, Si) t♦ (Hi+1, Si+1) ✐❢ seq(Si) ✐s ❛ ♣r❡✜① ♦❢
seq(Si+1)✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❣r❛♣❤ ✐s ✜♥✐t❡❧② ❜r❛♥❝❤✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦✉t✲❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛ ✈❡rt❡① ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❤✐st♦r②✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ✈❡rt❡① (Hi+1, Si+1)✱ t❤❡r❡ ✐s ❛
✈❡rt❡① Hi, Si) s✉❝❤ t❤❛t seq(Si) ✐s ❛ ♣r❡✜① ♦❢ seq(Si+1)✳ ❚❤✉s✱ GH ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②
❝♦♥str✉❝t ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t (H0, S0) t♦ ❡✈❡r② ✈❡rt❡① (Hi, Si) ✐♥ GH ✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❑ö♥✐❣✬s P❛t❤ ▲❡♠♠❛
t♦ GH ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ✈❡rt✐❝❡s✱ (H0, S0), (H1, S1), . . . , (Hi, Si), . . .✳ ❚❤❡♥✱
S = lim

i→∞
Si ❣✐✈❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ H✳

✸✳✻ ❉✉✲♦♣❛❝✐t② ✈s✳ ♦t❤❡r ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ ❝r✐t❡r✐❛

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst st✉❞② t✇♦ r❡❧❛①❛t✐♦♥s ♦❢ ♦♣❛❝✐t②✿ ❱✐rt✉❛❧✲✇♦r❧❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❬✽✸❪ ❛♥❞ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧
▼❡♠♦r② ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✶ ❬✹✷❪✳ ❲❡ t❤❡♥ st✉❞② ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r② ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✷ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡str✐❝t✐♦♥
♦❢ ♦♣❛❝✐t②✳

✹✸



❈❤❛♣t❡r ✸ ❙❛❢❡t② ❢♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②

R1(X) → 1 R1(Y ) → 0

W2(X, 1)

W3(Y, 1)R3(X) → 0

T1 A1

T2 C2

T3 C3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❆ ❤✐st♦r② t❤❛t ✐s ❞✉✲❱❲❈✱ ❜✉t ♥♦t ❞✉✲♦♣❛q✉❡✳

✸✳✻✳✶ ❱✐rt✉❛❧✲✇♦r❧❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝②

❱✐rt✉❛❧ ❲♦r❧❞ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ✭❱❲❈✮ ❬✽✸❪ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❛❝✐t② ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❞✉✲♦♣❛❝✐t②✮✱
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❛❜♦rt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✐ts ❝❛✉s❛❧ ♣❛st ✭❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✇✐t❤ ❛
s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✮✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T1 ❝❛✉s❛❧❧② ♣r❡❝❡❞❡s T2 ✐❢
T2 r❡❛❞s ❛ ✈❛❧✉❡ ✇r✐tt❡♥ ❛♥❞ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ❜② T1✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❬✽✸❪ r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t ♥♦ t✇♦ ✇r✐t❡
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡✈❡r ✐♥✈♦❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✭t❤❡ ✉♥✐q✉❡✲✇r✐t❡s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
❝❛✉s❛❧ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ r❡❛❞✳ ❇❡❧♦✇ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

●✐✈❡♥ ❛ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧❡❣❛❧ ❤✐st♦r② S ❛♥❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ti, Tj ∈ t①♥s(S)✱ ✇❡ s❛② t❤❛t Ti r❡❛❞s X ❢r♦♠ Tj ✐❢
✭✶✮ Ti r❡❛❞s v ✐♥ X ❛♥❞ ✭✷✮ Tj ✐s t❤❡ ❧❛st ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ✇r✐t❡s v t♦ X ❛♥❞ ♣r❡❝❡❞❡s Ti ✐♥
S✳

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✭♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧✮ ❤✐st♦r② H✳ ❲❡ s❛② t❤❛t Ti ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ r❡❛❞ X ❢r♦♠ Tj ✐♥
H ✐❢ Tj ✇r✐t❡s ❛ ✈❛❧✉❡ v t♦ ❛ t✲♦❜❥❡❝t X✱ Ti r❡❛❞s v ✐♥ X✱ ❛♥❞ r❡❛❞i(X) 6≺RT

H tr②❈j()✳

●✐✈❡♥ T ⊆ t①♥s(H)✱ ❧❡t HT ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ H r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❡✈❡♥ts ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ T ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼ ✭❞✉✲❱❲❈✮✳ ❆ ✜♥✐t❡ ❤✐st♦r② H ✐s ❞✉✲✈✐rt✉❛❧✲✇♦r❧❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ ✐t ✐s str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡
✭✇✐t❤ ❞✉✲s❡♠❛♥t✐❝s✮✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② ❛❜♦rt❡❞ ♦r t✲✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ∈ txns(H)✱ t❤❡r❡ ✐s T ⊆
t①♥s(H) ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ Ti ❛♥❞ ❛ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❧❡❣❛❧ ❤✐st♦r② S s✉❝❤ t❤❛t✿

✶✳ S ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ HT ✱

✷✳ ❋♦r ❛❧❧ Tj , Tk ∈ t①♥s(S)✱ ✐❢ Tj r❡❛❞s X ❢r♦♠ Tk ✐♥ S✱ t❤❡♥ Tj ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ r❡❛❞ X ❢r♦♠ Tk ✐♥ H✱

✸✳ S r❡s♣❡❝ts t❤❡ ♣❡r✲♣r♦❝❡ss ♦r❞❡r ♦❢ H✿ ✐❢ Tj ❛♥❞ Tk ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ Tj ≺
RT
H Tk✱

t❤❡♥ Tj ≺S Tk✳

❲❡ r❡❢❡r t♦ S ❛s ❛ ❞✉✲❱❲❈ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r Ti ✐♥ H✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ ❡✈❡r② t✲r❡❛❞ ♦♥ X ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Ti ✐♥ H✱ t❤❡ ❞✉✲❱❲❈ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ S ❛ss♦❝✐❛t❡s s♦♠❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ Ti ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ r❡❛❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ ❡✈❡r② r❡❛❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② Tj ✱ S ❛ss♦❝✐❛t❡s s♦♠❡ Tm ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ Tj ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ r❡❛❞✱ ❡t❝✳ ❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ✏♣❧❛✉s✐❜❧❡✑ ❝❛✉s❛❧
♣❛st ♦❢ Ti t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ s❡r✐❛❧ ❤✐st♦r②✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t♦ ❡♥s✉r❡ ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ✇❡ ♦♥❧②
❛❧❧♦✇ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj t♦ r❡❛❞ ❢r♦♠ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk t❤❛t ✐♥✈♦❦❡❞ tr②❈k ❜② t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥
♦❢ Tj ✳

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❞✉✲❱❲❈ ✐s ❛ str✐❝t❧② ✇❡❛❦❡r ♣r♦♣❡rt② t❤❛♥ ❞✉✲♦♣❛❝✐t②✳ ❙✐♥❝❡ ❞✉✲❚▼❙✷ ✐s str✐❝t❧②
✇❡❛❦❡r t❤❛♥ ❞✉✲♦♣❛❝✐t②✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❉✉✲❚▼❙✷ $ ❞✉✲❱❲❈✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✸✳ ❉✉✲♦♣❛❝✐t② $ ❞✉✲❱❲❈✳

Pr♦♦❢✳ ■❢ ❛ ❤✐st♦r② H ✐s ❞✉✲♦♣❛q✉❡✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ S ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ H✱ ✇❤❡r❡ H ✐s
s♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ H✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ S ✐s ❛ t♦t❛❧✲♦r❞❡r ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡
✐♥ S✳ ❚r✐✈✐❛❧❧②✱ ❜② t❛❦✐♥❣ T = t①♥s(H)✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❛t S ✐s ❛ ❞✉✲❱❲❈ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❡✈❡r② ❛❜♦rt❡❞ ♦r
t✲✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ∈ t①♥s(H)✳ ■♥❞❡❡❞✱ S r❡s♣❡❝ts t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r ❛♥❞✱ t❤✉s✱ t❤❡ ♣❡r✲♣r♦❝❡ss
♦r❞❡r ♦❢ H✳ ❙✐♥❝❡ S r❡s♣❡❝ts t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ ♦r❞❡r ✐♥ H✱ ❡✈❡r② t✲r❡❛❞ ✐♥ S ✏❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❤❛♣♣❡♥❡❞✑
✐♥ H✳

✹✹



✸✳✻ ❉✉✲♦♣❛❝✐t② ✈s✳ ♦t❤❡r ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ ❝r✐t❡r✐❛

❚♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s str✐❝t✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ❞❡♣✐❝ts ❛ ❤✐st♦r② H t❤❛t ✐s ❞✉✲❱❲❈✱ ❜✉t ♥♦t ❞✉✲♦♣❛q✉❡✳
❈❧❡❛r❧②✱H ✐s str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✳ ❍❡r❡ T2✱ T1 ✐s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❞✉✲❱❲❈ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❜♦rt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
T1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ H ❤❛s ♥♦ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✹✳ ❉✉✲❱❲❈ ✐s ❛ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt②✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼✱ ❛ ❤✐st♦r② H ✐s ❞✉✲❱❲❈ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ H ✐s str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛
❞✉✲❱❲❈ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ∈ txns(H) t❤❛t ✐s ❛❜♦rt❡❞ ♦r t✲✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ H✳

❚♦ ♣r♦✈❡ ♣r❡✜①✲❝❧♦s✉r❡✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ ♣r❡✜①✲❝❧♦s❡❞ ♣r♦♣❡rt② ✭❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✷✮✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ❛♥② ❞✉✲❱❲❈ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ S ❢♦r ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ✐♥ ❤✐st♦r② H ✐s ❛❧s♦ ❛ ❞✉✲❱❲❈ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ S ❢♦r
❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ✐♥ ❛♥② ♣r❡✜① ♦❢ H t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❡✈❡♥ts ♦❢ Ti✳

❚♦ ♣r♦✈❡ ❧✐♠✐t✲❝❧♦s✉r❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✉✲❱❲❈ ❤✐st♦r✐❡s H0✱ H1✱ . . .✱ Hi✱ Hi+1 ✱ . . .✱
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ Hi+1 ✐s t❤❡ ♦♥❡✲❡✈❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ Hi ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❧✐♠✐t✱ H ♦❢ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ✐s
❛❧s♦ ❛ ❞✉✲❱❲❈ ❤✐st♦r②✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✷ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r H✳

❙✐♥❝❡✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ N✱ Hi ✐s ❞✉✲❱❲❈✱ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti t❤❛t ✐s t✲✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♦r ❛❜♦rt❡❞ ✐♥ Hi✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❱❲❈ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r Ti✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✉✲❱❲❈ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❡✈❡r② ❛❜♦rt❡❞ ♦r
✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ✐♥ H✳

✸✳✻✳✷ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❚▼❙✮

❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r② ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❚▼❙✮ ✶ ❛♥❞ ✷ ✇❡r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ■✴❖ ❛✉t♦♠❛t❛ ❬✹✷❪✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✶✹❪✱
✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t♦ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳

❚▼❙✶✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❤✐st♦r② H✱ ❚▼❙✶ r❡q✉✐r❡s ✉s t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ H
❜② ❛ ❧❡❣❛❧ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② t❤❛t ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r ✐♥ H ✭str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✮✱
❛♥❞ t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ H ❜② ❛ ❧❡❣❛❧ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧
❤✐st♦r② S✳ ❚❤❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② S ✉s❡❞ t♦ ❥✉st✐❢② ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ opi,k ✭t❤❡ ith t✲♦♣❡r❛t✐♦♥
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk✮ ✐♥❝❧✉❞❡s Tk ❛♥❞ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠ H ✇❤♦s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❥✉st✐❢②
opi,k✳ ✭❖✉r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❬✶✹❪✳✮

▲❡t Hk,i ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ ❛ ❤✐st♦r② H ✉♣ t♦ ✭❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✮ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ith t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ opk,i ♦❢
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ❤✐st♦r② H ′′ ✐s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛st ♦❢ Hk,i ✐❢ H ′′ ✐s ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Hk,i ❛♥❞
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ ❡✈❡♥ts ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ❛♥❞ ❛❧❧ ❡✈❡♥ts ❢r♦♠ s♦♠❡ s✉❜s❡t ♦❢ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛♥❞
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ✐♥✈♦❦❡❞ tr②❈ ✐♥ Hk,i s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ∈ H ′′✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
T ′ ≺RT

Hk,i T ✱ T ′ ∈ H ′′ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ T ′ ✐s ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ Hk,i✳ ▲❡t cTMSpast(H, opk,i) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢
♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛sts ♦❢ Hk,i✳

❋♦r ❛♥② ❤✐st♦r② H ′′ ∈ cTMSpast(H, opk,i)✱ ❧❡t ccomp(H ′′) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❤✐st♦r② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ H ′′ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿ ❢♦r ❛❧❧ m 6= k✱ r❡♣❧❛❝❡ ❡✈❡r② ❡✈❡♥t Am ❜② Cm ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡✈❡r② ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ tr②❈m

✇✐t❤ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ Cm ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ H ′′❀ ✐♥❝❧✉❞❡ tr②❈k ·Ak ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ H ′′✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✽ ✭❞✉✲❚▼❙✶✮✳ ❆ ❤✐st♦r② H s❛t✐s✜❡s ❞✉✲❚▼❙✶ ✐❢

✶✳ H ✐s str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ✭✇✐t❤ ❞✉✲s❡♠❛♥t✐❝s✮✱ ❛♥❞

✷✳ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡ t✲r❡❛❞ opi,k t❤❛t r❡t✉r♥s ❛ ♥♦♥✲Ak r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ H✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ❧❡❣❛❧ t✲❝♦♠♣❧❡t❡
t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② S ❛♥❞ ❛ ❤✐st♦r② H ′ s✉❝❤ t❤❛t✿

✕ H ′ = ccomp(H ′′)✱ ✇❤❡r❡ H ′′ ∈ cTMSpast(H, opk,i)

✕ H ′ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ S

✕ ❢♦r ❛♥② t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tk ❛♥❞ Tm ✐♥ H ′✱ ✐❢ Tk ≺RT
H′ Tm t❤❡♥ Tk <S Tm

❲❡ r❡❢❡r t♦ S ❛s t❤❡ ❞✉✲❚▼❙✶ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r opi,k✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✺✳ ❉✉✲❚▼❙✶ ✐s ❛ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt②✳

✹✺



❈❤❛♣t❡r ✸ ❙❛❢❡t② ❢♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②

W1(X, 1) tr②❈
1

W2(X, 0) tr②❈
2

R3(X) → 0 tr②❈
3

T1 C1

T2 C2

T3 A3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❆ ❤✐st♦r② ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉✲❱❲❈ ❜✉t ♥♦t ❞✉✲❚▼❙✶✳

tr②❈
1

tr②❈
2

tr②❈
3

tr②❈
4

R1(X) → 0 W1(Y, 1)

W2(X, 2)

R3(X) → 0 W3(Z, 3)

R4(X) → 2 R4(Y ) → 0 R4(Z) → 3

T1 C1

T2 C2

T3 A3

T4 A4

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❆ ❤✐st♦r② ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉✲❚▼❙✶ ❜✉t ♥♦t ❞✉✲❱❲❈✳

Pr♦♦❢✳ ❆ ❤✐st♦r②H ✐s ❞✉✲❚▼❙✶ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢H ✐s str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✉✲❚▼❙✶ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥
❢♦r ❡✈❡r② t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ opk,i t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡t✉r♥ Ak ✐♥ H✳

❚♦ s❡❡ t❤❛t ❞✉✲❚▼❙✶ ✐s ♣r❡✜① ❝❧♦s❡❞✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ ♣r❡✜①✲❝❧♦s❡❞ ♣r♦♣❡rt②✳ ▲❡t H
❜❡ ❛♥② ❞✉✲❚▼❙✶ ❤✐st♦r② ❛♥❞ Hi✱ ❛♥② ♣r❡✜① ♦❢ H✳ ❲❡ ♥♦✇ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② t✲♦♣❡r❛t✐♦♥
opk,i 6= tr②❈k t❤❛t r❡t✉r♥s ❛ ♥♦♥✲Ak r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ Hi✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✉✲❚▼❙✶ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r opk,i✳ ❇✉t t❤✐s
✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✉✲❚▼❙✶ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r opi,k ✐♥ H ✐s ❛❧s♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❞✉✲❚▼❙✶ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥
❢♦r opk,i ✐♥ Hi✳

❚♦ s❡❡ t❤❛t ❞✉✲❚▼❙✶ ✐s ❧✐♠✐t ❝❧♦s❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡

H0, H1, . . . Hi, Hi+1, . . .

♦❢ ✜♥✐t❡ ❞✉✲❚▼❙✶ ❤✐st♦r✐❡s✱ s✉❝❤ t❤❛tHi+1 ✐s ❛ ♦♥❡✲❡✈❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢Hi✳ ▲❡t ❧❡tH ❜❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✐♥✜♥✐t❡ ❧✐♠✐t ❤✐st♦r②✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t H ✐s ❛❧s♦ ❞✉✲❚▼❙✶✳

❙✐♥❝❡ str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ ❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞ ♣r♦♣❡rt② ✭❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✷✮✱ H ✐s str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✳ ❇② ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ N✱ Hi ✐s ❞✉✲❚▼❙✶✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s ✐♥ Hi✱ t❤❡r❡ ✐s ❛
❞✉✲❚▼❙✶ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ Si,k ❢♦r ❡❛❝❤ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ opk,i✳ ❇✉t Si,k ✐s ❛❧s♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❞✉✲❚▼❙✶ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥
❢♦r opk,1 ✐♥ H✳ ❚❤❡ ❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s✳

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❬✾✺❪ t❤❛t ❖♣❛❝✐t② ✐s ❛ str✐❝t❧② str♦♥❣❡r ♣r♦♣❡rt② t❤❛♥ ❞✉✲❚▼❙✶✱ t❤❛t ✐s✱ ❖♣❛❝✐t② $
❞✉✲❚▼❙✶✳ ❙✐♥❝❡ ❉✉✲❖♣❛❝✐t② $ ❖♣❛❝✐t② ✭❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✵✮ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❉✉✲❖♣❛❝✐t② $ ❞✉✲❚▼❙✶✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❞✉✲❚▼❙✶ ✐s ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❞✉✲❱❲❈✱ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✐st♦r② t❤❛t ✐s ❞✉✲❚▼❙✶✱ ❜✉t ♥♦t ❞✉✲❱❲❈✳

Pr♦♦❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ❞❡♣✐❝ts ❛ ❤✐st♦r② H t❤❛t ✐s ❞✉✲❚▼❙✶✱ ❜✉t ♥♦t ❞✉✲❱❲❈✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t H ✐s str✐❝t❧②
s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t H ✐s ❞✉✲❚▼❙✶✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❚▼❙✶ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤
t✲r❡❛❞ t❤❛t r❡t✉r♥s ❛ ♥♦♥✲❛❜♦rt r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ H✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② T3 ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s
✐s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❚▼❙✶ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r r❡❛❞3(X) → 0✳ ◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❜♦rt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T4✳ ❚❤❡
❚▼❙✶ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r r❡❛❞4(X) → 2 ✐s T2, T4✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❚▼❙✶ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ❥✉st✐✜❡s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢
r❡❛❞4(Y )− > 0 ✐♥❝❧✉❞❡s ❥✉st T4 ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ t✲r❡❛❞ ✇❤♦s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ✐s
r❡❛❞4(Z) → 3✳ ■♥❞❡❡❞✱ tr②❈3 ♦✈❡r❧❛♣s ✇✐t❤ r❡❛❞4(Z) ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ r❡❛❞4(Z) ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❜②
❝❤♦♦s✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ cTMSpart(H, r❡❛❞4(Z)) t♦ ❜❡ {T3, T2, T4} ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛ ❚▼❙✶ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥
S = T3, T2, T4 ❢♦r r❡❛❞4(Z) → 3 ✐♥ ✇❤✐❝❤ tr②❈3 ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✐t r❡s♣♦♥s❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ H ✐s ♥♦t ❞✉✲❱❲❈✳ ❈♦♥s✐❞❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T3 ✇❤✐❝❤ r❡t✉r♥s A3 ✐♥ H✿ T3 ♠✉st ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ✐♥ ❛♥②
s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s♦♠❡ ❞✐r❡❝t ❝❛✉s❛❧ ♣❛st ♦❢ T4✳ ❇✉t r❡❛❞4(Z) r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ 3 t❤❛t ✐s ✇r✐tt❡♥
❜② T3✳ ❚❤✉s✱ r❡❛❞4(Z) ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧❡❣❛❧ ✐♥ ❛♥② ❞✉✲❱❲❈ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r T4✳

✹✻



✸✳✻ ❉✉✲♦♣❛❝✐t② ✈s✳ ♦t❤❡r ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ ❝r✐t❡r✐❛

R1(X) → 0 W1(X, 1) tr②❈
1

R2(X) → 0 W2(Y, 1) tr②❈
2

T1 C1

T2 C2

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❆ ❤✐st♦r② t❤❛t ✐s ❞✉✲♦♣❛q✉❡✱ ❜✉t ♥♦t ❚▼❙✷ ❬✹✷❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✐st♦r② t❤❛t ✐s ❞✉✲❱❲❈✱ ❜✉t ♥♦t ❞✉✲❚▼❙✶✳

Pr♦♦❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ❞❡♣✐❝ts ❛ ❤✐st♦r② H t❤❛t ✐s ❞✉✲❱❲❈✱ ❜✉t ♥♦t ❞✉✲❚▼❙✶✳ ❈❧❡❛r❧②✱ H ✐s str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✲
✐③❛❜❧❡✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t T3 ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ r❡❛❞ ♦♥❧② ❢r♦♠ T1 ✐♥ H ✭T1 ✇r✐t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ 0 t♦ X t❤❛t ✐s r❡t✉r♥❡❞
❜② r❡❛❞3(X)✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ T1, T3 ✐s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❞✉✲❱❲❈ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❜♦rt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T3✳

❍♦✇❡✈❡r✱ H ✐s ♥♦t ❞✉✲❚▼❙✶✿ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❝❡❞❡ T3 ✐♥ r❡❛❧✲
t✐♠❡ ♦r❞❡r✱ t❤❡② ♠✉st ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛♥② ❞✉✲❚▼❙✶ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r r❡❛❞3(X) → 0✳ ❇✉t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤
❞✉✲❚▼❙✶ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❧❡❣❛❧✐t② ♦❢ r❡❛❞3(X)✳

❚▼❙✷✳ ❲❡ ♥♦✇ st✉❞② t❤❡ ❚▼❙✷ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣♦s❡s ❛♥ ❡①tr❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦♣❛q✉❡ s❡r✐❛❧✐③❛✲
t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✾ ✭❞✉✲❚▼❙✷✮✳ ❆ ❤✐st♦r② H ✐s ❞✉✲❚▼❙✷ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❡❣❛❧ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r②
S ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✱ H ♦❢ H s✉❝❤ t❤❛t

✶✳ ❢♦r ❛♥② t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tk, Tm ∈ t①♥s(H)✱ s✉❝❤ t❤❛t Tm ✐s ❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ✐❢
Ck ≺RT

H tr②❈m ♦r Ak ≺RT
H tr②❈m✱ t❤❡♥ Tk ≺S Tm✱ ❛♥❞

✷✳ ❢♦r ❛♥② t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tk, Tm ∈ t①♥s(H)✱ ✐❢ Tk ≺RT
H Tm✱ t❤❡♥ Tk <S Tm✱ ❛♥❞

✸✳ ❡❛❝❤ r❡❛❞k(X) ✐♥ S t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡t✉r♥ Ak ✐s ❧❡❣❛❧ ✐♥ Sk,X
H ✳

❲❡ r❡❢❡r t♦ S ❛s t❤❡ ❞✉✲❚▼❙✷ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ H✳

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❬✾✺❪ t❤❛t ❚▼❙✷ ✐s ❛ str✐❝t❧② str♦♥❣❡r ♣r♦♣❡rt② t❤❛♥ ❖♣❛❝✐t②✱ ✐✳❡✳✱ ❚▼❙✷ $ ❖♣❛❝✐t②✳
❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t ❞✉✲❚▼❙✷ ✐s str✐❝t❧② str♦♥❣❡r t❤❛♥ ❞✉✲♦♣❛❝✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢r♦♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✾✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t ❡✈❡r② ❤✐st♦r② t❤❛t ✐s ❞✉✲❚▼❙✷ ✐s ❛❧s♦ ❞✉✲♦♣❛q✉❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✐st♦r② t❤❛t ✐s ❞✉✲♦♣❛q✉❡✱ ❜✉t ♥♦t ❞✉✲❚▼❙✷✳

Pr♦♦❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ❞❡♣✐❝ts ❛ ❤✐st♦r② H t❤❛t ✐s ❞✉✲♦♣❛q✉❡✱ ❜✉t ♥♦t ❞✉✲❚▼❙✷✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✉✲♦♣❛q✉❡
s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ S ♦❢ H s✉❝❤ t❤❛t seq(S) = T2, T1✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ T1 ❝♦♠♠✐ts ❜❡❢♦r❡ T2✱ T1 ♠✉st
♣r❡❝❡❞❡ T2 ✐♥ ❛♥② ❞✉✲❚▼❙✷ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛♥② s✉❝❤ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ❡♥s✉r❡s ❡✈❡r②
t✲r❡❛❞ ✐s ❧❡❣❛❧✳ ❚❤✉s✱ H ✐s ♥♦t ❞✉✲❚▼❙✷✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✻✳ ❉✉✲❚▼❙✷ ✐s ♣r❡✜①✲❝❧♦s❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t H ❜❡ ❛♥② ❞✉✲❚▼❙✷ ❤✐st♦r②✳ ❚❤❡♥✱ H ✐s ❛❧s♦ ❞✉✲♦♣❛q✉❡✳ ❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✱ ❢♦r ❡✈❡r② i ∈ N✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ Si ❢♦r Hi✳ ❲❡ ♥♦✇ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
Tk, Tm ∈ t①♥s(Hi)✱ s✉❝❤ t❤❛t Tm ✐s ❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ✐❢ Ck ≺RT

Hi tr②❈m ♦r Ak ≺RT
Hi

tr②❈m✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ Si ✇✐t❤ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❛t Tk ≺Si Tm✳

❙✉♣♣♦s❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tk, Tm ∈ t①♥s(Hi)✱ s✉❝❤ t❤❛t Tm ✐s ❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞
✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ Ck ≺RT

Hi tr②❈m ♦r Ak ≺RT
Hi tr②❈m✱ ❜✉t Tm ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ Tk ✐♥ ❛♥② ❞✉✲♦♣❛q✉❡

s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ Si✳ ❙✐♥❝❡ Tm 6≺RT
Hi Tk✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❛t Tm ♣❡r❢♦r♠s ✇r✐t❡m(X, v) ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s

r❡❛❞k(X) → v✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇r✐t❡k(X, v) ≺RT
Hi tr②❈m✿ t❤✉s✱ r❡❛❞k(X) ✐s ♥♦t ❧❡❣❛❧ ✐♥

✐ts ❧♦❝❛❧ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Hi ❛♥❞ Si✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t Si ✐s ❛ ❞✉✲♦♣❛q✉❡
s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢Hi✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✉✲❚▼❙✷ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦rHi✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ❞✉✲❚▼❙✷ ✐s ❛ ♣r❡✜①✲❝❧♦s❡❞
♣r♦♣❡rt②✳

✹✼



❈❤❛♣t❡r ✸ ❙❛❢❡t② ❢♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②

❞✉✲♦♣❛❝✐t② ❞✉✲❱❲❈ ❞✉✲❚▼❙✶ ❞✉✲❚▼❙✷
❞✉✲♦♣❛❝✐t② $ $ %
❞✉✲❱❲❈ % × %
❞✉✲❚▼❙✶ % × %
❞✉✲❚▼❙✷ $ $ $

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❚▼ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳ ❉✉✲❚▼❙✷ ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ❞✉✲♦♣❛❝✐t② ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✮ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t
❞✉✲❚▼❙✷ ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞✿ ❛❧❧ ❤✐st♦r✐❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ❛r❡ ✐♥ ❞✉✲❚▼❙✷✳

✸✳✼ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♣r❡❝❧✉❞❡ r❡❛❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ♥♦t ②❡t
✐♥✈♦❦❡❞ tr②❈♦♠♠✐t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡♠ ♣r❡✜①✲❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡✐r ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t
t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❚▼ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs✱ s✐♥❝❡ ✐t str❡❛♠❧✐♥❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s
♦❢ t✲r❡❛❞ ❛♥❞ tr②❈♦♠♠✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❞✉✲♦♣❛❝✐t② ✐s ❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❛t ❡✈❡r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❡r♠✐✲
♥❛t❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❞✉✲❱❲❈ ❛♥❞ ❞✉✲❚▼❙✶ ❛r❡ ✭✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧②✮ ❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡♠ s❛❢❡t② ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ❬✾✼❪✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✿ ♦♣❛❝✐t②✱
❞✉✲♦♣❛❝✐t②✱ ❞✉✲❱❲❈✱ ❞✉✲❚▼❙✶ ❛♥❞ ❞✉✲❚▼❙✷✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✏❞✉✲♦♣❛❝✐t② ( ♦♣❛❝✐t②✑ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢
❞✉✲♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r✐❡s ✐s ❛ ♣r♦♣❡r s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r✐❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❞✉✲♦♣❛❝✐t② ✐s ❛ str✐❝t❧② str♦♥❣❡r
♣r♦♣❡rt② t❤❛♥ ♦♣❛❝✐t②✳ ■♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✭♥♦t r❡❧❛t❡❞ ❜② ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✮ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❞✉✲❚▼❙✶ ❛♥❞
❞✉✲❱❲❈ ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ×✳

▲✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t② ❬✷✻✱ ✽✶❪✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ♥♦♥❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✭✐✳❡✳✱ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ ♠❛② ♣r♦❞✉❝❡ ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♦✉t❝♦♠❡s✮ s❡q✉❡♥t✐❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐s ❛ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt② ❬✻✹✱
✾✼❪✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❬✻✹❪ t❤❛t ❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞ ✐❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦❜❥❡❝t
♠❛② ❡①♣♦s❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❬✻✹❪✱ t❤❛t ✐s✱ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ st❛t❡ ♠❛② ♣r♦❞✉❝❡
✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t✲❝❧♦s✉r❡ ♣r♦♦❢ ✭❝❢✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺✮✱ ✉s✐♥❣ ❑ö♥✐❣✬s ❧❡♠♠❛✱
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦✉t✲❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ GH ✱ ❝♦♥str✉❝t❡❞
❢♦r t❤❡ ❧✐♠✐t ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r② H✱ ✐s ♥♦t ✜♥✐t❡✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❚▼ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ s✐♥❝❡ r❡❛❞s ❛♥❞ ✇r✐t❡s ❜❡❤❛✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧② ✐♥
s❡r✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ②❡t ❞✉✲♦♣❛❝✐t② ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t✲❝❧♦s❡❞✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❣r❛♣❤ GH ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲
❡①❛♠♣❧❡ ❤✐st♦r② H ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✐s ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡✜①❡s ♦❢ H ❝❛♥ ❜❡
s❡r✐❛❧✐③❡❞ ❛s T3, T1, T2✱ ❜✉t ♥♦ ♣r❡✜① ❤❛s ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ T3, T1 ❛♥❞✱ t❤✉s✱ t❤❡ r♦♦t ✐s ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡rt❡① ♦❢ GH ✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❑ö♥✐❣✬s ❧❡♠♠❛ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r GH ✿ t❤❡
❣r❛♣❤ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❞✉✲♦♣❛❝✐t② r❡q✉✐r❡s ❡✈❡♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡
r❡❛❞✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s T2✱ t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t②✱
✇❤❡r❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✳
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❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

✧■ ❝❛♥✬t ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t✦✧ s❛✐❞ ❆❧✐❝❡
✧❈❛♥✬t ②♦✉❄✧ t❤❡ ◗✉❡❡♥ s❛✐❞ ✐♥ ❛
♣✐t②✐♥❣ t♦♥❡✳ ✧❚r② ❛❣❛✐♥✿ ❞r❛✇ ❛
❧♦♥❣ ❜r❡❛t❤✱ ❛♥❞ s❤✉t ②♦✉r ❡②❡s✳✧
❆❧✐❝❡ ❧❛✉❣❤❡❞✳ ✧❚❤❡r❡✬s ♥♦ ✉s❡
tr②✐♥❣✱✧ s❤❡ s❛✐❞✿ ✧♦♥❡ ❝❛♥✬t
❜❡❧✐❡✈❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t❤✐♥❣s✳✧
✧■ ❞❛r❡s❛② ②♦✉ ❤❛✈❡♥✬t ❤❛❞ ♠✉❝❤
♣r❛❝t✐❝❡✱✧ s❛✐❞ t❤❡ ◗✉❡❡♥✳ ✧❲❤❡♥
■ ✇❛s ②♦✉r ❛❣❡✱ ■ ❛❧✇❛②s ❞✐❞ ✐t ❢♦r
❤❛❧❢✲❛♥✲❤♦✉r ❛ ❞❛②✳ ❲❤②✱
s♦♠❡t✐♠❡s ■✬✈❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ ❛s ♠❛♥② ❛s
s✐① ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t❤✐♥❣s ❜❡❢♦r❡
❜r❡❛❦❢❛st✳✧

▲❡✇✐s ❈❛rr♦❧❧ ✲❚❤r♦✉❣❤ t❤❡
▲♦♦❦✐♥❣✲●❧❛ss

✹✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ♥♦ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣
♣r♦❣r❡ss ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧❧② ❛❧❧♦✇ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t♦ ❜❧♦❝❦ ✭❞❡❧❛②✮ ♦r ❛❜♦rt ✐♥ ❝♦♥✲
❝✉rr❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✼ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❢♦r ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♠❡tr✐❝s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✳

❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼s✳ ❲❡ st❛rt ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r s✐♥❣❧❡✲❧♦❝❦ ❚▼s t❤❛t s❛t✐s❢② s❡q✉❡♥t✐❛❧
❚▼✲♣r♦❣r❡ss✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ♦♣❛q✉❡ ❚▼ ❢❡❛t✉r❡❞ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ❉❆P✱ ✇❡❛❦
✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✱ ■❈❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ♠✉st ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ✈❛❧✐❞❛t❡ ❡✈❡r② ♥❡①t
r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ✭✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✬s r❡❛❞ s❡t✮ st❡♣✲❝♦♠♣❧❡①✐t②
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❚▼✲❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✐s ✇❡❛❦❡♥❡❞ t♦ str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✱
t❤❡r❡ ❡①✐st ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr②❈♦♠♠✐t ♦❢ s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠✉st ❛❝❝❡ss ❛ ❧✐♥❡❛r ✭✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥✬s r❡❛❞ s❡t✮ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❲❡ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
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❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

✐♥ ❚▼s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✿ ❡✈❡♥ s✐♥❣❧❡✲❧♦❝❦ ❚▼s ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❘❆❲ ✭r❡❛❞✲❛❢t❡r✲✇r✐t❡✮ ♦r ❆❲❆❘
✭❛t♦♠✐❝✲✇r✐t❡✲❛❢t❡r✲r❡❛❞✮ ♣❛tt❡r♥ ❬✶✻❪✳

Pr♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s✳ ❲❡ t✉r♥ ♦✉r ❢♦❝✉s t♦ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
t♦ ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ♦♥❧② ❞✉❡ t♦ r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❝♦♥✢✐❝ts ✇✐t❤ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ♠❡tr✐❝
❝❛❧❧❡❞ ♣r♦t❡❝t❡❞ ❞❛t❛ s✐③❡ t❤❛t✱ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠✉st ❡①✲
❝❧✉s✐✈❡❧② ❝♦♥tr♦❧ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❆❧❧ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡ ♦❢
✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ✐♥ ❬✻✵❪✮ ✉s❡ ❧♦❝❦s ♦r t✐♠✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡
❛❝❝❡ss t♦ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ✐ts ✇r✐t❡ s❡t ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❚▲ ❬✸✾❪ ❛♥❞ ❚▲✷ ❬✸✽❪ r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❣r❛❜s ❛❧❧ ❧♦❝❦s ♦♥ ✐ts ✇r✐t❡ s❡t
❜❡❢♦r❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❖✉r r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ✐s ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t ♣r✐❝❡ t♦ ♣❛②
❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✿ ❡✈❡r② ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❛♥❞ str✐❝t ❉❆P ❚▼
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ♠✉st✱ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ♣r♦t❡❝t ❡✈❡r②
t✲♦❜❥❡❝t ✐♥ ✐ts ✇r✐t❡ s❡t✳

❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ✈❡r② ❝❤❡❛♣ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♦♣❛q✉❡ str✐❝t ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❜❛s❡
♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ♠❡♠♦r② st❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s✳

❙tr♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐♥ ❛♥② str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❝❝❡ss❡s t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ✇✐t❤ r❡❛❞✱ ✇r✐t❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ s✉❝❤ ❛s
❝♦♠♣❛r❡✲❛♥❞✲s✇❛♣ ❛♥❞ ❧♦❛❞✲❧✐♥❦❡❞✴st♦r❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♠♦t❡ ♠❡♠♦r② r❡❢❡r❡♥❝❡s
✭❘▼❘s✮ t❤❛t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼ ✐♥ ✇❤✐❝❤ n ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s ♣❡r❢♦r♠
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t✲♦❜❥❡❝t ♠✐❣❤t r❡❛❝❤ Ω(n log n)✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❛♥
❛♥❛❧♦❣♦✉s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❬✷✶❪✳ ■♥ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥② ❚▼ ✇✐t❤ t❤❡
❛❜♦✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡ ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥✱ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧
♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ♦♥❧② ♦♥❡ t✲♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ✐♥❝✉rr✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❘▼❘ ♦✈❡r❤❡❛❞✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛♣♣❧✐❡s t♦
❘▼❘s ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❛❝❤❡✲❝♦❤❡r❡♥t ✭❈❈✮ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ✭❉❙▼✮ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ✐t ❛♣♣❡❛rs
t♦ ❜❡ t❤❡ ✜rst ❘▼❘ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ r❡❛❞✲
✇r✐t❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ t❤✉s s❤♦✇✐♥❣ ♦♥❡ ♠❡❛♥s ♦❢
❝✐r❝✉♠✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❘❛❝❤✐❞ ❡t ❛❧✳ ❬✻✷❪ ✇❤♦ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ str♦♥❣❧②
♣r♦❣r❡ss✐✈❡ str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✇❛✐t✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ❢r♦♠ r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✳

P❡r♠✐ss✐✈❡ ❚▼s✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦✉r st✉❞② ♦❢ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s ❜② ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ✭✐♥ t❤❡ tr❛♥s❛❝✲
t✐♦♥✬s ❞❛t❛ s❡t s✐③❡✮ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s ❛♥❞ ♣❡r♠✐ss✐✈❡ ❚▼s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t♦ ❛❜♦rt ♦♥❧② ✐❢ ❝♦♠♠✐t✲
t✐♥❣ ✐t ✇♦✉❧❞ ✈✐♦❧❛t❡ ♦♣❛❝✐t②✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣❡r♠✐ss✐✈❡
♦♣❛q✉❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ♠❛② r❡q✉✐r❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ❘❆❲✴❆❲❆❘ ♣❛tt❡r♥ ♣❡r t✲r❡❛❞✳

❘♦❛❞♠❛♣ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ st✉❞✐❡s ✏s✐♥❣❧❡✲❧♦❝❦✑ ❚▼s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss
♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s ✇❤✐❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ✐s ♦♥ str♦♥❣❧②
♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♣❡r♠✐ss✐✈❡ ❚▼s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t♦ ❛❜♦rt
♦♥❧② ✐❢ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣ ✐t ✇♦✉❧❞ ✈✐♦❧❛t❡ ♦♣❛❝✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❛♥❞ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳

✹✳✷ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼s

❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ✏s✐♥❣❧❡✲❧♦❝❦✑✱ ✐✳❡✳✱ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼s✳ ❖✉r ✜rst r❡s✉❧t ♣r♦✈❡s t❤❛t ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥
✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼ ❢❡❛t✉r❡❞ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ❉❆P ❛♥❞ ✇❡❛❦ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ♠✉st ✐♥❝✉r t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣
✐ts r❡❛❞ s❡t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ✭❛♥❞ r❡s♣✳✱ ❧✐♥❡❛r✮ ✭✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✬s r❡❛❞ s❡t✮
st❡♣✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ♦♣❛❝✐t② ✭❛♥❞ r❡s♣✳✱ str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✮✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ s❤♦✇
t❤❛t ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❡✈❡♥ ✐♥ s✉❝❤ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼s✱ ✐✳❡✳✱ ❛ s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼
♠✉st ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❘❆❲✴❆❲❆❘ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❝♦♠♠✐t ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
❛♥② ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳

✺✵



✹✳✷ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼s

Rφ(X1) · · ·Rφ(Xi−1)

i− 1 t✲r❡❛❞s Rφ(Xi) → nvWi(Xi, nv)

Ti ❝♦♠♠✐ts
TφTi

✭❛✮ Rφ(Xi) ♠✉st r❡t✉r♥ nv ❜② str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t②

Rφ(X1) · · ·Rφ(Xi−1)

i− 1 t✲r❡❛❞s

Wi(Xi, nv)

Ti ❝♦♠♠✐ts

Rφ(Xi) → nv

♥❡✇ ✈❛❧✉❡
TφTφ

Ti

✭❜✮ Ti ❞♦❡s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ❛♥② ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ Tφ

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❊①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶❀ ❇② ✇❡❛❦ ❉❆P✱ Tφ ❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤✐s ❢r♦♠ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶❛

❲❡ ✜rst ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧❡♠♠❛ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ ✉s❡ ✐♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣r♦♦❢s✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳ ▲❡t M ❜❡ ❛♥② str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✱ ✇❡❛❦ ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s s❡q✉❡♥t✐❛❧
❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ N✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ πi−1 ·ρi ·αi

✇❤❡r❡✱

• πi−1 ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tφ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s (i−1)
t✲r❡❛❞s✿ r❡❛❞φ(X1) · · · r❡❛❞φ(Xi−1)✱

• ρi ✐s t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti t❤❛t ✇r✐t❡s nv 6= v t♦ Xi ❛♥❞
❝♦♠♠✐ts ✭v ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X − i✮✱

• αi ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ Tφ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ✐ts ith t✲r❡❛❞✿
r❡❛❞φ(Xi) → nvi✳

Pr♦♦❢✳ ❇② s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ρi ·πi−1✳
❙✐♥❝❡ ❉s❡t(Tk) ∩ ❉s❡t(Ti) = ∅ ✐♥ ρi · πi−1✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✵✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tφ ❛♥❞ Ti ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥
❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ρi · πi−1✳ ❚❤✉s✱ ρi · πi−1 ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✳

❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✱ ρi · πi−1 · αi ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✲r❡❛❞ ♦❢ Xi

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Tφ ♠✉st r❡t✉r♥ nv✳ ❇✉t ρi · πi−1 · αi ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ Tφ ❢r♦♠ πi−1 · ρi · αi✳ ❚❤✉s✱
M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ πi−1 · ρi · αi✳

✹✳✷✳✶ ❆ q✉❛❞r❛t✐❝ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ st❡♣ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r st❡♣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳ ❋♦r ❡✈❡r② ✇❡❛❦ ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ■❈❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ s❡q✉❡♥t✐❛❧
❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ ✉s❡s ✇❡❛❦ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✱

✭✶✮ ■❢ M ✐s ♦♣❛q✉❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② m ∈ N✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M s✉❝❤ t❤❛t s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
T ∈ txns(E) ♣❡r❢♦r♠s Ω(m2) st❡♣s✱ ✇❤❡r❡ m = |❘s❡t(Tk)|✳

✭✷✮ ✐❢ M ✐s str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② m ∈ N✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M s✉❝❤ t❤❛t s♦♠❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ txns(E) ❛❝❝❡ss❡s ❛t ❧❡❛st m− 1 ❞✐st✐♥❝t ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
mth t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr②❈k()✱ ✇❤❡r❡ m = |❘s❡t(Tk)|✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛❧❧ i ∈ {1, . . . ,m}✱ ❧❡t v ❜❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✲♦❜❥❡❝t Xi✳

✭1✮ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛tM ✐s ♦♣❛q✉❡✳ ▲❡t πm ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
Tφ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s m t✲r❡❛❞s✿ r❡❛❞φ(X1) · · · r❡❛❞φ(Xm) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, . . . ,m}✱ r❡❛❞φ(Xi) → v✳

❇② ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {2, . . . ,m}✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Ei = πi−1 · ρi · αi✳

✺✶



❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

❋♦r ❡❛❝❤ i ∈ {2, . . . ,m}✱ j ∈ {1, 2} ❛♥❞ ℓ ≤ (i − 1)✱ ✇❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Ei
jℓ =

πi−1 · βℓ · ρi · αi
j ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• βℓ ✐s t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tℓ t❤❛t ✇r✐t❡s nvℓ 6= v
t♦ Xℓ ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts

• αi
1 ✭❛♥❞ r❡s♣✳ αi

2✮ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ r❡❛❞φ(Xi) → v ✭❛♥❞
r❡s♣✳ r❡❛❞φ(Xi) → Aφ✮✳

❈❧❛✐♠ ✹✳✸✳ ❋♦r ❛❧❧ i ∈ {2, . . . ,m} ❛♥❞ ℓ ≤ (i− 1)✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Ei
1ℓ ♦r Ei

2ℓ✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛❧❧ i ∈ {2, . . . ,m}✱ πi−1 ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✳ ❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ❛♥❞
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss✱ Tℓ ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ πi−1 ·ρℓ ❛♥❞ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ πi−1 ·βℓ✳
❇② t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ s✐♥❝❡ Ti ❛♥❞ Tℓ ❤❛✈❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❞❛t❛ s❡ts✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ πi−1 ·βℓ ·ρi✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r πi−1 · βℓ · ρi ✐s q✉✐❡s❝❡♥t✱ ❜② ■❈❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ πi−1 · βℓ · ρi ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤
r❡❛❞φ(Xi) ♠✉st r❡t✉r♥ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡✳ ■❢ r❡❛❞φ(Xi) → vi✱ t❤❡♥ ❝❧❡❛r❧② Ei

1 ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M
✇✐t❤ Tφ, Ti−1, Ti ❜❡✐♥❣ ❛ ✈❛❧✐❞ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ■❢ r❡❛❞φ(Xi) → Aφ✱ t❤❡ s❛♠❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥
❥✉st✐✜❡s ❛♥ ♦♣❛q✉❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❙✉♣♣♦s❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M s✉❝❤ t❤❛t πi−1 · βℓ · ρi ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞φ(Xi) → r❀ r 6∈ {Aφ, v}✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❝❛s❡ t♦ ❛♥❛❧②s❡ ✐s ✇❤❡♥
r = nv✳ ❙✐♥❝❡ r❡❛❞φ(Xi) r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xi ✉♣❞❛t❡❞ ❜② Ti✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐s Tℓ✱ Ti✱ Tφ❀ ❜✉t r❡❛❞φ(Xℓ) ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Tk t❤❛t r❡t✉r♥s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ v ✐s ♥♦t ❧❡❣❛❧ ✐♥
t❤✐s s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {2, . . . ,m}✱ j ∈ {1, 2} ❛♥❞ ℓ ≤ (i− 1)✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tφ ♠✉st ❛❝❝❡ss (i− 1)
❞✐✛❡r❡♥t ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞φ(Xi) ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ πi−1 · βℓ · ρi · αi

j ✳

❇② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ πi−1·βℓ·ρi·αi
j ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s

Tℓ ❛♥❞ Ti ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π̃i−1 · βℓ · ρi · αi
j ✱ ✇❤❡r❡ ❘s❡t(Tφ) = ∅ ✐♥ π̃i−1✳ ❇✉t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tℓ ❛♥❞ Ti

❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ✐♥ π̃i−1 · βℓ · ρi ❛♥❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✵✱ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥
t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ (i− 1) ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥s✿ πi−1 ·β1 · ρi✱ . . .✱ πi−1 ·βi−1 · ρi✳ ❋♦r ❛❧❧ ℓ, ℓ′ ≤ (i− 1)❀ℓ′ 6= ℓ✱ M
❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ πi−1 · βℓ · ρi · βℓ′ ✐♥ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tℓ ❛♥❞ Tℓ′ ❛❝❝❡ss ♠✉t✉❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t
❞❛t❛ s❡ts✳ ❇② ✇❡❛❦ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✵✱ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tℓ′ ✱ Ti ❛♥❞ Tℓ′ ✱ Tℓ ❞♦ ♥♦t
❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t πi−1 · βℓ · βℓ′ · ρi ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✐♥
✇❤✐❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tℓ ❛♥❞ Tℓ′ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧② ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t♦ ♠✉t✉❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t s❡ts ♦❢ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts
✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥ts βℓ ❛♥❞ βℓ′ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭❜② ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✵✮✳

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r ❛♥② j ∈ {1, 2}✱ ℓ ≤ (i− 1)✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ci ❛❢t❡r Ei ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥s ❛❢t❡r Ei

jℓ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t βℓ✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tφ ♠✉st ❛❝❝❡ss ❛t ❧❡❛st i−1 ❞✐✛❡r❡♥t ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t πi

j t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ci ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❛t r❡s✉❧t ❛❢t❡r t❤❡ (i − 1) ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥s πi−1 · β1 · ρi✱
. . .✱ πi−1 · βi−1 · ρi r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤✉s✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {2, . . . ,m}✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tφ ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ ❛t ❧❡❛st i − 1 st❡♣s ✇❤✐❧❡ ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ith

t✲r❡❛❞ ✐♥ πi
j ❛♥❞ Tφ ✐ts❡❧❢ ♠✉st ♣❡r❢♦r♠

m−1∑
i=1

i = m(m−1)
2 st❡♣s✳

✭2✮ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛tM ✐s str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✱ ❜✉t ♥♦t ♦♣❛q✉❡✳ ❙✐♥❝❡M ✐s str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✱
✐t ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E = πm−1 · ρm · αm✳

❋♦r ❡❛❝❤ ℓ ≤ (i − 1)✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Eℓ = πm−1 · βℓ · ρm · ᾱm ✇❤❡r❡
ᾱm ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ r❡❛❞φ(Xm) ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ tr②❈φ✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ✇❡❛❦ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✱ πm−1 ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥ts ❛♥❞
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ πm−1 ·βℓ ·ρm ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tℓ ❛♥❞ Tm ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s π̃m−1 ·βℓ

❛♥❞ π̃m−1 · βℓ · ρm r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡ ❘s❡t(Tφ) = ∅ ✐♥ π̃m−1✳ ❚❤✉s✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✵✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s

✺✷
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βℓ ·ρm ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ πm−1 ·βℓ ·ρm✳ ❇② ■❈❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ r❡❛❞φ(Xm)
❛♥❞ tr②❈φ ♠✉st r❡t✉r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ᾱm t❤❛t ❡①t❡♥❞s πm−1 · βℓ · ρm✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ℓ ≤ (i − 1)✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Eℓ = πm−1 · βℓ · ρm · ᾱm s✉❝❤ t❤❛t
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tℓ ❛♥❞ Tm ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳

❙tr✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ M ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ r❡❛❞φ(Xm) → nv ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ᾱm✱ t❤❡♥ tr②❈φ ♠✉st
r❡t✉r♥ Aφ✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ✐❢ r❡❛❞φ(Xm) → v ✭✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xm✮✱ t❤❡♥ tr②❈φ ♠❛② r❡t✉r♥ Aφ ♦r Cφ✳

❚❤✉s✱ ❛s ✇✐t❤ ✭1✮✱ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ Tφ ♠✉st ❛❝❝❡ss ❛t ❧❡❛st m − 1 ❞✐st✐♥❝t ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ r❡❛❞φ(Xm) ❛♥❞ tr②❈φ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Ci ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛❢t❡r t❤❡
m− 1 ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥s πm−1 · β1 · ρm✱ . . .✱ πm−1 · βm−1 · ρm r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✹✳✷✳✷ ❊①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❝❛♥♥♦t ❜❡
❡❧✐♠✐♥❛t❡❞

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼s ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❘❆❲✴❆❲❆❘ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞
t♦ ❝♦♠♠✐t ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡② r✉♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳ ▲❡t M ❜❡ ❛ s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ s❡✲
q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✳ ❚❤❡♥✱ ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ r✉♥♥✐♥❣ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠s
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ t✲r❡❛❞ ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ t✲✇r✐t❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❘❆❲✴❆❲❆❘ ♣❛tt❡r♥✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π ♦❢ M ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T1 r✉♥♥✐♥❣ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠s ✭❛♠♦♥❣
♦t❤❡r ❡✈❡♥ts✮ r❡❛❞1(X)✱ ✇r✐t❡1(Y, v) ❛♥❞ tr②❈1()✳ ❙✐♥❝❡M s❛t✐s✜❡s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧
❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ T1 ♠✉st ❝♦♠♠✐t ✐♥ π✳ ❈❧❡❛r❧② π ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ✇r✐t❡ t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ❛
s✉❜s❡q✉❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ r❡❛❞✐♥❣ Y ✇♦✉❧❞ r❡t✉r♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Y ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✇r✐tt❡♥ ❜② T1✳

▲❡t πw ❜❡ t❤❡ ✜rst ✇r✐t❡ t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ π✳ ❚❤✉s✱ π ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s πs · πw · πf ✳

◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t π ❝♦♥t❛✐♥s ♥❡✐t❤❡r ❘❆❲ ♥♦r ❆❲❆❘ ♣❛tt❡r♥s✳

❙✐♥❝❡ πs ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ✇r✐t❡s✱ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❛❢t❡r πs ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ πs · ρ ✇❤❡r❡ ✐♥ ρ✱ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2 ♣❡r❢♦r♠s
r❡❛❞2(Y )✱ ✇r✐t❡2(X, 1)✱ tr②❈2() ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡①✐sts✱ s✐♥❝❡ ρ ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ T2

❢r♦♠ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ T2 r✉♥s t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❛♥❞ t❤✉s T2 ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ✐♥ πs · ρ✳

❙✐♥❝❡ πw ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❆❲❆❘✱ πs · ρ · πw ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✳

❙✐♥❝❡ πw · πf ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❘❆❲s✱ ❡✈❡r② r❡❛❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ πw · πf ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡
♣r❡✈✐♦✉s❧② ✇r✐tt❡♥ ✐♥ πw ·πf ✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ πs ·ρ·πw ·πf ✱ s✉❝❤ t❤❛t T1 ❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
πs · πw · πf ❛♥❞ πs · ρ · πw · πf ✳ ❍❡♥❝❡✱ T1 ❝♦♠♠✐ts ✐♥ πs · ρ · πw · πf ✳

❇✉t T1 r❡❛❞s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X ❛♥❞ T2 r❡❛❞s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Y ✐♥ πs · ρ · πw · πf ✱ ❛♥❞ t❤✉s T1 ❛♥❞
T2 ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❜♦t❤ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✭❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♠✉st r❡❛❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✇r✐tt❡♥
❜② t❤❡ ♦t❤❡r✮✖❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
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❲❡ ♠♦✈❡ ♦♥ t♦ t❤❡ str♦♥❣❡r ✭t❤❛♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼s✮ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇
♠❡tr✐❝ ❝❛❧❧❡❞ ♣r♦t❡❝t❡❞ ❞❛t❛ s✐③❡ t❤❛t✱ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✲♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
♠✉st ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❝♦♥tr♦❧ ❛t s♦♠❡ ♣r❡✜① ♦❢ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❲❡ ✜rst ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛♥② str✐❝t ❉❆P ♣r♦❣r❡ss✐✈❡
♦♣❛q✉❡ ❚▼ ♠✉st ♣r♦t❡❝t ✐ts ❡♥t✐r❡ ✇r✐t❡ s❡t ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t st❛❧❧✱ ❝♦♥st❛♥t ❘❆❲✴❆❲❆❘ str✐❝t ❉❆P ♦♣❛q✉❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼ t❤❛t
♣r♦✈✐❞❡s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ❛♥❞ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢r♦♠ r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✳

✺✸



❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

✹✳✸✳✶ ❆ ❧✐♥❡❛r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣r♦t❡❝t❡❞ ❞❛t❛

▲❡t M ❜❡ ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ t✲♦❜❥❡❝t
Xj ✐s ♣r♦t❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ s♦♠❡ ✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π ♦❢ M ✐❢ s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0 ✐s ❛❜♦✉t t♦ ❛t♦♠✐❝❛❧❧②
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xj ✐♥ ✐ts ♥❡①t st❡♣ ✭❡✳❣✳✱ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛r❡✲❛♥❞✲s✇❛♣✮ ♦r ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❛♥②
❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t♦ r❡❛❞ Xj ✭❡✳❣✳✱ ❜② ❤♦❧❞✐♥❣ ❛ ✏❧♦❝❦✑ ♦♥ Xj✮✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t α ·π ❜❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M s✉❝❤ t❤❛t π ✐s ❛ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
T0✱ ✇❤❡r❡ ❲s❡t(T0) = {X1, . . . , Xm}✳ ▲❡t uj ✭j = 1, . . . ,m✮ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✇r✐tt❡♥ ❜② T0 t♦ t✲♦❜❥❡❝t
Xj ✐♥ π✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡t πt ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t✲t❤ s❤♦rt❡st ♣r❡✜① ♦❢ π✳ ▲❡t π0 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡♠♣t② ♣r❡✜①✳

❋♦r ❛♥② Xj ∈ ❲s❡t(T0)✱ ❧❡t Tj ❞❡♥♦t❡ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t tr✐❡s t♦ r❡❛❞ Xj ❛♥❞ ❝♦♠♠✐t✳ ▲❡t Et
j = α ·πt ·ρtj

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ α · πt ✐♥ ✇❤✐❝❤ Tj r✉♥s s♦❧♦ ✉♥t✐❧ ✐t ❝♦♠♣❧❡t❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡✱ ρtj ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡✳

❲❡ s❛② t❤❛t α ·πt ✐s (1, j)✲✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡ r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Tj ✐♥ α ·πt · ρtj r❡t✉r♥s uj ✭t❤❡ ✈❛❧✉❡
✇r✐tt❡♥ ❜② T0 t♦ Xj✮✳ ❲❡ s❛② t❤❛t α ·πt ✐s (0, j)✲✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡ r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Tj ✐♥ α ·πt ·ρtj
❞♦❡s ♥♦t ❛❜♦rt ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛♥ ✧♦❧❞✧ ✈❛❧✉❡ u 6= uj ✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ t❤❡ r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ Tj ❛❜♦rts ♦r ♥❡✈❡r
r❡t✉r♥s ✐♥ α · πt · ρtj ✱ ✇❡ s❛② t❤❛t α · πt ✐s (⊥, j)✲✈❛❧❡♥t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❲❡ s❛② t❤❛t T0 ♣r♦t❡❝ts ❛♥ ♦❜❥❡❝t Xj ✐♥ α · πt✱ ✇❤❡r❡ πt ✐s t❤❡ t✲t❤ s❤♦rt❡st ♣r❡✜① ♦❢ π
✭t > 0✮ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞s✿ ✭✶✮ α · πt ✐s (0, j)✲✈❛❧❡♥t ❛♥❞ α · πt+1 ✐s (1, j)✲✈❛❧❡♥t✱ ♦r
✭✷✮ α · πt ♦r α · πt+1 ✐s (⊥, j)✲✈❛❧❡♥t✳

❋♦r str✐❝t ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ r✉♥♥✐♥❣ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②
♠✉st ♣r♦t❡❝t ❡✈❡r② t✲♦❜❥❡❝t ✐♥ ✐ts ✇r✐t❡ s❡t ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦ ♣r❡✜① ♦❢ π ❝❛♥ ❜❡ 0 ❛♥❞ 1✲✈❛❧❡♥t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳ ❚❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st πt✱ ❛ ♣r❡✜① ♦❢ π✱ ❛♥❞ i, j ∈ {1, . . . ,m} s✉❝❤ t❤❛t α · πt ✐s ❜♦t❤
(0, i)✲✈❛❧❡♥t ❛♥❞ (1, j)✲✈❛❧❡♥t✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st i, j ❛♥❞ α · πt t❤❛t ✐s ❜♦t❤ (0, i)✲✈❛❧❡♥t ❛♥❞ (1, j)✲
✈❛❧❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s str✐❝t ❉❆P✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✱ Et

ij = α · πt · ρtj · ρ
t
i t❤❛t

✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ Ti ❢r♦♠ α · πt · ρti✳ ■♥ Et
ij ✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s T0✱ Tj ✱ Ti✳ ❇✉t Ti

r❡t✉r♥s t❤❡ ✏♦❧❞✑ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xi ❛♥❞✱ t❤✉s✱ t❤❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❧❡❣❛❧✖❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

■❢ α · πt ✐s (0, i)✲✈❛❧❡♥t ✭r❡s♣✳✱ (1, i)✲✈❛❧❡♥t✮ ❢♦r s♦♠❡ i✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ✐t ✐s 0✲✈❛❧❡♥t ✭r❡s♣✳✱ 1✲✈❛❧❡♥t✮✳ ❇②
▲❡♠♠❛ ✹✳✺✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ 0✲✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ 1✲✈❛❧❡♥❝❡ ❛r❡ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✻✳ ▲❡t M ❜❡ ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ ♦♣❛q✉❡ ❛♥❞ str✐❝t ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✳ ▲❡t α · π ❜❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✱ ✇❤❡r❡ π ✐s ❛ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧
t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts πt✱ ❛ ♣r❡✜① ♦❢ π✱ s✉❝❤ t❤❛t T0 ♣r♦t❡❝ts
|❲s❡t(T0)| t✲♦❜❥❡❝ts ✐♥ α · πt✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ❲s❡tT0
= {X1, . . . , Xm}✳ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s✿

✭✶✮ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t π ❤❛s ❛ ♣r❡✜① πt s✉❝❤ t❤❛t α · πt ✐s 0✲✈❛❧❡♥t ❛♥❞ α · πt+1 ✐s 1✲✈❛❧❡♥t✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✹✳✺✱
t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐sts i✱ s✉❝❤ t❤❛t α ·πt ✐s (1, i)✲✈❛❧❡♥t ❛♥❞ α ·πt+1 ✐s (0, i)✲✈❛❧❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❡ tr✉❡

• ❋♦r ❡✈❡r② i ∈ {1, . . . ,m}✱ α · πt ✐s (0, i)✲✈❛❧❡♥t ❛♥❞ α · πt+1 ✐s (1, i)✲✈❛❧❡♥t

• ❆t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ α · πt ❛♥❞ α · πt+1 ✐s (⊥, i)✲✈❛❧❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ Ti ❛❜♦rts ♦r ♥❡✈❡r
r❡t✉r♥s

■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ T0 ♣r♦t❡❝ts m t✲♦❜❥❡❝ts ✐♥ α · πt✳

✺✹



✹✳✸ Pr♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s

✭✷✮ ◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t s✉❝❤ πt ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐sts✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ i ∈ {1, . . . ,m} ❛♥❞ t ∈ {0, |π| − 1} s✉❝❤
t❤❛t Et

i ❡①✐sts ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛♥ ♦❧❞ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ Et+1
i ❡①✐sts ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts s, t✱ 0 < s+ 1 < t✱ S ⊆ {1, . . . ,m}✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

• α · πs ✐s 0✲✈❛❧❡♥t✱

• α · πt ✐s 1✲✈❛❧❡♥t✱

• ❢♦r ❛❧❧ r✱ s < r < t✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ S✱ α · πr ✐s (⊥, i)✲✈❛❧❡♥t✳

❲❡ s❛② t❤❛t s+ 1, . . . , t− 1 ✐s ❛ ♣r♦t❡❝t✐♥❣ ❢r❛❣♠❡♥t ❢♦r t✲♦❜❥❡❝ts {Xj |j ∈ S}✳

❙✐♥❝❡M ✐s ♦♣❛q✉❡ ❛♥❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ α·π0 = α ✐s 0✲✈❛❧❡♥t ❛♥❞ α·π ✐s 1✲✈❛❧❡♥t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
♦❢ ❈❛s❡ ✭✷✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ Xi✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣r♦t❡❝t✐♥❣ ❢r❛❣♠❡♥t ❢♦r {Xi}✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣r♦t❡❝t✐♥❣ ❢r❛❣♠❡♥t ❢♦r {X1}✳

◆♦✇ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❡t πs+1, . . . , πt−1 ❜❡ ❛ ♣r♦t❡❝t✐♥❣ ❢r❛❣♠❡♥t ❢♦r {X1, . . . , Xu−1}
s✉❝❤ t❤❛t u ≤ m✳

◆♦✇ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ s✉❜❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ s+ 1, . . . , t− 1 t❤❛t ♣r♦t❡❝ts {X1, . . . , Xu}✳

❙✉♣♣♦s❡ ♥♦t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts r✱ s < r < t✱ s✉❝❤ t❤❛t α · πr ✐s (0, u)✲✈❛❧❡♥t ♦r (1, u)✲✈❛❧❡♥t✳
❙✉♣♣♦s❡ ✜rst t❤❛t α · πr ✐s (1, u)✲✈❛❧❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ α · πs ✐s (0, i)✲✈❛❧❡♥t ❢♦r s♦♠❡ i 6= u✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✺
❛♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❈❛s❡ ✭✷✮✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❡①✐st s′, t′✱ s < s′ + 1 < t′ ≤ r s✉❝❤ t❤❛t

• α · πs′ ✐s 0✲✈❛❧❡♥t✱

• α · πt′ ✐s 1✲✈❛❧❡♥t✱

• ❢♦r ❛❧❧ r′✱ s′ < r′ < t′✱ α · πr′ ✐s (⊥, u)✲✈❛❧❡♥t✳

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ s′ + 1, . . . , t′ − 1 ✐s ❛ ♣r♦t❡❝t✐♥❣ ❢r❛❣♠❡♥t ❢♦r {X1, . . . , Xu}✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ α · πr ✐s
(0, u)✲✈❛❧❡♥t ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ♥♦✇ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❢r❛❣♠❡♥t r, . . . , t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s, . . . , r✳

❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ s+ 1, . . . , t− 1 t❤❛t ♣r♦t❡❝ts {X1, . . . , Xu}✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ ❛ ♣r♦t❡❝t✐♥❣ ❢r❛❣♠❡♥t s′′ + 1, . . . , t′′ − 1 ❢♦r {X1, . . . , Xm}✳ ❚❤✉s✱ ❛♥② ♣r❡✜① α · πr✱ ✇❤❡r❡
s′′ < r < t′′ ♣r♦t❡❝ts ❡①❛❝t❧② m t✲♦❜❥❡❝ts✳

■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r❡✜① ♦❢ α · π t❤❛t ♣r♦t❡❝ts ❡①❛❝t❧② m t✲♦❜❥❡❝ts✳

❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✻ ✐s t✐❣❤t✿ ✐t ✐s ♠❛t❝❤❡❞ ❜② ❛❧❧ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡
♦❢✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✸✳✷ ❆ ❝♦♥st❛♥t st❛❧❧ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ str✐❝t ❉❆P
♦♣❛q✉❡ ❚▼

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❝❤❡❛♣ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ ♦♣❛q✉❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ LP ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✮✳ ❖✉r
❚▼ LP ✱ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s ❛t ♠♦st ❛ s✐♥❣❧❡ ❘❆❲✱ ❡✈❡r② t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥❝✉rs O(1) ♠❡♠♦r②
st❛❧❧s ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② t✲♦❜❥❡❝t ❛t ❛♥② ♣r❡✜① ♦❢ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s str✐❝t ❉❆P ❛♥❞ ✉s❡s ♦♥❧② r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✳

❇❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❋♦r ❡✈❡r② t✲♦❜❥❡❝t Xj ✱ LP ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t vj t❤❛t st♦r❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xj ✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ Xj ✱ ✇❡ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ❜✐t Lj ✱ ✇❤✐❝❤ ✐❢ s❡t✱ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✇r✐t✐♥❣ t♦ Xj ✳ ❆❧s♦✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♣r♦❝❡ss pi ❛♥❞ t✲♦❜❥❡❝t Xj ✱ LP ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ s✐♥❣❧❡✲✇r✐t❡r ❜✐t
rij t♦ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② pi ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✇r✐t❡✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ♠❛② ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ♦♥❧② ✈✐❛ r❡❛❞ ❛♥❞
✇r✐t❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳

❘❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✜rst r❡❛❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✲♦❜❥❡❝t Xj ❢r♦♠ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t vj ❛♥❞
t❤❡♥ r❡❛❞s t❤❡ ❜✐t Lj t♦ ❞❡t❡❝t ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ■❢ Lj ✐s s❡t✱ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s
❛❜♦rt❡❞❀ ✐❢ ♥♦t✱ r❡❛❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❡❛❞ s❡t✳ ■❢ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❢❛✐❧s✱ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥

✺✺



❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ ❙tr✐❝t ❉❆P ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♦♣❛q✉❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ LP ❀ ❝♦❞❡ ❢♦r Tk ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss
pi

✶✿ ❙❤❛r❡❞ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✿

✷✿ vj ✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t✲♦❜❥❡❝t Xj ✱ ❛❧❧♦✇s r❡❛❞s ❛♥❞ ✇r✐t❡s
✸✿ rij ✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss pi ❛♥❞ t✲♦❜❥❡❝t Xj

✹✿ s✐♥❣❧❡✲✇r✐t❡r ❜✐t
✺✿ ❛❧❧♦✇s r❡❛❞s ❛♥❞ ✇r✐t❡s
✻✿ Lj ✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t✲♦❜❥❡❝t Xj

✼✿ ❛❧❧♦✇s r❡❛❞s ❛♥❞ ✇r✐t❡s
✽✿ ▲♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

✾✿ Rsetk,Wsetk ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk❀
✶✵✿ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s st♦r✐♥❣ {Xm, vm}

✶✶✿ r❡❛❞k(Xj)✿

✶✷✿ ✐❢ Xj 6∈ ❘s❡t(Tk) t❤❡♥
✶✸✿ [♦✈j , kj ] := r❡❛❞(vj)
✶✹✿ ❘s❡t(Tk) := ❘s❡t(Tk) ∪ {Xj , [♦✈j , kj ]}
✶✺✿ ✐❢ r❡❛❞(Lj) 6= 0 t❤❡♥

✶✻✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✶✼✿ ✐❢ validate() t❤❡♥
✶✽✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✶✾✿ ❘❡t✉r♥ ♦✈j

✷✵✿ ❡❧s❡

✷✶✿ [♦✈j ,⊥] := ❘s❡t(Tk).locate(Xj)
✷✷✿ ❘❡t✉r♥ ♦✈j

✷✸✿ ✇r✐t❡k(Xj, v)✿

✷✹✿ ♥✈j := v

✷✺✿ ❲s❡t(Tk) := ❲s❡t(Tk) ∪ {Xj}
✷✻✿ ❘❡t✉r♥ ♦❦

✷✼✿ tr②❈k✭✮✿

✷✽✿ ✐❢ |❲s❡t(Tk)| = ∅ t❤❡♥
✷✾✿ ❘❡t✉r♥ Ck

✸✵✿ ❧♦❝❦❡❞ ✿❂ acquire(❲s❡t(Tk))
✸✶✿ ✐❢ ¬ ❧♦❝❦❡❞ t❤❡♥

✸✷✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✸✸✿ ✐❢ isAbortable() t❤❡♥
✸✹✿ release(❲s❡t(Tk))
✸✺✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✴✴ ❊①❝❧✉s✐✈❡ ✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❡❛❝❤ vj

✸✻✿ ❢♦r ❛❧❧ Xj ∈❲s❡t(Tk) ❞♦
✸✼✿ ✇r✐t❡(vj , [♥✈j , k])

✸✽✿ release(❲s❡t(Tk))
✸✾✿ ❘❡t✉r♥ Ck

✹✵✿ ❋✉♥❝t✐♦♥✿ release(Q)✿

✹✶✿ ❢♦r ❛❧❧ Xj ∈ Q ❞♦

✹✷✿ ✇r✐t❡(Lj , 0)

✹✸✿ ❢♦r ❛❧❧ Xj ∈ Q ❞♦

✹✹✿ ✇r✐t❡(rij , 0)

✹✺✿ ❘❡t✉r♥ ok

✹✻✿ ❋✉♥❝t✐♦♥✿ acquire(Q✮✿

✹✼✿ ❢♦r ❛❧❧ Xj ∈ Q ❞♦

✹✽✿ ✇r✐t❡(rij , 1)

✹✾✿ ✐❢ ∃Xj ∈ Q; t 6= k : r❡❛❞(rtj) = 1 t❤❡♥

✺✵✿ ❢♦r ❛❧❧ Xj ∈ Q ❞♦

✺✶✿ ✇r✐t❡(rij , 0)

✺✷✿ ❘❡t✉r♥ false

✴✴ ❊①❝❧✉s✐✈❡ ✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❡❛❝❤ Lj

✺✸✿ ❢♦r ❛❧❧ Xj ∈ Q ❞♦

✺✹✿ ✇r✐t❡(Lj , 1)

✺✺✿ ❘❡t✉r♥ true

✺✻✿ ❋✉♥❝t✐♦♥✿ isAbortable() ✿

✺✼✿ ✐❢ ∃Xj ∈ ❘s❡t(Tk) : Xj 6∈ ❲s❡t(Tk) ∧ r❡❛❞(Lj) 6= 0
t❤❡♥

✺✽✿ ❘❡t✉r♥ true

✺✾✿ ✐❢ validate() t❤❡♥
✻✵✿ ❘❡t✉r♥ true

✻✶✿ ❘❡t✉r♥ false

✻✷✿ ❋✉♥❝t✐♦♥✿ validate() ✿

✴✴ ❘❡❛❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

✻✸✿ ✐❢ ∃Xj ∈ Rset(Tk)✿[♦✈j , kj ] 6= r❡❛❞(vj) t❤❡♥
✻✹✿ ❘❡t✉r♥ true

✻✺✿ ❘❡t✉r♥ false

✐s ❛❜♦rt❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xj ✳ ❋♦r ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk✱
tr②❈k s✐♠♣❧② r❡t✉r♥s t❤❡ ❝♦♠♠✐t r❡s♣♦♥s❡✳

❯♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✇r✐t❡k(X, v) ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ♣r♦❝❡ss pi s✐♠♣❧② st♦r❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ v
❧♦❝❛❧❧②✱ ❞❡❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✉♣❞❛t❡s t♦ tr②❈k✳ ❉✉r✐♥❣ tr②❈k✱ ♣r♦❝❡ss pi ❛tt❡♠♣ts t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡
✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❡✈❡r② Xj ∈ ❲s❡t(Tk)✳ ❚❤✐s ✐s r❡❛❧✐③❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✇r✐t❡r ❜✐ts✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡ t❤❛t
♥♦ ♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠❛② ✇r✐t❡ t♦ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts vj ❛♥❞ Lj ✉♥t✐❧ Tk r❡❧✐♥q✉✐s❤❡s ✐ts ❡①❝❧✉s✐✈❡ ✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss
t♦ ❲s❡t(Tk)✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♣r♦❝❡ss pi ✇r✐t❡s 1 t♦ ❡❛❝❤ rij ✱ t❤❡♥ ❝❤❡❝❦s t❤❛t ♥♦ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss pt ❤❛s ✇r✐tt❡♥
1 t♦ ❛♥② rtj ❜② ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ r❡❛❞s ✭✐♥❝✉rr✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❘❆❲✮✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts s✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡ss t❤❛t
❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♥t❡♥❞s ♦♥ ✇r✐t❡ s❡t ♦❢ Tk✱ ❢♦r ❡❛❝❤ Xj ∈ ❲s❡t(Tk)✱ pi ✇r✐t❡s 0 t♦ rij ❛♥❞ ❛❜♦rts Tk✳ ■❢
s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❲s❡t(Tk)✱ pi s❡ts t❤❡ ❜✐t Lj ❢♦r ❡❛❝❤ Xj ✐♥ ✐ts ✇r✐t❡
s❡t✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ tr②❈k ♥♦✇ ❝❤❡❝❦s ✐❢ ❛♥② t✲♦❜❥❡❝t ✐♥ ✐ts r❡❛❞ s❡t ✐s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♥t❡♥❞❡❞ ❜②
❛♥♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡s ✐ts r❡❛❞ s❡t✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❛❞ s❡t ♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❢❛✐❧s ✭✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✮✱ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ❛❜♦rt❡❞✳ ■❢ ♥♦t✱ pi ✇r✐t❡s t❤❡

✺✻



✹✳✸ Pr♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s

✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t✲♦❜❥❡❝ts t♦ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ r❡❧✐♥q✉✐s❤❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡ ✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❡❛❝❤ Xj ∈ ❲s❡t(Tk)
❜② ✇r✐t✐♥❣ 0 t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts Lj ❛♥❞ rij ✳

❈♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❘❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❧② ❛♥② ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❆♥② ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
♣❡r❢♦r♠s ❛t ♠♦st ❛ s✐♥❣❧❡ ❘❆❲ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✬s
✇r✐t❡ s❡t✳ ❚❤✉s✱ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s O(1) ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❘❆❲s ✐♥ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠❛② ✇r✐t❡ t♦ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts vj ❛♥❞ Lj ♦♥❧② ❛❢t❡r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss
t♦ t✲♦❜❥❡❝t Xj ✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ✈✐❛ s✐♥❣❧❡✲✇r✐t❡r ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤✉s✱ ♥♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s ❛
✇r✐t❡ t♦ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r ❛ ✇r✐t❡ t♦ b ❜② ❛♥♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥
✐♥❝✉rs ♦♥❧② O(1) ♠❡♠♦r② st❛❧❧s ♦♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ❛♥② ❡✈❡♥t ✐t ♣❡r❢♦r♠s✳ ❚❤❡ r❡❛❞k(Xj) ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
r❡❛❞s ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts vj ❛♥❞ Lj ✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t r❡❛❞s vk ❢♦r ❡❛❝❤ Xk ✐♥ ✐ts
❝✉rr❡♥t r❡❛❞ s❡t✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ✜rst r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐♥❝✉rs ❛ st❛❧❧✱ t❤❡♥ r❡❛❞k(Xj) ❛❜♦rts✳
■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❡❛❝❤ t✲r❡❛❞ ✐♥❝✉rs O(1) st❛❧❧s ✐♥ ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ♦♣❛❝✐t②✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t LP ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛♥ ♦♣❛q✉❡ ❚▼✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿ ♣r♦❝❡ss pi ❤♦❧❞s ❛ ❧♦❝❦ ♦♥ Xj ❛❢t❡r ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π ♦❢
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ ✐❢ π ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝q✉✐r❡✭Q✮✱ Xj ∈ Q ❜② pi t❤❛t r❡t✉r♥❡❞ tr✉❡✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t
❝♦♥t❛✐♥ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❡❛s❡✭Q′✮✱ Xj ∈ Q′✱ ❜② pi ✐♥ π✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✼✳ ❋♦r ❛♥② ♦❜❥❡❝t Xj✱ ❛♥❞ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ π ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss
t❤❛t ❤♦❧❞s ❛ ❧♦❝❦ ♦♥ Xj ❛❢t❡r π✳

Pr♦♦❢✳ ❆ss✉♠❡✱ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ ♣r♦❝❡ss❡s pi ❛♥❞ pk ❤♦❧❞ ❛
❧♦❝❦ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t✱ s❛② Xj ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤♦❧❞ t❤❡ ❧♦❝❦ ♦♥ Xj ✱ ♣r♦❝❡ss pi ✇r✐t❡s 1 t♦ r❡❣✐st❡r rij ❛♥❞
t❤❡♥ ❝❤❡❝❦s ✐❢ ❛♥② ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss pk ❤❛s ✇r✐tt❡♥ 1 t♦ rkj ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐r❡✭◗✮✱
Xj ∈ Q ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② pi r❡t✉r♥s tr✉❡✱ pi r❡❛❞ 0 ✐♥ rkj ✐♥ ▲✐♥❡ ✹✾✳ ❇✉t t❤❡♥ pk ❛❧s♦ ✇r✐t❡s 1 t♦ rkj ❛♥❞ ❧❛t❡r
r❡❛❞s t❤❛t rij ✐s ✶✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ pk ❝❛♥ ✇r✐t❡ 1 t♦ rkj ♦♥❧② ❛❢t❡r t❤❡ r❡❛❞ ♦❢ rkj r❡t✉r♥❡❞ 0 t♦ pi ✇❤✐❝❤
✐s ♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ✇r✐t❡ ♦❢ 1 t♦ rij ✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦❜❥❡❝t Xj s✉❝❤ t❤❛t rij = 1; i 6= k✱ ❜✉t t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥ ▲✐♥❡ ✹✾ r❡t✉r♥s tr✉❡ t♦ ♣r♦❝❡ss pk✖ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✹✳✽✳ ▲❡t π ❜❡ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥② ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ txns(π)
❡①❡❝✉t❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss pi ✇r✐t❡s t♦ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t vj ✭✐♥ ▲✐♥❡ ✸✼✮ ❢♦r s♦♠❡ Xj ∈ ❲s❡t(Tk) ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r π
✐✛ pi ❤♦❧❞s t❤❡ ❧♦❝❦ ♦♥ Xj ❛❢t❡r π✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✾✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛♥ ♦♣❛q✉❡ ❚▼✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t E ❜② ❛♥② ✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✳ ▲❡t <E ❞❡♥♦t❡ ❛ t♦t❛❧✲♦r❞❡r ♦♥ ❡✈❡♥ts ✐♥ E✳

▲❡t H ❞❡♥♦t❡ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ E ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✐♥ E✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ op✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ℓop ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❡✈❡♥t
♦r ❛♥ ❡✈❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ op ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❈♦♠♣❧❡t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ E ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ s♦♠❡ ♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣
r❡s♣♦♥s❡s t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❡✈❡r② ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡
r❡❛❞k✱ ✇r✐t❡k ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ E❀ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ tr②❈k ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ E ✐❢ Tk ❤❛s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠❡❞
❛♥② ✇r✐t❡ t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✽✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
Ck ❛❢t❡r E✳

▲✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ◆♦✇ ❛ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ H ♦❢ E ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t♦
t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ E ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❋♦r ❡✈❡r② t✲r❡❛❞ opk t❤❛t r❡t✉r♥s ❛ ♥♦♥✲❆k ✈❛❧✉❡✱ ℓopk
✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✸ ♦❢ ❆❧❣♦✲

r✐t❤♠ ✹✳✶✱ ❡❧s❡✱ ℓopk
✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ♦❢ opk

• ❋♦r ❡✈❡r② opk = ✇r✐t❡k t❤❛t r❡t✉r♥s✱ ℓopk
✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ♦❢ opk

• ❋♦r ❡✈❡r② opk = tr②❈k t❤❛t r❡t✉r♥s Ck s✉❝❤ t❤❛t❲s❡t(Tk) 6= ∅✱ ℓopk
✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡

♦❢ ❛❝q✉✐r❡ ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✵✱ ❡❧s❡ ✐❢ opk r❡t✉r♥s Ak✱ ℓopk
✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ♦❢ opk

✺✼



❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

• ❋♦r ❡✈❡r② opk = tr②❈k t❤❛t r❡t✉r♥s Ck s✉❝❤ t❤❛t ❲s❡t(Tk) = ∅✱ ℓopk
✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ▲✐♥❡ ✷✾

<H ❞❡♥♦t❡s ❛ t♦t❛❧✲♦r❞❡r ♦♥ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② H✳

❙❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s δTj
✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ Tj ✳

❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❤✐st♦r② H̄ ❢r♦♠ H ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ✐♥ H t❤❛t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✱
❜✉t ♥♦t t✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✇❡ ✐♥s❡rt tr②❈k ·Ak ❛❢t❡r H✳

❆ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② S ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ H̄
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ■❢ Tk ✐s ❛♥ ✉♣❞❛t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠♠✐ts✱ t❤❡♥ δTk
✐s ℓtr②❈k

• ■❢ Tk ✐s ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② ♦r ❛❜♦rt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ H̄✱ δTk
✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡

❧❛st t✲r❡❛❞ t❤❛t r❡t✉r♥❡❞ ❛ ♥♦♥✲❆k ✈❛❧✉❡ ✐♥ Tk

<S ❞❡♥♦t❡s ❛ t♦t❛❧✲♦r❞❡r ♦♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② S✳

❈❧❛✐♠ ✹✳✶✵✳ ■❢ Ti ≺H Tj✱ t❤❡♥ Ti <S Tj

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ✐ts s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ❡✈❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♠♣❧②✐♥❣ ✐❢ Ti ≺H Tj ✱ t❤❡♥ δTi

<E δTj
✐♠♣❧✐❡s Ti <S Tj ✳

❈❧❛✐♠ ✹✳✶✶✳ ▲❡t Tk ❜❡ ❛♥② ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t r❡t✉r♥s ❢❛❧s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐s❆❜♦rt❛❜❧❡
✐♥ ▲✐♥❡ ✸✸✳ ❚❤❡♥✱ Tk r❡t✉r♥s Ck ✇✐t❤✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts ♦✇♥ st❡♣s ✐♥ ❛♥② ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ E✳

Pr♦♦❢✳ ❖❜s❡r✈❡r t❤❛t Tk ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ✇r✐t❡ t♦ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts vj ❢♦r ❡✈❡r② Xj ∈ ❲s❡t(Tk) ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥✈♦❦❡s
r❡❧❡❛s❡ ✐♥ ▲✐♥❡s ✸✼ ❛♥❞ ✸✽ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✐♥❝❡ ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛❜♦rt✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦r ❝♦♥t❛✐♥
✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❧♦♦♣s ♦r ✇❛✐t✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t Tk ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ Ck ✇✐t❤✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts
st❡♣s✳

❈❧❛✐♠ ✹✳✶✷✳ S ✐s ❧❡❣❛❧✳

Pr♦♦❢✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② r❡❛❞j(Xm) → v✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ✇r✐t❡i(Xm, v)
❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✼ s✉❝❤ t❤❛t r❡❛❞j(Xm) 6≺RT

H ✇r✐t❡i(Xm, v)✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ r❡❛❞j(Xm)
r❡t✉r♥s ❛s ❛ ♥♦♥✲❛❜♦rt r❡s♣♦♥s❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t vm ❛♥❞ vm ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ♦♥❧② ❜② ❛ tr❛♥s❛❝✲
t✐♦♥ Ti s✉❝❤ t❤❛t Xm ∈ ❲s❡t(Ti)✳ ❙✐♥❝❡ r❡❛❞j(Xm) r❡t✉r♥s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ v✱ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✸ s✉❝❝❡❡❞s
t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✼ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② tr②❈i✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❜② ❈❧❛✐♠ ✹✳✶✶ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥
♣♦✐♥ts✱ ℓtr②❈i

<E ℓr❡❛❞j(Xm)✳ ❙✐♥❝❡✱ ❢♦r ❛♥② ✉♣❞❛t✐♥❣ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti✱ δTi
= ℓtr②❈i

✱ ❜② t❤❡
❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t δTi

<E δTj
✳

❚❤✉s✱ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t S ✐s ❧❡❣❛❧✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk t❤❛t r❡t✉r♥s
Ck ✐♥ S ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s ✇r✐t❡k(Xm, v′)❀ v′ 6= v s✉❝❤ t❤❛t Ti <S Tk <S Tj ✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk✱ Xm ∈ ❲s❡t(Tk) s✉❝❤ t❤❛t Ti <S Tk <S Tj ✳

Ti ❛♥❞ Tk ❛r❡ ❜♦t❤ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♠♠✐t✳ ❚❤✉s✱

✭Ti <S Tk✮ ⇐⇒ ✭δTi
<E δTk

✮
✭δTi

<E δTk
✮ ⇐⇒ ✭ℓtr②❈i

<E ℓtr②❈k
✮

❙✐♥❝❡✱ Tj r❡❛❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X ✇r✐tt❡♥ ❜② Ti✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s tr✉❡✿ ℓtr②❈i
<E ℓtr②❈k

<E ℓr❡❛❞j(Xm)

♦r ℓtr②❈i
<E ℓr❡❛❞j(Xm) <E ℓtr②❈k

✳ ▲❡t Ti ❛♥❞ Tk ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss❡s pi ❛♥❞ pk r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ℓtr②❈i
<E ℓtr②❈k

<E ℓr❡❛❞j(Xm)✳

❇② t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ Tk r❡t✉r♥s ❛ r❡s♣♦♥s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✵ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
r❡❛❞ ♦❢ vm ❜② Tj ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✸✳ ❙✐♥❝❡ Ti ❛♥❞ Tk ❛r❡ ❜♦t❤ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ E✱ pk r❡t✉r♥s tr✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈❡♥t
✐♥ ▲✐♥❡ ✸✵ ♦♥❧② ❛❢t❡r Ti ✇r✐t❡s 0 t♦ rim ✐♥ ▲✐♥❡ ✹✹ ✭▲❡♠♠❛ ✹✳✶✼✮✳

✺✽



✹✳✸ Pr♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t r❡❛❞j(Xm) ❝❤❡❝❦s ✐❢ Xm ✐s ❧♦❝❦❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✭✐✳❡ Lj 6= 0✮✱ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠s
r❡❛❞✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✭▲✐♥❡ ✶✺✮ ❜❡❢♦r❡ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ❡✈❡♥ts✿ Tk r❡t✉r♥s tr✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥✱ s❡ts Lj t♦ 1 ❢♦r ❡✈❡r② Xj ∈ ❲s❡t(Tk)
✭▲✐♥❡ ✺✹✮ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xm t♦ s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② ✭▲✐♥❡ ✸✼✮✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞j(Xm)
t❤❡♥ r❡❛❞s t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t vm ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ Xm ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ Tk r❡❧❡❛s❡s Xm ❜② ✇r✐t✐♥❣ 0 t♦ rkm
❛♥❞ ✜♥❛❧❧② Tj ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝❤❡❝❦ ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✺✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❛❞j(Xm) ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ r❡t✉r♥ Aj ❜❡❝❛✉s❡
Xm ∈ ❘s❡t(Tj) ✭▲✐♥❡ ✶✹✮ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡❞ s✐♥❝❡ ❧❛st r❡❛❞✐♥❣ ✐ts ✈❛❧✉❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t
Tk ❛❝q✉✐r❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ Xm ❜② ✇r✐t✐♥❣ 1 t♦ rkm ❛♥❞ r❡t✉r♥s tr✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝q✉✐r❡✱
✉♣❞❛t❡s vm ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✼✮✱ Tj r❡❛❞s vm✱ Tj ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝❤❡❝❦ ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✺ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② Tk r❡❧❡❛s❡s Xm ❜②
✇r✐t✐♥❣ 0 t♦ rkm✳ ❆❣❛✐♥✱ r❡❛❞j(Xm) r❡t✉r♥s Aj s✐♥❝❡ Tj r❡❛❞s t❤❛t rkm ✐s 1✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❚❤✉s✱ ℓtr②❈i
<E ℓr❡❛❞j(X) <E ℓtr②❈k

✳

❲❡ ♥♦✇ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t δTj
✐♥❞❡❡❞ ♣r❡❝❡❞❡s ℓtr②❈k

✐♥ E✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s✿

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Tj ✐s ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② ♦r ❛❜♦rt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ H̄✳ ❚❤❡♥✱ δTj
✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛st

t✲r❡❛❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Tj t❤❛t r❡t✉r♥s ❛ ♥♦♥✲❆j ✈❛❧✉❡✳ ■❢ r❡❛❞j(Xm) ✐s ♥♦t t❤❡ ❧❛st t✲r❡❛❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② Tj t❤❛t r❡t✉r♥❡❞ ❛ ♥♦♥✲❆j ✈❛❧✉❡✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❞j(Xz) ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Tj s✉❝❤ t❤❛t
ℓr❡❛❞j(Xm) <E ℓtr②❈k

<E ℓr❡❛❞j(Xz)✳ ◆♦✇ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ℓtr②❈k
♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ ℓr❡❛❞j(Xz) t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛

❧❡❣❛❧ S✳ ❙✐♥❝❡ Tk ❛♥❞ Tj ❛r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♥ E✱ ✇❡ ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t Tk ♣❡r❢♦r♠s ❛
✇r✐t❡k(Xz, v) ❛♥❞ r❡❛❞j(Xz) r❡t✉r♥s v✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤✐s t✲r❡❛❞ ♦❢ Xz ♠✉st ❛❜♦rt ❜②
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝❤❡❝❦s ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✺✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t Tk ✇r✐t❡s 1 t♦ Lm✱ Lz ❡❛❝❤ ✭▲✐♥❡ ✺✹✮ ❛♥❞ t❤❡♥
✇r✐t❡s ♥❡✇ ✈❛❧✉❡s t♦ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts vm✱ vz ✭▲✐♥❡ ✸✼✮✳ ❙✐♥❝❡ r❡❛❞j(Xz) r❡t✉r♥s ❛ ♥♦♥✲Aj r❡s♣♦♥s❡✱ Tk

✇r✐t❡s 0 t♦ Lz ❜❡❢♦r❡ t❤❡ r❡❛❞ ♦❢ Lz ❜② r❡❛❞j(Xz) ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✺✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t✲r❡❛❞ ♦❢ Xz ✇♦✉❧❞ r❡t✉r♥
Aj ✭✐♥ ▲✐♥❡ ✶✼ ❛❢t❡r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞ s❡t s✐♥❝❡ Xm ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♣❞❛t❡❞✖ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐t t❤❡ ❧❛st t✲r❡❛❞ ❜② Tj t♦ r❡t✉r♥ ❛ ♥♦♥✲Aj r❡s♣♦♥s❡✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Tj ✐s ❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠♠✐ts✱ t❤❡♥ δTj
= ℓtr②❈j

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
ℓr❡❛❞j(Xm) <E ℓtr②❈k

<E ℓtr②❈j
✳ ❚❤❡♥✱ Tj ♠✉st ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❤❡❝❦s ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✸ ❛♥❞ r❡❛❞

t❤❛t Lm ✐s 1✳ ❚❤✉s✱ Tj ♠✉st r❡t✉r♥ Aj✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t Tj ✐s ❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞
tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❈❧❛✐♠s ✹✳✶✵ ❛♥❞ ✹✳✶✷ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ ✐s ♦♣❛q✉❡✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ ♦♣❛q✉❡ ❛♥❞ str✐❝t ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ LP
t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ✇❛✐t✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ ✉s❡s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✱ ✉s❡s ♦♥❧② r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r②
❡①❡❝✉t✐♦♥ E ❛♥❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ t①♥s(E)✿

• Tk ♣❡r❢♦r♠s ❛t ♠♦st ❛ s✐♥❣❧❡ ❘❆❲✱ ❛♥❞

• ❡✈❡r② t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② Tk ✐♥❝✉rs O(1) ♠❡♠♦r② st❛❧❧s ✐♥ E✱ ❛♥❞

• ❡✈❡r② ❝♦♠♣❧❡t❡ t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② Tk ♣❡r❢♦r♠s O(|❘s❡t(Tk)|) st❡♣s ✐♥ E✳

Pr♦♦❢✳ ✭❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss✮ ❙✐♥❝❡ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✹✳✶ ❝♦♥t❛✐♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❧♦♦♣s ♦r ✇❛✐t✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts✱ ❡✈❡r② t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ opk r❡t✉r♥s ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣
r❡s♣♦♥s❡ ❛❢t❡r t❛❦✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ✐♥ ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ ♣r♦✈✐❞❡s ✇❛✐t✲❢r❡❡
❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✳

❚♦ ♣r♦✈❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ♠❛② ❜❡
❛❜♦rt❡❞✳

✺✾



❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❞k(Xj) ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Tk t❤❛t r❡t✉r♥s Ak ❢r♦♠ ▲✐♥❡ ✶✺✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ♣r♦❝❡ss pt ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ✇r✐tt❡♥ 1 t♦ rtj ✐♥ ▲✐♥❡ ✹✽✱ ❜✉t ❤❛s ♥♦t ②❡t
✇r✐tt❡♥ 0 t♦ rtj ✐♥ ▲✐♥❡ ✹✹ ♦r s♦♠❡ t✲♦❜❥❡❝t ✐♥ ❘s❡t(Tk) ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♣❞❛t❡❞ s✐♥❝❡ ✐ts t✲r❡❛❞ ❜② Tk✳ ■♥
❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ t✲✇r✐t❡ t♦ s♦♠❡ t✲♦❜❥❡❝t ✐♥ ❘s❡t(Tk)✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t tr②❈k ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Tk t❤❛t r❡t✉r♥s Ak ❢r♦♠ ▲✐♥❡ ✸✶✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣r♦❝❡ss
pt ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ✇r✐tt❡♥ 1 t♦ rtj ✐♥ ▲✐♥❡ ✹✽✱ ❜✉t ❤❛s ♥♦t ②❡t ✇r✐tt❡♥ 0 t♦ rtj ✐♥
▲✐♥❡ ✹✹✳ ❚❤✉s✱ Tk ❡♥❝♦✉♥t❡rs st❡♣✲❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❛tt❡♠♣ts
t♦ ✉♣❞❛t❡ ❛ t✲♦❜❥❡❝t ✐♥ ❲s❡t(Tk)✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t tr②❈k ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Tk t❤❛t r❡t✉r♥s Ak ❢r♦♠ ▲✐♥❡ ✸✸✳ ❙✐♥❝❡ Tk r❡t✉r♥s Ak ❢r♦♠
▲✐♥❡ ✸✸ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥ ✐t r❡t✉r♥s Ak ❛❢t❡r ▲✐♥❡ ✶✺✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s✳

✭❙tr✐❝t ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✮ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ ❛♥❞ ❧❡t Ti ❛♥❞ Tj ❜❡ ❛♥②
t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ E ❛♥❞ ❛❝❝❡ss t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b ✐♥ E✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Ti ❛♥❞ Tj ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t vj ♦r Lj ✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦r ❡✈❡r② t✲♦❜❥❡❝t Xj ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❞✐st✐♥❝t ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts vj ❛♥❞ Lj ✱ Tj ❛♥❞ Tj ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ vj ♦♥❧② ✐❢ Xj ∈ ❉s❡t(Ti) ∩❉s❡t(Tj)✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Ti ❛♥❞ Tj ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t rij ✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❧❡t pi ❜❡ t❤❡
♣r♦❝❡ss ❡①❡❝✉t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti❀ Xj ∈ ❲s❡t(Ti) t❤❛t ✇r✐t❡s 1 t♦ rij ✐♥ ▲✐♥❡ ✹✽✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♥♦ ♦t❤❡r
♣r♦❝❡ss ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ✇r✐t❡s t♦ Xj ❝❛♥ ✇r✐t❡ t♦ rij ✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj r❡❛❞s rij ♦♥❧②
✐❢ Xj ∈ ❉s❡t(Tj) ❛s ❡✈✐❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝❡ss❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ▲✐♥❡s ✹✽✱ ✹✾✱ ✹✹✱ ✷✼✳

❚❤✉s✱ Ti ❛♥❞ Tj ❛❝❝❡ss t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ♦♥❧② ✐❢ t❤❡② ❛❝❝❡ss ❛ ❝♦♠♠♦♥ t✲♦❜❥❡❝t✳

✭❖♣❛❝✐t②✮ ❋♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✾✳

✭■♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✮ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛♥② ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥ts✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱
✐♥ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✱ ❛♥❞ ❛♥② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ txns(E)✱ ✐❢ Xj ∈ ❘s❡t(Tk)✱ Tk ❞♦❡s ♥♦t
✇r✐t❡ t♦ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ Xj ♥♦r ✇r✐t❡ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t r❡✈❡❛❧s ✐ts r❡❛❞ s❡t
t♦ ♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳

✭❈♦♠♣❧❡①✐t②✮ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✳

• ❋♦r ❛♥② Tk ∈ txns(E)✱ ❡❛❝❤ r❡❛❞k ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡s tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✐♥ E ✇❤✐❧❡ tr②❈k s✐♠♣❧② r❡t✉r♥s
Ck ✐❢ ❲s❡t(Tk) = ∅✳ ❚❤✉s✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ ✉s❡s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✳

• ❆♥② r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ txns(E) ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛♥② ❘❆❲ ♦r ❆❲❆❘✳ ❆♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
Tk ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss pi ♣❡r❢♦r♠s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✇r✐t❡s ✭▲✐♥❡ ✹✽ t♦ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts {rij} : Xj ∈
❲s❡t(Tk)✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❛❞s t♦ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts {rtj} : t ∈ {1, . . . , n}, Xj ∈ ❲s❡t(Tk)
✭▲✐♥❡ ✹✾✮ t❤✉s ✐♥❝✉rr✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠✉❧t✐✲❘❆❲✳

• ▲❡t e ❜❡ ❛ ✇r✐t❡ ❡✈❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss pi ✐♥ E ♦♥ ❜❛s❡
♦❜❥❡❝ts vj ❛♥❞ Lj ✭▲✐♥❡s ✸✼ ❛♥❞ ✺✹✮✳ ❆♥② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ♣❡r❢♦r♠s ❛ ✇r✐t❡ t♦ vj ♦r Lj ♦♥❧② ❛❢t❡r
Tk ✇r✐t❡s 0 t♦ rij ✱ ❢♦r ❡✈❡r② Xj ∈ ❲s❡t(Tk)✳ ❚❤✉s✱ ❜② ▲❡♠♠❛t❛ ✹✳✶✼ ❛♥❞ ✹✳✾✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❡✈❡♥ts
t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥ ❛❝❝❡ss t♦ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥❝✉rs O(1) st❛❧❧s✳

▲❡t e ❜❡ ❛ ✇r✐t❡ ❡✈❡♥t ♦♥ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t rij ✭▲✐♥❡ ✹✽✮ ✇❤✐❧❡ ✇r✐t✐♥❣ t♦ t✲♦❜❥❡❝t Xj ✳ ❇② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✱
♥♦ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ✇r✐t❡ t♦ rij ✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❛♥② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ txns(E) ✐♥❝✉rs O(1) ♠❡♠♦r②
st❛❧❧s ♦♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ❛♥② ❡✈❡♥t ✐t ♣❡r❢♦r♠s ✐♥ E✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛♥② t✲r❡❛❞ r❡❛❞k(Xj) ♦♥❧② ❛❝❝❡ss❡s
❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts vj ✱ Lj ❛♥❞ ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❘s❡t(Tk)✳ ❇✉t ❛s ❛❧r❡❛❞② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛❜♦✈❡✱
t❤❡s❡ ❛r❡ O(1) st❛❧❧ ❡✈❡♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡✈❡r② t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥❝✉rs O(1)✲st❛❧❧s ✐♥ E✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠s ✹✳✶✸ ❛♥❞ ✹✳✷✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✹✳ ▲❡t M ❜❡ ❛♥② ✇❡❛❦ ❉❆P ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♦♣❛q✉❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ■❈❋ ❚▼✲
❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ✇❡❛❦ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ❛♥❞ ❡❛❝❤ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈
txns(E)✱ Tk ♣❡r❢♦r♠s Θ(m2) st❡♣s ✐♥ E✱ ✇❤❡r❡ m = |❘s❡tE(Tk)|✳

✻✵



✹✳✹ ❙tr♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✷ ❙tr✐❝t ❉❆P ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥❀ ❝♦❞❡ ❢♦r Tk ❡①❡❝✉t❡❞
❜② ♣r♦❝❡ss pi

✶✿ r❡❛❞k(Xj)✿

✷✿ ✐❢ Xj 6∈ ❘s❡t(Tk) t❤❡♥
✸✿ [♦✈j , kj ] := r❡❛❞(vj)
✹✿ ❘s❡t(Tk) := ❘s❡t(Tk) ∪ {Xj , [♦✈j , kj ]}
✺✿ ✐❢ r❡❛❞(Lj) 6= 0 t❤❡♥

✻✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✼✿ ❘❡t✉r♥ ♦✈j

✽✿ ❡❧s❡

✾✿ [♦✈j ,⊥] := ❘s❡t(Tk).locate(Xj)
✶✵✿ ❘❡t✉r♥ ♦✈j

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ❛♥ ❛❧♠♦st ♠❛t❝❤✐♥❣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷ ❢♦r str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ♣r♦✲
❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s✳

❈♦♥s✐❞❡r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✷ t❤❛t ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❛q✉❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✿ ✇❡ r❡♠♦✈❡
t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✲r❡❛❞✱ ✐✳❡✳✱ ▲✐♥❡ ✶✼ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡
t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ✭❜✉t ♥♦t ♦♣❛q✉❡✮ ❚▼
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✺✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✷ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❛♥❞ str✐❝t ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ✇❛✐t✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ ✉s❡s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✱ ✉s❡s ♦♥❧② r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞
❢♦r ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ❛♥❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ t①♥s(E)✿ ❡✈❡r② t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② Tk ♣❡r❢♦r♠s O(1)
st❡♣s ❛♥❞ tr②❈k ♣❡r❢♦r♠s O(|❘s❡t(Tk)|) st❡♣s ✐♥ E✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✻✳ ▲❡t M ❜❡ ❛♥② ✇❡❛❦ ❉❆P ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✲
✐♥❣ ■❈❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ✇❡❛❦ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ❛♥❞ ❡❛❝❤ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s✲
❛❝t✐♦♥ Tk ∈ txns(E)✱ ❡❛❝❤ r❡❛❞k ♣❡r❢♦r♠s O(1) st❡♣s ❛♥❞ tr②❈k ♣❡r❢♦r♠s Θ(m) st❡♣s ✐♥ E✱ ✇❤❡r❡
m = |❘s❡tE(Tk)|✳

✹✳✹ ❙tr♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡✈❡r② str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼ t❤❛t ✉s❡s ♦♥❧② r❡❛❞✱
✇r✐t❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ n ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s ♣❡r❢♦r♠
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛ ✐t❡♠ ❛♥❞ ✐♥❝✉r Ω(log n) r❡♠♦t❡ ♠❡♠♦r② r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✶✸❪✳

❲❡ t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❘❆❲✴❆❲❆❘ str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss
❢r♦♠ r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✳

✹✳✹✳✶ ❆ Ω(n logn) ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ r❡♠♦t❡ ♠❡♠♦r② r❡❢❡r❡♥❝❡s

❖✉r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❘▼❘ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♠✉t✉❛❧
❡①❝❧✉s✐♦♥✳

▼✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠✉t❡① ♦❜❥❡❝t s✉♣♣♦rts t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿ ❊♥tr② ❛♥❞ ❊①✐t✱ ❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ r❡t✉r♥
t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ok✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ♣r♦❝❡ss pi ✐s ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π ✐❢ π ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ Entry ❜② pi t❤❛t r❡t✉r♥s ok✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ Exit ❜② pi ✐♥
π✳

❆ ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

• ✭▼✉t✉❛❧✲❡①❝❧✉s✐♦♥✮ ❆❢t❡r ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ π✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ✐s ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
s❡❝t✐♦♥✳

✻✶



❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

• ✭❉❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠✮ ▲❡t π ❜❡ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ Enter ❜② ♣r♦❝❡ss pi✳
❚❤❡♥✱ ✐♥ ❡✈❡r② ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ π ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r② ♣r♦❝❡ss t❛❦❡s ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② st❡♣s✱ s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss ✐s
✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✳

• ✭❋✐♥✐t❡✲❡①✐t✮ ❊✈❡r② ♣r♦❝❡ss ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ Exit ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s✳

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉t❡① ♦❜❥❡❝t L(M) ❢r♦♠ ❛ str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✱ str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡
❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✇❛✐t✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✸✮✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♠✉t❡① ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❬✽✷❪✳

●✐✈❡♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❚▼ t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦❞❡ ✐♥ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❡♥✲
✈✐r♦♥♠❡♥t ❜② ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t r❡♣❧❛❝❡s ❡❛❝❤
r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ♦❢ ❛ t✲♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■❢ t❤❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♠✐ts✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s r❡t✉r♥❡❞❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛❜♦rts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✸✱ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② r❡❛❞ ❛ t✲♦❜❥❡❝t X✱ ✇r✐t❡ ❛
♥❡✇ ✈❛❧✉❡ t♦ ✐t ❛♥❞ r❡t✉r♥ t❤❡ ♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X ♣r✐♦r t♦ t❤✐s ✇r✐t❡✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ ✇❡ ❡♠♣❧♦② ❛ str✐❝t❧②
s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t M ✐s str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ ✐♥ ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥✱
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❝♦♠♠✐ts ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X ✐s r❡t✉r♥❡❞✳

❙❤❛r❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ❲❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss pi ✇✐t❤ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t✐❡s [pi, facei]❀ facei ∈ {0, 1}✳
❚❤❡ str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡♥q✉❡✉❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❛tt❡♠♣t t♦ ❡♥t❡r
t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t✲♦❜❥❡❝t X ✭✐♥✐t✐❛❧❧② ⊥✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ [pi, facei]✱ L(M) ✉s❡s ❛ r❡❣✐st❡r
❜✐t Done[pi, facei] t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡s ✐❢ t❤✐s ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❧❡❢t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ♦r ✐s ❡①❡❝✉t✐♥❣
t❤❡ Entry ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ r❡❣✐st❡r Succ[pi, facei] t❤❛t st♦r❡s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
s✉❝❝❡❡❞ pi ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✳ ■❢ Succ[pi, facei] = pj ✱ ✇❡ s❛② t❤❛t pj ✐s t❤❡ s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ pi ✭❛♥❞ pi ✐s t❤❡
♣r❡❞❡❝❡ss♦r ♦❢ pj✮✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t pj ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❛❢t❡r pi✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ L(M) ✉s❡s ❛ 2✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✐t ❛rr❛② Lock ✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss pi✱ t❤❡r❡ ❛r❡ n− 1 r❡❣✐st❡rs
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❋♦r ❛❧❧ j ∈ {0, . . . , n− 1} \ {i}✱ t❤❡ r❡❣✐st❡rs Lock [pi][pj ] ❛r❡ ❧♦❝❛❧ t♦
pi ❛♥❞ r❡❣✐st❡rs Lock [pj ][pi] ❛r❡ r❡♠♦t❡ t♦ pi✳ Pr♦❝❡ss pi ❝❛♥ ♦♥❧② ❛❝❝❡ss r❡❣✐st❡rs ✐♥ t❤❡ Lock ❛rr❛② t❤❛t
❛r❡ ❧♦❝❛❧ ♦r r❡♠♦t❡ t♦ ✐t✳

❊♥tr② ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❆ ♣r♦❝❡ss pi ❛❞♦♣ts ❛ ♥❡✇ ✐❞❡♥t✐t② facei ❛♥❞ ✇r✐t❡s false t♦ Done(pi, facei) t♦
✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t pi ❤❛s st❛rt❡❞ t❤❡ Entry ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ Pr♦❝❡ss pi ♥♦✇ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s t❤❡ s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ [pi, facei] ❜②
✇r✐t✐♥❣ ⊥ t♦ Succ[pi, facei]✳ ◆♦✇✱ pi ✉s❡s ❛ str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M t♦ ❛t♦♠✐❝❛❧❧②
st♦r❡ ✐ts ♣✐❞ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐t② ✐✳❡✳✱ facei t♦ t✲♦❜❥❡❝t X ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡ ♣✐❞ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✱ s❛②
[pj , facej ]✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t [pi, facei] ✐s s❝❤❡❞✉❧❡❞ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❛❢t❡r ]pj , facej ] ❡①✐ts t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ pi r❡❛❞s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✲♦❜❥❡❝t X✱ t❤❡♥ ✐t
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❡♥t❡rs t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✇r✐t❡s ❧♦❝❦❡❞ t♦ t❤❡ r❡❣✐st❡r Lock [pi, pj ] ❛♥❞ s❡ts
✐ts❡❧❢ t♦ ❜❡ t❤❡ s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ [pj , facej ] ❜② ✇r✐t✐♥❣ pi t♦ Succ[pj , facej ]✳ Pr♦❝❡ss pi ♥♦✇ ❝❤❡❝❦s ✐❢ pj ❤❛s
st❛rt❡❞ t❤❡ Exit ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ Done[pj , facej ] ✐s s❡t✳ ■❢ ✐t ✐s✱ pi ❡♥t❡rs t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥❀
♦t❤❡r✇✐s❡ pi s♣✐♥s ♦♥ t❤❡ r❡❣✐st❡r Lock [pi][pj ] ✉♥t✐❧ ✐t ✐s ✉♥❧♦❝❦❡❞✳

❊①✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ Pr♦❝❡ss pi ✜rst ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✐t ❤❛s ❡①✐t❡❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❜② s❡tt✐♥❣ Done[pi, facei]✱
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐t ✉♥❧♦❝❦s t❤❡ r❡❣✐st❡r Lock [Succ[pi, facei]][pi] t♦ ❛❧❧♦✇ pi✬s s✉❝❝❡ss♦r t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
s❡❝t✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✼✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ L(M) ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✸✮ s❛t✐s✜❡s ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ L(M)✳ ❲❡ s❛② t❤❛t [pi, facei] ✐s t❤❡ s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ [pj , facej ] ✐❢ pi r❡❛❞s
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ prev ✐♥ ▲✐♥❡ ✷✺ t♦ ❜❡ [pj , facej ] ✭❛♥❞ [pj , facej ] ✐s t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ♦❢ [pi, facei]✮❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐❢
pi r❡❛❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ t♦ ❜❡ ⊥✱ ✇❡ s❛② t❤❛t pi ❤❛s ♥♦ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✳

❙✉♣♣♦s❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ♣r♦❝❡ss❡s pi ❛♥❞ pj t❤❛t ❛r❡ ❜♦t❤ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥
❛❢t❡r E✳ ❙✐♥❝❡ pi ✐s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✱ ❡✐t❤❡r ✭✶✮ pi r❡❛❞ prev = ⊥ ✐♥ ▲✐♥❡ ✷✸✱ ♦r ✭✷✮ pi r❡❛❞
t❤❛t Done[prev ] ✐s true ✭▲✐♥❡ ✷✾✮ ♦r pi r❡❛❞s t❤❛t Done[prev ] ✐s false ❛♥❞ Lock [pi][prev .pid ] ✐s ✉♥❧♦❝❦❡❞
✭▲✐♥❡ ✸✵✮✳

✭❈❛s❡ 1✮ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t pi r❡❛❞ prev = ⊥ ❛♥❞ ❡♥t❡r❡❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ pi ❞♦❡s ♥♦t
❤❛✈❡ ❛♥② ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✱ s♦♠❡ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss t❤❛t r❡t✉r♥s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ✐♥ ▲✐♥❡ ✷✺ ♠✉st

✻✷



✹✳✹ ❙tr♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✸ ▼✉t✉❛❧✲❡①❝❧✉s✐♦♥ ♦❜❥❡❝t L ❢r♦♠ ❛ str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼ M ❀ ❝♦❞❡
❢♦r ♣r♦❝❡ss pi❀ 1 ≤ i ≤ n

✶✿ ▲♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

✷✿ ❜✐t facei✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss pi

✸✿ ❙❤❛r❡❞ ♦❜❥❡❝ts✿

✹✿ str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ str✐❝t❧②
✺✿ s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼ M

✻✿ t✲♦❜❥❡❝t X✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ⊥
✼✿ st♦r✐♥❣ ✈❛❧✉❡ v ∈ {[pi, facei]} ∪ {⊥}
✽✿ ❢♦r ❡❛❝❤ t✉♣❧❡ [pi, facei]
✾✿ Done[pi, facei] ∈ {true, false}

✶✵✿ Succ[pi, facei] ∈ {p1, . . . , pn} ∪ {⊥}
✶✶✿ ❢♦r ❡❛❝❤ pi ❛♥❞ j ∈ {1, . . . , n} \ {i}
✶✷✿ Lock [pi][pj ] ∈ {locked , unlocked}

✶✸✿ ❋✉♥❝t✐♦♥✿ ❢✉♥❝✭✮✿

✶✹✿ ❛t♦♠✐❝ ✉s✐♥❣ M

✶✺✿ value := tx-read(X)
✶✻✿ tx-write(X, [pi, facei])
✶✼✿ ♦♥ ❛❜♦rt ❘❡t✉r♥ false

✶✽✿ ❘❡t✉r♥ value

✶✾✿ ❊♥tr②✿

✷✵✿ facei := 1− facei
✷✶✿ Done[pi, facei].write(false)
✷✷✿ Succ[pi, facei].write(⊥)
✷✸✿ ✇❤✐❧❡ (prev ← func) = false ❞♦

✷✹✿ ♥♦ ♦♣

✷✺✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✷✻✿ ✐❢ prev 6= ⊥ t❤❡♥

✷✼✿ Lock [pi][prev .pid].write(locked)
✷✽✿ Succ[prev ].write(pi)
✷✾✿ ✐❢ Done[prev ] = false t❤❡♥

✸✵✿ ✇❤✐❧❡ Lock [pi][prev .pid] = unlocked ❞♦

✸✶✿ ♥♦ ♦♣

✸✷✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✸✸✿ ❘❡t✉r♥ ok

✸✹✿ ✴✴ ❈r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥

✸✺✿ ❊①✐t✿

✸✻✿ Done[pi, facei].write(true)
✸✼✿ Lock [Succ[pi, facei]][pi].write(unlocked)
✸✽✿ ❘❡t✉r♥ ok

❜❡ s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ pi ✐♥ E✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts [pj , facej ] ❛❧s♦ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❛❢t❡r E✱ pj r❡❛❞s t❤❛t
❡✐t❤❡r [pi, facei] ♦r s♦♠❡ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss t♦ ❜❡ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ♠✉st ❡①✐st s♦♠❡ s✉❝❤
♣r♦❝❡ss [pk, facek] ✇❤♦s❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ✐s [pi, facei]✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
[pj , facej ] ✐s t❤❡ s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ [pi, facei]✳ ❇② ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ [pj , facej ] ✐s ❛❧s♦ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✳
❚❤✉s✱ pj ❧♦❝❦❡❞ t❤❡ r❡❣✐st❡r Lock [pj , pi] ✐♥ ▲✐♥❡ ✷✼ ❛♥❞ s❡t ✐ts❡❧❢ t♦ ❜❡ pi✬s s✉❝❝❡ss♦r ✐♥ ▲✐♥❡ ✷✽✳ ❚❤❡♥✱
pj r❡❛❞ t❤❛t Done[pi, facei] ✐s true ♦r r❡❛❞ t❤❛t Done[pi, facei] ✐s false ❛♥❞ ✇❛✐t❡❞ ✉♥t✐❧ Lock [pj , pi] ✐s
✉♥❧♦❝❦❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡♥t❡r❡❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢ pi ❤❛s ❧❡❢t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥
❛♥❞ ✉♣❞❛t❡❞ t❤❡ r❡❣✐st❡rs Done[pi, facei] ❛♥❞ Lock [pj , pi] ✐♥ ▲✐♥❡s ✸✻ ❛♥❞ ✸✼ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t [pi, facei] ✐s ❛❧s♦ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❛❢t❡r E✳

✭❈❛s❡ 2✮ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t pi ❞✐❞ ♥♦t r❡❛❞ prev = ⊥ ❛♥❞ ❡♥t❡r❡❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ pi r❡❛❞ t❤❛t
Done[prev ] ✐s false ✐♥ ▲✐♥❡ ✷✾ ❛♥❞ Lock [pi][prev .pid ] ✐s ✉♥❧♦❝❦❡❞ ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✵✱ ✇❤❡r❡ prev ✐s t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r
♦❢ [pi, facei]✳ ❆s ✇✐t❤ ❝❛s❡ 1✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t [pj , facej ] ✐s t❤❡ s✉❝❝❡ss♦r ♦❢
[pi, facei] ♦r [pj , facej ] ✐s t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ♦❢ [pi, facei]✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t [pj , facej ] ✐s t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ♦❢ [pi, facei]✱ ✐✳❡✳✱ pi ✇r✐t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ [pi, facei] t♦ t❤❡ r❡❣✐st❡r
Succ[pj , facej ] ✐♥ ▲✐♥❡ ✷✽✳ ❙✐♥❝❡ [pj , facej ] ✐s ❛❧s♦ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❛❢t❡r E✱ ♣r♦❝❡ss pi ♠✉st r❡❛❞
t❤❛t Done[pj , facej ] ✐s true ✐♥ ▲✐♥❡ ✷✾ ❛♥❞ Lock [pi, pj ] ✐s ❧♦❝❦❡❞ ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✵✳ ❇✉t t❤❡♥ pi ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡
❡♥t❡r❡❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❛❢t❡r E✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t [pj , facej ] ✐s t❤❡ s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ [pi, facei]✱ ✐✳❡✳✱ pj ✇r✐t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ [pj , facej ] t♦ t❤❡ r❡❣✐st❡r
Succ[pi, facei]✳ ❙✐♥❝❡ ❜♦t❤ pi ❛♥❞ pj ❛r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❛❢t❡r E✱ ♣r♦❝❡ss pj ♠✉st r❡❛❞ t❤❛t
Done[pi, facei] ✐s true ✐♥ ▲✐♥❡ ✷✾ ❛♥❞ Lock [pj , pi] ✐s ❧♦❝❦❡❞ ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✵✳ ❚❤✉s✱ pj ♠✉st s♣✐♥ ♦♥ t❤❡ r❡❣✐st❡r
Lock [pj , pi]✱ ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ✐t t♦ ❜❡ ✉♥❧♦❝❦❡❞ ❜② pi ❜❡❢♦r❡ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❜♦t❤ pi ❛♥❞ pj ❛r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✳

❚❤✉s✱ L(M) s❛t✐s✜❡s ♠✉t✉❛❧✲❡①❝❧✉s✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✽✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ L(M) ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✸✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ L(M)✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛ ♣r♦❝❡ss ♠❛② ❜❡ st✉❝❦ ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ♦♥❧② ✐♥
▲✐♥❡s ✷✸ ❛♥❞ ✸✵ ❛s ✐t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣✳

❙✐♥❝❡ M ✐s str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ ✐♥ ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ Enter ❜② ♣r♦❝❡ss pi✱
s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss r❡t✉r♥s true ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ func() ✐♥ ▲✐♥❡ ✷✸✳

✻✸



❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣r♦❝❡ss pi t❤❛t r❡t✉r♥s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ✐♥ ▲✐♥❡ ✷✸✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t pi ✐s
st✉❝❦ ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ❛s ✐t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✵✳ ❚❤✉s✱ ♥♦ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ✉♥❧♦❝❦❡❞ t❤❡ r❡❣✐st❡r
Lock [pi][prev .pid ] ❜② ✇r✐t✐♥❣ t♦ ✐t ✐♥ t❤❡ Exit s❡❝t✐♦♥✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t s✐♥❝❡ [pi, facei] ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ✇❤✐❧❡
❧♦♦♣ ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✵✱ [pi, facei] ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛s ❛ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✱ s❛② [pj , facej ]✱ ❛♥❞ ❤❛s s❡t ✐ts❡❧❢ t♦ ❜❡ pj ✬s
s✉❝❝❡ss♦r ❜② ✇r✐t✐♥❣ pi t♦ r❡❣✐st❡r Succ[pj , facej ] ✐♥ ▲✐♥❡ ✷✽✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t✇♦ ❝❛s❡s✿ t❤❡
♣r❡❞❡❝❡ss♦r ♦❢ [pj , facej ✐s s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss pk❀k 6= i ♦r t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ♦❢ [pj , facej ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss pi ✐ts❡❧❢✳

✭❈❛s❡ 1✮ ❙✐♥❝❡ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ♣r♦❝❡ss pj t❛❦❡s ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② st❡♣s ✐♥ E✱ t❤❡ ♦♥❧② r❡❛s♦♥ t❤❛t pj ✐s
st✉❝❦ ✇✐t❤♦✉t ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t [pk, facek] ✐s ❛❧s♦ st✉❝❦ ✐♥ t❤❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✵✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ✉s t♦ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ pk✬s ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ✐s ❛ ♣r♦❝❡ss
t❤❛t ✐s ♥♦t pi ♦r pj t❤❛t ✐s ❛❧s♦ st✉❝❦ ✐♥ t❤❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✵✳ ❇✉t t❤❡♥ t❤❡ ❧❛st s✉❝❤ ♣r♦❝❡ss ♠✉st
❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡❛❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ Lock t♦ ❜❡ ✉♥❧♦❝❦❡❞ ❛♥❞ ❡♥t❡r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❡✈❡r②
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ E ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r② ♣r♦❝❡ss t❛❦❡s ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② st❡♣s✱ s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❡♥t❡r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
s❡❝t✐♦♥✳

✭❈❛s❡ 2✮ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ♦❢ [pj , facej ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss pi ✐ts❡❧❢✳ ❚❤✉s✱ ❛s [pi, face ] ✐s st✉❝❦ ✐♥
t❤❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r Lock [pi, pj ] t♦ ❜❡ ✉♥❧♦❝❦❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss pj ✱ pj ❧❡❛✈❡s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✱ ✉♥❧♦❝❦s
Lock [pi, pj ] ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✼ ❛♥❞ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ r❡❛❞ ♦❢ Lock [pi, pj ]✱ pj r❡✲st❛rts t❤❡ Entry ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇r✐t❡s false
t♦ Done[pj , 1− facej ] ❛♥❞ s❡ts ✐ts❡❧❢ t♦ ❜❡ t❤❡ s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ [pi, facei] ❛♥❞ s♣✐♥s ♦♥ t❤❡ r❡❣✐st❡r Lock [pj , pi]✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♣r♦❝❡ss pi✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② st❡♣s ❜② ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠✉st ❡✈❡♥t✉❛❧❧②
r❡❛❞ t❤❛t Lock [pi, pj ] ✐s ✉♥❧♦❝❦❡❞ ❛♥❞ ❡♥t❡r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✱ t❤✉s ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠✳

❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ❛❝❝❡ss❡s ❛ s✐♥❣❧❡ t✲♦❜❥❡❝t ✐❢ ✐♥ ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M ❛♥❞ ❡✈❡r②
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ∈ txns(E)✱ |❉s❡t(T )| ≤ 1✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✾✳ ❆♥② str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✱ str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M t❤❛t ❛❝❝❡ss❡s ❛
s✐♥❣❧❡ t✲♦❜❥❡❝t ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡✱ ✜♥✐t❡ ❡①✐t ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ L(M) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
❘▼❘ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ M ✐s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❘▼❘ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ L(M)✳

Pr♦♦❢✳ ✭▼✉t✉❛❧✲❡①❝❧✉s✐♦♥✮ ❋♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✼✳

✭❋✐♥✐t❡✲❡①✐t✮ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s✐♥❝❡ t❤❡ Exit ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❧♦♦♣s ♦r ✇❛✐t✐♥❣
st❛t❡♠❡♥ts✳

✭❉❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠✮ ❋♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶✽✳

✭❘▼❘ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✮ ❋✐rst✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❈❈ ♠♦❞❡❧✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❡✈❡r② ❡✈❡♥t ♥♦t ♦♥ M ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② ❛ ♣r♦❝❡ss pi ❛s ✐t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ Entry ♦r Exit ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥❝✉rs O(1) ❘▼❘ ❝♦st ❝❧❡❛r❧②✱ ♣♦ss✐❜❧② ❜❛rr✐♥❣
t❤❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✵✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣✱ ♣r♦❝❡ss pi s♣✐♥s ♦♥ t❤❡
r❡❣✐st❡r Lock [pi][pj ]✱ ✇❤❡r❡ pj ✐s t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ♦❢ pi✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t pi✬s ❝❛❝❤❡❞ ❝♦♣② ♦❢ Lock [pi][pj ] ♠❛②
❜❡ ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥❧② ❜② ♣r♦❝❡ss pj ❛s ✐t ✉♥❧♦❝❦s t❤❡ r❡❣✐st❡r ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✼✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss ♠❛② ✇r✐t❡
t♦ t❤✐s r❡❣✐st❡r ❛♥❞ pi t❡r♠✐♥❛t❡s t❤❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ ✇r✐t❡ t♦ Lock [pi][pj ] ❜② pj ✱ pi
✐♥❝✉rs O(1) ❘▼❘✬s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❘▼❘ ❝♦st ✐♥❝✉rr❡❞ ❜② M ✐s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❘▼❘
❝♦st ♦❢ L(M)✳

◆♦✇ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❉❙▼ ♠♦❞❡❧✳ ❆s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❈❈ ♠♦❞❡❧✱ ❡✈❡r② ❡✈❡♥t ♥♦t ♦♥ M
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❝❡ss pi ❛s ✐t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ Entry ♦r Exit ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥❝✉rs O(1) ❘▼❘ ❝♦st ❝❧❡❛r❧②✱
♣♦ss✐❜❧② ❜❛rr✐♥❣ t❤❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✵✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣✱ ♣r♦❝❡ss pi
s♣✐♥s ♦♥ t❤❡ r❡❣✐st❡r Lock [pi][pj ]✱ ✇❤❡r❡ pj ✐s t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ♦❢ pi✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t Lock [pi][pj ] ✐s ❛ r❡❣✐st❡r
t❤❛t ✐s ❧♦❝❛❧ t♦ pi ❛♥❞ t❤✉s✱ pi ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝✉r ❛♥② ❘▼❘ ❝♦st ♦♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤✐s ❧♦♦♣✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s
t❤❛t pi ✐♥❝✉rs O(1) ❘▼❘ ❝♦st ✐♥ t❤❡ ❉❙▼ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❘▼❘ ❝♦st ♦❢ M ✐s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t
❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❘▼❘ ❝♦st ♦❢ L(M) ✐♥ t❤❡ ❉❙▼ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✵✳ ✭❬✷✶❪✮ ❆♥② ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡✱ ✜♥✐t❡✲❡①✐t ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ r❡❛❞✱ ✇r✐t❡
❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ❘▼❘ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s Ω(n log n)✳

❚❤❡♦r❡♠s ✹✳✷✵ ❛♥❞ ✹✳✶✾ ✐♠♣❧②✿

✻✹



✹✳✹ ❙tr♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✶✳ ❆♥② str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✱ str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✇❛✐t✲❢r❡❡ ❚▼✲
❧✐✈❡♥❡ss ❢r♦♠ r❡❛❞✱ ✇r✐t❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❤❛t ❛❝❝❡ss❡s ❛ s✐♥❣❧❡ t✲♦❜❥❡❝t ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇❤♦s❡
❘▼❘ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s Ω(n log n)✳

✹✳✹✳✷ ❆ ❝♦♥st❛♥t ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦♣❛q✉❡ ❚▼

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♦♣❛q✉❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡
❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ❢r♦♠ r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❘❆❲✴❆❲❆❘ ❝♦st✳ ❋♦r ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡
❞❡✜♥❡ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ♠✉❧t✐✲tr②❧♦❝❦ ♦❜❥❡❝t✳

❙t❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ♠✉❧t✐✲tr②❧♦❝❦✳ ❆ ♠✉❧t✐✲tr②❧♦❝❦ ♣r♦✈✐❞❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡ ✇r✐t❡✲❛❝❝❡ss t♦ ❛ s❡t Q ♦❢ t✲♦❜❥❡❝ts✳
❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛ ♠✉❧t✐✲tr②❧♦❝❦ ❡①♣♦rts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

• ❛❝q✉✐r❡✭◗✮ r❡t✉r♥s tr✉❡ ♦r ❢❛❧s❡

• r❡❧❡❛s❡✭◗✮ r❡❧❡❛s❡s t❤❡ ❧♦❝❦ ❛♥❞ r❡t✉r♥s ♦❦

• ✐s❈♦♥t❡♥❞❡❞✭Xj✮✱ Xj ∈ Q r❡t✉r♥s tr✉❡ ♦r ❢❛❧s❡

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✿ t❤❡② ♥❡✈❡r ✐♥✈♦❦❡ ❛ ♥❡✇ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲tr②❧♦❝❦ ❜❡❢♦r❡
r❡❝❡✐✈✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥✳

❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ♣r♦❝❡ss pi ❤♦❧❞s ❛ ❧♦❝❦ ♦♥ Xj ❛❢t❡r ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π ✐❢ π ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝q✉✐r❡✭Q✮✱
Xj ∈ Q ❜② pi t❤❛t r❡t✉r♥❡❞ tr✉❡✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❡❛s❡✭Q′✮✱ Xj ∈ Q′✱
❜② pi ✐♥ π✳ ❲❡ s❛② t❤❛t Xj ✐s ❧♦❝❦❡❞ ❛❢t❡r π ❜② ♣r♦❝❡ss pi ✐❢ pi ❤♦❧❞s ❛ ❧♦❝❦ ♦♥ Xj ❛❢t❡r π✳

❲❡ s❛② t❤❛t Xj ✐s ❝♦♥t❡♥❞❡❞ ❜② pi ❛❢t❡r ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π ✐❢ π ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝q✉✐r❡✭Q✮✱ Xj ∈ Q✱
❜② pi ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t r❡t✉r♥ ❢❛❧s❡ ♦r r❡t✉r♥ ♦❢ r❡❧❡❛s❡✭Q′✮✱ Xj ∈ Q′✱ ❜② pi ✐♥ π✳

▲❡t ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ iop ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ op ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡
rop ✭✇❡ s❛② t❤❛t π ❝♦♥t❛✐♥s op✮✳ ❲❡ s❛② t❤❛t Xj ✐s ✉♥❝♦♥t❡♥❞❡❞ ✭r❡s♣✳✱ ❧♦❝❦❡❞✮ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
op ✐♥ π ✐❢ Xj ✐s ✉♥❝♦♥t❡♥❞❡❞ ✭r❡s♣✳✱ ❧♦❝❦❡❞✮ ❛❢t❡r ❡✈❡r② ♣r❡✜① ♦❢ π t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s iop ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥
rop✳

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ♠✉❧t✐✲tr②❧♦❝❦ ♦❜❥❡❝t ✇❤♦s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜②
t❤❡ ❇❧❛❝❦✲❲❤✐t❡ ❇❛❦❡r② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✶✽❪ ❛♥❞ ✉s❡s ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ r❡❣✐st❡rs✳

❆ st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ♠✉❧t✐✲tr②❧♦❝❦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

• ▼✉t✉❛❧✲❡①❝❧✉s✐♦♥✿ ❋♦r ❛♥② ♦❜❥❡❝t Xj ✱ ❛♥❞ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ π✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss t❤❛t
❤♦❧❞s ❛ ❧♦❝❦ ♦♥ Xj ❛❢t❡r π✳

• Pr♦❣r❡ss✿ ▲❡t π ❜❡ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❝q✉✐r❡(Q) ❜② ♣r♦❝❡ss pi✳ ■❢ ♥♦ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss
pk, k 6= i ❝♦♥t❡♥❞s ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ♦♥ s♦♠❡ Xj ∈ Q✱ t❤❡♥ ❛❝q✉✐r❡(Q) r❡t✉r♥s tr✉❡ ✐♥ π✳

• ▲❡t π ❜❡ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ✐s❈♦♥t❡♥❞❡❞(Xj) ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② pi✳

✕ ■❢ Xj ✐s ❧♦❝❦❡❞ ❜② pℓ; ℓ 6= i ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ✐s❈♦♥t❡♥❞❡❞(Xj) ✐♥ π✱ t❤❡♥
✐s❈♦♥t❡♥❞❡❞(Xj) r❡t✉r♥s true✳

✕ ■❢ ∀ℓ 6= i✱ Xj ✐s ♥❡✈❡r ❝♦♥t❡♥❞❡❞ ❜② pℓ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ✐s❈♦♥t❡♥❞❡❞(Xj) ✐♥ π✱ t❤❡♥
✐s❈♦♥t❡♥❞❡❞(Xj) r❡t✉r♥s false✳

❖✉r st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ♠✉❧t✐✲tr②❧♦❝❦ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✹ ✉s❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ r❡❣✐st❡rs rij ❢♦r
❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss pi ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t Xj ✱ ❛ s❤❛r❡❞ ❜✐t ❝♦❧♦r ∈ {B,W}✱ r❡❣✐st❡rs LAi ∈ {0, . . . , N} ❢♦r ❡❛❝❤ pi t❤❛t
❞❡♥♦t❡ ❛ ▲❛❜❡❧ ❛♥❞ MCi ∈ {B,W} ❢♦r ❡❛❝❤ pi✳

❲❡ s❛② (LAi, i) < (LAk, k) ✐✛ LAi < LAk ♦r LAi = LAk ❛♥❞ i < k✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❜♦✉t t❤❡ ♠✉❧t✐✲tr②❧♦❝❦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✷✳ ■♥ ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ π ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✹✱ ✐❢ pi ❤♦❧❞s ❛ ❧♦❝❦ ♦♥ s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t Xj ❛❢t❡r π✱ t❤❡♥
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✉st ❤♦❧❞✿

✻✺



❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✹ ❙t❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ♠✉❧t✐✲tr②❧♦❝❦ ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss pi
✶✿ ❙❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

✷✿ LAi✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss pi✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② 0
✸✿ MCi ∈ {B,W} ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss pi✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② W

✹✿ ❝♦❧♦r ∈ {B,W}✱ ✐♥✐t❛❧❧② W

✺✿ rij ✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss pi ❛♥❞ ❡❛❝❤ t✲♦❜❥❡❝t Xj ✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② 0

✻✿ ❛❝q✉✐r❡✭Q✮✿

✼✿ ❢♦r ❛❧❧ Xj ∈ Q ❞♦

✽✿ ✇r✐t❡(rij , 1)

✾✿ ci := color

✶✵✿ ✇r✐t❡(MCi, ci)
✶✶✿ ✇r✐t❡✭LAi, 1 +max({LAk)|MCk = MCi⑥✮
✶✷✿ ✇❤✐❧❡ ∃j : ∃k 6= i✿ isContended(Xj) && ✭✭LAk 6= 0❀ ✭MCk = MCi✮❀ (LAk, k) < (LAi, i)✮ ||
✶✸✿ ✭LAk 6= 0; (MCk 6= MCi✮❀ MCi = color✮✮ ❞♦

✶✹✿ ♥♦ ♦♣
✶✺✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✶✻✿ r❡t✉r♥ true

✶✼✿ r❡❧❡❛s❡✭Q✮✿

✶✽✿ ❢♦r ❛❧❧ Xj ∈ Q ❞♦

✶✾✿ ✇r✐t❡(rij , 0)

✷✵✿ ✐❢ MCi = B t❤❡♥

✷✶✿ ✇r✐t❡(color,W )
✷✷✿ ❡❧s❡

✷✸✿ ✇r✐t❡(color, B)

✷✹✿ ✇r✐t❡✭LAi, 0✮
✷✺✿ r❡t✉r♥ ♦❦

✷✻✿ ✐s❈♦♥t❡♥❞❡❞✭Xj✮✿

✷✼✿ ✐❢ ∃pt : rtj 6= 0, t 6= i t❤❡♥

✷✽✿ r❡t✉r♥ true

✷✾✿ r❡t✉r♥ false

✭✶✮ ❢♦r s♦♠❡ k 6= i❀ LAk 6= 0✱ ✐❢ MCk = MCi✱ t❤❡♥ (LAk, k) > (LAi, i)

✭✷✮ ❢♦r s♦♠❡ k 6= i❀ LAk 6= 0✱ ✐❢ MCk 6= MCi✱ t❤❡♥ MCi 6= color

Pr♦♦❢✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤♦❧❞ t❤❡ ❧♦❝❦ ♦♥ Xj ✱ s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss pi ✇r✐t❡s 1 t♦ rij ✱ ✇r✐t❡s ❛ ✈❛❧✉❡✱ s❛② W t♦ MCi

❛♥❞ r❡❛❞s t❤❡ ▲❛❜❡❧s ♦❢ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r ❛s ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ▲❛❜❡❧
❣r❡❛t❡r ❜② ♦♥❡ t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ▲❛❜❡❧ r❡❛❞ ✭▲✐♥❡ ✶✶✮✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✉♥t✐❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r ❜✐t ✐s
❝❤❛♥❣❡❞✱ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s r❡❛❞ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ W ✳ ❚❤❡ ✜rst ♣r♦❝❡ss pi t♦ ❤♦❧❞ t❤❡ ❧♦❝❦ ♦♥ Xj ❝❤❛♥❣❡s t❤❡
❝♦❧♦r ❜✐t t♦ B ✇❤❡♥ r❡❧❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❦ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ r❡❛❞ ❜② ❛❧❧ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐❧❧ ❜❡ B
✉♥t✐❧ ✐t ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❛❣❛✐♥✳ ◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s✿

✭✶✮ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣r♦❝❡ss pk✱ k 6= i✱ LAk 6= 0 ❛♥❞ MCk = MCi s✉❝❤ t❤❛t (LAk, k) <
(LAi, i)✱ ❜✉t pi ❤♦❧❞s ❛ ❧♦❝❦ ♦♥ Xj ❛❢t❡r π✳ ❚❤✉s✱ isContended(Xj) r❡t✉r♥s tr✉❡ t♦ pi ❜❡❝❛✉s❡ pk
✇r✐t❡s t♦ rkj ✭▲✐♥❡ ✽✮ ❜❡❢♦r❡ ✇r✐t✐♥❣ t♦ LAk ✭▲✐♥❡ ✶✶✮✳ ❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ (LAk, k) < (LAi, i);LAk >
0 ❛♥❞ MCi = MCk✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✸ r❡t✉r♥❡❞ tr✉❡ t♦ pi ✇✐t❤♦✉t ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r pk t♦
st♦♣ ❝♦♥t❡♥❞✐♥❣ ♦♥ Xj✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✭✷✮ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣r♦❝❡ss pk✱ k 6= i✱ LAk 6= 0 ❛♥❞ MCk 6= MCi s✉❝❤ t❤❛t MCi = color✱
❜✉t pi ❤♦❧❞s ❛ ❧♦❝❦ ♦♥ Xj ❛❢t❡r π✳ ❆❣❛✐♥✱ s✐♥❝❡ LAk > 0✱ isContended(Xj) r❡t✉r♥s tr✉❡ t♦ pi✱
MCk 6= MCi ❛♥❞ MCi = color✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✸ r❡t✉r♥❡❞ tr✉❡ t♦ pi ✇✐t❤♦✉t ✇❛✐t✐♥❣
❢♦r pk t♦ st♦♣ ❝♦♥t❡♥❞✐♥❣ ♦♥ Xj✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✹ ✐s ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✲tr②❧♦❝❦ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s
st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ❛♥❞ ✐♥❝✉rs ❛t ♠♦st ❢♦✉r ❘❆❲s✳

✻✻



✹✳✹ ❙tr♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s

Pr♦♦❢✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② L t❤❡ s❤❛r❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✹✳

❆ss✉♠❡✱ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t L ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ♠✉t✉❛❧✲❡①❝❧✉s✐♦♥✿ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π ❛❢t❡r
✇❤✐❝❤ ♣r♦❝❡ss❡s pi ❛♥❞ pk✱ k 6= i ❤♦❧❞ ❛ ❧♦❝❦ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t✱ s❛② Xj ✳ ❙✐♥❝❡ ❜♦t❤ pi ❛♥❞ pk ❤❛✈❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ✇r✐t❡ t♦ LAi ❛♥❞ LAk r❡s♣✳ ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✶✱ LAi, LAk > 0✳ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s✿

✭✶✮ ■❢MCk = MCi✱ t❤❡♥ ❢r♦♠ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ 1 ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡ (LAk, k) < (LAi, i) ❛♥❞ (LAk, k) >
(LAi, i)✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✭✷✮ ■❢ MCk 6= MCi✱ t❤❡♥ ❢r♦♠ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ 2 ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡ MCi 6= color ❛♥❞ MCk 6= color
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s MCk = MCi✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

L ❛❧s♦ ❡♥s✉r❡s ♣r♦❣r❡ss✳ ■❢ ♣r♦❝❡ss pi ✇❛♥ts t♦ ❤♦❧❞ t❤❡ ❧♦❝❦ ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t Xj ✐✳❡✳ ✐♥✈♦❦❡s ❛❝q✉✐r❡(Q), Xj ∈
Q✱ ✐t ❝❤❡❝❦s ✐❢ ❛♥② ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss pk ❤♦❧❞s t❤❡ ❧♦❝❦ ♦♥ Xj ✳ ■❢ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡ss pk ❡①✐sts ❛♥❞ MCk = MCi✱
t❤❡♥ ❝❧❡❛r❧② isContended(Xj) r❡t✉r♥s tr✉❡ ❢♦r pi ❛♥❞ (LAk, k) < (LAi, i)✳ ❚❤✉s✱ pi ❢❛✐❧s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥ ▲✐♥❡ ✶✸ ❛♥❞ ✇❛✐ts ✉♥t✐❧ pk r❡❧❡❛s❡s t❤❡ ❧♦❝❦ ♦♥ Xj t♦ r❡t✉r♥ tr✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ pk ❝♦♥t❡♥❞s ✐♥✜♥✐t❡❧②
❧♦♥❣ ♦♥ Xj ✱ pi ✐s ❛❧s♦ ❢♦r❝❡❞ t♦ ✇❛✐t ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② t♦ ❜❡ r❡t✉r♥❡❞ tr✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝q✉✐r❡(Q)✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✇♦r❦s ✇❤❡♥ MCk 6= MCi s✐♥❝❡ ✇❤❡♥ pk st♦♣s ❝♦♥t❡♥❞✐♥❣ ♦♥ Xj ✱ isContended(Xj)
❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡t✉r♥s ❢❛❧s❡ ❢♦r pi ✐❢ pk ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ♦♥ Xj ✳

❆❧❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② L ❛r❡ st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡✳ ❊❛❝❤ ♣r♦❝❡ss pi t❤❛t s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❤♦❧❞s t❤❡ ❧♦❝❦ ♦♥
❛♥ ♦❜❥❡❝t Xj ✐♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π ✐♥✈♦❦❡s ❛❝q✉✐r❡(Q), Xj ∈ Q✱ ♦❜t❛✐♥s ❛ ❝♦❧♦r ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r
LAi s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② t♦ ❜❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ✇❤✐❧❡ ✇r✐t✐♥❣ t♦ LAi✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐r❡(Q)
❜② pi ✐s ♦♥❧② ❞❡❧❛②❡❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝q✉✐r❡(Q′), Xj ∈ Q′ ❜② pk ✐♥ π✳ ■♥ t❤❛t
❝❛s❡✱ ♣r♦❝❡ss pi ✇❛✐ts ✉♥t✐❧ pk ✐♥✈♦❦❡s r❡❧❡❛s❡(Q) ❛♥❞ ✇r✐t❡s 0 t♦ rkj ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❤♦❧❞s t❤❡ ❧♦❝❦ ♦♥
Xj ✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❡❛s❡ ❛♥❞ ✐s❈♦♥t❡♥❞❡❞ ❛r❡ ✇❛✐t✲❢r❡❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡✮
s✐♥❝❡ t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❧♦♦♣s ♦r ✇❛✐t✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐s❈♦♥t❡♥❞❡❞(Xj) ♦♥❧② r❡❛❞s ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❡❛s❡(Q)
✇r✐t❡s t♦ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✭▲✐♥❡ ✶✽✮ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡❛❞s ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✭▲✐♥❡ ✷✵✮ ✐♥❝✉rr✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡
❘❆❲✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝q✉✐r❡(Q) ✇r✐t❡s t♦ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✭▲✐♥❡ ✽✮✱ r❡❛❞s t❤❡ s❤❛r❡❞ ❜✐t color
✭▲✐♥❡ ✾✮✖♦♥❡ ❘❆❲✱ ✇r✐t❡s t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✭▲✐♥❡ ✶✵✮✱ r❡❛❞s t❤❡ ▲❛❜❡❧s ✭▲✐♥❡ ✶✶✮✖♦♥❡ ❘❆❲✱ ✇r✐t❡s t♦
✐ts ♦✇♥ ▲❛❜❡❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❛❞s ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✸✖♦♥❡
❘❆❲✳

❚❤✉s✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✹ ✐♥❝✉rs ❛t ♠♦st ❢♦✉r ❘❆❲s✳

❙tr♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼ ❢r♦♠ st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ♠✉❧t✐✲tr②❧♦❝❦✳ ❲❡ ♥♦✇ ✉s❡ t❤❡ st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡
♠✉❧t✐✲tr②❧♦❝❦ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♦♣❛q✉❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥✲
st❛♥t ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✺✮✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦❣r❡s✲
s✐✈❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ LP ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❧s t♦ ❛❝q✉✐r❡ ❛♥❞ r❡❧❡❛s❡ t❤❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥✬s ✇r✐t❡ s❡t ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❝❛❧❧s t♦ ❛ ♠✉❧t✐✲tr②❧♦❝❦ ♦❜❥❡❝t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✹✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✺ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♦♣❛q✉❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤
st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ✉s❡s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②s ❛t ♠♦st ❢♦✉r ❘❆❲s ♣❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳ ✭❖♣❛❝✐t②✮ ❙✐♥❝❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✺ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♣❛q✉❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✹✳✶✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✾ t♦ ♣r♦✈❡ ♦♣❛❝✐t② ❢♦r t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✭❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✮ ❊✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ✐♥ ❛ ❚▼ M ✇❤♦s❡ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✺ ❝❛♥ ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦s✿

• ❘❡❛❞✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❢❛✐❧❡❞ ✐♥ readk ♦r tr②❈k

• readk ♦r tr②❈k r❡t✉r♥❡❞ Ak ❜❡❝❛✉s❡ Xj ∈ ❘s❡t(Tk) ✐s ❧♦❝❦❡❞ ✭❜❡❧♦♥❣s t♦ ✇r✐t❡ s❡t ♦❢ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
tr❛♥s❛❝t✐♦♥✮

✻✼



❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✺ ❙tr♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ ♦♣❛q✉❡ ❚▼✿ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ Tk ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② pi

✶✿ ❙❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

✷✿ vj ✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t✲♦❜❥❡❝t Xj

✸✿ L✱ ❛ st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ♠✉❧t✐✲tr②❧♦❝❦ ♦❜❥❡❝t

✹✿ ▲♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

✺✿ Rsetk,Wsetk ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk❀
✻✿ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s st♦r✐♥❣ {Xm, vm}

✼✿ r❡❛❞k(Xj)✿

✽✿ ✐❢ Xj 6∈ ❘s❡t(Tk) t❤❡♥
✾✿ [♦✈j , kj ] := r❡❛❞(vj)

✶✵✿ ❘s❡t(Tk) := ❘s❡t(Tk) ∪ {Xj , [♦✈j , kj ]}
✶✶✿ ✐❢ isAbortable✭✮ t❤❡♥
✶✷✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✶✸✿ ❘❡t✉r♥ ♦✈j

✶✹✿ ❡❧s❡

✶✺✿ [♦✈j ,⊥] := ❘s❡t(Tk).locate(Xj)
✶✻✿ ❘❡t✉r♥ ♦✈j

✶✼✿ ✇r✐t❡k(Xj, v)✿

✶✽✿ ♥✈j := v

✶✾✿ ❲s❡t(Tk) := ❲s❡t(Tk) ∪ {Xj}
✷✵✿ ❘❡t✉r♥ ♦❦

✷✶✿ tr②❈k✭✮✿

✷✷✿ ✐❢ |❲s❡t(Tk)| = ∅ t❤❡♥
✷✸✿ ❘❡t✉r♥ Ck

✷✹✿ ❧♦❝❦❡❞ := L.❛❝q✉✐r❡(❲s❡t(Tk))
✷✺✿ ✐❢ ✐s❆❜♦rt❛❜❧❡✭✮ t❤❡♥
✷✻✿ L.r❡❧❡❛s❡(❲s❡t(Tk))
✷✼✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✷✽✿ ❢♦r ❛❧❧ Xj ∈❲s❡t(Tk) ❞♦
✷✾✿ ✇r✐t❡(vj , (♥✈j , k))

✸✵✿ L.r❡❧❡❛s❡(❲s❡t(Tk))
✸✶✿ r❡t✉r♥ Ck

✸✷✿ ❋✉♥❝t✐♦♥✿ ✐s❆❜♦rt❛❜❧❡✭✮✿

✸✸✿ ✐❢ ∃Xj ∈ ❘s❡t(Tk) : Xj 6∈ ❲s❡t(Tk) ∧
L.✐s❈♦♥t❡♥❞❡❞(Xj) t❤❡♥

✸✹✿ ❘❡t✉r♥ true

✸✺✿ ✐❢ validate() t❤❡♥
✸✻✿ ❘❡t✉r♥ true

✸✼✿ ❘❡t✉r♥ false

❙✐♥❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ❛❜♦rt❡❞ ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t M ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳

❚♦ s❤♦✇ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✺ ❛❧s♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② s❡t
♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t✲♦❜❥❡❝t✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐s ♥♦t
❛❜♦rt❡❞✳

❈♦♥s✐❞❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ti ❛♥❞ Tk t❤❛t ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❛tt❡♠♣t t♦ ❡①❡❝✉t❡ tr②❈i ❛♥❞ tr②❈k s✉❝❤ t❤❛t Xj ∈
❲s❡ti ∪❲s❡tk✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡② ❜♦t❤ ✐♥✈♦❦❡ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲tr②❧♦❝❦ ✭▲✐♥❡ ✷✹✮ ❛♥❞
t❤✉s✱ ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✸✱ ❜♦t❤ Ti ❛♥❞ Tk ♠✉st ❝♦♠♠✐t ❡✈❡♥t✉❛❧❧②✳ ❆❧s♦✱ ✐❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✲r❡❛❞ ✐♥ Tk

❢❛✐❧s✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ t✲♦❜❥❡❝t ✐s ♦✈❡r✇r✐tt❡♥ ❜② s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti s✉❝❤ t❤❛t Ti ♣r❡❝❡❞❡s Tk✱ ✐♠♣❧②✐♥❣
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♠✐t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ s♦♠❡ t✲♦❜❥❡❝t Xj ∈ ❘s❡t(Tk) ✐s ❧♦❝❦❡❞ ❛♥❞ r❡t✉r♥s
❛❜♦rt s✐♥❝❡ t❤❡ t✲♦❜❥❡❝t ✐s ✐♥ t❤❡ ✇r✐t❡ s❡t ♦❢ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ♠❛② st✐❧❧ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡
t❤❛t Ti r❡t✉r♥s Ai ❛❢t❡r ❛❝q✉✐r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❦ ♦♥ ❲s❡ti✱ str♦♥❣ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦♥❧② ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♣r♦❣r❡ss ❢♦r
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥✢✐❝t ♦♥ ❛t ♠♦st ♦♥❡ t✲♦❜❥❡❝t✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② s❡t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t
❝♦♥✢✐❝t ♦♥ ❛t ♠♦st ♦♥❡ t✲♦❜❥❡❝t✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❢♦r❝❡❢✉❧❧② ❛❜♦rt❡❞✳

❙t❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐ tr②✲❧♦❝❦ ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ M ♣r♦✈✐❞❡s st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ❛❝q✉✐r❡ ❛♥❞ r❡❧❡❛s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

✭❈♦♠♣❧❡①✐t②✮ ❆♥② ♣r♦❝❡ss ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ❤♦❧❞s t❤❡ ❧♦❝❦ ♦♥ ❲s❡t(Tk) ♦♥❧② ♦♥❝❡ ❞✉r✐♥❣
tr②❈k✳ ■❢ |❲s❡t(Tk)| = ∅✱ t❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ s✐♠♣❧② r❡t✉r♥s Ck ✐♥❝✉rr✐♥❣ ♥♦ ❘❆❲✬s✳ ❚❤✉s✱ ❢r♦♠
❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✸✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✺ ✐♥❝✉rs ❛t ♠♦st ❢♦✉r ❘❆❲s ♣❡r ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦ ❘❆❲✬s ❛r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳

✹✳✺ ❖♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♣❡r♠✐ss✐✈❡ ♦♣❛q✉❡ ❚▼s

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✭str♦♥❣❧②✮ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ♦♥❧② ♦♥ r❡❛❞✲✇r✐t❡
❝♦♥✢✐❝ts ❤❛✈❡ ❝♦♥st❛♥t ❘❆❲✴❆❲❆❘ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❛❜♦rt✐♥❣ ♦♥ ❝♦♥✢✐❝ts ♠❛② ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❛✛❡❝t ❚▼✲❝♦rr❡❝t♥❡ss✳ ■❞❡❛❧❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♣❡r♠✐ss✐✈❡✱ ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ t❤❛t ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ❛❜♦rt❡❞ ♦♥❧② ✐❢ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣ ✐t ✇♦✉❧❞ ✈✐♦❧❛t❡ ❚▼✲❝♦rr❡❝t♥❡ss✳

✻✽



✹✳✺ ❖♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♣❡r♠✐ss✐✈❡ ♦♣❛q✉❡ ❚▼s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷ ✭P❡r♠✐ss✐✈❡♥❡ss✮✳ ❆ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ✐s ♣❡r♠✐ss✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❚▼✲❝♦rr❡❝t♥❡ss
C ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ❤✐st♦r② H ♦❢ M s✉❝❤ t❤❛t H ❡♥❞s ✇✐t❤ ❛ r❡s♣♦♥s❡ rk ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ rk ✇✐t❤ s♦♠❡ rk 6= Ak

❣✐✈❡s ❛ ❤✐st♦r② t❤❛t s❛t✐s✜❡s C✱ ✇❡ ❤❛✈❡ rk 6= Ak✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣❡r♠✐ss✐✈❡♥❡ss ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t♦ ❛❜♦rt✱ ✉♥❧❡ss ❝♦♠♠✐tt✐♥❣ ✐t ✇♦✉❧❞ ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥✬s ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳

❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣❡r♠✐ss✐✈❡ ♦♣❛q✉❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❢♦r❝❡❢✉❧❧② ❛❜♦rt❡❞
✐❢ ✐t tr✐❡s t♦ ❝♦♠♠✐t✿

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✺✳ ▲❡t ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ❜❡ ♣❡r♠✐ss✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦♣❛❝✐t②✳ ■❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti

✐s ❢♦r❝❡❢✉❧❧② ❛❜♦rt❡❞ ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ opi✱ t❤❡♥ opi ✐s tr②❈i✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡✱ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❤✐st♦r② H ♦❢ M s✉❝❤ t❤❛t s♦♠❡ opi ∈ {r❡❛❞i,✇r✐t❡i}
❡①❡❝✉t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti r❡t✉r♥s Ai✳ ▲❡t H0 ❜❡ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣r❡✜① ♦❢ H t❤❛t ❡♥❞s ❥✉st ❜❡❢♦r❡
opi r❡t✉r♥s✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ H0 ✐s ♦♣❛q✉❡ ❛♥❞ ❛♥② ❤✐st♦r② H0 · ri ✇❤❡r❡ ri 6= Ai ✐s ♥♦t ♦♣❛q✉❡✳ ▲❡t H ′

0 ❜❡
t❤❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ H0✳

■❢ opi ✐s ❛ ✇r✐t❡✱ t❤❡♥ H0 ·♦❦i ✐s ❛❧s♦ ♦♣❛q✉❡ ✲ ♥♦ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ❛♣♣❡❛rs
✐♥ H ′

0 ❛♥❞✱ t❤✉s✱ H ′
0 ✐s ❛❧s♦ ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ H0 · ♦❦i✳

■❢ opi ✐s ❛ r❡❛❞(X) ❢♦r s♦♠❡ t✲♦❜❥❡❝t X✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ H0 · v ✇❤❡r❡ v ✐s t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ X ✇r✐tt❡♥ ❜② t❤❡ ❧❛st ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ H ′

0 ♣r❡❝❡❞✐♥❣ Ti ♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X ✐❢ t❤❡r❡
✐s ♥♦ s✉❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t H0” ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ H ′

0 ❜② ❛❞❞✐♥❣ r❡❛❞(X) · v ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
Ti ✐s ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ H0 · r❡❛❞(X)✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥♦♥✲Ai r❡s♣♦♥s❡ ri t♦ opi t❤❛t ♣r❡s❡r✈❡s
♦♣❛❝✐t② ♦❢ H0 · ri✱ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ t❤❡ ♦♥❧② t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r❝❡❢✉❧❧② ❛❜♦rt❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✐s
tr②❈✳

❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣❡r♠✐ss✐✈❡ ♦♣❛q✉❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭♣r♦✈✐❞✐♥❣
st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✮ ♠❛② r❡q✉✐r❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❘❆❲✴❆❲❆❘ ♣❛tt❡r♥ ♣❡r t✲r❡❛❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✻✳ ▲❡t M ❜❡ ❛ ♣❡r♠✐ss✐✈❡ ♦♣❛q✉❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✲
❧✐✈❡♥❡ss✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② m ∈ N✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s m t✲r❡❛❞s
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ t✲r❡❛❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❘❆❲ ♦r ❆❲❆❘✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T1✱ T2✱ T3 ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ T3

♣❡r❢♦r♠s ❛ t✲r❡❛❞ ♦❢ X1✱ t❤❡♥ T2 ♣❡r❢♦r♠s ❛ t✲✇r✐t❡ ♦♥ X1 ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② T1 ♣❡r❢♦r♠s ❛
s❡r✐❡s ♦❢ r❡❛❞s ❢r♦♠ ♦❜❥❡❝ts X1, . . . , Xm✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r♠✐ss✐✈❡✱ ♥♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❢♦r❝❡❢✉❧❧② ❛❜♦rt❡❞ ✐♥ E✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s T3✱ T2✱ T1✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r②✿ ❡❛❝❤ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛
♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤✉s✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡❞♦♠ ❛s ❛ ❧✐✈❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt②✱ s✉❝❤ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥
❡①✐sts✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r r❡❛❞1(Xk)✱ 2 ≤ k ≤ m ✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E✳ ■♠❛❣✐♥❡ t❤❛t ✇❡ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
■♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r r❡❛❞1(Xk) ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② T1 ✇❡ ❛❞❞ ✇r✐t❡3(X, v)✱ ❛♥❞ tr②❈3 ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② T3 ✭❧❡t TC3(Xk)
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ W3(Xk, v) ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② tr②❈3✮✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ TC3(Xk) ♠✉st r❡t✉r♥ ❛❜♦rt✿
♥❡✐t❤❡r T3 ❝❛♥ ❜❡ s❡r✐❛❧✐③❡❞ ❜❡❢♦r❡ T1 ♥♦r T1 ❝❛♥ ❜❡ s❡r✐❛❧✐③❡❞ ❜❡❢♦r❡ T3✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐❢ TC3(Xk)
t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ r❡❛❞1(Xk)✱ t❤❡♥ TC3(Xk) ♠✉st r❡t✉r♥ ❝♦♠♠✐t ❜✉t r❡❛❞1(Xk) ♠✉st r❡t✉r♥ t❤❡
✈❛❧✉❡ ✇r✐tt❡♥ ❜② T3✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ r❡❛❞1(Xk) ❛♥❞ TC3(Xk) ❛r❡ str♦♥❣❧② ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❬✶✻❪✿ ❜♦t❤ ♦❢
t❤❡♠ s❡❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇❤❡♥ ♦r❞❡r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ r❡❛❞1(Xk) ♥❡❡❞s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛
❘❆❲ ♦r ❆❲❆❘ t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ✏❝♦♥✢✐❝t✐♥❣✑ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐s ♣r♦♣❡r❧② ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✳
❲❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❜❡❧♦✇✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ E′ ♦❢ E✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ T3 ♣❡r❢♦r♠s ✇r✐t❡3(Xk) ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r r❡❛❞1(Xk) ❛♥❞ t❤❡♥
tr✐❡s t♦ ❝♦♠♠✐t✳ ■♥ ❛♥② s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ E′✱ T3 ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ T2 ✭r❡❛❞3(X1) r❡t✉r♥s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X1✮
❛♥❞ T2 ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ T1 t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞1(Xk) ❞♦❡s
♥♦t ♠♦❞✐❢② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✱ ❤❡♥❝❡✱ T3 ❞♦❡s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ r❡❛❞1(Xk) ✐♥ E′✳ ❙✐♥❝❡ M ✐s ♣❡r♠✐ss✐✈❡✱ T3 ♠✉st
❝♦♠♠✐t ✐♥ E′✳ ❇✉t s✐♥❝❡ T1 ♣❡r❢♦r♠s r❡❛❞1(Xk) ❜❡❢♦r❡ T3 ❝♦♠♠✐ts ❛♥❞ T3 ✉♣❞❛t❡s Xk✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡

✻✾



❈❤❛♣t❡r ✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

R1(X1) → nv R1(Xm)

W2(X1, nv)

R3(X1) → v

T1

T2 C2

T3

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❊①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ ❛ ♣❡r♠✐ss✐✈❡✱ ♦♣❛q✉❡ ❚▼✿ T2 ❛♥❞ T3 ❢♦r❝❡ T1 t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❘❆❲✴❆❲❆❘ ✐♥ ❡❛❝❤
R1(Xk)✱ 2 ≤ k ≤ m

T1 ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ T3 ✐♥ ❛♥② s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ T3 ❝❛♥♥♦t ♣r❡❝❡❞❡ T1 ✐♥ ❛♥② s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❡❛❝❤ r❡❛❞1(Xk) ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ ❛ ✇r✐t❡ t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳

▲❡t π ❜❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞1(Xk) ❛♥❞ Ek✱ t❤❡ ♣r❡✜①
♦❢ E ✉♣ t♦ ✭❜✉t ❡①❝❧✉❞✐♥❣✮ t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞1(Xk)✳

❈❧❡❛r❧②✱ π ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✇r✐t❡ t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳ ▲❡t πw ❜❡ t❤❡ ✜rst ✇r✐t❡ t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ π✳ ❚❤✉s✱ π ❝❛♥
❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s πs ·πw ·πf ✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t π ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❘❆❲ ♦r ❆❲❆❘✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
❢r❛❣♠❡♥t Ek ·πs · ρ✱ ✇❤❡r❡ ρ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ TC3(Xk) ❜② T3✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ❡①✐sts
s✐♥❝❡ πs ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✇r✐t❡✱ ❤❡♥❝❡✱ Ek · πs · ρ ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ T3 ❢r♦♠ Ek · ρ✳

❙✐♥❝❡✱ ❜② ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ πw · πf ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❘❆❲✱ ❛♥② r❡❛❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ πw · πf ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✇r✐tt❡♥ ✐♥ πw · πf ✳ ❙✐♥❝❡ πw ✐s ♥♦t ❛♥ ❆❲❆❘✱ Ek · πs · ρ · πw · πf ✐s ❛♥
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ T1 ❢r♦♠ Ek · π✳ ■♥ Ek · πs · ρ · πw · πf ✱ T3 ❝♦♠♠✐ts ✭❛s
✐♥ ρ✮ ❜✉t T1 ✐❣♥♦r❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✇r✐tt❡♥ ❜② T3 t♦ Xk✳ ❇✉t t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ❥✉st✐✜❡s t❤✐s
❡①❡❝✉t✐♦♥✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t M ✐s ♦♣❛q✉❡✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ r❡❛❞1(Xk)✱ 2 ≤ k ≤ m ♠✉st
❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❘❆❲✴❆❲❆❘✳

◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ ❛❧❧ t✲r❡❛❞s ♦❢ T1 ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❘❆❲✴❆❲❆❘ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡
♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

✹✳✻ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞
✐❞❡♥t✐❢② s♦♠❡ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s✳

❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼s✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r❡❛❞✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ st❡♣✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❬✻✵✱ ✻✷❪
❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r str✐❝t✲❞❛t❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✭❛ ✈❡r② str♦♥❣ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❉❆P✮ ❛♥❞ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✳ ■♥ ❛ str✐❝t ❞❛t❛
♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❚▼✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❚▼ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ❞✐s❥♦✐♥t s❡ts✱ ❡❛❝❤ st♦r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦♥❧② ❛❜♦✉t ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛ ✐t❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡✈❡r② ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s str✐❝t ❞❛t❛✲♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ s❛t✐s✜❡s
✇❡❛❦ ❉❆P✱ ❜✉t ♥♦t ✈✐❝❡✲✈❡rs❛ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✮✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ❬✻✵✱ ✻✷❪
r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❛ t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥ts ✐♥ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷ ❤♦✇❡✈❡r✱
❛ss✉♠❡s ✇❡❛❦ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✱ st✐♣✉❧❛t✐♥❣ t❤❛t t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❧② ♥♦♥tr✐✈✐❛❧
❡✈❡♥ts ♦♥❧② ✇❤❡♥ T ✐s ♥♦t ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✇✐t❤ ❛♥② ♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❛♥❞
❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss r❡str✐❝t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❉❆P ❛♥❞ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r t❤✐s r❡s✉❧t
❛r❡ t❤❡ ✇❡❛❦❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ♠❛② ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
❝♦✈❡r ❡✈❡r② ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ st❡♣✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ❬✸✺✱ ✸✽✱ ✼✼❪✳

Pr♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✭❛♥❞ r❡s♣✳ str♦♥❣❧②
♣r♦❣r❡ss✐✈❡✮ ❚▼s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✭❛♥❞ r❡s♣✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✮✳ ❙♦♠❡ q✉❡st✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ♦♣❡♥✳ ❈❛♥ t❤❡ t✐❣❤t ❜♦✉♥❞s
♦♥ st❡♣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s ✐♥ ❈♦r♦❧❧❛r✐❡s ✹✳✶✹ ❛♥❞ ✹✳✶✻ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡
❚▼s❄

●✉❡rr❛♦✉✐ ❛♥❞ ❑❛♣❛❧❦❛ ❬✻✷❪ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ str♦♥❣❧② ♣r♦✲
❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ✇❛✐t✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ✭❡✈❡r② t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ ✇✐t❤✐♥

✼✵



✹✳✻ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚▼✲❝♦rr❡❝t♥❡ss ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ❉❆P ■♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ❘❡❛❞✲✇r✐t❡ ❈♦♠♣❧❡①✐t②
❖♣❛❝✐t② ■❈❋ ✇❡❛❦ ②❡s ②❡s Θ(|❘s❡t|2) st❡♣✲❝♦♠♣❧❡①✐t②
❙tr✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ■❈❋ ✇❡❛❦ ②❡s ②❡s Θ(|❘s❡t|) st❡♣✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r tr②❈♦♠♠✐t
❖♣❛❝✐t② ❲❋ str✐❝t ②❡s ②❡s O(1) ❘❆❲✴❆❲❆❘✱ O(1) st❛❧❧s ❢♦r t✲r❡❛❞s
❖♣❛❝✐t② st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ str✐❝t Θ(|❲s❡t|) ♣r♦t❡❝t❡❞ ❞❛t❛

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s✳

❚▼✲❝♦rr❡❝t♥❡ss ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ■♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s r♠✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❈♦♠♣❧❡①✐t②
❙tr✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❲❋ r❡❛❞✲✇r✐t❡ ■♠♣♦ss✐❜❧❡
❙tr✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② r❡❛❞✲✇r✐t❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ Ω(n log n) ❘▼❘s
❖♣❛❝✐t② st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ②❡s r❡❛❞✲✇r✐t❡ O(1) ❘❆❲✴❆❲❆❘

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s✳

❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s✮ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✺ ❞❡s❝r✐❜❡s ♦♥❡ ♠❡❛♥s t♦
❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛♥ ♦♣❛q✉❡ str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❢r♦♠ r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✳

❲❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✶ ♦♥ t❤❡ ❘▼❘ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s t✐❣❤t✳ Pr♦✈✐♥❣ t❤✐s
r❡♠❛✐♥s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥✳

P❡r♠✐ss✐✈❡ ❚▼s✳ ❈r❛✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❛ ♣❡r♠✐ss✐✈❡ ♦♣❛q✉❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ♠❛✐♥✲
t❛✐♥ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥s♣✐r❡❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❘❆❲✴❆❲❆❘ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❬✸✸❪ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ ♣❡r♠✐ss✐✈❡ ❱❲❈ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❡♥s✉r❡s t❤❛t t✲r❡❛❞
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ❜✉t t❤❡ tr②❈♦♠♠✐t ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥
♣❡r❢♦r♠ ❛ ❧✐♥❡❛r ✭✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✬s ❞❛t❛ s❡t✮ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❘❆❲✴❆❲❆❘s✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡s✲
t✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❧✐♥❡❛r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❘❆❲✴❆❲❆❘ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ✇❡❛❦❡r ✭t❤❛♥ ♦♣❛❝✐t②✮
❚▼✲❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❱❲❈ ❛♥❞ ❚▼❙✶✳
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5
❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

✺✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s✳ ❊❛r❧② ❚▼ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ❉❙❚▼ ❬✼✼❪ ❤♦✇❡✈❡r ❛✈♦✐❞ ✉s✐♥❣ ❧♦❝❦s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣
❚▼✲♣r♦❣r❡ss✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞
❜② ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡❞♦♠✱ ♣♦ss✐❜❧② t❤❡ ✇❡❛❦❡st ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❬✼✻✱ ✽✵❪✳

❲❡ ✜rst ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼ t❤❛t
♣r♦✈✐❞❡s ❜♦t❤ ✇❡❛❦ ❉❆P ❛♥❞ r❡❛❞ ✐♥✈✐s✐❜✐❧✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♣♦♣✉❧❛r ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼s ❧✐❦❡ ❉❙❚▼ ❬✼✼❪
❛♥❞ ❋❙❚▼ ❬✺✶❪ ❛r❡ ✇❡❛❦ ❉❆P✱ ❜✉t ✉s❡ ✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ❢♦r ❛❜♦rt✐♥❣ ♣❡♥❞✐♥❣ ✇r✐t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱
✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛ t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ n✲♣r♦❝❡ss str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♠❛② ✐♥❝✉r Ω(n) st❛❧❧s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡✈❡r② s✉❝❤ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ (n − 1)✲st❛❧❧
❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ✐♥✈♦❦❡❞ t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐r❞❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛♥② ❘❲ ❉❆P ♦♣❛q✉❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲
❢r❡❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥❝✉rs Ω(n) ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
❘❆❲s ♦r ❆❲❆❘s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❧♦❝❦✐♥❣
✭✐✳❡✳✱ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✮ ❛♥❞ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ✭✐✳❡✳✱ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡✮ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡
♦♣❛q✉❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ LP ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ ✭❈❤❛♣t❡r ✹✮ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❧✐♥❡❛r s❡♣❛r❛t✐♦♥
✐♥ ♠❡♠♦r② st❛❧❧ ❛♥❞ ❘❆❲✴❆❲❆❘ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t OF ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❚▼s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ❖❋ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ ❖❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✳

❘♦❛❞♠❛♣ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♥♦ str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼ ✐♥ OF ❝❛♥ ❜❡
✇❡❛❦ ❉❆P ❛♥❞ ❤❛✈❡ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ st❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r str✐❝t❧②
s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼s ✐♥ OF ✱ ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❧✐♥❡❛r ✭✐♥ n✮ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❘❆❲✴❆❲❆❘
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ❘❲ ❉❆P ♦♣❛q✉❡ ❚▼s ✐♥ OF ✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t✇♦ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿
❛ ❘❲ ❉❆P ♦♣❛q✉❡ ❚▼ ❛♥❞ ❛ ✇❡❛❦ ❉❆P ✭❜✉t ♥♦t ❘❲ ❉❆P✮ ♦♣❛q✉❡ ❚▼✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✻✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❣❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❛♥❞ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼s✳

✺✳✷ ■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✇❡❛❦ ❉❆P ❛♥❞ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ✇❡❛❦ ❉❆P ❛♥❞ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ❢♦r str✐❝t❧②
s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼s ✐♥ OF ✳

✼✸



❈❤❛♣t❡r ✺ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

R0(Z) → v W0(X,nv) tr②❈
0

R2(X) → v

✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡

✭❡✈❡♥t ♦❢ T0✮

e

R1(X) → nv

♥❡✇ ✈❛❧✉❡
T0 T2 T1

✭❛✮ T1 r❡t✉r♥s ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X s✐♥❝❡ T2 ✐s ✐♥✈✐s✐❜❧❡

R0(Z) → v W0(X,nv) tr②❈
0

R2(X) → v

✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡

✭❡✈❡♥t ♦❢ T0✮

e

R1(X) → nv

♥❡✇ ✈❛❧✉❡

W3(Z, nv)

✇r✐t❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡
T0 T2 T3 T1

✭❜✮ T1 ❛♥❞ T3 ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t

R0(Z) → v W0(X,nv) tr②❈
0

R2(X) → v

✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡

✭❡✈❡♥t ♦❢ T0✮

e

R1(X) → nv

♥❡✇ ✈❛❧✉❡

W3(Z, nv)

✇r✐t❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡
T0 T2 T3 T1

✭❝✮ T3 ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝❡ss t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t e

R0(Z) → v W0(X,nv) tr②❈
0

R2(X) → v

✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡

✭❡✈❡♥t ♦❢ T0✮

e

R1(X) → nv

♥❡✇ ✈❛❧✉❡

W3(Z, nv)

✇r✐t❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡
T0 T3 T2 T1

✭❞✮ T3 ❛♥❞ T2 ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❊①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶❀ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✺✳✶❞ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡

❍❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦♦❢ s❦❡t❝❤✿ s✉♣♣♦s❡✱ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ❡①✐sts✳ ❈♦♥s✐❞❡r
❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0 ♣❡r❢♦r♠s ❛ t✲r❡❛❞ ♦❢ t✲♦❜❥❡❝t Z ✭r❡t✉r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
✈❛❧✉❡ v✮✱ ✇r✐t❡s nv ✭♥❡✇ ✈❛❧✉❡✮ t♦ t✲♦❜❥❡❝t X✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳ ▲❡t E′ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣r❡✜① ♦❢ E t❤❛t
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t r❡❛❞s nv
✐♥ X ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳

❚❤✉s ✐❢ T0 t❛❦❡s ♦♥❡ ♠♦r❡ st❡♣✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E′ · e ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡
st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T1 t❤❛t r❡❛❞s nv ✐♥ X ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳

❙✐♥❝❡ M ✉s❡s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡①✐sts✿ E′ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣
❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2 t❤❛t r❡❛❞s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ v ✐♥ X ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② t❤❡ st❡♣ e ♦❢ T0 ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T1 r✉♥♥✐♥❣ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ r❡❛❞s nv ✐♥ X ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ T1 ❛♥❞ T2 ❢r♦♠ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❛❞ s❡t ♦❢
T0 ✐s ❡♠♣t②✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠♦❞✐❢② t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛
❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T3 t❤❛t ✇r✐t❡s ❛ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ t♦ Z ❛❢t❡r E′✱ ❜✉t ♣r❡❝❡❞✐♥❣ T2 ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r✳
■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❜② ✇❡❛❦ ❉❆P✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T1 ❛♥❞ T2 ❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡
✐♥ ✇❤✐❝❤ T3 ❞♦❡s ♥♦t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✳

❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡①✐sts✿ E′ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲
❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ T3 t❤❛t ✇r✐t❡s nv t♦ Z ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ T2 t❤❛t r❡❛❞s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ v ✐♥ X ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ st❡♣ e ♦❢ T0✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤
T1 r❡❛❞s nv ✐♥ X ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳

❚❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✿ T0 ♠✉st ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛♥② s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭T1 r❡❛❞s ❛ ✈❛❧✉❡
✇r✐tt❡♥ ❜② T0✮✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ T2 ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ T0✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t✲r❡❛❞ ♦❢ X ❜② T2 r❡t✉r♥s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢
X✳ ❚♦ r❡s♣❡❝t r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r✱ T3 ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ T2✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ T0 ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ T3 s✐♥❝❡ t❤❡ t✲r❡❛❞ ♦❢ Z
r❡t✉r♥s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Z✳ ❚❤❡ ❝②❝❧❡ T0 → T3 → T2 → T0 ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳ ❚❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛ ✇❡❛❦ ❉❆P str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ OF t❤❛t
✉s❡s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ∈ OF ❡①✐sts✳ ▲❡t v ❜❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡
♦❢ t✲♦❜❥❡❝ts X ❛♥❞ Z✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0 ♣❡r❢♦r♠s r❡❛❞0(Z) → v
✭r❡t✉r♥✐♥❣ v✮✱ ✇r✐t❡s nv 6= v t♦ X✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳ ▲❡t E′ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣r❡✜① ♦❢ E t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ t✲r❡❛❞ X
t❤❛t r❡t✉r♥s nv ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳

✼✹



✺✳✷ ■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✇❡❛❦ ❉❆P ❛♥❞ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s

▲❡t e ❜❡ t❤❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ❡✈❡♥t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0 ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r E′✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱
❛ss✉♠❡ t❤❛t E′ · e ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T1 t❤❛t r❡❛❞s X ❛♥❞ r❡t✉r♥s nv✳ ▲❡t E′ · e · E1 ❜❡ s✉❝❤ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ E1 ✐s t❤❡
t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T1 t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s r❡❛❞1(X) → nv ❛♥❞
❝♦♠♠✐ts✳

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E′ · E2 · e · E1✱ ✇❤❡r❡ E2 ✐s t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣
❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2 t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s r❡❛❞2(X) → v ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t E′ ·E2 ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ❖❋ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ ❖❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ T2 ♠✉st
r❡t✉r♥ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ t❤❛t ✐s ♥♦t A2 ✐♥ E′ ·E2✱ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ E′✱ t❤✐s r❡s♣♦♥s❡ ♠✉st ❜❡
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ v ♦❢ X✳

❇② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✱ E2 ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥ts✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ E′·E2·e·E1

✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T1 ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E′ ·e·E1✳ ❚❤✉s✱ E′ ·E2 ·e·E1 ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ M ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶❛✮✳

❈❧❛✐♠ ✺✳✷✳ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E′ ·E2 ·E3 ·e ·E1 ✇❤❡r❡ E3 ✐s t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲
❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T3 t❤❛t ✇r✐t❡s nv 6= v t♦ Z ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s t❤r♦✉❣❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ❛r❣✉♠❡♥ts t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❲❡ ✜rst ❝❧❛✐♠ t❤❛t M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E′ ·E2 · e ·E1 ·E3✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ❖❋ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❛♥❞
❖❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ T3 ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ E′ · E2 · e · E1 · E3✳

❙✐♥❝❡ M ✉s❡s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E′ · E2 · e · E1 · E3 ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T1

❛♥❞ T3 ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ Ê · E1 · E3✱ ✇❤❡r❡ Ê ✐s t❤❡ t✲✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0 ✇✐t❤ ❲s❡tÊ(T0) = {X}❀ ❘s❡tÊ(T0) = ∅ t❤❛t ✇r✐t❡s nv t♦ X✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E′ · E2 · e · E1 · E3 ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T1 ❛♥❞ T3 ❢r♦♠ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ Ê ·E1 ·E3✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T3 ❛♥❞ T1 ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✵✱
T1 ❛♥❞ T3 ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ Ê · E1 · E3✳ ❚❤✉s✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
E′ · E2 · e · E3 · E1 ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶❜✮✳

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ E′✱ T0 ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t♦ s♦♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✱ s❛② b✱ ✐♥ ❡✈❡♥t e t❤❛t T1

♠✉st ❛❝❝❡ss ✐♥ E1✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t E3 ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t ♦♥ b ✐♥ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ E′ · E2 · e · E1 · E3✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s✐♥❝❡ T3 ✐s ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ✇✐t❤ T0 ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ Ê · E3 · E1✱ ❜②
▲❡♠♠❛ ✷✳✶✵✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❛❝❝❡ss t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b t♦ ✇❤✐❝❤ T0 ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t e✳
❚❤✉s✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T3 ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥ts E3 ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r E′✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t
M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E′ · E2 · E3 · e · E1 ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶❝✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E′ ·E2 ·E3 · e ·E1 ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❈❧❛✐♠ ✺✳✷ ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T2 ❛♥❞ T3 ❢r♦♠ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ Ẽ ·E2 ·E3 · e ·E1✱ ✇❤❡r❡ ❲s❡t(T0) = {X} ❛♥❞ ❘s❡t(T0) = ∅ ✐♥
Ẽ✳ ❇✉t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T3 ❛♥❞ T2 ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ✐♥ Ẽ ·E2 ·E3 · e ·E1 ❛♥❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✵✱ T2 ❛♥❞ T3 ❞♦
♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E′ ·E3 ·E2 ·e ·E1

✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶❞✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ T3 ♣r❡❝❡❞❡s T2 ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E′ · E3 · E2 · e · E1 ✐s ♥♦t str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✿ T0 ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ ❛♥②
s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2 ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ T0 s✐♥❝❡ r❡❛❞2(X) r❡t✉r♥s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X✳ ❚♦
r❡s♣❡❝t r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r✱ T3 ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ T2✱ ✇❤✐❧❡ T0 ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ T1 s✐♥❝❡ r❡❛❞1(X) r❡t✉r♥s nv✱ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ X ✉♣❞❛t❡❞ ❜② T0✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ T0 ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ T3 s✐♥❝❡ r❡❛❞0(Z) r❡t✉r♥s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Z✳ ❇✉t
t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ s✉❝❤ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✼✺



❈❤❛♣t❡r ✺ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

✺✳✸ ❆ ❧✐♥❡❛r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ♠❡♠♦r② st❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

❲❡ ♣r♦✈❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ✭✐♥ n✮ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ OF ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♠♦r② st❛❧❧s ✐♥❝✉rr❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

■♥❞✉❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ k ≤ n − 1✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ s♣❡❝✐✜❝ k✲st❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❬✹✺❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ t✲r❡❛❞
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜② ❛ ♣r♦❝❡ss p ✐♥❝✉rs k st❛❧❧s✳ ■♥ t❤❡ k✲st❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ k ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ❞✐s❥♦✐♥t
s✉❜s❡ts S1, . . . , Si✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s α · σ1 · · ·σi❀ α ✐s p✲❢r❡❡✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ ❡❛❝❤ σj ✱
j = 1, . . . , i✱ p ✜rst r✉♥s ❜② ✐ts❡❧❢✱ t❤❡♥ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ✐♥ Sj ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t ♦♥ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t bj ✱
❛♥❞ t❤❡♥ p ❛♣♣❧✐❡s ❛♥ ❡✈❡♥t ♦♥ bj ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ p ❞♦❡s ♥♦t ❞❡t❡❝t st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞✱
t❤✉s✱ ♠✉st r❡t✉r♥ ❛ ♥♦♥✲❛❜♦rt ✈❛❧✉❡ ✐♥ ✐ts t✲r❡❛❞ ❛♥❞ ❝♦♠♠✐t ✐♥ t❤❡ s♦❧♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✐t✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐t
✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t❤❛t ✐♥ ❛♥② ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ α ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ {p}∪S1∪S2∪ . . .∪Si✱ ♥♦ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧
♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❛❝❝❡ss❡❞ ✐♥ σ1 · · ·σi✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t k ≤ n− 2✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦t ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉s❡❞ ♣r♦❝❡ss ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r α✱ s♦ t❤❛t t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② p ✐s ✏♣❡rt✉r❜❡❞✑ ✭♠✉st r❡t✉r♥
❛♥♦t❤❡r ✈❛❧✉❡✮✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✉s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ (k + k′)✲st❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α · α′ · σ1 · · ·σi · σi+1✱ ✇❤❡r❡
k′ > 0✳

❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s✿

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳ ❊✈❡r② str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ∈ OF ❤❛s ❛ (n− 1)✲st❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E
❢♦r ❛ t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ E✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡♠♣t② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❛ 0✲st❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ✈❛❝✉✲
♦✉s❧② s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✽✳

▲❡t v ❜❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✲♦❜❥❡❝ts X ❛♥❞ Z✳ ▲❡t α = α1 · · ·αn−2 ❜❡ ❛ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ ❛ str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ∈ OF ✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r ❛❧❧ j ∈ {1, . . . , n − 2}✱ αj ✐s t❤❡
❧♦♥❣❡st ♣r❡✜① ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ᾱj t❤❛t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣✲❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj ✭✐♥✈♦❦❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss pj✮ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s r❡❛❞j(Z) → v✱ ✇r✐t❡s ✈❛❧✉❡ nv 6= v t♦
X ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α1 · · ·αj−1 · ᾱj s✉❝❤ t❤❛t

• tr②❈j() ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ αj ✱

• α1 · · ·αj ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ❛♥②
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn−1 ♦r Tn t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ t✲r❡❛❞ ♦❢ X t❤❛t r❡t✉r♥s nv ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳

❆ss✉♠❡✱ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧②✱ t❤❛t α · σ1 · · ·σi ✐s ❛ k✲st❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢♦r r❡❛❞n(X) ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss pn✱ ✇❤❡r❡
0 ≤ k ≤ n − 2✳ ❇② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✽✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts b1, . . . bi ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ❞✐s❥♦✐♥t s❡ts ♦❢
♣r♦❝❡ss❡s S1 . . . Si ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t σ1 · · ·σi✱ ✇❤❡r❡ |S1 ∪ . . . ∪ Si| = k ❛♥❞ σ1 · · ·σi ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦
❡✈❡♥ts ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ♥♦t ✐♥ S1 ∪ . . . ∪ Si ∪ {pn}✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ (k + k′)✲st❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥
❢♦r r❡❛❞n(X)✱ ❢♦r s♦♠❡ k′ ≥ 1✳

❇② ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✷✱ α ·σ1 · · ·σi ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ Tn ❢r♦♠ ❛ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ▲❡t σ ❜❡ t❤❡
✜♥✐t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t t❤❛t ❡①t❡♥❞s α · σ1 · · ·σi ✐♥ ✇❤✐❝❤ Tn ♣❡r❢♦r♠s ❡✈❡♥ts ❜②
✐ts❡❧❢✿ ❝♦♠♣❧❡t❡s r❡❛❞n(X) ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ r❡s♣♦♥s❡✳ ❇② ❖❋ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ ❖❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ r❡❛❞n(X)
❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t tr②❈k ♠✉st ❡❛❝❤ r❡t✉r♥ ♥♦♥✲An r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ α ·σ1 · · ·σi ·σ✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ α ❛♥❞
str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ M ✱ r❡❛❞n(X) ♠✉st r❡t✉r♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ v ♦r nv ✐♥ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t γ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss pn−1 6∈ ({pn} ∪ S1 ∪ · · · ∪ Si) ❡①t❡♥❞✐♥❣
α t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t ♦♥ s♦♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② r❡❛❞n(X) ✐♥ σ1 · · ·σi ·σ✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t r❡❛❞n(X) r❡t✉r♥s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ nv ✐♥ α · σ1 · · ·σi · σ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲
❢r❡❡ ❢r❛❣♠❡♥t γ ❡①t❡♥❞✐♥❣ α t❤❛t ✐s t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn−1

❡①❡❝✉t❡❞ ❜② s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss pn−1 6∈ ({pn} ∪ S1 ∪ · · · ∪ Si) t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s r❡❛❞n−1(X) → v✱ ✇r✐t❡s nv 6= v
t♦ Z ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ α✱ ❖❋ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ ❖❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ α · γ✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t γ ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t ♦♥ s♦♠❡ ❜❛s❡
♦❜❥❡❝t t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② r❡❛❞n(X) ✐♥ σ1 · · ·σi · σ✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡♥✱ r❡❛❞n(X) ♠✉st
r❡t✉r♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ nv ✐♥ σ1 · · ·σi · σ✳ ❇✉t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α · σ1 · · ·σi · σ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✳ ❙✐♥❝❡

✼✻



✺✳✸ ❆ ❧✐♥❡❛r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ♠❡♠♦r② st❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

r❡❛❞n(X) → nv✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tq ∈ txns(α) t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ❛♥❞ ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ Tn ✐♥
❛♥② s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn−1 ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ Tn ✐♥ ❛♥② s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r
❛♥❞ Tn−1 ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ Tq ✐♥ ❛♥② s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ Tq ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ Tn−1 ✐♥ ❛♥② s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❇✉t
t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ s✉❝❤ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t r❡❛❞n(X) r❡t✉r♥s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ v ✐♥ α ·σ1 · · ·σi ·σ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ st❡♣
❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❢r❛❣♠❡♥t γ ❡①t❡♥❞✐♥❣ α ❛s t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
Tn−1 ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss pn−1 6∈ ({pn} ∪ S1 ∪ · · · ∪ Si) t❤❛t ✇r✐t❡s nv 6= v t♦ X ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳ ❇②
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ α✱ ❖❋ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ ❖❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ α · γ✳ ❇② str✐❝t
s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ M ✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t γ ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t ♦♥ s♦♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t t❤❛t
♠✉st ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② r❡❛❞n(X) ✐♥ σ1 · · ·σi · σ✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡♥✱ σ1 · · ·σi · γ · σ ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
M ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞n(X) → v✳ ❇✉t t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✿ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tq ∈ txns(α)
♠✉st ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ♦r ♠✉st ❜❡ ♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② Tn ✐♥ ❛♥② s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn−1 ♠✉st
♣r❡❝❡❞❡ Tn ✐♥ ❛♥② s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❇✉t t❤❡♥ r❡❛❞n(X) ♠✉st
r❡t✉r♥ t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ nv ♦❢ X t❤❛t ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❜② Tn−1✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❙✐♥❝❡✱ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✽✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t γ ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss pn−1 6∈ ({pn}∪S1∪· · ·∪Si)
❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥ts t♦ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❛❝❝❡ss❡❞ ✐♥ σ1 · · ·σi✱ ✐t ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t
t♦ s♦♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t bi+1 6∈ {b1, . . . , bi} t❤❛t ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② Tn ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t σ✳

▲❡t A ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✜♥✐t❡ ({pn} ∪ S1 . . . ∪ Si)✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥ts t❤❛t ❡①t❡♥❞ α✳ ▲❡t
bi+1 6∈ {b1, . . . , bi} ❜❡ t❤❡ ✜rst ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② Tn ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t σ t♦ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t α′ ∈ A✳ ❈❧❡❛r❧②✱ s♦♠❡ s✉❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥
α · α′ ❡①✐sts t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t ✐♥ α′ t♦ s♦♠❡ ❞✐st✐♥❝t ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t bi+1 ♥♦t ❛❝❝❡ss❡❞ ✐♥
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t σ1 · · ·σi✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α · α′ ∈ A t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♣♦✐s❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥ts ♦♥ bi+1 ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r α ·α′✳ ▲❡t Si+1

❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡s❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ k′ = |Si+1| ✭k′ > 0 ❛s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡❞✮✳

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥str✉❝t ❛ (k+ k′)✲st❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α ·α′ · σ1 · · ·σi · σi+1 ❢♦r r❡❛❞n(X)✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ σi+1✱ pn ❛♣♣❧✐❡s
❡✈❡♥ts ❜② ✐ts❡❧❢✱ t❤❡♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ Si+1 ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t ♦♥ bi+1✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ pn
❛❝❝❡ss❡s bi+1✳

❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ α · α′ ✐s pn✲❢r❡❡✳ ▲❡t σi+1 ❜❡ t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ σ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ Tn✬s ✜rst ❛❝❝❡ss t♦ bi+1✱
❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥ts ♦♥ bi+1 ❜② ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ k′ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥
Si+1 ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝❝❡ss ♦❢ bi+1 ❜② Tn✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t Tn ♣❡r❢♦r♠s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡❛❞n(X)
✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t σ1 · · ·σi+1 ❛♥❞ σ1 · · ·σi+1 ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❡✈❡♥ts ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ♥♦t ✐♥ ({pn} ∪ S1 ∪
· · · ∪ Si ∪ Si+1)✳

❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❡✈❡r② ({pn} ∪ S1 ∪ · · · ∪ Si ∪ Si+1)✲❢r❡❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
α · α′✱ ♥♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t t♦ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❛❝❝❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t
σ1 · · ·σi ·σi+1✳ ▲❡t β ❜❡ ❛♥② s✉❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t t❤❛t ❡①t❡♥❞s α ·α′✳ ❇② ♦✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ σi+1 ✐s t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡✈❡♥ts ❜② pn ♦♥ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ❛❝❝❡ss❡❞ ✐♥ σ1 · · ·σi✱ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥ts
♦♥ bi+1 ❜② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ Si+1 ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❛❝❝❡ss t♦ bi+1 ❜② pn✳ ❙✐♥❝❡ α ·σ1 · · ·σi ✐s ❛ k✲st❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥
❜② ♦✉r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ α′ ·β ✐s ({pn}∪S1 . . .∪Si})✲❢r❡❡ ❛♥❞ t❤✉s✱ α′ ·β ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧
❡✈❡♥ts ♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❛❝❝❡ss❡❞ ✐♥ σ1 · · ·σi✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝❧❛✐♠ t❤❛t β ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥ts
t♦ bi+1✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ′ t❤❛t ❤❛s ❛♥ ❡♥❛❜❧❡❞ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t
t♦ bi+1 ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r α · α′ · β′✱ ✇❤❡r❡ β′ ✐s s♦♠❡ ♣r❡✜① ♦❢ β✳ ❇✉t t❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ α · α′ ❛s t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ α t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s k′✳

❚❤✉s✱ α ·α′ ·σ1 · · ·σi ·σi+1 ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ (k+k′)✲st❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢♦r Tn ✇❤❡r❡ 1 < k < (k+k′) ≤ (n−1)✳

❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st n ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛t ❛♥② ♣r❡✜① ♦❢ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞
♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸ ✐s t✐❣❤t✳

✼✼



❈❤❛♣t❡r ✺ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

✺✳✹ ❆ ❧✐♥❡❛r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❘❲
❉❆P

❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♦♣❛q✉❡✱ ❘❲ ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ OF ❤❛✈❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ r❡❛❞✲♦♥❧②
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❧✐♥❡❛r ✭✐♥ n✮ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❘❆❲s ♦r ❆❲❆❘s✳

Pr✐♦r t♦ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ✭t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✮✳

❲❡ ✜rst ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ρ̄1 · · · ρ̄m✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r ❛❧❧ j ∈ {1, . . . ,m}❀ m = n − 3✱ ρ̄j
❞❡♥♦t❡s t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj t❤❛t r❡❛❞s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ v ✐♥ ❛
❞✐st✐♥❝t t✲♦❜❥❡❝t Zj ✱ ✇r✐t❡s ❛ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ nv t♦ ❛ ❞✐st✐♥❝t t✲♦❜❥❡❝t Xj ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t s✐♥❝❡ ❛♥②
t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss✱ t❤❡② ❝❛♥♥♦t
❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞✱ t❤✉s✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs s♦❧♦ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠✳

▲❡t ❡❛❝❤ ♦❢ t✇♦ ♥❡✇ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tn−1 ❛♥❞ Tn ♣❡r❢♦r♠ m t✲r❡❛❞s ♦♥ ♦❜❥❡❝ts X1, . . . , Xm✳ ❋♦r j ∈
{1, . . . ,m}✱ ✇❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ρj t♦ ❜❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣r❡✜① ♦❢ ρ̄j s✉❝❤ t❤❛t ρ1 · · · ρj ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ Tn−1 ♦r Tn ✇❤❡r❡ t❤❡ t✲r❡❛❞ ♦❢ Xj r❡t✉r♥s nv
✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷❛✮✳ ▲❡t ej ❜❡ t❤❡ ❡✈❡♥t ❜② Tj ❡♥❛❜❧❡❞ ❛❢t❡r ρ1 · · · ρj ✳ ▲❡t ✉s ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s
j ∈ {1, . . . ,m} s✉❝❤ t❤❛t Tn−1 ✭r❡s♣✳✱ Tn✮ r❡❛❞s t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ nv ✐♥ Xj ✇❤❡♥ ✐t r✉♥s ❛❢t❡r ρ1 · · · ρj · ej ✳
❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t Tn−1 ❤❛s ♠♦r❡ s✉❝❤ ✐♥❞✐❝❡s j t❤❛♥ Tn✳ ❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ s❤♦✇
t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡✱ Tn ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ ⌈m

2 ⌉ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❘❆❲✴❆❲❆❘s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
m t✲r❡❛❞s ♦❢ X1, . . . , Xm ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r ρ1 · · · ρm✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥② j ∈ {1, . . . ,m} s✉❝❤ t❤❛t Tn−1✱ ✇❤❡♥ ✐t r✉♥s st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❛❢t❡r ρ1 · · · ρj · ej ✱ r❡❛❞s
nv ✐♥ Xj ✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t✱ ✐♥ ρ1 · · · ρm ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ Tn ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
j t✲r❡❛❞s r❡❛❞n(X1) · · · r❡❛❞n(Xj)✱ t❤❡ t✲r❡❛❞ ♦❢ Xj ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❘❆❲ ♦r ❛♥ ❆❲❆❘✳

❙✉♣♣♦s❡ ♥♦t✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ Tj ❛♥❞ Tn−1 ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ✇✐t❤
r❡❛❞n(Xj) s♦ t❤❛t Tn ❝❛♥♥♦t ❞❡t❡❝t t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳ ❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ρj ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❚▼
✐s ❘❲ ❉❆P✱ Tn✱ ✇❤❡♥ ✐t r✉♥s st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❛❢t❡r ρ1 · · · ρm✱ ♠✉st r❡❛❞ v ✭t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡✮ ✐♥
Xj ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷❜✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡①✐sts✿ ρ1 · · · ρm ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣
❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ Tn−2 ✇r✐t✐♥❣ nv t♦ Zj ❛♥❞ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ Tn r✉♥s st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲
❢r❡❡ ❛♥❞ r❡❛❞s v ✐♥ Xj ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷❝✮✳ ❙✐♥❝❡✱ ❜② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ r❡❛❞n(Xj) ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❘❆❲s ♦r ❆❲❆❘s✱
✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ r✉♥ Tn−1 ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ j t✲r❡❛❞s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞n(Xj) s♦ t❤❛t
Tn ❛♥❞ Tn−1 ❛r❡ ✉♥❛✇❛r❡ ♦❢ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❞n−1(Xj) st✐❧❧ r❡❛❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ nv ✐♥ Xj ✳

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤② t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷❝✱
❜✉t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞n(Xj)✱ ✐✳❡✱ ρ1 · · · ρm ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn−2 ✇r✐t✐♥❣ nv t♦ Zj ✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ Tn r✉♥s st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
j−1 t✲r❡❛❞s✳ ❚❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❡♣ ej ❜② Tj ✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn−1 ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t r❡❛❞s nv ✐♥ Xj ✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ❘❲ ❉❆P ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
ρj · ej ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s✉❝❤ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷❞✮✳

❙✐♥❝❡ r❡❛❞n(Xj) ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❘❆❲s ♦r ❆❲❆❘s✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ej ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ Tn−1 s♦ t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞n(Xj) ❛♥❞ ♥❡✐t❤❡r Tn ♥♦r Tn−1

s❡❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷❡✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ r❡❛❞n(Xj) st✐❧❧ r❡t✉r♥s v✱ ✇❤✐❧❡ r❡❛❞n−1(Xj)
r❡t✉r♥s nv✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷❡✮ ✐s ♥♦t ♦♣❛q✉❡✳ ■♥ ❛♥② s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✉st
❤♦❧❞✳ ❙✐♥❝❡ Tn−1 r❡❛❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✇r✐tt❡♥ ❜② Tj ✐♥ Xj ✱ Tj ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞✳ ❙✐♥❝❡ r❡❛❞n(Xj) r❡t✉r♥s
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ v✱ Tn ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ Tj ✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn−2✱ ✇❤✐❝❤ ✇r✐t❡s ❛ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ t♦
Zj ✱ ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ Tn t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r ♦♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ Tj ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ Tn−2 s✐♥❝❡
r❡❛❞j(Zj) r❡t✉r♥s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♦♣❛q✉❡✳ ❚❤❡ ❝②❝❧❡ Tj → Tn−2 → Tn → Tj

✐♠♣❧✐❡s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ Ω(n) ❘❆❲✴❆❲❆❘s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ m
t✲r❡❛❞s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r ρ1 · · · ρm✳

✼✽



✺✳✹ ❆ ❧✐♥❡❛r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❘❲ ❉❆P

R1(Z1) → v W1(X1, nv) tr②❈
1

Rm(Zm) → v Wm(Xm, nv) tr②❈m
T1 Tm

✭❛✮ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ {T1, . . . , Tm}❀m = n− 3 ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② r❡❛❞✲
✇r✐t❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ❛♥❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❀ t❤❡② ❛r❡ ♣♦✐s❡❞ t♦ ❛♣✲
♣❧② ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡

R1(Z1) → v W1(X1, nv) tr②❈
1

Rm(Zm) → v Wm(Xm, nv) tr②❈m Rn(X1) → v Rn(Xj) → v
T1 Tm Tn

✭❜✮ Tn ♣❡r❢♦r♠s m r❡❛❞s❀ ❡❛❝❤ r❡❛❞n(Xj) r❡t✉r♥s ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ v

R1(Z1) → v W1(X1, nv) tr②❈
1

Rm(Zm) → v Wm(Xm, nv) tr②❈m Rn(X1) → v Rn(Xj) → vWn−2(Zj , nv)
T1 Tm TnTn−2

✭❝✮ Tn−2 ❝♦♠♠✐ts❀ Tn ✐s r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ✇✐t❤ Tn−2

R1(Z1) → v W1(X1, nv) tr②❈
1

Rm(Zm) → v Wm(Xm, nv) tr②❈m Wn−2(Zj , nv)

✭❡✈❡♥t ♦❢ Tj✮
ej

Rn−1(X1) Rn−1(Xj) → nv

Rn(X1) · · ·Rn(Xj−1)
T1 Tm TnTn−2

Tn−1

✭❞✮ Tn−1 ✐s r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ✇✐t❤ Tn−2❀ r❡❛❞n−1(Xj) r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ nv

R1(Z1) → v W1(X1, nv) tr②❈
1

Rm(Zm) → v Wm(Xm, nv) tr②❈m Rn(X1) · · ·Rn(Xj−1) Rn(Xj) → vWn−2(Zj , nv)

✭❡✈❡♥t ♦❢ Tj✮
ej

Rn−1(X1) Rn−1(Xj) → nv

T1 Tm TnTn−2

Tn−1

✭❡✮ ❙✉♣♣♦s❡ r❡❛❞n(Xj) ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❘❆❲✴❆❲❆❘✱ Tn ❛♥❞ Tn−1 ❛r❡ ✉♥❛✇❛r❡ ♦❢ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❛♥❞ Tn ♠✐ss❡s
t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ Tj ✱ ❜✉t Rn−1(Xj) r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xj t❤❛t ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❜② Tj

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❊①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✹❀ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✺✳✷❡ ✐s ♥♦t ♦♣❛q✉❡

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✹✳ ❊✈❡r② ❘❲ ❉❆P ♦♣❛q✉❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ∈ OF ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡
r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ∈ txns(E) ♣❡r❢♦r♠s Ω(n) ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❘❆❲✴❆❲❆❘s✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛❧❧ j ∈ {1, . . . ,m}❀ m = n− 3✱ ❧❡t v ❜❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✲♦❜❥❡❝ts Xj ❛♥❞ Zj ✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤✐s ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, . . . , n}✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ✐s ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss pi✳

❇② ❖❋ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ ❖❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ ❛♥② ♦♣❛q✉❡ ❛♥❞ ❘❲ ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ∈ OF
❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ρ̄1 · · · ρ̄m✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r ❛❧❧ j ∈ {1, . . . ,m}✱ ρ̄j ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣
❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s r❡❛❞j(Zj) → v✱ ✇r✐t❡s ✈❛❧✉❡ nv 6= v t♦ Xj ❛♥❞
❝♦♠♠✐ts✳

❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛♥② t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ ρ̄1 · · · ρ̄n ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss
❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ j ≤ m✱ ρ̄j ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✳

❋♦r ❛❧❧ j ∈ {1, . . . ,m}✱ ✇❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ρj ♦❢ M ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐t ✐s t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣r❡✜①
♦❢ ρ̄j s✉❝❤ t❤❛t ρ1 · · · ρj ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣✲
♠❡♥t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s j t✲r❡❛❞s✿ r❡❛❞n(X1) · · · r❡❛❞n(Xj) ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞n(Xj) → nv ♥♦r
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn−1 t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s j t✲r❡❛❞s✿
r❡❛❞n−1(X1) · · · r❡❛❞n−1(Xj) ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞n−1(Xj) → nv ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷❛✮✳

❋♦r ❛♥② j ∈ {1, . . . ,m}✱ ❧❡t ej ❜❡ t❤❡ ❡✈❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj ✐s ♣♦✐s❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❛❢t❡r ρ1 · · · ρj ✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ρ1 · · · ρj · ej ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡
❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn ♦r Tn−1 t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s j t✲r❡❛❞s ♦❢ X1, . . . , Xj ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
t✲r❡❛❞ ♦❢ Xj r❡t✉r♥s t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ nv✳ ▲❡t Tn−1 ❜❡ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ♠✉st r❡t✉r♥ t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ❢♦r
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ Xj ✬s ✇❤❡♥ ρ1 · · · ρj · ej ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✲r❡❛❞s ♦❢ X1, . . . , Xj ✳ ❲❡ s❤♦✇
t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ ⌈m

2 ⌉ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❘❆❲✴❆❲❆❘s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡
♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ m t✲r❡❛❞s ♦❢ X1, . . . , Xm ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r ρ1 · · · ρm✳ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♣♣❧② ❢♦r t❤❡
❝❛s❡ ✇❤❡♥ Tn ♠✉st r❡t✉r♥ t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ Xj ✬s ✇❤❡♥ ρ1 · · · ρj · ej ✐s ❡①t❡♥❞❡❞
✇✐t❤ t❤❡ t✲r❡❛❞s ♦❢ X1, . . . , Xj ✳

✼✾



❈❤❛♣t❡r ✺ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

Pr♦✈✐♥❣ t❤❡ ❘❆❲✴❆❲❆❘ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ ⌈m
2 ⌉ ♥♦♥✲

♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❘❆❲s ♦r ❆❲❆❘s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ m t✲r❡❛❞s ♦❢ X1, . . . , Xm ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ρ1 · · · ρm✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t Tn ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❘❆❲ ♦r ❛♥ ❆❲❆❘ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✲r❡❛❞ ♦❢ ❡❛❝❤ Xj s✉❝❤ t❤❛t ρ1 · · · ρj · ej ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣
❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ Tn−1 ❛s ✐t ♣❡r❢♦r♠s j t✲r❡❛❞s ♦❢ X1 . . . Xj ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✲r❡❛❞ ♦❢ Xj r❡t✉r♥s
t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ nv✳ ▲❡t J ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦❢ ❛❧❧ j ∈ {1, . . . ,m} s✉❝❤ t❤❛t ρ1 · · · ρj ·ej ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ Tn−1 ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ j t✲r❡❛❞s ♦❢ X1 . . . Xj ♠✉st r❡t✉r♥ t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ nv
❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✲r❡❛❞ ♦❢ Xj ✳

❲❡ ✜rst ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ j ∈ J✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ρ1 · · · ρm · δj ✭❋✐❣✉r❡s ✺✳✷❛ ❛♥❞
✺✳✷❜✮✱ ✇❤❡r❡ δj ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ Tn t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s j t✲r❡❛❞s✿
r❡❛❞n(X1) · · · r❡❛❞n(Xj)✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ r❡t✉r♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ v✳

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ρj ✱ ❖❋ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ ❖❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ρ1 · · · ρj · δj ✳
❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn ✐s r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ✇✐t❤ ❡❛❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ∈ {Tj+1, . . . , Tm}
✐♥ ρ1 · · · ρj · · · ρm · δj ✳ ❚❤✉s✱ Tn ❝❛♥♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ✇✐t❤ ❛♥② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ {Tj+1, . . . , Tm}✱ ✐♠♣❧②✐♥❣
t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ j ∈ {1, . . . ,m}✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ρ1 · · · ρm · δj ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷❜✮✳

❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ J✱ t❤❡ t✲r❡❛❞ ♦❢ Xj ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Tn ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❘❆❲ ♦r ❛♥ ❆❲❆❘ ✐♥
t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ j t✲r❡❛❞s ♦❢ X1, . . . , Xj ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r ρ1 · · · ρm✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥
t❤❛t r❡❛❞n(Xj) ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❘❆❲ ♦r ❛♥ ❆❲❆❘ ✐♥ ρ1 · · · ρm · δm✳

❈❧❛✐♠ ✺✳✺✳ ❋♦r ❛❧❧ j ∈ J✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ρ1 · · · ρj · · · ρm · δj−1 · ej · β ✇❤❡r❡✱ β
✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn−1 t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s j t✲r❡❛❞s✿
r❡❛❞n−1(X1) · · · r❡❛❞n−1(Xj−1) · r❡❛❞n−1(Xj) ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞n−1(Xj) r❡t✉r♥s nv✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn ✐s r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ✇✐t❤ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ∈ {Tj , Tj+1, . . . , Tm}
✐♥ ρ1 · · · ρj · · · ρm·δj−1✳ ❇② ❘❲❉❆P✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛tM ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ρ1 · · · ρj · · · ρm·δj−1·ej
s✐♥❝❡ Tn ❝❛♥♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② Tj ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ej ✳

❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ρj ✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn−1 ♠✉st ❛❝❝❡ss t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ Tj ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧
♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐♥ ej t♦ r❡t✉r♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ nv ♦❢ Xj ❛s ✐t ♣❡r❢♦r♠s j t✲r❡❛❞s ♦❢ X1, . . . , Xj ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ρ1 · · · ρj · · · ρm · δj−1 · ej ✳ ❚❤✉s✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ρ1 · · · ρj · δj−1 · ej · β✳

❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tn−1 ✐s r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ✇✐t❤ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ∈ {Tj+1, . . . , Tm}
✐♥ ρ1 · · · ρj · · · ρm ·δj−1 ·ej ·β✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛tM ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ρ1 · · · ρj · · · ρm ·δj−1 ·ej ·β✳

❈❧❛✐♠ ✺✳✻✳ ❋♦r ❛❧❧ j ∈ {1, . . . ,m}✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ρ1 · · · ρj · · · ρm ·γ · δj−1 · ej ·β✱ ✇❤❡r❡
γ ✐s t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn−2 t❤❛t ✇r✐t❡s nv 6= v t♦ Zj

❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳

Pr♦♦❢✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t Tn−2 ♣r❡❝❡❞❡s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tn ❛♥❞ Tn−1 ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❇② ❖❋ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ ❖❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn−2 ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ ρ1 · · · ρj · · · ρm · γ✳

❙✐♥❝❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn−1 ✐s r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ✇✐t❤ Tn−2 ✐♥ ρ1 · · · ρj · · · ρm · γ · δj−1 · ej · β✱ Tn−1

❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ✇✐t❤ Tn−2 ♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛♥ ❡❞❣❡ ✇✐t❤ t✲♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡
❝♦♥✢✐❝t ❣r❛♣❤ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❜♦t❤ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇r✐t❡ s❡t ♦❢ s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
❢r❛❣♠❡♥t β ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ Tj ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐♥ t❤❡
❡✈❡♥t ej ✱ Tn−2 ❝❛♥♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t ♦♥ t❤✐s ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ γ✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t M ❤❛s ❛♥
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ρ1 · · · ρj · · · ρm ·γ ·δj−1 ·ej ·β s✐♥❝❡✱ ✐t ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ Tn−1 ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
ρ1 · · · ρj · · · ρm · δj−1 · ej · β ✭t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❈❧❛✐♠ ✺✳✺✮✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn ✐s r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ✇✐t❤ Tn−2 ✐♥ ρ1 · · · ρj · · · ρm · γ · δj ✳ ❚❤✉s✱ M ❤❛s
❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ρ1 · · · ρj · · · ρm · γ · δj ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷❝✮✳

❉❡r✐✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❛❧❧ j ∈ {1, . . . ,m}✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t δj ❛s δj−1 · π
j ✱

✇❤❡r❡ πj ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ jth t✲r❡❛❞ r❡❛❞n(Xj) → v✳ ❇② ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ πj

❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❘❆❲ ♦r ❛♥ ❆❲❆❘✳

✽✵



✺✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼s

❋♦r s✉❝❝✐♥❝t♥❡ss✱ ❧❡t α = ρ1 · · · ρm · γ · δj−1✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐❢ πj ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❘❆❲ ♦r ❛♥
❆❲❆❘✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ πj

1 · π
j
2 = πj t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ α · πj

1 · ej · β · πj
2 ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷❡✮

s✉❝❤ t❤❛t

• ♥♦ ❡✈❡♥t ✐♥ πj
1 ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡

• α · πj
1 · ej · β · πj

2 ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ Tn ❢r♦♠ t❤❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α · πj
1 · π

j
2

• α · πj
1 · ej · β · πj

2 ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ Tn−1 ❢r♦♠ t❤❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α · ej · β✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✐♠ ❞❡✜♥❡s πj
1 ❛♥❞ πj

2 t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❈❧❛✐♠ ✺✳✼✳ ❋♦r ❛❧❧ j ∈ {1, . . . ,m}✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ α · πj
1 · ej · β · πj

2✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t t ❜❡ t❤❡ ✜rst ❡✈❡♥t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ✇r✐t❡ t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t πj ✳ ❲❡
r❡♣r❡s❡♥t πj ❛s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t πj

1 · t · π
j
f ✳ ❙✐♥❝❡ πj

1 ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥ts t❤❛t ✇r✐t❡

t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✱ α · πj
1 · ej · β ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn−1 ❢r♦♠ t❤❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡

❡①❡❝✉t✐♦♥ α · ej · β ✭❛s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❈❧❛✐♠ ✺✳✻✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ α · πj
1 · ej · β ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✳

❙✐♥❝❡ t ✐s ♥♦t ❛♥ ❛t♦♠✐❝✲✇r✐t❡✲❛❢t❡r✲r❡❛❞✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ α · γ · πj
1 · ej · β · t✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱

s✐♥❝❡ πj ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ r❡❛❞✲❛❢t❡r✲✇r✐t❡✱ ❛♥② r❡❛❞ ♦❢ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ πj
f ♠❛② ♦♥❧② ❜❡

♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t ·πj
f ✳ ❚❤✉s✱ α ·πj

1 · ej ·β · t ·πj
f ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ Tn

❢r♦♠ t❤❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α ·πj
1 · t ·π

j
f ✳ ❇✉t✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡❞✱ α ·πj ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✳

❈❤♦♦s✐♥❣ πj
2 = t · πj

f ✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ α · πj
1 · ej · β · πj

2✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ j ∈ {1, . . . ,m}✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ρ1 · · · ρm · γ · δj−1 · π
j
1 ·

ej · β · πj
2 ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷❡✮✳

❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷❡ ✐s ♥♦t ♦♣❛q✉❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❛♥② s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✉st ❤♦❧❞✳ ❙✐♥❝❡
Tn−1 r❡❛❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✇r✐tt❡♥ ❜② Tj ✐♥ Xj ✱ Tj ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞✳ ❙✐♥❝❡ r❡❛❞n(Xj) r❡t✉r♥s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
✈❛❧✉❡ v✱ Tn ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ Tj ✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn−2✱ ✇❤✐❝❤ ✇r✐t❡s ❛ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ t♦ Zj ✱ ♠✉st
♣r❡❝❡❞❡ Tn t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r ♦♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ Tj ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ Tn−2 s✐♥❝❡ r❡❛❞j(Zj)
r❡t✉r♥s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Zj ✳ ❚❤❡ ❝②❝❧❡ Tj → Tn−2 → Tn → Tj ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ s✉❝❤ ❛
s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳

❚❤✉s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ J✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tn ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❘❆❲ ♦r ❛♥ ❆❲❆❘ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✲r❡❛❞ ♦❢ Xj ✐♥ t❤❡
❝♦✉rs❡ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ m t✲r❡❛❞s ♦❢ X1, . . . , Xm ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r ρ1 · · · ρm✳ ❙✐♥❝❡ |J| ≥ ⌈ (n−3)

2 ⌉✱ ✐♥ t❤❡
✇♦rst✲❝❛s❡✱ Tn ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ Ω(n) ❘❆❲✴❆❲❆❘s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ m t✲r❡❛❞s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r
ρ1 · · · ρm✳

✺✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ♦♣❛q✉❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ s❛t✐s✜❡s ❘❲
❉❆P✱ ❜✉t ♥♦t str✐❝t ❉❆P ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ s❛t✐s✜❡s ✇❡❛❦ ❉❆P✱ ❜✉t ♥♦t ❘❲ ❉❆P✳

✽✶



❈❤❛♣t❡r ✺ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

✺✳✺✳✶ ❆♥ ♦♣❛q✉❡ ❘❲ ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❘❲ ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ OF ✭❜❛s❡❞ ♦♥ ❉❙❚▼ ❬✼✼❪✮✳

❊✈❡r② t✲♦❜❥❡❝t Xm ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t tvar [m] ❛♥❞ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ status[k] ❜❛s❡
♦❜❥❡❝t✳ ❇♦t❤ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts s✉♣♣♦rt t❤❡ r❡❛❞✱ ✇r✐t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡✲❛♥❞✲s✇❛♣ ✭❝❛s✮ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t tvar [m] st♦r❡s ❛ tr✐♣❧❡✿ t❤❡ ♦✇♥❡r ♦❢ Xm ✐s ❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s t❤❡
❧❛t❡st ✇r✐t❡ t♦ Xm✱ t❤❡ ♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xm r❡♣r❡s❡♥t t✇♦ ❧❛t❡st ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ Xm✳ ❚❤❡ ❜❛s❡
♦❜❥❡❝t status[k] ❞❡♥♦t❡s ✐❢ Tk ✐s ❧✐✈❡ ✭✐✳❡✳ t✲✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✮✱ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ♦r ❛❜♦rt❡❞✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐❢ status[k] ✐s
❝♦♠♠✐tt❡❞✱ t❤❡♥ ♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ s❛❢❡❧② r❡❛❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t✲♦❜❥❡❝ts ✉♣❞❛t❡❞ ❜② Tk✳

■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞k(Xm) ✜rst r❡❛❞s tvar [m] ❛♥❞ ❝❤❡❝❦s ✐❢ t❤❡ ♦✇♥❡r ♦❢ Xm ✐s ❧✐✈❡❀ ✐❢ s♦✱ ✐t ❢♦r❝❡❢✉❧❧②
❛❜♦rts t❤❡ ♦✇♥✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡ ♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xm✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ t❤❡ ♦✇♥❡r ✐s ❝♦♠♠✐tt❡❞✱ ✐t
r❡t✉r♥s t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xm✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✐t ♦♥❧② r❡t✉r♥s ❛ ♥♦♥✲❛❜♦rt ✈❛❧✉❡ ✐❢ ♥♦ t✲♦❜❥❡❝t ♣r❡✈✐♦✉s❧②
r❡❛❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♣❞❛t❡❞ s✐♥❝❡✳ ❚❤❡ ✇r✐t❡k(Xm, v) ✇♦r❦s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ r❡❛❞k(Xm) ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥❀ ❜✉t
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐❢ t❤❡ ♦✇♥❡r ♦❢ Xm ✐s ❧✐✈❡✱ ✐t ❢♦r❝❡❢✉❧❧② ❛❜♦rts t❤❡ ♦✇♥✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ❛ss✉♠❡s ♦✇♥❡rs❤✐♣ ♦❢
Xm✱ s❡ts v ❛s t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xm ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s t❤❡ ♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xm ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ t❤❡ ♦✇♥❡r
♦❢ Xm ✐s ❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ✐t ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xm t♦ ❜❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xm ✉♣❞❛t❡❞ ❜② ✐ts
♣r❡✈✐♦✉s ♦✇♥❡r✳ ❚❤❡ tr②❈k ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s❡ts status[k] t♦ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐❢ ✐t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ s❡t t♦ ❛❜♦rt❡❞
❜② ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ Tk ✐s ❞❡❡♠❡❞ ❛❜♦rt❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥② t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s ❛t
♠♦st t✇♦ ❆❲❆❘s ❛♥❞ t❤❡ tr②❈ ♣❡r❢♦r♠s ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ❆❲❆❘✱ ❛♥② r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ♣❡r❢♦r♠s ❛t
♠♦st O(|❘s❡t(T )|) ❆❲❆❘s✳ ❚❤❡ ♣s❡✉❞♦❝♦❞❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✽✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛♥ ♦♣❛q✉❡ ❚▼✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ ♦♣❛❝✐t② ✐s ❛ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❬✶✼❪✳ ▲❡t E ❜② ❛♥② ✜♥✐t❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✳ ▲❡t <E ❞❡♥♦t❡ ❛ t♦t❛❧✲♦r❞❡r ♦♥ ❡✈❡♥ts ✐♥ E✳

▲❡t H ❞❡♥♦t❡ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ E ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✐♥ E✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ op✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ℓop ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❡✈❡♥t
♦r ❛♥ ❡✈❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ op ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❈♦♠♣❧❡t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ E ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ s♦♠❡ ♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣
r❡s♣♦♥s❡s t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❡✈❡r② ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡
r❡❛❞k✱ ✇r✐t❡k✱ tr②❈k ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ E❀ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✇r✐t❡k ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ E✳

▲✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ♥♦✇ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t♦ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥
♦❢ E ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❋♦r ❡✈❡r② t✲r❡❛❞ opk t❤❛t r❡t✉r♥s ❛ ♥♦♥✲❆k ✈❛❧✉❡✱ ℓopk
✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✷ ♦❢ ❆❧❣♦✲

r✐t❤♠ ✺✳✶✱ ❡❧s❡✱ ℓopk
✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ♦❢ opk

• ❋♦r ❡✈❡r② t✲✇r✐t❡ opk t❤❛t r❡t✉r♥s ❛ ♥♦♥✲❆k ✈❛❧✉❡✱ ℓopk
✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✼ ♦❢

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✱ ❡❧s❡✱ ℓopk
✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ♦❢ opk

• ❋♦r ❡✈❡r② opk = tr②❈k t❤❛t r❡t✉r♥s Ck✱ ℓopk
✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ▲✐♥❡ ✻✺✳

<H ❞❡♥♦t❡s ❛ t♦t❛❧✲♦r❞❡r ♦♥ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② H✳

❙❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s δTj
✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳

❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❤✐st♦r② H̄ ❢r♦♠ H ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ✐♥ H t❤❛t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✱
❜✉t ♥♦t t✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✇❡ ✐♥s❡rt tr②❈k ·Ak ❛❢t❡r H✳

H̄ ✐s t❤✉s ❛ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r②✳ ❆ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② S ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ H̄ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ H̄ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ■❢ Tk ✐s ❛♥ ✉♣❞❛t❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠♠✐ts✱ t❤❡♥ δTk
✐s ℓtryCk

✽✷



✺✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ❘❲ ❉❆P ♦♣❛q✉❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ∈ OF ❀ ❝♦❞❡ ❢♦r Tk

✶✿ ❙❤❛r❡❞ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✿

✷✿ tvar [m]✱ st♦r✐♥❣ [ownerm, ovalm,nvalm]
✸✿ ❢♦r ❡❛❝❤ t✲♦❜❥❡❝t Xm✱ s✉♣♣♦rts r❡❛❞✱ ✇r✐t❡✱ ❝❛s
✹✿ ownerm✱ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r
✺✿ ovalm ∈ V

✻✿ nvalm ∈ V

✼✿ status[k] ∈ {live, aborted , committed}✱
✽✿ ❢♦r ❡❛❝❤ Tk❀ s✉♣♣♦rts r❡❛❞✱ ✇r✐t❡✱ ❝❛s

✾✿ ▲♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

✶✵✿ Rsetk,Wsetk ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk❀
✶✶✿ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s st♦r✐♥❣ {Xm✱ Tvar [m]}

✶✷✿ r❡❛❞k(Xm)✿

✶✸✿ [ownerm, ovalm,nvalm] ← tvar [m].read()
✶✹✿ ✐❢ ownerm 6= k t❤❡♥

✶✺✿ sm ← status[ownerm].read()
✶✻✿ ✐❢ sm = committed t❤❡♥

✶✼✿ curr = nvalm
✶✽✿ ❡❧s❡ ✐❢ sm = aborted t❤❡♥

✶✾✿ curr = ovalm
✷✵✿ ❡❧s❡

✷✶✿ ✐❢ status[ownerm].cas(live, aborted) t❤❡♥
✷✷✿ curr = ovalm
✷✸✿ ❡❧s❡

✷✹✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✷✺✿ ✐❢ status[k] = live ∧ ¬validate() t❤❡♥
✷✻✿ ❘s❡t(Tk).add({Xm, [ownerm, ovalm,nvalm]})
✷✼✿ ❘❡t✉r♥ curr

✷✽✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✷✾✿ ❡❧s❡

✸✵✿ ❘❡t✉r♥ ❘s❡t(Tk).locate(Xm)

✸✶✿ ❋✉♥❝t✐♦♥✿ validate()✿

✸✷✿ ✐❢ ∃{Xj , [ownerj , ovalj ,nvalj ]} ∈ ❘s❡t(Tk)✿
✸✸✿ ✭[ownerj , ovalj ,nvalj ] 6= tvar [j].read()) t❤❡♥
✸✹✿ ❘❡t✉r♥ true

✸✺✿ ❘❡t✉r♥ false

✸✻✿ ✇r✐t❡k(Xm, v)✿

✸✼✿ [ownerm, ovalm,nvalm] ← tvar [m].read()
✸✽✿ ✐❢ ownerm 6= k t❤❡♥

✸✾✿ sm ← status[ownerm].read()
✹✵✿ ✐❢ sm = committed t❤❡♥

✹✶✿ curr = nvalm
✹✷✿ ❡❧s❡ ✐❢ sm = aborted t❤❡♥

✹✸✿ curr = ovalm
✹✹✿ ❡❧s❡

✹✺✿ ✐❢ status[ownerm].cas(live, aborted) t❤❡♥
✹✻✿ curr = ovalm
✹✼✿ ❡❧s❡

✹✽✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✹✾✿ om ← tvar [m].cas([ownerm, ovalm,nvalm], [k, curr , v])

✺✵✿ ✐❢ om ∧ status[k] = live t❤❡♥

✺✶✿ Wsetk.add({Xm, [k, curr , v]})
✺✷✿ ❘❡t✉r♥ ok

✺✸✿ ❡❧s❡

✺✹✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✺✺✿ ❡❧s❡

✺✻✿ [ownerm, ovalm,nvalm] = Wsetk.locate(Xm)
✺✼✿ s = tvar [m].cas([ownerm, ovalm,nvalm], [k, ovalm, v])
✺✽✿ ✐❢ s t❤❡♥

✺✾✿ ❲s❡t(Tk).add({Xm, [k, ovalm, v]})
✻✵✿ ❘❡t✉r♥ ok

✻✶✿ ❡❧s❡

✻✷✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✻✸✿ tr②❈k✭✮✿

✻✹✿ ✐❢ validate() t❤❡♥
✻✺✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✻✻✿ ✐❢ status[k].cas(live, committed) t❤❡♥
✻✼✿ ❘❡t✉r♥ Ck

✻✽✿ ❘❡t✉r♥ Ak

• ■❢ Tk ✐s ❛♥ ❛❜♦rt❡❞ ♦r r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ H̄✱ t❤❡♥ δTk
✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t

♦❢ t❤❡ ❧❛st t✲r❡❛❞ t❤❛t r❡t✉r♥❡❞ ❛ ♥♦♥✲❆k ✈❛❧✉❡ ✐♥ Tk

<S ❞❡♥♦t❡s ❛ t♦t❛❧✲♦r❞❡r ♦♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② S✳

❈❧❛✐♠ ✺✳✾✳ ■❢ Ti ≺
RT
H Tj✱ t❤❡♥ Ti <S Tj✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ✐ts s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ❡✈❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♠♣❧②✐♥❣ ✐❢ Ti ≺H Tj ✱ t❤❡♥ δTi

<E δTj
✐♠♣❧✐❡s Ti <S Tj

❈❧❛✐♠ ✺✳✶✵✳ ■❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti r❡t✉r♥s Ci ✐♥ E✱ t❤❡♥ st❛t✉s❬✐❪❂❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ E✳

Pr♦♦❢✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✻✻ ❜❡❢♦r❡ r❡t✉r♥✐♥❣ Ti ✐✳❡✳ t❤❡ ❝❛s ♦♥ ✐ts ♦✇♥
st❛t✉s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ t♦ ❝♦♠♠✐tt❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♥♦✇ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥② ♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥
♠❛② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ Ti ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❧✐✈❡ ✭▲✐♥❡s ✹✺ ❛♥❞ ✷✶✮✳

❈❧❛✐♠ ✺✳✶✶✳ S ✐s ❧❡❣❛❧✳

Pr♦♦❢✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② r❡❛❞j(X) → v✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ✇r✐t❡i(X, v)
❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✷✷ t♦ ✇r✐t❡ v ❛s t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X s✉❝❤ t❤❛t r❡❛❞j(X) 6≺RT

H ✇r✐t❡i(X, v)✳
❋♦r ❛♥② ✉♣❞❛t✐♥❣ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti✱ δTi

= ℓtr②❈i
✳ ❙✐♥❝❡ r❡❛❞j(X) r❡t✉r♥s ❛ r❡s♣♦♥s❡ v✱ t❤❡ ❡✈❡♥t

✽✸



❈❤❛♣t❡r ✺ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

✐♥ ▲✐♥❡ ✶✷ ♠✉st s✉❝❝❡❡❞ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✻✻ ✇❤❡♥ Ti ❝❤❛♥❣❡s st❛t✉s❬✐❪ t♦ ❝♦♠♠✐tt❡❞✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✱
t❤❡♥ r❡❛❞j(X) s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❢♦r❝❡s Ti t♦ ❛❜♦rt ❜② ✇r✐t✐♥❣ ❛❜♦rt❡❞ t♦ st❛t✉s❬✐❪ ❛♥❞ ♠✉st r❡t✉r♥ t❤❡ ♦❧❞
✈❛❧✉❡ ♦❢ X t❤❛t ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦✇♥❡r ♦❢ X✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ E ✭▲✐♥❡ ✹✵✮✳ ❙✐♥❝❡
δTi

= ℓtr②❈i
♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✻✻✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t δTi

<E ℓr❡❛❞j(X)✳

❲❡ ♥♦✇ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t δTi
<E δTj

✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s✿

• ✐❢ Tj ✐s ❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ δTj
✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ℓtr②❈j

✳ ❇✉t s✐♥❝❡ ℓr❡❛❞j(X) <E

ℓtr②❈j
✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t δTi

<E δTj
✳

• ✐❢ Tj ✐s ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② ♦r ❛❜♦rt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ δTj
✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛st t✲r❡❛❞ t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t

❛❜♦rt✳ ❆❣❛✐♥✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t δTi
<E δTj

✳

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t S ✐s ❧❡❣❛❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛♥② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk t❤❛t r❡t✉r♥s Ck ✐♥
S ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s ✇r✐t❡k(X, v′)❀ v′ 6= v s✉❝❤ t❤❛t Ti <S Tk <S Tj ✳ ◆♦✇✱ s✉♣♣♦s❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk✱ X ∈ ❲s❡t(Tk) t❤❛t ✇r✐t❡s v′ 6= v t♦ X s✉❝❤ t❤❛t Ti <S Tk <S Tj ✳
❙✐♥❝❡ Ti ❛♥❞ Tk ❛r❡ ❜♦t❤ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♠♠✐t✱

✭Ti <S Tk✮ ⇐⇒ ✭δTi
<E δTk

✮
✭δTi

<E δTk
✮ ⇐⇒ ✭ℓtr②❈i

<E ℓtr②❈k
✮

❙✐♥❝❡✱ Tj r❡❛❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X ✇r✐tt❡♥ ❜② Ti✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s tr✉❡✿ ℓtr②❈i
<E ℓtr②❈k

<E ℓr❡❛❞j(X)

♦r ℓtr②❈i
<E ℓr❡❛❞j(X) <E ℓtr②❈k

✳

■❢ ℓtr②❈i
<E ℓtr②❈k

<E ℓr❡❛❞j(X)✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✻✻ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Tk ✇❤❡♥ ✐t ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ st❛t✉s
✜❡❧❞ t♦ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✷ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Tj ✳ ❙✐♥❝❡ ℓtr②❈i

<E ℓtr②❈k
❛♥❞ ❜♦t❤ Ti

❛♥❞ Tk ❛r❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ E✱ Tk ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✼ ❛❢t❡r Ti ❝❤❛♥❣❡s st❛t✉s❬✐❪ t♦ ❝♦♠♠✐tt❡❞
s✐♥❝❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ Tk ✇♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✹✺ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡ st❛t✉s❬✐❪ t♦ ❛❜♦rt❡❞✱ t❤❡r❡❜② ❢♦r❝✐♥❣
Ti t♦ r❡t✉r♥ Ai✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❛❞j(X) ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ ♦✇♥❡r ♦❢ X ✐s Tk ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ Tk ✐s
❝♦♠♠✐tt❡❞ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ r❡❛❞j(X) ♠✉st r❡t✉r♥ v′ ❛♥❞ ♥♦t v✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❚❤✉s✱ ℓtr②❈i
<E ℓr❡❛❞j(X) <E ℓtr②❈k

✳ ❲❡ ♥♦✇ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t δTj
✐♥❞❡❡❞ ♣r❡❝❡❞❡s δTk

= ℓtr②❈k
✐♥ E✳

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s✿

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Tj ✐s ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ δTj
✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛st t✲r❡❛❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②

Tj t❤❛t r❡t✉r♥s ❛ ♥♦♥✲❆j ✈❛❧✉❡✳ ■❢ r❡❛❞j(X) ✐s ♥♦t t❤❡ ❧❛st t✲r❡❛❞ t❤❛t r❡t✉r♥❡❞ ❛ ♥♦♥✲❆j ✈❛❧✉❡✱
t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ readj(X

′) s✉❝❤ t❤❛t ℓr❡❛❞j(X) <E ℓtr②❈k
<E ℓreadj(X′)✳ ❇✉t t❤❡♥ t❤✐s t✲r❡❛❞ ♦❢

X ′ ♠✉st ❛❜♦rt s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♣❞❛t❡❞ ❜② Tk s✐♥❝❡ Tj ✜rst r❡❛❞ X✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Tj ✐s ❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠♠✐ts✱ t❤❡♥ δTj
= ℓtr②❈j

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
ℓreadj(X) <E ℓtr②❈k

<E ℓtr②❈j
✳ ❚❤❡♥✱ Tj ♠✉st ♥❡❝❝❡s❛r✐❧② ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts r❡❛❞ s❡t ✐♥

▲✐♥❡ ✻✺ ❛♥❞ r❡t✉r♥ Aj✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❈❧❛✐♠s ✺✳✾ ❛♥❞ ✺✳✶✶ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ✐s ♦♣❛q✉❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❘❲ ❉❆P✱ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♦♣❛q✉❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ∈ OF
s✉❝❤ t❤❛t ✐♥ ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M ✱

• t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❧❧s ✐♥❝✉rr❡❞ ❜② ❛ t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❦❡❞ ✐♥ E ✐s O(n)✱

• ❡✈❡r② r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ∈ txns(E) ♣❡r❢♦r♠s O(|❘s❡t(T )|) ❆❲❆❘s ✐♥ E✱ ❛♥❞

• ❡✈❡r② ❝♦♠♣❧❡t❡ t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ txns(E) ♣❡r❢♦r♠s O(|❘s❡tE(Tk)| st❡♣s✳

✽✹



✺✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼s

Pr♦♦❢✳ ✭❖♣❛❝✐t②✮ ❋♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✺✳✽

✭❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss✮ ❙✐♥❝❡ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶
❝♦♥t❛✐♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❧♦♦♣s ♦r ✇❛✐t✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts✱ ❡✈❡r② t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ opk r❡t✉r♥s ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ ❛❢t❡r
t❛❦✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s✳ ❚❤✉s✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ♣r♦✈✐❞❡s ✇❛✐t✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✳

❚♦ ♣r♦✈❡ ❖❋ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ♠❛② ❜❡
❛❜♦rt❡❞ ✐♥ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❞k(Xm) ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Tk t❤❛t r❡t✉r♥s Ak✳ ■❢ r❡❛❞k(Xm) r❡t✉r♥s
Ak ✐♥ ▲✐♥❡ ✷✽✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ✉♣❞❛t❡❞ ❛ t✲♦❜❥❡❝t ✐♥ ❘s❡t(Tk) ♦r
❝❤❛♥❣❡❞ st❛t✉s❬❦❪ t♦ ❛❜♦rt❡❞✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ Tk r❡t✉r♥s Ak ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✇r✐t❡k(Xm, v) ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Tk t❤❛t r❡t✉r♥s Ak ✐♥ ▲✐♥❡ ✺✹✳ ❚❤✉s✱
❡✐t❤❡r ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❤❛s ❝❤❛♥❣❡❞ st❛t✉s❬❦❪ t♦ ❛❜♦rt❡❞ ♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ tvar [m] ❤❛s ❜❡❡♥
✉♣❞❛t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✼✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ Tk r❡t✉r♥s Ak ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥
✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛ r❡❛❞k(Xm) ♦r ✇r✐t❡k(Xm, v) r❡t✉r♥ Ak ✐♥ ▲✐♥❡s ✷✶ ❛♥❞ ✹✺ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s✱ ❛
❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❤❛s t❛❦❡s st❡♣s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❜② ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ ownerm s✐♥❝❡ t❤❡
r❡❛❞ ❜② Tk ✐♥ ▲✐♥❡s ✶✷ ❛♥❞ ✸✼ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t tr②❈k() r❡t✉r♥s Ak ✐♥ ▲✐♥❡ ✻✷✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t✲♦❜❥❡❝t ✐♥ ❘s❡t(Tk) t❤❛t
❤❛s ❜❡❡♥ ✉♣❞❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ s✐♥❝❡✱ ✐✳❡✳✱ tr②❈k() r❡t✉r♥s Ak ♦♥❧② ♦♥ ❡♥❝♦✉♥t❡r✐♥❣
st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳

■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✐♥ ❛♥② st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ❢r♦♠ ❛ Tk✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ Tk

♠✉st r❡t✉r♥ Ck ❛❢t❡r t❛❦✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s✳

❚❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡s t❤❛t M ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼✳

✭❘❡❛❞✲✇r✐t❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✮ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ❛♥❞ ❧❡t Ti ❛♥❞ Tj

❜❡ ❛♥② t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b ✐♥ E✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛
♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ t✲♦❜❥❡❝t ✐♥ ❉s❡t(Ti) ❛♥❞ ❛ t✲♦❜❥❡❝t ✐♥ ❉s❡t(Tj) ✐♥ G̃(Ti, Tj , E) ♦r t❤❡r❡ ❡①✐sts X ∈

❉s❡t(Ti) ∩ ❉s❡t(Tj)✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✲♦❜❥❡❝ts X ❛♥❞ Y ✐♥ G̃(Ti, Tj , E) ♦♥❧② ✐❢
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ∈ txns(E) s✉❝❤ t❤❛t {X,Y } ∈ ❲s❡t(T )✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Ti ❛♥❞ Tj ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t t✈❛r❬♠❪ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t✲♦❜❥❡❝t Xm ✐♥ E✳ ❇②
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✱ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛❝❝❡ss❡s Xm ♦♥❧② ✐❢ Xm ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❉s❡t(Tm)✳ ❚❤✉s✱ ❜♦t❤ Ti ❛♥❞
Tj ♠✉st ❛❝❝❡ss Xm✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Ti ❛♥❞ Tj ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t st❛t✉s❬✐❪ ✐♥ E ✭t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ Ti ❛♥❞ Tj ❝♦♥t❡♥❞
♦♥ st❛t✉s❬❥❪ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✮✳ Tj ❛❝❝❡ss❡s st❛t✉s❬✐❪ ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ t✲r❡❛❞ ♦❢ s♦♠❡ t✲♦❜❥❡❝t X
✐♥ ▲✐♥❡s ✶✺ ❛♥❞ ✷✶ ♦♥❧② ✐❢ Ti ✐s t❤❡ ♦✇♥❡r ♦❢ X✳ ❆❧s♦✱ Tj ❛❝❝❡ss❡s st❛t✉s❬✐❪ ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛
t✲✇r✐t❡ t♦ X ✐♥ ▲✐♥❡s ✸✾ ❛♥❞ ✹✺ ♦♥❧② ✐❢ Ti ✐s t❤❡ ♦✇♥❡r ♦❢ X✳ ❇✉t ✐❢ Ti ✐s t❤❡ ♦✇♥❡r ♦❢ X✱ t❤❡♥
X ∈ ❲s❡t(Ti)✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Ti ❛♥❞ Tj ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t st❛t✉s❬♠❪ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tm ✐♥ E✳
❋✐rst❧②✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t Ti ♦r Tj ❛❝❝❡ss st❛t✉s❬♠❪ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st t✲♦❜❥❡❝ts X ❛♥❞ Y ✐♥ ❉s❡t(Ti) ❛♥❞
❉s❡t(Tj) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s✉❝❤ t❤❛t {X,Y } ∈ ❲s❡t(Tm)✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ Ti ❛♥❞ Tj ✇♦✉❧❞ ❜♦t❤ r❡❛❞
st❛t✉s❬♠❪ ✐♥ ▲✐♥❡s ✶✺ ✭❞✉r✐♥❣ t✲r❡❛❞✮ ❛♥❞ ✸✾ ✭❞✉r✐♥❣ t✲✇r✐t❡✮ ♦♥❧② ✐❢ Tm ✇❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦✇♥❡r
♦❢ X ❛♥❞ Y ✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ♦♥❡ ♦❢ Ti ♦r Tj ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t♦ st❛t✉s❬♠❪ ♦♥❧② ✐❢ Ti ❛♥❞ Tj

r❡❛❞ st❛t✉s❬♠❪❂❧✐✈❡ ✐♥ ▲✐♥❡s ✶✺ ✭❞✉r✐♥❣ t✲r❡❛❞✮ ❛♥❞ ✸✼ ✭❞✉r✐♥❣ t✲✇r✐t❡✮✳ ❚❤✉s✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ Ti ♦r
Tj ✐s ❝♦♥❝✉rr❡♥t t♦ Tm ✐♥ E✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ X ❛♥❞ Y ✐♥ G̃(Ti, Tj , E)✳

✭❈♦♠♣❧❡①✐t②✮ ❊✈❡r② t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❆❲❆❘ ✐♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ✭▲✐♥❡ ✷✶✮ ♦❢ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✺✳✶✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❛♥② r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ txns(E) ♣❡r❢♦r♠s ❛t ♠♦st |❘s❡t(Tk)| ❆❲❆❘s
✐♥ E✳

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r st❡♣✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
✈❛❧✐❞❛t❡s ✐ts ❡♥t✐r❡ r❡❛❞ s❡t ✭▲✐♥❡ ✷✺✮✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥❝✉r O(1) st❡♣✲❝♦♠♣❧❡①✐t② s✐♥❝❡ t❤❡②
✐♥✈♦❧✈❡ ♥♦ ✐t❡r❛t✐♦♥ st❛t❡♠❡♥ts ❧✐❦❡ ❢♦r ❛♥❞ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣s✳

✽✺



❈❤❛♣t❡r ✺ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

❙✐♥❝❡ ❛t ♠♦st n−1 tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ t✲✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ✐♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t E ✐s
❛t ♠♦st ❛ (n−1)✲st❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② t✲r❡❛❞ op ❛♥❞ ❡✈❡r② T ∈ txns(E) ✐♥❝✉rs O(n) st❛❧❧s ♦♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢
❛♥② ❡✈❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ E✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E✿ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, . . . , n−1}✱
❡❛❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ♣❡r❢♦r♠s ✇r✐t❡i(Xm, v) ✐♥ ❛ st❡♣✲❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ✐t ✐s ♣♦✐s❡❞ t♦ ❛♣♣❧②
❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t ♦♥ tvar [m] ✭▲✐♥❡ ✷✷✮✳ ❇② ❖❋ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t E s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ Ti

✐s ♣♦✐s❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t ♦♥ tvar [m] ❛❢t❡r E✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ r❡❛❞n(Xm)
t❤❛t ✐s ♣♦✐s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❡✈❡♥t e t❤❛t r❡❛❞s tvar [m] ✭▲✐♥❡ ✶✷✮ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r E✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞
❡①❡❝✉t✐♦♥✱ Tn ✐♥❝✉rs O(n) st❛❧❧s ♦♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ e ❛♥❞ t❤✉s✱ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ (n − 1)✲st❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥
❢♦r r❡❛❞n(X)✳

✺✳✺✳✷ ❆♥ ♦♣❛q✉❡ ✇❡❛❦ ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ✇❡❛❦ ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ OF ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t st❡♣✲❝♦♠♣❧❡①✐t② t✲r❡❛❞
♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ❲❡❛❦ ❉❆P ♦♣❛q✉❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ∈ OF ❀ ❝♦❞❡ ❢♦r Tk

✶✿ r❡❛❞k(Xm)✿

✷✿ [ownerm, ovalm,nvalm] ← tvar [m].read()
✸✿ ✐❢ ownerm 6= k t❤❡♥

✹✿ sm ← status[ownerm].read()
✺✿ ✐❢ sm = committed t❤❡♥

✻✿ curr = nvalm
✼✿ ❡❧s❡ ✐❢ sm = aborted t❤❡♥

✽✿ curr = ovalm
✾✿ ❡❧s❡

✶✵✿ ✐❢ status[ownerm].cas(live, aborted) t❤❡♥
✶✶✿ curr = ovalm

✶✷✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✶✸✿ om ← tvar [m].cas([ownerm, ovalm,nvalm], [k, ovalm,nvalm])
✶✹✿ ✐❢ om ∧ status[k] = live t❤❡♥

✶✺✿ ❘s❡t(Tk).add({Xm, [ownerm, ovalm,nvalm]})
✶✻✿ ❘❡t✉r♥ curr

✶✼✿ ❡❧s❡

✶✽✿ ❘❡t✉r♥ ❘s❡t(Tk).locate(Xm)

✶✾✿ tr②❈k✭✮✿

✷✵✿ ✐❢ status[k].cas(live, committed) t❤❡♥
✷✶✿ ❘❡t✉r♥ Ck

✷✷✿ ❘❡t✉r♥ Ak

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ✇❡❛❦ ❉❆P ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ OF t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❉❆P✳ ❚❤❡
❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ t✲✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ t✲r❡❛❞ ♦❢ t✲♦❜❥❡❝t Xm ❜②
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk✱ Tk ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♦✇♥❡r ♦❢ Xm t❤✉s ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✲r❡❛❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ st❡♣✲❝♦♠♣❧❡①✐t②
✐♥❤❡r❡♥t t♦ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ tr②❈k ❛❧s♦ ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Tk✬s r❡❛❞
s❡t❀ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧② s❡ts status[k] = committed ❛♥❞ r❡t✉r♥s Ck✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ✇❡❛❦ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ∈ OF s✉❝❤ t❤❛t ✐♥ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥
E ♦❢ M ✱ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ∈ txns(E)✱ T ♣❡r❢♦r♠s O(1) st❡♣s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② t✲♦♣❡r❛t✐♦♥
✐♥ E✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ♦♣❛❝✐t②✱ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❛r❡ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♣r♦♦❢s
❢♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✳

✭❲❡❛❦ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✮ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ❛♥❞ ❧❡t Ti ❛♥❞ Tj ❜❡ ❛♥②
t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b ✐♥ E✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ t✲
♦❜❥❡❝t ✐♥❉s❡t(Ti) ❛♥❞ ❛ t✲♦❜❥❡❝t ✐♥❉s❡t(Tj) ✐♥ G̃(Ti, Tj , E) ♦r t❤❡r❡ ❡①✐stsX ∈ ❉s❡t(Ti)∩❉s❡t(Tj)✳ ❘❡❝❛❧❧
t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✲♦❜❥❡❝ts X ❛♥❞ Y ✐♥ G(Ti, Tj , E) ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
T ∈ txns(E) s✉❝❤ t❤❛t {X,Y } ∈ ❉s❡t(T )✳
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✺✳✻ ❲❤② ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Ti ❛♥❞ Tj ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t t✈❛r❬♠❪ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t✲♦❜❥❡❝t Xm ✐♥ E✳ ❇②
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷✱ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛❝❝❡ss❡s Xm ♦♥❧② ✐❢ Xm ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❉s❡t(Tm)✳ ❚❤✉s✱ ❜♦t❤ Ti ❛♥❞
Tj ♠✉st ❛❝❝❡ss Xm✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Ti ❛♥❞ Tj ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t st❛t✉s❬✐❪ ✐♥ E ✭t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ Ti ❛♥❞ Tj ❝♦♥t❡♥❞
♦♥ st❛t✉s❬❥❪ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✮✳ Tj ❛❝❝❡ss❡s st❛t✉s❬✐❪ ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ t✲r❡❛❞ ♦❢ s♦♠❡ t✲♦❜❥❡❝t X ✐♥
▲✐♥❡s ✹ ❛♥❞ ✶✵ ♦♥❧② ✐❢ Ti ✐s t❤❡ ♦✇♥❡r ♦❢ X✳ ❆❧s♦✱ Tj ❛❝❝❡ss❡s st❛t✉s❬✐❪ ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ t✲✇r✐t❡ t♦
X ✐♥ ▲✐♥❡s ✸✾ ❛♥❞ ✹✺ ♦♥❧② ✐❢ Ti ✐s t❤❡ ♦✇♥❡r ♦❢ X✳ ❇✉t ✐❢ Ti ✐s t❤❡ ♦✇♥❡r ♦❢ X✱ t❤❡♥ X ∈ ❉s❡t(Ti)✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Ti ❛♥❞ Tj ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t st❛t✉s❬♠❪ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tm ✐♥ E✳
❋✐rst❧②✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t Ti ♦r Tj ❛❝❝❡ss st❛t✉s❬♠❪ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st t✲♦❜❥❡❝ts X ❛♥❞ Y ✐♥ ❉s❡t(Ti) ❛♥❞
❉s❡t(Tj) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s✉❝❤ t❤❛t {X,Y } ∈ ❉s❡t(Tm)✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ Ti ❛♥❞ Tj ✇♦✉❧❞ ❜♦t❤ r❡❛❞
st❛t✉s❬♠❪ ✐♥ ▲✐♥❡s ✹ ✭❞✉r✐♥❣ t✲r❡❛❞✮ ❛♥❞ ✸✾ ✭❞✉r✐♥❣ t✲✇r✐t❡✮ ♦♥❧② ✐❢ Tm ✇❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦✇♥❡r ♦❢
X ❛♥❞ Y ✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ♦♥❡ ♦❢ Ti ♦r Tj ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t♦ st❛t✉s❬♠❪ ♦♥❧② ✐❢ Ti ❛♥❞ Tj

r❡❛❞ st❛t✉s❬♠❪❂❧✐✈❡ ✐♥ ▲✐♥❡s ✹ ✭❞✉r✐♥❣ t✲r❡❛❞✮ ❛♥❞ ✸✼ ✭❞✉r✐♥❣ t✲✇r✐t❡✮✳ ❚❤✉s✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ Ti ♦r
Tj ✐s ❝♦♥❝✉rr❡♥t t♦ Tm ✐♥ E✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ X ❛♥❞ Y ✐♥ G̃(Ti, Tj , E)✳

✭❈♦♠♣❧❡①✐t②✮ ❙✐♥❝❡ ♥♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥② ✐t❡r❛t✐♦♥ st❛t❡♠❡♥ts ❧✐❦❡
❢♦r ❛♥❞ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣s✮✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s✳

✺✳✻ ❲❤② ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡

❖❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼s Pr♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼ LP
str✐❝t ❉❆P ◆♦ ❬✺✽❪ ❨❡s

✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✰✇❡❛❦ ❉❆P ◆♦ ❨❡s
st❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t✲r❡❛❞s Ω(n) O(1)
❘❆❲✴❆❲❆❘ ❝♦♠♣❧❡①✐t② Ω(n) O(1)

r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❛✐t✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ◆♦ ❬✻✷❪ ❨❡s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

❆s ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ❚▼ ❝❛♠❡ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱
❛♥❞ ✐t t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♣♣❡❛rs ♥❛t✉r❛❧ t❤❛t ❡❛r❧② ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❬✺✶✱ ✼✼✱ ✾✽✱ ✶✶✼❪✱ ❛✈♦✐❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❧♦❝❦s✳
■♥st❡❛❞✱ ❡❛r❧② ❚▼ ❞❡s✐❣♥s r❡❧✐❡❞ ♦♥ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♣r❡♠❛t✉r❡❧② ❤❛❧t❡❞ tr❛♥s✲
❛❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ♣r❡✈❡♥t ❛❧❧ ♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣✳ P♦ss✐❜❧② t❤❡ ✇❡❛❦❡st ♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❡❧✉❝✐❞❛t✐♥❣ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ✐s ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡❞♦♠✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ 2005✱ ❊♥♥❛❧s ❬✹✼❪ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ②✐❡❧❞ ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② r❡q✉✐r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t♦ ❢♦r❝❡❢✉❧❧② ❛❜♦rt ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❊♥♥❛❧s ❢✉rt❤❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ ❧♦❝❦✲❜❛s❡❞
❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬✹✻❪ s❛t✐s❢②✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss t❤❛t ❤❡ ❝❧❛✐♠❡❞ t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❉❙❚▼ ❬✼✼❪✱ t❤❡ ♠♦st
r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ t✐♠❡✳ ■♥s♣✐r❡❞ ❜② ❬✹✼❪✱ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ❧♦❝❦✲❜❛s❡❞
♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s✱ s✉❝❤ ❛s ❚▲ ❬✸✾❪✱ ❚▲✷ ❬✸✽❪ ❛♥❞ ◆❖r❡❝ ❬✸✺❪✱ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥
♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼s ♦♥ ♠♦st ✇♦r❦❧♦❛❞s✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣
✭♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡✮ ❛♥❞ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✭♣r♦❣r❡ss✐✈❡✮ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❜✉t ♥♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧t ❡①♣❧❛✐♥s ✐t✳
❲❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ s✉❝❤ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳

❚♦ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s✱ ✇❡ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡
♦♣❛q✉❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ LP ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✮ t❤❛t ❜❡❛ts t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s
✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ LP ✱ ✭✶✮ ✉s❡s ♦♥❧② r❡❛❞✲✇r✐t❡
❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ✇❛✐t✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ ✭✷✮ ❡♥s✉r❡s str✐❝t ❉❆P✱ ✭✸✮ ❤❛s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✱ ✭✹✮ ♣❡r✲
❢♦r♠s O(1) ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❘❆❲s✴❆❲❆❘s ♣❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭✺✮ ✐♥❝✉rs O(1) ♠❡♠♦r② st❛❧❧s ❢♦r r❡❛❞
♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✸✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢r♦♠ ♣r✐♦r ✇♦r❦ ❛♥❞ ♦✉r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✭✐✮ ♥♦
❖❋ ❚▼ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ✇❛✐t✲❢r❡❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❜❛s❡
♦❜❥❡❝ts ❬✻✷❪❀ ✭✐✐✮ ♥♦ ❖❋ ❚▼ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ str✐❝t ❉❆P ❬✺✽❪❀ ✭✐✐✐✮ ♥♦ ✇❡❛❦ ❉❆P ❖❋ ❚▼ ❤❛s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s

✽✼



❈❤❛♣t❡r ✺ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✮ ❛♥❞ ✭✐✈✮ ♥♦ ❖❋ ❚▼ ❡♥s✉r❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛❧❧s ✐♥❝✉rr❡❞ ❜② ❛ t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭❙❡❝✲
t✐♦♥ ✺✳✸✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✭✈✮ ♥♦ ❘❲ ❉❆P ♦♣❛q✉❡ ❖❋ ❚▼ ❤❛s ❝♦♥st❛♥t ❘❆❲✴❆❲❆❘ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮✳
■♥ ❢❛❝t✱ ✭✐✈✮ ❛♥❞ ✭✈✮ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❧✐♥❡❛r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s ✇✳r✳t ❡①♣❡♥s✐✈❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② st❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❛♥❞ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡
❚▼s✱ ❛s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✱ t❤❛t s❡❡♠s t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ ❚▼ ♣r❛❝t✐❝❡ ✭❝✐r❝❛✳ 2005✮ ❢r♦♠
♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ t♦ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s✳

❖✈❡r❝♦♠✐♥❣ ♦✉r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ✐s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❡❛s②✳ ❙❛②✱ ❚▲ ❬✸✾❪
❝♦♠❜✐♥❡s str✐❝t ❉❆P ✇✐t❤ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t r❡❛❞✲✇r✐t❡✱ ❛♥❞ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥st❛♥t
❘❆❲✴❆❲❆❘ ❛♥❞ st❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s✳

❈♦♠✐♥❣ ♦✉t ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❜❡❛ts ❛❧❧ t❤❡s❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✐s q✉✐t❡ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠
LP ✐♥❝✉rs t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❛❞ s❡t ❤❛s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞ ♣❡r
❡✈❡r② ♥❡✇ r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❢♦r ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❝❢✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✮✱
❛♥❞ ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❛♥ ✏✈✐s✐❜❧❡✑ r❡❛❞s ❬✸✺✱ ✸✾✱ ✹✻❪✱ ❛♥❞ ✇❡
s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❡♥❛❜❧❡s ❝♦♥st❛♥t st❛❧❧ ❛♥❞ ❘❆❲✴❆❲❆❘ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

✺✳✼ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢② s♦♠❡ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ q✉❡s✲
t✐♦♥s✳

▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼s ✇❛s ✜rst st✉❞✐❡❞ ❜②
●✉❡rr❛♦✉✐ ❛♥❞ ❑❛♣❛❧❦❛ ❬✺✽✱ ✻✷❪ ✇❤♦ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ str✐❝t ❉❆P✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ s❤♦✇
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❛❧✐③❡ ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ str✐❝t ❉❆P ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ♦♣❛q✉❡ ❚▼s✳
❇✉s❤❦♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✸✵❪ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ✐♥ ❬✺✽❪ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ str✐❝t ❉❆P
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛ ✇❡❛❦❡r ✭t❤❛♥ str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✮ ❚▼✲
❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✐s ❛ss✉♠❡❞✳ ■♥ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥s ♦❢ str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✳

●✉❡rr❛♦✉✐ ❛♥❞ ❑❛♣❛❧❦❛ ❬✺✽✱ ✻✷❪ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❛ str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❖❋ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss
❛♥❞ ✇❛✐t✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r ✇❡ ❝❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼s ✐♥ OF ✉s✐♥❣ ♦♥❧② r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡
♣r✐♠✐t✐✈❡s✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st n ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞♦ ❜❡tt❡r t❤❛♥ (n− 1) st❛❧❧s
✭❝❢✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✽✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸ ✐s t✐❣❤t✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✭✐♥ n✮ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✹ ❢♦r ❘❲ ❉❆P ♦♣❛q✉❡
♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼s ❝❛♥ ❜❡ str❡♥❣t❤❡♥❡❞ t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✬s r❡❛❞ s❡t✳ ❚❤❡♥✱
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✬s r❡❛❞ s❡t✱ ✇♦✉❧❞ ❛❧✲
❧♦✇ ✉s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❧✐♥❡❛r t✐❣❤t ❜♦✉♥❞ ✭✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✬s r❡❛❞ s❡t✮ ❢♦r ❘❲ ❉❆P ♦♣❛q✉❡
♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼s✳

❇❧♦❝❦✐♥❣ ✈❡rs✉s ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s✳ ❆s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❬✸✾✱ ✹✼❪✱ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼s t②♣✐❝❛❧❧②
♠✉st ❢♦r❝❡❢✉❧❧② ❛❜♦rt ♣❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥s♣✐r❡s t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢
✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ✭❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✮✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜♦rt
✐t✱ t❤❡ r❡❛❞✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠✉st ❡♠♣❧♦② ❛ ❘❆❲ ♦r ❛ r❡❛❞✲♠♦❞✐❢②✲✇r✐t❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❧✐❦❡ ❝♦♠♣❛r❡✲❛♥❞✲s✇❛♣✱
♠♦t✐✈❛t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✹✮✳ ❆❧s♦✱ ✐♥ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡
❚▼s✱ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ✇❛✐t ❢♦r ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♥❛❝t✐✈❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱
✇❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥❝✉rs ❛ ❞✐st✐♥❝t st❛❧❧ ❞✉❡ t♦ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ r✉♥ ❜②
❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✮✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ s✐♥❝❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥
♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s ♠❛② ❛❜♦rt t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝ts✱ t❤❡② ❝❛♥ ❡♠♣❧♦② ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥
❝♦♥st❛♥t st❛❧❧ ❛♥❞ ❘❆❲✴❆❲❆❘ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s✳

❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞
♦♥ ❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ s♦❧♦✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❬✶✺✱ ✹✺❪ ♦❢ ❛ ✇✐❞❡ ❝❧❛ss ♦❢ ✏♣❡rt✉r❜❛❜❧❡✑ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t

✽✽



✺✳✼ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦✉♥t❡rs✱ ❝♦♠♣❛r❡✲❛♥❞✲s✇❛♣ ❛♥❞ s✐♥❣❧❡✲✇r✐t❡r s♥❛♣s❤♦ts ❬✶✺✱ ✹✺❪✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
s♦❧♦✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✭❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❚▼ ❝♦♥t❡①t✮ s❛②s t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥
T t❤❛t ✐s t✲✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ E✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ T ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝♦♠♠✐ts✳
❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ T ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❝♦♠♠✐t ❡✈❡♥ ✐♥ s♦♠❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t st❡♣
❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❢♦r T ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❖❋ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t T ✐s
❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❝♦♠♠✐t ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ✐ts ❡✈❡♥ts ❛r❡ ✐ss✉❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❬✶✺❪
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ s✐♥❣❧❡✲❧♦❝❦ ✭♦♥❧② t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❦ ❝❛♥ ✐♥✈♦❦❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ✐♥❝✉rs O(log n) st❛❧❧s✱ t❤✉s ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥
st❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✭✐✳❡✳✱ ❧♦❝❦✲❜❛s❡❞✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❡♠♦r② st❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼s ❛♥❞
❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ❚▼s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ str✐❝t❧② str♦♥❣❡r ✭t❤❛♥ s✐♥❣❧❡✲❧♦❝❦✮ ♣r♦❣r❡ss
❣✉❛r❛♥t❡❡✱ t❤✉s ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❝♦st ♦❢ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ t❤❡ ❚▼ ❝♦♥t❡①t✳

❙♦♠❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠❛❦❡ ♣r♦❣r❡ss ❡✈❡♥ ✐❢ s♦♠❡ tr❛♥s❛❝✲
t✐♦♥s ♣r❡♠❛t✉r❡❧② ❢❛✐❧✱ ❛r❡ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❡✈❡r❛❧ ♣❛♣❡rs ❬✸✽✱ ✸✾✱ ✹✼❪ ❛r✲
❣✉❡❞ t❤❛t ❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ❚▼s t❡♥❞ t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ♦♥❡s ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r s✐♠♣❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✇✐t❤ ❧♦✇❡r ♦✈❡r❤❡❛❞✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥❤❡r❡♥t ♣r♦❣r❡ss ✐ss✉❡s ♠❛② ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t✐♠❡♦✉ts ❛♥❞ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲
♠❛♥❛❣❡rs ❬✶✶✷❪✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❛♥❞
♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s ✈✐❛ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼s ❛♥❞ ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t❤❛t ❜❡❛ts ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✳

✽✾
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✻✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❞②♥❛♠✐❝ ❚▼s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛❝❝❡ss t✲♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♥♦t
❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ✇❛✐t✲❢r❡❡ ❚▼s ❬✻✷❪✱ ✐✳❡✳✱ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠✉st ❝♦♠♠✐t ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❡①❡❝✉t✐♥❣ ✐t✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❙✉♣♣♦s❡
t❤❛t ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T1 r❡❛❞s t✲♦❜❥❡❝t X✱ t❤❡♥ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2 r❡❛❞s t✲♦❜❥❡❝t Y ✱ ✇r✐t❡s t♦ X
❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② T2 ✇r✐t❡s t♦ Y ✳ ❙✐♥❝❡ T1 ❤❛s r❡❛❞ t❤❡ ✏♦❧❞✑ ✈❛❧✉❡ ✐♥ X ❛♥❞ T2 ❤❛s r❡❛❞ t❤❡
✏♦❧❞✑ ✈❛❧✉❡ ✐♥ Y ✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② t♦ ❝♦♠♠✐t T1 ❛♥❞ ♦r❞❡r t❤❡ t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳
❆s t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ♦❢t❡♥✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ✇❡❛❦❡r ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss t❤❛t ♦♥❧②
r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❡❛❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝♦♠♠✐ts ✐❢ r❡♣❡❛t❡❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② ♦❢t❡♥✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡♥s✉r❡❞ ❜②
❛♥② str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✐t ✉s❡s ❬✸✶❪✳✶

❇✉t ❝❛♥ ✇❡ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛t ❧❡❛st s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♠✐t ✇❛✐t✲❢r❡❡ ❛♥❞ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❝♦sts❄ ■t ✐s
♦❢t❡♥ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ♠❛♥② r❡❛❧✐st✐❝ ✇♦r❦❧♦❛❞s ❛r❡ r❡❛❞✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ✿ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♦♥❡s✱ ♦r r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ❞❛t❛ s❡ts t❤❛♥ ✉♣❞❛t✲
✐♥❣ ♦♥❡s ❬✷✹✱ ✻✸❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t s❡❡♠s ♥❛t✉r❛❧ t♦ r❡q✉✐r❡ t❤❛t r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♠✐t ✇❛✐t✲❢r❡❡✳
❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡ ♦♥❧②
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ✉s❡ ✐♥✈✐s✐❜❧❡
r❡❛❞s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ✐♥ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ s❡ts ♦❢ ✈❡rs✐♦♥s ❢♦r ❡✈❡r② ❞❛t❛
✐t❡♠✱ ✐✳❡✳✱ s✉❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡
♣r♦✈❡ t❤❛t str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼s ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❡♥s✉r❡ str✐❝t ❉❆P✳ ❚❤✉s✱ t✇♦
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❛❝❝❡ss ♠✉t✉❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t ❞❛t❛ s❡ts ♠❛② ♣r❡✈❡♥t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❢r♦♠ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣✳ ❚❤✐r❞❧②✱
❢♦r ✇❡❛❦ ❉❆P ❚▼s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✭✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ r❡❛❞ s❡t✮ ♠✉st
s♦♠❡t✐♠❡s ♣❡r❢♦r♠ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❬✶✻❪ ♣❡r t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡
❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✐ts ❞❛t❛ s❡t✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② RWF t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♣❛rt✐❛❧❧② ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳ ✭❚❤❡ ❝❧❛ss RWF✮ ❆ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ∈ RWF ✐✛ ✐♥ ✐ts ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥✿

✶◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ✇♦r❦ ✐❢ ✇❡ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❦♥♦✇♥
✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ❚▼ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳

✾✶



❈❤❛♣t❡r ✻ ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

R0(X1) → v01

R2(X1) → v11

R2i(X1) → vi1

∀Xℓ ∈ X ✿ ✇r✐t❡ v1ℓ

T1 ❝♦♠♠✐ts

∀Xℓ ∈ X ✿ ✇r✐t❡ viℓ

T2i−1 ❝♦♠♠✐ts

Phase 0| T0

T2Phase 1| T1

Phase i| T2i−1 T2i

↓

❡①t❡♥❞ t♦ c− 1 ♣❤❛s❡s

✭❛✮ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, . . . , c− 1}✱ T2i−1 ✇r✐t❡s viℓ t♦ ❡❛❝❤ Xℓ❀ r❡❛❞2i(X1) ♠✉st r❡t✉r♥ vi1

R0(X1) → v01

R2(X1) → v11

R2i(X1) → vi1

R0(X2) → v02 · · ·R0(Xℓ) → v0ℓ · · ·

R2(X2) → v12 · · ·R2(Xℓ) → v1ℓ · · ·

R2i(X2) → vi2 · · ·R2i(Xℓ) → viℓ · · ·

∀Xℓ ∈ X ✿ ✇r✐t❡ v1ℓ

T1 ❝♦♠♠✐ts

∀Xℓ ∈ X ✿ ✇r✐t❡ viℓ

T2i−1 ❝♦♠♠✐ts

T0

T2T1

T2i−1 T2i

↓

❡①t❡♥❞ t♦ c− 1 ♣❤❛s❡s

✭❜✮ ❡①t❡♥❞ ❡✈❡r② r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2i ✐♥ ♣❤❛s❡ i ✇✐t❤ t✲r❡❛❞s ♦❢ X2, . . . Xℓ, . . .❀ ❡❛❝❤ r❡❛❞2i(Xℓ) ♠✉st r❡t✉r♥ viℓ

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❊①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✶❀ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✻✳✶❛ ♠✉st ♠❛✐♥t❛✐♥ c ❞✐st✐♥❝t ✈❛❧✉❡s ♦❢
❡✈❡r② t✲♦❜❥❡❝t

• ✭✇❛✐t✲❢r❡❡ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❢♦r r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✮ ❡✈❡r② r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♠✐ts ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts st❡♣s✱ ❛♥❞

• ✭ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✮ ✐✳❡✳✱ ❡✈❡r② tr❛♥s✲
❛❝t✐♦♥ r✉♥♥✐♥❣ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❢r♦♠ ❛ t✲q✉✐❡s❝❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠✐ts ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐ts st❡♣s✳

❘♦❛❞♠❛♣ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
❚▼s ✐♥ RWF ✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ♣r♦✈❡s t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ str✐❝t ❉❆P ❚▼s ✐♥ RWF ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✱
❛ss✉♠✐♥❣ ✇❡❛❦ ❉❆P✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛ ❧✐♥❡❛r✱ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✬s r❡❛❞ s❡t✱ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❡①♣❡♥s✐✈❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❛♥❞ ♦♣❡♥
q✉❡st✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❚▼s ✐♥ RWF ✳

✻✳✷ ❚❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s

❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡✈❡r② str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ∈ RWF t❤❛t ✉s❡s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ♠✉st
❦❡❡♣ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ s❡ts ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡✈❡r② t✲♦❜❥❡❝t✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ❢♦r ❡✈❡r② c ∈ N✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ M t❤❛t ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st c ❞✐st✐♥❝t ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡✈❡r② t✲♦❜❥❡❝t✳ ❲❡ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧
❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ✳ ❲❡ s❛② t❤❛t E ♠❛✐♥t❛✐♥s c ❞✐st✐♥❝t
✈❛❧✉❡s {v1, . . . , vc} ♦❢ t✲♦❜❥❡❝t X✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E · E′ ♦❢ M s✉❝❤ t❤❛t

• E′ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ c t✲r❡❛❞s ♦❢ X ❛♥❞✱

• ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, . . . , c}✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ith t✲r❡❛❞ ♦❢ X ✐♥ E′ ✐s vi✳

✾✷



✻✳✸ ■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ str✐❝t ❉❆P

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✶✳ ▲❡t M ❜❡ ❛♥② str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ RWF t❤❛t ✉s❡s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✱
❛♥❞ X ✱ ❛♥② s❡t ♦❢ t✲♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② c ∈ N✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M s✉❝❤ t❤❛t E
♠❛✐♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st c ❞✐st✐♥❝t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡❛❝❤ t✲♦❜❥❡❝t X ∈ X ✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t v0ℓ ❜❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✲♦❜❥❡❝t Xℓ ∈ X ✳ ❋♦r ❡✈❡r② c ∈ N✱ ✇❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❝♦♥str✉❝t ❛♥
❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶❛✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ E ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ ♣❤❛s❡s✿ t❤❡r❡
❛r❡ ❛t ♠♦st c− 1 ♣❤❛s❡s✳ ❋♦r ❛❧❧ i ∈ {0, . . . c− 1}✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣❤❛s❡ i ❛s Ei ✇❤✐❝❤ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• E0 ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t α0 ♦❢ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0 t❤❛t
♣❡r❢♦r♠s r❡❛❞0(X1) → v01

• ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, . . . , c− 1}✱ Ei ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ α0 · ρ1 ·α1 · · · ρi ·αi s✉❝❤ t❤❛t
❢♦r ❛❧❧ j ∈ {1, . . . , i}✱

✕ ρj ✐s t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2j−1

t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ Xℓ ∈ X ✇r✐t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ vjℓ ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts

✕ αj ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2j

t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s r❡❛❞2j(X1) → vj1

❙✐♥❝❡ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥✈✐s✐❜❧❡✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {0, . . . , c − 1}✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t αi ❞♦❡s
♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥ts✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ i < j ≤ c − 1✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r Ei ✐s
✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2j−1 ❢r♦♠ ❛ t✲q✉✐❡s❝❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ ρj
✭❜② s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✮✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ j < i✱ T2j−1 ≺RT

E T2i−1✳
❙tr✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ M ♥♦✇ st✐♣✉❧❛t❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, . . . , c − 1}✱ t❤❡ t✲r❡❛❞ ♦❢ X1 ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2i ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t αi ♠✉st r❡t✉r♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ vi1 ♦❢ X1 ❛s ✇r✐tt❡♥ ❜② tr❛♥s❛❝t✐♦♥
T2i−1 ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ρi ✭✐♥ ❛♥② s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ T2i−1 ✐s t❤❡ ❧❛t❡st ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✇r✐t✐♥❣
t♦ X1 t❤❛t ♣r❡❝❡❞❡s T2i✮✳ ❚❤✉s✱ M ✐♥❞❡❡❞ ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶❛✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t E′ t❤❛t ❡①t❡♥❞s E ✐♥ ✇❤✐❝❤✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {0, . . . , c − 1}✱ r❡❛❞✲♦♥❧②
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2i ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✲r❡❛❞s ♦❢ ❡✈❡r② t✲♦❜❥❡❝t Xℓ ∈ X \ {X1}
✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶❜✮✳

❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {0, . . . , c− 1}✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ Xℓ ∈ X \ {X1}✱ r❡❛❞2i(Xℓ) ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② tr❛♥s❛❝t✐♦♥
T2i ♠✉st r❡t✉r♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ viℓ ♦❢ Xℓ ✇r✐tt❡♥ ❜② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2i−1 ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ρi✳ ■♥❞❡❡❞✱
❜② ✇❛✐t✲❢r❡❡ ♣r♦❣r❡ss✱ r❡❛❞i(Xℓ) ♠✉st r❡t✉r♥ ❛ ♥♦♥✲❛❜♦rt r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ E✳ ❙✉♣♣♦s❡
❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t r❡❛❞i(Xℓ) r❡t✉r♥s ❛ r❡s♣♦♥s❡ t❤❛t ✐s ♥♦t viℓ ✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝❛s❡s✿

• r❡❛❞2i(Xℓ) r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ vjℓ ✇r✐tt❡♥ ❜② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2j−1❀ j < i✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ j < i✱
T2j ≺

RT
E T2i✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

• r❡❛❞2i(Xℓ) r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ vjℓ ✇r✐tt❡♥ ❜② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2j ❀ j > i✳ ❙✐♥❝❡ r❡❛❞i(X1) r❡t✉r♥s t❤❡
✈❛❧✉❡ vi1 ❛♥❞ T2i ≺

RT
E T2j ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ s✉❝❤ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❚❤✉s✱ E ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st c ❞✐st✐♥❝t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡✈❡r② t✲♦❜❥❡❝t X ∈ X ✳

✻✳✸ ■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ str✐❝t ❉❆P

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥
RWF ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛♥② t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛❝❝❡ss✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❞❛t❛ s❡ts ❝❛♥ ❡①❡❝✉t❡ ✇✐t❤♦✉t
❝♦♥t❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ str✐❝t ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ RWF ✳

✾✸



❈❤❛♣t❡r ✻ ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

R0(X1) → v

✭❡✈❡♥t ♦❢ T1✮W1(X1, nv) W1(X3, nv) tr②❈1

R3(X3) → nv

T3 ❝♦♠♠✐ts

T0

T1

T3

✭❛✮ ❇② str✐❝t ❉❆P✱ T0 ❛♥❞ T3 ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t

R0(X1) → v R0(X2) → nv

✭❡✈❡♥t ♦❢ T1✮W1(X1, nv) W1(X3, nv) tr②❈1

R3(X3) → nv

T3 ❝♦♠♠✐ts

W2(X2, nv)

T2 ❝♦♠♠✐ts

T0

T1

T3T2

✭❜✮ r❡❛❞0(X2) ♠✉st r❡t✉r♥ nv

R0(X1) → v R0(X2) → nv

✭❡✈❡♥t ♦❢ T1✮W1(X1, nv) W1(X3, nv) tr②❈1

R3(X3) → nv

T3 ❝♦♠♠✐ts

W2(X2, nv)

T2 ❝♦♠♠✐ts

T0

T1

T3 T2

✭❝✮ ❇② str✐❝t ❉❆P✱ T0 ❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✻✳✷❜

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❊①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷❀ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✻✳✷❝ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ str✐❝t ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ∈ RWF ✳

▲❡t v ❜❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✲♦❜❥❡❝ts X1✱ X2 ❛♥❞ X3✳ ▲❡t π ❜❡ t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T1 t❤❛t ✇r✐t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ nv 6= v t♦ t✲♦❜❥❡❝ts X1 ❛♥❞ X3✳ ❇② s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❣r❡ss
❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ T1 ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ π✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛♥② r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t r✉♥s st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❛❢t❡r s♦♠❡ ♣r❡✜① ♦❢ π ♠✉st r❡t✉r♥ ❛
♥♦♥✲❛❜♦rt ✈❛❧✉❡✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥② s✉❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ r❡❛❞✐♥❣ X1 ♦r X3 ♠✉st r❡t✉r♥ v ❛❢t❡r t❤❡ ❡♠♣t② ♣r❡✜① ♦❢ π
❛♥❞ nv ✇❤❡♥ ✐t st❛rts ❢r♦♠ π✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts π′✱ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣r❡✜① ♦❢ π t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ❛ t✲r❡❛❞ ♦❢ X1 ❛♥❞ r❡t✉r♥s
nv ♥♦r ✇✐t❤ t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ❛ t✲r❡❛❞ ♦❢
X3 ❛♥❞ r❡t✉r♥s nv✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t π′ · α1✱ ✇❤❡r❡ α1 ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0 t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s r❡❛❞0(X1) → v✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ π′ ❛♥❞ ✇❛✐t✲❢r❡❡ ♣r♦❣r❡ss ✭❛ss✉♠❡❞
❢♦r r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✮✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ π′ · α1✳

▲❡t e ❜❡ t❤❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ❡✈❡♥t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T1 ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r π′✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱
❛ss✉♠❡ t❤❛t π′ · e ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
t❤❛t r❡❛❞s X3 ❛♥❞ r❡t✉r♥s nv✳

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ π′ · α1 · e · β · γ✱ ✇❤❡r❡

• β ✐s t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T3 t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s r❡❛❞3(X3) →
nv ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts

• γ ✐s t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2 t❤❛t ✇r✐t❡s nv t♦ X2

❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ π′✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ π′ · e · β✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
T1 ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✱ s❛② b ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t e t❤❛t ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T3 ✐♥
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t β✳ ❙✐♥❝❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T0 ❛♥❞ T3 ❛❝❝❡ss ♠✉t✉❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t ❞❛t❛ s❡ts ✐♥ π′ ·α1 · e ·β✱
T3 ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝❡ss ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ β t♦ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0 ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠t✐✈❡ ✐♥ t❤❡

✾✹



✻✳✹ ❆ ❧✐♥❡❛r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❡❛❦ ❉❆P

❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t α1 ✭❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ str✐❝t ❉❆P✮✳ ❚❤✉s✱ α1 ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t♦
b ❛♥❞ π′ · α1 · e · β ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ T3 ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π′ · e · β✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t M ❤❛s ❛♥
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ π′ · α1 · e · β ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷❛✮✳

❙✐♥❝❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2 ✇r✐t❡s t♦ t✲♦❜❥❡❝t ❉s❡t(T2) = X2 6∈ {❉s❡t(T1) ∪ ❉s❡t(T0) ∪ ❉s❡t(T3)}✱ ❜② str✐❝t
❉❆P✱ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r π′ · α1 · e · β ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ T2 ❢r♦♠ ❛ t✲q✉✐❡s❝❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
■♥❞❡❡❞✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2 ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ✇✐t❤ ❛♥② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s T1✱ T0 ❛♥❞ T3 ♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t
✐♥ π′ ·α1 · e ·β · γ✳ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❣r❡ss ♦❢ M r❡q✉✐r❡s t❤❛t T2 ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ π′ ·α1 · e ·β · γ✳ ❚❤✉s✱
M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ π′ · α1 · e · β · γ✳

❇② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π′ · α1 · e · β · γ ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
T1✱ T0✱ T2 ❛♥❞ T3 ❢r♦♠ γ · π′ · α1 · e · β ✐♥ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2 ♣r❡❝❡❞❡s T1 ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ❚❤✉s✱
γ · π′ · α1 · e · β ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ γ · π′ · α1 · e · β ✐♥ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0 ♣❡r❢♦r♠s r❡❛❞0(X2) ❛♥❞
❝♦♠♠✐ts ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷❜✮✳ ❙tr✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ M st✐♣✉❧❛t❡s t❤❛t r❡❛❞0(X2) ♠✉st r❡t✉r♥ nv
s✐♥❝❡ T2 ✭✇❤✐❝❤ ✇r✐t❡s nv t♦ X2 ✐♥ γ✮ ♣r❡❝❡❞❡s T0 ✐♥ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ♥♦✇ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π′ · α1 · e · β · γ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t✲r❡❛❞ ♦❢ X2 ❜② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0✳ ❙✐♥❝❡ T0 ✐s ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞
✐♥ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♣r♦✈❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ T0 ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷❜ ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞0(X2) ♠✉st r❡t✉r♥ nv✳ ❚❤✉s✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
π′ · α1 · e · β · γ · α2✱ ✇❤❡r❡ T0 ♣❡r❢♦r♠s r❡❛❞0(X2) → nv ✐♥ α2 ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π′ ·α1 ·e ·β ·γ ·α2 ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷❝✮ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥
T1 ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ ❛♥② s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T3 s✐♥❝❡ r❡❛❞3(X3) r❡t✉r♥s t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ X3 ✇r✐tt❡♥ ❜② Tm✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0 ♠✉st ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ T1 s✐♥❝❡ r❡❛❞0(X1) r❡t✉r♥s t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X1✳ ❆❧s♦✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2 ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ T0 s✐♥❝❡ r❡❛❞0(X2) r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X2

✇r✐tt❡♥ ❜② T2✳ ❇✉t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T3 ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ T2 t♦ r❡s♣❡❝t r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱
T1 ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ T0 ✐♥ ❛♥② s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❇✉t t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ s✉❝❤ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t M ✐s str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✳

✻✳✹ ❆ ❧✐♥❡❛r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❡❛❦
❉❆P

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✭✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✬s r❡❛❞ s❡t✮ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❘❆❲s ♦r ❆❲❆❘s ❢♦r ✇❡❛❦ ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ RWF ✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧♦♥❣ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❘❆❲ ♦r ❛♥ ❆❲❆❘✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸✳ ❊✈❡r② str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ✇❡❛❦❧② ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ∈ RWF ❤❛s✱ ❢♦r ❛❧❧
m ∈ N✱ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0 ✇✐t❤ m = |❘s❡t(T0)| ♣❡r❢♦r♠s Ω(m)
❘❆❲s✴❆❲❆❘s✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t v ❜❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✲♦❜❥❡❝ts X1, . . . , Xm✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣
❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0 t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s m t✲r❡❛❞s r❡❛❞0(X1)✱ r❡❛❞0(X1)✱. . . r❡❛❞0(Xm)
❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✜rst m− 1 t✲r❡❛❞s ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❘❆❲ ♦r ❛♥ ❆❲❆❘✳

❋♦r ❛❧❧ j ∈ {1, . . . ,m− 1}✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ α1 · α2 · · ·αj ✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, . . . , j}✱ αi

✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ r❡❛❞0(Xj) → v✳ ❆ss✉♠❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② t❤❛t ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡ ✜rst j− 1 t✲r❡❛❞s ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❘❆❲ ♦r ❛♥ ❆❲❆❘ ✐♥ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t r❡❛❞0(Xj) ♠✉st
♣❡r❢♦r♠ ❛ ❘❆❲ ♦r ❛♥ ❆❲❆❘ ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t αj ✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t αj ❞♦❡s ♥♦t
❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❘❆❲ ♦r ❛♥ ❆❲❆❘✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✐♠ s❤♦✇s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ s❝❤❡❞✉❧❡ ❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj t❤❛t ✇r✐t❡s ❛ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ t♦
Xj ❝♦♥❝✉rr❡♥t t♦ r❡❛❞0(Xj) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ ❜♦t❤ T0 ❛♥❞ Tj ❢r♦♠ ❛ st❡♣
❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸❛✮✳

✾✺



❈❤❛♣t❡r ✻ ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

R0(X1) · · ·R0(Xj−1)

j − 1 t✲r❡❛❞s R0(Xj) → v

✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡

Wj(Xj , nv)

Tj ❝♦♠♠✐ts

T0

Tj

✭❛✮ r❡❛❞0(Xj)→ v ♣❡r❢♦r♠s ♥♦ ❘❆❲✴❆❲❆❘❀ T0 ❛♥❞
Tj ❛r❡ ✉♥❛✇❛r❡ ♦❢ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥

R0(X1) · · ·R0(Xj−1)

j − 1 t✲r❡❛❞s R0(Xj) → v

✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡

Wj(Xj , nv)

Tj ❝♦♠♠✐ts

Wℓ(Xm, nv)

Tℓ ❝♦♠♠✐ts

R0(Xm) → nv

♥❡✇ ✈❛❧✉❡
T0

Tℓ Tj

✭❜✮ R0(Xm) ♠✉st r❡t✉r♥ nv ❜② str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t②

R0(X1) · · ·R0(Xj−1)

j − 1 t✲r❡❛❞s R0(Xj) → v

✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡

Wj(Xj , nv)

Tj ❝♦♠♠✐ts

Wℓ(Xm, nv)

Tℓ ❝♦♠♠✐ts

R0(Xm) → nv

♥❡✇ ✈❛❧✉❡
T0

TℓTj

✭❝✮ ❇② ✇❡❛❦ ❉❆P✱ T0 ❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ✻✳✸❜

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❊①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸❀ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✻✳✸❝ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡

❈❧❛✐♠ ✻✳✹✳ ❋♦r ❛❧❧ j ∈ {1, . . . ,m− 1}✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ α1 · · ·αj−1 · α
1
j · δj · α

2
j ✇❤❡r❡✱

• δj ✐s t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj t❤❛t ✇r✐t❡s nv 6= v
❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts

• α1
j · α

2
j = αj ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ jth t✲r❡❛❞ r❡❛❞0(Xj) → v s✉❝❤ t❤❛t

✕ α1
j ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥ts

✕ α1 · · ·αj−1 · α1
j · δj · α2

j ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ T0 ❢r♦♠ t❤❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥

❢r❛❣♠❡♥t α1 · · ·αj−1 · α
1
j · α

2
j

▼♦r❡♦✈❡r✱ Tj ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝❡ss ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ T0 ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t ✐♥ α1 · · ·αj−1 ·α
1
j · δj✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✇❛✐t✲❢r❡❡ ♣r♦❣r❡ss ✭❢♦r r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✮ ❛♥❞ str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ α1 · · ·αj−1 ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✲r❡❛❞s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② T0 ♠✉st r❡t✉r♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
t✲♦❜❥❡❝ts✳

❙✐♥❝❡ Tj ✐s ❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ❜② s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❣r❡ss✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
δj · α1 · · ·αj−1✳ ❙✐♥❝❡ T0 ❛♥❞ Tj ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ✐♥ t❤❡ δj · α1 · · ·αj−1✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✵✱ T0 ❛♥❞ Tj ❞♦
♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ δj · α1 · · ·αj−1✳ ❚❤✉s✱ α1 · · ·αj−1 · δj ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ Tj ❢r♦♠
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ δj ❛♥❞ α1 · · ·αj−1 · δj ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✳

▲❡t e ❜❡ t❤❡ ✜rst ❡✈❡♥t t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✇r✐t❡ t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ αj ✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ s✉❝❤ ✇r✐t❡ ❡✈❡♥t
t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ αj ✱ t❤❡♥ α1

j = αj ❛♥❞ α2
j ✐s ❡♠♣t②✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t

αj ❛s α1
j · e · α

f
j ✳

❙✐♥❝❡ αs
j ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥ts t❤❛t ✇r✐t❡ t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✱ α1 · · ·αj−1 · αs

j · δj ✐s
✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α1 · · ·αj−1 · δj ✳ ❚❤✉s✱ α1 · · ·αj−1 · α

s
j · δj ✐s ❛♥

❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✳ ❙✐♥❝❡ e ✐s ♥♦t ❛♥ ❛t♦♠✐❝✲✇r✐t❡✲❛❢t❡r✲r❡❛❞✱ α1 · · ·αj−1 · α
s
j · δj · e ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✳

❙✐♥❝❡ αj ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❘❆❲✱ ❛♥② r❡❛❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ αf
j ♠❛② ♦♥❧② ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts

✾✻



✻✳✹ ❆ ❧✐♥❡❛r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❡❛❦ ❉❆P

♣r❡✈✐♦✉s❧② ✇r✐tt❡♥ ✐♥ e · αf
j ✳ ❚❤✉s✱ α1 · · ·αj−1 · α

s
j · δj · e · α

f
j ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0 ❢r♦♠

t❤❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α1 · · ·αj−1 · α
s
j · e · α

f
j ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞0(Xj) → v✳

❈❤♦♦s✐♥❣ α2
j = e · αf

j ✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ α1 · · ·αj−1 · α1
j · δj · α

2
j t❤❛t ✐s

✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ Tj ❛♥❞ T0 ❢r♦♠ ❛ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s✳

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ j ∈ {1, . . . ,m−1}✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ δm ·α1 · · ·αj−1 ·α
1
j · δj ·α

2
j

s✉❝❤ t❤❛t

• δm ✐s t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tℓ t❤❛t ✇r✐t❡s nv 6= v t♦ Xm

❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts

• Tℓ ❛♥❞ T0 ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ δm · α1 · · ·αj−1 · α
1
j · δj · α

2
j

• Tℓ ❛♥❞ Tj ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ δm · α1 · · ·αj−1 · α
1
j · δj · α

2
j ✳

❇② s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ Tℓ ✇❤✐❝❤ ✇r✐t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ nv t♦ Xm ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞
✐♥ δm s✐♥❝❡ ✐t ✐s r✉♥♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ st❡♣✲❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t Tℓ

❛♥❞ T0 ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ✐♥ δm ·α1 · · ·αj−1 ·α
1
j ·δj ·α

2
j ✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ α1

j ❛♥❞ α2
j ✱ δm ·α1 · · ·αj−1 ·α

1
j ·δj ·α

2
j

✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ T0 ❢r♦♠ δm · α1 · · ·αj−1 · α
1
j · α

2
j ✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✵✱ Tℓ ❛♥❞ T0 ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥

❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ δm · α1 · · ·αj−1 · α
1
j · α

2
j ✳

❇② ❈❧❛✐♠ ✻✳✹✱ δm · α1 · · ·αj−1 · α
1
j · δj ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ Tj ❢r♦♠ δm · δj ✳ ❇✉t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tℓ ❛♥❞ Tj

❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ✐♥ δm · δj ✱ ❛♥❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✵✱ Tj ❛♥❞ Tℓ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ δm · δj ✳

❙✐♥❝❡ str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ M st✐♣✉❧❛t❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ j t✲r❡❛❞s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② T0 r❡t✉r♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t✲♦❜❥❡❝ts✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ δm · α1 · · ·αj−1 · α

1
j · δj · α

2
j ✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ δm ·α1 · · ·αj−1 ·α
1
j ·δj ·α

2
j ✐♥ ✇❤✐❝❤ T0 ♣❡r❢♦r♠s (m−j) t✲r❡❛❞s ♦❢ Xj+1, · · · , Xm

st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸❜✮✳ ❇② ✇❛✐t✲❢r❡❡ ♣r♦❣r❡ss ♦❢ M ❛♥❞ s✐♥❝❡ T0

✐s ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s✉❝❤ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ mth t✲r❡❛❞✱ r❡❛❞0(Xm) ♠✉st
r❡t✉r♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ nv ❜② str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② s✐♥❝❡ Tℓ ♣r❡❝❡❞❡s T0 ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r ✐♥ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r ♣❛✐rs ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tℓ ❛♥❞ Tj ♥♦r Tℓ ❛♥❞ T0 ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ δm · α1 · · ·αj−1 · α

1
j · δj · α

2
j ✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ j ∈ {1, . . . ,m− 1}✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❢♦r♠ α1 · · ·αj−1 · α
1
j · δj · α

2
j · δm ✐♥ ✇❤✐❝❤ Tj ♣r❡❝❡❞❡s Tℓ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r✳

▲❡t α′ ❜❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t t❤❛t ❡①t❡♥❞s α1 · · ·αj−1 · α
1
j · δj · α

2
j · δm ✐♥ ✇❤✐❝❤ T0 ♣❡r❢♦r♠s (m− j)

t✲r❡❛❞s ♦❢ Xj+1, · · · , Xm st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸❝✮✳ ❙✐♥❝❡ α1 · · ·αj−1 ·
α1
j · δj ·α

2
j · δm ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ T0 ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ δm ·α1 · · ·α!j−1 ·α

1
j · δj ·α

2
j ✱ r❡❛❞0(Xm) ♠✉st

r❡t✉r♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛❧✉❡ nv ✐♥ α′✳

❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α1 · · ·αj−1 · α
1
j · δj · α

2
j · δm · α′ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✳ ■♥ ❛♥② s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ Tj ♠✉st

♣r❡❝❡❞❡ Tℓ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ Tℓ ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ T0 s✐♥❝❡ r❡❛❞j(Xm)
r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xm ✉♣❞❛t❡❞ ❜② Tℓ✳ ❆❧s♦✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0 ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ Tj s✐♥❝❡ r❡❛❞0(Xj) r❡t✉r♥s
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xj ✳ ❇✉t t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ s✉❝❤ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t M
✐s str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✳

❚❤✉s✱ ❢♦r ❛❧❧ j ∈ {1, . . . ,m− 1}✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0 ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❘❆❲ ♦r ❛♥ ❆❲❆❘ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ r❡❛❞0(Xj)✱ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❙✐♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r② t❤❛t ✇❛s ♣r♦✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ❬✷✸❪✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✺ ✭❬✷✸❪✮✳ ❚❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛♥② str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ✇❡❛❦ ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
M ∈ RWF t❤❛t ✉s❡s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✳
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❈❤❛♣t❡r ✻ ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s

✻✳✺ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❆tt✐②❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✸❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✇❡❛❦ ❉❆P str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼s ✐♥RWF ✐❢
r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♠❛② ♦♥❧② ❛♣♣❧② tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t♦ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❆tt✐②❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✸❪ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛ str♦♥❣❡r ✏❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss✑ ♣r♦♣❡rt②✱ ❝❛❧❧❡❞ s✐♠♣❧② ❉❆P✱ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞
■sr❛❡❧✐ ❛♥❞ ❘❛♣♣♦♣♦rt ❬✽✹❪✳ ■♥ ❉❆P✱ t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❛❝❝❡ss ✭❡✈❡♥ ❢♦r r❡❛❞✐♥❣✮
t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ♦♥❧② ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss✳ ❋♦r ❛♥ n✲♣r♦❝❡ss ❉❆P ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✸❪ t❤❛t ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ ❛t ❧❡❛st n − 3 ✇r✐t❡s✳ ❖✉r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐♥
❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸ ✐s str✐❝t❧② str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❬✷✸❪✱ ❛s ✐t ❛ss✉♠❡s ♦♥❧② ✇❡❛❦ ❉❆P✱ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡ ❘❆❲✴❆❲❆❘♠❡tr✐❝✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ✭❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱
t❤❡ ❧❛st ♣♦✐♥t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸ ✉s❡s ♦♥❧② 3
❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s✳✮ ❚❤✉s✱ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ s✉❜s✉♠❡s t❤❡ t✇♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ ❬✷✸❪ ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦♦❢✳

P❡r❡❧♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✼❪ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ✭t♦ RWF✮ ❝❧❛ss ♦❢ ♠✈✲♣❡r♠✐ss✐✈❡ ❚▼s✿ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ✐❢ ✐t ✐s ❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥✢✐❝ts ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳
RWF ✐s ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠✈✲♣❡r♠✐ss✐✈❡ ❚▼s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ♠✈✲♣❡r♠✐ss✐✈❡♥❡ss
❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♥❡✈❡r ❛❜♦rt✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡② ❝♦♠♠✐t ✐♥ ❛ ✇❛✐t✲
❢r❡❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ RWF ❛❧❧♦✇s ❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t♦ ❛❜♦rt ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛
❝♦♥❝✉rr❡♥t r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐s❛❧❧♦✇❡❞ ❜② ♠✈✲♣❡r♠✐ss✐✈❡ ❚▼s✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ t❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱
♠✈✲♣❡r♠✐ss✐✈❡♥❡ss ✐s ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✇❛✐t✲❢r❡❡
❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ ✐t ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s str✐❝t❧② str♦♥❣❡r t❤❛♥ RWF ✳

❆ss✉♠✐♥❣ st❛r✈❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ ❬✶✵✼❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ✇❡❛❦ ❉❆P str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡
♠✈✲♣❡r♠✐ss✐✈❡ ❚▼ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼s ✐♥ RWF ❝❛♥♥♦t
♣r♦✈✐❞❡ str✐❝t ❉❆P✱ ❜✉t ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ❛ss✉♠✐♥❣ ✇❡❛❦ ❉❆P r❡♠❛✐♥s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦♣❡♥
q✉❡st✐♦♥✳

❬✶✵✼❪ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ♠✈✲♣❡r♠✐ss✐✈❡ ❚▼s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦♥❧✐♥❡ s♣❛❝❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ ✐✳❡✳✱ ♥♦ ♠✈✲♣❡r♠✐ss✐✈❡ ❚▼ ❝❛♥
❦❡❡♣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❧❞ ♦❜❥❡❝t ✈❡rs✐♦♥s ❢♦r ❛♥② ❚▼ ❤✐st♦r②✳ ❖✉r r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ RWF t❤❛t ✉s❡ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ✭❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✶✮ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t s✐♥❝❡ ✐t ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉st ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❡✈❡r② t✲♦❜❥❡❝t✳ ❖✉r ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡
❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♠✈✲♣❡r♠✐ss✐✈❡ ❚▼s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✶✵✼❪ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rs✐♦♥s✳
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7
❍②❜r✐❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✭❍②❚▼✮

❍❆▲✿ ❚❤❡ 9000 s❡r✐❡s ✐s t❤❡ ♠♦st
r❡❧✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❡✈❡r ♠❛❞❡✳ ◆♦
9000 ❝♦♠♣✉t❡r ❤❛s ❡✈❡r ♠❛❞❡ ❛
♠✐st❛❦❡ ♦r ❞✐st♦rt❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❲❡ ❛r❡ ❛❧❧✱ ❜② ❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞s✱ ❢♦♦❧♣r♦♦❢
❛♥❞ ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡rr♦r✳
. . .

❍❆▲✿ ■✬✈❡ ❥✉st ♣✐❝❦❡❞ ✉♣ ❛ ❢❛✉❧t
✐♥ t❤❡ ❆❊✸✺ ✉♥✐t✳ ■t✬s ❣♦✐♥❣ t♦ ❣♦
100% ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ 72 ❤♦✉rs✳
❍❆▲✿ ■t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❛❜❧❡
t♦ ❤✉♠❛♥ ❡rr♦r✳

❙t❛♥❧❡② ❑✉❜r✐❝❦ ✲2001✿ ❆ ❙♣❛❝❡
❖❞②ss❡②

✼✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇

❍②❜r✐❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ❚▼ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ✐♥ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧
❜② ❍❡r❧✐❤② ❛♥❞ ▼♦ss ❬✼✽❪✱ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r✬s ❝❛❝❤❡✲❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ❈P❯✬s
✐♥str✉❝t✐♦♥ s❡t ✇✐t❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥s t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✇❤✐❝❤ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ♠✉st ❜❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❬✼✽❪✳ ▼♦st
♣♦♣✉❧❛r ❚▼ ❞❡s✐❣♥s✱ s✉❜s❡q✉❡♥t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦♣♦s❛❧ ✐♥ ❬✼✽❪ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐♥
s♦❢t✇❛r❡ ❬✸✺✱ ✺✶✱ ✼✼✱ ✾✽✱ ✶✶✹❪ ✭❝❢✳ s♦❢t✇❛r❡ ❚▼ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❈P❯s ❤❛✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞
❤❛r❞✇❛r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ s✉♣♣♦rt s❤♦rt✱ s♠❛❧❧ ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❬✶✱ ✶✵✹✱ ✶✵✽❪✳

❊❛r❧② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❍❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✭❍❚▼✮✱ ❡✳❣✳ ❬✼✱ ✸✼✱ ✹✸❪✱ ♣❛✐♥ts ❛♥
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣✐❝t✉r❡✿ ✐❢ ✉s❡❞ ❝❛r❡❢✉❧❧②✱ ❍❚▼ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ✉s❡❢✉❧ ❝♦♥str✉❝t✱ ❛♥❞ ❝❛♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
s♣❡❡❞ ✉♣ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❢② ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤✐s ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ✐s ♥♦t ✇✐t❤♦✉t
✐ts ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✿ s✐♥❝❡ ❍❚▼s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❤❛r❞✇❛r❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❛❝❝❡ss❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧❧ ❝✉rr❡♥t ♣r♦♣♦s❛❧s ❛r❡ ❜❡st✲❡✛♦rt✱ ❛s t❤❡② ♠❛② ❛❜♦rt

✾✾



❈❤❛♣t❡r ✼ ❍②❜r✐❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✭❍②❚▼✮

✉♥❞❡r ✐♠♣r❡❝✐s❡❧② s♣❡❝✐✜❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❝❛❝❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦✈❡r✢♦✇✱ ✐♥t❡rr✉♣ts ❡t❝✮✳ ■♥ ❜r✐❡❢✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r
s❤♦✉❧❞ ♥♦t s♦❧❡❧② r❡❧② ♦♥ ❍❚▼s✳

❙❡✈❡r❛❧ ❍②❜r✐❞ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r② ✭❍②❚▼✮ s❝❤❡♠❡s ❬✸✹✱ ✸✻✱ ✽✻✱ ✾✻❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡✲
♠❡♥t t❤❡ ❢❛st✱ ❜✉t ❜❡st✲❡✛♦rt ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❍❚▼ ✇✐t❤ ❛ s❧♦✇✱ r❡❧✐❛❜❧❡ s♦❢t✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✭❙❚▼✮
❜❛❝❦✉♣✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦♣♦s❛❧s ❤❛✈❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ tr❛❞❡✲♦✛s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦♥ ❤❛r❞✇❛r❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♣r♦❣r❡ss ❣✉❛r❛♥t❡❡s✳

❊❛r❧② ♣r♦♣♦s❛❧s ❢♦r ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❬✸✻✱ ✽✻❪ s❤❛r❡❞ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❋✐rst✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥✢✐❝t ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r✉♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧②✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡✐r t②♣❡s ✭s♦❢t✇❛r❡ ♦r ❤❛r❞✇❛r❡✮✳
❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❬✻✶❪ ❛♥❞ ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳
❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♦❜❥❡❝ts✱ ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✉s✉❛❧❧② ❡♠✲
♣❧♦② ❝♦❞❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❜② ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t♦
❞❡t❡❝t ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ ❛❜♦rt ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ st❡♣s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡s❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✬s ❞❛t❛ s❡t✳

❘❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❜② ❘✐❡❣❡❧ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✵❪ s✉r✈❡②❡❞ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❍②❚▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❞❛t❡✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
t♦ r❡❞✉❝❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞s ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❡①❡❝✉t❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ❢❛st✲♣❛t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t
❝❧❡❛r ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❍②❚▼ ✇✐t❤ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②
❜❡t✇❡❡♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦sts
♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❍②❚▼✱ ❛♥❞ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❝♦sts ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✱ ✐✳❡✳✱
t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❍②❚▼ s②st❡♠ t♦ r✉♥ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧❄

▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❍②❚▼✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s✱ t❤❡ t❤❡s✐s ♣r♦♣♦s❡s t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤②❜r✐❞ ❚▼
s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠❛❧❧② ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝❛❝❤❡❞ ❛❝❝❡ss❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞
♣r❡❝✐s❡❧② ❞❡✜♥❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦sts ✐♥ ❛ q✉❛♥t✐✜❛❜❧❡ ✇❛②✳

❲❡ ♠♦❞❡❧ ❛ ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s t❤❛t ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ ❧♦❝❛❧❧② ❝❛❝❤❡❞ ❝♦♣✐❡s
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❝❛❝❤❡✲❝♦♠♠✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝❛s❡ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s ❛
✭r❡❛❞✲✇r✐t❡ ♦r ✇r✐t❡✲✇r✐t❡✮ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❝❛❝❤❡❞ ♦❜❥❡❝t✱ t❤❡ ❝❛❝❤❡❞ ❝♦♣② ✐s ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡
❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛❜♦rts✳

❖✉r ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② r❡❝❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡
♦✈❡r❤❡❛❞ ♦♥ ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ❝♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡❝ts ❝♦♥❝✉rr❡♥t s♦❢t✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐s ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❬✾✾❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛ ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡s ❛
❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ✐♥t♦ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♠❡t❛❞❛t❛ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ♠❡t❛❞❛t❛ ✐s ✉s❡❞
❜② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✢✐❝ts ✇❤✐❧❡ ❞❛t❛ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦♥❧② st♦r❡
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞❛t❛ ✐t❡♠s r❡❛❞ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❲❡ q✉❛♥t✐❢② ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦st ❜②
♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝❡ss❡s t♦ ♠❡t❛❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠✳ ❖✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦
❝❛♣t✉r❡s ❛❧❧ ❦♥♦✇♥ ❍②❚▼ ♣r♦♣♦s❛❧s ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡ ❍❚▼s ✇✐t❤ ❛♥ ❙❚▼ ❢❛❧❧❜❛❝❦ ❬✸✹✱ ✸✻✱ ✽✻✱ ✾✻✱ ✶✵✾❪✳

❚❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❖♥❝❡ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥ ♣❧❛❝❡✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t✇♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s
♦♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ❍②❚▼✳ ❋✐rst✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t s♦♠❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ❛
❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ♦♥❧② ✐♥t❡♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❣r❡ss✱ ✇❤❡r❡ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❧②
❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❝♦♠♠✐t ✐❢ ✐t r✉♥s ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛♥② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❧✐✈❡♥❡ss ✭❡✈❡r②
♦♣❡r❛t✐♦♥ r✉♥♥✐♥❣ s♦❧♦ r❡t✉r♥s s♦♠❡ r❡s♣♦♥s❡✮ ❛♥❞ ❤❛s ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧♦♥❣ r❡❛❞✲
♦♥❧② ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ r✉♥♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♠✉st ❛❝❝❡ss ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t
♠❡t❛❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✐ts ❞❛t❛ s❡t✳ ❖✉r ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ ✐ts ♦✇♥
r✐❣❤t✳ ■♥❞✉❝t✐✈❡❧②✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ✏❧❛r❣❡✑ s❡t Sm ♦❢ r❡❛❞✲♦♥❧② ❤❛r❞✇❛r❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ❛❝❝❡ss✐♥❣ m ❞✐st✐♥❝t ❞❛t❛ ✐t❡♠s ❛♥❞ m ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ r✉♥ ❛❢t❡r
❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ Em✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♥str✉❝t ❡①❡❝✉t✐♦♥ Em+1✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ Em✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r❝❡s ❛t ❧❡❛st ❤❛❧❢ ♦❢
t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ Sm t♦ ❛❝❝❡ss ❛ ♥❡✇ ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✇❤❡♥ r❡❛❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ (m+ 1)t❤ ❞❛t❛ ✐t❡♠✱
r✉♥♥✐♥❣ ❛❢t❡r Em+1✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❦❡② ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ♣r✐♦r ✇♦r❦ ♦♥ ❙❚▼ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞s✱ ❡✳❣✳ ❬✷✸✱ ✺✽✱ ✻✷❪✱ ✐s t❤❛t ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♣♦ss❡ss ✏❛✉t♦♠❛t✐❝✑ ❝♦♥✢✐❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✱
❛❜♦rt✐♥❣ ♦♥ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❙❚▼s✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st t❛❦❡ st❡♣s t♦ ❞❡t❡❝t ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ♦♥
♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s✳

✶✵✵
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❲❡ ♠❛t❝❤ t❤✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❍②❚▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✉♥✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ✇r✐t❡s
❛♥❞ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ❛♥❞ ✐s ♣r♦✈❛❜❧② ♦♣❛q✉❡ ❬✻✷❪✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ❢♦r♠❛❧
♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❛ ❍②❚▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

▲♦✇✲✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❍②❚▼✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦sts ♦❢ ❡❛r❧② ❍②❚▼ ❞❡s✐❣♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤♦✇
t♦ ❜❡ ✐♥❤❡r❡♥t✱ st✐♠✉❧❛t❡❞ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ❍②❚▼ s❝❤❡♠❡s ❬✸✹✱ ✾✻✱ ✾✾✱ ✶✶✵❪ t♦ s❛❝r✐✜❝❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❢♦r
❝♦♥st❛♥t ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦st ✭✐✳❡✳✱ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✮✳ ■♥ t❤❡ ♣❛st t✇♦
②❡❛rs✱ ❉❛❧❡ss❛♥❞r♦ ❡t ❛❧✳ ❬✸✹❪ ❛♥❞ ❘✐❡❣❡❧ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✵❪ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❍②❚▼s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ◆❖r❡❝
❙❚▼ ❬✸✺❪✳ ❚❤❡s❡ ❍②❚▼s s❝❤❡♠❡s ❞♦ ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛♥② ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛♠♦♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s❀ ♦♥❧② s❡q✉❡♥t✐❛❧
♣r♦❣r❡ss ✐s ❡♥s✉r❡❞✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s✱ t❤❡② ❛r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❜❡st✲♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❍②❚▼s t♦ ❞❛t❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞
✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❧♦✇✲✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❍②❚▼s ❜②
♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❍②❚▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ❛♥❞ ✉♥✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ✇r✐t❡s ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s
t❤❛t ❛ ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛❝❝❡ss❡s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♠❡t❛❞❛t❛ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❙♦❢t✇❛r❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ ✇❤✐❧❡ ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦
❝♦♠♠✐t ♦♥❧② ✐❢ t❤❡② ❞♦ ♥♦t r✉♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ✇✐t❤ ❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✭♦r ❡①❝❡❡❞ ❝❛♣❛❝✐t②✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐s t❤❛t ❤❛r❞✇❛r❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ❜② ♥♦♥✲❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ♦♥❡s✳

❘♦❛❞♠❛♣ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❍②❚▼s ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸ st✉❞✐❡s
t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❝♦st ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❍②❚▼s ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢
✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✹ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺ ❞✐s❝✉ss❡s ♣r♦✈✐❞✐♥❣
♣❛rt✐❛❧ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ✇✐t❤ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦st ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✻✱ ✇❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♦♥ ♣r✐♦r ✇♦r❦ r❡❧❛t❡❞ t♦
❍②❚▼s✳
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■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❍②❚▼s✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❚▼ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ t❤❛t
✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❝❛❝❤❡✲❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② s②st❡♠s✳

✼✳✷✳✶ ❉✐r❡❝t ❛♥❞ ❝❛❝❤❡❞ ❛❝❝❡ss❡s

❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❍②❜r✐❞ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r② ✭❍②❚▼✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r
♠♦❞❡❧✱ ❡✈❡r② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❝❛❝❤❡❞✳

■♥ ❛ ❞✐r❡❝t ❛❝❝❡ss✱ t❤❡ r♠✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② st❛t❡✿ t❤❡ ❞✐r❡❝t✲❛❝❝❡ss ❡✈❡♥t ❛t♦♠✐❝❛❧❧②
r❡❛❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❛♥❞✱ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ♠♦❞✐✜❡s ✐t✳

■♥ ❛ ❝❛❝❤❡❞ ❛❝❝❡ss ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❝❡ss i✱ t❤❡ r♠✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥ t❤❡ ❝❛❝❤❡❞ st❛t❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥
♣r♦❝❡ss i✬s tr❛❝❦✐♥❣ s❡t τi✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ τi ❛s t❤❡ ▲✶ ❝❛❝❤❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss i✳ ❆ ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ❛
s❡r✐❡s ♦❢ ❝❛❝❤❡❞ r♠✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ τi ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❝❛❝❤❡✲❝♦♠♠✐t ♣r✐♠✐t✐✈❡✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ τi ✐s ❛ s❡t ♦❢ tr✐♣❧❡s (b, v,m) ✇❤❡r❡ b ✐s ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❡r✱ v ✐s ❛ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ m ∈
{shared , exclusive} ✐s ❛♥ ❛❝❝❡ss ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ tr✐♣❧❡ (b, v,m) ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ s❡t ✇❤❡♥ i ♣❡r❢♦r♠s ❛
❝❛❝❤❡❞ r♠✇ ❛❝❝❡ss ♦❢ b✱ ✇❤❡r❡ m ✐s s❡t t♦ exclusive ✐❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss ✐s ♥♦♥tr✐✈✐❛❧✱ ❛♥❞ t♦ shared ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t TS ✭r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ▲✶ ❝❛❝❤❡✮ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ |τi| ≤ TS ♠✉st ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞❀ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❆ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b ✐s
♣r❡s❡♥t ✐♥ τi ✇✐t❤ ♠♦❞❡ m ✐❢ ∃v, (b, v,m) ∈ τi✳

❆ tr✐✈✐❛❧ ✭r❡s♣✳ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧✮ ❝❛❝❤❡❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡ 〈g, h〉 ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ b ❜② ♣r♦❝❡ss i ✜rst ❝❤❡❝❦s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
|τi| = TS ❛♥❞ ✐❢ s♦✱ ✐t s❡ts τi = ∅ ❛♥❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡t✉r♥s ⊥ ✭✇❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ❡✈❡♥t ❛ ❝❛♣❛❝✐t② ❛❜♦rt✮✳ ❲❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t TS ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t ♥♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❛t❛ s❡t ♦❢ s✐③❡ 1 ❝❛♥ ✐♥❝✉r ❛ ❝❛♣❛❝✐t② ❛❜♦rt✳
■❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝✉r ❛ ❝❛♣❛❝✐t② ❛❜♦rt✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r b ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡
✭r❡s♣✳ ❛♥②✮ ♠♦❞❡ ✐♥ τj ❢♦r ❛♥② j 6= i✳ ■❢ s♦✱ τi ✐s s❡t t♦ ∅ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ r❡t✉r♥s ⊥✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡
tr✐♣❧❡ (b, v, shared) ✭r❡s♣✳ (b, g(v), exclusive)✮ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ τi✱ ✇❤❡r❡ v ✐s t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ❝❛❝❤❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢

✶✵✶



❈❤❛♣t❡r ✼ ❍②❜r✐❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✭❍②❚▼✮

❋❛st✲♣❛t❤

✭❛❝❝❡ss ♦❢ b✮

T2 A2

T1

E

(b, v, exclusive) ∈ τ2 ❛❢t❡r E

✭❛✮ τ2 ✐s ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜②
✭❢❛st✲♣❛t❤ ♦r s❧♦✇✲♣❛t❤✮
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T1✬s ❛❝❝❡ss
♦❢ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b

❋❛st✲♣❛t❤

✭✇r✐t❡ t♦ b✮

T2 A2

T1T1

E

(b, v, shared) ∈ τ2 ❛❢t❡r E

✭❜✮ τ2 ✐s ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜②
✭❢❛st✲♣❛t❤ ♦r s❧♦✇✲
♣❛t❤✮ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T1✬s
✇r✐t❡ t♦ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❚r❛❝❦✐♥❣ s❡t ❛❜♦rts ✐♥ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s❀ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ ✭❛♥❞ r❡s♣✳ s❧♦✇✲♣❛t❤✮
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❜② F ✭❛♥❞ r❡s♣✳ S✮

b ✐♥ τi ✭✐♥ ❝❛s❡ b ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② i ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✮ ♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ b
✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡♠♦r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② h(v) ✐s r❡t✉r♥❡❞✳

❆ tr❛❝❦✐♥❣ s❡t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❝❡ss✿ ✐❢✱ ✐♥ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ C ✇❤❡r❡ (b, v, exclusive) ∈
τi ✭r❡s♣✳ (b, v, shared) ∈ τi)✱ ❛ ♣r♦❝❡ss j 6= i ❛♣♣❧✐❡s ❛♥② ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ❛♥② ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡✮ t♦ b✱
t❤❡♥ τi ❜❡❝♦♠❡s ✐♥✈❛❧✐❞ ❛♥❞ ❛♥② s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❛❝❤❡❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② i s❡ts τi t♦ ∅ ❛♥❞ r❡t✉r♥s ⊥✳
❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❡✈❡♥t ❛s ❛ tr❛❝❦✐♥❣ s❡t ❛❜♦rt✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❛❝❤❡✲❝♦♠♠✐t ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐ss✉❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss i ✇✐t❤ ❛ ✈❛❧✐❞ τi ❞♦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❛s❡
♦❜❥❡❝t b s✉❝❤ t❤❛t (b, v, exclusive) ∈ τi✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ b ✐♥ C ✐s ✉♣❞❛t❡❞ t♦ v✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ τi ✐s s❡t t♦ ∅ ❛♥❞ t❤❡
♣r✐♠✐t✐✈❡ r❡t✉r♥s ❝♦♠♠✐t✳

◆♦t❡ t❤❛t ❍❚▼ ♠❛② ❛❧s♦ ❛❜♦rt s♣✉r✐♦✉s❧②✱ ♦r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✉♥s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❬✶✵✽❪✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❛✉s❡
❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤♦✇❡✈❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t
♦✉r ❝❧❛✐♠s ❛♥❞ ♣r♦♦❢s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ ♦✉r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞
❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t✲r❡❛❞s ❛♥❞ t✲✇r✐t❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r
❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t② ❛❜♦rts✳

✼✳✷✳✷ ❙❧♦✇✲♣❛t❤ ❛♥❞ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❍②❚▼ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥t♦ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝✲
t✐♦♥s✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❢❛st✲♣❛t❤ ♦♥❡ ❛♥❞ s❧♦✇✲♣❛t❤ ♦♥❡✮ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤
t✲♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❆ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛ r❡❣✉❧❛r s♦❢t✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❆♥ ❡✈❡♥t ♦❢ ❛ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s
❡✐t❤❡r ❛♥ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦r r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ♦r ❛ r♠✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦♥ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳

❆ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡s ❛ ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❆♥ ❡✈❡♥t ♦❢ ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s✲
❛❝t✐♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r ❛♥ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦r r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❛ ❝❛❝❤❡❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦♥ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✱ ♦r ❛
❝❛❝❤❡✲❝♦♠♠✐t ✿ t✲r❡❛❞ ❛♥❞ t✲✇r✐t❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❝❛❝❤❡❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ❛♥❞ tr②❈ ❝♦♥s✐sts ♦❢
✐♥✈♦❦✐♥❣ ❝❛❝❤❡✲❝♦♠♠✐t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk r❡t✉r♥s Ak ❛s s♦♦♥ ❛♥
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝❛❝❤❡❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦r ❝❛❝❤❡✲❝♦♠♠✐t r❡t✉r♥s ⊥✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ❞❡♣✐❝ts s✉❝❤ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣
❛ tr❛❝❦✐♥❣ s❡t ❛❜♦rt✿ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2 ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss p2 ❛❝❝❡ss❡s ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b ✐♥ s❤❛r❡❞
✭❛♥❞ r❡s♣✳ ❡①❝❧✉s✐✈❡✮ ♠♦❞❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ✐ts tr❛❝❦✐♥❣ s❡t τ2✳ ■♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❛❝❝❡ss ♦❢ b ❜② T2✱
❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T1 ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t♦ b ✭❛♥❞ r❡s♣✳ ❛❝❝❡ss❡s b✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣
♦❢ p2 ✐s ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛♥❞ T2 ♠✉st ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ✐♥ ❛♥② ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ t✇♦ ❦❡② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♠♠✐tt❡❞ ❢❛st ♣❛t❤
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ✐♥ ✇❤✐❝❤
❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ✐s ❡✐t❤❡r t✲✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♦r ❛❜♦rt❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥ts E′ ❞❡r✐✈❡❞ ❜②
r❡♠♦✈✐♥❣ ❛❧❧ ❡✈❡♥ts ♦❢ E|k ❢r♦♠ E ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ M✳ ▼♦r❡♦✈❡r✿

✶✵✷



✼✳✷ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❍②❚▼

W2(X, v)

W1(X, v)

❋❛st✲♣❛t❤

❙❧♦✇✲♣❛t❤

T2

T1

E
❆❜♦rt❡❞ ♦r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2

✭❛✮

W1(X, v)

❙❧♦✇✲♣❛t❤

T1

E′

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❊①❡❝✉t✐♦♥ E ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷❛ ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ T1 ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E′ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷❜

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✼✳✶✳ ❚♦ ❡✈❡r② s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tm ∈ txns(E)✱ E ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ E′✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✼✳✷✳ ■❢ ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tm ∈ txns(E) \ {Tk} ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝✉r ❛ tr❛❝❦✐♥❣ s❡t ❛❜♦rt ✐♥
E✱ t❤❡♥ E ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ Tm ❢r♦♠ E′✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❛② t❤❛t ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ②❡t ❝♦♠♠✐tt❡❞ ❛r❡ ✐♥✈✐s✐❜❧❡
t♦ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥❧② ❜② ✐♥❝✉rr✐♥❣ t❤❡✐r
tr❛❝❦✐♥❣✲s❡t ❛❜♦rts✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✼✳✶✿ ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T2 ✐s ❝♦♥❝✉rr❡♥t t♦ ❛
s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T1 ✐♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E✳ ❙✐♥❝❡ T2 ✐s t✲✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♦r ❛❜♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ E ✐s
✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ T1 ❢r♦♠ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E′ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ❛❧❧ ❡✈❡♥ts ♦❢ T2 ❢r♦♠ E✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱
t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✼✳✷✱ ✐❢ T1 ✐s ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝✉r ❛ tr❛❝❦✐♥❣ s❡t ❛❜♦rt ✐♥
E✱ t❤❡♥ E ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ T1 ❢r♦♠ E′✳

✼✳✷✳✸ ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥

◆♦✇ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❞❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①tr❛ ✏♠❡t❛❞❛t❛✑ ❛❝❝❡ss❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❆♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ ❛ ❍②❚▼ M ❛♣♣❡❛rs t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ t♦
❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ txns(E) ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E′ ♦❢ M s✉❝❤ t❤❛t✿

• txns(E′) ⊆ txns(E) \ {Tk} ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r E′ ✐s t✲q✉✐❡s❝❡♥t✱

• ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tm ∈ txns(E) t❤❛t ♣r❡❝❡❞❡s Tk ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ E′ s✉❝❤ t❤❛t
E|m = E′|m✱

• ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tm ∈ txns(E′)✱ ❘s❡tE′(Tm) ⊆ ❘s❡tE(Tm) ❛♥❞ ❲s❡tE′(Tm) ⊆ ❲s❡tE(Tm)✱
❛♥❞

• E′ · E|k ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶ ✭❉❛t❛ ❛♥❞ ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✮✳ ▲❡t X ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t✲♦❜❥❡❝ts ♦♣❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❍②❚▼
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M✳ ◆♦✇ ✇❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✉s❡❞ ❜② M ✐♥t♦ ❛ s❡t D ♦❢ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞
❛ s❡t M ♦❢ ♠❡t❛❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts ✭D ∩ M = ∅✮✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ♣❛rt✐t✐♦♥ D ✐♥t♦ s❡ts DX ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤
t✲♦❜❥❡❝t X ∈ X ✿ D =

⋃
X∈X

DX ✱ ❢♦r ❛❧❧ X 6= Y ✐♥ X ✱ DX ∩ DY = ∅✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

✶✳ ■♥ ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E✱ ❡❛❝❤ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ txns(E) ♦♥❧② ❛❝❝❡ss❡s ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥⋃
X∈DSet(Tk)

DX ♦r M✳

✷✳ ▲❡t E · ρ ❛♥❞ E ·E′ · ρ′ ❜❡ t✇♦ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ s✉❝❤ t❤❛t E ❛♥❞ E ·E′ ❛r❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ ρ ❛♥❞
ρ′ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk /∈ txns(E · E′)✱ Hρ = Hρ′ ✱ ❛♥❞ ∀Tm ∈ txns(E′)✱
❉s❡t(Tm) ∩ ❉s❡t(Tk) = ∅✳ ❚❤❡♥ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts

⋃
X∈DSet(Tk)

DX ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❛❢t❡r E · ρ ❛♥❞ E · E′ · ρ′ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳

✶✵✸



❈❤❛♣t❡r ✼ ❍②❜r✐❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✭❍②❚▼✮

R0(Z) → v W0(X,nv) tr②❈
0

W0(Y, nv) ✭❡✈❡♥t ♦❢ T0✮

e

Ry(Y ) → nv

r❡t✉r♥s ♥❡✇ ✈❛❧✉❡

❙ ❋

T0 Ty

✭❛✮ Ty ♠✉st r❡t✉r♥ t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡

R0(Z) → v W0(X,nv) tr②❈
0

W0(Y, nv) Wz(Z, nv)

✇r✐t❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡

❙ ❋

T0 Tz

✭❜✮ ❙✐♥❝❡ Tz ✐s ✉♥✐♥str✉♠❡♥t❡❞✱ ❜② ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✼✳✸ ❛♥❞ s❡✲
q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss✱ Tz ♠✉st ❝♦♠♠✐t

R0(Z) → v W0(X,nv) tr②❈
0

W0(Y, nv) Rx(X) → v

r❡t✉r♥s ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡

Wz(Z, nv)

✇r✐t❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡

❙ ❋ ❋

T0 Tz Tx

✭❝✮ ❙✐♥❝❡ Tx ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝❡ss ❛♥② ♠❡t❛❞❛t❛✱ ❜② ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✼✳✸✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❛❜♦rt
❛♥❞ ♠✉st r❡t✉r♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X

R0(Z) → v W0(X,nv) tr②❈
0

W0(Y, nv) Rx(X) → v

r❡t✉r♥s ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡

✭❡✈❡♥t ♦❢ T0✮

e

Ry(Y ) → nv

r❡t✉r♥s ♥❡✇ ✈❛❧✉❡

Wz(Z, nv)

✇r✐t❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡

❙ ❋ ❋❋

T0 Tz Tx Ty

✭❞✮ Ty ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ✇✐t❤ Tx ♦r Tz ♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❊①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✹❀ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✼✳✸❞ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡

✸✳ ▲❡t ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ❛♣♣❡❛r t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ t♦ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ❛♥❞ ❧❡t t❤❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ❡✈❡♥t e ♦❢ Tk ❛❢t❡r E
❜❡ ❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦♥ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b ∈ D✳ ❚❤❡♥✱ ✉♥❧❡ss e r❡t✉r♥s ⊥✱ E · e ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ t♦
Tk✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❛②s t❤❛t ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts ❜❛s❡❞ ♦♥
✐ts ❞❛t❛ s❡t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❛②s t❤❛t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐s❥♦✐♥t ❞❛t❛ s❡ts ❝❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ♦♥❧②
✈✐❛ ♠❡t❛❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛st ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ D ♠❛② ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡
✏✈❛❧✉❡s✑ ♦❢ t✲♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts ✇✐❧❧
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡t❛❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ✉♥❞❡r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤✉s
❢r♦♠ ❛ ❝♦st ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ D s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❆❧❧ ❍②❚▼ ♣r♦♣♦s❛❧s ✇❡ ❛✇❛r❡ ♦❢✱ s✉❝❤ ❛s ❍②❜r✐❞◆❖r❡❝ ❬✸✹✱ ✶✵✾❪✱ P❤❚▼ ❬✾✻❪ ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❬✸✻✱ ✽✻❪✱ ❝♦♥❢♦r♠
t♦ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❍②❜r✐❞◆❖r❡❝ ❬✸✹✱ ✶✵✾❪
❡♠♣❧♦②s ❛ ❞✐st✐♥❝t ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ D ❢♦r ❡❛❝❤ t✲♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ❧♦❝❦ ❛s t❤❡ ♠❡t❛❞❛t❛ t❤❛t
✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t♦ ❞❡t❡❝t ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ✇✐t❤ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡
❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ❉❛♠r♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸✻❪ ❛❧s♦ ❛ss♦❝✐❛t❡s ❛ ❞✐st✐♥❝t ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ D ❢♦r ❡❛❝❤ t✲♦❜❥❡❝t
❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❤❡❛❞❡r ❛♥❞ ♦✇♥❡rs❤✐♣ r❡❝♦r❞ ❛s ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✷ ✭❯♥✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ❍②❚▼s✮✳ ❆ ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ♣r♦✈✐❞❡s ✉♥✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ✇r✐t❡s
✭r❡s♣✳ r❡❛❞s✮ ✐❢ ✐♥ ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M✱ ❢♦r ❡✈❡r② ✇r✐t❡✲♦♥❧② ✭r❡s♣✳ r❡❛❞✲♦♥❧②✮ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
Tk✱ ❛❧❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✐♥ E|k ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ D✳ ❆ ❍②❚▼ ✐s ✉♥✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ✐❢ ❜♦t❤ ✐ts r❡❛❞s
❛♥❞ ✇r✐t❡s ❛r❡ ✉♥✐♥str✉♠❡♥t❡❞✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✼✳✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ ❛ ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ✉♥✐♥str✉✲
♠❡♥t❡❞ r❡❛❞s ✭r❡s♣✳ ✇r✐t❡s✮✳ ❋♦r ❛♥② ❢❛st✲♣❛t❤ r❡❛❞✲♦♥❧② ✭r❡s♣✳ ✇r✐t❡✲♦♥❧②✮ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk 6∈ txns(E)✱
t❤❛t r✉♥s st❡♣✲❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❢r❡❡ ❛❢t❡r E✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ❛♣♣❡❛rs t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ t♦ Tk✳

✼✳✷✳✹ ■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✉♥✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ❍②❚▼s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥② str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❍②❚▼ ♠✉st ❜❡ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞✱ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r ❛ ✈❡r②
✇❡❛❦ ♣r♦❣r❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜② ✇❤✐❝❤ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❝♦♠♠✐t ♦♥❧② ✇❤❡♥ r✉♥ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✿

✶✵✹



✼✳✷ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❍②❚▼

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✸ ✭❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❢♦r ❍②❚▼s✮✳ ❆ ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ♣r♦✈✐❞❡s s❡q✉❡♥t✐❛❧
❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❢♦r ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✭❛♥❞ r❡s♣✳ s❧♦✇✲♣❛t❤✮ ✐❢ ✐♥ ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M✱ ❛ ❢❛st✲
♣❛t❤ ✭❛♥❞ r❡s♣✳ s❧♦✇✲♣❛t❤✮ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk r❡t✉r♥s Ak ✐♥ E ♦♥❧② ✐❢ Tk ✐♥❝✉rs ❛ ❝❛♣❛❝✐t② ❛❜♦rt ♦r Tk

✐s ❝♦♥❝✉rr❡♥t t♦ ❛♥♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❲❡ s❛② t❤❛t M ♣r♦✈✐❞❡s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ✐❢ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❢♦r ❢❛st✲♣❛t❤ ❛♥❞ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✹✳ ❚❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛ str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ✉♥✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t
❡♥s✉r❡s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❍②❚▼ M ❡①✐sts✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t v ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
✈❛❧✉❡ ♦❢ t✲♦❜❥❡❝ts X✱ Y ❛♥❞ Z✳ ▲❡t E ❜❡ t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❧♦✇✲♣❛t❤
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T0 t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s r❡❛❞0(Z) → v✱ ✇r✐t❡0(X,nv)✱ ✇r✐t❡0(Y, nv) ✭nv 6= v✮✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳ ❙✉❝❤
❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡①✐sts s✐♥❝❡ M ❡♥s✉r❡s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss✳

❇② ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✼✳✸✱ ❛♥② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t r✉♥s st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣r❡✜① ♦❢ E ♠✉st
r❡t✉r♥ ❛ ♥♦♥✲❛❜♦rt ✈❛❧✉❡✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥② s✉❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ r❡❛❞✐♥❣ X ♦r Y ♠✉st r❡t✉r♥ v ✇❤❡♥ ✐t st❛rts ❢r♦♠
t❤❡ ❡♠♣t② ♣r❡✜① ♦❢ E ❛♥❞ nv ✇❤❡♥ ✐t st❛rts ❢r♦♠ E✳

❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts E′✱ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣r❡✜① ♦❢ E t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲
❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ r❡❛❞✐♥❣ X ♦r Y ❛♥❞ r❡t✉r♥✐♥❣ nv✳ ▲❡t e ✐s t❤❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ❡✈❡♥t ♦❢ T0

✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r E′✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E′ ·e ·Ey

✇❤❡r❡ Ey ✐s t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ s♦♠❡ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ty t❤❛t
r❡❛❞s Y ✐s r❡t✉r♥s nv ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✸❛✮✳

❈❧❛✐♠ ✼✳✺✳ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E′ · Ez · Ex✱ ✇❤❡r❡

• Ez ✐s t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tz t❤❛t
✇r✐t❡s nv 6= v t♦ Z ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts

• Ex ✐s t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tx t❤❛t
♣❡r❢♦r♠s ❛ s✐♥❣❧❡ t✲r❡❛❞ r❡❛❞x(X) → v ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✼✳✸✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ E′ ✐♥ ✇❤✐❝❤ Tz ✇r✐t❡s t♦ Z ❛♥❞ tr✐❡s t♦ ❝♦♠♠✐t ❛♣♣❡❛rs t✲
s❡q✉❡♥t✐❛❧ t♦ Tz✳ ❇② s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss✱ Tz ❝♦♠♣❧❡ts t❤❡ ✇r✐t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts✳ ▲❡t E′·Ez ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✸❜✮
❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ E′ ✐♥ ✇❤✐❝❤ Tx r❡❛❞s X ❛♥❞ tr✐❡s t♦ ❝♦♠♠✐t ❛♣♣❡❛rs t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ t♦ Tx✳ ❇②
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss✱ Tx ❝♦♠♠✐ts ❛♥❞ ❧❡t E′ · Ex ❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M✳ ❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ E′✱ r❡❛❞x(X) ♠✉st r❡t✉r♥ v ✐♥ E′ · Ex✳

❙✐♥❝❡ M ✐s ✉♥✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts ♦❢ Tx ❛♥❞ Tz ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✱ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ❛❝❝❡ss❡❞
✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥ts Ex ❛♥❞ Ey ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐s❥♦✐♥t✳ ❚❤✉s✱ E′ ·Ez ·Ex ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ Tx ❢r♦♠
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E′ · Ex✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t E′ · Ez · Ex ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✸❝✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥ts✱ E′ · Ez · Ex · e · Ey ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tx✱ Ty✱ Tz ❤❛✈❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❞❛t❛ s❡ts ✐♥ E′ · Ez · Ex · e · Ey✱ ♥♦ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t
❛❝❝❡ss❡❞ ✐❜ Ey ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ✐♥ Ex ❛♥❞ Ez✳ ❚❤❡ r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ X ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Ty ✐♥ E′ · e · Ey

r❡t✉r♥s nv ❛♥❞✱ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ E′ ❛♥❞ e✱ Ty ♠✉st ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss❡❞ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡
❡✈❡♥t e ❜② T0✳ ❚❤✉s✱ b ✐s ♥♦t ❛❝❝❡ss❡❞ ✐♥ Ex ❛♥❞ Ez ❛♥❞ E′ ·Ez ·Ex · e ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M✳ ❙✉♠♠✐♥❣
✉♣✱ E′ ·Ez ·Ex · e ·Ey ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ Ty ❢r♦♠ E′ · e ·Ey✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t E′ ·Ez ·Ex · e ·Ey ✐s
❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✸❞✮✳

❇✉t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡①✐sts✳ ❆s
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✇r✐tt❡♥ ❜② T0 ✐s r❡t✉r♥❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ty✱ T0 ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❝❡❞❡
Ty ✐♥ t❤❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ Tx r❡t✉r♥s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X✱ Tx ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ T0✳ ❙✐♥❝❡ T0 r❡❛❞s t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Z✱ T0 ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ Tz✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ Tz ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ Tx t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡
❝②❝❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✶✵✺



❈❤❛♣t❡r ✼ ❍②❜r✐❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✭❍②❚▼✮

✼✳✸ ❆ ❧✐♥❡❛r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡
❍②❚▼s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❣✐✈✐♥❣ ❍②❚▼ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ r✉♥ ❛♥❞ ❝♦♠♠✐t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❜r✐♥❣s
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦sts✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❬✺✾✱
✻✵✱ ✻✶❪ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t♦ ❛❜♦rt ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ r❡❛❞✲✇r✐t❡ ♦r ✇r✐t❡✲✇r✐t❡ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤
❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✹ ✭Pr♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❢♦r ❍②❚▼s✮✳ ❲❡ s❛② t❤❛t tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Ti ❛♥❞ Tj ❝♦♥✢✐❝t ✐♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥
E ♦♥ ❛ t✲♦❜❥❡❝t X ✐❢ X ∈ ❉s❡t(Ti) ∩❉s❡t(Tj) ❛♥❞ X ∈ ❲s❡t(Ti) ∪❲s❡t(Tj)✳

❆ ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M ✐s ❢❛st✲♣❛t❤ ✭r❡s♣✳ s❧♦✇✲♣❛t❤✮ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✐❢ ✐♥ ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M
❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② ❢❛st✲♣❛t❤ ✭❛♥❞ r❡s♣✳ s❧♦✇✲♣❛t❤✮ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti t❤❛t ❛❜♦rts ✐♥ E✱ ❡✐t❤❡r Ai ✐s ❛ ❝❛♣❛❝✐t②
❛❜♦rt ♦r Ti ❝♦♥✢✐❝ts ✇✐t❤ s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj t❤❛t ✐s ❝♦♥❝✉rr❡♥t t♦ Ti ✐♥ E✳ ❲❡ s❛② M ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✐❢
✐t ✐s ❜♦t❤ ❢❛st✲♣❛t❤ ❛♥❞ s❧♦✇✲♣❛t❤ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ♦♣❛q✉❡ ❢❛st✲♣❛t❤ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❍②❚▼ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱
❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧♦♥❣ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❛❝❝❡ss ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t
✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✐ts r❡❛❞ s❡t ♦r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❝❛♣❛❝✐t② ❛❜♦rt✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛✉①✐❧✐❛r② r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ♣r♦✈✐♥❣ ♦✉r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ✜rst t❤❛t ❛ ❢❛st ♣❛t❤
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❍②❚▼ ❝❛♥ ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ♦♥❧② ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✼✳✻✳ ▲❡t M ❜❡ ❛♥② ❢❛st✲♣❛t❤ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡t E ·E1 ·E2 ❜❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ M ✇❤❡r❡ E1 ✭❛♥❞ r❡s♣✳ E2✮ ✐s t❤❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T1 6∈ txns(E)
✭❛♥❞ r❡s♣✳ T2 6∈ txns(E)✮✱ T1 ✭❛♥❞ r❡s♣✳ T2✮ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ ❛♥② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ E ·E1 ·E2✱ ❛♥❞ ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ T1 ♦r T2 ✐s ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ T1 ❛♥❞ T2 ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥
E · E1 · E2✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡✱ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t T1 ♦r T2 ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ E · E1 · E2✳

■❢ ✐♥ E1✱ T1 ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t ♦♥ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝♦♥t❡♥❞✱ ❧❡t e1 ❜❡ t❤❡ ❧❛st ❡✈❡♥t
✐♥ E1 ✐♥ ✇❤✐❝❤ T1 ♣❡r❢♦r♠s s✉❝❤ ❛♥ ❡✈❡♥t t♦ s♦♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b ❛♥❞ e2✱ t❤❡ ✜rst ❡✈❡♥t ✐♥ E2 t❤❛t ❛❝❝❡ss❡s
b✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ T1 ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠s tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥ts ✐♥ E1 t♦ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ❝♦♥t❡♥❞s ✇✐t❤ T2 ✐♥
E ·E1 ·E2✿ ❧❡t e2 ❜❡ t❤❡ ✜rst ❡✈❡♥t ✐♥ E2 ✐♥ ✇❤✐❝❤ E2 ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❡✈❡♥t t♦ s♦♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b
♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝♦♥t❡♥❞ ❛♥❞ e1✱ t❤❡ ❧❛st ❡✈❡♥t ♦❢ E1 ✐♥ T1 t❤❛t ❛❝❝❡ss❡s b✳

▲❡t E′
1 ✭❛♥❞ r❡s♣✳ E′

2✮ ❜❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣r❡✜① ♦❢ E1 ✭❛♥❞ r❡s♣✳ E2✮ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ e1 ✭❛♥❞ r❡s♣✳
e2✮✳ ❙✐♥❝❡ ❜❡❢♦r❡ ❛❝❝❡ss✐♥❣ b✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❢♦r T1✱ E · E′

1 · E
′
2 ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢

M✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ T1 ❛♥❞ T2 ❞♦ ♥♦t ❝♦♥✢✐❝t ✐♥ E · E′
1 · E

′
2✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ E · E1 · E

′
2 ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡

t♦ T2 ❢r♦♠ E · E′
1 · E

′
2✳ ❍❡♥❝❡✱ T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ ♣♦✐s❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ❝♦♥t❡♥❞✐♥❣ ❡✈❡♥ts e1 ❛♥❞ e2 ♦♥ b ✐♥ t❤❡

❡①❡❝✉t✐♦♥ Ẽ = E · E′
1 · E

′
2✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡✈❡♥t ♦❢ e1 ❛♥❞ e2 ♠✉st ❜❡ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ Ẽ · e1 · e
′
2 ✇❤❡r❡ e′2 ✐s t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ p2 ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦❢ e2 t♦ t❤❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r Ẽ · e1✳ ❆❢t❡r Ẽ · e1✱ b ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss p1✳ ■❢ b ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥ τ1 ✐♥ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠♦❞❡✱ t❤❡♥ e′2 ✐s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦♥ b✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡s τ1 ✐♥ Ẽ · e1 · e

′
2✳ ■❢ b

✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ τ1 ✐♥ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♠♦❞❡✱ t❤❡♥ ❛♥② s✉❜s❡q✉❡♥t ❛❝❝❡ss ♦❢ b ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡s τ1 ✐♥ Ẽ · e1 · e
′
2✳ ■♥

❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ τ1 ✐s ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛♥❞ T1 ✐♥❝✉rs ❛ tr❛❝❦✐♥❣ s❡t ❛❜♦rt✳ ❚❤✉s✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T1 ♠✉st r❡t✉r♥ A1 ✐♥
❛♥② ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ E · e1 · e2✖❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t M ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳

■t❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✼✳✻ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✼✳✼✳ ▲❡t M ❜❡ ❛♥② ❢❛st✲♣❛t❤ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡t E ·E1 · · ·Ei ·Ei+1 · · ·Em

❜❡ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M ✇❤❡r❡ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, . . . ,m}✱ Ei ✐s t❤❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti 6∈ txns(E) ❛♥❞ ❛♥② t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ E1 · · ·Em ❞♦ ♥♦t ❝♦♥✢✐❝t✳ ❋♦r ❛❧❧ i, j = 1, . . . ,m✱
i 6= j✱ ✐❢ Ti ✐s ❢❛st✲♣❛t❤✱ t❤❡♥ Ti ❛♥❞ Tj ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ E · E1 · · ·Ei · · ·Em

✶✵✻



✼✳✸ ❆ ❧✐♥❡❛r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❍②❚▼s

Pr♦♦❢✳ ▲❡t Ti ❜❡ ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✼✳✻✱ ✐♥ E · E1 · · ·Ei · · ·Em✱ Ti ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞
✇✐t❤ Ti−1 ✭✐❢ i > 1✮ ♦r Ti+1 ✭✐❢ i < m✮ ♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞✱ t❤✉s✱ Ei ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ Ei−1 ❛♥❞ Ei+1✳
❚❤✉s✱ E · E1 · · ·Ei−2 · Ei · Ei−1 · Ei+1 · · ·Em ✭✐❢ i > 1✮ ❛♥❞ E · E1 · · ·Ei−1 · Ei+1 · Ei · Ei+2 · · ·Em ✭✐❢
i < m✮ ❛r❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ M✳ ❇② ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✼✳✻✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❛t Ti ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞
✇✐t❤ ❛♥② Tj ✱ j 6= i✳

❲❡ s❛② t❤❛t ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥ts E ❛♥❞ E′ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✐❢ t❤❡② ❡①♣♦rt ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❤✐st♦r✐❡s✱ ✐✳❡✳✱ ♥♦ ♣r♦❝❡ss
❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♥♦✇
✉s❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✼✳✼ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥❧② ❛❝❝❡ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ❝❛♥♥♦t ❞❡t❡❝t ❝♦♥t❡♥t✐♦♥
✇✐t❤ ♥♦♥✲❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳

▲❡♠♠❛ ✼✳✽✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥② t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ M t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s
❖❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✳ ❋♦r ❛♥② m ∈ N✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ m ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ M ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E · Ei · γi · ρi ✇❤❡r❡
Ei ✐s t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tm+i✱ γi ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣
❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti s✉❝❤ t❤❛t ❉s❡t(Ti) ∩❉s❡t(Tm+i) = ∅ ✐♥
E · Ei · γi✱ ❛♥❞ ρi ✐s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ❛ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜② Ti t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛❝❝❡ss❡s t♦ ❛♥②
♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳ ■❢✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j ∈ {1, . . . ,m}✱ i 6= j✱ ❉s❡t(Ti)∩❉s❡t(Tm+j) = ∅✱ ❉s❡t(Ti)∩❉s❡t(Tj) =
∅ ❛♥❞ ❉s❡t(Tm+i)∩❉s❡t(Tm+j) = ∅✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t
E′ t❤❛t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ E1 · · ·Em s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, . . . ,m}✱ E · E′ · γi · ρi ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M✳

Pr♦♦❢✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛♥② t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t E1 · · ·Em ❛❝❝❡ss ♠✉t✉❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t
❞❛t❛ s❡ts✳ ❙✐♥❝❡ M ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❖❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥
❢r❛❣♠❡♥t E′ = E′

1 · · ·E
′
m s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, . . . ,m}✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥ts Ei ❛♥❞ E′

i ❛r❡ s✐♠✐❧❛r
❛♥❞ E · E′ ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M✳ ❈♦r♦❧❧❛r② ✼✳✼ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, . . . ,m}✱ M ❤❛s
❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E · E′

1 · · ·E
′
i · · ·E

′
m · γi✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

E · γi · E
′
1 · · ·E

′
i · · ·E

′
m✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ρi ♦❢ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti t❤❛t ❡①t❡♥❞s

γi ❝♦♥t❛✐♥s ❛❝❝❡ss❡s ♦♥❧② t♦ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥
⋃

X∈DSet(Ti)

DX ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j ∈ {1, . . . ,m}❀ i 6= j✱

❉s❡t(Ti) ∩❉s❡t(Tm+j) = ∅ ❛♥❞ ❉s❡t(Tm+i) ∩❉s❡t(Tm+j) = ∅✳

■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E · γi ·E
′
1 · · ·E

′
i · ρi ·E

′
i+1 · · ·E

′
m✳ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤

♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts
⋃

X∈DSet(Ti)

DX ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② Ti ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r E · γi ·E
′
1 · · ·E

′
i ❛♥❞ E · γi ·Ei

❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❇✉t E · γi ·Ei · ρi ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, . . . ,m}✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E · E′ · γi · ρi✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ❞❡r✐✈❡ ♦✉r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✾✳ ▲❡t M ❜❡ ❛♥② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ ♦♣❛q✉❡ ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❖❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✳
❋♦r ❡✈❡r② m ∈ N✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ❢❛st✲♣❛t❤ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ∈ txns(E)
s❛t✐s✜❡s ❡✐t❤❡r ✭✶✮ ❉s❡t(Tk) ≤ m ❛♥❞ Tk ✐♥❝✉rs ❛ ❝❛♣❛❝✐t② ❛❜♦rt ✐♥ E ♦r ✭✷✮ ❉s❡t(Tk) = m ❛♥❞ Tk ❛❝❝❡ss❡s
Ω(m) ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ E✳

❍❡r❡ ✐s ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ▲❡t κ ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♥t❡❣❡r s✉❝❤ t❤❛t s♦♠❡ ❢❛st✲
♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ r✉♥♥✐♥❣ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❛❢t❡r ❛ t✲q✉✐❡s❝❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s κ t✲r❡❛❞s ❛♥❞
✐♥❝✉rs ❛ ❝❛♣❛❝✐t② ❛❜♦rt✳

❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ m ≤ κ−1✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ Em ❛♥❞ ❛ s❡t Sm ✇✐t❤ |Sm| = 2κ−m

♦❢ r❡❛❞✲♦♥❧② ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❛❝❝❡ss ♠✉t✉❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t ❞❛t❛ s❡ts s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥
Sm t❤❛t r✉♥s st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❢r♦♠ E

m
❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s t✲r❡❛❞s ♦❢ m ❞✐st✐♥❝t t✲♦❜❥❡❝ts ❛❝❝❡ss❡s ❛t ❧❡❛st

♦♥❡ ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ st❛t❡♠❡♥t ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ m < kappa− 1✳ ❲❡ ♣r♦✈❡
t❤❛t ❛ s❡t Sm+1❀ |Sm+1| = 2κ−(m+1) ♦❢ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ r✉♥ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡
❛❢t❡r t❤❡ s❛♠❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ Em+1✱ ♣❡r❢♦r♠ m + 1 t✲r❡❛❞s ♦❢ ❞✐st✐♥❝t t✲♦❜❥❡❝ts s♦ t❤❛t ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣✐❝❦ ❛♥② t✇♦ ♥❡✇ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s❡t Sm ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ r✉♥♥✐♥❣

✶✵✼



❈❤❛♣t❡r ✼ ❍②❜r✐❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✭❍②❚▼✮

st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❢r♦♠ ❛ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t❤❛t ❡①t❡♥❞s Em ♣❡r❢♦r♠s m + 1 t✲r❡❛❞s ♦❢ ❞✐st✐♥❝t
t✲♦❜❥❡❝ts s♦ t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤
t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❤❛❧❢ ✐♥ ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥
✉♥t✐❧ ♦♥❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❛ ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❡✈❡r② ♦♥❡ ♦❢
✐ts m+ 1 t✲r❡❛❞s✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❝❝❡ss ♠✉t✉❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t ❞❛t❛ s❡ts✱
✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✼✳✻ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ Em+1 s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢❛st✲♣❛t❤
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ Sm+1 ✇❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❛❢t❡r Em+1 ♣❡r❢♦r♠ m + 1 t✲r❡❛❞s s♦ t❤❛t ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢✿

Pr♦♦❢✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇✱ ❡✈❡r② ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❡①❡❝✉t❡s ❛t ♠♦st m + 1 t✲r❡❛❞s✳
▲❡t κ ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♥t❡❣❡r s✉❝❤ t❤❛t s♦♠❡ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ r✉♥♥✐♥❣ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❛❢t❡r ❛
t✲q✉✐❡s❝❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s κ t✲r❡❛❞s ❛♥❞ ✐♥❝✉rs ❛ ❝❛♣❛❝✐t② ❛❜♦rt✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳

■♥❞✉❝t✐♦♥ st❛t❡♠❡♥t✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ m ≤ κ− 1✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ Em ❛♥❞ ❛
s❡t Sm ✇✐t❤ |Sm| = 2κ−m ♦❢ r❡❛❞✲♦♥❧② ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❛❝❝❡ss ♠✉t✉❛❧❧② ❞✐s❥♦✐♥t ❞❛t❛ s❡ts s✉❝❤
t❤❛t ❡❛❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tfi ∈ Sm t❤❛t r✉♥s st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❢r♦♠ E

m
❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s t✲r❡❛❞s ♦❢ m ❞✐st✐♥❝t

t✲♦❜❥❡❝ts ❛❝❝❡ss❡s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳
▲❡t Efi ❜❡ t❤❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ Tfi ❛❢t❡r Em ❛♥❞ ❧❡t ❉s❡t(Tfi) = {Xi,1, . . . , Xi,m}✳

❚❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ st❛t❡♠❡♥t ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ m ≤ κ−1✳ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✐s tr✐✈✐❛❧❧②
tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡ m = 0 ❢♦r ❡✈❡r② κ ∈ N✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛ s❡t Sm+1❀ |Sm+1| = 2κ−(m+1) ♦❢ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ r✉♥ st❡♣
❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ t✲q✉✐❡s❝❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ Em+1✱ ♣❡r❢♦r♠ m + 1 t✲r❡❛❞s ♦❢ ❞✐st✐♥❝t t✲
♦❜❥❡❝ts s♦ t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ t✲r❡❛❞
♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ ♣❤❛s❡s✿ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② |Sm|
2 ♣❤❛s❡s✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡✱ ✇❡ ♣✐❝❦ ❛♥② t✇♦ ♥❡✇

tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s❡t Sm ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ r✉♥♥✐♥❣ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❛❢t❡r ❛ t✲❝♦♠♣❧❡t❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ t❤❛t ❡①t❡♥❞s Em ♣❡r❢♦r♠s m + 1 t✲r❡❛❞s ♦❢ ❞✐st✐♥❝t t✲♦❜❥❡❝ts s♦ t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞✐st✐♥❝t
♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥② t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✭❛♥❞ r❡s♣✳ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥ts✮ ✇✐t❤
❞✐st✐♥❝t s✉❜s❝r✐♣ts r❡♣r❡s❡♥t ❞✐st✐♥❝t ✐❞❡♥t✐✜❡rs✳

❋♦r ❛❧❧ i ∈ {0, . . . , |Sm|
2 − 1}✱ ❧❡t X2i+1, X2i+2 6∈

|Sm|−1⋃

i=0

{Xi,1, . . . , Xi,m} ❜❡ ❞✐st✐♥❝t t✲♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❧❡t v

❜❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X2i+1 ❛♥❞ X2i+2 ❛❢t❡r Em✳ ▲❡t Tsi ❞❡♥♦t❡ ❛ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇r✐t❡s nv 6= v
t♦ X2i+1 ❛♥❞ X2i+2✳ ▲❡t Esi ❜❡ t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ Tsi r✉♥♥✐♥❣
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r Em✳

▲❡t E′
si

❜❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣r❡✜① ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ Esi s✉❝❤ t❤❛t Em · E′
si

❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♥❡✐t❤❡r ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tf2i+1

t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ✐ts m t✲r❡❛❞s
♦❢ X2i+1,1, . . . , X2i+1,m ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠s r❡❛❞f2i+1

(X2i+1) ❛♥❞ r❡t✉r♥s nv✱ ♥♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣
❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tf2i+2 t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s t✲r❡❛❞s ♦❢X2i+21 , . . . , X2i+2,m

❛♥❞ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠s r❡❛❞f2i+2(X2i+2) ❛♥❞ r❡t✉r♥s nv✳ Pr♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❖❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ♦❢M st✐♣✉❧❛t❡s
t❤❛t s✉❝❤ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡①✐sts✳

▲❡t ei ❜❡ t❤❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ❡✈❡♥t ♦❢ Tsi ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r Em · E′
si
✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥

Em ·E′
si

❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
Tf2i+1

♣❡r❢♦r♠✐♥❣ (m + 1) t✲r❡❛❞s ♦❢ X2i+1,1, . . . , X2i+1,m, X2i+1 s✉❝❤ t❤❛t r❡❛❞f2i+1
(X2i+1) → nv ♦r

tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tf2i+2
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t✲r❡❛❞s ♦❢ X2i+2,1, . . . , X2i+2,m, X2i+2 s✉❝❤ t❤❛t r❡❛❞f2i+2

(X2i+2) → nv✳
❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t Tf2i+1

r❡❛❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X2i+1 t♦ ❜❡ nv ❛❢t❡r Em · E′
0i · ei✳

✶✵✽



✼✳✸ ❆ ❧✐♥❡❛r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❍②❚▼s

❋♦r ❛♥② i ∈ {0, . . . , |Sm|
2 − 1}✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② αi t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥str✉❝t ✐♥

♣❤❛s❡ i✳ ❋♦r ❛♥② i ∈ {0, . . . , |Sm|
2 − 1}✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Em · αi ✐♥ ✇❤✐❝❤

Tf2i+1 ✭♦r Tf2i+2✮ r✉♥♥✐♥❣ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❛❢t❡r ❛ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t❤❛t ❡①t❡♥❞s Em ♣❡r❢♦r♠s
m + 1 t✲r❡❛❞s ♦❢ ❞✐st✐♥❝t t✲♦❜❥❡❝ts s♦ t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✜rst m t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ Tf2i+1

✭♦r Tf2i+2
✮ ✐s ♣♦✐s❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ❛♥ ❡✈❡♥t ❛❢t❡r

Em · αi t❤❛t ❛❝❝❡ss❡s ❛ ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ (m+ 1)th t✲r❡❛❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧
s❤♦✇ t❤❛t Em · αi ❛♣♣❡❛rs t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ t♦ Tf2i+1

✭♦r Tf2i+2
✮✳

✭❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❛s❡ i✮

▲❡t Ef2i+1 ✭❛♥❞ r❡s♣✳ Ef2i+2✮ ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✲r❡❛❞s ♦❢X2i+1,1, . . . , X2i+1,m

✭❛♥❞ r❡s♣✳ X2i+2,1, . . . , X2i+2,m✮ r✉♥♥✐♥❣ ❛❢t❡r Em ❜② Tf2i+1
✭❛♥❞ r❡s♣✳ Tf2i+2

✮✳ ❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❤②✲
♣♦t❤❡s✐s✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tf2i+1

✭❛♥❞ r❡s♣✳ Tf2i+2
✮ ❛❝❝❡ss❡s m ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥

Em ·Ef2i+1
✭❛♥❞ r❡s♣✳ Em ·Ef2i+2

✮✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tf2i+1
❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tsi ✳

❚❤✉s✱ ❜② ❈♦r♦❧❧❛r② ✼✳✼✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Em ·E′
si
·ei ·Ef2i+1 ✭❛♥❞ r❡s♣✳ Em ·E′

si
·ei ·Ef2i+2✮✳

▲❡t Erf2i+1
❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ r❡❛❞f2i+1

(X2i+1) t❤❛t ❡①t❡♥❞s
E2i+1 = Em ·E′

si
· ei ·Ef2i+1

✳ ❇② ❖❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ r❡❛❞f2i+1
(X2i+1) ♠✉st r❡t✉r♥ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥

E2i+1 · Erf2i+1
✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s✳

❈❛s❡ ■✿ ❙✉♣♣♦s❡ Erf2i+1
❛❝❝❡ss❡s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b ♥♦t ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② Tf2i+1

✳

▲❡t E′
rf2i+1

❜❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣r❡✜① ♦❢ Erf2i+1 ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② ❛♥② ♣r✐♠✐t✐✈❡s t♦ ❛♥② ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡
♦❜❥❡❝t b ♥♦t ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② Tf2i+1 ✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ Em ·E′

si
·ei ·Ef2i+1 ·E

′
rf2i+1

❛♣♣❡❛rs t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧
t♦ Tf2i+1

❜❡❝❛✉s❡ Ef2i+1
❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ✇✐t❤ Tsi ♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ❛♥② ❝♦♠♠♦♥ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t

❛❝❝❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥ts E′
rx2i+1

❛♥❞ Esi ❜② Tf2i+1
❛♥❞ Tsi r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠✉st ❜❡ ❞❛t❛ ♦❜❥❡❝ts

❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ D✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t |❉s❡t(Tf2i+1
)| = m+1 ❛♥❞ t❤❛t Tf2i+1

❛❝❝❡ss❡s m ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛
❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ✜rst m t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s ♣♦✐s❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss ❛ ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡
♦❜❥❡❝t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ (m+ 1)th t✲r❡❛❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❧❡t αi = Em · E′

si
· ei · Ef2i+1 · E

′
rf2i+1

✳

❈❛s❡ ■■✿ ❙✉♣♣♦s❡ Erf2i+1
❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝❡ss ❛♥② ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ♥♦t ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② Tf2i+1

✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❈❧❛✐♠ ✼✳✶✵✳ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E2i+2 = Em · E′
si

· ei · Ēf2i+1 · Ef2i+2 ✇❤❡r❡ Ēf2i+1 ✐s
t❤❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ Tf2i+1

✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞f2i+1
(X2i+1) → nv✱ Tf2i+1

✐♥✈♦❦❡s
tr②❈f2i+1

❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ Erf2i+1
❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛❝❝❡ss❡s t♦ ❛♥② ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥

Em ·E′
si
· ei ·Ef2i+1

·Erf2i+1
❛♣♣❡❛rs t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ t♦ Tf2i+1

✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t ei✱ r❡❛❞f2i+1
(X2i+1)

♠✉st ❛❝❝❡ss t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡✈❡♥t ei ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❛♥❞ r❡t✉r♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡
nv ✐♥ E′

si
· ei ·Ef2i+1

·Erf2i+1
✳ ❇② ❖❋ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t Em ·E′

si
· ei · Ēf2i+1

✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
M✳

◆♦✇ r❡❝❛❧❧ t❤❛t Em ·E′
si
·ei ·Ef2i+2

✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢M ❜❡❝❛✉s❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tf2i+2
❛♥❞ Tsi ❞♦ ♥♦t ❝♦♥✢✐❝t

✐♥ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s✱ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ ❛♥② ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ Tf2i+1
❛♥❞ Tf2i+2

❛❝❝❡ss
❞✐s❥♦✐♥t ❞❛t❛ s❡ts ✐♥ Em ·E′

si
·ei ·Ēf2i+1

·Ef2i+2
✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✼✳✻ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Em ·E′

si
·ei ·Ēf2i+1

·Ef2i+2

✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ M✳

▲❡t Erf2i+2 ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ r❡❛❞f2i+2(X2i+2) ❛❢t❡r Em · E′
si
·

ei · Ēf2i+1
·Ef2i+2

✳ ❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ ❈❧❛✐♠ ✼✳✶✵✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tf2i+2
♠✉st ❛❝❝❡ss m ❞✐st✐♥❝t

♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ Em · E′
si
· ei · Ēf2i+1

· Ef2i+2
✳

■❢ Erf2i+2 ❛❝❝❡ss❡s s♦♠❡ ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✱ t❤❡♥ ❜② t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❛s❡ ■ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
Tf2i+2 ✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t Tf2i+2 ❛❝❝❡ss❡s m ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✜rst m t✲r❡❛❞
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s ♣♦✐s❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss ❛ ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ (m+1)th

t✲r❡❛❞✳

✶✵✾



❈❤❛♣t❡r ✼ ❍②❜r✐❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✭❍②❚▼✮

❚❤✉s✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t Erf2i+2
❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝❡ss ❛♥② ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② Tf2i+2

✳
❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤✐s ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ Erf2i+2

❞♦❡s ♥♦t
❝♦♥t❡♥❞ ✇✐t❤ Tsi ♦♥ ❛♥② ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ Em ·E′

si
· ei · Ēf2i+1

·Ef2i+2

❛♣♣❡❛rs t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ t♦ Tx2i+2
s✐♥❝❡ Erx2i+2

♦♥❧② ❝♦♥t❡♥❞s ✇✐t❤ Tsi ♦♥ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ D✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t
E2i+2 · Erf2i+2 ♠✉st ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ t♦ Tf2i+2 ❛♥❞ s♦ Erf2i+2 ❝❛♥♥♦t ❛❜♦rt✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡
❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✱ s❛② b✱ t♦ ✇❤✐❝❤ Tsi ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ei ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② Tf2i+1 ✐♥
Em ·E′

si
· ei · Ēf2i+1

·Ef2i+2
❀ t❤✉s✱ b ∈ DX2i+1

✳ ❙✐♥❝❡ X2i+1 6∈ ❉s❡t(Tf2i+2
)✱ b ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② Tf2i+2

✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ Em ·E′

si
· ei · Ēf2i+1

·Ef2i+2
·Erf2i+2

✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ Tf2i+2
❢r♦♠ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥

Êi · E
′
si
· Ef2i+2 · Erf2i+2 ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞f2i+2(X2i+2) ♠✉st r❡t✉r♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ v ✭❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ E′

si
✮✳

❇✉t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ Em · E′
si

· ei · Ēf2i+1
· Ef2i+2

· Erf2i+2
✐s ♥♦t ♦♣❛q✉❡✳ ■♥ ❛♥②

s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ Tsi ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ❛♥❞ ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ Tf2i+1 ❜❡❝❛✉s❡
Tf2i+1 r❡❛❞ nv ❢r♦♠ X2i+1✳ ❆❧s♦✱ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tf2i+2 ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ Tsi ❜❡❝❛✉s❡ Tf2i+2 r❡❛❞ v ❢r♦♠ X2i+2✳
❍♦✇❡✈❡r Tf2i+1

♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ Tf2i+2
t♦ r❡s♣❡❝t r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts

♥♦ s✉❝❤ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

▲❡tt✐♥❣ E′
rf2i+2

❜❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣r❡✜① ♦❢ Erf2i+2 ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝❡ss ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b ∈ M ♥♦t ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❛❝❝❡ss❡❞ ❜② Tf2i+2

✱ ✇❡ ❝❛♥ ❧❡t αi = E′
si
· ei · Ēf2i+1

· Ef2i+2
· E′

rf2i+2
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❈❛s❡s ■ ❛♥❞ ■■✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✐♠ ❤♦❧❞s✳

❈❧❛✐♠ ✼✳✶✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ i ∈ {0, . . . , |Sm|
2 − 1}✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Em · αi ✐♥ ✇❤✐❝❤

✭✶✮ s♦♠❡ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ∈ txns(αi) ♣❡r❢♦r♠s t✲r❡❛❞s ♦❢ m+1 ❞✐st✐♥❝t t✲♦❜❥❡❝ts s♦ t❤❛t ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✜rst m t✲r❡❛❞s✱ Ti

✐s ♣♦✐s❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss ❛ ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❛❢t❡r Em ·αi ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ (m+1)th

t✲r❡❛❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ t♦ Ti✱

✭✷✮ t❤❡ t✇♦ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t αi ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳

✭❈♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡s✮

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ s❡t Sm+1 ♦❢ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡s❡ |Sm|
2 ♣❤❛s❡s

❛♥❞ ❢♦r❝❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ t♦ ❛❝❝❡ss m+1 ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✇❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡
❛❢t❡r t❤❡ s❛♠❡ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❋♦r ❡❛❝❤ i ∈ {0, . . . , |Sm|
2 −1}✱ ❧❡t βi ❜❡ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ αi ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡✈❡♥ts ♦❢

t❤❡ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♣♦✐s❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss ❛ (m+1)th ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❍❡♥❝❡❢♦rt❤✱
✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Ti t❤❡ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s ✐♥ βi✳ ❚❤❡♥✱ ❢r♦♠ ❈❧❛✐♠ ✼✳✶✶✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱
❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ {0, . . . , |Sm|

2 − 1}✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Em · E′
si
· ei · βi ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢❛st✲♣❛t❤

tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ♣❡r❢♦r♠s t✲r❡❛❞s ♦❢ m + 1 ❞✐st✐♥❝t t✲♦❜❥❡❝ts s♦ t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡
♦❜❥❡❝t ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✜rst m t✲r❡❛❞s✱ Ti ✐s ♣♦✐s❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss ❛ ❞✐st✐♥❝t
♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❛❢t❡r Em ·E′

si
·ei ·βi ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ (m+1)th t✲r❡❛❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥

❛♣♣❡❛rs t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ t♦ Ti✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r② t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
✏❛♣♣❡❛rs t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧✑✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t E′

si
·ei ✐s t❤❡ t✲✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tsi t❤❛t

❛❝❝❡ss❡s t✲♦❜❥❡❝ts X2i+1 ❛♥❞ X2i+2✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✼✳✶✷✳ ❋♦r ❛❧❧ i ∈ {0, . . . , |(Sm|
2 − 1}✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Em · Ei · βi s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r Em · Ei ✐s t✲q✉✐❡s❝❡♥t✱ txns(Ei) ⊆ {Tsi} ❛♥❞ ❉s❡t(Tsi) ⊆ {X2i+1, X2i+2} ✐♥ Ei✳

❲❡ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ βi = γi · ρi ✇❤❡r❡ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ♣❡r❢♦r♠s ❝♦♠♣❧❡t❡ t✲r❡❛❞s ♦❢
m ❞✐st✐♥❝t t✲♦❜❥❡❝ts ✐♥ γi ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠s ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t✲r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ (m+1)th t✲♦❜❥❡❝t ✐♥ ρi ✐♥ ✇❤✐❝❤

Ti ♦♥❧② ❛❝❝❡ss❡s ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥
⋃

X∈DSet(Ti)

{X}✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t Ti ❛♥❞ Tsi ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡

♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ Em · Ei · γi✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {0, . . . , |Sm|
2 − 1}✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

Em · γi · Ei · ρi✳

✶✶✵



✼✳✹ ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❍②❚▼

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ∈ γi ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝❡ss ❛♥② t✲♦❜❥❡❝t t❤❛t ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ❛♥② s❧♦✇✲
♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t E0 · · ·E |Sm|

2 −1
✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✼✳✽✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ st❡♣

❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t E′ t❤❛t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ E0 · · ·E |Sm|
2 −1

s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {0, . . . , |Sm|
2 −

1}✱ M ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Em · E′ · γi · ρi✳ ❇② ♦✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ❡✈❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤
❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ∈ βi ✐♥ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳

▲❡t Sm+1 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r❛❣♠❡♥t β0 · · ·β |(Sm|
2 −1

❛♥❞ Em+1 = Em · E′✳ ❚❤✉s✱ |Sm+1| ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ r✉♥ st❡♣ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✲❢r❡❡ ❢r♦♠
t❤❡ s❛♠❡ t✲q✉✐❡s❝❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ♣❡r❢♦r♠ m + 1 t✲r❡❛❞s ♦❢ ❞✐st✐♥❝t t✲♦❜❥❡❝ts s♦ t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞✐s✲
t✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡
♣r♦♦❢✳

✼✳✹ ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❍②❚▼

❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✾ ✐s t✐❣❤t ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛♥ ❵✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✲♦♣t✐♠❛❧✑ ❍②❚▼
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶✮ t❤❛t ✐s ♦♣❛q✉❡✱ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ ♣r♦✈✐❞❡s ✇❛✐t✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ ✉s❡s ✐♥✈✐s✐❜❧❡
r❡❛❞s✳

❇❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❋♦r ❡✈❡r② t✲♦❜❥❡❝t Xj ✱ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t vj ∈ D t❤❛t st♦r❡s
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xj ❛♥❞ ❛ ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t rj ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❧♦❝❦ ❜✐t t❤❛t st♦r❡s 0 ♦r 1✳

❋❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk✱ t❤❡ r❡❛❞k(Xj) ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✜rst r❡❛❞s rj
t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ Xj ✐s ❧♦❝❦❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ■❢ s♦✱ ✐t r❡t✉r♥s Ak✱ ❡❧s❡ ✐t r❡t✉r♥s t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ Xj ✳ ❯♣❞❛t✐♥❣ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✉s❡ ✉♥✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ✇r✐t❡s✿ ✇r✐t❡(Xj , v) s✐♠♣❧② st♦r❡s t❤❡
❝❛❝❤❡❞ st❛t❡ ♦❢ Xj ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐ts ✈❛❧✉❡ v ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡❞✱ ✉♣❞❛t❡s t❤❡ s❤❛r❡❞
♠❡♠♦r② ❞✉r✐♥❣ tr②❈k ❜② ✐♥✈♦❦✐♥❣ t❤❡ commit-cache ♣r✐♠✐t✐✈❡✳

❙❧♦✇✲♣❛t❤ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❆♥② r❡❛❞k(Xj) ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② ❛ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✜rst r❡❛❞s
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ vj ✱ ❝❤❡❝❦s ✐❢ rj ✐s s❡t ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠s ✈❛❧✉❡✲❜❛s❡❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦♥ ✐ts ❡♥t✐r❡
r❡❛❞ s❡t t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞✳ ■❢ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s tr✉❡✱ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
r❡t✉r♥s Ak✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xj ✳ ❆ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ s✐♠♣❧② r❡t✉r♥s Ck ❞✉r✐♥❣ t❤❡
tr②❈♦♠♠✐t✳

❙❧♦✇✲♣❛t❤ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✇r✐t❡k(X, v) ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ st♦r❡s
v ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xj ❧♦❝❛❧❧②✱ ❞❡❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✉♣❞❛t❡ ✐♥ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② t♦ tr②❈♦♠♠✐t✳

❉✉r✐♥❣ tr②❈k✱ ❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ❛tt❡♠♣ts t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss t♦ ✐ts
❡♥t✐r❡ ✇r✐t❡ s❡t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❢♦r ❡✈❡r② t✲♦❜❥❡❝t Xj ∈ ❲s❡t(Tk)✱ ✐t ✇r✐t❡s 1 t♦ ❡❛❝❤ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t rj ❜②
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛r❡✲❛♥❞✲s❡t ✭❝❛s✮ ♣r✐♠✐t✐✈❡ t❤❛t ❝❤❡❝❦s ✐❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ rj ✐s ♥♦t 1 ❛♥❞✱ ✐❢ s♦✱ r❡♣❧❛❝❡s ✐t
✇✐t❤ 1✳ ■❢ t❤❡ ❝❛s ❢❛✐❧s✱ t❤❡♥ Tk r❡❧❡❛s❡s t❤❡ ❧♦❝❦s ♦♥ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts Xℓ ✐t ❤❛❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ✇r✐t✐♥❣
0 t♦ rℓ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡t✉r♥s Ak✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❝❛s ❢❛✐❧s✱ s♦♠❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛
t✲✇r✐t❡ t♦ ❛ t✲♦❜❥❡❝t ✐♥ ❲s❡t(Tk)✳ ■❢ ❛❧❧ t❤❡ ❧♦❝❦s ♦♥ t❤❡ ✇r✐t❡ s❡t ✇❡r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✱ Tk ❝❤❡❝❦s
✐❢ ❛♥② t✲♦❜❥❡❝t ✐♥ ❘s❡t(Tk) ✐s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❜❡✐♥❣ ✉♣❞❛t❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠s
✈❛❧✉❡✲❜❛s❡❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞ s❡t✳ ■❢ ❛ ❝♦♥✢✐❝t ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡s❡ ❝❤❡❝❦s✱ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s
❛❜♦rt❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ tr②❈k ❛tt❡♠♣ts t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t✲♦❜❥❡❝ts ✈✐❛ ❝❛s ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■❢ ❛♥② ❝❛s ♦♥ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ❢❛✐❧s✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❢❛st✲♣❛t❤ ✇r✐t❡r✱ ❛♥❞ s♦ Tk r♦❧❧s ❜❛❝❦ t❤❡ st❛t❡
♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ✇❡r❡ ✉♣❞❛t❡❞✱ r❡❧❡❛s❡s ❧♦❝❦s ♦♥ ✐ts ✇r✐t❡ s❡t ❛♥❞ r❡t✉r♥s Ak✳ ❚❤❡ r♦❧❧ ❜❛❝❦s ❛r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❝❛s ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ s❦✐♣♣✐♥❣ ❛♥② ✇❤✐❝❤ ❢❛✐❧ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❢❛st✲♣❛t❤ ✇r✐t❡s t♦ ❧♦❝❦❡❞
❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tℓ ✜♥❞s ❛♥ ✏✐♥✈❛❧✐❞✑ ✈❛❧✉❡
✐♥ vj t❤❛t ✇❛s ✇r✐tt❡♥ ❜② s✉❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ❜✉t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ r♦❧❧❡❞ ❜❛❝❦ ②❡t✱ t❤❡♥ Tℓ ❡✐t❤❡r ✐♥❝✉rs ❛
tr❛❝❦✐♥❣ s❡t ❛❜♦rt ❧❛t❡r ❜❡❝❛✉s❡ Tk ❤❛s ✉♣❞❛t❡❞ vj ♦r ✜♥❞s rj t♦ ❜❡ 1✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥
♦❢ Tℓ ❛❜♦rts✳

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ✭♥♦ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② r❡❛❞✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✮✳
❊✈❡r② t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts st❡♣s✳

✶✶✶



❈❤❛♣t❡r ✼ ❍②❜r✐❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✭❍②❚▼✮

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶ Pr♦❣r❡ss✐✈❡ ♦♣❛q✉❡ ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ✉♥✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ✇r✐t❡s ❛♥❞
✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s❀ ❝♦❞❡ ❢♦r ♣r♦❝❡ss pi ❡①❡❝✉t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk

✶✿ ❙❤❛r❡❞ ♦❜❥❡❝ts✿

✷✿ vj ∈ D✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t✲♦❜❥❡❝t Xj

✸✿ ❛❧❧♦✇s r❡❛❞s✱ ✇r✐t❡s ❛♥❞ ❝❛s
✹✿ rj ∈ M✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t✲♦❜❥❡❝t Xj

✺✿ ❛❧❧♦✇s r❡❛❞s✱ ✇r✐t❡s ❛♥❞ ❝❛s

✻✿ ▲♦❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✿

✼✿ Lset(Tk) ⊆❲s❡t(Tk)✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♠♣t②
✽✿ Oset(Tk) ⊆❲s❡t(Tk)✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♠♣t②

❈♦❞❡ ❢♦r s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s

✾✿ r❡❛❞k(Xj)✿ ✴✴ s❧♦✇✲♣❛t❤

✶✵✿ ✐❢ Xj 6∈ ❘s❡tk t❤❡♥

✶✶✿ [♦✈j , kj ] := r❡❛❞(vj)
✶✷✿ ❘s❡t(Tk) := ❘s❡t(Tk) ∪ {Xj , [♦✈j , kj ]}
✶✸✿ ✐❢ rj 6= 0 t❤❡♥

✶✹✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✶✺✿ ✐❢ ∃Xj ∈ Rset(Tk)✿(♦✈j , kj) 6= r❡❛❞(vj) t❤❡♥
✶✻✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✶✼✿ ❘❡t✉r♥ ♦✈j

✶✽✿ ❡❧s❡

✶✾✿ ♦✈j := ❘s❡t(Tk).locate(Xj)
✷✵✿ ❘❡t✉r♥ ♦✈j

✷✶✿ ✇r✐t❡k(Xj, v)✿ ✴✴ s❧♦✇✲♣❛t❤

✷✷✿ (♦✈j , kj) := r❡❛❞(vj)
✷✸✿ ♥✈j := v

✷✹✿ ❲s❡t(Tk) := ❲s❡t(Tk) ∪ {Xj , [♦✈j , kj ]}
✷✺✿ ❘❡t✉r♥ ♦❦

✷✻✿ tr②❈k✭✮✿ ✴✴ s❧♦✇✲♣❛t❤

✷✼✿ ✐❢ ❲s❡t(Tk) = ∅ t❤❡♥
✷✽✿ ❘❡t✉r♥ Ck

✷✾✿ ❧♦❝❦❡❞ ✿❂ acquire(❲s❡t(Tk))
✸✵✿ ✐❢ ¬ ❧♦❝❦❡❞ t❤❡♥

✸✶✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✸✷✿ ✐❢ isAbortable() t❤❡♥
✸✸✿ release(Lset(Tk))
✸✹✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✸✺✿ ❢♦r ❛❧❧ Xj ∈❲s❡t(Tk) ❞♦
✸✻✿ ✐❢ vj .cas([ovj , kj ], [♥✈j , k]) t❤❡♥
✸✼✿ Oset(Tk) := Oset(Tk) ∪ {Xj}
✸✽✿ ❡❧s❡

✸✾✿ undo(Oset(Tk))

✹✵✿ release(❲s❡t(Tk))
✹✶✿ ❘❡t✉r♥ Ck

✹✷✿ ❋✉♥❝t✐♦♥✿ acquire(Q✮✿

✹✸✿ ❢♦r ❛❧❧ Xj ∈ Q ❞♦

✹✹✿ ✐❢ rj .cas(0, 1) t❤❡♥
✹✺✿ Lset(Tk) := Lset(Tk) ∪ {Xj}
✹✻✿ ❡❧s❡

✹✼✿ release(Lset(Tk))
✹✽✿ ❘❡t✉r♥ false

✹✾✿ ❘❡t✉r♥ true

✺✵✿ ❋✉♥❝t✐♦♥✿ release(Q)✿

✺✶✿ ❢♦r ❛❧❧ Xj ∈ Q ❞♦

✺✷✿ rj .✇r✐t❡(0)

✺✸✿ ❘❡t✉r♥ ok

✺✹✿ ❋✉♥❝t✐♦♥✿ undo(Oset(Tk))✿

✺✺✿ ❢♦r ❛❧❧ Xj ∈ Oset(Tk) ❞♦
✺✻✿ vj .cas([nvj , k], [ovj , kj ])

✺✼✿ release(Wset(Tk))
✺✽✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✺✾✿ ❋✉♥❝t✐♦♥✿ isAbortable() ✿

✻✵✿ ✐❢ ∃Xj ∈ ❘s❡t(Tk)✿ Xj 6∈❲s❡t(Tk)∧r❡❛❞(rj) 6= 0 t❤❡♥
✻✶✿ ❘❡t✉r♥ true

✻✷✿ ✐❢ ∃Xj ∈ Rset(Tk)✿[♦✈j , kj ] 6= r❡❛❞(vj) t❤❡♥
✻✸✿ ❘❡t✉r♥ true

✻✹✿ ❘❡t✉r♥ false

❈♦❞❡ ❢♦r ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s

✻✺✿ r❡❛❞k(Xj)✿ ✴✴ ❢❛st✲♣❛t❤

✻✻✿ [♦✈j , kj ] := r❡❛❞(vj) ✴✴ ❝❛❝❤❡❞ r❡❛❞

✻✼✿ ✐❢ r❡❛❞(rj) 6= 0 t❤❡♥

✻✽✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✻✾✿ ❘❡t✉r♥ ♦✈j

✼✵✿ ✇r✐t❡k(Xj, v)✿ ✴✴ ❢❛st✲♣❛t❤

✼✶✿ ✇r✐t❡(vj , [♥✈j , k]) ✴✴ ❝❛❝❤❡❞ ✇r✐t❡

✼✷✿ ❘❡t✉r♥ ♦❦

✼✸✿ tr②❈k✭✮✿ ✴✴ ❢❛st✲♣❛t❤

✼✹✿ commit-cachei ✴✴ r❡t✉r♥s Ck ♦r Ak

❈♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❊✈❡r② t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛❝❝❡ss❡s ❛ ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡
♦❜❥❡❝t ♦♥❝❡ ✭t❤❡ ❧♦❝❦ ❜✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✲♦❜❥❡❝t✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ t♦ ♣❛② ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣
✉♣❞❛t✐♥❣ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❲r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉♥✐♥str✉♠❡♥t❡❞✳

▲❡♠♠❛ ✼✳✶✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛♥ ♦♣❛q✉❡ ❚▼✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t E ❜② ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶✳ ❙✐♥❝❡ ♦♣❛❝✐t② ✐s ❛ s❛❢❡t② ♣r♦♣❡rt②✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦
♣r♦✈❡ t❤❛t ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ♦♣❛q✉❡ ❬✶✼❪✳ ▲❡t <E ❞❡♥♦t❡ ❛ t♦t❛❧✲♦r❞❡r ♦♥ ❡✈❡♥ts ✐♥ E✳

▲❡t H ❞❡♥♦t❡ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ E ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✐♥ E✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ op✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ℓop ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❡✈❡♥t
♦r ❛♥ ❡✈❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ op ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✶✶✷



✼✳✹ ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❍②❚▼

❈♦♠♣❧❡t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ E ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ s♦♠❡ ♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥s ♦r ❛❞❞✐♥❣
r❡s♣♦♥s❡s t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❛❞k✱ ✇r✐t❡k ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ E❀
❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ tr②❈k ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ E ✐❢ Tk ❤❛s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥② ✇r✐t❡ t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t rj ❀
Xj ∈ ❲s❡t(Tk) ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✻✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ Ck ❛❢t❡r E✳

• ❡✈❡r② ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❛❞k✱ tr②❆k✱ ✇r✐t❡k ❛♥❞ tr②❈k ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ✐s r❡♠♦✈❡❞
❢r♦♠ E✳

▲✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ◆♦✇ ❛ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ H ♦❢ E ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t♦
t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ E✳ ❋♦r ❛❧❧ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk✱
❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❋♦r ❡✈❡r② t✲r❡❛❞ opk t❤❛t r❡t✉r♥s ❛ ♥♦♥✲❆k ✈❛❧✉❡✱ ℓopk
✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✶ ♦❢ ❆❧❣♦✲

r✐t❤♠ ✼✳✶✱ ❡❧s❡✱ ℓopk
✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ♦❢ opk

• ❋♦r ❡✈❡r② opk = ✇r✐t❡k t❤❛t r❡t✉r♥s✱ ℓopk
✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ♦❢ opk

• ❋♦r ❡✈❡r② opk = tr②❈k t❤❛t r❡t✉r♥s Ck s✉❝❤ t❤❛t ❲s❡t(Tk) 6= ∅✱ ℓopk
✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst

✇r✐t❡ t♦ ❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② release ✇❤❡♥ ✐♥✈♦❦❡❞ ✐♥ ▲✐♥❡ ✹✵✱ ❡❧s❡ ✐❢ opk r❡t✉r♥s Ak✱ ℓopk

✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ♦❢ opk

• ❋♦r ❡✈❡r② opk = tr②❈k t❤❛t r❡t✉r♥s Ck s✉❝❤ t❤❛t ❲s❡t(Tk) = ∅✱ ℓopk
✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ▲✐♥❡ ✷✽

❋♦r ❛❧❧ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk✱ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❋♦r ❡✈❡r② t✲r❡❛❞ opk t❤❛t r❡t✉r♥s ❛ ♥♦♥✲❆k ✈❛❧✉❡✱ ℓopk
✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✻✻ ♦❢ ❆❧❣♦✲

r✐t❤♠ ✼✳✶✱ ❡❧s❡✱ ℓopk
✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ♦❢ opk

• ❋♦r ❡✈❡r② opk t❤❛t ✐s ❛ tr②❈k✱ ℓopk
✐s t❤❡ commit-cachek ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② Tk

• ❋♦r ❡✈❡r② opk t❤❛t ✐s ❛ ✇r✐t❡k✱ ℓopk
✐s t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✼✶✳

<H ❞❡♥♦t❡s ❛ t♦t❛❧✲♦r❞❡r ♦♥ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② H✳

❙❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tj ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s δTj
✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳

❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ t✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❤✐st♦r② H̄ ❢r♦♠ H ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ S ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣
s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ H̄ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ✐♥ H t❤❛t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❜✉t
♥♦t t✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✇❡ ✐♥s❡rt tr②❈k ·Ak ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛st ❡✈❡♥t ♦❢ Tk ✐♥ H✳

• ■❢ Tk ✐s ❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠♠✐ts✱ t❤❡♥ δTk
✐s ℓtr②❈k

• ■❢ Tk ✐s ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② ♦r ❛❜♦rt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ δTk
✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡

❧❛st t✲r❡❛❞ t❤❛t r❡t✉r♥❡❞ ❛ ♥♦♥✲❆k ✈❛❧✉❡ ✐♥ Tk

<S ❞❡♥♦t❡s ❛ t♦t❛❧✲♦r❞❡r ♦♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② S✳

❈❧❛✐♠ ✼✳✶✹✳ ■❢ Ti ≺H Tj✱ t❤❡♥ Ti <S Tj

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ✐ts s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ❡✈❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♠♣❧②✐♥❣ ✐❢ Ti ≺H Tj ✱ t❤❡♥ δTi

<E δTj
✐♠♣❧✐❡s Ti <S Tj ✳

❈❧❛✐♠ ✼✳✶✺✳ S ✐s ❧❡❣❛❧✳

✶✶✸



❈❤❛♣t❡r ✼ ❍②❜r✐❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✭❍②❚▼✮

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② r❡❛❞j(Xm) → v✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti ✭♦r r❡s♣✳
❢❛st✲♣❛t❤✮ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ✇r✐t❡i(Xm, v) ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✻ ✭♦r r❡s♣✳ ▲✐♥❡ ✼✶✮ s✉❝❤ t❤❛t
r❡❛❞j(Xm) 6≺RT

H ✇r✐t❡i(Xm, v)✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Ti ✐s ❛ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✿ s✐♥❝❡ r❡❛❞j(Xm) r❡t✉r♥s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ v✱ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✶
s✉❝❝❡❡❞s t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✻ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② tr②❈i✳ ❙✐♥❝❡ r❡❛❞j(Xm) ❝❛♥ r❡t✉r♥ ❛ ♥♦♥✲❛❜♦rt r❡s♣♦♥s❡
♦♥❧② ❛❢t❡r Ti ✇r✐t❡s 0 t♦ rm ✐♥ ▲✐♥❡ ✺✷✱ Ti ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ S✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ℓtr②❈i

<E ℓr❡❛❞j(Xm)✳
❙✐♥❝❡✱ ❢♦r ❛♥② ✉♣❞❛t✐♥❣ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti✱ δTi

= ℓtr②❈i
✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t δTi

<E δTj
✳

❖t❤❡r✇✐s❡ ✐❢ Ti ✐s ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❝❧❡❛r❧② Ti ✐s ❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ S✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t
r❡❛❞j(Xm) ❝❛♥ r❡❛❞ v ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✶ ♦♥❧② ❛❢t❡r Ti ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ commit-cache ♣r✐♠✐t✐✈❡✳ ❇②
t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ℓtr②❈i

<E ℓr❡❛❞j(Xm) ❛♥❞ t❤✉s✱ δTi
<E ℓr❡❛❞j(Xm)✳

❚❤✉s✱ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t S ✐s ❧❡❣❛❧✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk t❤❛t r❡t✉r♥s
Ck ✐♥ S ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s ✇r✐t❡k(Xm, v′)❀ v′ 6= v s✉❝❤ t❤❛t Ti <S Tk <S Tj ✳

Ti ❛♥❞ Tk ❛r❡ ❜♦t❤ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♠♠✐t✳ ❚❤✉s✱

✭Ti <S Tk✮ ⇐⇒ ✭δTi
<E δTk

✮
✭δTi

<E δTk
✮ ⇐⇒ ✭ℓtr②❈i

<E ℓtr②❈k
✮

❙✐♥❝❡✱ Tj r❡❛❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X ✇r✐tt❡♥ ❜② Ti✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s tr✉❡✿ ℓtr②❈i
<E ℓtr②❈k

<E ℓr❡❛❞j(Xm)

♦r ℓtr②❈i
<E ℓr❡❛❞j(Xm) <E ℓtr②❈k

✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ℓtr②❈i
<E ℓtr②❈k

<E ℓr❡❛❞j(Xm)✳

✭❈❛s❡ ■✿✮ Ti ❛♥❞ Tk ❛r❡ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳

❚❤✉s✱ Tk r❡t✉r♥s ❛ r❡s♣♦♥s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ▲✐♥❡ ✷✾ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
Xm ❜② Tj ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✶✳ ❙✐♥❝❡ Ti ❛♥❞ Tk ❛r❡ ❜♦t❤ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ E✱ Tk r❡t✉r♥s tr✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥
▲✐♥❡ ✷✾ ♦♥❧② ❛❢t❡r Ti ✇r✐t❡s 0 t♦ rm ✐♥ ▲✐♥❡ ✺✷✳

■❢ Tj ✐s ❛ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t r❡❛❞j(Xm) ❝❤❡❝❦s ✐❢ Xj ✐s ❧♦❝❦❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱
t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠s r❡❛❞✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✭▲✐♥❡ ✶✸✮ ❜❡❢♦r❡ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t r❡❛❞j(Xm)
♠✉st r❡t✉r♥ Aj ✐♥ ❛♥② s✉❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥ts✿ Tk r❡t✉r♥s tr✉❡ ❢r♦♠ ❛❝q✉✐r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥✱
✉♣❞❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xm t♦ s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② ✭▲✐♥❡ ✸✻✮✱ Tj r❡❛❞s t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t vm ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
Xm✱ Tk r❡❧❡❛s❡s Xm ❜② ✇r✐t✐♥❣ 0 t♦ rm ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② Tj ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝❤❡❝❦ ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✸✳ ❇✉t ✐♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ r❡❛❞j(Xm) ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ r❡t✉r♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ v′ ✇r✐tt❡♥ ❜② Tm✖ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t
r❡❛❞j(Xm) r❡t✉r♥s v✳

❖t❤❡r✇✐s❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t Tk ❛❝q✉✐r❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ Xm ❜② ✇r✐t✐♥❣ 1 t♦ rm ❛♥❞ r❡t✉r♥s tr✉❡ ❢r♦♠
t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝q✉✐r❡✱ ✉♣❞❛t❡s vm ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✻✮✱ Tj r❡❛❞s vm✱ Tj ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝❤❡❝❦ ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✸ ❛♥❞
✜♥❛❧❧② Tk r❡❧❡❛s❡s Xm ❜② ✇r✐t✐♥❣ 0 t♦ rm✳ ❆❣❛✐♥✱ r❡❛❞j(Xm) ♠✉st r❡t✉r♥ Aj s✐♥❝❡ Tj r❡❛❞s t❤❛t rm ✐s
1✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❆ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t Tj ✐s ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ ❡✈❡r② ❞❛t❛ ❜❛s❡
♦❜❥❡❝t r❡❛❞ ❜② Tj ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✐ts tr❛❝❦✐♥❣ s❡t✱ ✐❢ ❛♥② ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✉♣❞❛t❡s ❛♥② t✲♦❜❥❡❝t ✐♥
✐ts r❡❛❞ s❡t✱ Tj ✐s ❛❜♦rt❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜② ♦✉r ♠♦❞❡❧✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✷✮✳

❚❤✉s✱ ℓtr②❈i
<E ℓr❡❛❞j(X) <E ℓtr②❈k

✳

✭❈❛s❡ ■■✿✮ Ti ✐s ❛ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ Tk ✐s ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ Tk r❡t✉r♥s Ck ❜❡❢♦r❡
t❤❡ r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ Xm ❜② Tj ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✶✱ ❜✉t ❛❢t❡r t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛❝q✉✐r❡ ❜②
Ti ✐♥ ▲✐♥❡ ✷✾✳ ❙✐♥❝❡ r❡❛❞j(Xm) r❡❛❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xm t♦ ❜❡ v ❛♥❞ ♥♦t v′✱ Ti ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝❛s t♦ vm
✐♥ ▲✐♥❡ ✸✻ ❛❢t❡r t❤❡ Tk ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ commit-cache ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✭s✐♥❝❡ ✐❢ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ Tk ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ✐♥
E✮✳ ❇✉t t❤❡♥ t❤❡ ❝❛s ♦♥ vm ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Ti ✇♦✉❧❞ r❡t✉r♥ false ❛♥❞ Ti ✇♦✉❧❞ r❡t✉r♥ Ai✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✭❈❛s❡ ■■■✿✮ Tk ✐s ❛ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ Ti ✐s ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡
❝❛s❡✳

✶✶✹



✼✳✹ ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❍②❚▼

✭❈❛s❡ ■❱✿✮ Ti ❛♥❞ Tk ❛r❡ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ Tk r❡t✉r♥s Ck ❜❡❢♦r❡ t❤❡ r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ Xm ❜② Tj ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✶✱ ❜✉t ❜❡❢♦r❡ Ti r❡t✉r♥s Ci ✭t❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✼✳✶ ❛♥❞
✼✳✷✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ r❡❛❞j(Xm) ♠✉st r❡❛❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Xm t♦ ❜❡ v′ ❛♥❞ r❡t✉r♥ v′✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❲❡ ♥♦✇ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t δTj
✐♥❞❡❡❞ ♣r❡❝❡❞❡s ℓtr②❈k

✐♥ E✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s✿

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Tj ✐s ❛ r❡❛❞✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ δTj
✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛st t✲r❡❛❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②

Tj t❤❛t r❡t✉r♥s ❛ ♥♦♥✲❆j ✈❛❧✉❡✳ ■❢ r❡❛❞j(Xm) ✐s ♥♦t t❤❡ ❧❛st t✲r❡❛❞ t❤❛t r❡t✉r♥❡❞ ❛ ♥♦♥✲❆j ✈❛❧✉❡✱
t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❞j(X

′) s✉❝❤ t❤❛t ℓr❡❛❞j(Xm) <E ℓtr②❈k
<E ℓreadj(X′)✳ ❇✉t t❤❡♥ t❤✐s t✲r❡❛❞ ♦❢

X ′ ♠✉st ❛❜♦rt ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝❤❡❝❦s ✐♥ ▲✐♥❡ ✶✸ ♦r ✐♥❝✉r ❛ tr❛❝❦✐♥❣ s❡t ❛❜♦rt✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Tj ✐s ❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠♠✐ts✱ t❤❡♥ δTj
= ℓtr②❈j

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
ℓreadj(X) <E ℓtr②❈k

<E ℓtr②❈j
✳ ❚❤❡♥✱ Tj ♠✉st ♥❡❝❝❡s❛r✐❧② ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❤❡❝❦s ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✷ ❛♥❞

r❡t✉r♥ Aj ♦r ✐♥❝✉r ❛ tr❛❝❦✐♥❣ s❡t ❛❜♦rt✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t Tj ✐s ❛ ❝♦♠♠✐tt❡❞
tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s✳

❚❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❈❧❛✐♠s ✼✳✶✹ ❛♥❞ ✼✳✶✺ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶ ✐s ♦♣❛q✉❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✶✻✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣❛q✉❡ ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ✉♥✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ✇r✐t❡s✱
✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✱ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ✇❛✐t✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss s✉❝❤ t❤❛t ✐♥ ✐ts ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E✱ ❡✈❡r② r❡❛❞✲
♦♥❧② ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ T ∈ txns(E) ❛❝❝❡ss❡s O(|❘s❡t(T )|) ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✳

Pr♦♦❢✳ ✭❖♣❛❝✐t②✮ ❋♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✼✳✶✸✳

✭❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss✮ ❙✐♥❝❡ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✲♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶
❝♦♥t❛✐♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❧♦♦♣s ♦r ✇❛✐t✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶ ♣r♦✈✐❞❡s ✇❛✐t✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss✱ ✐✳❡✳✱ ❡✈❡r②
t✲♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ ❛❢t❡r t❛❦✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❛ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ♠❛② ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ✐♥ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❛❞k(Xj) ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Tk t❤❛t r❡t✉r♥s Ak ❢r♦♠ ▲✐♥❡ ✶✸✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ✇r✐tt❡♥ 1 t♦ rj ✐♥ ▲✐♥❡ ✹✹✱ ❜✉t ❤❛s ♥♦t ②❡t ✇r✐tt❡♥ 0 t♦ rj ✐♥ ▲✐♥❡ ✺✷
♦r s♦♠❡ t✲♦❜❥❡❝t ✐♥ ❘s❡t(Tk) ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♣❞❛t❡❞ s✐♥❝❡ ✐ts t✲r❡❛❞ ❜② Tk✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ t✲✇r✐t❡ t♦ s♦♠❡ t✲♦❜❥❡❝t ✐♥ ❘s❡t(Tk)✱ t❤✉s ❢♦r❝✐♥❣ ❛ r❡❛❞✲✇r✐t❡
❝♦♥✢✐❝t✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t tr②❈k ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Tk t❤❛t r❡t✉r♥s Ak ❢r♦♠ ▲✐♥❡ ✸✵✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
t❤❛t ❤❛s ✇r✐tt❡♥ 1 t♦ rj ✐♥ ▲✐♥❡ ✹✹✱ ❜✉t ❤❛s ♥♦t ②❡t ✇r✐tt❡♥ 0 t♦ rj ✐♥ ▲✐♥❡ ✺✷✳ ❚❤✉s✱ Tk ❡♥❝♦✉♥t❡rs
✇r✐t❡✲✇r✐t❡ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❛tt❡♠♣ts t♦ ✉♣❞❛t❡ ❛ t✲♦❜❥❡❝t ✐♥
❲s❡t(Tk)✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t tr②❈k ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Tk t❤❛t r❡t✉r♥s Ak ❢r♦♠ ▲✐♥❡ ✸✷✳ ❙✐♥❝❡ Tk r❡t✉r♥s Ak ❢r♦♠
▲✐♥❡ ✸✷ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥ ✐t r❡t✉r♥s Ak ❛❢t❡r ▲✐♥❡ ✶✸✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ♠❛② ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ ✐♥ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛ r❡❛❞k(Xm) ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② Tk r❡t✉r♥s Ak ❢r♦♠ ▲✐♥❡ ✻✼✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥✲
❝✉rr❡♥t s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ✐ts tr②❈♦♠♠✐t ❛♥❞ ❤❛s ✇r✐tt❡♥ 1 t♦ rm✱ ❜✉t ♥♦t
r❡❧❡❛s❡❞ t❤❡ ❧♦❝❦ ♦♥ Xm ✐✳❡✳ Tk ❝♦♥✢✐❝ts ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ E✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Tk r❡t✉r♥s Ak ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝❛❝❤❡❞ ❛❝❝❡ss ♦❢ s♦♠❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t b ✈✐❛ ❛ tr✐✈✐❛❧
✭❛♥❞ r❡s♣✳ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧✮ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢ s♦♠❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✇r✐t❡s
✭❛♥❞ r❡s♣✳ r❡❛❞s ♦r ✇r✐t❡s✮ t♦ b✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s Tk ❛♥❞ Tm ♠❛② ❝♦♥t❡♥❞ ♦♥ b ✐♥ E
♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts X ∈ ❉s❡t(Ti) ∩ ❉s❡t(Tj) ❛♥❞ X ∈ ❲s❡t(Ti) ∪ ❲s❡t(Tj)✳ ❢r♦♠ ▲✐♥❡ ✸✵✳ ❚❤❡
s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ Tk r❡t✉r♥s Ak ✇❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ commit-cachek ✐♥ E✳

✶✶✺



❈❤❛♣t❡r ✼ ❍②❜r✐❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✭❍②❚▼✮

✭❈♦♠♣❧❡①✐t②✮ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡s ✉♥✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ✇r✐t❡s s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ✇r✐t❡k(Xm) s✐♠♣❧② ✇r✐t❡s t♦
vm ∈ DXm

❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝❡ss ❛♥② ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❛❞k(Xm) ✐s ❛
s✐♥❣❧❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t rm ✐♥ ▲✐♥❡ ✻✼ t❤❛t ✐s ♥♦t ❛❝❝❡ss❡❞ ❛♥② ♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Ti

✉♥❧❡ss Xm ∈ ❉s❡t(Ti)✳ ✇❤✐❧❡ t❤❡ tr②❈k ❥✉st ❝❛❧❧s cache-commitk t❤❛t r❡t✉r♥s Ck✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ r❡❛❞✲♦♥❧②
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk ❛❝❝❡ss❡s O(|❘s❡t(Tk)|) ❞✐st✐♥❝t ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

✼✳✺ Pr♦✈✐❞✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❛t ❧♦✇ ❝♦st

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✷ ❖♣❛q✉❡ ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ s❧♦✇✲♣❛t❤ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❢❛st✲♣❛t❤
❚▼✲♣r♦❣r❡ss❀ ❝♦❞❡ ❢♦r Tk ❜② ♣r♦❝❡ss pi

✶✿ ❙❤❛r❡❞ ♦❜❥❡❝ts✿

✷✿ vj ∈ D✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t✲♦❜❥❡❝t Xj

✸✿ ❛❧❧♦✇s r❡❛❞s✱ ✇r✐t❡s ❛♥❞ ❝❛s
✹✿ rj ∈ M✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t✲♦❜❥❡❝t Xj

✺✿ ❛❧❧♦✇s r❡❛❞s✱ ✇r✐t❡s ❛♥❞ ❝❛s
✻✿ fa✱ ❢❡t❝❤✲❛♥❞✲❛❞❞ ♦❜❥❡❝t

❈♦❞❡ ❢♦r s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s

✼✿ tr②❈k✭✮✿ ✴✴ s❧♦✇✲♣❛t❤

✽✿ ✐❢ ❲s❡t(Tk) = ∅ t❤❡♥
✾✿ ❘❡t✉r♥ Ck

✶✵✿ ❧♦❝❦❡❞ ✿❂ acquire(❲s❡t(Tk))
✶✶✿ ✐❢ ¬ ❧♦❝❦❡❞ t❤❡♥

✶✷✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✶✸✿ fa.add(1)
✶✹✿ ✐❢ isAbortable() t❤❡♥
✶✺✿ release(Lset(Tk))
✶✻✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✶✼✿ ❢♦r ❛❧❧ Xj ∈❲s❡t(Tk) ❞♦
✶✽✿ ✐❢ vj .cas((ovj , kj), (♥✈j , k)) t❤❡♥
✶✾✿ Oset(Tk) := Oset(Tk) ∪ {Xj}
✷✵✿ ❡❧s❡

✷✶✿ ❘❡t✉r♥ undo(Oset(Tk))

✷✷✿ release(❲s❡t(Tk))
✷✸✿ ❘❡t✉r♥ Ck

✷✹✿ ❋✉♥❝t✐♦♥✿ release(Q)✿

✷✺✿ ❢♦r ❛❧❧ Xj ∈ Q ❞♦

✷✻✿ rj .✇r✐t❡(0)

✷✼✿ fa.add(−1)
✷✽✿ ❘❡t✉r♥ ♦❦

❈♦❞❡ ❢♦r ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s

✷✾✿ r❡❛❞k(Xj)✿ ✴✴ ❢❛st✲♣❛t❤

✸✵✿ ✐❢ Rset(Tk) = ∅ t❤❡♥
✸✶✿ l← r❡❛❞(fa) ✴✴ ❝❛❝❤❡❞ r❡❛❞

✸✷✿ ✐❢ l 6= 0 t❤❡♥

✸✸✿ ❘❡t✉r♥ Ak

✸✹✿ (♦✈j , kj) := r❡❛❞(vj) ✴✴ ❝❛❝❤❡❞ r❡❛❞

✸✺✿ ❘❡t✉r♥ ♦✈j

✸✻✿ ✇r✐t❡k(Xj, v)✿ ✴✴ ❢❛st✲♣❛t❤

✸✼✿ vj .✇r✐t❡(♥✈j , k) ✴✴ ❝❛❝❤❡❞ ✇r✐t❡

✸✽✿ ❘❡t✉r♥ ♦❦

✸✾✿ tr②❈k✭✮✿ ✴✴ ❢❛st✲♣❛t❤

✹✵✿ commit-cachei ✴✴ r❡t✉r♥s Ck ♦r Ak

❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t♦ r✉♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ❍②❚▼ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❝♦st t❤❛t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ r❡❛❞✲s❡t s✐③❡ ♦❢ ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❇✉t ❝❛♥ ✇❡ r✉♥ ❛t ❧❡❛st
s♦♠❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦st✱ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s❄

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✷ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ s❧♦✇✲♣❛t❤ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♦♣❛q✉❡ ❍②❚▼ ✇✐t❤ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s ❛♥❞ ✇❛✐t✲❢r❡❡ ❚▼✲
❧✐✈❡♥❡ss✳ ❚♦ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ✐t ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ✭t❤❡② ❛r❡ ♦♥❧② ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦
❝♦♠♠✐t ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✮✱ ❜✉t ✐♥ r❡t✉r♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♦♥❧② ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡
♦❜❥❡❝t fa t❤❛t ✐s r❡❛❞ ♦♥❝❡ ❜② ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝❡ss❡❞ t✇✐❝❡ ✇✐t❤ ❛ ❢❡t❝❤✲❛♥❞✲❛❞❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡
❜② ❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ fa ❛❧❧♦✇s ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✉♣❞❛t✐♥❣ s❧♦✇✲♣❛t❤
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ t✐♠❡ ❛♥ ✉♣❞❛t✐♥❣ s❧♦✇✲♣❛t❤ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ tr✐❡s t♦ ❝♦♠♠✐t✱ ✐t ✐♥❝r❡♠❡♥ts
fa ❛♥❞ ♦♥❝❡ ❛❧❧ ✇r✐t❡s t♦ ❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✭t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶✮ ♦r t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ❛❜♦rt❡❞✱ ✐t ❞❡❝r❡♠❡♥ts fa✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ fa 6= 0 ♠❡❛♥s t❤❛t ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ s❧♦✇✲♣❛t❤ ✉♣❞❛t✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❆ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ s✐♠♣❧② ❝❤❡❝❦s ✐❢ fa 6= 0 ✐♥ t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛❜♦rts ✐❢ s♦✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐ts ❝♦❞❡ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❛t ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✇❛②✱
❛♥② ✉♣❞❛t❡ ♦❢ fa ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❛✉s❡s ❛ tr❛❝❦✐♥❣ s❡t ❛❜♦rt ♦❢ ❛♥② ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✶✼✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣❛q✉❡ ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ✉♥✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ✇r✐t❡s✱
✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✱ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❢♦r s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❢♦r ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❛✐t✲❢r❡❡ ❚▼✲❧✐✈❡♥❡ss s✉❝❤ t❤❛t ✐♥ ❡✈❡r② ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ E✱ ❡✈❡r② ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛❝❝❡ss❡s
❛t ♠♦st ♦♥❡ ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳

✶✶✻



✼✳✻ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♦♣❛❝✐t② ✐s ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♣r♦♦❢ ❢♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✼✳✶✸✳

❆s ✇✐t❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶✱ ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❛ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk r❡t✉r♥s Ak ♣r♦✈❡s
t❤❛t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✷ s❛t✐s✜❡s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❢♦r s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❆♥② ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ Tk❀
❘s❡t(Tk) 6= ∅ r❡❛❞s t❤❡ ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t fa ❛♥❞ ❛❞❞s ✐t t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✬s tr❛❝❦✐♥❣ s❡t ✭▲✐♥❡ ✸✶✮✳ ■❢
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ fa ✐s ♥♦t 0✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ✐ts
tr②❈♦♠♠✐t✱ Tk r❡t✉r♥s Ak✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ❢♦r ❢❛st✲♣❛t❤
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳

❆❧s♦✱ ✐♥ ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ M✱ ♥♦ ❢❛st✲♣❛t❤ ✇r✐t❡✲♦♥❧② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛❝❝❡ss❡s ❛♥② ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t
❛♥❞ ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ r❡❛❞✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❛❝❝❡ss❡s t❤❡ ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t fa ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst
t✲r❡❛❞✳

✼✳✻ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❍②❚▼ ♠♦❞❡❧✳ ❖✉r ❍②❚▼ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❢♦r ❙♦❢t✇❛r❡ ❚r❛♥s✲
❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✭❝❢✳ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✱ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✐♥str✉✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❍②❚▼s ❬✸✹✱ ✾✻✱ ✶✵✾❪ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❛ ❤❛r❞✇❛r❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t ♣❡♥❞✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣
❍②❚▼s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦❞❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❬✸✹❪✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢
✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

■♥ ❬✷✷❪✱ ❆tt✐②❛ ❛♥❞ ❍✐❧❧❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ ♣r✐✈❛t✐③❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
t♦ ✐s♦❧❛t❡ ❞❛t❛ ✐t❡♠s ❜② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ♣r✐✈❛t❡ t♦ ❛ ♣r♦❝❡ss s♦ t❤❛t ♥♦ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢②
t❤❡ ♣r✐✈❛t✐③❡❞ ✐t❡♠✳ ❏✉st ❛s ✇❡ ❝❛♣t✉r❡ ❛ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❛❧❧♦✇❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❬✷✷❪ ❝❛♣t✉r❡s ❛ tr❛❞❡♦✛
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♣r✐✈❛t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❝✉r✲
r❡♥t❧② ✐♥ ℓ✲♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❙❚▼s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t t♦ ❬✷✷❪✱ ✐♥ t❤❛t ✇❡ ♠♦❞❡❧
❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❛❝❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦♥✲tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡ss❡s✱
✐✳❡✳✱ ♥❡✐t❤❡r ❞❛t❛ ♥♦r ♠❡t❛✲❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥ ♦✉r ❍②❚▼ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡
❡♠♣❧♦② ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐✛❡r❡♥t✳

❯♥✐♥str✉♠❡♥t❡❞ ❍❚▼s ♠❛② ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭❉❆P✮ ❬✷✸✱ ✽✹❪✳ ❆s s✉❝❤✱ s♦♠❡
♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✹ r❡s❡♠❜❧❡ t❤♦s❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✷✸✱ ✺✽✱ ✻✷❪✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢♦r❣♦ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❍②❚▼ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦♥❧② s❡q✉❡♥✲
t✐❛❧ ❚▼✲♣r♦❣r❡ss ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛♥② ♦♣❛q✉❡ ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♣r♦❣r❡ss
❡✐t❤❡r ❤❛s t♦ ♣❛② ❛ ❧✐♥❡❛r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡t❛❞❛t❛ ❛❝❝❡ss❡s✱ ♦r ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❛❧❧♦✇ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
t♦ ❛❜♦rt ❢❛st✲♣❛t❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✭❉❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❢♦r ♠❛♥② ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❬✾✾❪✳ ❚♦ ♣r❡❝✐s❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❝♦sts ✐♥❝✉rr❡❞ ❜② ❤❛r❞✲
✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ♠❛❞❡ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛t st♦r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ t✲♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛t st♦r❡ t❤❡ ♠❡t❛❞❛t❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛❧❧
❦♥♦✇♥ ❍②❚▼ ♣r♦♣♦s❛❧s✱ s✉❝❤ ❛s ❍②❜r✐❞◆❖r❡❝ ❬✸✹✱ ✶✵✾❪✱ P❤❚▼ ❬✾✻❪ ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❬✸✻✱ ✽✻❪ ❛✈♦✐❞ ❝♦✲❧♦❝❛t✐♥❣
t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♠❡t❛❞❛t❛ ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳

❍②❚▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❈✐r❝❛ ✷✵✵✺✱ s❡✈❡r❛❧ ♣❛♣❡rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❬✶✶✱ ✸✻✱ ✽✻❪ t❤❛t
✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❍❚▼s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ❉❙❚▼ ❬✼✼❪✳ ❚❤❡s❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②
❜❡t✇❡❡♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✭♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss✮✱ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ ❤❛r❞✇❛r❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✿ ❡✈❡r② t✲r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥❝✉rs ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡①tr❛ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ♠❡t❛❞❛t❛ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❖✉r
❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✾ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡✳ ❖❢ ♥♦t❡✱ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❍②❚▼s ❛r❡ ❛❧s♦
✐♥str✉♠❡♥t❡❞✱ ❜✉t ♦✉r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶ s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✳

■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ P❤❚▼ ❬✾✻❪ ❛♥❞ ❍②❜r✐❞◆❖r❡❝ ❬✸✹❪ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♣❡r✲❛❝❝❡ss ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦st
♦❢ ❬✸✻✱ ✽✻❪ ❜② r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ ✐s ♣r❡♣❛r❡❞ t♦ s❛❝r✐✜❝❡ ♣r♦❣r❡ss✱ ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♥❡❡❞ ✐♥str✉✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t♦ ❞❡t❡❝t ♣❡♥❞✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ■♥s♣✐r❡❞ ❜②

✶✶✼



❈❤❛♣t❡r ✼ ❍②❜r✐❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✭❍②❚▼✮

t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♦✉r ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✷ ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❡r✲r❡❛❞
✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦st ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❤❛r❞✇❛r❡ r❡❛❞❡rs t♦ ❛❜♦rt ❞✉❡ t♦ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t s♦❢t✇❛r❡ ✇r✐t❡r✱ ❜✉t
♠❛✐♥t❛✐♥s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❢♦r s♦❢t✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ✉♥❧✐❦❡ ❬✸✹✱ ✾✻✱ ✾✾❪✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✻✼✱ ✶✵✾❪ ♣r♦✈✐❞❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♦✈❡r✈✐❡✇s ♦♥ ❍②❚▼ ❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❍②❚▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❙❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥s ❬✸✺✱ ✸✽✱ ✽✽❪ ❛♥❞ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❙❚▼s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✷✷✱ ✻✵✱ ✻✷✱ ✽✽❪✳

✶✶✽
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❖♣t✐♠✐s♠ ❢♦r ❜♦♦st✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②

❚❤❡ ✇✐❝❦❡❞♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❢♦♦❧✐s❤♥❡ss
♦❢ ♥♦ ♠❛♥ ❝❛♥ ❛✈❛✐❧ ❛❣❛✐♥st t❤❡
❢♦♥❞ ♦♣t✐♠✐s♠ ♦❢ ♠❛♥❦✐♥❞✳

❏❛♠❡s ❇r❛♥❝❤ ❈❛❜❡❧❧✲❚❤❡ ❙✐❧✈❡r
❙t❛❧❧✐♦♥

✽✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇

■♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❚▼✳ ■♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ✉s✐♥❣ ❚▼ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❛✐s❡ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
q✉❡st✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❚▼ ❛❜str❛❝t✐♦♥ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❝♦♥✲
❝✉rr❡♥t ♦♥❡✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❞♦❡s t❤❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❚▼ ❣✐✈❡ ✐t ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣
❝♦♥❝✉rr❡♥❝② t❤❛t ✐s ❧❛❝❦✐♥❣ ✐♥ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✐❦❡ ❧♦❝❦✐♥❣❄ ❚♦ ❡①♣❧♦✐t ❝♦♥❝✉r✲
r❡♥❝②✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❡ss✐♠✐st✐❝❛❧❧② ♣r♦t❡❝ts ❛❝❝❡ss❡s t♦ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②
❜❡❢♦r❡ ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡♠✳ ❙♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❚▼s✱ ♦♣t✐♠✐st✐❝❛❧❧② ❡①❡❝✉t❡s ♠❡♠♦r②
♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ r✐s❦ ♦❢ ❛❜♦rt✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❆ ♣r♦❣r❛♠♠❡r t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡s t❤❡s❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛✲
t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s ✏✇r❛♣♣❡rs✑ t♦ ❛❧❧♦✇ ❡✈❡r② ♣r♦❝❡ss ✭♦r t❤r❡❛❞✮ t♦ ❧♦❝❛❧❧② r✉♥ ✐ts s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦❞❡ ✇❤✐❧❡
❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ❝♦rr❡❝t✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r ♣r♦❣r❛♠♠❡rs t♦ t❡❧❧ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✇✐❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤ ♠♦r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ✐♥ t❤❡✐r r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✏❛♠♦✉♥t
♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✑ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❜② t✉r♥✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♦♥❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛♥❞ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❤♦s❡ ♣r✐♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡
❚▼s ❛♥❞ ❧♦❝❦s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚♦ ❢❛✐r❧② ❝♦♠♣❛r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♦♥❡ ❤❛s ✭✶✮ t♦
❞❡✜♥❡ ✇❤❛t ✐t ♠❡❛♥s ❢♦r ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐t
✉s❡s ❛♥❞ ✭✷✮ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❡tr✐❝ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳

❈♦rr❡❝t♥❡ss✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ❧♦❝❛❧❧②✲s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t②✳
❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❛t❛ t②♣❡ ✐s ❧♦❝❛❧❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ✐❢ ✐t ❡♥s✉r❡s
t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s♦♠❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ✐ts s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✶✶✾



❈❤❛♣t❡r ✽ ❖♣t✐♠✐s♠ ❢♦r ❜♦♦st✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②

❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✐♥❣❧❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧
❡①❡❝✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛❧❧ ❧♦❝❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❤♦✇❡✈❡r s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ♦♣t✐♠✐st✐❝
❡①❡❝✉t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t tr❛♥s✐❡♥t st❛t❡ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ❛ ❢❛t❛❧ ❡rr♦r
❧✐❦❡ ❞✐✈✐s✐♦♥✲❜②✲③❡r♦✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ✏♠❛❦❡ s❡♥s❡✑ ❣❧♦❜❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❤✐st♦r② ♦❢ ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉st
❜❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ❬✷✻✱ ✽✶❪ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧ t②♣❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t② ❣✐✈❡s ❛ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤❡r❡ ▲❙ st❛♥❞s ❢♦r ✏❧♦❝❛❧❧②
s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✑✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t② ✐s✱ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t②✱ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❬✼✾✱ ✽✶❪✿ ❛
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐s ❛❧s♦ ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡✳

❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t② t♦ t✇♦ ❜r♦❛❞ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐st✐❝ s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ P❡ss✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♣t✉r❡ ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝ ❧♦❝❦s❀ ✐♥
❝♦♥tr❛st✱ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❝❡❡❞ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡❧② ❛♥❞ ❢❛✐❧ t♦ r❡t✉r♥ ❛ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝ts✱ ❡✳❣✳✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

▼❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳ ❲❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛♥ ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ s❝❤❡❞✉❧❡s ✐t ❛❝❝❡♣ts✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♠❡tr✐❝ ✐♥s♣✐r❡❞
❜② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❝♦♥tr♦❧ ❬✼✷✱ ✶✷✸❪✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡
❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡r t❤❛t ❞❡✜♥❡s ✇❤✐❝❤ ♣r♦❝❡ss❡s ❡①❡❝✉t❡ ✇❤✐❝❤ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧
♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ s❝❤❡❞✉❧❡s ✭✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣s ♦❢ st❡♣s ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✮ ✐t
❛❝❝❡♣ts ✭✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♣r♦❝❡ss✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠♦r❡ s❝❤❡❞✉❧❡s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❛❝❝❡♣t✱ t❤❡
♠♦r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡✳

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♦♥❡ ❝❛♥ ❣❡t ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❛t❛ t②♣❡✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ ✇❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ♦♣t✐♠✐s♠✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ♣❡ss✐♠✐s♠✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳ ❲❡ ✐❧❧✉s✲
tr❛t❡ t❤✐s ✉s✐♥❣ ❛ ♣♦♣✉❧❛r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬✼✾❪✱ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦✉r r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ❚▼✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s
t❤❛t✱ ❢♦r s♦♠❡ ✇♦r❦❧♦❛❞s✱ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② t❤❛♥ ❛♥② ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✇❡ ❛❧s♦
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t✱ ❢♦r ♦t❤❡r ✇♦r❦❧♦❛❞s✱ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②
t❤❛♥ ❛♥② ❚▼✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♠❛② ❛❜♦rt ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❛② ❝♦♥❝✉rr❡♥t
st❡♣s ❛r❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ❡❛❣❡r❧② ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ ❛❜♦✉t
❤♦✇ ❢✉t✉r❡ st❡♣s ✇✐❧❧ ❜❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞✱ s♦♠❡t✐♠❡s ♦✈❡r✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡❧② r❡❥❡❝t✐♥❣ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡
s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t②♣❡ ❝❛♥
s✉♣❡rs❡❞❡ t❤❡ ✏s❡♠❛♥t✐❝s✲♦❜❧✐✈✐♦✉s✑ ❚▼✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡✐r s❡♠❛♥t✐❝s ❛✇❛r❡♥❡ss✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜t
♦❢ ❚▼s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡✐r ♦♣t✐♠✐s♠✱ ❡♥❛❜❧❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ str✐❝t❧② ❜❡tt❡r✲s✉✐t❡❞ ❢♦r ❡①♣❧♦✐t✐♥❣
❝♦♥❝✉rr❡♥❝② t❤❛♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲
❜❛s❡❞ s❡t t❤❛t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦✉r ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♠❡tr✐❝✿ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②✱ ✐t ❛❝❝❡♣ts
❛❧❧ ❝♦rr❡❝t ❝♦♥❝✉rr❡♥t s❝❤❡❞✉❧❡s✳

❖✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ✏r❡❧❛①❡❞✑ ❚▼ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧
♦❜❥❡❝t ✐♥ ♠✐♥❞ ♠✐❣❤t ❜❡ ❝❡♥tr❛❧ t♦ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳

❘♦❛❞♠❛♣ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛♥❞ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡
❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✹ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛♥❞ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t✳ ❲❡ ✇r❛♣ ✉♣ ✇✐t❤ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✺✳

✶✷✵



✽✳✷ ❈♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s

✽✳✷ ❈♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s

❖❜❥❡❝ts ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❆s ✇✐t❤ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r②
s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ s❡t ♦❢ n > 1 ♣r♦❝❡ss❡s p1, . . . , pn ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ s❤❛r❡❞
♦❜❥❡❝ts✳

❆♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❜str❛❝t ❞❛t❛ t②♣❡ ✇❤✐❝❤ s♣❡❝✐✜❡s ❛ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡
♦♥❧② ♠❡❛♥s t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛♥ ❛❜str❛❝t ❞❛t❛ t②♣❡ τ ✐s ❛ t✉♣❧❡ (Φ,Γ, Q, q0, δ) ✇❤❡r❡
Φ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ Γ ✐s ❛ s❡t ♦❢ r❡s♣♦♥s❡s✱ Q ✐s ❛ s❡t ♦❢ st❛t❡s✱ q0 ∈ Q ✐s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❛♥❞
δ ⊆ Q × Φ × Q × Γ ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡t
♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛t❡s ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ r❡s♣♦♥s❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t②♣❡s t❤❛t ❛r❡
t♦t❛❧✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ❡✈❡r② q ∈ Q✱ π ∈ Φ✱ t❤❡r❡ ❡①✐st q′ ∈ Q ❛♥❞ r ∈ Γ s✉❝❤ t❤❛t (q, π, q′, r) ∈ δ✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡
t❤❛t ❡✈❡r② t②♣❡ τ = (Φ,Γ, Q, q0, δ) ✐s ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❚✉r✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t
(q, π)✱ q ∈ Q✱ π ∈ Φ✱ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♣❛✐r (q′, r) s✉❝❤ t❤❛t (q, π, q′, r) ∈ δ✳

❋♦r ❛♥② t②♣❡ τ ✱ ❡❛❝❤ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦❜❥❡❝t Oτ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ❤❛s ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥
π ∈ Φ✱ IS s♣❡❝✐✜❡s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s r❡❛❞s ❛♥❞ ✇r✐t❡s ♦♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts
X1, . . . , Xm t❤❛t ❡♥❝♦❞❡ ❛ st❛t❡ ♦❢ Oτ ✱ ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ r❡s♣♦♥s❡ r ∈ Γ✳

❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t✳ ❆s ❛ r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♦rt❡❞ ❧✐♥❦❡❞✲❧✐st ❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ s❡t✱ ❝♦♠♠♦♥❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t ❬✼✾❪✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ s❡t t②♣❡ ❡①♣♦rts
♦♣❡r❛t✐♦♥s insert(v)✱ remove(v) ❛♥❞ contains(v)✱ ✇✐t❤ v ∈ Z✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ s❡t t②♣❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
t✉♣❧❡ (Φ,Γ, Q, q0, δ) ✇❤❡r❡✿

Φ = {insert(v), remove(v), contains(v)}❀ v ∈ Z

Γ = {true, false}

Q ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✜♥✐t❡ s✉❜s❡ts ♦❢ Z❀ q0 = ∅

δ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

(1)✿ (q, contains(v), q, (v ∈ q))

(2)✿ (q, insert(v), q ∪ {v}, (v 6∈ q))

(3)✿ (q, remove(v), q \ {v}, (v ∈ q))

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ LL ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳✶✮ ♦❢ t❤❡ s❡t t②♣❡ ✉s✐♥❣ ❛ s♦rt❡❞ ❧✐♥❦❡❞ ❧✐st
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✭♦r ♦❜❥❡❝t✮ st♦r❡s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡✱ val ✱ ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥t❡r t♦ ✐ts s✉❝❝❡ss♦r✱ next ✱ s♦ t❤❛t
❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ s♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡✳

❊✈❡r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r v tr❛✈❡rs❡s t❤❡ ❧✐st st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ head ✉♣ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t
st♦r✐♥❣ ✈❛❧✉❡ v′ ≥ v✳ ■❢ v′ = v✱ t❤❡♥ contains(v) r❡t✉r♥s true✱ remove(v) ✉♥❧✐♥❦s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ r❡t✉r♥s true✱ ❛♥❞ insert(v) r❡t✉r♥s false✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ contains(v) ❛♥❞ remove(v) r❡t✉r♥ false

✇❤✐❧❡ insert(v) ❛❞❞s ❛ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ v t♦ t❤❡ ❧✐st ❛♥❞ r❡t✉r♥s true✳ ❚❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t ✐s ❞❡♥♦t❡❞
❜② (LL, set)✳

❈♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t✉r♥✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ IS

♦❢ t②♣❡ τ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♦♥❡✱ s❤❛r❡❞ ❜② n ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ r❡❛❞s ❛♥❞ ✇r✐t❡s ♦♥ ♦❜❥❡❝ts✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ (■❙ , τ)✳ ❆s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♦♥ s❤❛r❡❞ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ❬✼✸❪✳ ❲❡ ♣❧❛❝❡ ♥♦ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s
♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rs✐♦♥s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♠❛② ♠❛✐♥t❛✐♥ ♦r ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤✐s ♦❜❥❡❝t✳

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ t❡r♠ ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡❢❡rs t♦ s♦♠❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡✱ ✇❤✐❧❡ r❡❛❞✲
✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ s✐♠♣❧② ❛s r❡❛❞s ❛♥❞ ✇r✐t❡s✳

❆♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ r❡❛❞ ♦r ✇r✐t❡ ♠❛② ❛❜♦rt ❜② r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ⊥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ s❛② t❤❛t
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛❜♦rt❡❞✳ ❚❤❡ ⊥ ❡✈❡♥t ✐s tr❡❛t❡❞ ❜♦t❤ ❛s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❡✈❡♥t ♦❢
t❤❡ r❡❛❞ ♦r ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

✶✷✶



❈❤❛♣t❡r ✽ ❖♣t✐♠✐s♠ ❢♦r ❜♦♦st✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳✶ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ▲▲ ✭s♦rt❡❞ ❧✐♥❦❡❞ ❧✐st✮ ♦❢ s❡t t②♣❡
✶✿ ❙❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

✷✿ ■♥✐t✐❛❧❧② head ✱ tail ✱
✸✿ head .val = −∞✱ tail .val = +∞
✹✿ head .next = tail

✺✿ insert(v✮✿

✻✿ prev ← head ✴✴ ❝♦♣② t❤❡ ❛❞❞r❡ss

✼✿ curr ← read(prev .next) ✴✴ ❢❡t❝❤ t❤❡ ♥❡①t ❡❧❡♠❡♥t

✽✿ ✇❤✐❧❡ (tval ← read(curr .val)) < v ❞♦

✾✿ prev ← curr

✶✵✿ curr ← read(curr .next) ✴✴ ❢❡t❝❤ ❢r♦♠ ♠❡♠♦r②

✶✶✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✶✷✿ ✐❢ tval 6= v t❤❡♥ ✴✴ tval ✐s st♦r❡❞ ❧♦❝❛❧❧②

✶✸✿ X ← new-node(v, prev .next) ✴✴ v ❛♥❞ ❛❞❞r❡ss ♦❢ ❝✉rr

✶✹✿ write(prev .next , X) ✴✴ ♥❡①t ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥t

✶✺✿ ❘❡t✉r♥ (tval 6= v)

✶✻✿ remove(v✮✿

✶✼✿ prev ← head ✴✴ ❝♦♣② t❤❡ ❛❞❞r❡ss

✶✽✿ curr ← read(prev .next) ✴✴ ❢❡t❝❤ ♥❡①t ✜❡❧❞

✶✾✿ ✇❤✐❧❡ (tval ← read(curr .val)) < v ❞♦ ✴✴ val ❧♦❝❛❧ ❝♦♣②

✷✵✿ prev ← curr

✷✶✿ curr ← read(curr .next)
✷✷✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✷✸✿ ✐❢ tval = v t❤❡♥

✷✹✿ tnext← read(curr .next) ✴✴ ❢❡t❝❤ t❤❡ ♥♦❞❡ ❛❢t❡r ❝✉rr

✷✺✿ write(prev .next , tnext) ✴✴ ❞❡❧❡t❡ t❤❡ ♥♦❞❡

✷✻✿ ❘❡t✉r♥ (tval = v)

✷✼✿ contains(v✮✿

✷✽✿ curr ← head

✷✾✿ curr ← read(prev .next)
✸✵✿ ✇❤✐❧❡ (tval ← read(curr .val)) < v ❞♦

✸✶✿ curr ← read(curr .next)
✸✷✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✸✸✿ ❘❡t✉r♥ (tval = v)

❊①❡❝✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❤✐st♦r✐❡s✳ ❆♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭♦❢ (■❙ , τ)✮ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t②♣❡ τ ✱ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ r❡❛❞ ❛♥❞
✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❜❛s❡✲♦❜❥❡❝ts✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❛r❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ✿
♥♦ ♣r♦❝❡ss ✐♥✈♦❦❡s ❛ ♥❡✇ r❡❛❞ ♦r ✇r✐t❡✱ ♦r ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡❛❞ ♦r ✇r✐t❡✱ ♦r ❛
❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ r❡s♣✳✱ r❡t✉r♥s✱ ♦r t❛❦❡s st❡♣s ♦✉ts✐❞❡ ✐ts r❡❛❞ ♦r ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✬s ✐♥t❡r✈❛❧✳

▲❡t α|pi ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❡✈❡♥ts ♦❢ ♣r♦❝❡ss pi✳ ❊①❡❝✉t✐♦♥s α
❛♥❞ α′ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ♣r♦❝❡ss pi✱ α|pi = α′|pi✳ ❆♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ π ♣r❡❝❡❞❡s ❛♥♦t❤❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥
π′ ✐♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α✱ ❞❡♥♦t❡❞ π →α π′✱ ✐❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ π ♦❝❝✉rs ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ π′✳ ❚✇♦
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐❢ ♥❡✐t❤❡r ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❆♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐❢ ✐t ❤❛s ♥♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❆ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α ✐s ❧❡❣❛❧ ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t X✱ ❡✈❡r② r❡❛❞ ♦❢ X ✐♥ α r❡t✉r♥s t❤❡
❧❛t❡st ✇r✐tt❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X✳ ❆♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ α ✐❢ t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣
✭♥♦♥✲⊥✮ r❡s♣♦♥s❡ ♦r ❛❜♦rt❡❞❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ α✳ ❊①❡❝✉t✐♦♥ α ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ ❡✈❡r② ♦♣❡r❛t✐♦♥
✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ α✳

❚❤❡ ❤✐st♦r② ❡①♣♦rt❡❞ ❜② ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α ✐s t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ α r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡s
♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ r❡❛❞s ❛♥❞ ✇r✐t❡s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ r❡❛❞s ❛♥❞ ✇r✐t❡s t❤❛t r❡t✉r♥ ⊥✳

❍✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❤✐st♦r✐❡s ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t②✳ ❆ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❤✐st♦r② H̃ ♦❢ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α ✐s t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ α ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ✭❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧✮ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✶ ✭▲✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t②✮✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❤✐st♦r② H̃ ✐s ❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t
t②♣❡ τ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❤✐st♦r② S ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ H̃ s✉❝❤ t❤❛t ✭✶✮ →H̃⊆→S ❛♥❞ ✭✷✮ S
✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ τ ✳

◆♦✇ ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❤✐st♦r② H̃ ✐s ❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✭❜② ❛❞❞✐♥❣ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡s t♦ ❛
s✉❜s❡t ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ H̃ ❛♥❞ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ r❡st✮ t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❤✐st♦r② ❬✷✻✱ ✽✶❪✳

✶✷✷



✽✳✸ ▲♦❝❛❧❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t②

❖❜❡❞✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿
▲❡t α ❜❡ ❛♥② ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ I✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ I ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ α · ρ1 · · · ρk ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ρi ✭i = 1, . . . , k✮ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❛❞✱ ❡✈❡r② r❡❛❞
r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✇r✐tt❡♥ ❜② t❤❡ ❧❛st ✇r✐t❡ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛♥ ❛❜♦rt❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡str✐❝ts ♦✉r s❝♦♣❡ t♦ ✏♦❜❡❞✐❡♥t✑ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❛❞s ❛♥❞ ✇r✐t❡s✱ ✇❤❡r❡
♥♦ r❡❛❞ ✈❛❧✉❡ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s♦♠❡ ❢✉t✉r❡ ✇r✐t❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✜❧t❡r ♦✉t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst r❡❛❞ ♦r ✇r✐t❡ ♦❢ ✐ts s❡q✉❡♥t✐❛❧
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

P❡ss✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✐❢ t❤❡ ❡①♣♦rt❡❞
❤✐st♦r② ❝♦♥t❛✐♥s ❡✈❡r② r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❡✈❡♥t t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ♥♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛
♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t r❡t✉r♥❡❞ ⊥✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤♦s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❦s✳ ❆ ❧♦❝❦ ♣r♦✈✐❞❡s s❤❛r❡❞
♦r ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t X t❤r♦✉❣❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡s lockS(X) ✭s❤❛r❡❞ ♠♦❞❡✮✱ lock(X)
✭❡①❝❧✉s✐✈❡ ♠♦❞❡✮✱ ❛♥❞ unlock(X)✳ ❲❤❡♥ lockS(X) ✭r❡s♣✳ lock(X)✮ ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❝❡ss pi r❡t✉r♥s✱ ✇❡
s❛② t❤❛t pi ❤♦❧❞s ❛ ❧♦❝❦ ♦♥ X ✐♥ s❤❛r❡❞ ✭r❡s♣✳ ❡①❝❧✉s✐✈❡✮ ♠♦❞❡✳ ❆ ♣r♦❝❡ss r❡❧❡❛s❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐t ❤♦❧❞s ❜②
✐♥✈♦❦✐♥❣ unlock(X)✳ ■❢ ♥♦ ♣r♦❝❡ss ❤♦❧❞s ❛ s❤❛r❡❞ ♦r ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❧♦❝❦ ♦♥ X✱ t❤❡♥ lock(X) ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡t✉r♥s❀
✐❢ ♥♦ ♣r♦❝❡ss ❤♦❧❞s ❛♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❧♦❝❦ ♦♥ X✱ t❤❡♥ lockS(X) ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡t✉r♥s❀ ❛♥❞ ✐❢ ♥♦ ♣r♦❝❡ss ❤♦❧❞s ❛
❧♦❝❦ ♦♥ X ❢♦r❡✈❡r✱ t❤❡♥ ❡✈❡r② lock(X) ♦r lockS(X) ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡t✉r♥s✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❞❛t❛ t②♣❡✱ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♦♥❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
♣r✐♠✐t✐✈❡s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✳

❖♣t✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ♦♥❡s✱ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♠❛②✱
✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛❜♦rt ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✿ s♦♠❡ r❡❛❞ ♦r ✇r✐t❡ ♠❛② r❡t✉r♥ ⊥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛❧s♦ r❡t✉r♥s ⊥✳

P♦♣✉❧❛r ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤♦s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✏❧❛③② s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✑ ❬✻✾✱ ✼✾❪ ✭✇✐t❤
t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡t✉r♥✐♥❣ ⊥ ❛♥❞ r❡✲✐♥✈♦❦✐♥❣ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✮ ♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳

✽✳✸ ▲♦❝❛❧❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t②

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ✐♠♣♦s❡ ♦♥ ♦✉r ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

▲❡t H ❜❡ ❛ ❤✐st♦r② ❛♥❞ ❧❡t π ❜❡ ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ H✳ ❚❤❡♥ H|π ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ H
❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts ♦❢ π✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❧❛st ❛❜♦rt❡❞ r❡❛❞ ♦r ✇r✐t❡✱ ✐❢ ❛♥②✳ ▲❡t ■❙ ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t②♣❡ τ ❛♥❞ Σ■❙ ✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❤✐st♦r✐❡s ♦❢ ■❙ ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✷ ✭▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t②✮✳ ❆ ❤✐st♦r② H ✐s ❧♦❝❛❧❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ■❙ ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r②
❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ π ✐♥ H✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts S ∈ Σ■❙ s✉❝❤ t❤❛t H|π = S|π✳ ❆ ❤✐st♦r② H ✐s ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (■❙ , τ) ✭✇❡ ❛❧s♦ ✇r✐t❡ H ✐s (■❙, τ)✲▲❙▲✮ ✐❢✿ ✭✶✮ H ✐s ❧♦❝❛❧❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ■❙
❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❤✐st♦r② H̃ ✐s ❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ τ ✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❧♦❝❛❧ s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② st✐♣✉❧❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ✇✐t♥❡ss❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❜② ❡✈❡r② ♦♣❡r❛t✐♦♥✳
❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss✮ ❛r❡ ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✇✐t♥❡ss ♠✉t✉❛❧❧②
❝♦♥s✐st❡♥t s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳

❆ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ I ✐s ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (■❙, τ) ✭✇❡ ❛❧s♦ ✇r✐t❡ I ✐s (■❙ , τ)✲▲❙▲✮
✐❢ ❡✈❡r② ❤✐st♦r② ❡①♣♦rt❡❞ ❜② I ✐s (■❙ , τ)✲▲❙▲✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❤❡♥ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ (■❙ , τ)✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐t ✐s ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (■❙ , τ)✳

▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t② ✐s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧✳ ❏✉st ❛s ❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t②✱ ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t② ✐s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❬✼✾✱ ✽✶❪✿
❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ▲❙▲ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐s ❛❧s♦ ▲❙▲✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♦❜❥❡❝t t②♣❡s
τ1 ❛♥❞ τ2 ❛s ❛ t②♣❡ τ1 × τ2 = (Φ,Γ, Q, q0, δ) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ Φ = Φ1 ∪ Φ2✱ Γ = Γ1 ∪ Γ2✱✶ Q = Q1 × Q2✱

✶❍❡r❡ ✇❡ tr❡❛t ❡❛❝❤ τi ❛s ❛ ❞✐st✐♥❝t t②♣❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ✐♥❞❡① i t♦ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Φi✱ Γi✱ ❛♥❞ Qi✳

✶✷✸



❈❤❛♣t❡r ✽ ❖♣t✐♠✐s♠ ❢♦r ❜♦♦st✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②
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R(h)

R(h) R(X1)

insert(5)
W (X4)

true

true

true

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ❆ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r ❛ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② {1, 3, 4}✱ ✇❤❡r❡ ✈❛❧✉❡ i ✐s st♦r❡❞ ❛t ♥♦❞❡ Xi✿
insert(2) ❛♥❞ insert(5) ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ✇✐t❤ contains(5)✱ t❤❡ ❤✐st♦r② ✐s ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ❜✉t
♥♦t s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✳ ✭❲❡ ♦♥❧② ❞❡♣✐❝t ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❡✈❡♥ts ❤❡r❡✳✮

q0 = (q01, q02)✱ ❛♥❞ δ ⊆ Q×Φ×Q× Γ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ((q1, q2), π, (q′1q
′
2), r) ∈ δ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r i ∈ {1, 2}✱

✐❢ π ∈ Φi t❤❡♥ (qi, π, q
′
i, r) ∈ δi ∧ q3−i = q′3−i✳

❊✈❡r② s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ■❙ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t O1×O2 ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦s❡❞ t②♣❡ τ1×τ2 ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡s t✇♦
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s IS1 ❛♥❞ IS2 ♦❢ ♦❜❥❡❝ts O1 ❛♥❞ O2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦✇ ❛ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❝r✐t❡r✐♦♥
Ψ ✐s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ❤✐st♦r② H ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ O1 × O2✱ ✐❢ Ψ ❤♦❧❞s ❢♦r H|Oi ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ISi✱ ❢♦r i ∈ {1, 2}✱ t❤❡♥ Ψ ❤♦❧❞s ❢♦r H ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ■❙ = IS1 × IS2✳ ❍❡r❡✱ H|Oi ❞❡♥♦t❡s t❤❡
s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ H ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❡✈❡♥ts ♦♥ Oi✳

❚❤❡♦r❡♠ ✽✳✶✳ ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t② ✐s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t H✱ ❛ ❤✐st♦r② ♦♥ O1 × O2✱ ❜❡ ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ■❙ ✳ ▲❡t ❡❛❝❤ H|Oi✱ i ∈ {1, 2}✱
❜❡ ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ISi✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t H ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✭✐❢ H ✐s
✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ✐t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥s ♦❢ H|O1 ❛♥❞ H|O1✮✳

▲❡t H̃ ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❤✐st♦r② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ H s✉❝❤ t❤❛t H̃|O1 ❛♥❞ H̃|O2 ❛r❡
❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ τ1 ❛♥❞ τ2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✐♥❝❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t② ✐s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❬✼✾✱ ✽✶❪✱ H̃ ✐s
❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ τ1 × τ2✳

◆♦✇ ❧❡t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥ π✱ S1
π ❛♥❞ S2

π ❜❡ ❛♥② t✇♦ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r✐❡s ♦❢ IS1 ❛♥❞ IS2 s✉❝❤ t❤❛t
H|π|Oj = Sj

π|π✱ ❢♦r j ∈ {1, 2} ✭s✐♥❝❡ H|O1 ❛♥❞ H|O2 ❛r❡ ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ s✉❝❤ ❤✐st♦r✐❡s ❡①✐st✮✳ ❲❡
❝♦♥str✉❝t ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② Sπ ❜② ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ❡✈❡♥ts ♦❢ S1

π ❛♥❞ S2
π s♦ t❤❛t Sπ|Oj = Sj

π✱ j ∈ {1, 2}✳
❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ Sj

π ❛❝ts ♦♥ ❛ ❞✐st✐♥❝t ❝♦♠♣♦♥❡♥t Oj ♦❢ O1 × O2✱ ❡✈❡r② s✉❝❤ Sπ ✐s ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② ♦❢ ■❙ ✳
❲❡ ♣✐❝❦ ♦♥❡ Sπ t❤❛t r❡s♣❡❝ts t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❤✐st♦r② H|π✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡ H|π ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❜♦t❤
S1|π ❛♥❞ S2|π✳

❚❤✉s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ π✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❤✐st♦r② ♦❢ ■❙ t❤❛t ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ H|π✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❤✐st♦r② ♦❢ H
✐s ❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ H ✐s ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ■❙ ✳

▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t② ✈❡rs✉s ♦t❤❡r ❝r✐t❡r✐❛✳ ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ t✇♦✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤
♠❛❦❡s ✐t s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❡② ✉s❡✳ ■t ✐s q✉✐t❡ ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ r❡❧❛t❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞
s♦❢t✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❬✶✵✻✱ ✶✷✷❪ ❛♥❞ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❬✶✷✶✱ ✶✷✷❪✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❬✶✵✻❪ ♣r❡✈❡♥ts s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ r❡❛❞s ❛♥❞ ✇r✐t❡s ❢r♦♠ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝②❝❧✐❝ ✇❛②✱
❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦r❞❡r ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥❧② ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❛❞s ❛♥❞ ✇r✐t❡s ♠❛② ❜❡
♦✈❡r❧② ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✿ ❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠❛② ❝♦♠♠✉t❡ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡✐r r❡❛❞s ❛♥❞ ✇r✐t❡s ❝♦♥✢✐❝t ❬✶✷✵❪✳
❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ s❡t
✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✐s {1, 3, 4}✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥ contains(5) ✐s ❝♦♥❝✉rr❡♥t✱ ✜rst ✇✐t❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥ insert(2) ❛♥❞ t❤❡♥ ✇✐t❤
♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥s❡rt(5)✳ ❚❤❡ ❤✐st♦r② ✐s ♥♦t s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✿ insert(5) s❡❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ insert(2) ❜❡❝❛✉s❡ R(X1) ❜②
insert(5) r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X1 t❤❛t ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❜② insert(2) ❛♥❞ t❤✉s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡r✐❛❧✐③❡❞ ❛❢t❡r ✐t✳ ❇✉t
contains(5) ♠✐ss❡s ❡❧❡♠❡♥t 2 ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❦❡❞ ❧✐st✱ ❜✉t ♠✉st s❡❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ insert(5) t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ r❡❛❞
♦❢ X5✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝r❡❛t❡❞ ❜② insert(5)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❤✐st♦r② ✐s ▲❙▲ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❧♦❝❛❧
❤✐st♦r✐❡s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ s♦♠❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐st♦r② ♦❢ LL✳

▼✉❧t✐❧❡✈❡❧ s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❬✶✷✶✱ ✶✷✷❪ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡❛s♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t②✱ ❜❡✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦♥❧②✱ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s❡r✐✲
❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛s 2✲❧❡✈❡❧ s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❞♦❡s✳ ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t② s✐♠♣❧② r❡q✉✐r❡s ❡❛❝❤

✶✷✹



✽✳✹ P❡ss✐♠✐st✐❝ ✈s✳ ♦♣t✐♠✐st✐❝ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥

♣r♦❝❡ss t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❧♦❝❛❧ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❆❧s♦✱ t♦
♠❛❦❡ ✐t ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝✲❜❛s❡❞
❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ❬✶✷✵❪✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❬✽✶❪✳

▲✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t② ❬✷✻✱ ✽✶❪ ♦♥❧② ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✱ s♦ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② ▲❙✲
❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❍❡r❧✐❤②✬s ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❬✼✸❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♦❜❥❡❝t t②♣❡✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❧② ❛♣♣❡❛rs s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥② s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡✳ ▲♦❝❛❧ s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✱ ❜② ✐ts❡❧❢✱ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥②
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ tr✐✈✐❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡
♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t✇♦ ♣❛rts ♦❢ ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t② ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

✽✳✹ P❡ss✐♠✐st✐❝ ✈s✳ ♦♣t✐♠✐st✐❝ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛♥❞ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
t♦ ❡①♣❧♦✐t ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t✳

❚♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛r❜✐tr❛r② ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣s ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧
❝♦❞❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡
❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ r❡❛❞s ❛♥❞ ✇r✐t❡s ❛r❡ ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡
✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❤✐st♦r✐❡s t❤❛t ❛❣r❡❡ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡ ❡✈❡♥ts ♦❢
r❡❛❞s✱ ✇r✐t❡s ❛♥❞ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♦♥ r❡❛❞ ✈❛❧✉❡s ♦r ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ r❡s♣♦♥s❡s✳ ❚❤✉s✱
❛ s❝❤❡❞✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❤✐st♦r②✱ ✇❤❡r❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ r❡❛❞s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t s♣❡❝✐✜❡❞✳

❲❡ s❛② t❤❛t ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ I ❛❝❝❡♣ts ❛ s❝❤❡❞✉❧❡ σ ✐❢ ✐t ❡①♣♦rts ❛ ❤✐st♦r② H s✉❝❤ t❤❛t complete(H)
❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ σ✱ ✇❤❡r❡ complete(H) ✐s t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ H t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t r❡t✉r♥❡❞ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡✳ ❲❡ t❤❡♥ s❛② t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭♦r ❤✐st♦r②✮
❡①♣♦rts σ✳ ❆ s❝❤❡❞✉❧❡ σ ✐s (IS , τ)✲▲❙▲ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ (■❙ , τ)✲▲❙▲ ❤✐st♦r② t❤❛t ❡①♣♦rts σ✳

❆ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦♣t✐♠✐st✐❝
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ♦♥❡✳

❚❤❡ ❝❧❛ss SM✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ SM ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ♦♣t✐♠✐st✐❝✱ s❛❢❡✲str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ▲❙▲ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥s✳

▲❡t α ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ops(α)✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❡❛❝❤ ♦❢
✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡✈❡♥t ✐♥ α✳ ▲❡t αk ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ α ✉♣ t♦ t❤❡ ❧❛st ❡✈❡♥t ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥
πk✳ ▲❡t Cseq(α) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ α t❤❛t ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡✈❡♥ts ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t
❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ α✳ ❲❡ s❛② t❤❛t α ✐s str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❧❡❣❛❧ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α′

❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ σ ∈ Cseq(α) s✉❝❤ t❤❛t →σ⊆→α′ ✳

❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❛♥❞✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t
❡✈❡r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭❡✈❡♥ ❛❜♦rt❡❞ ♦r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✮ ♦❜s❡r✈❡s ❝♦rr❡❝t ✭s❡r✐❛❧✮ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛♥
❡①❡❝✉t✐♦♥ α ✐s s❛❢❡✲str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ✐❢ ✭✶✮ α ✐s str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥ πk✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ❧❡❣❛❧ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α′ = π0 · · ·πi · πk ❛♥❞ σ ∈ Cseq(αk) s✉❝❤ t❤❛t {π0, · · · , πi} ⊆ ops(σ)
❛♥❞ ∀πm ∈ ops(α′) : α′|m = αk|m✳

❙✐♠✐❧❛r t♦ ♦t❤❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥s ♦❢ ♦♣❛❝✐t② ❬✻✷❪ ❧✐❦❡ ❚▼❙✶ ❬✹✷❪ ❛♥❞ ❱❲❈ ❬✽✸❪✱ s❛❢❡✲str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s ✭SM✮ r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✭❡✈❡♥ ❛❜♦rt❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✮ ♦❜s❡r✈❡s ✏❝♦rr❡❝t✑ s❡r✐❛❧
❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❙❛❢❡✲str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❝❛♣t✉r❡s ♥✐❝❡❧② ❜♦t❤ ❧♦❝❛❧ s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t②✳ ■❢ ✇❡
tr❛♥s❢♦r♠ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ■❙ ♦❢ ❛ t②♣❡ τ ✐♥t♦ ❛ s❛❢❡✲str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♦♥❡✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ ❛♥ ▲❙▲ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ (■❙ , τ)✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡✳

▲❡♠♠❛ ✽✳✷✳ ▲❡t I ❜❡ ❛ s❛❢❡✲str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ (■❙, τ)✳ ❚❤❡♥✱ I ✐s ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ (■❙, τ)✳

✶✷✺



❈❤❛♣t❡r ✽ ❖♣t✐♠✐s♠ ❢♦r ❜♦♦st✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②

{1, 2, 3}

insert(2)

R(h) R(X1)

R(h) R(X1) R(X2)

(a) σ

insert(1) false insert(1)
R(h)

R(X1)R(h)

R(X1) W (h)

W (h)

true

truefalse

(b) σ′

insert(2)

{3}

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ✭❛✮ ❛ ❤✐st♦r② ❡①♣♦rt✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡ σ✱ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ {1, 2, 3}✱ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ILP ∈ SM❀ ✭❜✮ ❛ ❤✐st♦r②
❡①♣♦rt✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ s❝❤❡❞✉❧❡ σ′✱ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ {3}✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ❛♥② I ∈ P
✐❢ ✐t ❛❝❝❡♣ts σ

■♥❞❡❡❞✱ ❜② r✉♥♥✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ■❙ ✇✐t❤✐♥ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❛❢❡✲str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼✱ ✇❡ ♠❛❦❡
s✉r❡ t❤❛t ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t♥❡ss t❤❡ s❛♠❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ■❙ ✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t r❡t✉r♥❡❞ ⊥
✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ s♦♠❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ■❙ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝❧❛ss P✳ ❚❤✐s ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ▲❙▲ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✿ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❡✈❡r②
♣r♦❝❡ss t❛❦❡s ❡♥♦✉❣❤ st❡♣s✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡t✉r♥ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ ❬✽✵❪✳
◆♦t❡ t❤❛t P ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s❛❢❡✲str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✳

✽✳✹✳✶ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s SM ❛♥❞ P ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡
❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t✳

❆ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ IH ∈ P ♦❢ (LL, set)✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
(LL, set)✱ IH ∈ P✱ t❤❛t ❛❝❝❡♣ts ♥♦♥✲s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡s✿ ❡❛❝❤ r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② contains

❛❝q✉✐r❡s t❤❡ s❤❛r❡❞ ❧♦❝❦ ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ r❡❛❞s t❤❡ next ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❜❡❢♦r❡ r❡❧❡❛s✐♥❣ t❤❡ s❤❛r❡❞
❧♦❝❦ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ❛ ❤❛♥❞✲♦✈❡r✲❤❛♥❞ ♠❛♥♥❡r ❬✷✽❪✳ ❯♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭insert ❛♥❞ remove✮
❛❝q✉✐r❡ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❧♦❝❦ ♦♥ t❤❡ head ❞✉r✐♥❣ read(head) ❛♥❞ r❡❧❡❛s❡ ✐t ❛t t❤❡ ❡♥❞✳ ❊✈❡r② ♦t❤❡r r❡❛❞
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s s✐♠♣❧② r❡❛❞s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t next ✜❡❧❞ t♦ tr❛✈❡rs❡ t❤❡ ❧✐st✳ ❚❤❡
✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛♥ insert ♦r ❛ remove ❛❝q✉✐r❡s t❤❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❧♦❝❦✱ ✇r✐t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡
❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ r❡❧❡❛s❡s t❤❡ ❧♦❝❦✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛❧ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s s✐♥❝❡
t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❤♦❧❞s t❤❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❧♦❝❦ ♦♥ t❤❡ head t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s✿

▲❡♠♠❛ ✽✳✸✳ IH ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡ ❛♥❞ ▲❙▲ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ (LL, set)✳

❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ (LL, set) ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② σ0✱ ✐s ♥♦t s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡
❛♥❞ ♠✉st ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❜② ❛♥② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ SM✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ IH t❤❛t
❡①♣♦rts σ0 s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❝♦♥✢✐❝t ♦♥ ❛♥② t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛❝❝❡ss❡❞✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ σ ♦❢ (LL, set) ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✭❛✮✳ ❈❧❡❛r❧②✱ σ ✐s s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐s
❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦st ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❝♦♥✢✐❝t✳ ❋♦r ❡①✲
❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ILP ❞❡♥♦t❡ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ (■❙ , τ) ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♦♣❛q✉❡ ❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
LP ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ ✭❈❤❛♣t❡r ✹✮✳ ❚❤❡♥✱ ILP ∈ SM ❛♥❞ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ σ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ILP ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t σ ✐s ♥♦t ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ❛♥② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ P✳ ❖✉r ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ ✐ts
♦✇♥ r✐❣❤t✿ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ P t❤❛t ❛❝❝❡♣ts σ✱ ✐t ♠✉st ❛❧s♦ ❛❝❝❡♣t t❤❡
s❝❤❡❞✉❧❡ σ′ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✭❜✮✳ ■♥ σ′✱ insert(2) ♦✈❡r✇r✐t❡s t❤❡ ✇r✐t❡ ♦♥ ❤❡❛❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② insert(1)
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧♦st ✉♣❞❛t❡✳ ❇② ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ σ′ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ contains(1)
r❡t✉r♥s false❀ ❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✽✳✹✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❝❤❡❞✉❧❡ σ0 ♦❢ (LL, set) t❤❛t ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ PL✱ ❜✉t
♥♦t ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ❛♥② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ I ∈ SM✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t σ0 ❜❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ (LL, set) ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t σ0 ∈
S(I)✱ ✇❤❡r❡ I ✐s ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ (LL, set) ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥② s❛❢❡✲str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α ♦❢ I t❤❛t ❡①♣♦rts σ0✳ ◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s✿ ✭✶✮ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ r❡❛❞ ♦❢ X4 ❜②

✶✷✻



✽✳✹ P❡ss✐♠✐st✐❝ ✈s✳ ♦♣t✐♠✐st✐❝ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥

contains(5) r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X4 t❤❛t ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❜② insert(5)✳ ❙✐♥❝❡ insert(2) →α insert(5)✱ insert(2)
♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ insert(5) ✐♥ ❛♥② s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α′ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ α✳ ❆❧s♦✱ s✐♥❝❡ contains(5) r❡❛❞s X1

♣r✐♦r t♦ ✐ts ✉♣❞❛t❡ ❜② insert(2)✱ contains(5) ♠✉st ♣r❡❝❡❞❡ insert(2) ✐♥ α′✳ ❇✉t t❤❡♥ t❤❡ r❡❛❞ ♦❢ X4 ✐s ♥♦t
❧❡❣❛❧ ✐♥ α′✖❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ α ♠✉st ❜❡ s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✳ ✭✷✮ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t contains(5) r❡❛❞s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
✈❛❧✉❡ ♦❢ X4✱ ✐✳❡✳✱ ✐ts ✈❛❧✉❡ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ✇r✐t❡ t♦ X4 ❜② insert(5)✱ ✇❤❡r❡ X4.next ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❧✐st
✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ LL✮✳ ❇✉t t❤❡♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ LL✱ contains(5) ❝❛♥♥♦t ❛❝❝❡ss
X5 ✐♥ σ0✖❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ IH ∈ P✿ s✐♥❝❡ t❤❡ contains ♦♣❡r❛t✐♦♥ tr❛✈❡rs❡s t❤❡ ❧✐st ✉s✐♥❣
s❤❛r❡❞ ❤❛♥❞✲♦✈❡r✲❤❛♥❞ ❧♦❝❦✐♥❣✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss pi ❡①❡❝✉t✐♥❣ contains(5) ❝❛♥ r❡❧❡❛s❡ t❤❡ ❧♦❝❦ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥t X1

♣r✐♦r t♦ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❧♦❝❦ ♦♥ X1 ❜② insert(2)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ pi ❝❛♥ ❛❝q✉✐r❡ t❤❡ s❤❛r❡❞ ❧♦❝❦
♦♥ X4 ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❧♦❝❦ ♦♥ X4 ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❡①❡❝✉t✐♥❣ insert(5) ✇❤✐❧❡
st✐❧❧ ❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ s❤❛r❡❞ ❧♦❝❦ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥t X3✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ IH t❤❛t ❡①♣♦rts σ0✳

❚❤❡♦r❡♠ ✽✳✺✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❝❤❡❞✉❧❡ σ ♦❢ (LL, set) t❤❛t ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ SM✱ ❜✉t
♥♦t ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ❛♥② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ P✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ s❤♦✇ ✜rst t❤❛t t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ σ ♦❢ (LL, set) ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✭❛✮ ✐s ♥♦t ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ❛♥②
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ P✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ❛♥❞ ❧❡t σ ❜❡ ❡①♣♦rt❡❞ ❜② ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ α✳ ❍❡r❡ α st❛rts ✇✐t❤
t❤r❡❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ insert ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs 1✱ 2✱ ❛♥❞ 3✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✏st❛t❡✑ ♦❢ t❤❡ s❡t ✐s {1, 2, 3}✱
✇❤❡r❡ ✈❛❧✉❡ i ∈ {1, 2, 3} ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ♦❜❥❡❝t Xi✳

❙✉♣♣♦s❡✱ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t s♦♠❡ I ∈ P ❛❝❝❡♣ts σ✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t I t❤❡♥ ❛❝❝❡♣ts t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ σ′

❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✭❜✮✱ ✇❤✐❝❤ st❛rts ✇✐t❤ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ insert(3) st♦r✐♥❣ ✈❛❧✉❡ 3 ✐♥ ♦❜❥❡❝t
X1✳

▲❡t α′ ❜❡ ❛♥② ❤✐st♦r② ♦❢ I t❤❛t ❡①♣♦rts σ′✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ♦❜❡❞✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✿ ✐♥
α′✿ t❤❡ r❡❛❞ ♦❢ ❤❡❛❞ ❜② insert(2) ✐♥ σ′ r❡❢❡rs t♦ X1 ✭t❤❡ ♥❡①t ❡❧❡♠❡♥t t♦ ❜❡ r❡❛❞ ❜② insert(2)✮✳ ■♥ α✱
❡❧❡♠❡♥t X1 st♦r❡s ✈❛❧✉❡ 1✱ ✐✳❡✳✱ insert(1) ❝❛♥ s❛❢❡❧② r❡t✉r♥ false✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ σ′✱ X1 st♦r❡s ✈❛❧✉❡ 3✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡
♥❡①t st❡♣ ♦❢ insert(1) ♠✉st ❜❡ ❛ ✇r✐t❡ t♦ ❤❡❛❞✳ ❚❤✉s✱ ♥♦ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ α ❛♥❞ α′ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ X1 r❡t✉r♥✳ ▲❡t α′′ ❜❡ t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ α′ ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ R(X1) ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② insert(2)✳
❙✐♥❝❡ I ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ α′′ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ insert(1) ❛♥❞ insert(2) t❡r♠✐♥❛t❡❀ ✇❡
s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✈✐♦❧❛t❡s ❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t②✳ ❙✐♥❝❡ I ✐s ❧♦❝❛❧❧②✲s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✱ t♦ r❡s♣❡❝t ♦✉r s❡q✉❡♥t✐❛❧
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ (LL, set)✱ ❜♦t❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ✇r✐t❡ t♦ ❤❡❛❞ ❜❡❢♦r❡ r❡t✉r♥✐♥❣✳ ▲❡t
π1 = insert(1) ❜❡ t❤❡ ✜rst ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ✇r✐t❡ t♦ ❤❡❛❞ ✐♥ t❤✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ▲❡t π2 = insert(2) ❜❡
t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥s❡rt ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t π1 r❡t✉r♥s true ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ π2 ♦✈❡r✇r✐t❡s t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ π1 ♦♥
head ❛♥❞ ❛❧s♦ r❡t✉r♥s true✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ P ❛r❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r
❡①t❡♥❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ contains(1) t❤❛t ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ false ✭t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥s❡rt❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐st
❜② π1 ✐s ❧♦st✮✖❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ I ✐s ❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s❡t✳ ❚❤✉s✱ σ /∈ S(I) ❢♦r ❛♥② I ∈ P✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ σ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ILP ∈ SM✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥✢✐❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
❝♦♥❝✉rr❡♥t ✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

✽✳✹✳✷ ❈♦♥❝✉rr❡♥❝② ♦♣t✐♠❛❧✐t②

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝s ❛✇❛r❡♥❡ss ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ P ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s♠ ♦❢ SM
t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t t❤❛t s✉♣❡rs❡❞❡s ❡✈❡r② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
✐♥ ❝❧❛ss❡s P ❛♥❞ SM ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳ ❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ IRM ♣r♦✈✐❞❡s ♣r♦❝❡ss❡s
✇✐t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧✐st ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳✷✮✳

❊✈❡r② ♦❜❥❡❝t ✭♦r ❡❧❡♠❡♥t✮ Xℓ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ t-var [ℓ] st♦r❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡
v ∈ V ♦❢ Xℓ✱ r[ℓ] st♦r❡s ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✐❢ Xℓ ✐s ♠❛r❦❡❞ ❢♦r ❞❡❧❡t✐♦♥✱ L[ℓ] st♦r❡s ❛ t✉♣❧❡ ♦❢ t❤❡
✈❡rs✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ Xℓ ❛♥❞ ❛ ❧♦❝❦❡❞ ✢❛❣❀ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤❡t❤❡r ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❝❡ss ✐s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
❛ ✇r✐t❡ t♦ Xℓ✳

✶✷✼



❈❤❛♣t❡r ✽ ❖♣t✐♠✐s♠ ❢♦r ❜♦♦st✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳✷ ❈♦❞❡ ❢♦r ♣r♦❝❡ss pk ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ r❡❛❞s ❛♥❞ ✇r✐t❡s ✐♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ IRM

✶✿ ❙❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

✷✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t Xℓ✿
✸✿ t-var [ℓ]✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✵
✹✿ r[ℓ]✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② false

✺✿ L[ℓ] ∈ N × {true, false} s✉♣♣♦rts read

✻✿ write, cas ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② 〈0, false〉

✼✿ ▲♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ♣r♦❝❡ss pk✿

✽✿ rbuf k[i] ⊂ X ×N ❀ i = {1, 2} ❝②❝❧✐❝ ❜✉✛❡r ♦❢ s✐③❡ 2✱
✾✿ ✐♥✐t✐❛❧❧② ∅

✶✵✿ readk(Xℓ) ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② insert✱ remove✱ contains✿

✶✶✿ 〈ver1 , ∗〉 ← L[ℓ].read() ✴✴ ❣❡t ✈❡rs✐♦♥❡❞ ❧♦❝❦

✶✷✿ val← t-var [ℓ].read() ✴✴ ❣❡t ✈❛❧✉❡

✶✸✿ r ← r[ℓ].read()
✶✹✿ 〈ver2 , ∗〉 ← L[ℓ].read() ✴✴ r❡❣❡t ✈❡rs✐♦♥❡❞ ❧♦❝❦

✶✺✿ ✐❢ (ver1 6= ver2) ∨ r t❤❡♥

✶✻✿ ❘❡t✉r♥ ⊥
✶✼✿ rbuf k.add(〈Xℓ, ver1〉) ✴✴ ♦✈❡rr✐❞❡ ♣❡♥✉❧t✐♠❛t❡ ❡♥tr②

✶✽✿ ❘❡t✉r♥ val

✶✾✿ writek(Xℓ, v) ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② remove✿

✷✵✿ ❧❡t oldverℓ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t 〈Xℓ, oldverℓ〉 ∈ rbuf k
✷✶✿ ver ← oldverℓ
✷✷✿ ✐❢ ¬L[ℓ].cas(〈ver , false〉, 〈ver , true〉) t❤❡♥
✷✸✿ ❘❡t✉r♥ ⊥ ✴✴ ❣r❛❜ ❧♦❝❦ ♦r ❛❜♦rt

✷✹✿ ❧❡t Xℓ′ 6= Xℓ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t {Xℓ′ , verℓ′} ∈ rbuf k
✷✺✿ ✐❢ ¬L[ℓ′].cas(〈verℓ′ , false〉, 〈verℓ′ , true〉) t❤❡♥
✷✻✿ ❘❡t✉r♥ ⊥ ✴✴ ❣r❛❜ ❧♦❝❦ ♦r ❛❜♦rt

✷✼✿ r[ℓ′].write(true) ✴✴ ♠❛r❦ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r ❞❡❧❡t✐♦♥

✷✽✿ t-var [ℓ].write(v) ✴✴ ✉♣❞❛t❡ ♠❡♠♦r②

✷✾✿ L[ℓ].write(〈ver + 1, false〉)✴✴ r❡❧❡❛s❡ ❧♦❝❦s

✸✵✿ L[ℓ′].write(〈verℓ′ + 1, false〉)
✸✶✿ ❘❡t✉r♥ ok

✸✷✿ writek(Xℓ, v) ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② insert✿

✸✸✿ ❧❡t oldverℓ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t 〈Xℓ, oldverℓ〉 ∈ rbuf k
✸✹✿ ver ← oldverℓ
✸✺✿ ✐❢ ¬L[ℓ].cas(〈ver , false〉, 〈ver , true〉) t❤❡♥
✸✻✿ ❘❡t✉r♥ ⊥ ✴✴ ❣r❛❜ ❧♦❝❦ ♦r ❛❜♦rt

✸✼✿ t-var [ℓ].write(v) ✴✴ ✉♣❞❛t❡ ♠❡♠♦r②

✸✽✿ L[ℓ].write(〈ver + 1, false〉)✴✴ r❡❧❡❛s❡ ❧♦❝❦s

✸✾✿ ❘❡t✉r♥ ok

❆♥② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r v tr❛✈❡rs❡s t❤❡ ❧✐st st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ head ❡❧❡♠❡♥t ✉♣ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t
st♦r✐♥❣ ✈❛❧✉❡ v′ ≥ v ✇✐t❤♦✉t ✇r✐t✐♥❣ t♦ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✳ ■❢ ❛ r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥✢✐❝ts ✇✐t❤
❛ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦r ✐❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ♠❛r❦❡❞ ❢♦r ❞❡❧❡t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❡r♠✐♥❛t❡s
❜② r❡t✉r♥✐♥❣ ⊥✳ ❲❤✐❧❡ tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❧✐st✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ ❧❛st t✇♦ r❡❛❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r
✈❡rs✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r♦t❛t✐♥❣ ❜✉✛❡r rbuf ✳ ■❢ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② contains(v)
r❡t✉r♥ ⊥ ❛♥❞ ✐❢ v′ = v✱ t❤❡♥ contains(v) r❡t✉r♥s true❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t r❡t✉r♥s false✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ contains ❞♦❡s
♥♦t ✇r✐t❡ t♦ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✳

❚♦ ♣❡r❢♦r♠ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ❛s ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭insert ❛♥❞ remove✮✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
✜rst r❡tr✐❡✈❡s t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ✐ts r♦t❛t✐♥❣ ❜✉✛❡r✳ ■t r❡t✉r♥s ⊥ ✐❢ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ❤❛s
❜❡❡♥ ❝❤❛♥❣❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦r ✐❢ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❝❡ss ✐s ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ ✇r✐t❡ t♦
t❤❡ s❛♠❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ t❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ ⊥ ✐s r❡t✉r♥❡❞ ♦♥❧② ✐❢ prev .next 6→ curr ✳ ■❢ prev .next → curr ✱
t❤❡♥ ✇❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ❧♦❝❦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ r❡t✉r♥ ⊥ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
♣r♦❝❡ss ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ ✇r✐t❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❇✉t ✇❡ ❛✈♦✐❞ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤✐s st❡♣ ✐♥ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠
♣s❡✉❞♦❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ remove ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝❤❡❝❦s ✐❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t
t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐st ✐s ❧♦❝❦❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❀ ✐❢ ♥♦t✱ ✐t s❡ts ❛ ✢❛❣ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t t♦ ♠❛r❦ ✐t ❢♦r
❞❡❧❡t✐♦♥✳ ■❢ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞ ♦r ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ insert(v) ♦r remove(v) r❡t✉r♥❡❞ ⊥✱

✶✷✽



✽✳✹ P❡ss✐♠✐st✐❝ ✈s✳ ♦♣t✐♠✐st✐❝ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ r❡t✉r♥❡❞ ❛s ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ LL✳ ❆♥②
✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ IRM ✉s❡s ❛t ♠♦st t✇♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❬✶✻❪✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜✐❧✐t②✳ ▲❡t α ❜❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ IRM ❛♥❞ <α ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t♦t❛❧✲♦r❞❡r ♦♥ ❡✈❡♥ts ✐♥
α✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t α st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥s❡rt ♦♣❡r❛t✐♦♥
π0 t❤❛t ✐♥s❡rts tail ❛♥❞ s❡ts head .next = tail ✳ ▲❡t H ❜❡ t❤❡ ❤✐st♦r② ❡①♣♦rt❡❞ ❜② α✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ r❡❛❞s ❛♥❞
✇r✐t❡s ❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧✳ ❲❡ ❝♦♥str✉❝t H ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ℓop ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♥♦♥✲❛❜♦rt❡❞
r❡❛❞ ♦r ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ op ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ α ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ✐❢ op ✐s ❛ r❡❛❞✱ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss pk✱ ℓop ✐s t❤❡ ❜❛s❡✲♦❜❥❡❝t read ✐♥ ❧✐♥❡ ✶✷❀

• ✐❢ op ✐s ❛ ✇r✐t❡ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ insert ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ℓop ✐s t❤❡ ❜❛s❡✲♦❜❥❡❝t cas ✐♥ ❧✐♥❡ ✷✷❀

• ✐❢ op ✐s ❛ ✇r✐t❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ remove ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ℓop ✐s t❤❡ ❜❛s❡✲♦❜❥❡❝t cas ✐♥ ❧✐♥❡ ✸✺✳

❲❡ s❛② t❤❛t ❛ read ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t X ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ π ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ H ✭✇❡ ❛❧s♦ s❛② t❤❛t X ✐s ✈❛❧✐❞✮
✐❢ t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛♥② remove ♦♣❡r❛t✐♦♥ π1 t❤❛t ❞❡❛❧❧♦❝❛t❡s X ✭r❡♠♦✈❡s X ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐st✮ s✉❝❤ t❤❛t
ℓπ1.write(X) <α ℓπ.read(X)✳

▲❡♠♠❛ ✽✳✻✳ ▲❡t π ❜❡ ❛♥② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ read(X) ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② read(Y ) ✐♥ H✳ ❚❤❡♥ ✭✶✮ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛♥ insert ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t s❡ts X.next = Y ♣r✐♦r t♦ π.read(X)✱ ❛♥❞ ✭✷✮ π.read(X) ❛♥❞ π.read(Y ) ❛r❡
✈❛❧✐❞ ✐♥ H✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t π ❜❡ ❛♥② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ IRM t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s read(X) ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② read(Y )✳ ■❢ X ❛♥❞ Y ❛r❡ ❤❡❛❞
❛♥❞ t❛✐❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ head .next = tail ✭❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ remove ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞❡❛❧❧♦❝❛t❡s t❤❡ ❤❡❛❞
♦r t❛✐❧✱ t❤❡ read ♦❢ X ❛♥❞ Y ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ✐♥ H✳

◆♦✇✱ ❧❡t X ❜❡ t❤❡ ❤❡❛❞ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t π ♣❡r❢♦r♠s read(X) ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② read(Y )❀ Y 6= tail

✐♥ H✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ✐❢ π ♣❡r❢♦r♠s ❛ read(Y )✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ π′ = insert t❤❛t ❤❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡t
❤❡❛❞.next = Y ✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ π.read(X) ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❧✐♥❡ ✶✷ ❛❢t❡r t❤❡ ✇r✐t❡ t♦ s❤❛r❡❞
♠❡♠♦r② ❜② π′ ✐♥ ❧✐♥❡ ✸✼✳ ❇② t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t♦ t①✲♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ℓπ′ <α ℓπ.read(X)✳
❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ insert ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t s❡ts X.next = Y ♣r✐♦r t♦ π.read(X) ✐♥ H✳

❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛✐♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ read(Y ) ❜② π ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ H✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥
t❤❛t Y ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜② s♦♠❡ π′′ = remove ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣r✐♦r t♦ read(Y ) ❜② π✳ ❇② t❤❡ r✉❧❡s ❢♦r
❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❧✐♥❡ ✷✽ ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❧✐♥❡ ✶✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
π ♣r♦❝❡❡❞s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❤❡❝❦ ✐♥ ❧✐♥❡ ✶✺ ❛♥❞ r❡t✉r♥s ⊥ s✐♥❝❡ t❤❡ ✢❛❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t Y
✐s ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡t ❜② π′′✳ ❚❤✉s✱ H ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ π.read(Y )✖❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

■♥❞✉❝t✐✈❡❧②✱ ❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❡✈❡r② ♥♦♥✲❤❡❛❞ read ❜② π ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛♥ insert ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ H✳

▲❡♠♠❛ ✽✳✼✳ H ✐s ❧♦❝❛❧❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ LL✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✽✳✻✱ ❡✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t X r❡❛❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ π ✐s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛♥ insert

♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ H✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ X r❡t✉r♥s v′✱ t❤❡♥ X.♥❡①t st♦r❡s ❛ ♣♦✐♥t❡r
t♦ ❛♥♦t❤❡r ✈❛❧✐❞ ❡❧❡♠❡♥t t❤❛t st♦r❡s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡ v′′ > v′✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡r✐❡s ♦❢ r❡❛❞s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② π t❡r♠✐♥❛t❡s ❛s s♦♦♥ ❛s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t st♦r✐♥❣ ✈❛❧✉❡ v ♦r ❤✐❣❤❡r ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❚❤✉s✱ π ♣❡r❢♦r♠s ❛t ♠♦st
O(|v − v0|) r❡❛❞s✱ ✇❤❡r❡ v0 ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡❧❡♠❡♥t r❡❛❞ ❜② π✳ ◆♦✇ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t Sπ ❛s ❛
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ insert ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐♥s❡rt ✈❛❧✉❡s r❡❛❞ ❜② π✱ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② π✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
Sπ ∈ ΣLL✳

■t ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ✉s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❤✐st♦r② H ♦❢ IRM ✐s ❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡✳ ❋✐rst✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ H̃ ♦❢ H ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞✳
❚❤❡ ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ π = insert ∨ remove ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ♥♦t r❡t✉r♥❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❢r♦♠
t❤❡ write ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣♦♥s❡ true✳

❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❤✐st♦r② S̃ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ H̃ ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ℓπ ✇✐t❤
❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥ π ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ π = insert ∨ remove t❤❛t r❡t✉r♥s true ✐♥ H̃✱ ℓπ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ✜rst write ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② π ✐♥ H❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ℓπ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛st read ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② π ✐♥ H✳

✶✷✾



❈❤❛♣t❡r ✽ ❖♣t✐♠✐s♠ ❢♦r ❜♦♦st✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②

❋♦r π = contains t❤❛t r❡t✉r♥s true✱ ℓπ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛st read ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ IRM ❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ℓπ ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ read ♦❢ ❤❡❛❞✳ ❙✐♥❝❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
♦❢ IRM ✱ ❢♦r ❛♥② t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s πi ❛♥❞ πj ✐♥ H̃✱ ✐❢ πi →H̃ πj ✱ t❤❡♥ πi →S̃ πj ✳

▲❡♠♠❛ ✽✳✽✳ S̃ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ s❡t✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t S̃k ❜❡ t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ S̃ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜rst k ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❡❛❝❤ S̃k

✇✐t❤ ❛ s❡t qk ♦❢ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ✇❡r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♥s❡rt❡❞ ❛♥❞ ♥♦t s✉❜s❡q✉❡♥t❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② r❡♠♦✈❡❞ ✐♥ S̃k✳
❲❡ s❤♦✇ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ k t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ S̃k ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✬
r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ S̃k ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❡t t②♣❡✳

❚❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡ k = 1 ✐s tr✐✈✐❛❧✿ t❤❡ t❛✐❧ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ +∞ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♥s❡rt❡❞✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t S̃k

✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❡t t②♣❡ ❛♥❞ ❧❡t π1 ✇✐t❤ ❛r❣✉♠❡♥t v ∈ Z ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡ rπ1 ❜❡ t❤❡ ❧❛st ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢
S̃k+1✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t (qk, π1, q

k+1, rπ1
) ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❡t t②♣❡✳

✭✶✮ ■❢ π1 = insert(v) r❡t✉r♥s true ✐♥ S̃k+1✱ t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛♥② ♦t❤❡r π2 = insert(v) t❤❛t r❡t✉r♥s true
✐♥ S̃k+1 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛♥② remove(v) t❤❛t r❡t✉r♥s true❀ π2 →S̃k+1 remove(v) →S̃k+1

π1✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t s✉❝❤ ❛ π1 ❛♥❞ π2 ❡①✐st✳ ❊✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧ insert(v) ♦♣❡r❛t✐♦♥
♣❡r❢♦r♠s ✐ts ♣❡♥✉❧t✐♠❛t❡ read ♦♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t X t❤❛t st♦r❡s ❛ ✈❛❧✉❡ v′ < v ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st r❡❛❞ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t t❤❛t st♦r❡s ❛ ✈❛❧✉❡ v′′ > v✳ ❈❧❡❛r❧②✱ π1 ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠s ❛ write ♦♥ X✳ ❇②
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ S̃✱ π1 ✐s ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❛t t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛s ❧♦❝❦ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥t X✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t π2

♠✉st ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ write t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t X ✭♦t❤❡r✇✐s❡ ♦♥❡ ♦❢ π1 ♦r π2 ✇♦✉❧❞ r❡t✉r♥ false✮✳ ❇②
❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ✇r✐t❡ t♦ X ✐♥ s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② ❜② π2 ✭❧✐♥❡ ✸✼✮ ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇r✐t❡
t♦ X ✐♥ s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② ❜② π2✳ ■❢ ℓπ2

<α ℓπ1.read(X)✱ t❤❡♥ π1 ❝❛♥♥♦t r❡t✉r♥ true✖❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ ℓπ1.read(X) <α ℓπ2

✱ t❤❡♥ π1 r❡❛❝❤❡s ❧✐♥❡ ✷✷ ❛♥❞ r❡t✉r♥ ⊥✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❡✐t❤❡r π1

❛tt❡♠♣ts t♦ ❛❝q✉✐r❡ t❤❡ ❝❛s ❧♦❝❦ ♦♥ X ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s st✐❧❧ ❤❡❧❞ ❜② π2 ♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ X ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥
t❤❡ r❜✉❢ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❡①❡❝✉t✐♥❣ π1 ❤❛s ❝❤❛♥❣❡❞✖❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

■❢ π1 = insert(v) r❡t✉r♥s false ✐♥ S̃k+1✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ π2 = insert(v) t❤❛t r❡t✉r♥s true ✐♥ S̃k+1 s✉❝❤
t❤❛t t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛♥② π3 = remove(v) t❤❛t r❡t✉r♥s true❀ π2 →S̃k+1 π3 →S̃k+1 π1✳ ❙✉♣♣♦s❡
t❤❛t s✉❝❤ ❛ π2 ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✳ ❚❤✉s✱ π1 ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ ✐ts ❧❛st read ♦♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t t❤❛t st♦r❡s ✈❛❧✉❡
v′′ > v✱ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ ▲✐♥❡ ✸✼ ❛♥❞ r❡t✉r♥ true✖❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t✇♦ ❝❧❛✐♠s ♣r♦✈❡ t❤❛t ∀q ∈ Q❀ ∀v ∈ Z✱ S̃k+1

s❛t✐s✜❡s (q, insert(v), q ∪ {v}, (v 6∈ q))✳

✭✷✮ ■❢ π1 = remove(v)✱ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ insert(v) ♣r♦✈❡ t❤❛t ∀q ∈ Q❀ ∀v ∈ Z✱ S̃k+1

s❛t✐s✜❡s (q, remove(v), q \ {v}, (v ∈ q))✳

✭✸✮ ■❢ π1 = contains(v) r❡t✉r♥s true ✐♥ S̃k+1✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts π2 = insert(v) t❤❛t r❡t✉r♥s tr✉❡ ✐♥ S̃k+1

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛♥② remove(v) t❤❛t r❡t✉r♥s tr✉❡ ✐♥ S̃k+1 s✉❝❤ t❤❛t π2 →S̃k+1

remove(v) →S̃k+1 π1✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❝❧❛✐♠ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✽✳✻✳

◆♦✇✱ ✐❢ π1 = contains(v) r❡t✉r♥s false ✐♥ S̃k+1✱ t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛♥ π2 = insert(v) t❤❛t r❡t✉r♥s
tr✉❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛♥② remove(v) t❤❛t r❡t✉r♥s tr✉❡❀ π2 →S̃k+1 remove(v) →S̃k+1

contains(v)✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t s✉❝❤ ❛ π1 ❛♥❞ π2 ❡①✐st✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❧✐♥❡ ✸✼ ❜② t❤❡
insert(v) ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ✉♣❞❛t❡s s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥t✱ s❛② X ♣r❡❝❡❞❡s t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❧✐♥❡ ✶✷ ❜② contains(v)
t❤❛t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ✜rst read ✭t❤❡ ❤❡❛❞✮✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t contains(v) ♠✉st r❡❛❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t
X ′ ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ ❜② insert(v) ❛♥❞ r❡t✉r♥ true✖❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐t
r❡t✉r♥s false✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤✐s ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ✐s ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ remove ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ❢♦r❝❡s
X ′ t♦ ❜❡ ✉♥r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❤❡❛❞ ✐✳❡✳ ❝♦♥❝✉rr❡♥t t♦ t❤❡ write t♦ X ❜② insert✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ remove

t❤❛t s❡ts X ′′.♥❡①t t♦ X.♥❡①t ❛❢t❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❧✐♥❡ ✸✺ ❜② insert✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡
❝❛s ♦♥ X ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ remove ✇♦✉❧❞ r❡t✉r♥ false✳

❚❤✉s✱ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ S̃ s❛t✐s✜❡s t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t
t②♣❡✳

▲❡♠♠❛s ✽✳✼ ❛♥❞ ✽✳✽ ✐♠♣❧②✿

✶✸✵



✽✳✹ P❡ss✐♠✐st✐❝ ✈s✳ ♦♣t✐♠✐st✐❝ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥

❚❤❡♦r❡♠ ✽✳✾✳ IRM ✐s ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (LL, set)✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♦♣t✐♠❛❧✐t②✳ ◆♦✇ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t IRM s✉♣❡rs❡❞❡s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✱ ❛♥②
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❧❛ss❡s P ♦r SM✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♦♣t✐♠❛❧✐t② r❡s✉❧t✱ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥
✐ts ♦✇♥ r✐❣❤t✿ ❛♥② ✜♥✐t❡ s❝❤❡❞✉❧❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❜② IRM ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❛❜❧② ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ✭♦r s✐♠♣❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✮✳
❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥② ✜♥✐t❡ s❝❤❡❞✉❧❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❛❜❧② ❝♦rr❡❝t✳

❆ ❝♦rr❡❝t s❝❤❡❞✉❧❡ σ ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧② ❝♦rr❡❝t ✐❢ ❜② ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ ✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ σ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞✐♥❣✱ ❢♦r ❛♥②
v ∈ Z✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ contains(v)✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧✐st✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦rr❡❝t s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧✐st ❛❢t❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦rr❡❝t
s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✐ts ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ st❛t❡ ♦❢ ✐ts ♥❡①t ✜❡❧❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❛st ✇r✐t❡ ✐♥ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ ❛ ❝♦rr❡❝t s❝❤❡❞✉❧❡✱
❡❛❝❤ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ✜rst ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐st✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐st ❜②
✐t❡r❛t✐✈❡❧② tr❛✈❡rs✐♥❣ ✐t✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ head ✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧② ❝♦rr❡❝t ✐❢ ✐t ✐♥❝✉rs ♥♦ ✏❧♦st ✉♣❞❛t❡s✑✳ ❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡
✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✭❜✮✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ insert(1) ❛♥❞ insert(2) ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐st ✇✐t❤ st❛t❡ {3}✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ❝♦rr❡❝t ✭❜♦t❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡t✉r♥ true s♦ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❝❛♥ s♦♠❡ ❢r♦♠ ❛
❝♦♠♣❧❡t❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ❤✐st♦r②✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ s❛② insert(1)✱ ♦✈❡r✇r✐t❡s
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ contains(2)✱
t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐t ♠❛② ❣✐✈❡ ✐s false ✇❤✐❝❤ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧
❤✐st♦r②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✽✳✶✵ ✭❖♣t✐♠❛❧✐t②✮✳ IRM ❛❝❝❡♣ts ❛❧❧ s❝❤❡❞✉❧❡s t❤❛t ❛r❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (LL, set)✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛♥② s❝❤❡❞✉❧❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❜② IRM ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❲❡ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥
❛ r❡❛❞ ♦r ✇r✐t❡ r❡t✉r♥s ⊥ ✭✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢❛✐❧s t♦ r❡t✉r♥ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡✮ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡
❝✉rr❡♥t s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s r❡❥❡❝t❡❞✿ ✭✶✮ read(Xℓ) r❡t✉r♥s ⊥ ✐♥ ❧✐♥❡ ✶✻ ✇❤❡♥ r[ℓ] = true ♦r ✇❤❡♥ ver1 6= ver2✱
✭✷✮ write(Xℓ) ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② remove(v) ❡✐t❤❡r r❡t✉r♥s ⊥ ✐♥ ❧✐♥❡ ✷✷ ✇❤❡♥ t❤❡ cas ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ L[ℓ] r❡t✉r♥s
false ♦r r❡t✉r♥s ⊥ ✐♥ ❧✐♥❡ ✷✺ ✇❤❡♥ t❤❡ cas ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t t❤❛t st♦r❡s v r❡t✉r♥s false✱ ❛♥❞ ✭✸✮
write(Xℓ) ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② insert r❡t✉r♥s ⊥ ✐♥ ❧✐♥❡ ✸✺ ✇❤❡♥ t❤❡ cas ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ L[ℓ] r❡t✉r♥s false✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✉❜❝❛s❡ ✭✶❛✮✱ r[ℓ] ✐s s❡t true ❜② ❛ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♦r ❝♦♥❝✉rr❡♥t write(Xℓ) ✭❧✐♥❡ ✷✼✮✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤✐s write ✐s ❛ remove t❤❛t ♠❛r❦s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐st ❡❧❡♠❡♥t ❛s r❡♠♦✈❡❞✳ ❙✐♥❝❡
♥♦ r❡♠♦✈❡❞ ❡❧❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ LL✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤✐st♦r② ✐s ♥♦t ❧♦❝❛❧❧②
s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐♥ s✉❜❝❛s❡ ✭✶❜✮✱ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Xℓ r❡❛❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✶✶ ❤❛s ❝❤❛♥❣❡❞✳
❚❤✉s✱ ❛♥ ✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❤❛s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ✇r✐t❡ t♦ Xℓ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ❡①❡❝✉t✐♦♥s
t❤❛t ❡①♣♦rt s✉❝❤ s❝❤❡❞✉❧❡s✳

■♥ ❝❛s❡ (2)✱ t❤❡ write ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ remove ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡t✉r♥s ⊥✳ ■♥ s✉❜❝❛s❡ ✭✷❛✮✱ Xℓ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❧♦❝❦❡❞✳
❚❤✉s✱ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❤❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❧♦❝❦❡❞ Xℓ ✭❜② s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ L[ℓ].cas()
✐♥ ❧✐♥❡ ✷✷✮ ❛♥❞ ❤❛s ♥♦t ②❡t r❡❧❡❛s❡❞ t❤❡ ❧♦❝❦ ✭❜② ✇r✐t✐♥❣ 〈ver ′, false〉 t♦ L[ℓ] ✐♥ ❧✐♥❡ ✷✾✮✳ ■♥ s✉❜❝❛s❡ ✭✷❜✮✱
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Xℓ ✭st♦r❡❞ ✐♥ L[ℓ]✮ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Xℓ ✇✐t♥❡ss❡❞ ❜② ❛ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ read✳
❚❤✉s✱ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❛ ✇r✐t❡ t♦ Xℓ ❛❢t❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥
π ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ read ♦❢ Xℓ✳ ■♥ ❜♦t❤ ✭✷❛✮ ❛♥❞ ✭✷❜✮✱ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ π′ ✭remove

♦r insert✮ ❤❛s ✇r✐tt❡♥ ♦r ✐s ❛❜♦✉t t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ write t♦ Xℓ✳ ■♥ s✉❜❝❛s❡ ✭✷❝✮✱ t❤❡ cas ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t
Xℓ′ ✭❡❧❡♠❡♥t t❤❛t st♦r❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ v✮ ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② remove(v) r❡t✉r♥s false ✭❧✐♥❡ ✷✺✮✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❜② t❤❡
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ LL✱ remove(v) ♣❡r❢♦r♠s ❛ read ♦❢ Xℓ′ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ write(Xℓ)✱ ✇❤❡r❡ Xℓ.♥❡①t
r❡❢❡rs t♦ Xℓ′ ✳ ■❢ t❤❡ ❝❛s ♦♥ Xℓ′ ❢❛✐❧s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ write t♦ Xℓ′ ✱
❜✉t ❛❢t❡r t❤❡ read ♦❢ Xℓ′ ❜② remove(v)✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❛❜♦rt t❤❡ ✇r✐t❡ t♦ Xℓ✱
t❤❡♥ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ contains ✐s ♥♦t ▲❙▲✳

■♥ ❝❛s❡ (3)✱ t❤❡ write ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛♥ insert ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡t✉r♥s ⊥✳ ❙✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts t♦ ❝❛s❡ (2) ♣r♦✈❡
t❤❛t ❛♥② s❝❤❡❞✉❧❡ r❡❥❡❝t❡❞ ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ▲❙▲✳

❚❤❡♦r❡♠ ✽✳✶✵ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ❡①♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐st♦r✐❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✽✳✶ ❛♥❞ ✽✳✷✭❛✮ ❛♥❞ t❤❛t ❛r❡
♥♦t ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ❛♥② I ′ ∈ SM ❛♥❞ ❛♥② I ∈ P✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② IRM ✳ ❇✉t ✐t ✐s ❡❛s②

✶✸✶



❈❤❛♣t❡r ✽ ❖♣t✐♠✐s♠ ❢♦r ❜♦♦st✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②

t♦ s❡❡ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ SM ❛♥❞ P ❝❛♥ ♦♥❧② ❛❝❝❡♣t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ IRM ❝❛♥
❜❡ s❤♦✇♥ t♦ str✐❝t❧② s✉♣❡rs❡❞❡ ❛♥② ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ♦r ❚▼✲❜❛s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✽✳✶✶✳ IRM ❛❝❝❡♣ts ❡✈❡r② s❝❤❡❞✉❧❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ❛♥② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ P ❛♥❞ SM✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
IRM ❛❝❝❡♣ts s❝❤❡❞✉❧❡s σ ❛♥❞ σ′ t❤❛t ❛r❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❜② ❛♥② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ P ❛♥❞ SM✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✽✳✺ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

▼❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳ ❙❡ts ♦❢ ❛❝❝❡♣t❡❞ s❝❤❡❞✉❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛s ❛ ♠❡tr✐❝ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ●r❛♠♦❧✐ ❡t ❛❧✳ ❬✺✷❪ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♠❡tr✐❝✱ t❤❡
✐♥♣✉t ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✱ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❝♦♠♠✐tt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦✈❡r ❛❜♦rt❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❚▼ ❡①❡❝✉t❡s
t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❯♥❧✐❦❡ ♦✉r ♠❡tr✐❝✱ ✐♥♣✉t ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② t♦ ❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠s✳

❋♦r st❛t✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❑✉♥❣ ❛♥❞ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❬✽✼❪ ✉s❡ t❤❡ ♠❡tr✐❝ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠
♦❢ ❛ ❧♦❝❦✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ❲❤✐❧❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❡tr✐❝ ✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧✱ t❤❡② ✐♥s✐st t❤❛t ✐t ♠❛② ❤❛✈❡
✏♣r❛❝t✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧✱ ✐❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡rs ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ❤❛✈❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t✐♠❡s ❛s
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ✇❛✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✳✑ ❍❡r❧✐❤② ❬✼✷❪ ❡♠♣❧♦②❡❞ t❤❡ ♠❡tr✐❝ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✈❛r✐♦✉s
♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛♥❞ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s✐♥❣ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣
❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❆ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✼✷❪ ❛s ❤✐❣❤❧② ❝♦♥❝✉rr❡♥t✱
♥❛♠❡❧② ✏♦♣t✐♠❛❧✑✱ ✐❢ ♥♦ ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❝❝❡♣ts ♠♦r❡ s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ❤❡r❡ ♦♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝
♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡r ❝❛♥♥♦t ✉s❡ t❤❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❤❛r❡❞ ❛❞❞r❡ss❡s t♦ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞✳
❆❧s♦✱ ✉♥❧✐❦❡ ❬✼✷✱ ✽✼❪✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r r❡q✉✐r❡ ❛❧❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❜♦rt❡❞ ♦♥❡s✱ t♦ ♦❜s❡r✈❡
✭❧♦❝❛❧❧②✮ ❝♦♥s✐st❡♥t st❛t❡s✳

❈♦♥❝✉rr❡♥❝② ♦♣t✐♠❛❧✐t②✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r s❤♦✇s t❤❛t ✏s❡♠❛♥t✐❝s✲♦❜❧✐✈✐♦✉s✑ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❚▼ ❛♥❞ ✏s❡♠❛♥t✐❝s✲
❛✇❛r❡✑ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ❧♦❝❦✐♥❣ ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t✳
❨❡t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ♦♣t✐♠✐s♠ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♦♣t✐♠❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
t❤❛t ✐s ✜♥❡✲t✉♥❡❞ t♦ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦
s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♣r♦❝❡ss ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ st❡♣s ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t t❤r❡❛❞s ✐s ❛♥ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡t
❜② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥s✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤✐s t♦ ❜❡ s♦✳

■♥ ✇♦r❦ t❤❛t ✐s ♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❬✺✺❪✱ ✇❡ ❝♦♥✜r♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♦♣t✐♠❛❧ ♦♣t✐✲
♠✐st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t ❜❛s❡❞ ♦♥ IRM ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ▲❛③② ❧✐♥❦❡❞ ❧✐st ❬✻✾❪ ❛♥❞ t❤❡ ❍❛rr✐s✲▼✐❝❤❛❡❧ ❧✐♥❦❡❞ ❧✐st ❬✻✽✱ ✶✵✷❪✳
❉♦❡s t❤❡ ❝❧❛✐♠ ❛❧s♦ ❤♦❧❞ ❢♦r ♦t❤❡r ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s❄ ❲❡ s✉s♣❡❝t s♦✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s✐♠✐❧❛r ❜✉t ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✱ s✉❝❤ ❛s s❦✐♣✲❧✐sts ♦r tr❡❡✲❜❛s❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s✱ ♠❛② ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s s✐♠✐✲
❧❛r t♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❤✐♥ts ✐♥ t❤❡ q✉❡st ❢♦r t❤❡ ✏r✐❣❤t✑
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❛t❛ t②♣❡s✳

✶✸✷



9
❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

❊✈❡r②t❤✐♥❣ ❤❛s t♦ ❝♦♠❡ t♦ ❛♥ ❡♥❞✱
s♦♠❡t✐♠❡✳

▲②♠❛♥ ❋r❛♥❦ ❇❛✉♠✲❚❤❡
▼❛r✈❡❧♦✉s ▲❛♥❞ ♦❢ ❖③

❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ s✉♣♣♦rt ❢♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ ♠❛✐♥str❡❛♠ ❈P❯✬s ❬✶✱ ✶✵✹✱ ✶✵✽❪ s✉❣❣❡sts t❤❛t
❚▼ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡
s✉✣❝✐❡♥t t♦ s✉♣♣♦rt ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡② ♠❛② ❜❡ ❛❜♦rt❡❞ s♣✉r✐♦✉s❧②❀ t❤❡ ❢❛st
❜✉t ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡ ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ s❧♦✇❡r✱ ❜✉t ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡
s♦❢t✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❝♦st ♦❢ ❜♦t❤ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
✐s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✳

❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❛♥❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ t❤❡ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❙❛❢❡t② ❢♦r ❚▼s✳ ❲❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛ s❛❢❡ ❚▼✿ ❡✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❜♦rt❡❞ ❛♥❞
✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♥❡s✱ ♠✉st ♦❜s❡r✈❡ ❛ ✈✐❡✇ t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ s♦♠❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡rr❡❞✲✉♣❞❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♣r❡❝❧✉❞❡s r❡❛❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ♥♦t
②❡t ✐♥✈♦❦❡❞ tr②❈♦♠♠✐t✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❚▼ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs✱ s✐♥❝❡ ✐t str❡❛♠❧✐♥❡s
♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t✲r❡❛❞ ❛♥❞ tr②❈♦♠♠✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❚▼s✳ ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❚▼ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ s❛❢❡t② ❢♦r
tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♠✉st t❡r♠✐♥❛t❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s
♠✉st ❝♦♠♠✐t✴❛❜♦rt✱ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rs✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ♦t❤❡r
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❧✐❦❡ ❞✐s❥♦✐♥t✲❛❝❝❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛♥❞ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❡❛❞s✳

❆t ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s s✉❣❣❡st t❤❛t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❝♦♥✲
❝✉rr❡♥❝② ✐♥ s♦❢t✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✭❙❚▼✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥❝✉rs ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
❝♦st✳ ❆s ✇❡ s❤♦✇✱ ♣❡r♠✐ss✐✈❡ ❙❚▼s✱ ✇❤✐❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ✐♥ t❤❡♦r②✱ r❡q✉✐r❡
❛ str♦♥❣ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✭❆❲❆❘✮ ♦r ❛ ♠❡♠♦r② ❢❡♥❝❡ ✭❘❆❲✮ ♣❡r r❡❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛②
r❡s✉❧t ✐♥ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② s❧♦✇ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✳ Pr♦❣r❡ss✐✈❡ ❙❚▼s ♣r♦✈✐❞❡ ♦♥❧② ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣
t♦ ❞❛t❛ ❝♦♥✢✐❝ts✱ ❜✉t ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❜❡tt❡r ✐♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✿ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s
t❤❛t ✐♥❝✉r ❝♦♥st❛♥t ❘❆❲✴❆❲❆❘ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

❙✐♥❝❡ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❧♦❝❦✐♥❣✱ ❡❛r❧② ❙❚▼s ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥s ❬✺✶✱ ✼✼✱ ✾✽✱ ✶✶✹✱ ✶✶✼❪ ❛❞♦♣t❡❞ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t❤❛t ❛ ♣r❡♠❛t✉r❡❧②

✶✸✸



❈❤❛♣t❡r ✾ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

❤❛❧t❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ♥♦t ♣r❡✈❡♥t ♦t❤❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❝♦♠♠✐tt✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣♦♣✉❧❛r st❛t❡✲♦❢✲
t❤❡✲❛rt ❙❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❚▲✷ ❬✸✽❪ ❛♥❞ ◆❖r❡❝ ❬✸✺❪ ❛r❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♥♦ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣
♣r♦❣r❡ss ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ❜✉t ♣❡r❢♦r♠ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ♦❜str✉❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚▼s✳ ❈♦♠✲
♣❧❡①✐t② ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛♣✳

❉♦ ♦✉r r❡s✉❧ts ♠❡❛♥ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦r ♣r♦✈✐❞✲
✐♥❣ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r ✐♥ ❙❚▼ ❞❡s✐❣♥❄ ■t ✇♦✉❧❞ s❡❡♠ s♦✳ ❙❤♦✉❧❞
✇❡ r❛t❤❡r ❡✈❡♥ ❢♦❝✉s ♦♥ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ✏s✐♥❣❧❡✲❧♦❝❦✑ s♦❧✉t✐♦♥s á ❧❛ ✢❛t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❬✼✵❪ ♦r ✏♣❡ss✐♠✐st✐❝✑ ❙❚▼s
✐♥ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♥❡✈❡r ❛❜♦rt ❬✺❪❄ ❉✐✣❝✉❧t t♦ s❛② ❛✣r♠❛t✐✈❡❧②✱ ❜✉t ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t✱ s✐♥❝❡ ♦✉r r❡s✉❧ts
s✉❣❣❡st ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❙❚▼s ✐♥❝✉r ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦✈❡r❤❡❛❞s ❛s ❛❧s♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡✐r ❣♦♦❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ ♠♦st r❡❛❧✐st✐❝ ❚▼ ✇♦r❦❧♦❛❞s ❬✸✺✱ ✸✽❪✳

❙❡✈❡r❛❧ q✉❡st✐♦♥s ②❡t r❡♠❛✐♥ ♦♣❡♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❙❚▼s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s
✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❚▼✲❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ♦❢ str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐ts r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ❇✉t t❤❡r❡ ❤❛s
❜❡❡♥ st✉❞② ♦❢ r❡❧❛①❛t✐♦♥s ♦❢ str✐❝t s❡r✐❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❧✐❦❡ s♥❛♣s❤♦t ✐s♦❧❛t✐♦♥ ❬✷✸✱ ✸✵❪✳ ❱❡r✐❢②✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ❤♦❧❞ ✉♥❞❡r s✉❝❤ ✇❡❛❦ ❚▼✲❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢s
✐❢ ✐♥❞❡❡❞✱ ♣r❡s❡♥ts ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❈❤❛♣t❡rs ✹✱ ✺ ❛♥❞ ✻ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②
❧✐st s♦♠❡ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ q✉❡st✐♦♥s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✳

❖♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♥❡❡❞ t❤❛t ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧
❝♦❞❡ ✇✐t❤ ♥♦♥✲tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ✐t❡♠ ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ❜♦t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧❧② ❛♥❞ ♥♦♥✲
tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧❧②✳ ■t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t ❝♦❞❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❜❡❤❛✈❡ ❛s ❧♦❝❦✲❜❛s❡❞ ❝♦❞❡ ✇✐t❤✐♥ ❛
s✐♥❣❧❡ ✏❣❧♦❜❛❧ ❧♦❝❦✑ ❬✶✵✶✱ ✶✶✸❪ t♦ ❛✈♦✐❞ ♠❡♠♦r② r❛❝❡s✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ s❛❢❡t② ♦❢ ♥♦♥✲tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧
❛❝❝❡ss❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t✐③❛t✐♦♥ ❬✷✷✱ ✶✶✺❪✳ ❉❡✈✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❡♥s✉r❡
♣r✐✈❛t✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❚▼s ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ✐t ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛ r♠✇ ❡✈❡♥t ✐s ❛♥ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❛❧s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ✐♥✈♦❦❡ k✲r♠✇❀ k ∈ N ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❬✷✵✱ ✹✶❪ t❤❛t
❛❧❧♦✇ ❛❝❝❡ss✐♥❣ ✉♣ t♦ k ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛t♦♠✐❝ ❡✈❡♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ k✲❝❛s ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦
♣❡r❢♦r♠ k ❝❛s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛t♦♠✐❝❛❧❧② ♦♥ ❛ ✈❡❝t♦r 〈b1, . . . , bk〉 ♦❢ ❜❛s❡ ♦❜❥❡❝ts✿ ✐t ❛❝❝❡♣ts ❛s ✐♥♣✉t ❛ ✈❡❝t♦r
〈old1, . . . , oldk,new1, . . . ,newk〉 ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 〈b1, . . . , bk〉 t♦ 〈new1, . . . ,newk〉 ❛♥❞
r❡t✉r♥s true ✐✛ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, . . . , k}✱ old i = new i❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t r❡t✉r♥s false✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦
❛❝❝❡ss s✉❝❤ k✲r♠✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♥♦r ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧✐t② ✐ss✉❡ ❬✷✵✱ ✹✶✱ ✼✾❪✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✈❡r✐❢②✐♥❣
✐❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ❤♦❧❞ ✐♥ t❤✐s s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳

❍②❚▼s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤②❜r✐❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r② t❤❛t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝❛❝❤❡❞ ❛❝❝❡ss❡s ❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞s ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❛❧❧♦✇❡❞ ❛♠♦♥❣
❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡✳ ■♥
❛ ♥✉ts❤❡❧❧✱ ♦✉r r❡s✉❧ts s❛② t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢♦r❣♦ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧
❍②❚▼✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛♥② ♦♣❛q✉❡ ❍②❚▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❡✐t❤❡r ❤❛s t♦ ♣❛②
❛ ❧✐♥❡❛r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡t❛❞❛t❛ ❛❝❝❡ss❡s✱ ♦r ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❛❧❧♦✇ s❧♦✇✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t♦ ❛❜♦rt ❢❛st✲♣❛t❤
♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❖✉r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❍❚▼s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ r❡s♦✉r❝❡s ✇❡r❡ ❜♦✉♥❞❡❞✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t✱ ❛ ❤❛r❞✇❛r❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ♠❛② ♦♥❧② ❛❝❝❡ss ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ✐t❡♠s✱ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤✱ ✐t ✐♥❝✉rs ❛ ❝❛♣❛❝✐t②
❛❜♦rt✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ❍❚▼s✱ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❛❧s ❢♦r ✏✉♥❜♦✉♥❞❡❞
❍❚▼s✑ t❤❛t ❛❧❧♦✇ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s t♦ ❝♦♠♠✐t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ r❡s♦✉r❝❡s ❬✶✶✱ ✻✻❪✳ ❚❤❡ ❍②❚▼
♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ❈❤❛♣t❡r ✼ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❍❚▼ ❞❡s✐❣♥s ❜② ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣
❝❛♣❛❝✐t② ❛❜♦rts✳

❙♦♠❡ ♣❛♣❡rs ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s t♦ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❍❚▼s ✇✐t❤ ❛♥ ❙❚▼ ❢❛❧❧❜❛❝❦✱ s✉❝❤ ❛s s❛♥❞❜♦①✲
✐♥❣ ❬✹✱ ✸✷❪✱ ♦r ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❤❛r❞✇❛r❡✲❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❙❚▼ ❬✶✶✶✱ ✶✶✻❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❝❛❝❤❡❞
❛❝❝❡ss❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ t♦ r❡❞✉❝❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❬✽✻✱ ✶✵✾✱ ✶✶✵❪✳ ❆♥✲
♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❞✉❝❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❬✾✾❪✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❧♦✇✲♣❛t❤ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞

✶✸✹



✉s✐♥❣ ❛ s❤♦rt ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣❛rt✐❛❧❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❛r❞✲
✇❛r❡ ❢❛st✲♣❛t❤✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❍②❚▼ ♣r♦♣♦s❛❧s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❍②❚▼ ♠♦❞❡❧
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❘❡❧❛①❡❞ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❛t
❛ str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ❚▼✱ ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❜❧❛❝❦✲❜♦① t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t t♦ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♦♥❡✱ ✐s ♥♦t ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✲♦♣t✐♠❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❚▼ ❞❡t❡❝ts
❝♦♥✢✐❝ts ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ r❡❛❞s ❛♥❞ ✇r✐t❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❢❛❧s❡ ❝♦♥✢✐❝ts✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t✱ t❤❡
r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❝♦♥✢✐❝t ♠❛② ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s❡t t②♣❡✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡
s❤♦✇♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♦♣t✐♠❛❧ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✭♥♦♥✲str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t
❝❛♥ ♣r♦❝❡ss ❡✈❡r② ❝♦rr❡❝t s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t✳ ■♥❞❡❡❞✱ s❡✈❡r❛❧ ♣❛♣❡rs ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ✏r❡❧❛①❡❞✑ ❚▼s
t❤❛t ❛r❡ ✜♥❡❞✲t✉♥❡❞ t♦ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❞❛t❛ t②♣❡ ❬✹✾✱ ✼✹✱ ✼✺❪✳ ❊①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ s✉❝❤ r❡❧❛①❡❞ ❚▼ ♠♦❞❡❧s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
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▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t t♦ ❛ ❚▼✲❜❛s❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
♦♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✸✳✶ ❍✐st♦r② H ✐s ✜♥❛❧✲st❛t❡ ♦♣❛q✉❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐ts ♣r❡✜① H ′ ✐s ♥♦t ✜♥❛❧✲st❛t❡ ♦♣❛q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✸✳✷ ❆♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❤✐st♦r② ✐♥ ✇❤✐❝❤ tr②❈1 ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❛♥② t✇♦ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t✳
❊❛❝❤ ✜♥✐t❡ ♣r❡✜① ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r② ✐s ❞✉✲♦♣❛q✉❡✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❡✈❡r✲❡①t❡♥❞✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❞✉✲♦♣❛q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✸ ❆ ❤✐st♦r② t❤❛t ✐s ♦♣❛q✉❡✱ ❜✉t ♥♦t ❞✉✲♦♣❛q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✹ ❆ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞✉✲♦♣❛q✉❡ ❤✐st♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♦♣❛q✉❡ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❬✺✼❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✸✳✺ ❆ ❤✐st♦r② t❤❛t ✐s ❞✉✲❱❲❈✱ ❜✉t ♥♦t ❞✉✲♦♣❛q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✻ ❆ ❤✐st♦r② ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉✲❱❲❈ ❜✉t ♥♦t ❞✉✲❚▼❙✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✼ ❆ ❤✐st♦r② ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉✲❚▼❙✶ ❜✉t ♥♦t ❞✉✲❱❲❈✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✽ ❆ ❤✐st♦r② t❤❛t ✐s ❞✉✲♦♣❛q✉❡✱ ❜✉t ♥♦t ❚▼❙✷ ❬✹✷❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✹✳✶ ❊①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶❀ ❇② ✇❡❛❦ ❉❆P✱ Tφ ❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤✐s ❢r♦♠ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✹✳✷ ❊①❡❝✉t✐♦♥ E ♦❢ ❛ ♣❡r♠✐ss✐✈❡✱ ♦♣❛q✉❡ ❚▼✿ T2 ❛♥❞ T3 ❢♦r❝❡ T1 t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❘❆❲✴❆❲❆❘ ✐♥ ❡❛❝❤

R1(Xk)✱ 2 ≤ k ≤ m ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✺✳✶ ❊①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶❀ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✺✳✶❞ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✺✳✷ ❊①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✹❀ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✺✳✷❡ ✐s ♥♦t ♦♣❛q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✺✳✸ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❚▼s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✻✳✶ ❊①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✶❀ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✻✳✶❛ ♠✉st ♠❛✐♥t❛✐♥ c ❞✐st✐♥❝t ✈❛❧✉❡s
♦❢ ❡✈❡r② t✲♦❜❥❡❝t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✻✳✷ ❊①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷❀ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✻✳✷❝ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✻✳✸ ❊①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✸❀ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✻✳✸❝ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✼✳✶ ❚r❛❝❦✐♥❣ s❡t ❛❜♦rts ✐♥ ❢❛st✲♣❛t❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s❀ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛ ❢❛st✲♣❛t❤ ✭❛♥❞ r❡s♣✳ s❧♦✇✲♣❛t❤✮
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❜② F ✭❛♥❞ r❡s♣✳ S✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✼✳✷ ❊①❡❝✉t✐♦♥ E ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷❛ ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ t♦ T1 ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ E′ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷❜ ✶✵✸

✼✳✸ ❊①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✹❀ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ✼✳✸❞ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✶✸✼



▲■❙❚ ❖❋ ❋■●❯❘❊❙

✽✳✶ ❆ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r ❛ ❧✐st✲❜❛s❡❞ s❡t✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② {1, 3, 4}✱ ✇❤❡r❡ ✈❛❧✉❡ i ✐s st♦r❡❞ ❛t ♥♦❞❡ Xi✿

insert(2) ❛♥❞ insert(5) ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ✇✐t❤ contains(5)✱ t❤❡ ❤✐st♦r② ✐s ▲❙✲❧✐♥❡❛r✐③❛❜❧❡

❜✉t ♥♦t s❡r✐❛❧✐③❛❜❧❡✳ ✭❲❡ ♦♥❧② ❞❡♣✐❝t ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❛❞✲✇r✐t❡ ❡✈❡♥ts ❤❡r❡✳✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✽✳✷ ✭❛✮ ❛ ❤✐st♦r② ❡①♣♦rt✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡ σ✱ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ {1, 2, 3}✱ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ILP ∈ SM❀ ✭❜✮ ❛

❤✐st♦r② ❡①♣♦rt✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ s❝❤❡❞✉❧❡ σ′✱ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ {3}✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜②

❛♥② I ∈ P ✐❢ ✐t ❛❝❝❡♣ts σ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✶✸✽



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✸✳✶ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❚▼ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✹✳✶ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✹✳✷ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ❢♦r str♦♥❣❧② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❚▼s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✶✸✾
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❋❛❝✐❧✐t② Pr♦♣♦s❡❞ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✾✳ ❤tt♣✿✴✴

❞❡✈❡❧♦♣❡r✳❛♠❞✳❝♦♠✴✇♦r❞♣r❡ss✴♠❡❞✐❛✴✷✵✶✸✴✵✾✴✹✺✹✸✷✲❆❙❋❴❙♣❡❝❴✷✳✶✳♣❞❢✳

❬✷❪ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥❛❧ ▼❡♠♦r② ✐♥ ●❈❈✳ ✷✵✶✷✳

❬✸❪ ❙✳ ❱✳ ❆❞✈❡ ❛♥❞ ❑✳ ●❤❛r❛❝❤♦r❧♦♦✳ ❙❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♠♦❞❡❧s✿ ❆ t✉t♦r✐❛❧✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r✱
✷✾✭✶✷✮✿✻✻✕✼✻✱ ✶✾✾✻✳

❬✹❪ ❨✳ ❆❢❡❦✱ ❆✳ ▲❡✈②✱ ❛♥❞ ❆✳ ▼♦rr✐s♦♥✳ ❙♦❢t✇❛r❡✲✐♠♣r♦✈❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ❧♦❝❦ ❡❧✐s✐♦♥✳ ■♥ P❖❉❈✳ ❆❈▼✱
✷✵✶✹✳

❬✺❪ ❨✳ ❆❢❡❦✱ ❆✳ ▼❛t✈❡❡✈✱ ❛♥❞ ◆✳ ❙❤❛✈✐t✳ P❡ss✐♠✐st✐❝ s♦❢t✇❛r❡ ❧♦❝❦✲❡❧✐s✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✻t❤
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❉■❙❈✬✶✷✱ ♣❛❣❡s ✷✾✼✕✸✶✶✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱
✷✵✶✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳

❬✻❪ ▼✳ ❑✳ ❆❣✉✐❧❡r❛✱ ❙✳ ❋rø❧✉♥❞✱ ❱✳ ❍❛❞③✐❧❛❝♦s✱ ❙✳ ▲✳ ❍♦r♥✱ ❛♥❞ ❙✳ ❚♦✉❡❣✳ ❆❜♦rt❛❜❧❡ ❛♥❞ q✉❡r②✲❛❜♦rt❛❜❧❡
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