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Рассматривается конфигурационный граф с N вершинами, степени которых
независимы и одинаково распределены по степенному закону, зависящему от
медленно меняющейся функции. Конфигурационные графы широко использу-
ются для моделирования сложных сетей коммуникаций, таких как Интернет.
Параметр степенного распределения обычно выбирается так, что распределе-
ние степеней имеет конечное математическое ожидание и бесконечную диспер-
сию. Важной характеристикой топологии случайного графа является глобаль-
ный кластерный коэффициент. Он измеряет, в какой степени соседи вершин
сами могут быть соседями друг другу. При N → ∞ доказана предельная тео-
рема для кластерного коэффициента.
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We consider a configuration graph with N vertices whose degrees are independent
and identically distributed according to the power law depending on a slowly
varying function. Configuration graphs are widely used for modeling complex
communication networks such as the Internet. The parameter of the power-law
distribution is usually selected so that the vertex degree distribution has a finite
expectation and infinite variance. An important characteristic of the topology of
a configuration graph is the global clustering coefficient. Clustering measures the
extent to which neighbours of vertices are also each other’s neighbours. We prove
the limit theorem for the clustering coefficient as N tends to infinity.
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Введение

Конфигурационные графы часто использу-
ются в качестве моделей современных слож-
ных сетей коммуникаций, таких как Интернет,
системы мобильной связи, социальные сети и
т. п. В таких графах предполагается, что сте-
пени вершин являются независимыми одина-
ково распределенными случайными величина-
ми. Обозначим ξ случайную величину, равную
степени любой вершины. Будем предполагать,
что эта случайная величина имеет распреде-
ление

pk = P{ξ = k} =
h(k)

kτ
, (1)

где k = 1, 2, . . ., τ > 1, а h(x) – медленно ме-
няющаяся на бесконечности функция. Допу-
стим также, что функция h(x) локально огра-
ничена, начиная с некоторого X > 0, т. е. при
x ∈ [X,∞). Напомним, что функция называет-
ся локально ограниченной на некотором мно-
жестве, если она ограничена на любом компак-
те из этого множества [4].
Наблюдения за реальными сетями показа-

ли (см., например, [5]), что в большинстве слу-
чаев τ ∈ (2, 3), в том числе это верно и для се-
ти Интернет, поэтому иногда такие модели на-
зывают Интернет-графами (например, в [3]).
Степень каждой вершины равна числу выхо-
дящих из нее занумерованных полуребер. Реб-
ра графа образуются путем попарного равно-
вероятного соединения полуребер друг с дру-
гом. Сумма степеней вершин графа должна
быть четной, поэтому в случае необходимости
в граф вводится дополнительная вершина еди-
ничной степени, что не влияет на асимптоти-
ческое поведение основных числовых характе-
ристик, если число вершин стремится к бес-
конечности. Очевидно, что такая конструкция
графа допускает появление кратных ребер и
петель.
В современной литературе, посвященной

случайным графам, значительное внимание
уделяется изучению их структуры (см. книгу
[5] и библиографию в ней). Важными харак-
теристиками структуры служат, в частности,
различные кластерные коэффициенты. Обыч-
но выделяют глобальный, локальный и сред-
ний кластерные коэффициенты [6, 7]. Рассмот-

рим конфигурационный граф G = G(V,E), в
котором множество V состоит из N вершин, а
E – множество ребер. В статье [1] при N → ∞
изучалось предельное поведение глобального
кластерного коэффициента графа G, в кото-
ром распределение случайной величины ξ за-
давалось так, что при k → ∞

h(k) ∼ (ln k)−α, (2)

где α � 0. Легко видеть, что распределение со
свойством (2) является частным случаем (1).
В настоящей статье будет найдена асимптоти-
ка кластерного коэффициента в общем случае
распределения (1), в котором τ ∈ (2, 3).
Дадим определение глобального кластер-

ного коэффициента, следуя [5]. Обозначим
i, j, t три разные вершины графа и будем отож-
дествлять вершины с их номерами. Обозначим
S(i, j, t) событие, состоящее в том, что в E при-
сутствуют ребра, соединяющие i с j и j с t. То-
гда эти два ребра являются смежными и име-
ют общую вершину j. ПустьWG означает чис-
ло всех таких пар смежных ребер. Обозначим
I(U) индикатор события U . Тогда

WG =
∑

1�i,j,t�N

I(S(i, j, t))

= 2
∑

1�i<j<t�N

I(S(i, j, t)).

Пусть T (i, j, t) – событие, состоящее в том, что
произошло событие S(i, j, t) и, кроме того, в E
есть ребро, соединяющее i и t. Понятно, что
событие T (i, j, t) означает, что вершины i, j, t
образуют треугольник. Тогда число треуголь-
ников в графе равно

ΔG =
∑

1�i,j,t�N

I(T (i, j, t))

= 6
∑

1�i<j<t�N

I(T (i, j, t)).

Глобальным кластерным коэффициентом CG

графа G называется отношение утроенного
числа различных треугольников к числу раз-
личных пар смежных ребер. Следовательно,

CG =
ΔG

WG
. (3)
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Это равенство позволяет рассматривать кла-
стерный коэффициент как вероятность того,
что если ребро, соединяющее вершины i и j,
смежно с ребром, соединяющим j и t, то вер-
шины i и t тоже соединены ребром. Заметим,
что число треугольников, образованных тремя
выбранными вершинами, может быть больше
одного, если ребра между вершинами окажут-
ся кратными. Это число равно произведению
кратностей всех ребер треугольника.
В следующем разделе будет доказана пре-

дельная теорема о поведении кластерного ко-
эффициента приN → ∞. В последнем разделе
статьи обсуждается следствие этой теоремы.

Асимптотика глобального
кластерного коэффициента

В дальнейшем нам потребуется знать пре-
дельное распределение максимальной степени
вершины. Обозначим ξ1, . . . , ξN случайные ве-
личины, равные степеням вершин 1, . . . , N со-
ответственно, и пусть

ξ(N) = max
1�i�N

ξi. (4)

Справедливо следующее утверждение.

Лемма. Пусть N → ∞, z – фиксированное
положительное число, а u – решение уравне-
ния

u = h

((
Nu

(τ − 1)z

) 1

τ−1

)
. (5)

Тогда

P

{
ξ(N) <

(
Nu

(τ − 1)z

) 1

τ−1

}
→ e−z.

Доказательство. Нетрудно видеть, что
P{ξ(N) < x} = P{ξ1 < x, . . . , ξ(N) < x}

= (1−P{ξ1 � x})N .
(6)

Из (1) и [2, гл. VIII, § 9, теорема 1, а] следует,
что

P{ξ1 � x} =
h(x)

(τ − 1)xτ−1
(1 + o(1)). (7)

Из (5) и (6) следует утверждение леммы, если
в (7) положить

x =

(
Nu

(τ − 1)z

) 1

τ−1

.

Поскольку τ ∈ (2, 3), очевидно, что распре-
деление (1) имеет конечное математическое
ожидание:

m = Eξ. (8)

Пусть в графе G существует ребро, соединяю-
щее вершины i и j, i �= j. Степень вершины i
задается случайной величиной ξi с распределе-
нием (1). Предположим, что степень вершины
j равна k+1, при этом как минимум одно реб-
ро соединяет i с j. Поскольку это ребро может
быть образовано любым из k + 1-го полуреб-
ра вершины j, в [7] доказано, с учетом (4) и
(8), что распределение степени вершины j без
учета этого ребра имеет вид:

qk =
(k + 1)pk+1

m
, k = 0, 1, . . . , ξ(N) − 1. (9)

Далее заметим, что если вершины i и j
имеют степени ki и kj соответственно, то чис-
ло способов образовать соединяющие их ребра
равно kikj . Опираясь на это свойство, в [7] уда-
лось доказать, что кластерный коэффициент
(3) можно выразить следующим образом:

CG =
(
∑ξ(N)−1

k=1 kqk)
2

Nm
. (10)

Теперь мы можем доказать основной резуль-
тат статьи, который сформулирован ниже в
виде теоремы. В ней учтено, что, как следу-
ет из леммы, максимальная степень вершины
в графе G пропорциональна (Nu)1/(τ−1).

Теорема. Пусть N → ∞, τ ∈ (2, 3), ξ(N) =

v(Nu)1/(τ−1), 0 < v < ∞. Тогда

CG ∼
(
(vu

1

τ−1 )3−τh(v(Nu)
1

τ−1 )

3− τ

)2
N

7−3τ

τ−1

m3
.

Доказательство. Из (1), (9) следует, что при
достаточно большом A > 0

ξ(N)−1∑
k=1

kqk = C +
1 + o(1)

m

ξ(N)−1∑
k=A

h(k)

kτ−2
, (11)

где C – некоторая положительная постоянная.
Из [4, утверждение 1.5.8] следует, что

ξ(N)−1∑
k=A

h(k)

kτ−2
∼ (ξ(N))

3−τh(ξ(N))

3− τ
. (12)

Хорошо известно свойство медленно меня-
ющихся функций, состоящее в том, что при
достаточно больших x и любом δ > 0

x−δ < h(x) < xδ.

Используя это свойство, из (5) нетрудно по-
лучить, что для любого δ > 0 существует
θ = θ(δ) такое, что −δ < θ < δ и

u = N θ. (13)
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Поскольку ξ(N) = v(Nu)1/(τ−1), из (12), (13)
видим, что при N → ∞

ξ(N)−1∑
k=A

h(k)

kτ−2
→ ∞,

поэтому из (10) и (11) получаем утверждение
теоремы.

Следствие теоремы
Сравнивая доказанную в предыдущем раз-

деле теорему с утверждением 4 теоремы из
статьи [1], приходим к выводу, что кластер-
ный коэффициент CG в графе с распределе-
нием (1) степеней вершин ведет себя аналогич-
но кластерному коэффициенту графа, в кото-
ром медленно меняющаяся функция удовле-
творяет соотношению (2). Это значит, что ес-
ли τ > 7/3, то CG → 0, а если τ < 7/3, то
CG → ∞. Эта особенность объясняется тем,
что при малых значениях τ в графе образу-
ется много кратных ребер и, следовательно,
появится много дополнительных треугольни-
ков. Из доказанного следует, что поведение
CG зависит от медленно меняющейся функ-
ции h(x) и, как в [1], для каждой h(x) суще-
ствует такое значение τ , при котором кластер-
ный коэффициент стремится к константе. По-
видимому, впервые такие свойства глобально-
го кластерного коэффициента конфигураци-
онного графа были замечены в [7], где распре-
деление (1) степени любой вершины задава-
лось простейшим образом путем замены мед-
ленно меняющейся функции h(x) на нормиру-
ющую константу 1/ζ(τ), где ζ(τ) – значение
дзета-функции Римана в точке τ .
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