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Czechoslovak  Mathematical  Journal,  34  (109) 1984, Praha 

О  РЕШЁТКЕ  о­АППРОКСИМИРУЕМЫХ  /­МНОГООБРАЗИЙ 

H.  я .  МЕДВЕДЕВ,  Барнаул^) 

(Поступило  в редакцию 4. мая  1981г.) 

/­многообразие  V, в котором  справедливо  тождество  (х  А  у~'^х'~^у)  v  е = е 
называется  о­аппроксимируемым  /­многообразием  (т.е. многообразие  всех ре­
шеточно  упорядоченных  групп).  Множество  L^ —  о­аппроксимируемых  /­мно­
гообразий  является  дуально  брауэровой  решёткой  относительно  естественно 
определённых  операций  объединения  и пересечения  [1]. Пусть  V, VEL^,  тогда 
говорят, что  V накрывает  V в решётке L ,̂ если  К з  7 и и з К ^ 1 / з  V следует 
F =  I/  или  V =  и,  где  U е L .̂  Ранее,  в  работах  [1],  [2]  ставился  и  решался 
вопрос  о  существовании  накрытий  для  конкретных  /­многообразий  из  L .̂ 
В этой  статье  получены  следующие  результаты:  1) доказано,  что  решётка  L̂  
не обладает  свойством  накрытия,  а именно, построено  неконечнобразируемое 
/­многообразие  V, не являющееся  наибольшим  /­многообразием  в решётке L̂  
и не имеющее накрытий в L ;̂ 2) доказано, что решётка L̂  не является брауэро­
вой;  3)  вычислен  базисный  ранг  /­многообразий  ^Я  и  ^N,  определяемых 
тождествами  (х  л  у'^х'^у)  v  е = е и  \х\\у\  А  |ур  |х|^  —  \х\ \у\  соответствен­
но, что даёт ответ на вопрос 12 работы [1]. 

§ 1.  ОПРЕДЕЛЕНИЯ  И  ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ  РЕЗУЛЬТАТЫ 

Очевидно, что  /­многообразие  ^R,  определяемое  тождеством 
(х  А у~^х~^у)  V  е = е есть наибольший элемент в решётке L .̂  /­многообразие 
^W,  определяемое  тождеством  {\х\^  v  j^~^|x| у)  \х\~^'  —  е,  называется  /­мно­
гообразием  жёстко  упорядоченных  /­групп,  причём  ifPFc  ^R  (см.  [3]).  Ре­
шётка L называется брауэровой, если в ней выполнено тождество х  л  ( v  у J  = 

=  V (х  л  у^ш Всюду буква N  обозначает  множество натуральных чисел. Груп­

пу  G, наделённую  лршейным  порядком  Р,  будем  обозначать  (G, Р).  Операции 
объединения  и  пересечения  в  решётке  L̂  обозначаем  V  и  Д  соответственно. 
Как  обычно  |х|  =  X v  х~^,  \а\ р  \Ь\ означает, что  \а\ и  |Ь| архимедово  неэкви­

\)  Работа выполнена автором при прохождении научной стажировки на кафедре  математи­
ки Высшей технической  школы в Кошице. 



валентны, то  есть  \а\ >  \Ь\"  при всех  ne  N.  Основные факты по линейно и ре­
шёточно упорядоченным группам можно найти в  [4] и [5], по теории групп  — 
­  в  [6] и [7]. 

Пусть Aß —  подгруппа аддитивной группы действительных чисел R,  1 Ф ß — 
положительное  действительное  число,  такое, что  из  а е Aß следует ßa, ß~^a е 
е Aß.  Пусть Bß —  бесконечная  циклическая  подгруппа  мультипликативной 
группы  положительных  действительных  чисел,  порождённая  числом ß.  Рас­
смотрим множество 

Tß =  {(г, a)\reBß = (ß),  а е Aß} 

с операцией умножения 

(г, а) {г\  а')  = {гг', г'а  +  а') . 

Считаем Tß э (г, а) ^  е, если г  = ß^ и р  > О, либо р  = Оиа  ^  0. Тогда Тр  —  ли­
нейно  упорядоченная  группа.  Пусть Pß —  этот  линейный  порядок  группы Tß. 
Отметим, что  множество  элементов Tß  вида  (1, а),  где  а е Aß,  образует  выпу­
клую инвариантную подгруппу Tß,  изоморфную Aß и при этом 

{r,c)­'{l,a)(r,c)  =  {l,ra). 

Обозначим  эту  подгруппу Aß. Множество  элементов Tß вида  (г, 0),  где  г е Bß, 
образует  подгруппу Bß, изоморфную Bß. Так как для произвольного  элемента 
(г, а) группы Tß  справедливо  (г, а) =  (г, 0) (1, а), то  группа Tß  есть  полупрямое 
произведение Aß и бесконечной циклической группы B'ß (см. [7], стр. 336). 

Лемма  1.  Пусть  (G, Р)  —  неабелева  линейно  упорядоченная  группа,  обладаю­
щая архимедовой,  инвариантной,  выпуклой подгруппой  А,  такой, что  фактор­
группа GJA — бесконечная  циклическая  группа. Тогда (G, Р)  изоморфна  линейно 
упорядоченной группе Tß для некоторого ß ^ I  и Aß я  R. 

Доказателство.  Хорошо известно ([7], стр. 336), что группа G есть полупря­
море  произведение  подгруппы  А  и  бесконечной  циклической  группы  В  = (Ь), 
где  е <  b ф А.  Поскольку  А  — выпуклая  подгруппа  и  b фА,  то  b > а  для 
каждого  а Е А.  Любой  элемент  g  группы  G  единственным  образом  записы­
вается  в  виде  g  == Ыа  и  g  =  b^a >  е,  если  р  > О,  либо  р  =  Ояа>евА. 
Поскольку А  —  архимедова, то по теореме Гёльдера ([4], стр. 27) А  порядково 
изоморфна  некоторой подгруппе аддитивной  группы действительных чисел  R. 
Пусть  (р  —  этот  изоморфизм.  Так  как  ([4],  стр.  28) любой  порядковый  авто­
морфизм линейно упорядоченной группы  (р{А)  g  R  есть умножение на некото­
рое положительное действительное  ^̂ исло ß,  то 

(p{b~^ab)  = ß (р{а)  для  as  А, ß>Op 

Так  как  G —  неабелева,  то ß +  1.  Теперь  непосредственная  проверка  пока­
зывает, что  отображение  /  : Ь^а ­> (ß^, (р{а)) являетсю  изоморфизмом  линейно 
упорядоченных  групп (G, Р) и {Tß, Pß), причём Aß =  (р(А) я  RH Bß = (ß). 



Пусть Uß =  vaif {Tß, Pß) — /­многообразие,  порождённое  линейно  упорядо­
ченной  группой {Tß, Pß).  Через  ^А  обозначим  /­многообразие  абелевых 
/­групп. 

Лемма  2.  Пусть Uß = var̂  {Tß, Pß).  Тогда  существует 1­миогообразие U'ß, 
обладающее свойствами:  1) Uß cz Uß, 2) Uß =^ ^A. 

Доказательство. Считаем, вначале,что ß > I. Тогда существуют натураль­
ные  числа  кип  такие,  что ß <  п < ß^. Рассмотрим  подгруппу Tß ç Tß, где 
Tß =  {(г, a)\r eB'ß  = {ß^), а e Aß},  линейно упорядоченную относительно инду­
цированного  порядка Pß = Tß n Pß. Покажем, что  в качестве Uß  можно  вязть 
vavi {Tß, Pß).  Так  как Tß неабелева,  то  var̂  {Tß, Pß) =  L/̂  Ф ^A  и,  поскольку 
{Tß, Pß) —  /­подгруппа {Tß, Pß),  то Uß g Uß. Покажем  теперь,  что  тождество 
1)  (1̂ 1 V  \у\)­'  \[х,у]\{\х\  V  \у\) л  \[х,у­]\^ =  \[х,у­]\^  где  [х, у]  =  х'^у­'ху, 
выполняется  на  линейно  упорядоченной группе {Tß, Pß)  и  не  выполняется  на 
линейно  упорядоченной  группе {Tß, Pß).  Пусть  х, у е {Tß, Pß).  Если  [х, j ]  =  е, 
то тождество  1) справедливо. Пусть  |[x, у]|  =  (1, а), где а > 0. Тогда 

i\x\v\y\r'\[x,y^]\{\x\v\y\)  = {l,ß^^'a) 

для некоторого  t е N.  Но 

{l,ß''a)^{l,ß'a)>{l,na) = {l,ay 

ввиду  выбора  п, ке  N.  Следовательно 

(1̂ 1 V  \у\)­'  |[х, у]\ (\х\  V |j;|)  л  \[х, у­]\"  =  (1, ß'"a)  л  (1, а)" = 

=  (1, а)" =  |[х, у]|" . 

Значит  тождество  1)  справедливо  на {Tß, Pß)  и,  следовательно,  на Uß = 
=  var̂  {Tß, Pß).  Заметим,  что  тождество  1)  не  выполняется  на {Tß, Pß)  при 
X = {ß,Ö), у  = {I, а), где а  >  0. Действительно 

\[х,у­]\  = \(ß,0)­'{l,ar'(ß,0)il,a)\  =  | (Г' ,0)(1,  ­fl)(;S, 0) (1, а)|  = 

=  1(1, -ßa)  (1, а)\ =  1(1, (1  ­ ß) а)\  =  (1, (ß - 1) а) Ф е . 

Далее 

(W  V Н)­^  \[х,у]\(\х\  V \у\) = iß,Or'{\,{ß - l)a)(ß,0)  = 

=  (1, ß(ß  ­  1) fl) <  (1, niß -l)a) =  (1, iß -  1) af  =  |[x, y]\" . 

Отсюда, ввиду выбора  n, получаем 

(И  v | j ; | r 4 [ x , j . ] | ( H v H ) A | [ x , j ; ] | ' '  = 

= (l,ßiß­l)a)A{l,n(ß­l)a) = 

=  (1, ßiß  ­  1) fl) Ф (1, n(ß  ­  1) a)  = \[x, y]\" . 



Пусть теперь О  < ß <  1. Тогда существуют  /<, п е N, такие, что ß~^ <  п < ß^. 
Полагаем Ц  =  {{г, a)\reBß = {ß% а е Aß} ^ Tß я Pß = Tß п Pß. В качестве Uß 
можно  взять  var̂  {Tß, Pß).  Доказательство  аналогично  предыдущему,  с  той 
лишь разницей, что вместо тождества  1) надо рассмотреть  тождество 
2)  (|х|  V |j;|)  |[х, у]\ (\х\  V | у | ) ­  л  \[х, у]|"  =  |[х, у]|". 

Следствие. (Tß, Pß) eUß\Uß. 

Пусть  V — /­многообразие,  определяемое  следующей  бесконечной  системой 
тождеств: 

а)  \{\Ь,УТ  V У­'\[Х,У'\\У)\1^,У]П  А \Ф,УТ  V х'^­,  У]\^)\[^, у]П  А 

А \т  V  \у\)­' \lx,y­]\i\x\  V  \у\) л  \1х,у­]\")\  [х,у]\"Ч  л 

А \т  V Н) | [х ,у ] | (И  V Н)­1  л  ILx.j^lhlCx.j;]!­'"! =  е 

{т, ne N; m, п "^ 2) 

б) {и А w~^u~^w) V е =  е 

Очевидно, что Fe L .̂ Простая проверка показывает, что F ^  LWm, следователь­
но,  F ф  LA. 

Лемма  3.  Пусть ß  полоок:ителъное  действительное число, ß  ф  I  тогда 
справедливы  соотношения:  1) (Tß, Pß) ф V, 2) V ^ Uß = var̂  {Tß, Pß). 

Доказательство.  Очевидно, что  из  1) следует  2), поэтому  доказываем  1). 
Пусть ß > 1. Тогда  существует  keN,  такое,  что ß^ > 2.  Покажем,  что  тож­
дества из а) при  m  = 2я ß^ <  п нарушаются на (Tß, Pß). Действительно, поло­
жим  X = {ß^, а),  кде  а  > О, у  = (ß^, 0).  Тогда 

|[х,у]|  =  (!,(/?*­  1)а)Фе 

так  как  Д* >  2. Пусть  (jЯ* — 1)а  =  b.  Тогда 

\[х, у]\'  =  (1, 2Ь), Г%х,  у] | у =  (1, ß'^b)  =  x­i|[x, у]\ X , 

и ввиду выбора  к 

( 1 , 2 Ь ) < ( 1 , А ) . 
Отсюда 

|(|[х, у­]\'  V х­%х,  у]| л) |[х, у]\­'\  =  |(|[х,  j;]|^  V у­^Цх,  у]] у)  |[х, у] | ­^ |  = 

=  |((1, 2Ь)  V (1, ß'b)).  (1, 2Ь)­»|  =  1(1, ß'^b) (1, 2b)­Ч  =  1(1, (/J* _  2) b)l  >  е . 

Аналогичные  вычисления показывают,  что 

\т  V \У\Г' \[х, У]\  (И  V  |з;|)  л  |[х, у]|") . \[х, у]\­Ч  = 

=  |((1, ß'b)  л  (1, пЬ)) (1, пЬ)­'\  =  1(1, iŜ b) . (1, пЬ)­Ч  =  1(1, (js«.  _  „) ь)| >  е 



|((И  V М)1[х,у]|(И  V H ) ­ л | [x , j ; ]p) | [x ,y ] | ­ | = 

=  |((1, ß-'b) л  (1, 2b)) {I, 2Ь)­1|  =  1(1, ß-'b) (1, 2b)-'\ = 1(1, (iS­* ­  2) b)| > e 

Поскольку (7/j, Pp) ­  линейно упорядоченная группа, то 

1(1, iß' ~ 2) b)\ л  1(1, iß'^ -  п) b)\ л  1(1, iß-' - 2) b)\ = 

=  min {|(1, iß'  ­  2) b)\,  1(1, iß' - n) b)\,  1(1, iß-' -  2) b)|} > e 

Значр̂ т [Tß, Pß) фУи,  следовательно, Uß = var̂  (!}, Рд) J  F. 

Случай ß < l  разбирается  аналогично, с той лишь  разницей, что на {Tß, Pß) 
нарушаются  тождества из а) при п = 2, m > ß"^, где ß''' > 2 и х = (ß''', а), 
y = iß-',0). 

Следствие  1.  Пусть Uß — 1­многообразие,  определённое  в  лемме  2. Тогда 

и; i V. 
Доказательство  аналогично доказательству  леммы 3. 

Следствие 2.  F ф £ек. 

Лемма  4. Пусть  F ,̂ F2, F3 —  1­многообразия,  V^ = V2\/ V^ и (G, Р)  —  линей­
но упорядоченная группа. Если (G, Р)е F ,̂ то (G, Р) е V2 или (G, Р) G F3. 

Доказательство. Хорошо известно [1], что если /­группа H EV^ =  F2 V ̂ з? 
то  существуют  /­идеалы  Л^, Ä2,  такие,  что HJÄ^ е F2  и  Я/Л2 е Fj,  причём 
Al  n .42 =  е. Но (G, Р)  —  линейно упорядоченная группа, поэтому либо А^ =  е, 
либо А2 = е.В любом случае (G, Р) принадлежит либо  F2, либо F3. 

§ 2. О  НАКРЫТИЯХ  в  L^ 

Теорема 1,  l­многообразие  V не имеет накрытий в решётке L .̂ 

Доказательство.  Пусть,  напротив,  существует  /­многообразие  VeL^, 
накрывающее  F  Поскольку  F— о­аппроксимируемое  /­многообразие,  то  су­
ществует линейно упорядоченная группа (G, Р) eV\V,  тождество б) выполнено 
на  ней очевидным  образом.  Значит  существуют  т, п е N(m, п ̂   2),  х, у е G, 
такие, что: 

l ) | ( | [ ­ ­ .3 ' ] rv  v­ | [x ,> . ] |3^) | [x , j ; ] | ­ |> . , 
Ц\[х,уТ­^х­Ц[х,у}\х)\[х,у]П>е, 

2)  \ii\x\  V |у|)­ '  \[x,y]\i\x\  V |j;|) л  |[х, у]|") |[х,^]|­"| > е, 

3)  |((Н  V  IJ'DICX.J^IKIXI  V  Н ) ­ 1  л  | [х,^ ' ] | ' " ) | [х,у] | ­" ' |  >  е. 

10 



Из  1) 

4)  j ­

Из2) 

5)  (M 

следует 

'\l^,y']\y> 

получаем 

|vM)­4[­

|[­,у]1' 

.y'MilA 

х^Ц[х,у]\х>  \[Х,УТ­

v M ) < | [ . ^ , y ] | " ­

Из  3) вытекает 

6)i\x\v\y\)\[x,y]\i\x\v\y\y^<\lx,y]\­. 

Пусть, для определённости,  \у\ >  \х\. Тогда  5) и 6) переписываются  следующим 

образом: 

7)  \У\­'\[^,У}\У\<\1Х,У]\'', 

8)М|[.^,у]|Н­'<|[х,у]Г. 

Сопрягая  8) элементом  \у\, получаем 

^)\1^,У']\<\У\­Ч[Х,УГ\У\  =  (\У\­'\[^,У]\\У\Г­

Из  7) и 9) следует 

10)  \[х,у']\<(\у\~'\[х,у]\\у\Г<\[х,у]\­\ 

Неравенство  10) означает,  что  элементы  |[х, у'\\ и  |^1~^  |[х, у']\ \у\  архимедово 
эквивалентны,  следовательно  скачок  V^ з> V^ выпуклых  подгрупп  в  G,  опре­
деляемый  элементом  | [^ , j ] | ,  инвариантен  относительно  сопряжения  элемен­
том  у. Рассмотрим  подгруппу К группы G, порождённую элементами  у и [х, у] , 
линейно  упорядоченную  относительно  индуцированного  порядка  Q = К  п  Р, 

Пусть  V^ п  К  = Д^  и  V^r\ К  = А^,  Тогда  А^  инвариантна  в  К.  Рассмотрим 
фактор­группу  К  =••  KJA^,  естественно  линейно  упорядоченную,  К  ­>  Д  = 

=  Д^jA^ — выпуклая, архимедова,  инвариантная подгруппа в К,  Пусть  Q —  ли­
нейный  порядок  к.  Поскольку  фактор­группа  KjД  — бесконечная  циклическая 
группа  и, как следует  из  неравенств  4), К  — неабелева,  то  по  лемме  1 К  изо­
морфна  некоторой  линейно  упорядоченной  группе {Tß,Pß)  из  § 1 .  Значит 
/­многообразие  F содержит  /­многообразие  Up = YSiri(Tß, Pß).  По  лемме  2 су­
ществует  /­многообразие  Up, такое, что Up з Uß. По  лемме  3 и  следствию  из 
леммы 3Uß ^ V,Uß ^  У,г. по лемме 3 и следствию  1 из леммы 2 {Tß, Pß) ф V, Uß. 

Тогда  V -^UßY V :=^ V я  V ^  Up\/  V :;э  V. Поскольку  V накрывает  F, то  F  = 
= Uß\/ V= Uß\/ V.  Но (Tß, Pß)eV = Uß\/  F,  значит  по  лемме  4,  либо 
{Tß, Pß) G Uß, либо {Tß, Pß) e V. Оба случая  невозможны,  противоречие. 

Следствие  1. Решётка  Ь^ не обладает  свойством  накрытия. 

Следствие  2. Все  накрымия  1­многообразия S£A абелевых  1­групп  в  решётке 

LQ  содерж:атся в V. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В  работе  [2]  построены  три  накрытия  /­многообразия 
^А  абелевых  /­групп  в  решётке  L^ : var^ (ЛГо),  уагДЖ"),  уагДЖ"*"),  причём 
доказано, что для каждого ß  выполняется  vaff {Tß, Pß) ^  varf {W~),  если ß < I, 
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или ysLri{Tß,Pß)  Ш  уагДЖ"*"),  если ß > 1.  Из  определения  линейно  упорядо­
ченной  группы {Tß, Pß) и  доказательства  теоремы  1 работы  [2]  следует,  что 
var̂  (Т;,Р;)  Ш  уаг^(Ж~),  если  )5 >  1,  и  var̂  (Т;, Р^)  з  уаг^(Ж+),  если ß > I. 
Применяя  лемму  2,  получаем,  что  уагДГ^, Р̂ з) =э уагДЖ"),  при  jЦ  >  1,  и 
varf {Tß, Pß) -=>  var̂  (Ж"^), при ß > I. Лёгкая проверка показывает, что var̂  {W~), 
Ndiïi{W^) ^ V.  Пусть  /­многообразие  U  является  накрытием  /­многообразия 
абелевых  /­групп £^А  в решётке и  i7 J  К  Тогда  существует линейно  упорядо­
ченная  группа  (G, P)eU  \V.  По  рассуждениям,  аналогичным  доказательству 
теоремы  1 следует, что  V  з  var̂  (Т ,̂ Р^) для некоторого  ^̂   ф  1. Следовательно 
и  ZD  \2iXi{W~) 3  LA,  если ß < I,  или  [/  =>  varf  (Pf ̂ )  з  if Л,  если ß > I.  Оба 
случая противоречат  тому, что  I/ накрывает  ^А. 

Следствие 3. 1'Многообразие  V не допускает конечной базы тож:деств. 

Доказательство.  Действительно,  если  Fконечнобазируемо,  то для произ­
вольного  /­многообразия  Ж такого, что  W ID  V, существует  /­многообразие  U, 
накрывающее  V и  W ^  U. Полагая  W =  ^ Р ,  получаем  противоречие  с теоре­
мой 1. 

§ 3.  НЕБРАУЭРОВОСТЬ  L^ 

Пусть ß„ = nj{n ­Ь 1) (п е iV) и Aß^  =  Р, где R  —  аддитивная группа действи­
тельных  чисел.  Рассмотрим  /­группу  G =  ]Г[ (Tß^, PßJ,  являющуюся  декарто­

neN 

вым  /­произведением  линейно  упорядоченных  групп  (Т^̂ , PßJ.  Очевидно,  что 
X  =  ]^ (v4̂ ,̂ PßJ  (определения  подгрупп  Ар^ см.  в  § 1)  является  /­идеалом  /­

группы  G, где P'ß^^  = Pß^^ п A'ß^.  Каждый  элемент  К  можно представить  в виде 
бесконечной  последовательности 

/с =  ((1, ai);  . . , ; (! ,  ц„); ...)  где  a„eR  = Aß^, neN, 

Пусть Go ­  /­подгруппа  G, порождённая элементом g  = {(ßi, 0); ...; {ß„, 0);...) 
и  /­идеалом К.  Очевидно, что К  —  /­идеал в  GQ. Рассмотрим  множество 

H  = {к  =  ((1, aj;  . . . ; (1 ,  а„);  . . . ) G X  |где  а „ е Р  и  Пт а„  = 0} . 
П­>  00 

Лемма 5. Я  —  l­udean  в 1­группе  GQ. 

Доказательство.  Очевидно,  что  H  —  выпуклая  /­подгруппа.  Пусть  к = 
=  ((1, а^);...;  (1, а„); ...)  —  произвольный  элемент  из Я.  Тогда 

Но  lima„  =  О, lim(n/(n  +  1)) =  1, следовательно 
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lim (  ­~^­  .aA=  1,0  =  0. 
^n  +  1 

Значит ^~ ifeц̂  e H  для произвольного  ке  H, что и доказывает инвариантность H 

в  Go. 
Обозначим через  NQ свободную  нильпотентную  группу 

NQ  =  др{а,  b,c\[a,b]  =  с,  [а,  с]  =  [Ь, с]  =  е) , 

упорядоченную  линейно  следующим  образом:  NQ Э a^b^'à >  е,  если  m  >  О, 
или  m  =  О и п  >  О, или  т  =  п  =  О и / с > 0 .  Пусть  PQ  — этот линейный  порядок 
группы NQ. 

Лемма 6. Фактор­группа  1­группы GQ по  1­исеалу H  содержит  линейно  упорядо­

ченную  подгруппу,  изоморфную  {NQ, PQ). 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим  в  /­группе  Go  элементы 

g^{{ß,,0);...;{ß,,0);...),  к,  =  ((1, 2); (1, 3);  ...;  (I ,  п  +  1);. . .) 

Тогда 

2̂ ­ [д, к,­] = д­'к^'дк, =  ((1, ­1); ...; Л,  ­  ­ ­ ­ ­ ­ {п +  1);  . . .V 

. ( (1 ,1 ) ; . . . ; (1 ,п  +  1);.. .)  =  ( (1 ,1 ) ; . . . ; ( 1 , 1 ) ; . . . ) . 

Очевидно, что  /с2 ^ Я .  Далее 

[д, к,­] = д­^крдк^ = ({1, i);...; U, ­~\  ; ...V 

Так  как  lim (1/(п  +  1))  =  О,  то  [^д,  /сз] е Я.  Из  коммутативности  К  следует, 
п­>  со 

что  \_к^,  /С2] =  е. Поэтому  в фактор­группе  Go/Я, естественно  решёточно  упоря­
доченной,  справедливы  соотношения: 

[д,  /ci]  =  ^2 ,  [g,  /С2] =  [Kl,  kz]  =  e  ;  g  p  k^  ^  k2  , 

где  g,  /ci, /c2 —  образы  элементов  g,  /c^, kz  при  естественном  /­гомоморфизме 
/­группы  Go  на  /­группу  Go/Я,  что  и  доказывает  линейную  упорядоченность 
подгруппы  др{д,  к^,  kz),  порождённой  элементами  д,  /с ,̂ ^2  /­группы  Go/Я, 
и её изоморфность  линейно упорядоченной  группе  {NQ, PQ). 

Теорема  2.  Решётка  о­аппроксимируемых  I­многообразий  не  является  брау­

эровой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что  справедливо  равенство: 

1)  уагДГ^^, P^J  Д  var, (iVo, Ро)  =  ^А  для  каждого  neN.  Действительно,  в  /­

многообразии  var^ (Т^„, P^J  справедливо  тождество 
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a)  (И  V  | j ; | /  |[x,  y­]\  i\x\  v  |j;|)­*  л  \[x, y}]^  =  |[x, y]\^  при  Г *  = 
= ((n +  l)lnf  > 3. 

Так как [x, у]  ­  центральный элемент в группе А̂ о, то в var̂  {NQ, PQ) справедли­

во тождество 
б)(Н  v|y|)M[x,y]|(H  V НГ=|[х,3^] | . 

Непосредственная  проверка  показывает, что если на  /­группе выполнены тож­
дества а) и б) одновременно, то она абелева, что и доказывает  справедливость 
равенства 1). 

Очевидно,  что  G, Go, Go/Я е V var̂  (Tß^, PpJ.  По  лемме  6  линейно  упорядо­
neN 

ченная группа  {NQ, PQ) е V var̂  (Т^ ,̂ PßJ,  следовательно  имеет  место 

2)  var, {No, Po) MV  var, (Г̂ ,„, P j )  =  var, (No, Po). 

Из  1), 2)  и  того, что  ^А  ф var, (iVo, Ро)̂  следует  небрауэровость  решётки L .̂ 

§4.  БАЗИСНЫЙ  РАНГ 

Напомним,  что  базисным  рангом  /­группы  G  называется  наименьшья  из 
мощностей  множеств,  порождающих  G.  Базисный  ранг  /­многообразия  V 
равен наименьшему  из базисных рангов  /­групп  G е V,  порождающих  /­много­
образие  F ([8],  стр. 345). Пусть Аж В  — /­группы, причём В  —  линейно упоря­
дочена, тогда через  W =  AWrB обозначим полное сплетение групп А ж В, есте­
ственно решёточно упорядоченное  (см.  [9]). В [9] доказано, что любая счётная 
/­группа  G изоморфно вложима  в  /­группу Я  с двумя порождающими, являю­
щуюся  /­подгруппой  /­группы {GWrB) WrC, где Б, С —  линейно упорядоченные 
бесконечные  цилические  группы.  Непосредственная  проверка  показывает,  что 
если G G ^N,  то  и (GWrB) WrC е ifiV,  a значит, и Я e  ^N. 

Теорема  3. Базисный ранг  1'Многообразий  ^R  и  ^N,  определяемых  тож­
дествами (х  л  у~^х~^у)  w е =  е  и  \х\\у\  А  \y\^•  |х|^  =  \х\ \у\  соответственно, 
равен 2. 

Доказательство.  1) Случай  ^N.  Пусть  F^^{2)  —  свободная  /­группа  в  /­
многообразии  ^N  с двумя  свободными  порождающими.  Через  V обозначим 
/­многообразие,  порождённое  /­группой  F^j^{2), Очевидно,  что  V ç ^N.  По 
вышеотмеченному  существует  /­группа  Я е S^N  с  двумя  порождающими,  со­
держащая  в  качестве  /­подгруппы  свободную  в  /­многообразии  ^N  /­группу 
^^iv(^o) со счётным числом свободных  порождающих.  Поскольку Я  порожда­
ется  двумя  элементами,  то  она  является  гомоморфным  образом  /­группы 
^^N{^)  И, значит, H eV. Следовательно F^^^C^o) ^ У­ Хорошо известно, что /­мно­
гообразие однозначно определяется своей свободной /­группой со счётным чис­
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лом свободных порождающих, поэтому V =  ^N.  Значит F^^{2) порождает  ^N 
и, следовательно, базисный ранг  /­многообразия равен 2. 

2)  Случая  ^R.  По  теореме  Неймана  ([4],  стр.  62]  любая  счётная  линейно 
упорядоченная  группа  (G, Р)  изоморфно  вложима  в  линейно  упорядоченную 
группу  (Я, Ц) с двумя  порождающими  и содержащую  (G, Р)  как  /­подгруппу. 
Пусть (Р(Ко), Ра)  —  свободная группа со счётным числом свободных порожда­
ющих, линейно упорядоченная относительно  произвольного  линейного поряд­
ка Рд (такие существуют,  [4], стр. 33). Через V обозначим  /­многообразие, по­
рождённое  /­группой F^j^(2), где F<^j^{2)  —  свободная  /­группа в /­многообразии 
^R  с  двумя  свободными  порождающими.  Тогда  для  каждого  Р^ существует 
линейно  упорядоченная  группа  {H^Q^  с  двумя  порождающими,  содержащая 
линейно  упорядоченную  группу  (Р(Ко), Р«) в качестве  /­подгруппы.  Поскольку 
Н^ е Vy  то  (Р(Ко), P j  е V для  каждого  Р^. Но  как  показано  в  [10],  свободная 
/­группа  /­многообразия  Ј^R,  со  счётным  числом  свободных  порождающих, 
является  /­подгруппой  декартова  /­произведения  f]  (Р(Ко), Р«),  где  произве­

дение  берётся  по  всем  линейным  порядкам  группы  Р(Ко).  Значит  свободная 
/­группа  /­многообразия  ^R  со  счётным  числом  свободных  порождающих 
содержится в F, поэтому V =  ^R  и базисный ранг ^R  равен 2. 

Замечание.  В  [10]  доказано,  что  базисный  ранг  /­многообразия  ^  всех 
/­групп  равен 2. Автору  остаётся  неизвестным  базисный  ранг  /­многообразия 
câf Ж жёстко упорядоченных  /­групп. 

§ 5.  /­МНОГООБРАЗИЕ  БЕЗ  НЕЗАВИСИМОГО  БАЗИСА  ТОЖДЕСТВ 

В этом параграфе  доказано  существование  многообразий  решеточно упоря­
доченных групп, не имеющих независимого  базиса тождеств. 

Вопрос  о  существовании  независимого  базиса  тождеств  многообразий  ал­
гебраических  систем  неоднократно  рассматривался  ранее.  Так,  например, 
в [11] построен пример многообразия группоидов, не имеющего независимого 
базиса  тождеств,  аналогичное  утверждение  справедливо  для  подгрупп  [12], 
для групп ответ на этот вопрос неизвестен  [14] (проблема 4.64). В этой заметке 
доказано  существование  /­многообразий,  не  имеющих  независимого  базиса 
тождеств. 

Хорошо известно, что класс ^  всех решеточно упорядоченных групп (/­групп) 
является многообразием в сигнатуре <•,  ~^,е,  v ,  л >  (/­многообразием). Пусть 
I  —  некоторое  множество  тождеств  в  этой  сигнатуре.  Через  V{I)  обозначим 
/­многообразие  определённое этой системой тождеств. Множество  тождеств  I 
называется  независимым,  если  из  1^  а  I  следует  V{I)  с= V{Ii)  для  любого 
собственного  подмножества  1^  (см.  [13]). Говорят,  что  /­многообразие  V{I^) 
обладает  независимым  базисом  тождеств,  если  существует  независимое 
множество  тождеств  I  такое, что  7(1"^)  =  7(1). Введём  следующие  обозначе­
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ния:  L  —  решетка  всех  /­многообразий;  LR  ~  /­многообразие  о­аппроксими­
руемых  /­групп,  определяемое  тождеством  {х  л  у~^х~^у)  v  е  =  е.  Пусть  V, 

F е L,  тогда  V  накрывает  F,  если  К з К и и з  V ^  U  ^  V  следует  V ==  U  или 
у  =  и,  где  V  е L.  На  связь  между  существованием  независимого  базиса  тож­
деств  /­многообразия  V и накрытиями  V в решетке  /­многообразий  L указывает 
следующее,  хорошо  известное  (см.  [15]). 

Предложение.  Пусть  Va  W Я  ^  — 1­многообразыя  и  пусть  W — конечно­

базируемо.  Если  V имеет  бесконечный  базис  тож:деств, то  существует  беско­

нечное  число  1­многообразий  V i (i  =  1,2,...,  п,  . . . ) , накрывающих  V в решетке  L, 

причём  и I CZ  W. 

Пусть  V =  V(I)  — /­многообразие,  определяемое  системой  тождеств  а), б) 
в § 1 (обозначим  её через  Z). 

Теорема.  1­многообразие  V =  V{I)  не  имеет  независимого  базиса  тож:деств. 

Д о к а з а т е л с т в о .  В  п.  2  доказано,  что  F  не  допускает  конечной  базы  тож­
деств.  Пусть,  напротив,  /­многообразие  обладает  независимым  базисом  тож­
деств.  По  определению,  /­многообразие  LR  конечнобазируемо  и  F  с:  LR  а  L. 

Тогда  по  предложению  должно  существовать  бесконечное  число  /­много­
образий  Ui,  накрывающих  F  в  решетке  L и  t/^  с:  LR,  Но  как  доказано  в  § 2, 
таких  /­многообразий  нет.  Значит  предположение  неверно  и  F  не  допускает 
независимого  базиса  тождеств. 

Замечание .  Отметим,  что  /­многообразия  F^,  F2,  W^,  W2,  определённые 
в  [16]  также  не  допускают  независимого  базиса  тождеств.  Доказательство 
этого  факта,  ввиду  его громоздкости,  мы  не  приводим. 
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