
❖♥ t❤❡ ❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❈❤❛s❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❉✐ss❡rt❛t✐♦♥
③✉r ❊r❧❛♥❣✉♥❣ ❞❡s ❛❦❛❞❡♠✐s❝❤❡♥ ●r❛❞❡s
❞♦❝t♦r r❡r✉♠ ♥❛t✉r❛❧✐✉♠ ✭❉r✳ r❡r✳ ♥❛t✳✮

✈♦r❣❡❧❡❣t ❞❡♠ ❘❛t
❞❡r ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❋❛❦✉❧tät

❞❡r ❆❧❜❡rt✲▲✉❞✇✐❣s✲❯♥✐✈❡rs✐tät ❋r❡✐❜✉r❣

✈♦♥
❍❡rr♥ ❉✐♣❧✳✲■♥❢✳ ❜❛❝❝✳♠❛t❤✳ ▼✐❝❤❛❡❧ ▼❡✐❡r

❣❡❜♦r❡♥ ❛♠ ✶✹✳✶✶✳✶✾✽✷
✐♥ ❋r❡✐❜✉r❣ ✐♠ ❇r❡✐s❣❛✉





❉❡❦❛♥✿
Pr♦❢✳ ❉r✳ ❍❛♥s ❩❛♣♣❡

●✉t❛❝❤t❡r✿
Pr♦❢✳ ❉r✳ ●❡♦r❣ ▲❛✉s❡♥
Pr♦❢✳ ❉r✳ ❇❡r♥❤❛r❞ ◆❡❜❡❧

❉❛t✉♠ ❞❡r ❊✐♥r❡✐❝❤✉♥❣✿ ✶✻✳ ❉❡③❡♠❜❡r ✷✵✵✾
❉❛t✉♠ ❞❡r ❉✐s♣✉t❛t✐♦♥✿ ✷✶✳ ❏✉♥✐ ✷✵✶✵





❉❛♥❦s❛❣✉♥❣

■❝❤ ❞❛♥❦❡ ❞❡♥ ❉♦③❡♥t❡♥ ❞❡s ●r❛❞✉✐❡rt❡♥❦♦❧❧❡❣s ✽✵✻ ❢ür ❞❛s ③✇❡✐✲
❥ä❤r✐❣❡ Pr♦♠♦t✐♦♥sst✐♣❡♥❞✐✉♠✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ❞❛♥❦❡ ✐❝❤ ♠❡✐♥❡♠ ❇❡✲
tr❡✉❡r ●❡♦r❣ ▲❛✉s❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❋r❡✐❤❡✐t ♠✐❝❤ ❞❛s ❡r❢♦rs❝❤❡♥ ③✉ ❧❛ss❡♥✱
✇❛s ✐❝❤ ✇♦❧❧t❡ ✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❲❡✐t❡r✜♥❛♥③✐❡r✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ▲❛♥✲
❞❡sst❡❧❧❡ ♥❛❝❤ ❆❜❧❛✉❢ ❞❡s ❙t✐♣❡♥❞✐✉♠s✳
❉❡♠ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ■♥st✐t✉t ❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät ❋r❡✐❜✉r❣ ❜✐♥ ✐❝❤
③✉t✐❡❢st ③✉ ❉❛♥❦ ✈❡r♣✢✐❝❤t❡t ❢ür ❞✐❡ ❡①③❡❧❧❡♥t❡ ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣✱ ❞✐❡
✐❝❤ ❞♦rt ❡r❤❛❧t❡♥ ❞✉r❢t❡✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞✐❡ ❑❡♥♥t♥✐ss❡✱ ❞✐❡ ✐❝❤
✐♥ ❞❡♥ ▲❡❤r✈❡r❛♥st❛❧t✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❏ör❣ ❋❧✉♠ ❡r❤❛❧t❡♥ ❤❛❜❡✱ ✇❛r❡♥
❡ss❡♥t✐❡❧❧ ❢ür ♠❡✐♥❡ ❆r❜❡✐t✳
❖❤♥❡ ♠❡✐♥❡ ❜❡✐❞❡♥ ❑♦❧❧❡❣❡♥ ▼✐❝❤❛❡❧ ❙❝❤♠✐❞t ✉♥❞ ❚❤♦♠❛s ❍♦r✲
♥✉♥❣ ❤ätt❡ ❡s ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ♥✐❡♠❛❧s ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ③❛❤❧r❡✐❝❤❡♥
♥✐❝❤t✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❉✐s❦✉ss✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ✇✐r ❣❡❢ü❤rt ✉♥❞ ❞✐❡
❙♣äÿ❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ✇✐r ③✉s❛♠♠❡♥ ❣❡♠❛❝❤t ❤❛❜❡♥✱ ❤❛❜❡♥ ♠✐r ✉♥❡♥❞❧✐❝❤
✈✐❡❧ ❜❡❞❡✉t❡t✳ ■❝❤ ❤ätt❡ ♦❤♥❡ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ♥✐❡♠❛❧s ❡✐♥❡ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥
✐♥ ■♥❢♦r♠❛t✐❦ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❇❡s♦♥❞❡rs ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ❈❤❛r❧✐❡ ❞❡♠
❊✐♥❤♦r♥ ❢ür s❡✐♥❡ ❊①✐st❡♥③ ✉♥❞ ◆✐❝❤t✲❊✐♥❞❡✉t✐❣❦❡✐t ❞❛♥❦❡♥✳ ■❝❤
✇❡r❞❡ ❞✐❡ ❩❡✐t ♠✐t ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ s❡❤r ✈❡r♠✐ss❡♥✦
■❝❤ ♠ö❝❤t❡ ❛✉❝❤ ♠❡✐♥❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❑♦❧❧❡❣❡♥ ❊❧✐s❛❜❡t❤ ▲♦tt✱ ❑❡rst✐♥
P❢❡✐✛❡r✱ ❋❛♥❣ ❲❡✐✱ ◆♦r❜❡rt ❑ü❝❤❧✐♥✱ ❋❧♦r✐❛♥ ❙❝❤♠❡❞❞✐♥❣✱ ❑❛✐ ❙✐✲
♠♦♥✱ ▼❛tt❤✐❛s ■❤❧❡✱ ▼❛rt✐♥ ❲❡❜❡r✱ P❤✐❧✐♣♣ ❙♦rst ✉♥❞ ▲✐❛q✉❛t ❆❧✐
❞❛♥❦❡♥✱ ❛✉❝❤ ✇❡♥♥ ✇✐r ✉♥s ❛✉ÿ❡r ③✉ ❣❡❧❡❣❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥
❊ss❡♥s❣ä♥❣❡♥ ♥✐❝❤t s♦ ✈✐❡❧ ❣❡s❡❤❡♥ ❤❛❜❡♥✳ ❉✐❡ ❆t♠♦s♣❤är❡ ✉♥❞
❞❡r ❯♠❣❛♥❣ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ❤✐❡r ❛♠ ▲❡❤rst✉❤❧ ✐st s❡❤r ✇❛r♠ ✉♥❞
❤❡r③❧✐❝❤✳
■❝❤ ❞❛♥❦❡ ❆ss❥❛ ■❣♥❛t♦✈❛✱ ▼✐r②❛♥❛ ▼✐r❝❤❡✈❛✱ ❙❛s❝❤❛ ❋rös❝❤❧✱
P❛❜❧♦ ❨❛♥❡③ ❚r✉❥✐❧❧♦ ✉♥❞ ■♥❣♠❛r ❇❡r❣❡r ❢ür ✐❤r❡ ❯♥t❡rstüt③✉♥❣
✐♥ ❛❧❧❡♥ ▲❡❜❡♥s❧❛❣❡♥✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ❣❡❜ü❤rt ♠❡✐♥❡r ❣❡❧✐❡❜t❡♥ ❆ss❥❛
❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❉❛♥❦ ❢ür ❞✐❡ ✈✐❡❧❡♥ P❡♣❡r♦♥✐✳ ❇❡s❜r♦✐ ♠♥♦❣♦ ❞❛ ❜❡
♠✉❝✐✦
❩✉❣✉t❡r❧❡t③t ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤ ♠❡✐♥❡ ❣❡❧✐❡❜t❡♥ ❙❝❤✇❡st❡r♥ ■♥❣❡❧♦r❡ ✉♥❞
▼❛r❧❡♥❡✱ ♠❡✐♥❡ ❊❧t❡r♥ ✉♥❞ ♠❡✐♥❡ ❚❛♥t❡ ❘✐t❛ ✉♥❞ ✐❤r❡♥ ▼❛♥♥
▼❛rt✐♥ ❞❛♥❦❡♥❞ ❡r✇ä❤♥❡♥✳

✈





❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣

❉✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t ❜❡❤❛♥❞❡❧t ❞❛s Pr♦❜❧❡♠ ❞❡r ❚❡r♠✐♥✐❡r✉♥❣
❞❡s ❈❤❛s❡✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s✱ ❡✐♥❡♠ ✇✐❝❤t✐❣❡♥ ❍✐❧❢s♠✐tt❡❧ ❢ür ✈✐❡❧❡
❉❛t❡♥❜❛♥❦✲❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❞✐❡ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣ ❦♦♥❥✉♥❦t✐✈❡r
❆♥❢r❛❣❡♥✱ ❆♥❢r❛❣❡❜❡❛♥t✇♦rt✉♥❣ ♠✐tt❡❧s ❙✐❝❤t❡♥✱ ❉❛t❡♥❛✉st❛✉s❝❤
✉♥❞ ❉❛t❡♥✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❉✐❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ❆r❜❡✐ts✇❡✐s❡ ❞❡s ❈❤❛s❡✲
❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❜❡r✉❤t ❞❛r❛✉❢✱ ❣❡❣❡❜❡♥ ❡✐♥❡ ❉❛t❡♥❜❛♥❦✐♥st❛♥③ ✉♥❞
❡✐♥❡ ▼❡♥❣❡ ✈♦♥ ■♥t❡❣r✐täts❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✱ ❱❡r❧❡t③✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡r ■♥✲
t❡❣r✐täts❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ■♥st❛♥③ ③✉ r❡♣❛r✐❡r❡♥✳ ❊s ✐st s❡✐t
❧❛♥❣❡♠ ❜❡❦❛♥♥t✱ ❞❛ss ❞❡r ❈❤❛s❡✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ♥✐❝❤t ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡r✲
✇❡✐s❡ ❢ür ❛❧❧❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥❣❛❜❡♥ t❡r♠✐♥✐❡rt✳ ■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✐st
❞✐❡s s♦❣❛r ✉♥❡♥ts❝❤❡✐❞❜❛r✳ ❉✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ❢❛sst ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ❆♥sät③❡
❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞❡r ❚❡r♠✐♥✐❡r✉♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❈❤❛s❡
③✉s❛♠♠❡♥ ✉♥❞ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✱ ❞❛r❛✉❢ ❛✉❢❜❛✉❡♥❞✱ ♥❡✉❡ ❚❡❝❤♥✐❦❡♥✱ ❞✐❡
❡s ✉♥s ❡r❧❛✉❜❡♥ s❝❤✇ä❝❤❡r❡ ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞❡ ❚❡r♠✐♥✐❡r✉♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥✲
❣❡♥ ❛✉❢③✉st❡❧❧❡♥✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ ✇✐r✱ ③✉♠ ❛❧❧❡r❡rst❡♥
▼❛❧ ü❜❡r❤❛✉♣t ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r✱ ▼❡t❤♦❞❡♥✱ ❞✐❡ ❡s ✉♥s ❡r❧❛✉❜❡♥✱
❞✐❡ ❚❡r♠✐♥✐❡r✉♥❣ ♠✐♥❞❡st❡♥s ❡✐♥❡r ❈❤❛s❡✲❙❡q✉❡♥③ ③✉ ❣❛r❛♥t✐❡r❡♥
✉♥❞ ♥✐❝❤t ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡r✇❡✐s❡ ✈♦♥ ❛❧❧❡♥✳ ❲✐r ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱ ✇✐❡ ✉♥✲
s❡r❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ③✉ ❞❡♥ ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥ ❆♥sät③❡♥ ✐♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ st❡✲
❤❡♥ ✉♥❞ ❣❡❜❡♥ ♦❜❡r❡ ❙❝❤r❛♥❦❡♥ ❢ür ✐❤r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐s❝❤❡ ❑♦♠♣❧❡①✲
✐tät ❛♥✳ ❉✐❡s❡ ❆♥❛❧②s❡ ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s✱ ❞❡r ❞✐❡ ❑♦♠✲
♣❧❡①✐tät ❞✐❡s❡r ❚❡sts r❡❞✉③✐❡rt✳ ❆❧s ✇❡✐t❡r❡r ❇❡✐tr❛❣ ❞✐❡s❡r ❆r✲
❜❡✐t ❢ü❤r❡♥ ✇✐r ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❞❛t❡♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❚❡r♠✐♥✐❡r✉♥❣s✲
❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❡✐♥ ✉♥❞ ♣räs❡♥t✐❡r❡♥ ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞❡ ❚❡r♠✐♥✐❡r✉♥❣s❜❡✲
❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❢❡st✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡r ❉❛t❡♥❜❛♥❦✐♥st❛♥③❡♥✳ ❉✐❡s❡
❡r❧❛✉❜❡♥ ❡s ✉♥s✱ ❆✉ss❛❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❚❡r♠✐♥❡r✉♥❣ ③✉ tr❡✛❡♥✱ ✇❡♥♥
❞✐❡ ❞❛t❡♥✲✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❦❡✐♥❡ ❆✉ss❛❣❡ ❡r❧❛✉❜❡♥✳ ❆❧s
❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ✉♥s❡r❡r ❚❡❝❤♥✐❦❡♥ tr❛♥s❢❡r✐❡r❡♥ ✇✐r ✉♥s❡r❡ ▼❡t❤✲
♦❞❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r s❡♠❛♥t✐s❝❤❡♥ ❆♥❢r❛❣❡♦♣t✐♠✐❡r✉♥❣ ✉♥❞
❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ ❡✐♥❡ ❚❤❡♦r✐❡ ③✉r r❡❣❡❧✲❜❛s✐❡rt❡♥ ▼✐♥✐♠✐❡r✉♥❣✳
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❆❜str❛❝t

❲❡ st✉❞② t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛ ❝❡♥✲
tr❛❧ t♦♦❧ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❞❛t❛❜❛s❡ ♣r♦❜❧❡♠s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♠♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ r❡✇r✐t✐♥❣ q✉❡r✐❡s
✉s✐♥❣ ✈✐❡✇s✱ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ❞❛t❛ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛
♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✐s✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts
❛s ✐♥♣✉t✱ t♦ ✜① ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ■t
✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❡ ❝❤❛s❡
❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❡r♠✐♥❛t❡ ✭✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ✐s ❡✈❡♥ ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡
✐❢ ✐t ❞♦❡s ♦r ♥♦t✮✳ ❆❞❞r❡ss✐♥❣ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s
♦❢ ❡①✐st✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛♥❞ ❞❡✲
✈❡❧♦♣ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ✇❡❛❦❡r s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ♠❡t❤✲
♦❞s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❤❛s❡
s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♦❢ ❛❧❧✳ ❲❡ t❤❡♥ st✉❞② t❤❡ ✐♥t❡rr❡❧❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡♠✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ t❤❛t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦✉r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆s ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t s✉✣❝✐❡♥t t❡r♠✐♥❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✜①❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡② ♠✐❣❤t ❣✉❛r✲
❛♥t❡❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♦✉r ❞❛t❛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥♥♦t✳
❆s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❡②♦♥❞ t❤♦s❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱
✇❡ tr❛♥s❢❡r ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t②♣❡s ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ r✉❧❡✲❜❛s❡❞
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✳
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✼✳✹ ❈❤❛s❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r ❊①❛♠♣❧❡ ✾✺✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✼✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ∀∃✲❝❤❡❝❦ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✐♥ ∀∃✲❚[·]✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✽✳✶ ❙❛♠♣❧❡ ❞❛t❛❜❛s❡ s❝❤❡♠❛ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
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✽✳✸ ❈✲❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r ❊①❛♠♣❧❡ ✶✵✻✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
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✾✳✷ ❆♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s♦♠❡ tr❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
✾✳✸ ❆♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ tr❛♥s✐t✐✈✐t②✳ ✳ ✳ ✶✸✹
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❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❘✐❝❝❛r❞♦✿ ✏❲❤❛t ✐s t❤✐s ❛❧❧ ❛❜♦✉t❄✑

❙❡r❣✐♦✿ ✏■ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇✳✑

❆❧✐❝❡✿ ✏■t✬s ❛❜♦✉t ❛ ❙✇✐ss ❆r♠② ❦♥✐❢❡ ❢♦r ❞❛t❛❜❛s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳✑

✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝❤❛s❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞
✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✾❀ ❏♦❤♥s♦♥ ❛♥❞ ❑❧✉❣✱ ✶✾✽✷❀
❇❡❡r✐ ❛♥❞ ❱❛r❞✐✱ ✶✾✽✹❀ ❍❛❧❡✈②✱ ✷✵✵✶❀ ❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ▲❡♥③❡r✐♥✐✱ ✷✵✵✷❀ ❋❛❣✐♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❋✉①♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❖❧t❡❛♥✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳
❖r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❬▼❛✐❡r
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✾❀ ❇❡❡r✐ ❛♥❞ ❱❛r❞✐✱ ✶✾✽✹❪ ❛♥❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ✭❈◗s✮
✉♥❞❡r ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❬❆❤♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✾❀ ❏♦❤♥s♦♥ ❛♥❞ ❑❧✉❣✱ ✶✾✽✷❪✱ ✐t ❤❛s ❜❡❝♦♠❡
❛ ❝❡♥tr❛❧ t♦♦❧ ✐♥ s❡♠❛♥t✐❝ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❙◗❖✮ ❬P♦♣❛ ❛♥❞ ❚❛♥♥❡♥✱ ✶✾✾✾❀
❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❙❝❤♠✐❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❡♥✉♠❡r❛t❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❈◗s ✉♥❞❡r ❛ s❡t ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ t❤✉s
s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t q✉❡r② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❧❛♥s✳ ❇❡②♦♥❞ ❙◗❖✱
✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❝♦♥t❡①ts✱ s✉❝❤ ❛s ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✺❪✱ ♣❡❡r ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❬❋✉①♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ ❞❛t❛ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❬▲❡♥③❡r✐♥✐✱ ✷✵✵✷❪✱
q✉❡r② ❛♥s✇❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ✈✐❡✇s ❬❍❛❧❡✈②✱ ✷✵✵✶❀ ❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❞❛t❛❜❛s❡s ❬❖❧t❡❛♥✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳
❚❤❡ ❝♦r❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✐♠♣❧❡✿ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✭❛❧s♦
❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✮ ♦✈❡r ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ s❝❤❡♠❛ ❛♥❞ ❛ ✜♥✐t❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛s ✐♥♣✉t✱
✐t ✜①❡s ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❆s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❣r❛♣❤ s❝❤❡♠❛ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❊✭sr❝, ❞st)✱ ✇❤✐❝❤ st♦r❡s
❞✐r❡❝t❡❞ ❡❞❣❡s ❢r♦♠ ♥♦❞❡ sr❝ t♦ ♥♦❞❡ ❞st✱ ❛♥❞ ❛ ♥♦❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❙(s) ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥♦❞❡s
✇✐t❤ s♦♠❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐❧❧
✈❛r② ❢r♦♠ ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❡①❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ♥♦❞❡s ✐♥ ❙ ❛s s♣❡❝✐❛❧ ♥♦❞❡s ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❲❡ s❦❡t❝❤ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t

α1 := ∀x(❙(x)→ ∃y ❊(x, y))✱

✶



✷ ✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

st❛t✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ s♣❡❝✐❛❧ ♥♦❞❡ ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❞❣❡✳ ◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
s❛♠♣❧❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡

I := {❙(a), ❙(b), ❊(a, b)}✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t I ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② α1 ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♦✉t❣♦✐♥❣
❡❞❣❡ ❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ♥♦❞❡ b✳ ■♥ ✐ts ❡✛♦rt t♦ ✜① t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡
✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝❤❛s❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇♦✉❧❞ ❝r❡❛t❡ t❤❡ t✉♣❧❡

t1 := ❊(b, n1)✱

✇❤❡r❡ n1 ✐s ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❢r❡s❤ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ✐♥st❛♥❝❡

I ′ := I ∪ {t1}

s❛t✐s✜❡s α1✱ s♦ t❤❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡s ❛♥❞ r❡t✉r♥s I ′ ❛s r❡s✉❧t✳
❖♥❡ ♠❛❥♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡ ✐♥ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳ ❚♦ ❣✐✈❡ t❤❡ r❡❛❞❡r ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❧❡t ✉s s❦❡t❝❤ ❛ s❝❡♥❛r✐♦
t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t α1 ❜②

α2 := ∀x(❙(x)→ ∃y ❊(x, y), ❙(y))✱

✇❤✐❝❤ ❛ss❡rts t❤❛t ❡❛❝❤ s♣❡❝✐❛❧ ♥♦❞❡ ❧✐♥❦s t♦ ❛♥♦t❤❡r s♣❡❝✐❛❧ ♥♦❞❡✳ ◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ❢r♦♠ ❜❡❢♦r❡✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ I ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② α2 ❜❡❝❛✉s❡ s♣❡❝✐❛❧ ♥♦❞❡
b ❤❛s ♥♦ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❞❣❡✳ ■♥ r❡s♣♦♥s❡✱ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✜①❡s t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥ts ✈✐♦❧❛t✐♦♥
❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ t✇♦ t✉♣❧❡s ❊(b, n1) ❛♥❞ ❙(n1) t♦ I✱ ✇❤❡r❡ n1 ✐s ❛ ❢r❡s❤ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡✳
❈♦♥str❛✐♥t α2 ✐s t❤❡♥ ✜①❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✈❛❧✉❡ b✱ ❜✉t ♥♦✇ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ♥♦❞❡ n1

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛s❡ st❡♣ ✈✐♦❧❛t❡s α2✳ ■♥ s✉❜s❡q✉❡♥t st❡♣s t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇♦✉❧❞
❛❞❞

❊(n1, n2)✱ ❙(n2)✱ ❊(n2, n3)✱ ❙(n3)✱ . . . ✱

✇❤❡r❡ n2✱ n3✱ . . . ❛r❡ ❢r❡s❤ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥ I ❛♥❞ α2 ❛s ✐♥♣✉t✱ t❤❡ ❝❤❛s❡
✇✐❧❧ ♥❡✈❡r t❡r♠✐♥❛t❡✳
■♥ ❝❛s❡ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✈✐♦❧❛t❡❞✱ ✇❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❤♦♦s❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛♥❞ r❡✲
♣❛✐r ✐t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❲❡ ❝❛❧❧ s✉❝❤ ❛♥ ♦r❞❡r ❛ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
✐t ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡s ❢♦r ❛❧❧ ♦r ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱
❡✈❡♥ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✐♥st❛♥❝❡ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳

❆❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡s✱ s❡✈❡r❛❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦♥str❛✐♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦♥ ❡✈❡r② ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀
❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❙❝❤♠✐❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ▼❡✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐❞❡❛
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✐s t♦ st❛t✐❝❛❧❧② ❛ss❡rt t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ s❝❤❡♠❛ ✇❤❡r❡
❢r❡s❤ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝②❝❧✐❝❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞ ✐♥✳ ❚❤❡ t❡r♠ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❢❡rs t♦ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥
✐♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡✱ ❡✳❣✳ ❊(src, dst) ❤❛s t✇♦ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② sr❝✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s
❊1✱ ❛♥❞ ❞st✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❊2✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡✱
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝②❝❧✐❝❛❧❧② ❝r❡❛t❡s ❢r❡s❤ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ❊1 ❛♥❞ ❙1✳

❖♥❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛s❡ ✐s ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✺❪✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ❣❧♦❜❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦♥str❛✐♥ts✱
t♦ ❞❡t❡❝t ❝②❝❧✐❝❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡
❢r❡s❤ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ✐t ✐s ❝❧❛✐♠❡❞✶ t❤❛t ❛ ♥❡✇❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡s ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✐t s✉✣❝❡s t♦
❛ss❡rt ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❧♦❝❛❧❧② ❢♦r s✉❜s❡ts ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ♠✐❣❤t ❝②❝❧✐❝❛❧❧② ❝❛✉s❡
t♦ ✜r❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❋❛❣✐♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ t❛❦❡ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ ♥♦t
t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧ s✉❝❤ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❛t❛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❀ t❤❡✐r
r❡s✉❧t ✐s ❡✐t❤❡r t❤❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❡r♠✐♥❛t❡s ❢♦r
❡✈❡r② ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦r t❤❛t ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳
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❆ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✲
♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛✲
t✐♦♥ ✐♥t♦ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ st✉❞✐❡s ❞❛t❛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❆s t❤❡
t❡r♠ ❞❛t❛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉❣❣❡sts✱ t❤❡s❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇♦r❦ ❢♦r ❡✈❡r②
❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜r❛♥❝❤ st✉❞✐❡s ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞
♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② t❤❡② ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❇♦t❤
❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❛❣❛✐♥ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜❜r❛♥❝❤❡s✱ ♥❛♠❡❧② s❡q✉❡♥❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❙❡q✉❡♥❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤❛t ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥
t❛❦❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡✱ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❛t s❡q✉❡♥❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦♥❧② ❢♦r ✭❛t ❧❡❛st✮ ♦♥❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❙♦
❢❛r✱ t❤❡ ♦♥❧② ❜r❛♥❝❤ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ t❤❡ ❞❛t❛✲ ❛♥❞
s❡q✉❡♥❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤❡s✐s ✐s
t❤❡ ✜rst st✉❞② ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ❛❧❧✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❦❡② ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ✐❞❡❛s ♦❢ ♦✉r
❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s✉r✈❡② t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✳

❉❛t❛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢
♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❢r❡s❤ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❛r❡ ❝②❝❧✐❝❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞

✶❲❡ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❝❧❛✐♠ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ✇r♦♥❣✳
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❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❞❛t❛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

s❡q✉❡♥❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥ts❡q✉❡♥❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t

❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t

s❡q✉❡♥❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥ts❡q✉❡♥❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❍✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

❛t r✉♥t✐♠❡ ✐♥ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥✭s✮✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦
st❛t✐❝❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ♦r
❝♦♣✐❡❞ t♦ ❞✉r✐♥❣ ❝❤❛s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡♠ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤r❡❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s ♦❢
s✉✣❝✐❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ str✐❝t❧② ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ✇❡❛❦❡st
❞❛t❛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❦♥♦✇♥ s♦ ❢❛r✳ ❚❤❡ ✜rst ❤✐❡r❛r❝❤②✱ t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ∀∀✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤②✱ t❛❦❡s s❡q✉❡♥❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ∀∃✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤② ✐s s❡q✉❡♥❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❛r❡
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐❞❡❛s✳

✭✶✮ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t str❛t✲
✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡♥s✉r❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛s st❛t❡❞
❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ❜✉t ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱
✇❡ s❤♦✇ t❤❛t s✉❝❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ st❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✐♥✲
♣✉t ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ♦♣❡♥s t❤❡ ❞♦♦r ❢♦r t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ❝❤❛s❡ t❤❛t ❡♥s✉r❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❛t❛✱ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♦❢ ❛❧❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
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❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❢♦r ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ♥❡❛r❧② ❛❧❧ ❢✉rt❤❡r r❡s✉❧ts
♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳

✭✷✮ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r♠❧❡ss ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s✿ ❖❢t❡♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❢r❡s❤ ♥✉❧❧
✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ✭✜①❡❞✮ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✐♠♣❧✐❡s
❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s
♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t

α3 := ∀x, y(❙(x), ❊(x, y)→ ∃z ❊(z, x))✱

✇❤✐❝❤ ♠❛② ❝r❡❛t❡ ❢r❡s❤ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ E1✳ ❲❤❡♥❡✈❡r α3 ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ ❝♦♥✲
str❛✐♥t s❡t t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♣② ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s t♦ ♦r ❝r❡❛t❡ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❙1✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡s❤ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❊1 ❜② α3 ✐s
✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✜①❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥tr✐❡s ✐♥ ❙✳

✭✸✮ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s✿ ❲❡ st❛t✐❝❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦s✐✲
t✐♦♥s t♦ ✇❤✐❝❤ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦♣✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❝❤❛s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❜② ❛ s♦♣❤✐st✐✲
❝❛t❡❞ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡
t❤❡ ✐❞❡❛ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts

β1 := ∀x, y(❙(x), ❊(x, y)→ ❊(y, x)) ❛♥❞
β2 := ∀x, y(❙(x), ❊(x, y)→ ∃z ❊(y, z), ❊(z, x))✱

✇❤✐❝❤ ❛ss❡rt t❤❛t ❡❛❝❤ s♣❡❝✐❛❧ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❞❣❡ ❤❛s ❝②❝❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤
2 ❛♥❞ 3 t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❞❣❡s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
✐♥s❡rts ❢r❡s❤ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥t♦ r❡❧❛t✐♦♥ ❙✱ s♦ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐❧❧ t❡r♠✐♥❛t❡ ❛s s♦♦♥ ❛s
β1 ❛♥❞ β2 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜①❡❞ ❢♦r ❛❧❧ s♣❡❝✐❛❧ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❛♥ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❞❣❡✱ ✐✳❡✳ ❛❢t❡r
❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s✳ ❙♦♠❡✇❤❛t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
r❡❝♦❣♥✐③❡s ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡② ❞♦
♥♦t ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡①❤✐❜✐ts s✉❝❤ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞
❣✉❛r❛♥t❡❡s ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛❜♦✈❡✳

✭✹✮ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✿ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐✲
♦✉s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♥♦t ❞❛♥❣❡r♦✉s ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ ❢r❡s❤ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥
❙1✳ ▲❡t ✉s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ β1 ❛♥❞ β2✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t

β3 := ∃x, y ❙(x), ❊(x, y)✱

st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s♣❡❝✐❛❧ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❞❣❡✳ ❈❧❡❛r❧②✱ β3
✜r❡s ❛t ♠♦st ♦♥❝❡✱ s♦ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t {β1, β2, β3} ✇✐❧❧ st✐❧❧ t❡r♠✐✲
♥❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ β3 ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✏✐♥❢❡❝ts✑ ♣♦s✐t✐♦♥ ❙1 ✐♥ t❤❡
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✇❡❛❦❧②
❛❝②❝❧✐❝

s❛❢❡❝✲str❛t✐✜❡❞

✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞

∀∀✲❚[3]

∀∀✲❚[4]

∀∀✲❚[5]

✳

✳

✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❉❛t❛✲ ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

s❡♥s❡ t❤❛t ♥♦✇ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s ♠❛② ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❲❡ r❡s♦❧✈❡ s✉❝❤ s✐t✉❛✲
t✐♦♥s ❜② ❛♥ ✭✐♥❞✉❝t✐✈❡✮ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳ ❲❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡
❛❜♦✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❛t β3 ✐s ♥♦t ❝②❝❧✐❝❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
✇✐t❤ β1 ❛♥❞ β2✱ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐♥t♦ t❤❡ t✇♦ s✉❜s❡ts {β1, β2}
❛♥❞ {β3}✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❛r❡ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ✐♥s♣❡❝t❡❞✳

❇❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡s❡ ✐❞❡❛s ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t✇♦ ♥♦✈❡❧ s✉✣❝✐❡♥t ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞ s❛❢❡t② ❛♥❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ s✉r✈❡②s ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts
✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❧❛t❡s t❤❡♠ t♦
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❛♥❞ t♦ ❝✲str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦r✲
r❡❝t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ ❝❧❛ss❡s ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛✲
t✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❛❧❧ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛r❡ str✐❝t✳
❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ s❛❢❡t② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❛♥❞ ✐s ❢✉rt❤❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜②
✐♥❞✉❝t✐✈❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳ ❖♥ t♦♣ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❡ ✉❧t✐♠❛t❡❧②
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❞❡✜♥❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛❧❧❡❞ ∀∀✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❚♦
❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❝❧❛ss ✐♥ t❤✐s ❤✐❡r❛r❝❤②✱ s❛② ∀∀✲❚[k]✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ✢♦✇
❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡s❤ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❢♦r ❝❤❛✐♥s ♦❢ ✉♣ t♦ k ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t
♠✐❣❤t ❝❛✉s❡ t♦ ✜r❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ s❡q✉❡♥❝❡✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ∀∀✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤② ❛♥❞ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❤❛s❡✳ ❚❤❡ ∀∃✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤② ❝♦♠❜✐♥❡s
s❡q✉❡♥❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ t❤❡ ∀∀✲❚✲
❤✐❡r❛r❝❤②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡✈❡r② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ∀∃✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤② ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ∀∀✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤②✳

❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✐❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐s s❛❢❡❀
✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❛❧❧
❝❧❛ss❡s ✐♥ t❤❡ ∀∀✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤② ✐s ✐♥ ❝♦◆P✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t
❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ t❡st ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐♥ ❛ ✜①❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡
∀∀✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉✣❝✐❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡r❡ ♣♦s✲
s✐❜❧❡✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛❞❛♣t❡❞ s♦ t❤❛t ✐t ②✐❡❧❞s ❛♥
❡✣❝✐❡♥t ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ t❡st ❢♦r t❤❡ ∀∃✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤②✳

❉❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❞♦❡s
♥♦t ❢❛❧❧ ✐♥t♦ s♦♠❡ ✜①❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ∀∀✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤②✱ ♥♦ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❆r❣✉❛❜❧②✱ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ♥❡✈❡r
r✐s❦ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❛❢❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥st❛♥❝❡
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❛❝❦❧✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ st✉❞② ❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✿
❣✐✈❡♥ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σ ❛♥❞ ❛ ✜①❡❞ ✐♥st❛♥❝❡ I✱ ❞♦❡s t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ Σ t❡r♠✐♥❛t❡
♦♥ I ❢♦r ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦r ❛t ❧❡❛st ❢♦r ♦♥❡❄ ❚❤✐s s❡tt✐♥❣ ♠❛❦❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
s❡♥s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❙◗❖✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ q✉❡r② ✕ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡
✕ ✐s ❝❤❛s❡❞✿ t②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ✐s s♠❛❧❧✱ s♦ t❤❡ ✏❞❛t❛✑ ♣❛rt ❝❛♥ ❜❡
❡✣❝✐❡♥t❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡
✐♥st❛♥❝❡✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✭✶✮ ❙t❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✿ ❖✉r ✜rst✱ st❛t✐❝✱ s❝❤❡♠❡ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ✐❢ t❤❡
✐♥st❛♥❝❡ ✐s ✜①❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐❣♥♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r
✜r❡ ✇❤❡♥ ❝❤❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳ ✐❢ ❣❡♥❡r❛❧ s✉✣❝✐❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❤♦❧❞
❢♦r t❤♦s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ♠✐❣❤t ✜r❡✳ ❆s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥
❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ✜r❡ ♦♥ ❛ ✜①❡❞ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❙t✐❧❧✱
✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② s✉❝❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ♠❛♥②
❝❛s❡s✳ ❲❡ ❞❡r✐✈❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❛t❛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ s✉✣❝✐❡♥t ❞❛t❛✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐❞❡✳
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✭✷✮ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣✿ ❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡ st❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢❛✐❧s✱ ♦✉r s❡❝♦♥❞✱ ❞②♥❛♠✐❝✱ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❝♦♠❡s ✐♥t♦ ♣❧❛②✿ ✇❡ r✉♥ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛♥❞ tr❛❝❦ ❝②❝❧✐❝❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞ ❢r❡s❤ ♥✉❧❧
✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠♦♥✐t♦r ❣r❛♣❤✳ ❲❡ t❤❡♥ ✜① t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❝②❝❧❡s ✐♥
t❤❡ ♠♦♥✐t♦r ❣r❛♣❤ ❛♥❞ st♦♣ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇❤❡♥ t❤✐s ❧✐♠✐t ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞✿ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱
♥♦ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❡❛❝❤ ✜①❡❞ s❡❛r❝❤
❞❡♣t❤ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡s ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t✲✐♥st❛♥❝❡ ♣❛✐rs ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❤❛s❡
t❡r♠✐♥❛t❡s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❞❡♣t❤ ❧✐♠✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ st♦♣ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇❤❡♥ ✏❞❛♥❣❡r♦✉s✑ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛r✐s❡✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞❤❡r❡s t♦ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❝❛✉s❡ ♥♦♥✲
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ s♦ ✐t ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ❜❧✐♥❞❧② r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛♥❞ ❛❜♦rt✐♥❣ ❛❢t❡r ❛
✜①❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✱ ♦r ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛s❡ st❡♣s✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❛② ✜① t❤❡
s❡❛r❝❤ ❞❡♣t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣❛②✲❛s✲②♦✉✲❣♦ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳

❯❧t✐♠❛t❡❧②✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢t❡♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
s❛❢❡❧② ❛♣♣❧② t❤❡ ❝❤❛s❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦ ❞❛t❛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❣✉❛r✲
❛♥t❡❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ♦✉r ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①ts✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r s❡♠❛♥t✐❝ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t②♣❡s ❛♥❞ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s✱
t❤❡♥ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❛r❡❛s ❤❛✈❡ ✐♥
❝♦♠♠♦♥ t❤❛t t❤❡② ✉s❡ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛s ❛ ❝❡♥tr❛❧ t♦♦❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ♦♥ ❝❤❛s❡
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧② t♦ t❤❡♠✳

✭✶✮ ❙❡♠❛♥t✐❝ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t②♣❡s✳ ❇♦t❤ s❡♠❛♥t✐❝ ❛♥❞ t②♣❡✲
❜❛s❡❞ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t q✉❡r✐❡s ♦❢t❡♥ ❡①❤✐❜✐t ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧
r❡✇r✐t✐♥❣s ✐❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s r❡str✐❝t❡❞✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡✐r ❝❧♦s❡ ❝♦♥✲
♥❡❝t✐♦♥✱ t❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ❞❛t❡ ❤❛✈❡ ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❲❡
♣r❡s❡♥t ❛ ✉♥✐❢②✐♥❣✱ ❧♦❣✐❝✲❜❛s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t②♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■t ❜✉✐❧❞s ✉♣♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞s ❡①✐st✐♥❣ q✉❡r② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧❛r❣❡r
❝❧❛ss❡s ♦❢ q✉❡r✐❡s ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❆s ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ♦✉r s❡tt✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈❡s
❝❤❛s✐♥❣ ♦❢ ✭♣♦ss✐❜❧② ✉♥✐♦♥s ♦❢✮ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ s❦❡t❝❤ t❤❡ ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳

• ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t②♣❡✲❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✐♥t♦ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥✲
❝✐❡s ✭♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ✜rst✲♦r❞❡r s❡♥t❡♥❝❡s✮ ❝♦❡①✐st ✇✐t❤ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ t②♣❡ s②st❡♠✱
✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s



✾ ✶✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

✕ ❛ s❡t T ♦❢ ✉♥❛r② ♣r❡❞✐❝❛t❡ s②♠❜♦❧s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ t②♣❡✱

✕ ❛ t②♣❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥st❛♥ts ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ q✉❡r② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts✱ ❛♥❞

✕ ❛ s❡t ♦❢ ❢✉❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✐✳❡✳✱ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤♦✉t ❡①✐st❡♥t✐❛❧ q✉❛♥t✐✜✲
❝❛t✐♦♥✮ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥t❡rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t②♣❡s✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦r
❞✐s❥♦✐♥t♥❡ss r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦t ❛✇❛r❡ ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡✲r❡❧❛t❡❞ t②♣❡ ✐♥t❡rr❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡
❡♥❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

• ❖♥ t♦♣ ♦❢ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❈✫❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢r♦♠ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✉♥✐♦♥s
♦❢ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ❜❛s❡✱ ❛ t②♣❡
s②st❡♠✱ ❛♥❞ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❣✐✈❡s ✉s
t❤❡ ♣♦✇❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣s ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t q✉❡r② ❧❛st❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝❤❛s❡✱ ❥✉st ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ st❛♥❞❛r❞
❚●❉s ❛♥❞ ❊●❉s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ st❛t❡❞ ❢♦r ♦✉r s♣❡❝✐✜❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱
t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s
r❡s✉❧ts ♦♥ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s
✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛s❡✳

• ■♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ♦❢ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣
♥♦✈❡❧ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t s❡ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥
❛♥❞ ♥❡❣❛t✐♦♥✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢r♦♠
s❝r❛t❝❤✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❝❛rr② ♦✈❡r ❡①✐st✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ❢♦r st❛♥❞❛r❞ ❚●❉s ❛♥❞ ❊●❉s✱ ✐✳❡✳ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ♠❛❦❡ ❡①✐st✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t s❡ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥
❛♥❞ ♥❡❣❛t✐♦♥✳

• ❲❡ st✉❞② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉r t②♣❡✲❜❛s❡❞ s❡✲
♠❛♥t✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ✕ ✇❤❡♥✲
❡✈❡r ✇❡ ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✕ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠s ❧✐❦❡ t❡st✐♥❣
q✉❡r② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦r ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ t②♣❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢❛❧❧ ✐♥t♦ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❲❡
t❤❡r❡❢♦r❡ s❤❛❧❧ ❡①♣❡❝t t❤❛t ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐❢ t❤❡ s✐③❡
♦❢ t❤❡ q✉❡r✐❡s ✐s s♠❛❧❧✳

✭✷✮ ❘✉❧❡✲❜❛s❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❉❋ ❣r❛♣❤s ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✿ ❚❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜
❬❇❡r♥❡rs✲▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❞❛t❛
❜❡t✇❡❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❘❡s♦✉r❝❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❬❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜
❈♦♥s♦rt✐✉♠✱ ✷✵✵✸❛❪ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜ ❝♦♥s♦rt✐✉♠ ❛s ❛ st❛♥✲
❞❛r❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜✳ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥❛❧❧②✱ ❘❉❋ ❣r❛♣❤s ❛r❡



✶✵ ✶✳✸ ❍♦✇ ✭◆♦t✮ t♦ ❘❡❛❞ t❤✐s ❚❤❡s✐s

❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞ tr✐♣❧❡s ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ tr✐♣❧❡ ✐♥ t❤❡
❞❛t❛❜❛s❡ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ (subject, predicate, object) ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥
♣r❡❞✐❝❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❲❤✐❧❡ str✉❝t✉r❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱
t❤❡ tr✐♣❧❡ ❢♦r♠❛t ♦✛❡rs ❣r❡❛t ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ st❛t❡♠❡♥ts ❛❜♦✉t
❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❆s ❘❉❋ ❤❛s ♦♥❧② ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝♦♥✲
str✉❝ts✱ ❘❉❋ ❞❛t❛ ♦❢t❡♥ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❧✐♥❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❬❲♦r❧❞
❲✐❞❡ ❲❡❜ ❈♦♥s♦rt✐✉♠✱ ✷✵✵✸❝❀ ●✉t✐❡rr❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ✷✵✵✸❀ ■❛♥♥♦♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀
❊s♣♦s✐t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❘❉❋ ❣r❛♣❤s ✇✐t❤♦✉t ❧♦s✐♥❣ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
✐✳❡✳ r❡t❛✐♥✐♥❣ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡✲
❞✉❝❡❞ ❞❛t❛✱ t❤✉s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ st♦r❛❣❡ ❝♦st✱ ❞❛t❛✲s❤✐♣♣✐♥❣ ❛♥❞ q✉❡r② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
t✐♠❡✳ ■♥ ❬❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜ ❈♦♥s♦rt✐✉♠✱ ✷✵✵✸❝❀ ●✉t✐❡rr❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ✷✵✵✸❪ t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛♥ ❣r❛♣❤s ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤✳
❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ❛ ❧❡❛♥ ❣r❛♣❤ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s tr✐♣❧❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ❜❧❛♥❦ ♥♦❞❡s t❤❛t s♣❡❝✐❢②
r❡❞✉♥❞❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤

{(a1, a2, a3), (X, a2, Y )}

t❤❡ tr✐♣❧❡ (X, a2, Y ) ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ✭X, Y ❛r❡ ❜❧❛♥❦ ♥♦❞❡s✮ ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ X ❛♥❞
Y ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❧✐❦❡ ❡①✐st❡♥t✐❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❘❉❋ s❡♠❛♥t✐❝s ❬❲♦r❧❞
❲✐❞❡ ❲❡❜ ❈♦♥s♦rt✐✉♠✱ ✷✵✵✸❝❪ ❛♥❞ t❤❡ tr✐♣❧❡ (a1, a2, a3) ✇✐t♥❡ss❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ s✉❝❤ ❛ r❡s♦✉r❝❡ (X, a2, Y )✳ ■♥ ❬■❛♥♥♦♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❊s♣♦s✐t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪
❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❧❡❛♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
❛ ❣✐✈❡♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❡❛♥ ❣r❛♣❤ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ❞❡r✐✈❛❜✐❧✐t② ❜②
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✲s♣❡❝✐✜❝ r✉❧❡s✳ ■❢ s✉❝❤ r✉❧❡s ❡①✐st✱ ❛ ❧❡❛♥ ❣r❛♣❤ ♠❛② st✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ tr✐♣❧❡s
t❤❛t ❛r❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② st♦r❡❞ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② t❤❡ r✉❧❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❝ r❡❞✉♥❞❛♥❝②
❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ r✉❧❡s✳ ❯s✉❛❧❧②✱ r✉❧❡s ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡❧②✱
✐✳❡✳ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

P(X, Y )← ❘(Y,X)

❛♥❞ ✇❡ ✜♥❞ ❘(a, b) ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛✱ ✇❡ ❛❞❞ P(b, a) t♦ ✐t✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡ r✉❧❡s ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡✿ ✇❤❡♥❡✈❡r P(b, a) ❛♥❞ ❘(a, b) ❛r❡ ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛✱ ✇❡ ❞❡❧❡t❡ P(b, a)✳
■❢ ❧❛t❡r ♥❡❡❞❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t✉♣❧❡ P(b, a) ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♦✉r r✉❧❡✱ ✐✳❡✳ ✇❡
♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ❞❡❧❡t❡❞ tr✐♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ■t
♠❛② ♥♦t ❜❡ s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦♦❧ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
♣r♦❝❡ss ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳

✶✳✸ ❍♦✇ ✭◆♦t✮ t♦ ❘❡❛❞ t❤✐s ❚❤❡s✐s

❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ❜❛s✐❝s t♦ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t
r❡❝♦♠♠❡♥❞ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ❢♦r ❛ ❜❡❣✐♥♥❡r ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ♥♦t



✶✶ ✶✳✸ ❍♦✇ ✭◆♦t✮ t♦ ❘❡❛❞ t❤✐s ❚❤❡s✐s

✷

✸✹

✺

✻

✼

✽

✾

✶✵

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❆ r❡❛❞✐♥❣ ❣r❛♣❤✳

s✉✐t❡❞ ❢♦r s❡❧❡❝t✐✈❡ ♦r ❝r♦ss✲r❡❛❞✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❢❛❝t t❤❛t s♦♠❡
❝❤❛♣t❡rs ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✳ ❆ r❡❛❞✐♥❣ ❣r❛♣❤
❢♦r t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉rt❤❡r ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ r❡❛❞✐♥❣✱
✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛❧❧ ♣r♦♦❢s ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ ❛♥ ❛♣♣❡♥❞✐①✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t
t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❜❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤✐♥❦✐♥❣✱ ❝♦♠♠♦♥ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣r♦♦❢
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❚❤❡ t❤❡s✐s ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥s t♦ ❞❛t❛❜❛s❡ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❝❤❛s❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♠❛✐♥ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✐s ✐♥❢♦r♠❛❧❧② ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✸ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ♦♥ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳
❆❢t❡r✇❛r❞✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡✬s ♠❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥✱ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ q✉❡r② ❛♥s✇❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ✈✐❡✇s✳ ❈❤❛♣t❡r ✺ ❡①♣❧❛✐♥s ❢♦✉r
❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡♠ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛✲
t✉r❡ s♦ ❢❛r✳ ◆❡①t✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ✇❡ ❝♦♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ♥❛♠❡❧②
❞❛t❛✲ ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❞❛t❛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❈❤❛♣t❡r ✾ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦
♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ ❈❤❛♣t❡rs ✶✵ ❛♥❞ ✶✶ ❝♦♥t❛✐♥ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦✱
❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳



✶✷ ✶✳✹ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

✶✳✹ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

P❛rts ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ t❤❛t ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞
❛t ♠❛❥♦r ❞❛t❛❜❛s❡ ✈❡♥✉❡s ❛♥❞ ❛s t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rts✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ s❦❡t❝❤ t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥s t♦ t❤✐s ✇♦r❦✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r✲
♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬❙❝❤♠✐❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❬▼❡✐❡r
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪ ❛♥❞ ✐ts t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt ❬▼❡✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢
❈❤❛♣t❡rs ✻ ❛♥❞ ✽ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ ❬▼❡✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❞❪ ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt ❬▼❡✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❝❪✳ ❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝
q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t②♣❡s ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛s❡ t❡r♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ❛r❡ ❢r♦♠ ❬▼❡✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳

❆♥♦t❤❡r ❧✐♥❡ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜✳ ■♥ ❬▲❛✉s❡♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✽❪ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✐♥t❡❣r✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ❙P❆❘◗▲ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥
❘❉❋ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ♣❛♣❡r ❬▼❡✐❡r✱ ✷✵✵✽❪ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦✉r ✐❞❡❛ ♦❢ ❛
r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳
❖✉r ✇♦r❦s ✐♥ ❬❙❝❤♠✐❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✱ ✷✵✶✵❪ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❙P❆❘◗▲
q✉❡r② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳



❈❤❛♣t❡r ✷

Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❘✐❝❝❛r❞♦✿ ✏■✬♠ ❣❡tt✐♥❣ ♦✉t ♦❢ ♣❛t✐❡♥❝❡✦✑

❆❧✐❝❡✿ ✏❈❛❧♠ ❞♦✇♥✱ ✇❡ ✜rst ♥❡❡❞ t❤❡ ✈❡r② ❜❛s✐❝s✳✑

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢r♦♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝
❛♥❞ ❞❛t❛❜❛s❡ t❤❡♦r②✱ t❤❛t ❢♦r♠s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❲❡ ♠♦st❧② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❛r❡❛s✳

✷✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▲♦❣✐❝

❲❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢r♦♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ❛s ✐♥ ❬❊❜❜✐♥❣❤❛✉s
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪ ♠❛❦✐♥❣ s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥s t♦ ❞❛t❛❜❛s❡ t❤❡♦r②✳ ❲❡ ❝❧♦s❡❧② ❢♦❧❧♦✇
t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❬❊❜❜✐♥❣❤❛✉s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪ ❛♥❞ ❬❋❧✉♠✱ ✷✵✵✷❪ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t t❤❡
✉s✉❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s s♦♠❡ ❜❛s✐❝ s❡t✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ❢♦r♠✉❧❛s✱
str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳

✷✳✶✳✶ ❙❡t✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❇❛s✐❝s

❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs N ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ 0❀ N0 ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ s❤♦rt❝✉t ❢♦r N∪{0}✳ ❆s
✉s✉❛❧ ✐♥ ❛❧❣❡❜r❛✱ N[X] ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ N✳ ❋♦r n ∈ N✱
✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② [n] t❤❡ s❡t {1, ..., n} ❛♥❞ [0] := ∅✳
❋✉rt❤❡r✱ ❢♦r ❛ s❡t M ✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② 2M ✐ts ♣♦✇❡rs❡t ❛♥❞ ❜② |M | ✐ts ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✳
❋♦r t✇♦ s❡ts M,N ✇❡ ✇r✐t❡ M ⊆ N ✐s M ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ N ✳ ❲❡ ✇r✐t❡ M ⊂ N ✐❢
M ⊆ N ❛♥❞ M 6= N ✳
❲❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ♣❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s f, f ′ : M →֒ N ✱ ✇❡ ✇r✐t❡ f ⊆ f ′ ✐✛✶

{(x, f(x))|x ∈M, f(x) ✐s ❞❡✜♥❡❞} ⊆ {(x, f ′(x))|x ∈M, f ′(x) ✐s ❞❡✜♥❡❞}✳
■♥ s♦♠❡ ♣r♦♦❢s ✇❡ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❜❛s✐❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ q✉♦t✐❡♥t s❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✇❡❧❧✲
❦♥♦✇♥ ✐♥ ♠♦❞❡❧ t❤❡♦r②✳ ❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s r❡✲
✢❡①✐✈❡✱ s②♠♠❡tr✐❝❛❧✱ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ✇❡ t❛❦❡ ❛ s❡t A ❛♥❞ ❛♥

✶❲❡ ✉s❡ ✏✐✛✑ ❛s ❛♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r ✏✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✑✳

✶✸



✶✹ ✷✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▲♦❣✐❝

❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ B ⊆ A × A ❛♥❞ tr❡❛t a, b ∈ A ❛s ❡q✉❛❧ ✐❢ (a, b) ∈ B✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ s❡t A/B ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ q✉♦t✐❡♥t s❡t✳ ❆s ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❡ s❡t [a] t♦
❜❡ {b ∈ A|(a, b) ∈ B}✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ A/B t♦ ❜❡ t❤❡ s❡t {[a]|a ∈ A}✳
❆❜✉s✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② |s| ❛❧s♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✳ ●✐✈❡♥
❛ t✉♣❧❡ t = (t1, . . . , tn) ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t✉♣❧❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥s
1 ≤ i1 < · · · < im ≤ n ❛s pi1,...,im(t) := (ti1 , . . . , tim)✳
❲❡ ❝❤♦♦s❡ t❤r❡❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✐♥✜♥✐t❡ s❡ts ∆,∆null ❛♥❞ V ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ∆
❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts✱ t♦ ∆null ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s ❛♥❞ t♦ V ❛s t❤❡ s❡t ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖❢t❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝♦♥st❛♥ts ♦r ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s
❜② a ✐❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳

✷✳✶✳✷ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❛♥❞ ❋♦r♠✉❧❛s

❆ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ R ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s②♠❜♦❧s {❘1, ..., ❘n}✳ ❚♦ ❡✈❡r②
❘i ∈ R ✇❡ ❛ss✐❣♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r ❛r(❘i) ∈ N✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❛r✐t② ♦❢ ❘i✳ ❚❤❡
❛r✐t② ♦❢ R✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❛r(R)✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ♠❛①{ar(Ri)|i ∈ [n]}✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡
r❡st ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ s❝❤❡♠❛✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡t
♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s t♦ ❜❡ ✜①❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✇❡ ✇✐❧❧ s✉♣♣r❡ss t❤❡s❡ s❡ts ✐♥ ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥✳

❆♥R✲❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s✿

✶✳ ■❢ t1, t2 ∈ ∆ ∪ V ✱ t❤❡♥ t1 = t2 ✐s ❛♥ R✲❢♦r♠✉❧❛✳

✷✳ ■❢ ❘ ∈ R ❛♥❞ t1, ..., tar(R) ∈ ∆ ∪ V ✱ t❤❡♥ ❘(t1, ..., tar(R)) ✐s ❛♥ R✲❢♦r♠✉❧❛✳

✸✳ ■❢ ϕ ✐s ❛♥ R✲❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡♥ ¬ϕ ✐s ❛♥ R✲❢♦r♠✉❧❛✳

✹✳ ■❢ ϕ, ψ ❛r❡ R✲❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❡♥ (ϕ ∨ ψ) ❛♥❞ (ϕ ∧ ψ) ❛r❡ R✲❢♦r♠✉❧❛s✳

✺✳ ■❢ ϕ ✐s ❛♥ R✲❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ x ∈ V ✱ t❤❡♥ ∃xϕ ❛♥❞ ∀xϕ ❛r❡ R✲❢♦r♠✉❧❛s✳

❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇r✐t❡ (ϕ→ ψ) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ (¬ϕ∨ψ)
❛♥❞ ϕ1, ..., ϕn ✐♥st❡❛❞ ♦❢

∧
i∈[n] ϕi✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✉♥✐q✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
❢♦r♠✉❧❛s ✐♥t♦ ✐ts s✉❜❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥ ❛♥ R✲❢♦r♠✉❧❛ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ✐ts str✉❝t✉r❡✳ ❋♦r ❛♥② R✲❢♦r♠✉❧❛ ϕ✱ t❤❡ s❡t ♦❢
❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✱ ❢r❡❡(ϕ)✱ ✐s ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❢r❡❡(t1 = t2) := {t1, t2} ∩ V ✱

✷✳ ❢r❡❡(❘(t1, ..., tar(R))) := {t1, ..., tar(R)} ∩ V ✱



✶✺ ✷✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▲♦❣✐❝

✸✳ ❢r❡❡(¬ψ) := ❢r❡❡(ψ)✱

✹✳ ❢r❡❡((ψ1 ∨ ψ2)) := ❢r❡❡(ψ1) ∪ ❢r❡❡(ψ2)✱

✺✳ ❢r❡❡((ψ1 ∧ ψ2)) := ❢r❡❡(ψ1) ∪ ❢r❡❡(ψ2)✱

✻✳ ❢r❡❡(∀xψ) := ❢r❡❡(ψ)\{x} ❛♥❞

✼✳ ❢r❡❡(∃xψ) := ❢r❡❡(ψ)\{x}✳

■❢ ❢♦r s♦♠❡ R✲❢♦r♠✉❧❛ ϕ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢r❡❡(ϕ) = ∅✱ t❤❡♥ ✇❡ s❛② t❤❛t ϕ ✐s ❛ s❡♥t❡♥❝❡✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ R✲❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ❛r❡ s❡♥t❡♥❝❡s ❜② L0✳

✷✳✶✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥

❆♥ R✲str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ ♣❛✐r I = (A, a)✱ ✇❤❡r❡ A ✐s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② s❡t ❛♥❞ a ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥R ❛♥❞ ❛ss✐❣♥s t♦ ❡✈❡r② ❘ ∈ R ❛ s✉❜s❡t ♦❢Aar(R)✱ ✐✳❡✳ a(❘) ⊆ Aar(R)✳
■♥st❡❛❞ ♦❢ a(R)✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ✇r✐t❡ ❘I ❛♥❞ (A,❘I1, ...,❘

I
n) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ I = (A, a)✳ ❆♥

❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❛♥ R✲str✉❝t✉r❡ I ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ γ : V → A✳ ■❢ γ ✐s
❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ I✱ t❤❡♥ γ a

x
✐s t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t ♠❛♣s x t♦ a ❛♥❞

♦t❤❡r✇✐s❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ γ✳ ❆♥ R✲✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ I ✐s ❛ ♣❛✐r (I, γ)✱ ✇❤❡r❡ I ✐s
❛♥ R✲str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ γ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ I✳ ❲❡ ✇r✐t❡ I a

x
❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

(I, γ a
x
)✳

❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✱ ❜✉t ✜rst ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ ❛♥ R✲✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥ts✳ ▲❡t I = (I, γ) ❜❡ ❛♥ R✲
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡✈❡r② x ∈ V ✇❡ s❡t I(x) := γ(x) ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② c ∈ ∆✱ ✇❡
❞❡✜♥❡ I(c) := c✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ R✲❢♦r♠✉❧❛s ❜② R✲✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❜② ✐♥❞✉❝✲
t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛♥ R✲❢♦r♠✉❧❛ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ I |= t1 = t2 ⇐⇒ I(t1) = I(t2)✱

✷✳ I |= ❘(t1, ..., tn)⇐⇒ ❘I(I(t1), ..., I(tn))✱

✸✳ I |= ¬ϕ⇐⇒ ♥♦t I |= ϕ✱

✹✳ I |= (ϕ ∨ ψ)⇐⇒ I |= ϕ ♦r I |= ψ✱

✺✳ I |= (ϕ ∧ ψ)⇐⇒ I |= ϕ ❛♥❞ I |= ψ✱

✻✳ I |= ∃xϕ⇐⇒ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ a ∈ ∆ ∪∆null s✉❝❤ t❤❛t I a
x
|= ϕ ❛♥❞

✼✳ I |= ∀xϕ⇐⇒ ❢♦r ❛❧❧ a ∈ ∆ ∪∆null ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t I
a
x
|= ϕ✳



✶✻ ✷✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▲♦❣✐❝

❋r♦♠ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❧❡♠♠❛ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ❬❊❜❜✐♥❣❤❛✉s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪ ✇❡
❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐❢ ϕ ✐s ❛ s❡♥t❡♥❝❡✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ R✲str✉❝t✉r❡s I ❛♥❞ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s γ1, γ2 ✐♥ I ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t

(I, γ1) |= ϕ⇐⇒ (I, γ2) |= ϕ✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ I |= ϕ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ (I, γ) |= ϕ
❢♦r ❛♥② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s γ✳ ❋♦r Φ ⊆ L0✱ ✇❡ ✇r✐t❡ I |= Φ ✐✛ I |= ϕ ❢♦r ❡✈❡r②
ϕ ∈ Φ✳ ●✐✈❡♥ ψ ∈ L0✱ ✇❡ ✇r✐t❡ Φ |= ψ ✐✛ ❢♦r ❡✈❡r② R✲str✉❝t✉r❡ I s✉❝❤ t❤❛t I |= Φ
✐t ❤♦❧❞s t❤❛t I |= ψ✳

✷✳✶✳✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❚❤❡♦r②

❆s ✉s✉❛❧✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② P❚✐♠❡ ✭♦r P✱ ❢♦r s❤♦rt✮ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❧❛ss ❝♦♠♣r✐s✐♥❣
❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❚✉r✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭❚▼✮ ✐♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❜② ◆♣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❚▼ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳
●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❧❛ss ❈ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ❝♦❈ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤♦s❡
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② ❛ ❚▼ ✐♥ ❝❧❛ss ❈✳ ●✐✈❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❧❛ss❡s ❈1 ❛♥❞
❈2✱ t❤❡ ❝❧❛ss ❈

❈2
1 ❝❛♣t✉r❡s ❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ❜② ❛ ❚▼ M1 ✐♥ ❝❧❛ss

❈1 ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ❛♥ ♦r❛❝❧❡ ❚▼ M2 ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❝❧❛ss ❈2✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱
❡♥❣✐♥❡ M1 ❝❛♥ ✉s❡ M2 t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ②❡s✴♥♦✲❛♥s✇❡r ❢♦r ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❈2 ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡
st❡♣✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r t♦ ❬❆r♦r❛ ❛♥❞ ❇❛r❛❦✱ ✷✵✵✾❪ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ♦r❛❝❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ΣP

i ❛♥❞ ΠP
i ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧②

❛s

ΣP
0 = ΠP

0 :=P ❛♥❞ ΣP
n+1:=◆P

ΣP
n ✱ ❛♥❞ ♣✉t ΠP

n+1:=❝♦◆P
ΣP

n ✳

❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤② P❍ ❬❙t♦❝❦♠❡②❡r✱ ✶✾✼✻❪ ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

P❍ =
⋃

i∈N0
ΣP

i

■t ✐s ❢♦❧❦❧♦r❡ t❤❛t ΣP
i = coΠP

i ✱ ❛♥❞ t❤❛t ΣP
i ⊆ ΠP

i+1 ❛♥❞ ΠP
i ⊆ ΣP

i+1 ❤♦❧❞s✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s ❢♦r ΣP

i ❛♥❞ ΠP
i ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳

P = ΣP
0 ⊆ ◆P = ΣP

1 ⊆ ΣP
2 ⊆ · · · ⊆ P❙P❆❈❊✱ ❛♥❞

P = ΠP
0 ⊆ ❝♦◆P = ΠP

1 ⊆ ΠP
2 ⊆ · · · ⊆ P❙P❆❈❊✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❛r❞♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦♥❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡
♠❛♥②✲♦♥❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s✳ ✸❙❛t ✐s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❢r♦♠
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝ ✐♥ ✸❝♥❢ ❛s ✐♥♣✉t✱ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥
t❤❛t ✸❙❛t ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❬❆r♦r❛ ❛♥❞ ❇❛r❛❦✱ ✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ✇✐t❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✇❛s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ΠP

2 ✲❝♦♠♣❧❡t❡
✐♥ ❬❑♦❧❛✐t✐s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✳



✶✼ ✷✳✷ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❉❛t❛❜❛s❡s

✷✳✷ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❉❛t❛❜❛s❡s

❲❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢r♦♠ ❞❛t❛❜❛s❡ t❤❡♦r② ✇❤✐❧❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤✐s ❛r❡❛✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡
✐♥st❛♥❝❡s✱ ❝❧❛ss❡s ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡✐r
s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❤♦rt ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡♠✳

✷✳✷✳✶ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❉❛t❛❜❛s❡ ■♥st❛♥❝❡s

❆ ❞❛t❛❜❛s❡ s❝❤❡♠❛ R ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s②♠❜♦❧s✳ ❆ ❞❛t❛❜❛s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s
❛ ♣❛✐r (❘, i) ✇❤❡r❡ ❘ ∈ R ❛♥❞ i ∈ [ar(❘)]✱ ❢♦r s❤♦rt ✇❡ ✇r✐t❡ ❘i✱ ❡✳❣✳ ❛ t❤r❡❡✲❛r②
♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙ ❤❛s t❤r❡❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❙1, ❙2, ❙3✳
❆♥ R✲❛t♦♠ ✐s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❘(a1, ..., an)✱ ✇❤❡r❡ a1, ..., an ∈ ∆∪∆null∪
V ✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧✱ ♦r ❝♦♥st❛♥t c ❛♣♣❡❛rs ❡✳❣✳ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❘1 ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ R✲❛t♦♠ ❘(c, ...)✳

■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ s❝❤❡♠❛✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞
t❤❡ s❡t ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s t♦ ❜❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♠✐t t❤❡♠ ✐♥ ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥s✳

❆ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉❛❧✐t②✲❢r❡❡ R✲❛t♦♠s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❡❧❡✲
♠❡♥ts ❢r♦♠ ∆ ∪ ∆null ✐♥ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② R✲❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
❘(a1, ..., an)✱ ✇❤❡r❡ a1, ..., an ∈ ∆∪∆null✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡
♠❛② ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡✳
❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ I✱ dom(I)✱ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ∆ ∪∆null t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ I✱
✐✳❡✳ dom(I) = {a1, ..., an|R(a1, ..., an) ∈ I} ⊆ ∆ ∪∆null✳

❋♦r ❡✈❡r② s❡♥t❡♥❝❡ ϕ✱ ✇❡ ✇r✐t❡ I |= ϕ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ I |= ϕ✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ R✲str✉❝t✉r❡
I ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❘ ∈ R ✇❡ s❡t ❘I := {(a1, ..., an)|R(a1, ..., an) ∈ I}✳
❚❤❡♥✱ I := (dom(I), (RI)R∈R)✳

✷✳✷✳✷ ❊①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❲❡ ❣✐✈❡ ❛ s♠❛❧❧ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ s❝❤❡♠❛ {❢❧✐❣❤t✱ ❤❛s❆✐r♣♦rt}✱
✇❤❡r❡ ❢❧✐❣❤t ❤❛s ❛r✐t② t✇♦ ❛♥❞ ❤❛s❆✐r♣♦rt ❤❛s ❛r✐t② ♦♥❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡s❡
♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✢✐❣❤ts ❜❡t✇❡❡♥ ❝✐t✐❡s ❛♥❞ ✐❢
❛ ❝✐t② ❤❛s ❛♥ ❛✐r♣♦rt ♦r ♥♦t✳ ▲❡t t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡

{❢❧✐❣❤t✭◆✉r❡♠❜❡r❣✱ ❆♠st❡r❞❛♠✮✱ ❢❧✐❣❤t✭❆♠st❡r❞❛♠✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✮✱
❤❛s❆✐r♣♦rt✭◆❡✇ ❨♦r❦✮}

❜❡ ❣✐✈❡♥✳ ■t st❛t❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛✐r♣♦rt ✐♥ ◆❡✇ ❨♦r❦ ❛♥❞ ♦❢ ✢✐❣❤ts ❢r♦♠
◆✉r❡♠❜❡r❣ t♦ ❆♠st❡r❞❛♠ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❆♠st❡r❞❛♠ t♦ ◆❡✇ ❨♦r❦✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s



✶✽ ✷✳✷ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❉❛t❛❜❛s❡s

❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② ✏❝♦♠♣❧❡t❡✑ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ✢✐❣❤ts s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❢♦r ❝✐t✐❡s ❢♦r
✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛♥ ❛✐r♣♦rt✳ ❙♦✱ ✐❢ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥
✐♥❝♦♠✐♥❣ ♦r ♦✉t❣♦✐♥❣ ✢✐❣❤t s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❢♦r ❛ ❝✐t②✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t
t❤✐s ❝✐t② ♠✉st ❤❛✈❡ ❛♥ ❛✐r♣♦rt✳

❙♦✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛❧♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② ❛❧❧ ♦❢ ♦✉r ♥❡❡❞s✳ ■t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡
t♦ ❛❧❧♦✇ ♦♥❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❞❛t❛✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠♦❞❡❧✱
t♦ ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❇✉t ✇❤❛t ✐s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❞❛t❛❄ ❚❤✐s str♦♥❣❧②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♦♥❧② ❦♥♦✇♥ t♦ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡
s❝❤❡♠❛ ❞❡s✐❣♥❡r ♦r t❤❡ ✉s❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡s❡ ♣❡♦♣❧❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ✇❛② t♦
s♣❡❝✐❢② ✇❤❛t ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❞❛t❛ ✐s✱ ✐✳❡✳ t♦ r❡str✐❝t t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❛t❛ s♦ t❤❛t ✐t r❡✢❡❝ts
t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❡r❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♠❡
✐♥t♦ ♣❧❛②✳

✷✳✷✳✸ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥str❛✐♥ts

■♥t❡❣r✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ❬❆❜✐t❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳✱
✶✾✾✺❀ ❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❉❡✉ts❝❤ ❛♥❞ ◆❛s❤✱ ✷✵✵✽❛❀ ❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❆❤♦
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✾❀ ❇❡❡r✐ ❛♥❞ ❱❛r❞✐✱ ✶✾✽✹❀ ❈❛❧ì ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✱ ✷✵✵✾❀ ❈❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀
❈♦s♠❛❞❛❦✐s ❛♥❞ ❑❛♥❡❧❧❛❦✐s✱ ✶✾✽✻❀ ❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❋✉①♠❛♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ●♦tt❧♦❜ ❛♥❞ ◆❛s❤✱ ✷✵✵✽❀ ❏♦❤♥s♦♥ ❛♥❞ ❑❧✉❣✱ ✶✾✽✷❀ ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✾❀
▼❛r♥❡tt❡✱ ✷✵✵✾❪✳ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ s❝❤❡♠❛ ❞❡s✐❣♥❡r t♦
r❡str✐❝t t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ t♦ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❞❛t❛✳ ■♥t❡❣r✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❡♥s✉r❡
t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❜❡② ❝❡rt❛✐♥ r❡❛❧✲❧✐❢❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❊✳❣✳ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

∀x, y(❢❧✐❣❤t(x, y)→ ❤❛s❆✐r♣♦rt(x), ❤❛s❆✐r♣♦rt(y))

❡♥s✉r❡s t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❛ ✢✐❣❤t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡♥ t❤❡
s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✐❣❤t ❜♦t❤ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛✐r♣♦rt✳

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡✲
s✐s✱ ♥❛♠❡❧② ❡q✉❛❧✐t②✲ ❛♥❞ t✉♣❧❡✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①✲
♣r❡ss ✈✐rt✉❛❧❧② ❛❧❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬❆❜✐t❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❀
❉❡✉ts❝❤ ❛♥❞ ◆❛s❤✱ ✷✵✵✽❛❪✱ ❡✳❣✳ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ❦❡② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ❥♦✐♥
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ❦❡②
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ t❤♦r♦✉❣❤ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t t②♣❡s ❛♥❞
t❤❡✐r ✜rst✲♦r❞❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ r❡❛❞✐♥❣ ❛rt✐❝❧❡ ❬❉❡✉ts❝❤ ❛♥❞ ◆❛s❤✱
✷✵✵✽❛❪✳

❲❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♠❡❛♥ ❛ ♠✐① ♦❢
❡q✉❛❧✐t②✲ ❛♥❞ t✉♣❧❡✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳



✶✾ ✷✳✷ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❉❛t❛❜❛s❡s

❊q✉❛❧✐t②✲●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s

▲❡t x, y ❜❡ t✉♣❧❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆♥ ❡q✉❛❧✐t②✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✭❊●❉✮ ✐s ❛
✜rst✲♦r❞❡r s❡♥t❡♥❝❡

ϕ := ∀x(φ(x)→ xi = xj) ∈ L0✱

✇❤❡r❡

• xi, xj ❡✐t❤❡r ♦❝❝✉r ❛s ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ φ ♦r ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts
❢r♦♠ ∆ ❛♥❞

• φ ✐s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t②✲❢r❡❡ R✲❛t♦♠s ✭♣♦ss✐❜❧② ✇✐t❤ ❝♦♥✲
st❛♥ts ❢r♦♠ ∆✮✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② body(ϕ) t❤❡ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ φ ❛♥❞ ❜② head(ϕ) t❤❡ s❡t {xi = xj}✳

❋♦r ❜r❡✈✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ♦♠✐t t❤❡ ∀✲q✉❛♥t✐✜❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❧✐st ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧②
q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚✉♣❧❡✲●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s

▲❡t x, y ❜❡ t✉♣❧❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆ t✉♣❧❡✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✭❚●❉✮ ✐s ❛ ✜rst✲
♦r❞❡r s❡♥t❡♥❝❡

ϕ := ∀x(φ(x)→ ∃yψ(x, y)) ∈ L0

s✉❝❤ t❤❛t

• ❜♦t❤ φ ❛♥❞ ψ ❛r❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛t♦♠✐❝R✲❢♦r♠✉❧❛s ✭♣♦ss✐❜❧② ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥ts
❢r♦♠ ∆✮✱

• ψ ✐s ♥♦t ❡♠♣t②✱

• φ ✐s ♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t②✱

• ❜♦t❤ φ ❛♥❞ ψ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❡q✉❛❧✐t② ❛t♦♠s✱ ❛♥❞

• ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ x t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ ψ ♠✉st ❛❧s♦ ♦❝❝✉r ✐♥ φ✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② body(ϕ) t❤❡ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ φ ❛♥❞ ❜② head(ϕ) t❤❡ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥
ψ✳



✷✵ ✷✳✷ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❉❛t❛❜❛s❡s

✷✳✷✳✹ ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❍♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❤❛s❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠s✳

❆ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ R✲❛t♦♠s A1 t♦ ❛ s❡t ♦❢ R✲❛t♦♠s A2 ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣

µ : ∆ ∪∆null ∪ V → ∆ ∪∆null✱

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✿

✶✳ ✐❢ c ∈ ∆✱ t❤❡♥ µ(c) = c ❛♥❞

✷✳ ✐❢ ❘(c1, ..., cn) ∈ A1✱ t❤❡♥ ❘(µ(c1), ..., µ(cn)) ∈ A2✳

❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❊●❉s ❛♥❞ ❚●❉s
❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳

• ❋♦r ❡✈❡r② ❚●❉ ϕ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t I |= ϕ ⇐⇒
❢♦r ❡✈❡r② ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ h ❢r♦♠ body(ϕ) t♦ I ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤♦♠♦✲
♠♦r♣❤✐s♠ h′ ⊇ h t❤❛t ♠❛♣s head(ϕ) t♦ I✳

• ❋♦r ❡✈❡r② ❊●❉ ϕ ✇✐t❤ head(ϕ) = {xi = xj} ❛♥❞ ❡✈❡r② ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I
✐t ❤♦❧❞s t❤❛t I |= ϕ ⇐⇒ ❢♦r ❡✈❡r② ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ h ❢r♦♠ body(ϕ) t♦ I ✐t
❤♦❧❞s t❤❛t h(xi) = h(xj)✳



❈❤❛♣t❡r ✸

❚❤❡ ❈❤❛s❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❘✐❝❝❛r❞♦✿ ✏❲❤❛t ❛r❡ ✇❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ ✐t❄✑

❆❧✐❝❡✿ ✏❉❡✜♥❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳✑

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♠❛✐♥ t♦♦❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✿ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❆❢t❡r ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇ ✐ts ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜❡❢♦r❡ ✐♥s♣❡❝t✐♥❣ s♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛r❡❛s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s s❡❧❢✲❝♦♥t❛✐♥❡❞✱ ✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ❛rt✐❝❧❡ ❬❉❡✉ts❝❤ ❛♥❞ ◆❛s❤✱ ✷✵✵✽❜❪
❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✸✳✶ ■♥❢♦r♠❛❧ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❚❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts Σ ❛♥❞ ❛ ✜♥✐t❡ ❞❛t❛❜❛s❡
✐♥st❛♥❝❡ I✳ ▲❡t ❡✳❣✳ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥✿ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡

I := {❢❧②✭❆♠st❡r❞❛♠✱◆❡✇ ❨♦r❦✮}

❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❚●❉s Σ := {α, β}✱ ✇❤❡r❡

α := ❢❧②(x1, x2)→ ∃y ❢❧②(x2, y) ❛♥❞
β := ❢❧②(x1, x2)→ ❢❧②(x2, x1)✳

❈♦♥str❛✐♥t α st❛t❡s t❤❛t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✢✐❣❤t✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡
❛♥ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✢✐❣❤t s❝❤❡❞✉❧❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s ❝♦♥str❛✐♥t β ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✢✐❣❤t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s
❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ✐❢ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ s❛t✐s✜❡s β✱ t❤❡♥
✐t ♠✉st ❛❧s♦ s❛t✐s❢② α✱ ❜✉t ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❜♦t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❝❤❛s❡✬s ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝ts ❢♦r t❤❡s❡
❝♦♥str❛✐♥ts✳
■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❝❤❛s❡ r❡♣❛✐rs ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❢ Σ ✐♥ I✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ β✳ ❲❡
❤❛✈❡ t❤❛t I |= ❢❧②✭❆♠st❡r❞❛♠✱◆❡✇ ❨♦r❦✮✱ ❜✉t I 6|= ❢❧②✭◆❡✇ ❨♦r❦✱❆♠st❡r❞❛♠✮✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② β ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✳ ❙♦✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❞❞s t❤❡
t✉♣❧❡ ❢❧②✭◆❡✇ ❨♦r❦✱❆♠st❡r❞❛♠✮ t♦ I r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡

✷✶
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I ′ = {❢❧②✭❆♠st❡r❞❛♠✱◆❡✇ ❨♦r❦✮✱ ❢❧②✭◆❡✇ ❨♦r❦✱❆♠st❡r❞❛♠✮}✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t I ′ |= ❢❧②✭◆❡✇ ❨♦r❦✱❆♠st❡r❞❛♠✮✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t
✈✐♦❧❛t✐♦♥s ✐♥ I ′✱ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ✜♥❞ ❛♥② ❜❡❝❛✉s❡ I ′ |= Σ✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡s
❛♥❞ r❡t✉r♥s I ′ ❛s r❡s✉❧t✳
❇✉t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛s❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❢♦r β t♦ r❡♣❛✐r✳ ■t ❝♦✉❧❞
❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ α✳ ❊✳❣✳ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t I |= ❢❧②✭❆♠st❡r❞❛♠✱◆❡✇
❨♦r❦✮✱ ❜✉t I 6|= ∃y ❢❧②✭◆❡✇ ❨♦r❦✱y✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✢✐❣❤t
s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❢♦r ◆❡✇ ❨♦r❦✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❞❞s ❛ t✉♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❢❧②✭◆❡✇
❨♦r❦✱n1✮ t♦ I✱ ✇❤❡r❡ n1 ∈ ∆null\dom(I)✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡

I ′′ = {❢❧②✭❆♠st❡r❞❛♠✱◆❡✇ ❨♦r❦✮✱ ❢❧②✭◆❡✇ ❨♦r❦✱n1✮}✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t I ′′ |= ∃y ❢❧②✭◆❡✇ ❨♦r❦✱y✮✱ s♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❧♦❝❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞✳ ❲❡
s❡❡ t❤❛t I ′′ 6|= Σ ❜❡❝❛✉s❡ ❡✳❣✳ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✢✐❣❤t s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❢♦r n1 ♦r ❜♦t❤
✢✐❣❤t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝❛❧✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ✇❤❡t❤❡r ✇❡ r❡♣❛✐r
❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ β ♦r α✳ ❲❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ r❡♣❛✐r ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ α✱ ✐✳❡✳ ✇❡ s♣❡❝✐❢② ❛♥
♦✉t❣♦✐♥❣ ✢✐❣❤t ❢♦r n1 ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❛s ♦✉r ♥❡✇ ✐♥st❛♥❝❡

I ′′′ = {❢❧②✭❆♠st❡r❞❛♠✱◆❡✇ ❨♦r❦✮✱ ❢❧②✭◆❡✇ ❨♦r❦✱n1✮✱ ❢❧②✭n1✱n2✮}✱

✇❤❡r❡ n2 ∈ ∆null\dom(I ′′)✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t I ′′′ |= ∃y ❢❧②✭n1✱②✮✱ s♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s
❧♦❝❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞✳
❚❤❡ r❡❛❞❡r ♠❛② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ r❡♣❛✐r ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❢ α✱ t❤✐s ♣r♦❝❡ss
✇✐❧❧ ♥❡✈❡r t❡r♠✐♥❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❝❛s❡✳
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▲❡t Σ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❚●❉s ❛♥❞ ❊●❉s ❛♥❞ I ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢
R✲❛t♦♠s✳ ❋✉rt❤❡r ❧❡t α ∈ Σ ❜❡ ❛ ❚●❉ ❛♥❞ x t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ α✳ ❲❡ s❛② t❤❛t α ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ I ✐❢ I 6|= α✱ ✐✳❡✳ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛
❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ µ ❢r♦♠ body(α) t♦ I ❛♥❞ µ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠
µ′ ⊇ µ ❢r♦♠ head(α) t♦ I✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ t❤❡ ❝❤❛s❡ st❡♣

I
α,µ(x)
−→ J

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ❲❡ t❛❦❡ ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ν s✉❝❤ t❤❛t✿

• ν ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ µ ♦♥ ❛❧❧ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ α✱

• ❢♦r ❡✈❡r② ❡①✐st❡♥t✐❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ✐♥ α ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧
ny ∈ ∆null\dom(I) ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ν(y) := ny✳
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❲❡ s❡t J t♦ ❜❡ I ∪ ν(head(α))✳

▲❡t α ∈ Σ ❜❡ ❛♥ ❊●❉ ❛♥❞ x t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ α✳ ❲❡
s❛② t❤❛t α ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ I ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ µ ❢r♦♠ body(α) t♦ I ❛♥❞
µ(xi) 6= µ(xj)✱ ✇❤❡r❡ head(α) = {xi = xj}✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ t❤❡ ❝❤❛s❡ st❡♣

I
α,a
−→ J

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ s❡t J t♦ ❜❡

• I ❡①❝❡♣t t❤❛t ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ µ(xj) ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② µ(xi) =: a✱ ✐❢ µ(xj)
✐s ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧✱

• I ❡①❝❡♣t t❤❛t ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ µ(xi) ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② µ(xj) =: a✱ ✐❢ µ(xi)
✐s ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧✱

• ✉♥❞❡✜♥❡❞✱ ✐❢ ❜♦t❤ µ(xj) ❛♥❞ µ(xi) ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ s❛② t❤❛t
t❤❡ ❝❤❛s❡ ❢❛✐❧s✳

❆ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥ts

I0
α0,a0
−→ I1

α1,a1
−→ . . .✱

✇❤❡r❡ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ ♥♦ str✐❝t ♦r❞❡r ✇❤❛t ❝♦♥str❛✐♥t ♠✉st ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❝❛s❡ s❡✈❡r❛❧
❝♦♥str❛✐♥ts ❛♣♣❧②✳ ■❢ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✜♥✐t❡✱ s❛② Ir ❜❡✐♥❣ ✐ts ✜♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❝❤❛s❡
t❡r♠✐♥❛t❡s ❛♥❞ ✐ts r❡s✉❧t IΣ0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s Ir✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s
r✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡rs ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛
❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛s❡ r❡s✉❧t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✜♥✐t❡
❝❤❛s❡ ♦r❞❡rs ❧❡❛❞ t♦ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡s✉❧ts ✐❢ t❤❡s❡ ❡①✐st✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ IΣ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ♦♥ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ I ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts
Σ✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✾❀ ❇❡❡r✐ ❛♥❞ ❱❛r❞✐✱ ✶✾✽✹❀ ❏♦❤♥s♦♥ ❛♥❞
❑❧✉❣✱ ✶✾✽✷❪ t❤❛t IΣ |= Σ ✭❝❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✮✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❛t ❛ ❝❤❛s❡ st❡♣ ❝❛♥♥♦t ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✭❡✳❣✳✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❡q✉❛t❡ t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts✮
t❤❡ ❝❤❛s❡ r❡s✉❧t ✐s ✉♥❞❡✜♥❡❞✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ s❛②
t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ✉♥❞❡✜♥❡❞✳

Pr♦✈✐s♦✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❛ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ▲❡t I ❜❡ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞
Σ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r
t✇♦ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s✱ s❛② n1, n2✱ ❛r❡ ❡q✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛♥❞ n1 ∈ dom(I)✱ t❤❡♥ ❛❧❧
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ n2 ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ n1 ✐♥ t❤❡ ❝❤❛s❡ st❡♣✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ❝❤❛s❡
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛s s✉❜st✐t✉t✐♥❣ n1 ✇✐t❤ n2 ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ✐♥st❛♥❝❡✳



✷✹ ✸✳✹ ▲♦❣✐❝❛❧ Pr♦♣❡rt✐❡s

✸✳✸ ❆ ❋♦r♠❛❧ ❊①❛♠♣❧❡

❲❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❡✜✲
♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛t ❤❛♥❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r Σ ❛♥❞ I ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❛❣❛✐♥✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠

h = {x1 7→ ❆♠st❡r❞❛♠✱ x2 7→ ◆❡✇ ❨♦r❦}

❢r♦♠ body(β) t♦ I✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉r ✐♥ body(β) ❛♥❞ head(β)✳ ■t
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ t❤❛t ♠❛♣s head(β) t♦ I ❜❡❝❛✉s❡ ❢❧②✭◆❡✇
❨♦r❦✱ ❆♠st❡r❞❛♠✮ /∈ I✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ β ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ I✳ ❚❤❡ ❝❤❛s❡ st❡♣ ②✐❡❧❞s t❤❡
♥❡✇ ✐♥st❛♥❝❡

I ′ = I ∪ h(head(β))
= {❢❧②✭❆♠st❡r❞❛♠✱◆❡✇ ❨♦r❦✮✱ ❢❧②✭◆❡✇ ❨♦r❦✱❆♠st❡r❞❛♠✮}✳

■t ❤♦❧❞s t❤❛t I ′ |= Σ✱ s♦ t❤❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡s ❛♥❞ r❡t✉r♥s I ′✳

▲✐❦❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❛♥♦t❤❡r ♦♣t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t♦ r❡♣❛✐r t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ α
✐♥st❡❛❞ ♦❢ β✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t h ✐s ❛❧s♦ ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ body(α) t♦ I ❛♥❞ ✐t
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t head(α) ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ I✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❡ ❞❡✜♥❡

h ⊆ h′ := {x1 7→ ❆♠st❡r❞❛♠✱ x2 7→ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ y 7→ n1}✱

✇❤❡r❡ n1 ∈ ∆null\dom(I)✱ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡

I ′′ = I ∪ h′(head(α)) = {❢❧②✭❆♠st❡r❞❛♠✱◆❡✇ ❨♦r❦✮✱ ❢❧②✭◆❡✇ ❨♦r❦✱n1)}✳
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❍❛✈✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❜❛s✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ♥♦✇ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥
t♦ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐t✱ ♥❛♠❡❧② ✐ts t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ♣r♦♣❡rt②
t♦ ♦✉t♣✉t ✉♥✐✈❡rs❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳
❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡s✲
s❛r✐❧② t❡r♠✐♥❛t❡ ♦♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥♣✉t✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ♠❡r❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛s ❝❤❛s❡
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt②✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ✭s❡❡ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✮ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ I ❛♥❞ ❛ s❡t Σ ♦❢
❚●❉s✳

• ■t ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ I ❛♥❞ Σ t❤❛t
t❡r♠✐♥❛t❡s✳
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• ■t ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✇❤❡t❤❡r ❛❧❧ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ I ❛♥❞ Σ t❡r♠✐♥❛t❡✳

❚❤✐s st✐❧❧ ❤♦❧❞s ✐❢ I = ∅✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝❛♥ ❞❡❝✐❞❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱
t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❡♥✲
tr❛❧ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✐s t❤❛t ✐t ♣r♦❞✉❝❡s ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ✐♥♣✉t ✭str♦♥❣❧② ✉♥✐✈❡rs❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✮✳
❚❤✐s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ✭s❡❡ ❬❇❡❡r✐ ❛♥❞ ❱❛r❞✐✱ ✶✾✽✹❪✮ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ I ❛♥❞ ❛ s❡t Σ ♦❢
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ▲❡t IΣ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❋♦r ❛❧❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡s J s✉❝❤ t❤❛t J |= Σ ❛♥❞
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ I t♦ J ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ IΣ t♦ J ✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s t❤❛t ❛ ❝❤❛s❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥st❛♥❝❡
t❤❛t s❛t✐s✜❡s Σ ❛♥❞ I✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② IΣ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✺❀ ❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ■t ✐s ❡①❛❝t❧② t❤✐s ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ ❝❤❛s❡ ✉s❡❢✉❧
❢♦r s♦ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❆s ❛♥ ❡❛s② ❝♦r♦❧❧❛r② ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳ ✭s❡❡ ❬❇❡❡r✐ ❛♥❞ ❱❛r❞✐✱ ✶✾✽✹❪✮ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ I ❛♥❞ ❛ s❡t
Σ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ▲❡t J, J ′ ❜❡ t✇♦ ❝❤❛s❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r ♦❢
❝♦♥str❛✐♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t J ❛♥❞ J ′ ❛r❡ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱
✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ J t♦ J ′ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳

✸✳✺ ❚❤❡ ❖❜❧✐✈✐♦✉s ❈❤❛s❡

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ♦♥❧② ✉s❡ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❜✉t ❛❧s♦ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ✐t✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡✳
❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ❛♥ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡ st❡♣ ❛♣♣❧✐❡s ❡✈❡♥ ✐❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s
s❛t✐s✜❡❞✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❜② ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σ = {❘(x1, x2) → ∃y ❘(x1, y)} ❛♥❞
♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❛ t❛✉t♦❧♦❣②✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t s❡t t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ {❘(a, b)}✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t I |= Σ✱
t❤❡ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡ ♠❛❦❡s ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❡r❡✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ ❛♥ ❛t♦♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
❘(a, n1) ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡r❡ n1 ∈ ∆null✳ ❨❡t✱ t❤❡ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡ ❞♦❡s
♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡✳ ■t ✇✐❧❧ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❛❞❞ ❛t♦♠s ❘(a, n2)✱ ❘(a, n3)✱ ❘(a, n4) ✳ ✳ ✳ ✱ ✇❤❡r❡
n2, n3, n4, . . . ∈ ∆null✳



✷✻ ✸✳✻ Pr❡✈✐♦✉s ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❈❤❛s❡ ❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❆ ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡ st❡♣ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r
❛ ❚●❉ ♦❢ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ ❢♦r♠ ∀xϕ✳ ❚❤❡ ♦❜❧✐✈✐♦✉s st❡♣ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ I
✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ µ ❢r♦♠ body(∀xϕ) t♦ I✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ t❤❡ ♦❜❧✐✈✐♦✉s

❝❤❛s❡ st❡♣ I
∗,∀xϕ,µ(x)
−→ J ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ν s✉❝❤

t❤❛t✿

• ν ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ µ ♦♥ ❛❧❧ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ϕ✱

• ❢♦r ❡✈❡r② ❡①✐st❡♥t✐❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ✐♥ ∀xϕ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ✏❢r❡s❤✑ ❧❛❜❡❧❡❞
♥✉❧❧ ny ∈ ∆null ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ν(y) := ny✳

❲❡ s❡t J t♦ ❜❡ I ∪ ν(head(∀xϕ))✳ ❆♥ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡ st❡♣ ❢♦r ❛♥ ❊●❉ ✐s ❛ ❝❤❛s❡
st❡♣ ❢♦r ❛♥ ❊●❉ ❡①❝❡♣t t❤❛t ✇❡ ❛❧s♦ ❛❞❞ ❛♥ ∗ ♦♥ t❤❡ ❛rr♦✇ ✭❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❚●❉s✮ t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ st❡♣✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛♥ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡ st❡♣ ❛❧✇❛②s ❛♣♣❧✐❡s
✇❤❡♥ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
✐s s❛t✐s✜❡❞✳

❚❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣♦✐♥t ❤❡r❡ ✐s t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ❛♥ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡ st❡♣ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡
t♦ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s
t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡✱ ❜✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ✉s❡ ✐t ❢♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧
r❡❛s♦♥s✳
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■♥ t❤❡ ♣❛st✱ r❡s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ❤❛s ❜❡❡♥ s♣❡♥t ♦♥ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t s❛t✲
✐s✜❡s t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡♥ ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ ❞❛t❛❜❛s❡
✐s ✜♥✐t❡✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s✳

✸✳✻✳✶ ❈❛s❝❛❞✐♥❣ ♦❢ ▲❛❜❡❧❡❞ ◆✉❧❧s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❡♥s✉r❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
✇♦r❦✱ ✇❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦ ❝❧❛r✐❢② ✇❤② t❤❡ ❝❤❛s❡ ♠❛② ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱
✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❜❛❞ ❡✈❡♥t t❤❛t ♦❝❝✉rs ✐♥ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦✈❡r ❛♥❞
♦✈❡r ❛❣❛✐♥✳ ❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♦❢ s✉❝❤ ❜❛❞ ❡✈❡♥ts t❤❡♥ ❡♥s✉r❡s t❤❡
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❍♦✇ ❝❛♥ s✉❝❤ ❛ ❜❛❞ ❡✈❡♥t ❜❡ str✉❝t✉r❡❞❄ ❲❡
r❡s✉♠❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ❚●❉s Σ := {α}
❛♥❞ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ I0✱ ✇❤❡r❡

α := ❢❧②(x1, x2)→ ∃y ❢❧②(x2, y)✱
I0 := {❢❧②✭❆♠st❡r❞❛♠✱◆❡✇ ❨♦r❦✮}✳
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❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❡❛r❧✐❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡

I1 = {❢❧②✭❆♠st❡r❞❛♠✱◆❡✇ ❨♦r❦✮✱ ❢❧②✭◆❡✇ ❨♦r❦✱n1)}✱
I2 = {❢❧②✭❆♠st❡r❞❛♠✱◆❡✇ ❨♦r❦✮✱ ❢❧②✭◆❡✇ ❨♦r❦✱n1), ❢❧②(n1, n2)}✱
I3 = {❢❧②✭❆♠st❡r❞❛♠✱◆❡✇ ❨♦r❦✮✱ ❢❧②✭◆❡✇ ❨♦r❦✱n1), ❢❧②(n1, n2), ❢❧②(n2, n3)}✱
✳ ✳ ✳

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐t ✇✐❧❧ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② t✐♠❡s ♦❝❝✉r t❤❛t
❛ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✐♥ dom(I0)✱ ✐s ❝♦♣✐❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦❞② t♦ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢
❛ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ♥❡✇ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② s♦♠❡ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ q✉❛♥t✐✜❡r✳
❲❡ ❝❛❧❧ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❤❛s❡ st❡♣ ❢r♦♠ I2 t♦ I3✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t I2 |= ❢❧②(n1, n2)✱ ❜✉t I

2 6|= ∃y
❢❧②(n2, y)✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t n2 ✐s ❝♦♣✐❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦❞② t♦ t❤❡ ❤❡❛❞
♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❤✐❧❡ n3 ✐s ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞✳ ❙♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞
♥✉❧❧s ❤❡r❡✳

❲❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳ ▲❡t S = I0
α0,a0
−→ I1

α1,a1
−→ . . . ❜❡ ❛ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡♥✱ CS :=

{ i ∈ N0 | dom(Ii+1)\dom(Ii) 6= ∅ 6= (dom(Ii+1\Ii)\dom(I0)) ∩ dom(Ii) }✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ s✉❝❤ ❛s ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② t✐♠❡s ✐♥
❛ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡♥ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐ts❡❧❢ ❜❡✐♥❣ ✜♥✐t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳ ▲❡t S = I0
α0,a0
−→ I1

α1,a1
−→ . . . ❜❡ ❛ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ❤♦❧❞s

t❤❛t S ✐s ✜♥✐t❡ ⇐⇒ CS ✐s ✜♥✐t❡✳

❲✐t❤ t❤✐s ✐♥str✉♠❡♥t ❛t ❤❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❝t✐♦♥s✳

✸✳✻✳✷ ❲❡❛❦ ❆❝②❝❧✐❝✐t②

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ✐s ✜♥✐t❡✳ ■♥ ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ♦✉r ✇♦r❦✳

❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ♦❢ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ✐s t♦ st❛t✐❝❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡✳ ■t s②♥t❛❝t✐❝❛❧❧② ❛ss❡rts
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s✱ ✐✳❡✳ CS ❜❡✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❢♦r ❡✈❡r②
❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ S✳
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽✳ ✭s❡❡ ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✮ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ ❞❡♣(Σ) ♦❢ ❛ s❡t
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts Σ ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐s t❤❡
s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ s♦♠❡ ❚●❉ ✐♥ Σ✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❡❞❣❡s✳ ❆❞❞
t❤❡♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❢♦r ❡✈❡r② ❚●❉ ∀x(φ(x) → ∃yψ(x, y)) ∈ Σ ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② x ✐♥ x
t❤❛t ♦❝❝✉rs ✐♥ ψ ❛♥❞ ❡✈❡r② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ x ✐♥ φ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ π1

• ❢♦r ❡✈❡r② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ x ✐♥ ψ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ π2✱ ❛❞❞ ❛♥ ❡❞❣❡ π1 → π2 ✭✐❢ ✐t ❞♦❡s
♥♦t ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✮✳

• ❢♦r ❡✈❡r② ❡①✐st❡♥t✐❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ y ✐♥
❛ ♣♦s✐t✐♦♥ π2✱ ❛❞❞ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❡❞❣❡ π1

∗
→ π2 ✭✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✮✳

❆ s❡t Σ ♦❢ ❚●❉s ❛♥❞ ❊●❉s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝ ✐✛ ❞❡♣(Σ) ❤❛s ♥♦ ❝②❝❧❡s
t❤r♦✉❣❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❡❞❣❡✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ♥♦r♠❛❧ ❡❞❣❡s tr❛❝❦ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞
s♣❡❝✐❛❧ ❡❞❣❡s ❝♦✈❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ♦❢ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❝②❝❧❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❡❞❣❡✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ❢r❡s❤ ♥✉❧❧
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦✈❡r ❛♥❞ ♦✈❡r ❛❣❛✐♥✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❋❛❣✐♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡s ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❞❛t❛✲❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✐✳❡✳ ✐♥
t✐♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♥st❛♥❝❡✬s ❞♦♠❛✐♥✱ ❢♦r ✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝
❝♦♥str❛✐♥t s❡ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❲❡
✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❜② ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②
❝❛♥♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✾✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σ := {α1, α2, α3}
❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t Σ ✐s ♥♦t ✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✱
❛s ✇✐t♥❡ss❡❞ ❜② t❤❡ s❡❧❢✲❧♦♦♣ s♣❡❝✐❛❧ ❡❞❣❡ ❢♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ❢❧②2✳

✸✳✻✳✸ ❙tr❛t✐✜❝❛t✐♦♥

■♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❛s s❡t ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦
❛❝②❝❧✐❝✐t②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥str❛✐♥t
s❡t ✐♥t♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉❜s❡ts t❤❛t ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❧② t❡st❡❞ ❢♦r ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❧✐ts t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐♥t♦ s✉❜s❡ts ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts
t❤❛t ♠❛② ❝②❝❧✐❝❛❧❧② ❝❛✉s❡ t♦ ✜r❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧
❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❢♦❧❧♦✇ ✐❢ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❤♦❧❞s ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s❡t ✐♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡♥s✉r❡
❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳
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❙❛♠♣❧❡ ❙❝❤❡♠❛✿ ❤❛s❆✐r♣♦rt(❝❴✐❞)
❢❧②(❝❴✐❞✶, ❝❴✐❞✷, ❞✐st)
r❛✐❧(❝❴✐❞✶, ❝❴✐❞✷, ❞✐st)

❈♦♥str❛✐♥t ❙❡t✿ Σ = {α1, α2, α3}✱ ✇❤❡r❡

α1 : ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✢✐❣❤t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝✐t✐❡s✱
❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛✐r♣♦rt✿
❢❧②(c1, c2, d)→ ❤❛s❆✐r♣♦rt(c1), ❤❛s❆✐r♣♦rt(c2)

α2 : ❘❛✐❧✲❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧✿
r❛✐❧(c1, c2, d)→ r❛✐❧(c2, c1, d)

α3 : ❊❛❝❤ ❝✐t② t❤❛t ✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✈✐❛ ♣❧❛♥❡ ❤❛s ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✢✐❣❤t s❝❤❡❞✉❧❡❞✿
❢❧②(c1, c2, d)→ ∃c3, d

′ ❢❧②(c2, c3, d
′)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❙❛♠♣❧❡ ❞❛t❛❜❛s❡ s❝❤❡♠❛ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

✸✳✻✳✹ ❙✉♣❡r✲✇❡❛❦ ❆❝②❝❧✐❝✐t②

■♥ ❬▼❛r♥❡tt❡✱ ✷✵✵✾❪✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ✇❛s ✐♠♣r♦✈❡❞
t♦ s✉♣❡r✲✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ♥❡✇ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s❡ts ♦❢ ❚●❉s✱ ✐✳❡✳ ❊●❉s ❛r❡ ♥♦t ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ✐t✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❝♦♥str❛✐♥t α ❝❛♥ tr✐❣❣❡r ❛ ✜r✐♥❣ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥str❛✐♥t
β✳ ❆ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σ ✐s s✉♣❡r✲✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝ ✐❢ t❤✐s tr✐❣❣❡r r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❝②❝❧✐❝✳ ❲❡
♥♦✇ ❢♦r♠❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ s✉♣❡r✲✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ ❝❧♦s❡❧② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
✐♥ ❬▼❛r♥❡tt❡✱ ✷✵✵✾❪✳

▲❡t ❛ s❡t ♦❢ ❚●❉s Σ ❜❡ ❣✐✈❡♥✳ ▲❡t P(Σ) ❜❡ ❛ s❦♦❧❡♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Σ✳ ❆ ♣❧❛❝❡ (a, i)
✐s ❛ ♣❛✐r✱ ✇❤❡r❡ a ✐s ❛♥ ❛t♦♠ ♦❢ P(Σ) ❛♥❞ 1 ≤ i ≤ ar(a)✳ ❚✇♦ ♣❧❛❝❡s (a, i) ❛♥❞
(a′, i′) ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✉♥✐✜❛❜❧❡✱ (a, i) ∼ (a′, i′)✱ ✐✛ i = i′ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s, s′

s✉❝❤ t❤❛t s(a) = s′(a′)✱ ✇❤❡r❡ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❧♦❣✐❝❛❧ t❡r♠s t♦
❧♦❣✐❝❛❧ t❡r♠s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✵✳ ▲❡t t❤❡ ♣❧❛❝❡s (❇(f(x), x), 1) ❛♥❞ (❇(x, x), 1) ❜❡ ❣✐✈❡♥✳ ■t ❤♦❧❞s
t❤❛t (❇(f(x), x), 1) 6∼ (❇(x, x), 1) ❜❡❝❛✉s❡ x s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡ t♦ f(x)✳

●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t α ∈ Σ ❛♥❞ ❛♥ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ α✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡
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❤❛s❆✐r♣♦rt1 ❢❧②1

❢❧②2

❢❧②3

r❛✐❧1

r❛✐❧2

r❛✐❧3

∗

∗

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ ❢♦r Σ ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✾✳

❜② ❖✉t(α, y) t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❧❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ P(α) ✇❤❡r❡ ❛ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ fα
y (...)

♦❝❝✉rs✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✶✳ ▲❡t t❤❡ ❚●❉ α := ❆(x) → ∃y ❇(x, y), ❇(y, x), ❈(y) ❜❡ ❣✐✈❡♥✳
❚❤❡♥✱

P(α) = ❆(x)→ ❇(x, fα1
y (x)), ❇(fα1

y (x), x), ❈(fα1
y (x))✳

■t ❤♦❧❞s t❤❛t ❖✉t(α, y) = {(❇(x, fα1
y (x)), 2), (❇(fα1

y (x), x), 1), (❈(fα1
y (x)), 1)}✳

●✐✈❡♥ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ α✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ■♥(α, x)
t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❧❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ α ✐♥ ✇❤✐❝❤ x ♦❝❝✉rs✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r α ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✶✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t ■♥(α, x) = {(❆(x), 1)}✳

●✐✈❡♥ t✇♦ s❡ts ♦❢ ♣❧❛❝❡s Q,Q′ ✇❡ ✇r✐t❡ Q⊳Q′ ✐✛ ❢♦r ❛❧❧ q ∈ Q t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ q′ ∈ Q′

s✉❝❤ t❤❛t q ∼ q′✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡ts ♦❢ ♣❧❛❝❡s

P1 := {(❈(x), 1), (❇(f(x), y), 2)} ❛♥❞
P2 := {(❈(y), 1), (❇(x, f(y)), 2)}✳

❈❧❡❛r❧②✱
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(❈(x), 1) ∼ (❈(y), 1) ❛♥❞
(❇(f(x), y), 2) ∼ (❇(x, f(y)), 2)✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ P1 ⊳ P2✳

❲❡ s❡t ▼♦✈❡(Σ, Q) ❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❡t ♦❢ ♣❧❛❝❡s Q′ s✉❝❤ t❤❛t Q ⊆ Q′ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧
❡①♣r❡ss✐♦♥s r = Br → Hr ∈ P(Σ) ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s x ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ✐❢ γx(Br)⊳Q

′

t❤❡♥ γx(Hr) ⊆ Q′✱ ✇❤❡r❡ γx(Br) ❛♥❞ γx(Hr) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❧❛❝❡s ✐♥ Br ❛♥❞ Hr

✇❤❡r❡ x ♦❝❝✉rs✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✹✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t Σ = {α1, α2}✱ ✇❤❡r❡

α1 := ❆(x, y)→ ∃z ❇(x, z), ❇(z, y) ❛♥❞
α2 := ❇(x, y), ❇(y, z)→ ❈(x, z)✳

❚❤❡ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠ P(Σ) ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts

❆(x, y)→ ❇(x, fα1
z (x, y)), ❇(fα1

z (x, y), y) ❛♥❞
❇(x, y), ❇(y, z)→ ❈(x, z)✳

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t❤❛t ▼♦✈❡(Σ, {(❆(z1, z2), 1)}) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❧❛❝❡s

(❆(z1, z2), 1), (❇(x, fα1
z (x, y)), 1), (❇(x, fα1

z (x, y)), 2),
(❇(fα1

z (x, y), y), 1), (❇(fα1
z (x, y), y), 2), (❈(x, z), 1), (❈(x, z), 2)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✺✳ ❬▼❛r♥❡tt❡✱ ✷✵✵✾❪ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❚●❉s Σ ❛♥❞ α, β ∈ Σ✱ ✇❡ s❛②
t❤❛t α tr✐❣❣❡rs β✱ α →֒Σ β✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①✐st❡♥t✐❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ✐♥
t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ α ❛♥❞ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞
❛♥❞ ❜♦❞② ♦❢ β s✉❝❤ t❤❛t ■♥(β, x) ⊳▼♦✈❡(Σ,❖✉t(α, y))✳

P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ α →֒Σ β✱ t❤❡♥ α ❝♦♥t❛✐♥s ❡①✐st❡♥t✐❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ tr✐❣❣❡r r❡❧❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r t✇♦ ❚●❉s α ❛♥❞ β ✐❢ ❛ ✜r✐♥❣ ♦❢ α ❝❛♥
❝❛✉s❡ ❛ ✜r✐♥❣ ♦❢ β ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t β ❝♦✉❧❞ ♥♦t ✜r❡ ❜❡❢♦r❡✮✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s t❤❡
♠❛✐♥ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ❢♦r s✉♣❡r✲✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✻✳ ❬▼❛r♥❡tt❡✱ ✷✵✵✾❪ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❚●❉s Σ✳ ❲❡ s❛② t❤❛t Σ ✐s
s✉♣❡r✲✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝ ✐✛ t❤❡ tr✐❣❣❡r r❡❧❛t✐♦♥ →֒Σ ✐s ❛❝②❝❧✐❝✳

■t ✇❛s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬▼❛r♥❡tt❡✱ ✷✵✵✾❪ t❤❛t s✉♣❡r✲✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ t❡r✲
♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❢♦r ❡✈❡r② ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ t❛❦❡♥ ❛♥❞



✸✷ ✸✳✻ Pr❡✈✐♦✉s ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❈❤❛s❡ ❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥

✐s str✐❝t❧② ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s✉♣❡r✲✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ✐s
str♦♥❣❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t
❝❤❛♣t❡rs✳ ❲❡ ❞❡❢❡r t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t♦ ❈❤❛♣t❡r ✶✵ ❛♥❞ ✜♥✐s❤ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐t❤ ❛♥
❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❛♥ ❡♠❛✐❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✉t❤♦r ♦❢
❬▼❛r♥❡tt❡✱ ✷✵✵✾❪✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✼✳ ▲❡t Σ = {α1, α2}✱ ✇❤❡r❡

α1 := ❆(x)→ ∃y ❇(x, y), ❇(y, x), ❈(y) ❛♥❞
α2 := ❇(x, x), ❈(y)→ ❆(x), ❈(y)✳

❚❤❡ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠ P(Σ) ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts

❆(x)→ ❇(x, fα1
y (x)), ❇(fα1

y (x), x), ❈(fα1
y (x)) ❛♥❞

❇(x, x), ❈(y)→ ❆(x), ❈(y)✳

■t ❤♦❧❞s t❤❛t →֒Σ= ∅✳ ❚❤❡ t✉♣❧❡ (α1, α2) ✐s ♥♦t ✐♥ →֒Σ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s
✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❛❞ ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❛♥❞ (α1, α1) /∈→֒Σ ❜❡❝❛✉s❡ ❇(x, fα1

y (x))
❛♥❞ ❇(fα1

y (x), x) ❝❛♥♥♦t ✉♥✐❢② ✇✐t❤ ❇(x, x)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s s✉♣❡r✲✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝
❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♥♦t ✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✳

❲❡ ✇❛♥t t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t α2 ✐s ✉♥♥❛t✉r❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛t♦♠ ❈(y)
❛♣♣❡❛rs ❜♦t❤ ✐♥ ✐ts ❜♦❞② ❛♥❞ ❤❡❛❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ q✉✐t❡ s✐❣✲
♥✐✜❝❛♥t ❢♦r s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡ts ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥♥♦t r❡❝♦❣♥✐③❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ ♦✉r ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ♦❢
♦✉r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❈(y) ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❜♦t❤ ✐♥ α2✬s ❜♦❞② ❛♥❞ ❤❡❛❞✳



❈❤❛♣t❡r ✹

❈❧❛ss✐❝❛❧ ❆r❡❛s ♦❢ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❘✐❝❝❛r❞♦✿ ✏❲❤❛t ✐s ❛❧❧ t❤✐s ❣♦♦❞ ❢♦r❄✑

❆❧✐❝❡✿ ✏●✉❡ss ✇❤❛t ❛ ❙✇✐ss ❆r♠② ❦♥✐❢❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣♦♦❞ ❢♦r❄✑

❘✐❝❝❛r❞♦✿ ✏❍❛✈✐♥❣ ❛ ♠❡❛❧❄✑

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝❧❛r✐✜❡s ✇❤② t❤❡ ❝❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❙✇✐ss ❆r♠② ❦♥✐❢❡ t♦♦❧
❢♦r ♠❛♥② ❞❛t❛❜❛s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❦❡t❝❤ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t❡r♠✐♥❛t❡s✳ ■❢ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡ ✐♥ str✐❝t❧② ♠♦r❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡♥ t❤✐s
✐s ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❛❧❧ r❡s❡❛r❝❤ s✉❜✲❛r❡❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♥❡①t✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❚●❉s ❛♥❞ ❊●❉s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞✱
❤♦✇ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❈❤❛s❡ ✫ ❇❛❝❦❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧✐❝❛t❡ ✐ts ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ✐♥ ❛♥s✇❡r✐♥❣ q✉❡r✐❡s
✉s✐♥❣ ✈✐❡✇s✳
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♥♦t t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ r❡❛❞❡r ❛♥ ❡①♣❡rt ✐♥ t❤❡s❡ r❡s❡❛r❝❤
❛r❡❛s✱ ❜✉t t♦ s❤♦✇ ❤✐♠ ❤♦✇ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ♠❛❦❡
❤✐♠ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t t❤❡② s♦❧❡❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡✳
❲❡ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s ✇❡ ❞♦
♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❤✐❝❤ ✉s❡ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛s ❛ s✉❜r♦✉t✐♥❡✱ ❧✐❦❡ ❞❛t❛ ✐♥t❡❣r❛✲
t✐♦♥ ❬▲❡♥③❡r✐♥✐✱ ✷✵✵✷❪✱ ♣❡❡r ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❬❋✉①♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❞❛t❛❜❛s❡s ❬❖❧t❡❛♥✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳

✹✳✶ ❚❤❡ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠

❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts Σ ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t α✱ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r
Σ |= α ❤♦❧❞s✳ ❙♦✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥str❛✐♥t
✐s ❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳

✸✸
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❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❦❡②s ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ❦❡②s ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡
✭s❡❡ ❬❋❛♥ ❛♥❞ ❙✐♠é♦♥✱ ✷✵✵✵❀ ❋❛♥ ❛♥❞ ▲✐❜❦✐♥✱ ✷✵✵✷❪✮✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡str✐❝t
♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛s❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✽✳ ✭s❡❡ ❬❇❡❡r✐ ❛♥❞ ❱❛r❞✐✱ ✶✾✽✹❪✮ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t Σ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞
❛ ❝♦♥str❛✐♥t α s✉❝❤ t❤❛t body(α)Σ ✐s ❞❡✜♥❡❞✳

■❢ α ✐s ❛ ❚●❉✱ t❤❡♥

Σ |= α⇐⇒ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ head(α) t♦ body(α)Σ✳

■❢ α ✐s ❛♥ ❊●❉ ❛♥❞ head(α) = {xi = xj}✱ t❤❡♥

Σ |= α⇐⇒ ❢♦r ❡✈❡r② ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ h ❢r♦♠ body(α) t♦ body(α)Σ

✐t ❤♦❧❞s t❤❛t h(xi) = h(xj)✳

❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❚●❉s ❛♥❞ ❊●❉s ❝❛♥ ❜❡
r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✐❢ ✐t t❡r♠✐♥❛t❡s✳

✹✳✷ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✿ ❈❤❛s❡ ✫ ❇❛❝❦❝❤❛s❡

❚❤❡ ❝❤❛s❡ ✐s ❛ ❝❡♥tr❛❧ t♦♦❧ ✐♥ ❧♦❣✐❝✲❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s✳ ■t ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ q✉❡r② ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❣❡♥❡r❛❧
q✉❡r② ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❈❤❛s❡ ✫ ❇❛❝❦❝❤❛s❡
✭❈✫❇✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬P♦♣❛✱ ✷✵✵✵❀ ❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧
❞❛t❛❜❛s❡s ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❈✫❇ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬P♦♣❛
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳ ■t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t ✐t ❝❛♥ ♣♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t t✐♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ q✉❡r②
❡①❡❝✉t✐♦♥✳
■t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❳▼▲ ❬❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜ ❈♦♥s♦rt✐✉♠✱
✷✵✵✸❞❪ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❳◗✉❡r② ❬❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜ ❈♦♥s♦rt✐✉♠✱ ✷✵✵✵❪ ✐♥ t❤❡ ▼❆❘❙
s②st❡♠ ❬❉❡✉ts❝❤ ❛♥❞ ❚❛♥♥❡♥✱ ✷✵✵✸❪✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ ❳◗✉❡r②
❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ q✉❡r②✱ ❛♣♣❧② ❈✫❇✱ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❜❛❝❦ t♦ ❛♥
❳◗✉❡r② ❡①♣r❡ss✐♦♥✳
❲❡ st❛rt t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈✫❇ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♥✲
t❛✐♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❆ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② q ✐s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

ans(x)← ϕ(x, z)✱
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✇❤❡r❡ ϕ ✐s ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛t♦♠s✱ x✱ z ❛r❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞
❝♦♥st❛♥ts✱ ❛♥❞ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ❡✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ x ❛❧s♦ ♦❝❝✉rs ✐♥ ϕ✳ ■❢ x ✐s ❡♠♣t② ✇❡
❝❛❧❧ t❤❡ q✉❡r② ❜♦♦❧❡❛♥✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② db(q) t❤❡ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ ϕ ❛♥❞ ❜② head(q)
t❤❡ ❛t♦♠ ans(x)✳
❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ s✉❝❤ ❛ q✉❡r② q ♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

q(I) := {a ∈ ∆|x||I |= ∃zϕ(a, z)}✳

▲❡t q, q′ ❜❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ❛♥❞ Σ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❡ s❛② t❤❛t q ✐s
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ q′ ✉♥❞❡r Σ✱ q ⊑Σ q′✱ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡s I s✉❝❤
t❤❛t I |= Σ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t q(I) ⊆ q′(I)✳ ❲❡ ✇r✐t❡ q ⊑ q′ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ q ⊑∅ q

′ ❛s ❛♥
❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s ❢♦❧❦❧♦r❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✾✳ ✭s❡❡ ❬❈❤❛♥❞r❛ ❛♥❞ ▼❡r❧✐♥✱ ✶✾✼✼❪✮ ▲❡t q, q′ ❜❡ t✇♦ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡
q✉❡r✐❡s✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t q ⊑ q′ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ h t❤❛t ♠❛♣s
db(q′) ∪ {head(q′)} t♦ db(q) ∪ {head(q)}✳

❙♦ ❢❛r✱ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✐s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❝♦♥str❛✐♥t s❡ts Σ
❝♦♠❡ ✐♥t♦ ♣❧❛②✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠
✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ❛♥ ❡♠♣t② ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❛s
t❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✵✳ ✭s❡❡ ❬❏♦❤♥s♦♥ ❛♥❞ ❑❧✉❣✱ ✶✾✽✷❪✮ ▲❡t q, q′ ❜❡ t✇♦ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s
❛♥❞ Σ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts s✉❝❤ t❤❛t db(q)Σ ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t q ⊑Σ q

′ ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ ({head(q)} ∪ db(q))Σ ⊑ q′✳

❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ s♦❧❡❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡✳ ❇✉t
❤♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤✐s ✐♥ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥❄ ❚❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠ ❛♥s✇❡rs t❤✐s
q✉❡st✐♦♥✱ ❜✉t ❜❡❢♦r❡ t❤❛t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✇❤❛t ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ ❛
❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② ✐s✳ ❆ Σ✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ ❛ q✉❡r② q ✐s ❛ q✉❡r② q′ s✉❝❤ t❤❛t
q ⊑Σ q′ ❛♥❞ q′ ⊑Σ q✳ ❆ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ q ✉♥❞❡r Σ ✐s ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r②
q′ s✉❝❤ t❤❛t q′ ✐s ❛ Σ✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ q ❛♥❞ q′ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❣♦❛❧s ✐♥ ✐ts ❜♦❞②✳ ▼✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♠♦st
❡✣❝✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❡r② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✉s✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥
❝♦st t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ q✉❡r②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❧❛✇✳ ■♥ ❬❈❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳✱
✶✾✾✾❪ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s❡♠❛♥t✐❝s✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❥♦✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛
q✉❡r② ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝♦st ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✶✳ ✭s❡❡ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✮ ▲❡t q ❜❡ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② ❛♥❞ Σ ❛
s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ Σ ❤❛s ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r
❡✈❡r② ✐♥♣✉t ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❝❛❧❧❡❞ ❈✫❇✮ t❤❛t ♣r❡❝✐s❡❧② ♦✉t♣✉ts
❛❧❧ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣s ✭✉♣ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✮ ♦❢ q ✉♥❞❡r Σ✳



✸✻ ✹✳✸ ❉❛t❛ ❊①❝❤❛♥❣❡

❚❤❡ ❝❤❛s❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ s✉❜♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥ t❤❡
❈❤❛s❡ ✫ ❇❛❝❦❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ({head(q)} ∪ db(q))Σ✳ ❆❧❧
♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣s ♦❢ q ❛r❡ t❤❡♥ s✉❜q✉❡r✐❡s ♦❢ db(q)Σ t❤❛t ❛r❡ Σ✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
q✳ Σ✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ q✉❡r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ✈✐❛ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✵✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ♦♥❧②
♣r♦♣❡rt② t❤❛t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❤❡r❡✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡s✳ ■❢ ✐t ❞♦❡s✱ ✇❡ ❝❛♥
♦❜t❛✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣s ❢♦r ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s✳

✹✳✸ ❉❛t❛ ❊①❝❤❛♥❣❡

❉❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✇❛s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ■t ✐s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
♠✐❣r❛t✐♥❣ ❛ ❞❛t❛ ✐♥st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ s♦✉r❝❡ s❝❤❡♠❛ t♦ ❛ t❛r❣❡t s❝❤❡♠❛ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧✐③❡❞ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t s❝❤❡♠❛ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts s♣❡❝✐✜❡❞
❜② ✐t✳ ❉❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❞❛t❛ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❬▲❡♥③❡r✐♥✐✱ ✷✵✵✷❪ ❜✉t t❤❡
♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡❞ ❛t t❤❡ t❛r❣❡t s❝❤❡♠❛✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❞❛t❛ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❡tt✐♥❣s✳

❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t s❝❤❡♠❛ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② s♦✉r❝❡✲
t♦✲t❛r❣❡t ❚●❉s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❛r❣❡t s❝❤❡♠❛ s♣❡❝✐✜❡s t❛r❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥
❢♦r♠ ♦❢ ❊●❉s ❛♥❞ ❚●❉s✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♠♣♦rt❡❞ ❞❛t❛ ♠✉st s❛t✐s❢②✳ ❊①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡
❞❛t❛ ❢r♦♠ s♦✉r❝❡ t♦ t❛r❣❡t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡✲
t♦✲t❛r❣❡t ♣❧✉s t❛r❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥st❛♥❝❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧
s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✐s ❛ ❜✐❣ ✐ss✉❡ t❤❡r❡✳
❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ✇❤❛t ❛ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s✳ ●✐✈❡♥ ❛ s♦✉r❝❡ ❞❛t❛❜❛s❡ s❝❤❡♠❛
R1✱ ❛ t❛r❣❡t ❞❛t❛❜❛s❡ s❝❤❡♠❛ R2 s✉❝❤ t❤❛t R1 ∩ R2 = ∅✱ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts Σ
♦✈❡r R1∪R2 ❛♥❞ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ♦✈❡r t❤❡ s♦✉r❝❡ s❝❤❡♠❛✱ ✜♥❞ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ J
♦✈❡r t❤❡ t❛r❣❡t s❝❤❡♠❛ s✉❝❤ t❤❛t I ∪ J |= Σ✳ ❖✉r ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σ ✐s t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t
✉♥✐♦♥ ♦❢ Σst ❛♥❞ Σt✳ Σt ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦✈❡r R2✳ ❚❤❡ ❚●❉s ✐♥ Σst ❛r❡
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ϕ(x)→ ∃yψ(x, y)✱ ✇❤❡r❡ ϕ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♣r❡❞✐❝❛t❡ s②♠❜♦❧s ❢r♦♠ t❤❡
s♦✉r❝❡ s❝❤❡♠❛ ❛♥❞ ψ ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t s❝❤❡♠❛✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✺❪ t❤❛t IΣ\I ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐❢ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ❆s
t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡✱ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♥♦t
✉♥✐q✉❡ ❡✐t❤❡r✳ ❲❤❛t ❞♦❡s t❤❛t ♠❡❛♥ ❢♦r ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s❄ ❉♦❡s t❤❡ ❛♥s✇❡r
♦❢ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛s❡ r❡s✉❧t❄ ❆s ✐t t✉r♥s ♦✉t✱ t❤✐s ✐s ♥♦t
t❤❡ ❝❛s❡✳ ■t ✇❛s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ t❤❛t ✇❡ ❛❧✇❛②s ❣❡t t❤❡ s❛♠❡ ❛♥✲
s✇❡rs✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ r❡s✉❧t ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡❞ ❛t t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ s❡❡
t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝r✉❝✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡✳

❲❡ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥
❬❋✉①♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ t♦ ♣❡❡r✲t♦✲♣❡❡r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s t♦
t❤❡ ♣❡❡r ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❧s♦ ✉s❡s t❤❡ ❝❤❛s❡✳
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■♥ q✉❡r② ❛♥s✇❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ✈✐❡✇s ✇❡ tr② t♦ ❛♥s✇❡r ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ q✉❡r✐❡s ✉s✐♥❣ ♠❛t❡✲
r✐❛❧✐③❡❞ ✈✐❡✇s✱ ❛❝❝❡ss✐♥❣ ♥♦♥✲✈✐❡✇ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦♥❧② ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡
✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈✐❡✇ ♠❛② ✐♥✈♦❧✈❡ s♦♠❡ ❝♦st❧② ❥♦✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t
♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ q✉❡r② t♦ ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞✱ t♦♦✳ ■❢ t❤❡ ✈✐❡✇ ✐s ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡❞✱
✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❜❛❜❧② ✉s❡ ✐t ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❡r②
❛♥s✇❡r✱ t❤✉s s❛✈✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❆♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦♥
t❤✐s t♦♣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❍❛❧❡✈②✱ ✷✵✵✶❀ ❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳

■♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠✲
♣✉t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡✇r✐t✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t q✉❡r② ✉s✐♥❣ ✈✐❡✇s ♦♥❧②✱ ❜✉t ❛ ♠✐♥✐♠❛❧❧②✲
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡✳ ❆ ♠✐♥✐♠❛❧❧②✲❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ r❡✇r✐t✐♥❣ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❯s✉✲
❛❧❧②✱ t❤❡ ✈✐❡✇s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❚●❉s Σ t❤❛t ❡①♣❧✐❝❛t❡ ❤♦✇ t❤❡
t✉♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ✈✐❡✇s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ▲❡t q ❜❡ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡
q✉❡r②✳ ❆ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② q′ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧❧②✲❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ q ✉♥❞❡r Σ
❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ✈✐❡✇s V ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ q ⊑Σ q

′ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s q′′ s✉❝❤
t❤❛t q ⊑Σ q

′′ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t q′′ ⊑Σ q
′✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✷✳ ✭s❡❡ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✮ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛
❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② q ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts Σ✱ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧❧②✲❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ q ✉♥❞❡r Σ ❛♥❞ V ✐❢ db(q)Σ ❡①✐sts✳

❍♦✇ ❝❛♥ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧❧②✲❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ r❡✇r✐t✐♥❣ ✉♥❞❡r Σ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ q❄ ❋✐rst✱
✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ db(q)Σ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✐❢ t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞r♦♣ ❛❧❧ ❛t♦♠s
❢r♦♠ db(q)Σ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ✈✐❡✇ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐♥ V ✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❤❡❛❞
♣r❡❞✐❝❛t❡ ans✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt head(q) ← view(db(q)Σ)✳ ■❢ t❤✐s ✐s ❛
✈❛❧✐❞ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r②✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ans ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛♣♣❡❛r ❛❧s♦ ✐♥ s♦♠❡
♦t❤❡r ♣r❡❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ans✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧❧②✲❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ q ✉♥❞❡r Σ ❛♥❞ V ✳
❆❣❛✐♥✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳





❈❤❛♣t❡r ✺

❋♦✉r ❋❧❛✈♦rs ♦❢ ❈❤❛s❡

❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❙❡r❣✐♦✿ ✏❲❤❛t ♥❡①t❄✑

❆❧✐❝❡✿ ✏▲❡t✬s s♣✐❝❡ t❤✐♥❣s ✉♣✳✑

❚❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✾❀ ❇❡❡r✐ ❛♥❞ ❱❛r❞✐✱ ✶✾✽✹❀ ❏♦❤♥s♦♥ ❛♥❞ ❑❧✉❣✱
✶✾✽✷❪ ❤❛s ❤❛❞ ❛ tr❡♠❡♥❞♦✉s s✉❝❝❡ss s✐♥❝❡ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ✐ts ♣r♦♣♦s❛❧✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ✐t ✇❛s
♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚♦❞❛②✱ ✐t ✐s t❤❡
❦❡② t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ❛❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢
t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✐♠♣❧❡✿ ❛s ✐♥♣✉t ✐t t❛❦❡s ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts
❛♥❞ t❤❡♥ ✜①❡s ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❇✉t ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱
t❤❡ ❝❤❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡ ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥♣✉t✳ ❊✈❡♥ ✇♦rs❡✱ ✐t ❤❛s ❥✉st r❡❝❡♥t❧②
❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐t ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝❤❛s❡
t❡r♠✐♥❛t❡s ❢♦r ❡✈❡r② ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s
❥✉st r❡❝❡♥t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ♠✉❝❤ r❡s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ❤❛s ❜❡❡♥ s♣❡♥t t♦ ✜♥❞
s②♥t❛❝t✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡s ♦♥ ❡✈❡r②
❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❬❆❜✐t❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❀ ❏♦❤♥s♦♥ ❛♥❞
❑❧✉❣✱ ✶✾✽✷❀ ❈♦s♠❛❞❛❦✐s ❛♥❞ ❑❛♥❡❧❧❛❦✐s✱ ✶✾✽✻❀ ❉❡✉ts❝❤ ❛♥❞ ❚❛♥♥❡♥✱ ✷✵✵✺❀ ❉❡✉ts❝❤
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳
❙♦ ❢❛r✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❤❛s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ ✜♥❞✐♥❣ s②♥✲
t❛❝t✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t t❤❛t ❡♥s✉r❡ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❢♦r
❡✈❡r② ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ t❛❦❡♥✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡✱ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♥♦ ✇♦r❦ t♦ ❡♥s✉r❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❤❛s❡
s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❢♦✉r ✢❛✈♦rs ♦❢ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱
♥❛♠❡❧② t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡

• ❢♦r ❡✈❡r② ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱

• ❢♦r ❡✈❡r② ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱

• ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞

✸✾
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• ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳

❚❤❡ ✜rst ✢❛✈♦r ♦❢ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ ♦♥❡ ❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②
♦r s✉♣❡r✲✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r t❤r❡❡ ✢❛✈♦rs ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❚❤❡② ❛r❡ ❧❡ss r❡str✐❝t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❛♥❞ ♠❛② ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❞❡r✐✈❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❣✉❛r❛♥t❡❡s ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢❛✐❧s✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧
❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✸✳ ▲❡t J ❞❡♥♦t❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ♦✉r ❢♦✉r
✢❛✈♦rs ♦❢ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❈❚∀∀ := { Σ | ❢♦r ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② ❝❤❛s❡
s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ Σ ❛♥❞ I t❡r♠✐♥❛t❡s }✱

• ❈❚∀∃ := { Σ | ❢♦r ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❤❛s❡
s❡q✉❡♥❝❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ Σ ❛♥❞ I t❡r♠✐♥❛t❡s }✱

• ❈❚J,∀ := { Σ | ❢♦r ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ Σ ❛♥❞ J
t❡r♠✐♥❛t❡s }✱ ❛♥❞

• ❈❚J,∃ := { Σ | t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ Σ
❛♥❞ J t❡r♠✐♥❛t❡s }✳

❚❤❡ ❝♦r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡s❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞
❛❜♦✈❡✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❛♥❞ s✉♣❡r✲✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❛r❡ ❜♦t❤ ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥ ❈❚∀∀✳ ❲❡ ✇❡r❡ r❛t❤❡r s✉r♣r✐s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❛t ❈❚∀∃,❈❚J,∀ ❛♥❞ ❈❚J,∃ ❤❛✈❡ ♥♦t
②❡t ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ✜rst st✉❞② ♦❢ t❤❡♠✳
❲❡ st❛rt ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ ❛ r❡s✉❧t t❤❛t ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s✱
♥♦✇ st❛t✐♥❣ ✐t ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✹✳ ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✮ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t ❈❚∅,∀ ❛♥❞ ❈❚∅,∃ ❛r❡ ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ♦❜✈✐♦✉s s✉❜s❡t✲r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❢♦✉r ❝❧❛ss❡s✳ ❲❡ st❛t❡
t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡✐r ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♠✐tt❡❞ ❤❡r❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✺✳ ▲❡t J ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡✳

✶✳ ❈❚∀∀ ⊆ ❈❚J,∀ ⊆ ❈❚J,∃✱

✷✳ ❈❚∀∀ ⊆ ❈❚∀∃ ⊆ ❈❚J,∃✱
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❈❚∀∀

❈❚∀∃❈❚J,∀

❈❚J,∃

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✺ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✻✳

✸✳
⋂

I ✜♥✐t❡ ✐♥st❛♥❝❡
❈❚I,∀ = ❈❚∀∀✱ ❛♥❞

✹✳
⋂

I ✜♥✐t❡ ✐♥st❛♥❝❡
❈❚I,∃ = ❈❚∀∃✳

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♦❜✈✐♦✉s ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t
❈❚∀∃,❈❚J,∀ ❛♥❞ ❈❚J,∃ ❝♦♥t❛✐♥ ❝♦♥str❛✐♥t s❡ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ❈❚∀∀✱ ✐✳❡✳
✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ♦❢ ♦✉r ❢♦✉r ❝❧❛ss❡s ❞♦ ♥♦t
❤♦❧❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✻✳

✶✳ ❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ J s✉❝❤ t❤❛t ❈❚J,∀\❈❚∀∀ 6= ∅✳

✷✳ ❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ J s✉❝❤ t❤❛t ❈❚J,∃\❈❚J,∀ 6= ∅✳

✸✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t ❈❚∀∃\❈❚∀∀ 6= ∅✳

✹✳ ❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ J s✉❝❤ t❤❛t ❈❚J,∃\❈❚∀∀ 6= ∅✳

✺✳ ❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ J s✉❝❤ t❤❛t ❈❚J,∀\❈❚∀∃ 6= ∅✳

✻✳ ❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ J s✉❝❤ t❤❛t ❈❚∀∃\❈❚J,∀ 6= ∅✳
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Pr♦♦❢✳

✶✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡t J := {❊(a, a)}✱ I := {❊(a, b)} ❛♥❞ Σ := {❊(x1, x2)→ ∃y ❊(x2, y)}✳
❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐❧❧ t❡r♠✐♥❛t❡ ❢♦r J ❛♥❞ r✉♥ ❢♦r❡✈❡r ♦♥ I✳

✷✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡t J := {❊(a, b)} ❛♥❞ Σ := {❊(x1, x2) → ∃y ❊(x2, y); ❊(x1, x2) →
❊(x2, x1)}✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐❧❧ t❡r♠✐♥❛t❡ ✐❢ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ s❡❝♦♥❞
❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ J ✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❜② ♥❡✈❡r ❛♣♣❧②✐♥❣
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t✳

✸✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σ = {α1, α2} ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡r❡

α1 =❊(x1, x2)→ ∃y ❊(x2, y)✱ ❛♥❞
α2 =❊(x1, x2)→❊(x2, x1)✳

■t ❤♦❧❞s t❤❛t Σ /∈ ❈❚∀∀ ❜❡❝❛✉s❡ {α1} ❤❛s ♥♦ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦♥ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ {❊(a, b)}✳ ❇✉t ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Σ ∈ ❈❚∀∃ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❤❛s❡
st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ α2 ❛❧♦♥❡ t❡r♠✐♥❛t❡s ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥♣✉t ❛♥❞ α2 |= α1✳

✹✳ ❚❛❦❡ J t♦ ❜❡ {❊(a, a)} ❛♥❞ Σ := {❊(x1, x2) → ∃y ❊(x2, y)}✳ ◆♦t❡ t❤❛t
Σ /∈ ❈❚∀∀ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡
{❊(a, b)}✳

✺✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❜✉❧❧❡t✬s ♣r♦♦❢ ✇❡ t❛❦❡ J t♦ ❜❡ {❊(a, a)} ❛♥❞
Σ := {❊(x1, x2) → ∃y ❊(x2, y)}✳ ◆♦t❡ t❤❛t Σ /∈ ❈❚∀∃ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ {❊(a, b)}✳

✻✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σ = {α1, α2} ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡r❡

α1 =❊(x1, x2)→ ∃y ❊(x2, y)✱ ❛♥❞
α2 =❊(x1, x2)→❊(x2, x1)✳

❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Σ ∈ ❈❚∀∃ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ α2 ❛❧♦♥❡ t❡r♠✐♥❛t❡s ❢♦r
❡✈❡r② ✐♥♣✉t ❛♥❞ α2 |= α1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ st❛rt ✐♥st❛♥❝❡ {❊(a, b)}✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ ❛ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❜② ❝❤❛s✐♥❣ ✇✐t❤ α1 ❛❧♦♥❡✳ �

❆ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥ts ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧
❝♦♥t❛✐♥♠❡♥ts ❛r❡ str✐❝t✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❜② t❛❦✐♥❣ ❈❚∀∃,❈❚J,∀ ❛♥❞ ❈❚J,∃ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ❈❚∀∀✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡❝t ♠♦r❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❝❛♥
❜❡ s❛❢❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❈❚∅,∃ ❛♥❞ ❈❚∅,∀ ❛r❡ ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳ ■t ✐s ♦♣❡♥
✇❤❡t❤❡r ❈❚∀∀ ❛♥❞ ❈❚∀∃ ❛r❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ♦r ♥♦t✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡
s✉❜s❡ts✳ ❚❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❤❛♣t❡rs ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❛❧❧ ❢♦✉r
✢❛✈♦rs ♦❢ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳



❈❤❛♣t❡r ✻

❆ ❙t✉❞② ♦❢ ❈❚∀∀

❙❡r❣✐♦✿ ✏❲❤❛t ♥❡①t❄✑

❆❧✐❝❡✿ ✏▲❡t✬s ❞♦ s♦♠❡ ❢❛♥❝② t❤❡♦r② st✉✛✳✑

❘✐❝❝❛r❞♦✿ ✏■✬♠ ❣❡tt✐♥❣ ❛ s❝❤♥✐t③❡❧✳✑

❆s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐st✐❝ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ♦✉r st✉❞② ♦❢ ♥♦✈❡❧ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❈❚∀∀ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✱ ✇❤✐❝❤
✐s s❡tt❧❡❞ ✐♥ ♦✉r ❣r❛♣❤ ❞❛t❛❜❛s❡ s❝❤❡♠❛ ❢r♦♠ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡
❧❛t❡r✱ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ Σ t❡r♠✐♥❛t❡s ❢♦r ❡✈❡r② ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❙t✐❧❧✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❡①✐st✐♥❣ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t
s❡t✱ ✐✳❡✳ Σ ✐s ♥❡✐t❤❡r ✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝ ♥♦r s✉♣❡r✲✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✳ ❲✐t❤ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❛♥❞ t♦♦❧s t❤❛t ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝❤❛s❡
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r Σ ♦♥ ❡✈❡r② ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ t❛❦❡♥✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❞❛t❛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ❛♥❞ ♣✉t t❤❡♠ ✐♥t♦ ❝♦♥t❡①t✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ♥♦✈❡❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❝✲str❛t✐✜❡❞✶ ❛♥❞ s❛❢❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ str✐❝t❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s
✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②✱ ❜✉t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ s✉♣❡r✲✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ✉♣♦♥ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❛❢❡t② ❛♥❞ ❝✲str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞
❛♥❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ ♦✉r ✐❞❡❛s✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❧❛ss str✐❝t❧② s✉❜s✉♠❡s s❛❢❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ ❛ ❤✐❡r❛r✲
❝❤② ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✱
t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ∀∀✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❊❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ∀∀✲❚[k] ✐♥ t❤✐s ❤✐❡r❛r❝❤② ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥✲
t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❧❡✈❡❧ ∀∀✲❚[k + 1]✳ ❖✉r ♥♦✈❡❧ s✉✣❝✐❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛s t❤❡② ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛✲
t✐♦♥ ❢♦r ❧❛r❣❡r ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡②
❛❧❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❧✐❦❡ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②✱ t❤✉s
❛ ❝❤❛s❡ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✳

✶❈✲str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳

✹✸



✹✹ ✻✳✶ ❈✲❙tr❛t✐✜❝❛t✐♦♥

❙❝❤❡♠❛✿ S(n)✱ E(sr❝, ❞st)
❈♦♥str❛✐♥t ❙❡t✿ Σ := {α}✱ ✇❤❡r❡

α : ■❢ x2 ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❤❛s s♦♠❡
♣r❡❞❡❝❡ss♦r x1✱ t❤❡♥ x1 ❤❛s ✐ts❡❧❢ ❛ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✿
S(x2)✱ E(x1, x2)→ ∃y E(y, x1)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❆ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳

✻✳✶ ❈✲❙tr❛t✐✜❝❛t✐♦♥

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❉❡✉ts❝❤
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥s✉r❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❈❚∀∀✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ ♦❢ ❈❚∀∃✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s t❤❡s✐s✬s str✉❝t✉r❡✱ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦♣♦s❡
❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝✲str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣✲
❡rt② ♦❢ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡
❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐❞❡❛s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✿
❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡
❢♦r ❡✈❡r② s✉❜s❡t✱ t❤❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❡t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✼✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ ❚●❉s ♦r ❊●❉s α, β ∈ Σ ✇❡ ❞❡✜♥❡ α ≺c β ✐✛ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ❛♥❞ a, b s✉❝❤ t❤❛t

✶✳ I |= β(b)✱

✷✳ I
∗,α,a
→ J ✱ ❛♥❞

✸✳ J 6|= β(b)✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ♦❜❧✐✈✐♦✉s
❝❤❛s❡ st❡♣ ❛♥❞ ♥♦t ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝❤❛s❡ st❡♣✳ ❲❡ ❣✐✈❡ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s
❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✽✳ ▲❡t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σ = {α1, α2} ❜❡ ❣✐✈❡♥✱ ✇❤❡r❡ ❛♥❞ ❧❡t t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t

α1 := ❙(x1, x2)→ ∃z ❚(x2, z) ❛♥❞
α2 := ❚(x1, x2), ❚(x1, x3), ❚(x3, x1)→ ❘(x2)✳



✹✺ ✻✳✶ ❈✲❙tr❛t✐✜❝❛t✐♦♥

❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t α1 ≺c α2 ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ {❙(c, d), ❚(c, d), ❚(d, c)} t♦✲
❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ t✉♣❧❡s a = c, d ❛♥❞ b = d, n1, c s❛t✐s❢② t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♥ ❉❡✜✲
♥✐t✐♦♥ ✷✼✳ ◆♦t❡ t❤❛t n1 ✐s t❤❡ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡

st❡♣ {❙(c, d), ❚(c, d), ❚(d, c)}
∗,α1,a
→ {❙(c, d), ❚(c, d), ❚(d, c), ❚(d, n1)}✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✾✳ ✭s❡❡ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✮ ▲❡t ♣r❡❞✐❝❛t❡ E st♦r❡ t❤❡ ❡❞❣❡ r❡❧❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❧❡t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t

α := ❊(x1, x2), ❊(x2, x1)→ ∃y1, y2 ❊(x1, y1), ❊(y1, y2), ❊(y2, x1)

❜❡ ❣✐✈❡♥✱ st❛t✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 2 ❛❧s♦ ❤❛s ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢
❧❡♥❣t❤ 3✳ ❆ 3✲❝②❝❧❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧② ♠❛♣♣❡❞ ✐♥t♦ 2✲❝②❝❧❡ ❛❣❛✐♥✱ s♦ ✐t
❤♦❧❞s t❤❛t α 6≺c α✳

❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝✲str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❡♥ r❡❧✐❡s✱ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✵✳ ✭s❡❡ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✮ ❚❤❡ ❝✲❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ Gc(Σ) = (Σ, E)
♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts Σ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❡❞❣❡ (α, β) ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts
✐✛ α ≺c β✳ ❲❡ ❝❛❧❧ Σ ❝✲str❛t✐✜❡❞ ✐✛ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❡✈❡r② ❝②❝❧❡ ♦❢ Gc(Σ) ❛r❡
✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✶✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❚●❉s Σ = {α1, ..., α4}✱ ✇❤❡r❡

α1 := ❘(x1)→ ❙(x1, x1)✱
α2 := ❙(x1, x2)→ ∃z ❚(x2, z)✱
α3 := ❙(x1, x2)→ ❚(x1, x2), ❚(x2, x1) ❛♥❞
α4 := ❚(x1, x2), ❚(x1, x3), ❚(x3, x1)→ ❘(x2)✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ♥♦✇ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❡r♠✐♥❛t❡✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ {❘(a)} ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r α1, ..., α4, α1, ..., α4, ... ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❤❛s❡
s❡q✉❡♥❝❡ ❧♦♦❦ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

{❘(a)}
α1,a
−→ {❘(a), ❙(a, a)}
α2,a,a
−→ {❘(a), ❙(a, a), ❚(a, n1)}
α3,a,a
−→ {❘(a), ❙(a, a), ❚(a, n1), ❚(a, a)}
α4,a,n1,a
−→ {❘(a), ❙(a, a), ❚(a, n1), ❚(a, a), ❘(n1)}

α1,n1
−→ {❘(a), ❙(a, a), ❚(a, n1), ❚(a, a), ❘(n1), ❙(n1, n1)}
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α1

α2

α3

α4

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❈✲❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r ❊①❛♠♣❧❡ ✸✶✳

α2,n1,n1
−→ {❘(a), ❙(a, a), ❚(a, n1), ❚(a, a), ❘(n1), ❙(n1, n1), ❚(n1, n2)}

α3,n1,n1
−→ {❘(a), ❙(a, a), ❚(a, n1), ❚(a, a), ❘(n1), ❙(n1, n1), ❚(n1, n2), ❚(n1, n1)}

α4,n1,n2,n1
−→ {❘(a), ❙(a, a), ❚(a, n1), ❚(a, a), ❘(n1), ❙(n1, n1), ❚(n1, n2), ❚(n1, n1),

❘(n2)}✱
α1,n2
−→ ✳ ✳ ✳

✇❤❡r❡ n1, n2 ❛r❡ ❢r❡s❤ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❡❡♥ t❤❛t t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ✐s
✐♥✜♥✐t❡✳ ❚❤❡ ❝✲❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳ ❚❤❡
♦♥❧② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ ✐t ✐s Σ ✐ts❡❧❢✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✳ ❙♦✱
Σ ✐s ♥♦t ❝✲str❛t✐✜❡❞✱ ❛s ✇✐t♥❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛❜♦✈❡✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ✇❤② α2 ≺c α4 ❤♦❧❞s✱ ✇❡ s❡t I0 = {S(a, b), T (a, b), T (b, a)}✱
a = a, b ❛♥❞ b = b, n1, a✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❛♥ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡ st❡♣ t♦ ♦❜t❛✐♥
I1 = I0 ∪ {T (b, n1)} ❛♥❞ s❡❡ t❤❛t I1 6|= α4(b)✳

❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ≺c ✐t ✐s ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝❧❡❛r t❤❛t ✐t ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱ ❤♦✇❡✈❡r
t❤❡ t❡st ❢♦r ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✐♥ ≺c ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r❧②✲s✐③❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✷✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ✐♥ ❝♦◆P ✇❤❡t❤❡r ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s
❝✲str❛t✐✜❡❞✳

Pr♦♦❢ ❙❦❡t❝❤✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❧❛✐♠✿ ❧❡t α, β ❜❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ (α, β) 7→ α ≺c β? ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛♥ ◆P✲❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢
♦❢ t❤✐s ❝❧❛✐♠ ♣r♦❝❡❡❞s ❧✐❦❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✐♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ■t ✐s
❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❢♦r I ♦❢ s✐③❡ ❛t ♠♦st |α|+ |β|✱ ✐✳❡✳ ✉♥✐♦♥s
♦❢ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ α✬s ❛♥❞ β✬s ❜♦❞✐❡s✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t Σ ✐s
♥♦t ❝✲str❛t✐✜❡❞✱ ❣✉❡ss s♦♠❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Σ′ ♦❢ t❤❡ ❝✲❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤
❛♥❞ ✈❡r✐❢② t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✳ �
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❈✲str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❈❚∀∀✱ ✐✳❡✳ ✐♥✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✸✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ ❝✲str❛t✐✜❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Q ∈ N[X] s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡✈❡r②
❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Q(|dom(I)|)✳ ❚❤✉s✱ Σ ∈ ❈❚∀∀✳

❚♦ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t✇♦ ❧❡♠♠❛s✳

▲❡♠♠❛ ✸✹✳ ▲❡t α ❛♥❞ β ❜❡ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts 1 ≤ r ∈ N✱ ✜♥✐t❡

❞❛t❛❜❛s❡s I1, ..., Ir+1✱ ❛♥❞ (α1, a1), ..., (αr, ar) s✉❝❤ t❤❛t I1
α1,a1
−→ ...

αr,ar
−→ Ir+1 ❛♥❞

(I2\I1) ∩ body(αr)(ar) 6= ∅✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ♣❛t❤ ❢r♦♠ α1 t♦ αr ✐♥ Gc(Σ)✳

Pr♦♦❢ ❙❦❡t❝❤✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣r♦♦❢✳
❲❡ s❛② t❤❛t ❡✈❡r② ❛t♦♠ t ∈ I1 ❤❛s r❛♥❦ ③❡r♦✱ ✐✳❡✳ rank(t) = 0✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❛t♦♠
t ∈ I2\I1 ✇❡ s❡t rank(t) = 1✳ ❋♦r i ∈ [r] ❡✈❡r② ❛t♦♠ ✐♥ t ∈ Ii+1\Ii ✇❡ s❡t
rank(t) = 1 +max{rank(t′) | t′ ∈ body(αi)(ai)} ✐❢ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ t′ ∈ body(αi)(ai)
s✉❝❤ t❤❛t rank(t′) > 0✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ s❡t rank(t) = 0✳ ❋♦r ❛ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s A ✇❡
s❡t rank(A) = max{rank(t) | t ∈ A}✳
■❢ rank(body(αr)(ar)) = 1✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❧❡♠♠❛ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡s✳ ❲❡ s❡t I := body(α1)(a1) ∪
body(αr)(ar)\(I2\I1)✱ a = a1✱ b = ar ✐♥ ♦r❞❡r r♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥
✷✼✳
❖t❤❡r✇✐s❡ rank(body(αr)(ar)) > 1✳ ▲❡t t ∈ body(αr)(ar) ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ r❛♥❦✳ ❙❛②✱ t
✇❛s ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛s❡ st❡♣ (αi, ai)✳ ❚❤❡♥✱ I := body(αi)(ai)∪body(αr)(ar)\(Ii+1\Ii)
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ a = ai✱ b = ar s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✼✳ ❚❤✉s✱
αi ≺c αr✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t rank(body(αi)(ai)) < rank(body(αr)(ar))✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥
❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ♣❛t❤ ❢r♦♠ α1 t♦ αi ✐♥ Gc(Σ)✱
✇❤✐❝❤ ✜♥✐s❤❡s t❤✐s ♣r♦♦❢✳ �

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ❧❡♠♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐❢ α ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝r❡❛t❡ s♦♠❡
❛t♦♠✭s✮ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✏♣❧✉❣❣❡❞✑ ✐♥t♦ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ β✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ α t♦
β ✐♥ Gc(Σ)✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✸✺✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ C1, .., Cn ❛❧❧ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ Gc(Σ)✳ ■❢ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ [n] ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t Ci ∈ ❈❚∀∀✱ t❤❡♥ Σ ∈ ❈❚∀∀✳

Pr♦♦❢ ❙❦❡t❝❤✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡
❞♦❡s ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ✉s❡s ♦♥❧②
❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ Ci✳
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❲❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ S = I0
α1,a1
−→ I1

α2,a2
−→ . . .✳

❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ✏♣❛rt✐❛❧ ❝✲❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤✑ (Σ, ES) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❡✈❡r② i, j ∈ N s✉❝❤

t❤❛t Ii−1
αi,ai−→ Ii

αi+1,ai+1
−→ ...

αj−1,aj−1
−→ Ij−1

αj ,aj
−→ Ij ❛♥❞ (Ii\Ii−1) ∩ body(αj)(aj) 6= ∅✱

✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ❡❞❣❡s t♦ ES ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✳ ▲❡t Gc(Σ) = (Σ, E) t❤❡
❝✲❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r Σ✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸✹ t❤❛t ES ⊆ E✳
❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡✈❡r② ❝♦♥str❛✐♥t ❢r♦♠ Σ ✜r❡s ✐♥✲
✜♥✐t❡❧② ♦❢t❡♥ ❛♥❞ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② j ∈ N t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ i > j s✉❝❤ t❤❛t I ′i−1 |= αi(ai)✱

✇❤❡r❡ I ′0 := I0✱ Il−1
αl,al→ Jl ❢♦r l 6= j ❛♥❞ Jj := Jj−1✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② i ∈ N t❤❡r❡ ❡①✐sts r ∈ N0 s✉❝❤ t❤❛t Ii−1
αi,ai−→ Ii

αi+1,ai+1
−→

...
αr+i−3,ar+i−3
−→ Ir+i−3

αr+i−2,ar+i−2
−→ Ir+i−1 ❛♥❞ (Ii\Ii−1) ∩ body(αr+i−2)(ar+i−2) 6= ∅✱

s♦ ❡✈❡r② ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝②❝❧❡ ✐♥ ES✳ ■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ str♦♥❣❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ ES✱ ✇❡ ❛r❡ ❞♦♥❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Ci0 s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② α ∈ Ci0 ❤❛s ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ♦♥❧② ✐♥ Ci0 ✳ ■t
❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ I0 ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t s❡t Ci0 ✳ �

❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✸✳ ▲❡t Σ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳
▲❡t C1, ..., Cn ❜❡ t❤❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ Gc(Σ)✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡
t❤❡♦r❡♠✬s t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛rt ❢♦❧❧♦✇s ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✺✳
❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❜②
❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ Ci ✐s ✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❡r♠✐♥❛t❡s t❡r♠✐♥❛t❡s ✐♥ t✐♠❡
Qi(|dom(I)|) ❢♦r s♦♠❡ Qi ∈ N[X]✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t ❡✈❡r② ❝♦♥str❛✐♥t ♦✉ts✐❞❡

⋃
j∈[n]Cj

❝❛♥ ✜r❡ ❛t ♠♦st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ♠❛♥② t✐♠❡s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s✳
�

✻✳✷ ■♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ◆✉❧❧ P♦s✐t✐♦♥s

❇❡❢♦r❡ ❣♦✐♥❣ ♦♥✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦rt❧② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡r♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❡♥✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡
❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s ✭s❡❡ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✶✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ♦✉r ✐❞❡❛ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✈✐♦❧❛t✐♦♥

I 6|= α(a)

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ tr② t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✇❤❛t ✈❛❧✉❡s ✐♥
a ❛r❡ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♥❡✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♥♦t
❜❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♥st❛♥❝❡✳
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❲✐t❤ t❤✐s ✐❞❡❛ ❛t ❤❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❛❜❧❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❧✐❢ts ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② t♦ ❝✲str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✜♥❛❧❧②
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ∀∀✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤②✳
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❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s❛❢❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t
t❤✐s ❝❧❛ss ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ❡①t❡♥❞s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳
■t ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❛t❡r ♦✉r ♠❛✐♥ t♦♦❧ t♦ ❞❡✜♥❡ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ s✉✣❝✐❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❤❛s❡✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ ♦✉r ✜rst ♥❡✇ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❛❢❡t② ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s ♠❛② ❜❡ ❝♦♣✐❡❞ t♦ ❛♥❞ st❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❛❧②③❡ t❤❡
❞❛t❛ ✢♦✇ ♦♥❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❆s ❛ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧✱ ✇❡ ❜♦rr♦✇ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❛✛❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ❬❈❛❧ì ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛s❡ ♠❛② ♦❝❝✉r✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✻✳ ✭s❡❡ ❬❈❛❧ì ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✮ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❚●❉s ♦✈❡r R✳ ❚❤❡
s❡t ♦❢ ❛✛❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛✛(Σ) ♦❢ Σ ✐s ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t π ❜❡ ❛
♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ ❛ ❚●❉ σ ∈ Σ✳

• ■❢ ❛♥ ❡①✐st❡♥t✐❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ π✱ t❤❡♥ π ∈ ❛✛(Σ)✳

• ■❢ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❛♣♣❡❛rs ❜♦t❤ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ π ❛♥❞
✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ σ ✐♥ ❛✛❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥❧②✱ t❤❡♥ π ∈ ❛✛(Σ)✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❜♦rr♦✇ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❬❈❛❧ì ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ♦✉r ❢♦❝✉s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳
❲❡ ✉s❡ ❛✛❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s t♦ ❡①t❡♥❞ ❦♥♦✇♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡
❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ❬❈❛❧ì ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s q✉❡r② ❛♥s✇❡r✐♥❣ ✐♥ ❝❛s❡s
t❤❡ ❝❤❛s❡ ♠❛② ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡✳ ❖✉r ✇♦r❦ ♥❡✐t❤❡r s✉❜s✉♠❡s ❬❈❛❧ì ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ♥♦r
t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✳

❲❡ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ s❛❢❡t② t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t

β := ❘(x1, x2, x3), ❙(x2)→ ∃y ❘(x2, y, x1)✳

❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t {β} ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✭❧❡❢t✮✳ ❆s ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝②❝❧❡ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❡❞❣❡✱ s♦ t❤❡ s❡t ✐s ♥♦t ✇❡❛❦❧②
❛❝②❝❧✐❝✳ ❲❡ ♥❡①t st✉❞② t❤❡ ❛✛❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ β✿
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❘1

❘2

❘3 ❙1

∗

∗
∗

❘2

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞
s✐❞❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ✭✐t ❤❛s ♥♦ ❡❞❣❡s✮✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✼✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σ := {β}✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ♣♦s✐t✐♦♥ ❘2 ✐s
❛✛❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❡①✐st❡♥t✐❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❙1 ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞
❜❡❝❛✉s❡ ❙ ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ β✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛❧s♦ ❘1 ✐s ♥♦t
❛✛❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ x2 ♦❝❝✉rs ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ ❘2 ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ ❙1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛♥ ❛✛❡❝t❡❞
♣♦s✐t✐♦♥✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❘3 ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞✱ t♦♦✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ❘2

✐s t❤❡ ♦♥❧② ❛✛❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σ✳

❲❡ ♥♦✇ ❛r❣✉❡ t❤❛t ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥t β ❛ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s ❝❛♥♥♦t ♦❝❝✉r✱
✐✳❡✳ ♥♦ ❢r❡s❤ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧ ❝❛♥ r❡♣❡❛t❡❞❧② ❝r❡❛t❡ ♥❡✇ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❘2

✇❤✐❧❡ ❝♦♣②✐♥❣ ✐ts❡❧❢ t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ ❘1✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t β ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ✇✐t❤
❛ ❢r❡s❤ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧ ✐♥ ❘2✱ ✐✳❡✳ ✐❢ ❘(a1, a2, a3) ❛♥❞ ❙(a2) ❤♦❧❞✱ ❜✉t ∃y ❘(a2, y, a1)
❞♦❡s ♥♦t✱ t❤❡♥ a2 ✐s ♥❡✈❡r ❛ ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t a2 ❛❧s♦ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❙1✱ ❜✉t ❙1 ✐s ♥♦t ❛♥ ❛✛❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝❤❛s❡
s❡q✉❡♥❝❡ ❛❧✇❛②s t❡r♠✐♥❛t❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r s❡❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ♠❡r❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✿
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s❛❢❡✳

▲✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❛❢❡t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢
t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝②❝❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧ ❡❞❣❡s ✐♥ s♦♠❡ ❣r❛♣❤✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐st✐♥✲
❣✉✐s❤ ✐t ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ❣r❛♣❤ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✽✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts Σ✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ♣r♦♣(Σ) :=
(❛✛(Σ), E) ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❡❞❣❡s
✐♥ E✳ ❆❞❞ t❤❡♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❢♦r ❡✈❡r② ❚●❉ ∀x(φ(x) → ∃yψ(x, y)) ∈ Σ ❛♥❞ ❢♦r
❡✈❡r② x ✐♥ x t❤❛t ♦❝❝✉rs ✐♥ ψ ❛♥❞ ❡✈❡r② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ x ✐♥ φ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ π1

• ✐❢ x ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ✐♥ ❛✛❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ φ t❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ x ✐♥
ψ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ π2✱ ❛❞❞ ❛♥ ❡❞❣❡ π1 → π2 ✭✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✮✳

• ✐❢ x ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ✐♥ ❛✛❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ φ t❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② ❡①✐st❡♥t✐❛❧❧② q✉❛♥✲
t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ y ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ π2✱ ❛❞❞ ❛ s♣❡❝✐❛❧
❡❞❣❡ π1

∗
→ π2 ✭✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✮✳
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❆s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ✇❡ ❞♦ ♥♦t
s✉♣❡r✈✐s❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛ ✢♦✇ ❜✉t ♦♥❧② t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛t r✉♥t✐♠❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❡❞❣❡s ♦♥❧② ❢♦r ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s
t❤❛t st❡♠ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❢r♦♠ ❛✛❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❛❢❡t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✾✳ ❆ s❡t Σ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ❝❛❧❧❡❞ s❛❢❡ ✐✛ ♣r♦♣(Σ) ❤❛s ♥♦ ❝②❝❧❡s
❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❡❞❣❡✳

◆♦t❡ t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✇❤❡t❤❡r
✐t ✐s s❛❢❡✳
❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐s t❤❛t ✇❡ ❢♦r❜✐❞ ❛♥ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ♦❢
♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r
♦♥ t❤❡ ❛✛❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ♥❡✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡
❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r r❛♥❦ ✐♥ t❤❛t ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
t♦ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ♠❛② ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ ❛ ❚●❉✳ ❚♦ st❛t❡ t❤✐s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
❛ss✉♠❡ ❛ ❚●❉ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ∀x(φ(x) → ∃yψ(x, y)) ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✳ ❚❤❡♥✱ I |= φ(a)
♠✉st ❤♦❧❞✱ ❜✉t I 6|= ∃yψ(a, y))✳ ❚❤❡ s❛❢❡t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛♥② ♣♦s✐t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❜♦❞② t❤❛t ❤❛s ❛ ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧ ❢r♦♠ a ✐♥ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♦❝❝✉rs
✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❚●❉ ❤❛s ❛ str✐❝t❧② ❧♦✇❡r r❛♥❦ ✐♥ ♦✉r ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r t❤❛♥ ❛♥②
♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢r♦♠ y ♦❝❝✉rs✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
t♦ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ✐s t❤❛t ✇❡ ❧♦♦❦ ✐♥ ❛ r❡✜♥❡❞ ✇❛② ✭s❡❡ ❛✛❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✮ ♦♥ ✇❤❡r❡
❛ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t♦✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ Σ ✐s s❛❢❡✱ t❤❡♥ ❡✈❡r② s✉❜s❡t ♦❢ Σ ✐s s❛❢❡✱ t♦♦✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❝♦♠♣❛r❡
s❛❢❡t② t♦ ♦t❤❡r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r
❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✵✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❚●❉ ❘(x1, x2, x3), ❙(x2) → ∃y ❘(x2, y, x1) ❢r♦♠
❡❛r❧✐❡r✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✻✳✸✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❛✛❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❘2✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐t ❢♦❧❧♦✇s
t❤❛t t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s❛❢❡✱ ❜✉t ♥♦t ✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✳

■♥ t❤❡ ❧❛st ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ✇❛s ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s t✉r♥s ♦✉t ♥♦t t♦ ❜❡ ❛ ♠❡r❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✶✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡♥✱ ♣r♦♣(Σ) ⊆ ❞❡♣(Σ)✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ✐❢ Σ ✐s ✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛❧s♦ s❛❢❡✳
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❘1 ❘3

❙2❘2❙1
∗

∗

∗

❘2

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞
s✐❞❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ✭✐t ❤❛s ♥♦ ❡❞❣❡s✮✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ s❛❢❡t② ❛♥❞ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②✳
■♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ str♦♥❣❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❞ s♣❡❝✐❛❧ ♦r ♥♦♥✲s♣❡❝✐❛❧ ❡❞❣❡s✳

❲❡ ❣✐✈❡ t✇♦ ♠♦r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r s❛❢❡t②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♥♦♥✲s❛❢❡t②✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t
♥❡✐t❤❡r ❝✲str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s s❛❢❡t② ♥♦r t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② r♦✉♥❞✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✷✳ ▲❡t t❤❡ ❚●❉s

α := ❙(x2, x3), ❘(x1, x2, x3)→ ∃y ❘(x2, y, x1) ❛♥❞
β := ❘(x1, x2, x3)→ ❙(x1, x3)

❜❡ ❣✐✈❡♥✳ ■t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t α ≺c β ❛♥❞ β ≺c α✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t {α, β} ✐s ♥♦t ✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✮ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t {α, β} ✐s ♥♦t
❝✲str❛t✐✜❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ {α, β} ✐s s❛❢❡ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✮✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✸✳ ✭s❡❡ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✾✮ ▲❡t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t

γ := ❊(x1, x2), ❊(x2, x1) → ∃ y1, y2 ❊(x1, y1), ❊(y1, y2), ❊(y2, x1)

❜❡ ❣✐✈❡♥✳ ■t ✇❛s ❛r❣✉❡❞ ❡❛r❧✐❡r t❤❛t {γ} ✐s ❝✲str❛t✐✜❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t s❛❢❡
❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ ❊1 ❛♥❞ ❊2 ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡♣({γ}) = ♣r♦♣({γ})✳ ■t ✇❛s
s❡❡♥ ✐♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✳

❚❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t s❛❢❡t② ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❈❚∀∀

✇❤✐❧❡ r❡t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✹✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ s❛❢❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Q ∈ N[X] s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡✈❡r②
❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Q(|dom(I)|)✳ ❚❤✉s✱ Σ ∈ ❈❚∀∀✳
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Pr♦♦❢✳ ❋✐rst ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡
❢♦r♠ φ(x1, x2, u)→ ∃yψ(x1, x2, y)✱ ✇❤❡r❡ x1, x2, u ❛r❡ ❛❧❧ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞

• u ❛r❡ t❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞✱

• ❡✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ x1 ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❛✛❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜♦❞②✱ ❛♥❞

• ❡✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ x2 ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ✐♥ ❛✛❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜♦❞②✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✾ ✐♥ ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♦♠❡ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡r❡✳ ■♥ ❛ ✜rst
st❡♣ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r ❚●❉s ♦♥❧②✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❊●❉s✳ ▲❛t❡r✱
✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✇❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ✇❤❡♥ ✇❡ ❛❞❞ ❊●❉s✳
◆♦t❡ t❤❛t Σ ✐s ✜①❡❞✳ ▲❡t (V,E) ❜❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ♣r♦♣(Σ)✳ ❋♦r ❡✈❡r②
♣♦s✐t✐♦♥ π ∈ V ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛t❤ ✐s ❛✱ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡✱ ♣❛t❤ ❡♥❞✐♥❣ ✐♥ π✳ ❲❡
❞❡♥♦t❡ ❜② rank(π) t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ ❡❞❣❡s ♦✈❡r ❛❧❧ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛t❤s✳
■t ❤♦❧❞s t❤❛t rank(π) <∞ ❜❡❝❛✉s❡ ♣r♦♣(Σ) ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❝②❝❧❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧
❡❞❣❡✳ ❉❡✜♥❡ r := max{ rank(π) | π ∈ V } ❛♥❞ p := |V |✳ ■t ✐s ❡❛s✐❧② ✈❡r✐✜❡❞
t❤❛t r ≤ p✱ t❤✉s r ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥t♦ s❡ts N0, ..., Np s✉❝❤ t❤❛t Ni ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② t❤♦s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s π ✇✐t❤
rank(π) = i✳ ▲❡t n ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s ✐♥ I✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ dom(Σ) ❛s t❤❡ s❡t ♦❢
❝♦♥st❛♥ts ✐♥ Σ✳

❈❤♦♦s❡ s♦♠❡ α := φ(x1, x2, u) → ∃yψ(x1, x2, y) ∈ Σ✳ ▲❡t I → . . . → G
α,a1a2b
−→ G′

❛♥❞ ❧❡t c ❜❡ t❤❡ ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ st❡♣ ❢r♦♠ G t♦ G′✳ ❚❤❡♥

✶✳ ♥❡✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s ♦❝❝✉r ♦♥❧② ✐♥ ❛✛❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s✱

✷✳ a1 ⊆ dom(I) ∪ dom(Σ) ❛♥❞

✸✳ ❢♦r ❡✈❡r② ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧ Y ∈ a2 t❤❛t ♦❝❝✉rs ✐♥ π ✐♥ φ ❛♥❞ ❡✈❡r② c ∈ c t❤❛t
♦❝❝✉rs ✐♥ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ρ ✐♥ ψ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t rank(π) < rank(ρ)✳

❚❤✐s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❧❛✐♠ ✐s ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡
s❡q✉❡♥❝❡✳ ◆♦✇ ✇❡ s❤♦✇ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ i t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❝❛♥
♦❝❝✉r ✐♥ ❛♥② ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ Ni ✐♥ G′ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② s♦♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Qi ✐♥ n t❤❛t
❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ i ✭❛♥❞✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ Σ✮✳ ❆s i ≤ r ≤ p✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ t❤❡♦r❡♠✬s
st❛t❡♠❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛r✐t② ar(R) ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✜①❡❞✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②
body(Σ) t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡rs ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❜♦❞② ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ Σ✳

❈❛s❡ ✶✿ i = 0✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t Q0(n) := n + |Σ| · nar(R)·body(Σ) ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ♦✉r
♥❡❡❞s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ π ∈ N0 ❛♥❞ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❚●❉ ❢r♦♠ Σ s✉❝❤ t❤❛t
π ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ α✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐t ❤❛s t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝
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❢♦r♠ ♦❢ α✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ π✱ t❤❡r❡ ❝❛♥
♦❝❝✉r ❛t ♠♦st n ❞✐st✐♥❝t ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ π✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s♦♠❡ ❡①✐st❡♥✲
t✐❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ π ✐♥ ψ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛s i = 0 ✐t ♠✉st ❤♦❧❞ t❤❛t
|x2| = 0✳ ❊✈❡r② ✈❛❧✉❡ ✐♥ I ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ π✳ ❇✉t ❤♦✇ ♠❛♥② ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s ❝❛♥ ❜❡
♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ π❄ ❋♦r ❡✈❡r② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ a1 ⊆ dom(G) s✉❝❤ t❤❛t G |= φ(a1, λ, b) ❛♥❞
G 2 ∃yψ(a1, λ, y) ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ π ❜② α✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t a1 ⊆ dom(I) ❞✉❡ t♦ ✭✶✮✳ ❙♦✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st nar(R)·body(Σ)

s✉❝❤ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❖✈❡r ❛❧❧ ❚●❉s ❛t ♠♦st |Σ|·nar(R)·body(Σ) ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ π✳

❈❛s❡ ✷✿ i→ i+ 1✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t

Qi+1(n) :=
∑i

j=0Qi(n) + |Σ| · (
∑i

j=0Qi(n))
ar(R)·body(Σ)

✐s s✉❝❤ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✜①❡❞ ❚●❉ α✳ ▲❡t π ∈ Ni+1✳ ❱❛❧✉❡s ✐♥ π ♠❛②
❜❡ ❡✐t❤❡r ❝♦♣✐❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥N0∪...∪Ni ♦r ♠❛② ❜❡ ❛ ♥❡✇ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡ ✇✳❧✳♦✳❣✳ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s♦♠❡ ❡①✐st❡♥t✐❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ π ✐♥ ψ✳
■♥ ❝❛s❡ ❛ ❚●❉✱ s❛② α✱ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞ ✐♥ G′ t❤❡r❡ ♠✉st ❡①✐st a1, a2 ⊆ domG′(N0, ..., Ni)
❛♥❞ b ⊆ dom(G′) s✉❝❤ t❤❛t G′ |= φ(a1, a2, b)✱ ❜✉t G

′
2 ∃yψ(a1, a2, y)✳ ■❢ ♥❡✇❧②

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧ ♦❝❝✉r ✐♥ a2✱ s❛② ✐♥ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ρ✱ t❤❡♥ ρ ∈
⋃i

j=0Nj✳ ❆s

t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st (
∑i

j=0Qi(n))
ar(R)·body(Σ) ♠❛♥② s✉❝❤ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r a1, a2✱ ❛t ♠♦st

(
∑i

j=0Qi(n))
ar(R)·body(Σ) ♠❛♥② ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s ❝❛♥ ❜❡ ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ π✳

❲❤❡♥ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❊●❉s ❛♠♦♥❣ ♦✉r ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s
t❤❛t ❝❛♥ ♦❝❝✉r ♦r ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❛♥② ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ Ni ✐♥ G

′ ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡
s❛♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Qi✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❚●❉s ♦♥❧② ✐s t❤❛t Qi

❜♦✉♥❞s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ ♦✉r ❝❤❛s❡
s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐✳❡✳ |{a ∈ ∆ ∪∆null|a ❛♣♣❡❛rs ✐♥ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ Ni ♦❢ s♦♠❡ ❞❛t❛❜❛s❡
✐♥st❛♥❝❡ ❛❢t❡r s♦♠❡ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛s❡ st❡♣s}| ≤ Qi(n)✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s t♦
✇♦r❦ ✐s t❤❛t ❡q✉❛t✐♥❣ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s
❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❚●❉s ♦♥❧②✳ �
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■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝✲str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡
❝❛❧❧ s❛❢❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝✲❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢
♦✉r ♥❡✇ ♥♦t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❧✇❛②s t❡r♠✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❈❚∀∀

❢♦r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❜❡②✐♥❣ t❤✐s ♥❡✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❡①❛♠♣❧❡✳
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❊①❛♠♣❧❡ ✹✺✳ ▲❡t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts

α := ❙(x2, x3), ❘(x1, x2, x3)→ ∃y ❘(x2, y, x1) ❛♥❞
β := ❘(x1, x2, x3)→ ❙(x1, x3)

❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✹✷ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛❣❛✐♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐s s❛❢❡ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ {α, β} ∈ ❈❚∀∀✳ ❙t✐❧❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧
❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❢✉rt❤❡r ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❝❤❛s❡
✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s t❡r♠✐♥❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ✜r✐♥❣ ♦❢ α ♠❛② ❝❛✉s❡
❛ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡ t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❘2✱ ❜✉t ❛ ✜r✐♥❣ ♦❢ β ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥✉❧❧
✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ α ❛❧t❤♦✉❣❤ β ≺c α ❤♦❧❞s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❦❡② ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
✉♣❝♦♠✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳

❋✐rst✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✜♥❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≺c✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✉s t♦ ❞❡t❡❝t ✐❢ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ❝♦♣✐❡❞ t♦ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳

▲❡t pos(Σ) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥
Σ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ≺c✬s r❡✜♥❡♠❡♥t✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ♥✉❧❧✲♣♦s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✻✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ I ❜❡ ❛ ✜①❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡
❛♥❞ N ⊆ ∆null✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ♥✉❧❧✲♣♦s(N, I) ❛s {π ∈ pos(Σ) | a ∈ N, a ♦❝❝✉rs
✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ π ✐♥ I}✳

■♥❢♦r♠❛❧❧② s♣♦❦❡♥✱ ♥✉❧❧✲♣♦s(A, I) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ I t❤❛t ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥
Σ ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❧❡♠❡♥ts ✭✐✳❡✳ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s✮ ❢r♦♠ A ♦❝❝✉r✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ r❡❛❞② t♦
❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥ ≺c✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✼✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ P ⊆ pos(Σ)✳ ❋♦r ❛❧❧ α, β ∈ Σ✱
✇❡ ❞❡✜♥❡ α ≺P β ✐✛ t❤❡r❡ ❛r❡ t✉♣❧❡s a, b ❛♥❞ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I0 s✉❝❤ t❤❛t

✶✳ I0
∗,α,a
→ I1✱

✷✳ I1 6|= β(b)✱

✸✳ I0 |= β(b)✱ ❛♥❞

✹✳ t❤❡r❡ ✐s n ∈ b ∩∆null ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ β(b) s✉❝❤ t❤❛t ♥✉❧❧✲♣♦s({n}, I0) ⊆ P ✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s t♦ ≺c ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ❛ ✏♣♦ss✐❜❧② ❞❛♥❣❡r♦✉s ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡✑
✐s ❝♦♣✐❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❧❛st ❜✉❧❧❡t✳ ❲❡ ♥❡①t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦t✐♦♥ ❢♦r ❛✛❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s✳
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α1

α2

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ●r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r ❊①❛♠♣❧❡ ✺✶✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✽✳ ❋♦r ❛♥② s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s P ❛♥❞ ❛ ❚●❉ α ❧❡t ❛✛✲❝❧(α, P ) ❜❡ t❤❡
s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s π ❢r♦♠ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ α s✉❝❤ t❤❛t

• ❢♦r ❡✈❡r② ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ✐♥ π✿ x ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ α
♦♥❧② ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ P ♦r

• π ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❡①✐st❡♥t✐❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❚❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ≺c ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
❛ r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ str✐❝t ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✲❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✾✳ ❆ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❛ ♣❛✐r (G′(Σ), f)✱ ✇❤❡r❡G′(Σ) := (Σ, E)
✐s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ f ⊆ pos(Σ) s✉❝❤ t❤❛t

✶✳ ❢♦r ❛❧❧ ❚●❉s α ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ (α, β) ∈ E✿ ❛✛✲❝❧(α, f) ∩ pos(Σ) ⊆ f ✱

✷✳ ❢♦r ❛❧❧ ❚●❉s β ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ (α, β) ∈ E✿ ❛✛✲❝❧(β, f) ∩ pos(Σ) ⊆ f ✱ ❛♥❞

✸✳ ❢♦r ❛❧❧ α, β ∈ Σ✿ α ≺f β =⇒ (α, β) ∈ E✳

❆ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ✐❢ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭(Σ, ∅)✱∅✮ ❜② ❛ r❡♣❡❛t❡❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ ❜✉❧❧❡ts ♦♥❡ ❛♥❞ t✇♦ ✭✉♥t✐❧ ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❤♦❧❞✮
s✳t✳✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❜✉❧❧❡t✱ f ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤♦s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡
r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❜② t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t 2✲
r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠s ❛❧✇❛②s ❡①✐st✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✵✳ ▲❡t Σ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡♥✱ ((Σ,Σ × Σ), f)✱ ✇❤❡r❡ f :=
pos(Σ) ✐s ❛ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r Σ✳
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❊①❛♠♣❧❡ ✺✶✳ ▲❡t ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❊✭x✱y✮ st♦r❡ ❣r❛♣❤ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙✭x✮ st♦r❡
s♦♠❡ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts Σ = {α1, α2} ✇✐t❤

α1 :=❙✭x✮✱ ❊✭x✱y✮ → ❊✭y✱x✮ ❛♥❞
α2 :=❙✭x✮✱ ❊✭x✱y✮ → ∃z ❊✭y✱z✮✱ ❊✭z✱x✮

❛ss❡rt t❤❛t ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✐♥ ❙ ❤❛✈❡ ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 1 ❛♥❞ 2✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t ❛✛(Σ) ❂
④❊1✱❊2⑥ ❛♥❞ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t Σ ✐s ♥❡✐t❤❡r s❛❢❡ ♥♦r ❝✲str❛t✐✜❡❞✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r Σ ✐s
●✬✭Σ✮✿❂✭Σ✱④✭α2✱α1✮⑥✱❢✮ ✇✐t❤ f := {❊1,❊2}✳ ❚❤❡ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠✬s ❣r❛♣❤ ✐s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✳
❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ((Σ, ∅), ∅)✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r α2 ≺∅ α1 ❤♦❧❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥
✹✼✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛rt ✐♥st❛♥❝❡ I0 ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s {❙(c),❙(d),❊(c, d)}✱ a := c, d
❛♥❞ b := d, n1✱ ✇❤❡r❡ n1 ✐s ❛ ❢r❡s❤ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ c, d ∈ ∆✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

I0
α2,c,d
−→ I1✱ ✇❤❡r❡ I1 = I0 ∪ {❊(d, n1),❊(n1, c)}✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t I0

∗,α2,c,d
−→ I1✳

❲❡ s❡❡ t❤❛t I1 6|= α1(b) ❛♥❞ I0 |= α1(b)✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t α2 ≺∅ α1 ❤♦❧❞s✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❜✉❧❧❡t t❤r❡❡ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✾ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t ✐♥
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ((Σ, {(α2, α1)}), ∅)✳ ❆♣♣❧②✐♥❣
❜✉❧❧❡ts ♦♥❡ ❛♥❞ t✇♦✱ ✇❡ r❡s✉❧t ✐♥ ((Σ, {(α2, α1)}), f)✳
❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ❛ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ♦❝❝✉rs ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❙ ❤❛r♠❧❡ss✳ ◆♦t❡
t❤❛t ❙ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ♦✉r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♥❡✇❧②
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s✳
❲❡ ♥♦✇ ❛r❣✉❡ t❤❛t α1 6≺f α1 ❤♦❧❞s✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t α1 ≺f α1 ❤♦❧❞s ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡
❛ st❛rt✐♥❣ ✐♥st❛♥❝❡ I0 ❛♥❞ a✱ b ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✼✳ ❙❛② a = c, d✱ ✇❤❡r❡
c, d ∈ ∆ ∪ ∆null ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❝t✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❙ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❤❛r♠❧❡ss ♥✉❧❧
✈❛❧✉❡s ♦r ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ∆✳ ❚❤✉s✱ c ✐s ❡✐t❤❡r ✐♥ ∆ ♦r ❤❛r♠❧❡ss✳ ■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ ✇❡
s❡❡ t❤❛t b = d, c ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t d ✐s ✐♥ ∆ ♦r ❤❛r♠❧❡ss✱ t♦♦✳
❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ s❡❡ t❤❛t α1 6≺f α2 ❤♦❧❞s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t
α2 6≺f α2 ❤♦❧❞s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛♥ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡ st❡♣ ✇✐t❤ α2 ❝♦♠♣❧❡t❡s ❛ ❝②❝❧❡
t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ ❙✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ α2 ❝❛♥♥♦t ♦❜❧✐✈✐♦✉s❧② ✜r❡
❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ s♦♠❡ t✉♣❧❡s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ st❡♣ ❥✉st ❜❡❢♦r❡✳
❚♦ s❡❡ t❤❛t α2 ≺f α1 ❤♦❧❞s ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ✇❡ ✉s❡❞ t♦
♣r♦✈❡ t❤❛t α2 ≺∅ α1 ✐s ✈❛❧✐❞✳ ❇✉t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♦✉r ♣❛rt✐❛❧ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥
s②st❡♠ ❛♥②♠♦r❡✳
❲❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ((Σ, {(α2, α1)}), f)✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦✈❡❧ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠s ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞❡✜♥❡
❛ ♥❡✇ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✷✳ Σ ✐s ❝❛❧❧❡❞ s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡str✐❝t✐♦♥
s②st❡♠ (G′(Σ), f) ❢♦r Σ s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ G′(Σ)
✐s s❛❢❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✸✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✺✶✳ ■ts ♠✐♥✐♠❛❧ 2✲
r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ❝②❝❧❡✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐✲
t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐s s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞✳

❚❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠ s❤♦✇s t❤❛t s❛❢❡ r❡str✐❝t✐♦♥ str✐❝t❧② ❡①t❡♥❞s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝✲
str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❛❢❡t② ❜✉t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ s✉♣❡r✲✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✹✳

• ■❢ Σ ✐s ❝✲str❛t✐✜❡❞ ♦r s❛❢❡✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛❧s♦ s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞✳

• ❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ Σ t❤❛t ✐s s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞ ❜✉t ♥❡✐t❤❡r s❛❢❡ ♥♦r ❝✲str❛t✐✜❡❞✳

• ❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ s❡t ♦❢ ❚●❉s Σ t❤❛t ✐s s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞ ❜✉t ♥♦t s✉♣❡r✲✇❡❛❦❧②
❛❝②❝❧✐❝✳

• ❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ s❡t ♦❢ ❚●❉s Σ t❤❛t ✐s s✉♣❡r✲✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝ ❜✉t ♥♦t s❛❢❡❧②
r❡str✐❝t❡❞✳

Pr♦♦❢✳

• ❇✉❧❧❡ts ♦♥❡ ❛♥❞ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✾✳

• ❋♦r ❜✉❧❧❡t t❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✺✶ ✐s ♥♦t
s✉♣❡r✲✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝ ❜❡❝❛✉s❡ ■♥(α2, y) ⊳ ▼♦✈❡(Σ,❖✉t(α2, z)) ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t →֒Σ= {(α2, α2)}✳

• ❋♦r ❜✉❧❧❡t ❢♦✉r ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❆(x)→ ∃y ❇(x, y), ❇(y, x), ❈(y)
❛♥❞ ❇(x, x), ❈(y)→ ❆(x), ❈(y)✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❛r❣✉❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✼ t❤❛t
t❤❡s❡ t✇♦ ❚●❉s ❛r❡ s✉♣❡r✲✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t
s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠ ❈(y) ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t✳ �

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✷ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❜② ❛ ΣP
2 ✲

❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇
t❤❛t s❛❢❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞✱ ❧✐❦❡ ❝✲str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❝♦◆P✳



✺✾ ✻✳✹ ❙❛❢❡❧② ❘❡str✐❝t❡❞ ❈♦♥str❛✐♥ts

❚❤❡♦r❡♠ ✺✺✳ ●✐✈❡♥ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ❛ ❝♦◆P✲❛❧❣♦r✐t❤♠
✇❤❡t❤❡r Σ ✐s s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞✳

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✺✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t♦♦❧✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ s❡t ♦❢
❝♦♥str❛✐♥ts ♠❛② ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ❜✉t ❛s t❤❡ ♥❡①t ❧❡♠♠❛ s❤♦✇s✱
✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ♠✐♥✐♠❛❧ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠s✳

▲❡♠♠❛ ✺✻✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ (G′(Σ), f) ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r Σ
❛♥❞ (G′

min(Σ), fmin) ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♦♥❡✳

• ▲❡t P ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ α, β ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣
(P, α, β) 7→ α ≺P β? ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛♥ ◆P✲❛❧❣♦r✐t❤♠✳

• ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r Σ ✐s ✉♥✐q✉❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ Σ
✐♥ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳

• ■t ❤♦❧❞s t❤❛t Σ ✐s s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡✈❡r② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ G′

min(Σ) ✐s s❛❢❡✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣❛rt ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ♣r♦❝❡❡❞s ❧✐❦❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠
✸ ✐♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ■t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❢♦r A ♦❢
s✐③❡ ❛t ♠♦st |α|+ |β|✱ ✐✳❡✳ ✉♥✐♦♥s ♦❢ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ α ❛♥❞
β s✳t✳ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❝❝✉r ♦♥❧② ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ P ✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s ♣❛rt ♦♥❡✳
❯♥✐q✉❡♥❡ss ❤♦❧❞s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈✐❛ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭♥♦t❡ t❤❛t f ❛♥❞ E ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ st❡♣✮ ✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✾ ❜②
❛ ❚✉r✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡ t❤❛t ❣✉❡ss❡s ❛♥s✇❡rs t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ α ≺P β?✳ ❆s t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣
(P, α, β) 7→ α ≺P β? ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛♥ ◆P✲❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ ✜①❡❞♣♦✐♥t
✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛❢t❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
✹✾✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛✐♠✳
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❧❛✐♠✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❡✈❡r② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥
G′

min(Σ) ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛♥② ♦t❤❡r r❡✲
str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ t❤✐r❞ ❝❧❛✐♠✳ �

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✺✳ ❇② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❢r♦♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✷ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r Σ
✐s ♥♦t s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❣✉❡ss ❛ str♦♥❣❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t s❛❢❡✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥
♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ �

❚❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ■t st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡
✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s t❡r♠✐♥❛t❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❈❚∀∀ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t②



✻✵ ✻✳✹ ❙❛❢❡❧② ❘❡str✐❝t❡❞ ❈♦♥str❛✐♥ts

❢♦r s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✺ ❢♦r
❛ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✼✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Q ∈ N[X] s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤
♦❢ ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Q(|dom(I)|)✳ ❚❤✉s✱ Σ ∈ ❈❚∀∀✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝✲❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ t♦ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❛❞❡r
♠✐❣❤t ✇♦♥❞❡r ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ ✇❡ s✉❜st✐t✉t❡ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ✇✐t❤ s❛❢❡t② ✐♥ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝✲str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✽✳ ❲❡ ❝❛❧❧ Σ s❛❢❡❧② ❝✲str❛t✐✜❡❞ ✐✛ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❡✈❡r② ❝②❝❧❡ ♦❢
Gc(Σ) ❛r❡ s❛❢❡✳

❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠s✱
✇❡ ❤❛✈❡ str✐❝t❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ ❝✲❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✾✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

• ■❢ Σ ✐s ✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝ ♦r s❛❢❡✱ t❤❡♥ ✐t ✐s s❛❢❡❧② ❝✲str❛t✐✜❡❞✳

• ■❢ Σ ✐s s❛❢❡❧② ❝✲str❛t✐✜❡❞✱ t❤❡♥ ✐t ✐s s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞✳

• ❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ✐s s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞✱ ❜✉t ♥♦t s❛❢❡❧② ❝✲
str❛t✐✜❡❞✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✾✳

• ▲❡t Σ ❜❡ ✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✳ ❊✈❡r② ❝②❝❧❡ ✐♥ Gc(Σ) ✐s s❛❢❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ Σ ✐s s❛❢❡ ❛♥❞
✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ✐♠♣❧✐❡s s❛❢❡t②✳ ▲❡t Σ ❜❡ s❛❢❡✳ ❊✈❡r② ❝②❝❧❡ ✐♥ Gc(Σ) ✐s s❛❢❡✱
❜❡❝❛✉s❡ Σ ✐s✳

• ❋♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✺✵ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ■ts ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s
❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ≺P ❛♥❞ ≺c ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♠✐tt❡❞ ❤❡r❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✵✳ ▲❡t P ⊆ P ′ ⊆ pos(Σ)✳ ■❢ α ≺P β✱ t❤❡♥ α ≺P ′ β✳ ■t ❤♦❧❞s
t❤❛t ✐❢ α ≺P β✱ t❤❡♥ α ≺c β✳

• ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚●❉s✳ Σ := {α, β, χ, δ}✳



✻✶ ✻✳✺ ■♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❘❡str✐❝t❡❞ ❈♦♥str❛✐♥ts

α := ❘1(x1, x2)→ ∃y ❙(x1, x2, y)✱
β := ❘1(x1, x2)→ ∃y ❚(x1, x2, y)✱
χ := ❙(x1, x2, x3), ❚(x4, x5, x6)→ ❚(x5, x1, x4)✱ ❛♥❞
δ := ❙(x1, x2, x3), ❚(x4, x5, x3)→ ❚(x1, x3, x3), R1(x3, x1), R2(x3, x1)✳

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t α ≺c χ✱ β ≺c χ✱ χ ≺c δ✱ δ ≺c α ❛♥❞ δ ≺c β ❤♦❧❞s✳
❚❤✉s ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝②❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❯♥✲
❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐s ♥♦t s❛❢❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♥♦t s❛❢❡❧②
❝✲str❛t✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ((Σ, E), f)✱ ✇❤❡r❡ E = ∅ ❛♥❞
f = ∅✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❡✈❡r② ❝②❝❧❡ ✐♥ (Σ, E) ✐s s❛❢❡✳ ❍❡♥❝❡✱ Σ ✐s s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞✳

�

◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ s❛❢❡t② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s❛❢❡ ❝✲str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❛❢❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ❛❧t❤♦✉❣❤ s❛❢❡❧② ❝✲str❛t✐✜❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ t❤❡ ♣r♦✈❛❜❧② ❧❛r❣❡r ❝❧❛ss✳
❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s❛❢❡t② ✐s ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❝✲str❛t✐✜❝❛t✐♦♥
✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝❧❛r✐✜❡s t❤✐s
✐ss✉❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✶✳ Σ ✐s s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞ ✐✛ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ (G′(Σ), f)
❢♦r Σ s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ G′(Σ) ✐s s❛❢❡❧② ❝✲str❛t✐✜❡❞✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✶✳ ▲❡t (G′(Σ), f) ❜❡ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r Σ s✉❝❤ t❤❛t
❡✈❡r② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ G′(Σ) ✐s s❛❢❡❧② ❝✲str❛t✐✜❡❞✳ ❈❤♦♦s❡ s♦♠❡
str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t C ❛♥❞ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts α, β ∈ C s✉❝❤ t❤❛t α ≺P β
❢♦r s♦♠❡ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s P ✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✵✱ α ≺c β ❤♦❧❞s✳ ❆s C ✐s s❛❢❡❧②
❝✲str❛t✐✜❡❞✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t C ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ s❛❢❡✳ ❙♦✱ ❡✈❡r② ❝②❝❧❡ ✐♥ G′(Σ) ✐s ❛❧s♦
s❛❢❡✳ �
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■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❧✐❢ts s❛❢❡t② t♦ s❛❢❡t② r❡str✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ✉s❡ ♦❢ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇
s✉✣❝✐❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ r❡str✐❝t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s
t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r s✉❜s❡ts ✭✐♥ ❛ ♠♦r❡ r❡✜♥❡❞ ✇❛②
t❤❛♥ s❛❢❡ r❡str✐❝t✐♦♥✮✳ ❲❡ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ s❛❢❡t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❜❡❢♦r❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② s✉❜s❡t ❛♥❞✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛❧❧ s✉❜s❡ts ❛r❡ s❛❢❡✱ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❝❛♥ ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ❯❧t✐♠❛t❡❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥❞✉❝t✐✈❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ✭❧✐❦❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❈❚∀∀ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛❧s♦ ❧❛②s
t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ∀∀✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤② ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
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♣❛rt✭Σ✿ ❙❡t ♦❢ ❚●❉s ❛♥❞ ❊●❉s✱ k✿ ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ 1✮ ④
✶✿ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❛s

s❡ts ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✮ C1✱ . . . ✱ Cn ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
k✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢ Σ❀

✷✿ D ← ∅
✸✿ ✐❢ ✭♥ ❂❂ ✶✮ t❤❡♥
✹✿ ✐❢ ✭C1 6= Σ✮ t❤❡♥
✺✿ r❡t✉r♥ ♣❛rt✭C1✱k✮❀
✻✿ ❡♥❞✐❢
✼✿ r❡t✉r♥ {Σ}❀
✽✿ ❡♥❞✐❢
✻✿ ❢♦r ✐❂✶ t♦ ♥ ❞♦
✾✿ D ← D ∪ ♣❛rt✭Ci✱k✮❀
✶✵✿ ❡♥❞❢♦r
✶✶✿ r❡t✉r♥ D❀ ⑥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s✉❜s❡ts ♦❢ Σ✳

s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳ ❲❡ ♠♦t✐✈❛t❡ ♦✉r st✉❞② ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t t❤❛t ✐s
♥❡✐t❤❡r s❛❢❡ ♥♦r s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✷✳ ❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✺✶ t♦ Σ′ := Σ∪{α3}✱
✇❤❡r❡

α3 := ∃x, y ❙(x), ❊(x, y)✳

❚❤❡♥ ●✬✭Σ′✮✿❂✭Σ′✱④✭α1, α2✮✱✭α2✱α1✮✱✭α3✱α1✮✱✭α3✱α2✮⑥✱f✮ ✇✐t❤ f = {❊1,❊2,❙1} ✐s
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
④α1✱α2⑥✳ ◆♦t❡ t❤❛t Σ′ ✐s ♥❡✐t❤❡r s❛❢❡✱ ♥♦r str❛t✐✜❡❞✱ ♥♦r s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱
✉s✐♥❣ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✐s❝✉ss❡❞ s♦ ❢❛r ♥♦ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❣✉❛r❛♥t❡❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢♦r Σ′✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t α3 ✏✐♥❢❡❝ts✑ ♣♦s✐t✐♦♥ ❙1 ✐♥ t❤❡
2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❙t✐❧❧✱ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞❧② ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❙1✿ α3 ✜r❡s
❛t ♠♦st ♦♥❝❡✱ s♦ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❖✉r ♥♦✈❡❧ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ r❡s♦❧✈❡s s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥s ❜② r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥
s②st❡♠s ♦❢ t❤❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❲❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ❝❛❧❧❡❞ part(Σ, k)✷✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞
❝♦♥str❛✐♥t s❡ts ❜② ❤❡❧♣ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✷■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s s❡t k = 2✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ k 6= 2 ✇✐❧❧ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❧❛t❡r✳
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✸✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❡ ❝❛❧❧ Σ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞
✐✛ ❡✈❡r② Σ′ ∈ part(Σ, 2) ✐s s❛❢❡✳

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ s❛❢❡ r❡str✐❝t✐♦♥✱ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ t❤❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

▲❡♠♠❛ ✻✹✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✐♥❞✉❝t✐✈❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❝♦◆P✳

Pr♦♦❢ ❙❦❡t❝❤✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❧❛✐♠✿ ❧❡t P ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞
α, β ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ (P, α, β) 7→ α ≺P β? ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②
❛♥ ◆P✲❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❝❧❛✐♠ ♣r♦❝❡❡❞s ❧✐❦❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✐♥
❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ■t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❢♦r I0 ♦❢ s✐③❡
❛t ♠♦st |α| + |β|✱ ✐✳❡✳ ✉♥✐♦♥s ♦❢ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ α ❛♥❞ β
s✳t✳ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❝❝✉r ♦♥❧② ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ P ✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❧❛✐♠✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛♥ ◆P✲❛❧❣♦r✐t❤♠
✭♦♥❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ♠❛♥② st❡♣s ♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ✜①❡❞♣♦✐♥t✮✳ ❈♦♠✲
♣✉t✐♥❣ part(Σ, 2) ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❚♦ ♣r♦✈❡
t❤❛t Σ ✐s ♥♦t ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞✱ ❣✉❡ss s♦♠❡ Σ′ ∈ part(Σ, 2) ❛♥❞ ✈❡r✐❢② t❤❛t ✐t
✐s ♥♦t s❛❢❡✳ �

❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✕ ❛s ❛r❣✉❡❞
✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✻✷ ✕ ✐s ♥❡✐t❤❡r s❛❢❡ ♥♦r s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✺✳ ❘❡❢❡rr✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ❊①❛♠♣❧❡ ✻✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ 2✲
r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢ Σ′ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♦♥❧② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ④α1✱α2⑥✱
✇❤✐❝❤ ❜② ❊①❛♠♣❧❡ ✻✷ ✐s ♥♦t s❛❢❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥
s②st❡♠ ♦❢ ④α1✱α2⑥ ❛♥❞ s❡❡ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❝②❝❧❡✳ ❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥
♣r♦✈❡s t❤❛t part(Σ′, 2) = ∅✱ s♦ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σ′ ✐s ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧②
r❡str✐❝t❡❞✳

❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s s❛❢❡ r❡✲
str✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r♠❛❧❧② st❛t❡s t❤✐s r❡s✉❧t ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ♣r♦♣❡r✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❧❛t❡r✱
✐♥❞✉❝t✐✈❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞
t❤❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ❝❛♥♥♦t ❡①t❡♥❞ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❊①❛♠♣❧❡ ✽✻✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✻✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✐♠s ❤♦❧❞✳

• ■❢ Σ ✐s s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞✳

• ❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ Σ t❤❛t ✐s str❛t✐✜❡❞✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞✳



✻✹ ✻✳✻ ❚❤❡ ∀∀✲❚✲❍✐❡r❛r❝❤②

• ❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ Σ t❤❛t ✐s ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞✱ ❜✉t ♥♦t s❛❢❡❧② r❡str✐❝t❡❞✳

• ❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ s❡t ♦❢ ❚●❉s Σ t❤❛t ✐s ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞ ❜✉t ♥♦t s✉♣❡r✲
✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✳

• ❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ s❡t ♦❢ ❚●❉s Σ t❤❛t ✐s s✉♣❡r✲✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝ ❜✉t ♥♦t ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧②
r❡str✐❝t❡❞✳

Pr♦♦❢ ❙❦❡t❝❤✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❜✉❧❧❡t ♦♥❡✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡✈❡r②
str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ Σ✬s ♠✐♥✐♠❛❧ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s s❛❢❡ ❛♥❞ s♦
❡✈❡r② s✉❜s❡t ♦❢ ✐t ♠✉st ❜❡ s❛❢❡✱ t♦♦✳ ❇✉❧❧❡t t✇♦ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✽✻✳ ❇✉❧❧❡t
t❤r❡❡ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡s ✻✷ ❛♥❞ ✻✺✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜✉❧❧❡ts
❢♦✉r ❛♥❞ ✜✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❧✐❦❡ ❜✉❧❧❡ts t❤r❡❡ ❛♥❞ ❢♦✉r ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✹✳ �

❚❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ r❡str✐❝t✐♦♥✱ s❤♦✇✐♥❣
t❤❛t ✐t ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❈❚∀∀ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❞❛t❛
❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✺ ❢♦r ❛ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢
t❤✐s t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✼✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Q ∈ N[X] s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I✱ t❤❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Q(|dom(I)|)✳ ❚❤✉s✱ Σ ∈ ❈❚∀∀✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ♦✉r ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✐s
♥♦t ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞✿ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t α ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ✐ts❡❧❢ t♦ ✜r❡✱ s♦ ✐ts ♠✐♥✐♠❛❧ 2✲
r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❡❞❣❡ ❢r♦♠ α t♦ α✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠s ❛ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t❀ ❢✉rt❤❡r✱ α ✐s ♥♦t s❛❢❡✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ α t❡r♠✐♥❛t❡s✱ ✇❡
♥❡❡❞ ✇❡❛❦❡r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳

✻✳✻ ❚❤❡ ∀∀✲❚✲❍✐❡r❛r❝❤②

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ∀∀✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t r❡❣❛r❞✐♥❣
❈❚∀∀✳ ■ts ❧♦✇❡st ❧❡✈❡❧✱ ∀∀✲❚[2]✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳ ❊✈❡r② ❧❡✈❡❧
✐♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❛♥❞ str✐❝t❧② ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s✳ ❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱
❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✐s ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ s♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤✐s ❤✐❡r❛r❝❤②✳

❲❡ st❛rt ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ k✲❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ≺k,P ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ≺P ✳ ❚❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①t❡♥❞s t❤❡ ≺P r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r k ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳



✻✺ ✻✳✻ ❚❤❡ ∀∀✲❚✲❍✐❡r❛r❝❤②

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✽✳ ▲❡t k ≥ 2✱ Σ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ P ⊆ pos(Σ)✳ ❋♦r
❛❧❧ α1, ..., αk ∈ Σ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ≺k,P (α1, ..., αk) ✐✛ t❤❡r❡ ❛r❡ t✉♣❧❡s a1, ..., ak ❛♥❞ ❛
❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I0 s✉❝❤ t❤❛t

• ❢♦r ❛❧❧ i ∈ [k − 1] ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t Ii−1
∗,αi,ai→ Ii✱

• Ik−1 6|= αk(ak)✱

• t❤❡r❡ ✐s n ∈ ak ∩∆null ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ αk(ak) s✉❝❤ t❤❛t ♥✉❧❧✲♣♦s({n}, I0) ⊆ P ✱

• I0 |= αk(ak)✱ ❛♥❞

• ❢♦r ❡✈❡r② i ∈ [k − 1] ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t Jk−1 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ Jk−1 |= αk(ak)✱ ✇❤❡r❡

J0 := I0✱ Jl−1
∗,αl,al→ Jl ❢♦r k > l 6= i ❛♥❞ Ji := Ji−1✳ �

◆♦t❡ t❤❛t ≺2,P ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡①❛❝t❧② t♦ ≺P ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✼✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
s❤♦✇♥ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✱ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✐♥ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐♥ ◆P✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✾✳ ▲❡t k ≥ 2 ❜❡ ✜①❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ◆P✲❛❧❣♦r✐t❤♠
t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s ❢♦r ❡✈❡r② s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s P ❛♥❞ ❡✈❡r② α1, ..., αk ∈ Σ ✇❤❡t❤❡r ≺k,P

(α1, ..., αk) ❤♦❧❞s✳

Pr♦♦❢✿ ▲❡t k ≥ 2 ❜❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ α1, ..., αk ❜❡ ❚●❉s ❛♥❞ ❊●❉s✳ ❆ss✉♠❡ ≺k,P

(α1, ..., αk)✳ ❈❤♦♦s❡ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I0 ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡s a1, ..., ak s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ≺k,P (α1, ..., αk) ❤♦❧❞s✳ ❋♦r ❛❧❧ i ∈ [k − 1] s❡t Ii−1
∗,αi,ai→ Ii

❛♥❞ Ik−1
∗,αk,ak→ Ik✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠s h1, ..., hk s✉❝❤ t❤❛t

hi : body(αi)→ Ii−1 ❢♦r ❛❧❧ i ∈ [k]✳ ▲❡t J0 ⊆ I0 ❜❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜✐♥st❛♥❝❡ ✭✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ s❡t ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✮ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ i ∈ [k] Ji−1
αi,ai→ Ji ❛♥❞ Ji ⊆ Ii✳ ❚❤❡♥

J0 ❛♥❞ a1, ..., ak ❛❧s♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ≺k,P (α1, ..., αk)✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✳ ✐t ♠✉st ❤♦❧❞ t❤❛t |J0| ≤

∑
i∈[k](|body(αi)|+|head(αi)|) ≤

∑
i∈[k] |αi|✱

✇❤❡r❡ |αi| ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s②♠❜♦❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ αi✳ ❙♦
♦♥❧② ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡
♣r♦♦❢✳ �

❲❡ ♥❡①t ✉s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≺k,P t♦ ❞❡✜♥❡ k✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ♥❛t✉r❛❧❧②
❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r r❡❧❛t✐♦♥ ≺P ✭❝❢✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✾✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✵✳ ▲❡t k ∈ N>1✳ ❆ k✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ G′
k(Σ) ✐s ❛ ♣❛✐r (G′, f)✱

✇❤❡r❡ G′ = (Σ, E) ✐s ❛ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ f ⊆ pos(Σ) s✉❝❤ t❤❛t



✻✻ ✻✳✻ ❚❤❡ ∀∀✲❚✲❍✐❡r❛r❝❤②

• ❢♦r ❛❧❧ ❚●❉s α ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ (α, β) ∈ E✿ ❛✛✲❝❧(α, f) ∩ pos(Σ) ⊆ f ✱

• ❢♦r ❛❧❧ ❚●❉s β ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ (α, β) ∈ E✿ ❛✛✲❝❧(β, f) ∩ pos(Σ) ⊆ f ✱ ❛♥❞

• ❢♦r ❛❧❧ α1, ..., αk ∈ Σ✿ ≺k,f (α1, ..., αk) t❤❡♥ (α1, α2), ..., (αk−1, αk) ∈ E✳

❆ k✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ✐❢ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭(Σ, ∅), ∅✮ ❜② ❛ r❡♣❡❛t❡❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ ❜✉❧❧❡ts ♦♥❡ ❛♥❞ t✇♦ ✭✉♥t✐❧ ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❤♦❧❞✮
s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r s❡❝♦♥❞ ❜✉❧❧❡t✱ f ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤♦s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s
t❤❛t ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡ t❤✐r❞ ❜✉❧❧❡t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ E ✐s
❡①t❡♥❞❡❞✳

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r k = 2 t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ 2✲
r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳ ▲✐❦❡ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②s✲
t❡♠s✱ ♠✐♥✐♠❛❧ k✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠s ❛r❡ ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛ ❝♦◆P✲
❛❧❣♦r✐t❤♠✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✶✳ ▲❡t k ≥ 2 ❜❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ Σ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
k✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r Σ ✐s ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛♥ ◆P✲❛❧❣♦r✐t❤♠✳

Pr♦♦❢✳ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ♠♦♥♦✲
t♦♥❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ♠❛♥② st❡♣s ❛♥❞ ❡❛❝❤
st❡♣ r❡q✉✐r❡s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❣✉❡ss t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ≺k,f (α1, ..., αk) ❤♦❧❞s✳ ❈❧❡❛r❧②✱
t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ r✉♥s ✐♥ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ �

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ∀∀✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✷✳ ▲❡t k ≥ 2 ❛♥❞ Σ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡♥ Σ ∈ ∀∀✲❚[k] ✐✛
t❤❡r❡ ✐s k′ ∈ [k]\{1} s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② Σ′ ∈ part(Σ, k′) ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t Σ′ ✐s s❛❢❡✳

❲❡ ❝❛❧❧ ∀∀✲❚[k] t❤❡ k✲t❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ∀∀✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❆s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r② ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✼✶ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ✐♥ ∀∀✲❚[k] ❜②
❛ ❝♦◆P✲❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ♥❡①t ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ∀∀✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤②✳

❊①❛♠♣❧❡ ✼✸✳
❲❡ s❡t Σk+1 := {αk+1}✱ ✇❤❡r❡

αk+1 := ❙(xk+1), ❘k(x1, ..., xk+1)→ ∃y ❘k(y, x1, ..., xk)✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ≺k+1,∅ (α, ..., α) ❤♦❧❞s✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♦♥ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ✐♥st❛♥❝❡
I0 = { ❙(a1), ...,❙(ak+1,❘k(a1, ..., ak+1)} ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② k + 1 ✭♦❜❧✐✈✐♦✉s✮ ❝❤❛s❡ st❡♣s



✻✼ ✻✳✻ ❚❤❡ ∀∀✲❚✲❍✐❡r❛r❝❤②

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s Ii = Ii−1 ∪ {❘k(ni, a1, ..., ak+1−i)} ❢♦r i ∈ [k] ❛♥❞ Ik+1 =
Ik ∪ {❘k(nk+1, ..., n1)}✳
❲❡ ❛❧s♦ s❡❡ t❤❛t ≺k+2,∅ (α, ..., α) ❝❛♥♥♦t ❤♦❧❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❝❛♥♥♦t ❡①✐st k + 2
♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡ st❡♣s s✉❝❤ t❤❛t ❜✉❧❧❡t ✜✈❡ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✽ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳
❙♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ (k + 2)✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ❝②❝❧❡✱ ❜✉t t❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ k + 1✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❞♦❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ Σk+1 ∈ ∀∀✲❚[k + 2]✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♥♦t s❛❢❡✱ s♦ ✐t ✐s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥
∀∀✲❚[k + 1]✳ ❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ❡①❛❝t❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
Σ2✱ s♦ ✐t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❧❡✈❡❧ ∀∀✲❚[3]✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t❡s t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ∀∀✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤② t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
❛♥❞ t♦ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✹✳ ▲❡t k ≥ 2✳

• Σ ✐s ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞ ✐✛ Σ ∈ ∀∀✲❚[2]

• ∀∀✲❚[k] ⊆ ∀∀✲❚[k + 1]✳

• ❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ Σ s✉❝❤ t❤❛t Σ ∈ ∀∀✲❚[k + 1]\∀∀✲❚[k]✳

• ❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ s❡t ♦❢ ❚●❉s Σ t❤❛t ✐s ✐♥ T [k] ❜✉t ♥♦t s✉♣❡r✲✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✳

Pr♦♦❢ ❙❦❡t❝❤✳

• ❚♦ ♣r♦✈❡ ❜✉❧❧❡t ♦♥❡✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❡①❛❝t❧②✳

• ❇✉❧❧❡t t✇♦ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

• ❋♦r ❜✉❧❧❡t t❤r❡❡ ✇❡ r❡❢❡r ❜❛❝❦ t♦ ❊①❛♠♣❧❡ ✼✸✳

• ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✼✸ ✐s ♥♦t s✉♣❡r✲✇❡❛❦❧②
❛❝②❝❧✐❝✳ �

■t ✐s ✉♥❝❧❡❛r t♦ ✉s ✐❢ s✉♣❡r✲✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ T ✲❤✐❡r❛r❝❤②✱ ❜✉t ❛s
✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞❡✜♥❡ ❛ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡
❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ❈❚∀∀ t❤❛t ✐s ❛ s✉♣❡rs❡t ♦❢ s✉♣❡r✲✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❡✈❡r② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ k✲r❡str✐❝t✐♦♥
s②st❡♠ ♠❛② ❜❡ ❡✐t❤❡r s❛❢❡ ♦r s✉♣❡r✲✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✳ ❆s s✉♣❡r✲✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ✐s ♥♦t
♦✉r ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞♦ t❤✐s✳

❚❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t ✐s ♦✉r ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❞❛t❛✲ ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ■t st❛t❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k✱ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✐♥ ∀∀✲❚[k]
❣✉❛r❛♥t❡❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r t❤❡ ❝❤❛s❡✳



✻✽ ✻✳✻ ❚❤❡ ∀∀✲❚✲❍✐❡r❛r❝❤②

❚❤❡♦r❡♠ ✼✺✳ ▲❡t k ≥ 2 ❛♥❞ Σ ∈ ∀∀✲❚[k] ❜❡ ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Q ∈ N[X] s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I✱ t❤❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Q(|dom(I)|)✳ ❚❤✉s✱ ∀∀✲❚[k] ⊆ ❈❚∀∀✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t✇♦ ❧❡♠♠❛s✳ ❋♦r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡

❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ S = I1
α1,a1
−→ I2

α2,a2
−→ . . . ❛♥❞ k ≥ 2 ✇❡ ❞❡✜♥❡ δS,k t♦ ❜❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧

♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② l ≥ δS,k t❤❡r❡ ❛r❡ αi1 , ..., αik = αl s✉❝❤ t❤❛t
(Iij+1\Iij) ∩ body(αij+1

)(aij+1
) 6= ∅✳

▲❡♠♠❛ ✼✻✳ ▲❡t ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ S = I1
α1,a1
−→ I2

α2,a2
−→ . . .✱ P ⊆ ♣♦s(Σ)

❛♥❞ i ≥ δS,k ❜❡ ❣✐✈❡♥✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s n ∈ ∆null∩(Ii+1\Ii) ❛♥❞ n ∈ dom(body(αj)(aj))∩
dom(head(αj)(aj)) ❢♦r s♦♠❡ j > i✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ♣❛t❤ ❢r♦♠ αi t♦ αj ✐♥
G′

k(Σ)✳

❙❦❡t❝❤ ♦❢ ♣r♦♦❢✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ rank ❢r♦♠ t❤❡ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✹✳
❲❡ ❛❞❛♣t t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r ♥❡❡❞s ❤❡r❡✳ ▲❡t (αh, ah) ❜❡ t❤❡ ❝❤❛s❡ st❡♣ ✐♥ ✇❤✐❝❤
n ✇❛s ❢r❡s❤❧② ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛s❡✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❡✈❡r② ❛t♦♠ t ∈ Ih ❤❛s r❛♥❦
③❡r♦✱ ✐✳❡✳ rank(t) = 0✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❛t♦♠ t ∈ Ih+1\Ih ✐♥ ✇❤✐❝❤ n ♦❝❝✉rs ✇❡ s❡t
rank(t) = 1✳ ❋♦r i′ ≥ h + 1 ❡✈❡r② ❛t♦♠ ✐♥ t ∈ Ii′+1\Ii′ ✇❡ s❡t rank(t) = 1 +
max{rank(t′) | t′ ∈ body(αi′)(ai′)} ✐❢ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ t′ ∈ body(αi′)(ai′) s✉❝❤ t❤❛t
rank(t′) > 0 ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ m ∈ ∆null∩body(αi′)(ai′)∩head(αi′)(ai′) s✉❝❤ t❤❛t
null − pos{m}, Ih ⊆ P ✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ s❡t rank(t) = 0✳ ❋♦r ❛ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s A ✇❡
s❡t rank(A) = max{rank(t) | t ∈ A}✳
❈♦♥s✐❞❡r J := body(αj)(aj)✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ♦✉r ❝❧❛✐♠ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ rank(J)✳ ■❢
rank(J) = 1 t❤❡♥ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❧❡♠♠❛ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛s❡
s❡q✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡s✳ ❲❡ s❡t I := body(αi)(ai)∪body(αj)(aj)\(Ii+1\Ii)✱
ak−1 = ai✱ ak = aj ✐♥ ♦r❞❡r r♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✽✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡
❝❤♦s❡♥ i ≥ δS,k✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ β1, ..., βk−2 ∈ Σ s✉❝❤ t❤❛t
≺k,P (β1, ..., βk−2, αi, αj)✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❝❧❛✐♠✳

■❢ rank(J) > 1✳ ❈❤♦♦s❡ t ∈ J s✉❝❤ t❤❛t rank(t) ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❞ t ✇❛s ❛❞❞❡❞
t♦ Ij ❜② t❤❡ ❝❤❛s❡ st❡♣ (αl, al) ✇✐t❤ l < j ❛♥❞ l ♠❛①✐♠❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t J ′ ∗,αl,al−→ J ✱ ✇❤❡r❡ J ′ := body(αl)(al) ∪ J\(Il+1\Il)✳ ❲❡ ❝❛♥
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ β1, ..., βk−2 ∈ Σ s✉❝❤ t❤❛t ≺k,P (β1, ..., βk−2, αl, αj)
❜❡❝❛✉✐s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ j > l > i ≥ δS,k✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ♣❛t❤ ❢r♦♠ αi t♦ αl ✐♥ G

′
k(Σ)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤✐s ♣r♦♦❢✳ �

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❧❡♠♠❛✳



✻✾ ✻✳✻ ❚❤❡ ∀∀✲❚✲❍✐❡r❛r❝❤②

▲❡♠♠❛ ✼✼✳ ■❢ ❡✈❡r② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ k✲r❡str✐❝t✐♦♥
s②st❡♠ ♦❢ Σ ✐s ✐♥ ❈❚∀∀✱ s♦ ✐s Σ✳

Pr♦♦❢ ❙❦❡t❝❤✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
❝❤❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ✉s❡s
♦♥❧② ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ s♦♠❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Ci ♦❢ Σ✬s ♠✐♥✐♠❛❧ k✲
r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ G′ = ((Σ, E ′), f ′)✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ S = I1
α1,a1
−→ I2

α2,a2
−→ . . .✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢

❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

✶✳ ❡✈❡r② ❝♦♥str❛✐♥t ❢r♦♠ Σ ✜r❡s ✐♥✜♥✐t❡❧② ♦❢t❡♥✱ ❛♥❞

✷✳ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② j ∈ N t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ i > j s✉❝❤ t❤❛t I ′i |= αi(ai)✱ ✇❤❡r❡ I
′
1 := I1✱

Jl
αl,al→ Jl+1 ❢♦r l 6= j ❛♥❞ Jj+1 := Jj✳

❚❤✐s ✐♥✜♥✐t❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐❧❧ s❡r✈❡ ❛s ❛ ✇✐t♥❡ss ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♦♠❡ str♦♥❣❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ k✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡
❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣❛rt✐❛❧ k✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ G = ((Σ, E), f)✱
✐✳❡✳ E ⊆ E ′ ❛♥❞ f ⊆ f ′✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦♥❧② ❛❞❞ ❡❞❣❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
▲❡♠♠❛ ✼✻ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❈❧❡❛r❧②✱ G ❤❛s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t✳ ■❢ ✐t ❤❛s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ s✉❝❤ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ❞♦♥❡✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ s♦♠❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t C ♦❢ G t❤❛t ❤❛s ♦♥❧②
♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ✐♥ C ✐ts❡❧❢✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
C ′ ✐♥ G′ s✉❝❤ t❤❛t C ⊆ C ′ ❞✉❡ t♦ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ G′✬s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ▲❡t j ∈ N

s✉❝❤ t❤❛t αj ∈ C ✐s ❛ ❚●❉ ✇✐t❤ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ q✉❛♥t✐✜❡rs ✭✇❤✐❝❤ ♠✉st ❡①✐st ❜❡❝❛✉s❡
♦t❤❡r✇✐s❡ αj ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ♥♦t ✐♥ C✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡
✇✐t❤ Ij ❛♥❞ C ❤❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦r ♦t❤❡r✇✐s❡ s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ C ✇♦✉❧❞
❤❛✈❡ ❛ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ♥♦t ✐♥ C✳ �

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✬s ♣r♦♦❢✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s s❡❝✲
t✐♦♥✳

Pr♦♦❢ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✺✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✺ ♥♦✇ ✐s ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ d ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❝❛❧❧s ♦❢ part(Σ, k)✳ ■❢ d = 0✱ t❤❡♥ Σ ✐s s❛❢❡ ❛♥❞ t❤❡
❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✹✳ ■❢ d > 1✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts C1, ..., Cn ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢ Σ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛
✼✼✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ Σ ∈ ❈❚∀∀✳
❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❝❤❛s✐♥❣ ✇✐t❤ Ci t❡r♠✐♥❛t❡s ✐♥ t✐♠❡ Qi(|dom(I)|) ❢♦r s♦♠❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Qi t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ Ci✳ ■❢ Ci 6= Cj ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ Ci

t♦ Cj✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ♠❛♥② ❝❤❛s❡ st❡♣s ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts
❢r♦♠ Ci✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ tr✐❣❣❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ♠❛♥② ❝❤❛s❡ st❡♣s ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥



✼✵ ✻✳✼ ❆♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❆♣♣r♦❛❝❤

❝❤❡❝❦✭Σ✿ ❙❡t ♦❢ ❚●❉s ❛♥❞ ❊●❉s✱ k✿ ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ 1✮ ④
✶✿ ✐❢ ✭Σ ✐s s❛❢❡✮ t❤❡♥
✷✿ r❡t✉r♥ tr✉❡❀
✸✿ ❡♥❞✐❢
✹✿ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❛s

s❡ts ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✮ C1✱ . . . ✱ Cn ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
k✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢ Σ❀

✺✿ ✐❢ ✭♥ ❂❂ ✵✮ t❤❡♥
✻✿ r❡t✉r♥ tr✉❡❀
✼✿ ❡♥❞✐❢
✽✿ ✐❢ ✭♥ ❂❂ ✶✮ t❤❡♥
✾✿ ✐❢ ✭C1 6= Σ✮ t❤❡♥
✶✵✿ r❡t✉r♥ ❝❤❡❝❦✭C1✱k✮❀
✶✶✿ ❡♥❞✐❢
✶✷✿ r❡t✉r♥ ❢❛❧s❡❀
✶✸✿ ❡♥❞✐❢
✶✹✿ ❢♦r ✐❂✶ t♦ ♥ ❞♦
✶✺✿ ✐❢ ✭♥♦t ❝❤❡❝❦✭Ci✱k✮✮ t❤❡♥
✶✻✿ r❡t✉r♥ ❢❛❧s❡❀
✶✼✿ ❡♥❞✐❢
✶✽✿ ❡♥❞❢♦r
✶✾✿ r❡t✉r♥ tr✉❡❀ ⑥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✐♥ ∀∀✲❚[·]✳

Cj ❜✉t ♥♦t t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② r♦✉♥❞✳ ■❢ Ci 6= Cj ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❛t❤ ❢r♦♠ Ci t♦
Cj✱ t❤❡♥ ❡✈❡r② ❛t♦♠ t❤❛t ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② s♦♠❡ α ∈ Ci ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♣②
♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s ❜② s♦♠❡ β ∈ Cj✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ♦♥❧②
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ♠❛♥② t✐♠❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ♦♥❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ♠❛♥② t✐♠❡s ✐♥
❡✈❡r② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♦♥❧②
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ♠❛♥② ❝❤❛s❡ st❡♣s✳ �

✻✳✼ ❆♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❆♣♣r♦❛❝❤

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛✐♠s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❡st ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✐♥ ∀∀✲❚[k]✳
❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ k✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠s ✐s ❝♦st❧② ❜❡❝❛✉s❡
✇❡ ♥❡❡❞ ◆P t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≺k,P ✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❛✈♦✐❞s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ k✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠s ✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■t r❡❧✐❡s
♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t❤❡ str♦♥❣❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❛❢❡t② ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡
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α3

α2 α1

α4 α5

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r ❊①❛♠♣❧❡ ✼✾✳

✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✮✳ ❇❡❢♦r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ k✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❝❤❡❝❦ ❢♦r
s❛❢❡t② ❛♥❞✱ ✇❤❡♥❡✈❡r s❛❢❡t② ❤♦❧❞s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
❝♦♥str❛✐♥t s❡t t❡r♠✐♥❛t❡s ❛♥❞ ♦♠✐t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ k✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠✳
❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ✐❞❡❛ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✼✽✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢r♦♠ Σ := {β} ❊①❛♠♣❧❡s ✸✼ ❛♥❞ ✹✵✱
✇❤❡r❡

β := ❘(x1, x2, x3), ❙(x2)→ ∃y ❘(x2, y, x1)✳

❆ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ t❡st ✐❢ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ❢❛❧❧s ✐♥t♦ s♦♠❡ ✭✜①❡❞✮ ❧❡✈❡❧ k ♦❢
t❤❡ ∀∀✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ k✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s s✉♣❡r✢✉♦✉s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡
❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s❛❢❡ ❛♥❞ ✐ts ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✐♥ ∀∀✲❚[k] tr✐✈✐❛❧❧②
❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛❢❡t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ♥♦t t❤❛t s✐♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✼✾✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σ′ = {α1, α2, α3}✱ ✇❤❡r❡

α1 := ❙✭x✮✱ ❊✭x✱y✮ → ❊✭y✱x✮✱
α2 := ❙✭x✮✱ ❊✭x✱y✮ → ∃z ❊✭y✱z✮ ❛♥❞
α3 := ∃x, y ❙(x), ❊(x, y)

❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✻✷ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② {α4, α5}✱ ✇❤❡r❡

α4 := ❊(x1, x2)→ ❚(x1, x2)✱
α5 := ❚(x1, x2), ❚(x2, x3)→ ❚(x1, x3)✱

❛♥❞ ❝❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σ′′✳



✼✷ ✻✳✼ ❆♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❆♣♣r♦❛❝❤

❆ss✉♠❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t Σ′′ ✐s ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞ ✭✐✳❡✳ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✐♥
∀∀✲❚[2]✮✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✻✷ t❤❛t Σ′′ ✐s ♥♦t s❛❢❡ ❜❡❝❛✉s❡ Σ′ ✐s ♥♦t✳
■♥ ❞✐r❡❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ t♦ ❊①❛♠♣❧❡ ✻✷ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥
s②st❡♠ ❢♦r Σ′′ ✐s ●✬✭Σ′′✮✿❂✭G′✱f✮✱ ✇❤❡r❡ G′ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ❛♥❞ f := {❊1✱
❊2✱ ❙1✱ ❚1✱ ❚2⑥✳
❚❤✐s 2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ④α1✱α2⑥ ❛♥❞
④α5⑥✳ ❋♦r ④α1✱α2⑥ ✇❡ ♠✉st ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts ♠✐♥✐♠❛❧ 2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s
♥♦t s❛❢❡✱ ❜✉t ❢♦r ④α5⑥ ✇❡ ❝❛♥ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❦♥♦✇
t❤❛t α5 ✐s s❛❢❡ ❛s ✐t ✐s ❛ ❢✉❧❧ ❚●❉ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡s✳

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ s❝❤❡♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❤❡❝❦✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✻✳✼✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✵✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ check t❡r♠✐♥❛t❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡❝✐❞❡s ♠❡♠❜❡rs❤✐♣
✐♥ t❤❡ ∀∀✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤②✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ❡①✐sts k′ ∈ [k] s✉❝❤ t❤❛t check(Σ, k′) r❡t✉r♥s tr✉❡
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Σ ∈ ∀∀✲❚[k]✳

Pr♦♦❢ ❙❦❡t❝❤✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡r♠✐♥❛t❡s ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ r❡❝✉rs✐✈❡ ❝❛❧❧s ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦♥
❝♦♥str❛✐♥t s❡ts ✇✐t❤ s✐③❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳ ❲❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞♦❡s ✐s tr②✐♥❣ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ k✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠s ❜② t❡st✐♥❣ ❢♦r
s❛❢❡♥❡ss✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✺ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦♥❧②
♣r♦♣❡rt② ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ ✐s t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ Σ′ ∈ part(Σ, k) t❤❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡s ✐♥
t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❈❚∀∀✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❛❢❡t② ❝❤❡❝❦s✳ �



❈❤❛♣t❡r ✼

❊①♣❧♦r✐♥❣ ❈❚∀∃

❙❡r❣✐♦✿ ✏❲❤❛t ✇♦✉❧❞ ❆❧❛♥ s❛②❄✑

❆❧✐❝❡✿ ✏❖❤✱ ❤❡✬❞ s❛② t❤❛t ❤❡ ❧✐❦❡s ❚❤❡♦r❡♠ ✽✼✳✑

❘✐❝❝❛r❞♦✿ ✏■✬♠ ❣❡tt✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r s❝❤♥✐t③❡❧✳✑

❈❚∀∃ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ❡✈❡r②
❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❧❛❝❦s ❛ s②st❡♠❛t✐❝ st✉❞② ♦❢ ❈❚∀∃

❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s s♦❧❡❧② ♦♥ ❈❚∀∀✳ ❲❡ ✜❧❧ t❤✐s ❣❛♣ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢r❛❣✲
♠❡♥ts ♦❢ ✐t✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst st✉❞② ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❤❛s❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❡♥s✉r❡ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧
❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❜✉t ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡✳
❇✉t ❤♦✇ ❝❛♥ ✇❡ s❛❢❡❧② ❛♣♣❧② t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛♥❞ ❜❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡
❢♦❧❧♦✇ t❡r♠✐♥❛t❡s❄ ❍♦✇ ❝❛♥ s✉❝❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❜❡ ❢♦✉♥❞❄ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ s❡❡♠s
t♦ ❜❡ q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡✳ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝❤❛s❡ ✐♥ ❛ ❜r❡❛❞t❤✲✜rst ♠❛♥♥❡r✶✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s q✉✐t❡
✐♥❡✣❝✐❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♥❡❡❞s ❛ ❧♦t ♦❢ r✉♥t✐♠❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛❧❧ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ✐t
❛❧s♦ ✉s❡s ❛ ❧♦t ♦❢ ♠❡♠♦r②✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r st✉❞② ♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt②✳ ❲❡ ❝❛♥♥♦t ♦♥❧② ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣
❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❜✉t ✇❡ ❝❛♥ st❛t✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐t✱ ✇❤✐❧❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦✉r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❤❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝❤❛s❡
✐♥ t❤❡ ❜r❡❛❞t❤✲✜rst✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞❡♣t❤✲✜rst ♠❛♥♥❡r✱ t❤✉s s❛✈✐♥❣ ♠✉❝❤ t✐♠❡
❛♥❞ s♣❛❝❡✳
❆s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❈❚∀∀✱ ❛s st❛t❡❞
❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ❜✉t t♦ ❈❚∀∃✳ ■t ✐s t❤❡ ❝♦r♥❡rst♦♥❡ ❢♦r ❛❧❧
❢✉rt❤❡r s❡q✉❡♥❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❤❛s❡✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤
❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ str❛t✐✜❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t s❡ts✳

✶❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❜r❡❛❞t❤✲✜rst ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ n = 1, 2, 3, ... ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② n ❛♥❞ ✇❡ ❛❜♦rt t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✇❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❛
t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✳

✼✸



✼✹ ✼✳✶ ❙tr❛t✐✜❝❛t✐♦♥

✼✳✶ ❙tr❛t✐✜❝❛t✐♦♥

■♥ ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❛ s②♥t❛❝t✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❝❛❧❧❡❞ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②✱
✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❈❚∀∀✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✳ ❆t t❤❡ t✐♠❡ ✇❡❛❦
❛❝②❝❧✐❝✐t② ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ✐t ❝♦♠♣r✐s❡❞ ❡✈❡r② ♦t❤❡r
❦♥♦✇♥ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛s❡✳ ■♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥
✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥t t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐♥t♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
s✉❜s❡ts t❤❛t ❛r❡ t❤❡♥ s❡♣❛r❛t❡❧② t❡st❡❞ ❢♦r ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❧✐ts t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐♥t♦ s✉❜s❡ts ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ♠❛②
❝②❝❧✐❝❛❧❧② ❝❛✉s❡ t♦ ✜r❡ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❢♦r
t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t s❤♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ ✐❢ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❤♦❧❞s ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s❡t ✐♥ t❤❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
❚❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ≺ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽✶✳ ✭s❡❡ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✮ ●✐✈❡♥ t✇♦ ❚●❉s ♦r ❊●❉s α, β ∈ Σ
✇❡ ❞❡✜♥❡ α ≺ β ✐✛ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ❛♥❞ a, b s✉❝❤ t❤❛t

✶✳ I 6|= α(a)✱

✷✳ I |= β(b)✱

✸✳ I
α,a
→ J ✱ ❛♥❞

✹✳ J 6|= β(b)✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ α ≺ β ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ α ✜r❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❝❛✉s❡ β t♦ ✜r❡ ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t β
❝♦✉❧❞ ♥♦t ✜r❡ ❜❡❢♦r❡✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❝✲str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ❛♥ ♦❜❧✐✈✐♦✉s
❜✉t ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝❤❛s❡ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s
❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✽✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❤❡r❡ c, d ∈ ∆✿

α := ❊(x1, x2)→ ∃y ❘(x2, y, c) ❛♥❞
β := ❘(x1, x2, d)→ ❊(x1, x2)✳

■t ❤♦❧❞s t❤❛t α 6≺ β ❜❡❝❛✉s❡ α ❝❛♥ ♦♥❧② ❝r❡❛t❡ ❛t♦♠s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t
c ✐♥ t❤❡✐r t❤✐r❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s β r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t d ✐♥ ✐ts ✜rst ♣♦s✐t✐♦♥✳
❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t β ≺ α ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ {❘(a, b, d)} ❛♥❞ t❤❡ t✉♣❧❡s
a = b = a, b✳ ❇❡s✐❞❡s✱ α 6≺ α ❛♥❞ β 6≺ β ❤♦❧❞✳
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❊1 ❘1

❊2 ❘2 ❘3∗

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ ❢♦r ❊①❛♠♣❧❡ ✽✹✳

❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❡♥ r❡❧✐❡s✱ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽✸✳ ✭s❡❡ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✮ ❚❤❡ ❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ G(Σ) = (Σ, E) ♦❢
❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts Σ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❡❞❣❡ (α, β) ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐✛
α ≺ β✳ ❲❡ ❝❛❧❧ Σ str❛t✐✜❡❞ ✐✛ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❡✈❡r② ❝②❝❧❡ ♦❢ G(Σ) ❛r❡ ✇❡❛❦❧②
❛❝②❝❧✐❝✳

❙tr❛t✐✜❝❛t✐♦♥ str✐❝t❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ✭s❡❡ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✮ ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ t❤❛t

✶✳ ✐❢ Σ ✐s ✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛❧s♦ str❛t✐✜❡❞ ❛♥❞

✷✳ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡ts t❤❛t ❛r❡ str❛t✐✜❡❞ ❜✉t ♥♦t ✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝ ✭❝❢✳ ❊①✲
❛♠♣❧❡ ✽✹✮✳

❊①❛♠♣❧❡ ✽✹✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t {α, β} ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✽✷✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t
≺= {(β, α)}✱ s♦ {α, β} ✐s str❛t✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ ♦❢ {α, β} ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝②❝❧❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❡❞❣❡✱ s♦ {α, β} ✐s ♥♦t ✇❡❛❦❧②
❛❝②❝❧✐❝✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ✐♥ ❝♦◆P ✇❤❡t❤❡r ❛ s❡t ♦❢
❝♦♥str❛✐♥ts ✐s str❛t✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❝❧❛✐♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡s✉❧t✿

❙t❛t❡♠❡♥t ✽✺✳ ✭❝❢✳ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✮ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ str❛t✐✜❡❞ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Q ∈ N[X] s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ❞❛t❛❜❛s❡
✐♥st❛♥❝❡ I✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Q(|dom(I)|)✳ ❚❤✉s✱
Σ ∈ ❈❚∀∀✳
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❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛s ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐s ♥♦t tr✉❡✳
P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✭❝❢✳ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✶✮ ❛❧r❡❛❞② ❡❛r❧✐❡r ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ r❡♣❡❛t ✐t ❤❡r❡ ❛❣❛✐♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✽✻✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✶ ❛❣❛✐♥✳ ❲❡ r❡♣❡❛t
✐t ❤❡r❡ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ❛s ✐t st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ s❡t
♦❢ ❚●❉s Σ = {α1, ..., α4}✱ ✇❤❡r❡

α1 := ❘(x1)→ ❙(x1, x1)✱
α2 := ❙(x1, x2)→ ∃z ❚(x2, z)✱
α3 := ❙(x1, x2)→ ❚(x1, x2), ❚(x2, x1) ❛♥❞
α4 := ❚(x1, x2), ❚(x1, x3), ❚(x3, x1)→ ❘(x2)✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ♥♦✇ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❡r♠✐♥❛t❡✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ {❘(a)} ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r α1, ..., α4, α1, ..., α4, ... ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❤❛s❡
s❡q✉❡♥❝❡ ❧♦♦❦ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

{❘(a)}
α1,a
−→ {❘(a), ❙(a, a)}
α2,a,a
−→ {❘(a), ❙(a, a), ❚(a, n1)}
α3,a,a
−→ {❘(a), ❙(a, a), ❚(a, n1), ❚(a, a)}
α4,a,n1,a
−→ {❘(a), ❙(a, a), ❚(a, n1), ❚(a, a), ❘(n1)}

α1,n1
−→ {❘(a), ❙(a, a), ❚(a, n1), ❚(a, a), ❘(n1), ❙(n1, n1)}
α2,n1,n1
−→ {❘(a), ❙(a, a), ❚(a, n1), ❚(a, a), ❘(n1), ❙(n1, n1), ❚(n1, n2)}

α3,n1,n1
−→ {❘(a), ❙(a, a), ❚(a, n1), ❚(a, a), ❘(n1), ❙(n1, n1), ❚(n1, n2), ❚(n1, n1)}

α4,n1,n2,n1
−→ {❘(a), ❙(a, a), ❚(a, n1), ❚(a, a), ❘(n1), ❙(n1, n1), ❚(n1, n2), ❚(n1, n1),

❘(n2)}✱
α1,n2
−→ ✳ ✳ ✳

✇❤❡r❡ n1, n2 ❛r❡ ❢r❡s❤ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❡❡♥ t❤❛t t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ✐s
✐♥✜♥✐t❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r Σ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❝②❝❧❡ ✐♥ ✐t ✐s
❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ❢✉❧❧ ❚●❉s ♦♥❧② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s
t❤❛t Σ ✐s str❛t✐✜❡❞✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❛t α2 6≺ α4 ❤♦❧❞s ❛ss✉♠❡ ❢♦r ❛ ♠♦♠❡♥t α2 ≺ α4✳ ❈❤♦♦s❡ ❛
❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ❛♥❞ a, b ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽✶✳ ❙❛②✱ a = c, d✱ ✇❤❡r❡ c
❛♥❞ d ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❝t✳ α2 ❝r❡❛t❡s ❛ ❢r❡s❤ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ♥✉❧❧ n1 ✐♥ ♦✉r ✐♥st❛♥❝❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ b = d, n1, e✱ ✇❤❡r❡ d, e ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❝t✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t T (d, e) ∈ I✱
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s I |= α2(a)✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳
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α1

α2

α3

α4

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❈❤❛s❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r ❊①❛♠♣❧❡ ✽✻✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✉♥❧✐❦❡ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②✱ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥s✉r❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❈❚∀∀✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ❛♥♦t❤❡r✱ ❡q✉❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ r❡s✉❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ str❛t✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ■❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s str❛t✐✜❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t
❡♥s✉r❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❈❚∀∀ ❜✉t ❈❚∀∃ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡✲
♦r❡♠✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ♥♦t st❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢
❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❜✉t ✐s ♦✉r ♦✇♥ ✜♥❞✐♥❣✳

❚❤❡♦r❡♠ ✽✼✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ str❛t✐✜❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Q ∈ N[X] s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I t❤❡r❡ ✐s ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣
❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤♦s❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Q(|dom(I)|)✳ ❚❤✉s✱ Σ ∈ ❈❚∀∃✳

❆s ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛❣❡s ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♠✐t
✐ts ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ❤❡r❡ ❛♥❞ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❚❤❡♦r❡♠ ✽✾✳ ❚❤❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛t❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ♦❢ ✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t s❡ts✳

❇✉t ❤♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ✉s❡ t❤✐s r❡s✉❧t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡❄ ❚❤❡ ✜rst ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝❤❛s❡
✐♥ ❛ ❜r❡❛❞t❤✲✜rst ♠❛♥♥❡r✱ ✐✳❡✳ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ tr❡❡ ✇❤♦s❡ r♦♦t ✐s t❤❡ st❛rt ✐♥st❛♥❝❡✱
✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦♥❡ ❝❤❛s❡ st❡♣ ♦♥ t❤❡ st❛rt ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞
t❤❡ tr❡❡ ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ ❛ ❜r❡❛❞t❤✲✜rst ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛
t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ ✐t✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ✐s r❛t❤❡r
✐♥❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ s♦♠❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♠❛♥② ❝♦♥str❛✐♥ts
✈✐♦❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ♠❛② ❜❡ ❤✐❣❤✳
❆s ✐t t✉r♥s ♦✉t✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r s✐t✉❛t✐♦♥ ❤❡r❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❝❤❛s❡
❣r❛♣❤ t♦ st❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
❡♥s✉r❡ ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✽✽✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σ ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✽✻ ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡
✐♥st❛♥❝❡ {❘(a), ❚(b, b)}✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t t❡r♠✐♥❛t❡s✳

{❘(a), ❚(b, b)}



✼✽ ✼✳✶ ❙tr❛t✐✜❝❛t✐♦♥

α1,a
−→ {❘(a), ❚(b, b), ❙(a, a)}
α3,a,a
−→ {❘(a), ❚(b, b), ❙(a, a), ❚(a, a)}
α4,b,b,b
−→ {❘(a), ❚(b, b), ❙(a, a), ❚(a, a), ❘(b)}
α1,b
−→ {❘(a), ❚(b, b), ❙(a, a), ❚(a, a), ❘(b), ❙(b, b)}

■t ❤♦❧❞s t❤❛t {❘(a), ❚(b, b), ❙(a, a), ❚(a, a), ❘(b), ❙(b, b)} |= Σ✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛
t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❜② ✜rst ❝❤❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❝②❝❧❡ ❛♥❞
❛❢t❡r t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ✜♥✐s❤❡❞✱ ✇❡ ✭♣♦ss✐❜❧②✮ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ α2✱
✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❤❡r❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s str❛t❡❣② ❛❧✇❛②s ❧❡❛❞s t♦
✜♥✐t❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡s✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥st❛♥❝❡✳

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✽✾✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■❢ ❢♦r ❡✈❡r② str♦♥❣❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t Σ′ ♦❢ G(Σ) ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t Σ′ ∈ ❈❚∀∃ ❛♥❞ ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡
❝❛♥ ❜❡ st❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ t❤❡♥ Σ ∈ ❈❚∀∃ ❛♥❞ ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡
❝❛♥ ❜❡ st❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t t❤❡ ❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ G(Σ) = (Σ, E) ❜❡ ❣✐✈❡♥✳ ❲❡ ✇r✐t❡ α ∼ β ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ α ❛♥❞ β ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝②❝❧❡ ✐♥ G(Σ) ♦r α = β✳ ◆♦t❡ t❤❛t ∼ ✐s ❛♥
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✳
▲❡t Σ/ ∼= {W1, ...,Wn} ❛♥❞ E

′ := { (Wi,Wj) | i, j ∈ [n], i 6= j, t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ αi ∈
Wi, βj ∈ Wj s✉❝❤ t❤❛t αi ≺ βj }✳ ▲❡t W ′

1, ...,W
′
n ❜❡ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♦rt✐♥❣ ♦❢

(Σ/ ∼, E ′)✳ ◆♦t❡ t❤❛t W ′
1, ...,W

′
n ❛r❡ t❤❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡

❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t s❡ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛♥② ❝②❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛s❡
❣r❛♣❤✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡ts✳ ▲❡t I0 ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ▲❡t Ii ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ Ii−1 ❜② ❝❤❛s✐♥❣ ✇✐t❤ W ′

i ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❝❤❛s❡ str❛t❡❣② ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡s ❢♦r ❡✈❡r② i ∈ [n]✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t I2 |= W ′

1✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ α ∈ W ′

1✱ β ∈ W ′
2 ❛♥❞ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I s✉❝❤ t❤❛t

I |= α✱ ❜✉t I
β,b
−→ J 6|= α✳ ❇✉t t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s β ≺ α ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s W ′

2 ♠✉st ❝♦♠❡
❜❡❢♦r❡ W ′

1 ✐♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♦rt✐♥❣ ♦❢ (Σ/ ∼, E ′)✳ ❯s✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ n ✐t ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ t❤❛t In |= Σ✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t W ′

1, ...,W
′
n ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ Σ✳ �

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s❛❢❡❧② ❛♣♣❧② t❤❡ ❝❤❛s❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ t❡r♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲❡ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞
♦❢ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❜r❡❛❞t❤✲✜rst ❝❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❝❤❛s❡ r❡s✉❧t✳



✼✾ ✼✳✷ ❚❤❡ ∀∃✲❚✲❍✐❡r❛r❝❤②

✼✳✷ ❚❤❡ ∀∃✲❚✲❍✐❡r❛r❝❤②

❲❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉r st✉❞② ♦❢ ❈❚∀∃ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♦✉r ✐❞❡❛s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ∀∀✲❚✲
❤✐❡r❛r❝❤② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻ ✇✐t❤ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✱ t❤✉s ❝r❡❛t✐♥❣ ♠✉❝❤
❧❛r❣❡r ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❈❚∀∃ t❤❛♥ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡✣✲
❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤✐s ❤✐❡r❛r❝❤②✳

❲❡ t❛❦❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ✐❞❡❛ t♦ ❞♦ t❤❛t ✐♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ s♦♠❡ ❧❛r❣❡r ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ❈❚∀∀ ❧✐❦❡ s❛❢❡t② ♦r s♦♠❡ ❧❡✈❡❧
♦❢ t❤❡ ∀∀✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❚❤✐s ❝r❡❛t❡s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ❈❚∀∃ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦♦❢
♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✽✼ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❜✉t s♦❧❡❧② ♦♥ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ✐s ❛ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ❈❚∀∀✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
s✉❝❤ ❛ ❝❧❛ss ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾✵✳ ▲❡t k ≥ 2✳ ❆ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts Σ ✐s ✐♥ ∀∃✲❚[k] ✐✛ ❡✈❡r② str♦♥❣❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ G(Σ) ✐s ✐♥ ∀∀✲❚[k]✳

❆s ❛ ✜rst ♣r♦♣❡rt② ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ❤✐❡r❛r❝❤② ✐s str✐❝t✳

❊①❛♠♣❧❡ ✾✶✳ ✭❝❢✳ t♦ ❊①❛♠♣❧❡ ✼✸✮ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✼✸ t❤❛t t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σk := {αk}✱ ✇❤❡r❡

αk := ❙(xk), ❘k(x1, ..., xk)→ ∃y ❘k(y, x1, ..., xk−1)

✐s ✐♥ ∀∀✲❚[k + 1]\∀∀✲❚[k]✳ ❆s ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❛t αk+1 ≺ αk+1✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❛t Σ ∈ ∀∃✲❚[k + 1]\∀∃✲❚[k]✳

❆s ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r② ✐s ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✾✷✳ ✭t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✽✾✮ ▲❡t k ≥ 2 ❛♥❞ Σ ∈ ∀∃✲❚[k] ❜❡ ❛ ✜①❡❞ s❡t
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Q ∈ N[X] s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r②
❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Q(|dom(I)|)✳
❚❤✉s✱ Σ ∈ ❈❚∀∃✳

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✬s ✉s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♥♦✇ t♦ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳

❊①❛♠♣❧❡ ✾✸✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✶ ❛❣❛✐♥ ❛♥❞
❝♦♠❜✐♥❡ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✺✶ ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢✉❧❧ ❚●❉✳
❲❡ r❡♣❡❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❤❡r❡ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✳ ▲❡t Σ ❜❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t
♦❢ ❚●❉s✿



✽✵ ✼✳✷ ❚❤❡ ∀∃✲❚✲❍✐❡r❛r❝❤②

α1 := ❘(x1)→ ❙(x1, x1)✱
α2 := ❙(x1, x2)→ ∃z ❚(x2, z)✱
α3 := ❙(x1, x2)→ ❚(x1, x2), ❚(x2, x1)✱
α4 := ❚(x1, x2), ❚(x1, x3), ❚(x3, x1)→ ❘(x2)✱
α5 := ❚(x1, x2)→ ❊(x1, x2)✱
α6 := ❯(x1), ❊(x1, x2)→ ❊(x2, x1) ❛♥❞
α7 := ❯(x1), ❊(x1, x2)→ ∃y ❊(x2, y), ❊(y, x1).

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t Σ ∈ ❈❚∀∃ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝❛♥ ✜rst ❛♣♣❧② ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡
t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts {α1, ..., α4} ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❛❢t❡r✇❛r❞s ❛r❜✐tr❛r✐❧②✳ ❆❢t❡r ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② st❡♣s t❤✐s ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐❧❧ t❡r♠✐♥❛t❡✳

❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t t♦ s❡❡ ✐s t❤❛t ♥♦ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛s❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ s♦ ❢❛r r❡❝♦❣♥✐③❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r Σ✳ ❖♥
t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ Σ ✐s ♥♦t ✐♥ ❛♥② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ∀∀✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤② ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r {α1, ..., α4}
t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✭❝❢✳ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✶✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ Σ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♥♦t ❜❡ str❛t✐✜❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t {α6, α7} ✐s ♥♦t ✇❡❛❦❧②
❛❝②❝❧✐❝ ✭❝❢✳ ❊①❛♠♣❧❡ ✺✶✮✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t Σ ∈ ∀∃✲❚[2]✳ ❚❤❡ ❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳
❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧② {α1, α3, α4}
❛♥❞ {α6, α7}✳ ❆s ❜♦t❤ ❛r❡ ✐♥ ∀∀✲❚[2]✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t Σ ∈ ∀∃✲❚[2]✳

▲✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ♠✉st
❜❡ ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❜✉t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ s✉❝❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ st❛t✐❝❛❧❧②
❢r♦♠ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤✳ ❲❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤

✶✳ {α1, α3, α4} ✉♥t✐❧ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱

✷✳ t❤❡♥ t❛❦❡ α2 ❛♥❞ ❛♣♣❧② ✐t ✉♥t✐❧ ✐t ✐s s❛t✐s✜❡❞✱

✸✳ ❛❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ❞♦ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛s❡ st❡♣ ✇✐t❤ α5 ❛♥❞

✹✳ ✜♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t {α6, α7}✳

❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✜♥✐t❡✳

❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s ✉s t❤❛t ❛ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ ✈✐❛ t❤❡ ∀∀✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤② ❧❡❛❞s t♦ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❡r♠✐♥❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❆s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠
✽✾ ✇❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❛♥



✽✶ ✼✳✷ ❚❤❡ ∀∃✲❚✲❍✐❡r❛r❝❤②

α1

α2

α3

α4 α5 α6

α7

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❈❤❛s❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r ❊①❛♠♣❧❡ ✾✸✳

α1 α2

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❈❤❛s❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r ❊①❛♠♣❧❡ ✾✺✳

❛❧✇❛②s ❜❡ st❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✾✹✳ ✭t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✽✾✮ ▲❡t k ≥ 2 ❛♥❞ Σ ❜❡ ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥
∀∃✲❚[k] ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡
❢♦r I ❛♥❞ Σ ❝❛♥ ❜❡ st❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞✳

❆s ❛ ❝❧♦s✐♥❣ r❡♠❛r❦ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ∀∃✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤② ✐s ❛ ♣r♦♣❡r s✉❜s❡t
♦❢ ❈❚∀∃✳ ❲❡ ❧❡❛✈❡ ✇❡❛❦❡r ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❈❚∀∃ ❛s ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r
❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳

❊①❛♠♣❧❡ ✾✺✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts Σ := {α1, α2}✱ ✇❤❡r❡

α1 := ❘(x1, x2, x3), ❙(x2)→ ∃y ❘(x2, y, x1), ❙(y) ❛♥❞
α2 := ❘(x1, x2, x3), ❙(x2)→ ❘(x2, x3, x1), ❙(x3)✳

●✐✈❡♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✜♥✐t❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t α2

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛s❡✳ ❚❤✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❧❡❛❞s ♦♥❧② t♦ ✜♥✐t❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❜❡❝❛✉s❡ α2

✐s ❛ ❢✉❧❧ ❚●❉✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ α1 ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t {α2} |= α1✳
❚❤❡ ❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r Σ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✳ ■t s❤♦✇s t❤❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t {α1, α2}✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥ ❛♥② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ T ✲❤✐❡r❛r❝❤② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t α1 ❤❛s ❛ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ {❘(a, b, c),
❙(b)}✳ ❚❤✉s✱ Σ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥ ❛♥② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ∀∃✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤②✳



✽✷ ✼✳✸ ❆ ▼♦r❡ ❊✣❝✐❡♥t ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ ❚❡st

∀∃✲❝❤❡❝❦✭Σ✿ ❙❡t ♦❢ ❚●❉s ❛♥❞ ❊●❉s✱ k✿ ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ 1✮ ④
✶✿ ✐❢ ✭Σ ✐s s❛❢❡✮ t❤❡♥
✷✿ r❡t✉r♥ tr✉❡❀
✸✿ ❡♥❞✐❢
✹✿ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❛s

s❡ts ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✮ C1✱ . . . ✱ Cn ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡
❣r❛♣❤ ♦❢ Σ❀

✺✿ ❢♦r ✐❂✶ t♦ ♥ ❞♦
✻✿ ✐❢ ✭♥♦t ❝❤❡❝❦✭Ci✱k✮✮ t❤❡♥
✼✿ r❡t✉r♥ ❢❛❧s❡❀
✽✿ ❡♥❞✐❢
✾✿ ❡♥❞❢♦r
✶✵✿ r❡t✉r♥ tr✉❡❀ ⑥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ∀∃✲❝❤❡❝❦ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✐♥ ∀∃✲❚[·]✳

✼✳✸ ❆ ▼♦r❡ ❊✣❝✐❡♥t ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ ❚❡st

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛✐♠s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❡st ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✐♥ ∀∃✲❚[k]✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❜❛s❡ s✉❝❤ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✼✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ k✲
r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠s ✐s ❝♦st❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ♥❡❡❞ ◆♣ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s
≺ ❛♥❞ ≺k,P ✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ tr② t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤s
❛♥❞ k✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠s ✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲✐❦❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✼ ✇❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t
t❤❡ str♦♥❣❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❛❢❡t② ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✮✳
❇❡❢♦r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ ♦r k✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❝❤❡❝❦ ❢♦r
s❛❢❡t② ❛♥❞✱ ✇❤❡♥❡✈❡r s❛❢❡t② ❤♦❧❞s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
❝♦♥str❛✐♥t s❡t t❡r♠✐♥❛t❡s ❛♥❞ ♦♠✐t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ ♦r k✲
r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ✐❞❡❛ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✾✻✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢r♦♠ Σ := {β} ❊①❛♠♣❧❡s ✸✼ ❛♥❞ ✹✵✱
✇❤❡r❡

β := ❘(x1, x2, x3), ❙(x2)→ ∃y ❘(x2, y, x1)✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ t❡st ✐❢ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ❢❛❧❧s ✐♥t♦ s♦♠❡ ✭✜①❡❞✮ ❧❡✈❡❧ k ♦❢
t❤❡ ∀∃✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ ✐s s✉♣❡r✢✉♦✉s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛❧r❡❛❞②
❦♥♦✇ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s❛❢❡ ❛♥❞ ✐ts ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✐♥ ∀∃✲❚[k] tr✐✈✐❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇s
❢r♦♠ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛❢❡t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t t❤❛t s✐♠♣❧❡ ❛s t❤❡ ♥❡①t ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s✳



✽✸ ✼✳✸ ❆ ▼♦r❡ ❊✣❝✐❡♥t ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ ❚❡st

❊①❛♠♣❧❡ ✾✼✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σ′ = {α1, ..., α4} ❢r♦♠
❊①❛♠♣❧❡s ✽✷ ❛♥❞ ✽✻ ❛❣❛✐♥✱ ✇❤❡r❡

α1 := ❘(x1)→ ❙(x1, x1)✱
α2 := ❙(x1, x2)→ ∃z ❚(x2, z)✱
α3 := ❙(x1, x2)→ ❚(x1, x2), ❚(x2, x1) ❛♥❞
α4 := ❚(x1, x2), ❚(x1, x3), ❚(x3, x1)→ ❘(x2)✳

❙❛② t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r Σ ∈ ∀∃✲❚[k]✳ ■ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❤❛s❡
❣r❛♣❤ ✐s C := {α1, α3, α4}✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ∀∃✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t C
♠✉st ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✈✐❛ k✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠s ❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②
❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ C ❝♦♥s✐sts ♦♥❧② ♦❢ ❢✉❧❧ ❚●❉s ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s❛❢❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥
❛✈♦✐❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ k✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r C✳

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ s❝❤❡♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ∀∃✲❝❤❡❝❦✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✽✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ∀∃✲❝❤❡❝❦ t❡r♠✐♥❛t❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡❝✐❞❡s ♠❡♠✲
❜❡rs❤✐♣ ✐♥ t❤❡ ∀∃✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤②✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ❡①✐sts k′ ∈ [k] s✉❝❤ t❤❛t ∀∃✲❝❤❡❝❦(Σ, k′)
r❡t✉r♥s tr✉❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Σ ∈ ∀∃✲❚[k]✳

Pr♦♦❢ ❙❦❡t❝❤✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡r♠✐♥❛t❡s ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ r❡❝✉rs✐✈❡ ❝❛❧❧s ❛r❡ ♠❛❞❡
♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t s❡ts ✇✐t❤ ❛ s✐③❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳ ❲❤❛t t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ✐s tr②✐♥❣ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ k✲r❡str✐❝t✐♦♥
s②st❡♠s ❜② t❡st✐♥❣ ❢♦r s❛❢❡t②✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✼✼ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠
✽✾ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦♥❧② ♣r♦♣❡rt② ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ ✐s t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ t❤❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❈❚∀∃✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❛❢❡t② ❝❤❡❝❦s✳ �





❈❤❛♣t❡r ✽

❉❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❈❤❛s❡

❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❘✐❝❝❛r❞♦✿ ✏■s t❤❡r❡ ♥♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❛❧❧ t❤✐s t❤❡♦r②❄✑

❆❧✐❝❡✿ ✏❖❢ ❝♦✉rs❡✳ ❘✉♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ♠♦♥✐t♦r ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s✳✑

❙❡r❣✐♦✿ ✏■❢ ♥♦t❤✐♥❣ ❜❛❞ ❤❛♣♣❡♥s✱ t❤❡♥ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✐s ✜♥❡✳✑

✽✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❡✈❡r②
❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r✲
♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σ ❛♥❞ ❛ ✜①❡❞ ✐♥st❛♥❝❡ I✱ ❞♦❡s t❤❡ ❝❤❛s❡
✇✐t❤ Σ t❡r♠✐♥❛t❡ ♦♥ I❄ ❇② t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ♥♦t
❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ s♦ ✇❡ st❛rt ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦✳ ▲❡t
✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr❛✈❡❧ ❛❣❡♥❝② ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✱ ✇❤❡r❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❤❛s❆✐r♣♦rt
❝♦♥t❛✐♥s ❝✐t✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛♥ ❛✐r♣♦rt ❛♥❞ ❢❧② ✭r❛✐❧✮ st♦r❡s ✢✐❣❤t ✭r❛✐❧✮ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❝✐t✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐st✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❝❤❡♠❛✱ ❝♦♥str❛✐♥ts
{α1, α2, α3} ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♣❡❝✐✜❡❞✱ ❡✳❣✳ α3 ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ ❛ss❡rt t❤❛t ❢♦r
❡❛❝❤ ❝✐t② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✈✐❛ ♣❧❛♥❡✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ◆♦✇
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② q1 ❜❡❧♦✇✳

q1✿ r❢(x2)← r❛✐❧(c1, x1, y1), ❢❧②(x1, x2, y2)

❚❤❡ q✉❡r② s❡❧❡❝ts ❛❧❧ ❝✐t✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❢r♦♠ c1 t❤r♦✉❣❤ r❛✐❧✲❛♥❞✲✢②✳ ❆s✲
s✉♠❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ st②❧❡ ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ q1
✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts Σ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛s❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ q1 ❛s ❞❛t❛❜❛s❡
✐♥st❛♥❝❡ I := {r❛✐❧(c1, x1, y1), ❢❧②(x1, x2, y2)}✱ ✇❤❡r❡ c1 ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡ xi✱
yi ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t α3 ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ♦♥ I✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✢✐❣❤t t♦
❝✐t② x2 ❜✉t ♥♦ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✢✐❣❤t ❢r♦♠ x2✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❞❞s ❛ ♥❡✇ t✉♣❧❡ t1 :=
❢❧②(x2, x3, y3) t♦ I✱ ✇❤❡r❡ x3✱ y3 ❛r❡ ❢r❡s❤ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥st❛♥❝❡ I ′ := I ∪ {t1}✱ α3 ✐s ❛❣❛✐♥ ✈✐♦❧❛t❡❞ ✭t❤✐s t✐♠❡ ❢♦r x3✮ ❛♥❞ ✐♥ s✉❜s❡q✉❡♥t

✽✺
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❙❛♠♣❧❡ ❙❝❤❡♠❛✿ ❤❛s❆✐r♣♦rt(❝❴✐❞)
❢❧②(❝❴✐❞✶, ❝❴✐❞✷, ❞✐st)
r❛✐❧(❝❴✐❞✶, ❝❴✐❞✷, ❞✐st)

❈♦♥str❛✐♥t ❙❡t✿ Σ = {α1, α2, α3}✱ ✇❤❡r❡

α1 : ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✢✐❣❤t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝✐t✐❡s✱
❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛✐r♣♦rt✿
❢❧②(c1, c2, d)→ ❤❛s❆✐r♣♦rt(c1), ❤❛s❆✐r♣♦rt(c2)

α2 : ❘❛✐❧✲❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧✿
r❛✐❧(c1, c2, d)→ r❛✐❧(c2, c1, d)

α3 : ❊❛❝❤ ❝✐t② t❤❛t ✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✈✐❛ ♣❧❛♥❡ ❤❛s ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✢✐❣❤t s❝❤❡❞✉❧❡❞✿
❢❧②(c1, c2, d)→ ∃c3, d

′ ❢❧②(c2, c3, d
′)

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ❙❛♠♣❧❡ ❞❛t❛❜❛s❡ s❝❤❡♠❛ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

st❡♣s t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❞❞s ❢❧②(x3, x4, y4)✱ ❢❧②(x4, x5, y5)✱ ❢❧②(x5, x6, y6)✱ . . . ✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱
✐t ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r t❡r♠✐♥❛t❡ ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✳
❘❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ♥♦t r✐s❦ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ s♦ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ q✉❡r✐❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡
q✉❡r✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡s✳✶ ❚❛❝❦❧✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t♦ st✉❞② s✉✣❝✐❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✐♥st❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ♥♦ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛♣♣❧②✳ ❲❡
✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ s✉❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r q✉❡r② q2 ❜❡❧♦✇✱ ✇❤✐❝❤ s❡❧❡❝ts
❛❧❧ ❝✐t✐❡s x2 t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❢r♦♠ c1 ✈✐❛ r❛✐❧✲❛♥❞✲✢② ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s♣♦rt
r♦✉t❡ ❧❡❛❞s ❜❛❝❦ ❢r♦♠ x2 t♦ c1 ✭c1 ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ xi✱ yi ❛r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳

q2✿ r❢❢r(x2)← r❛✐❧(c1, x1, y1), ❢❧②(x1, x2, y2), ❢❧②(x2, x1, y2),
r❛✐❧(x1, c1, y1)

◗✉❡r② q2 ✈✐♦❧❛t❡s ♦♥❧② α1✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡s ❢♦r t❤✐s
q✉❡r② ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠s q2 ✐♥t♦ q

′
2✿

q′2✿ r❢❢r(x2)← r❛✐❧(c1, x1, y1), ❢❧②(x1, x2, y2), ❢❧②(x2, x1, y2),
r❛✐❧(x1, c1, y1), ❤❛s❆✐r♣♦rt(x1), ❤❛s❆✐r♣♦rt(x2)

✶◆♦t❡ t❤❛t q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❤❛s❡ r❡s✉❧t ❜✉t ✐♥
❣❡♥❡r❛❧ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✜♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t q✉❡r② ✐♥ t❤❡ st②❧❡ ♦❢ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✻❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳
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❤❛s❆✐r♣♦rt1 ❢❧②1

❢❧②2

❢❧②3

r❛✐❧1

r❛✐❧2

r❛✐❧3

∗

∗

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ ❢♦r Σ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✳

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ q✉❡r② q′2 s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ✐s ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣❧❛♥
❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✿ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡
q✉❡r②✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣❧❛♥ ❢♦r♠s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r
✜♥❞✐♥❣ s♠❛❧❧❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t q✉❡r✐❡s ✭✉♥❞❡r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✮ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣
❛♥② s✉❜q✉❡r② ♦❢ q′2 ❛♥❞ t❡st✐♥❣ ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛s❡❞ t♦ ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝❛❧ ❝♦♣② ♦❢
q′2✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ q✉❡r✐❡s ❛r❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ q2✳

q′′2 ✿ r❢❢r(x2)← r❛✐❧(c1, x1, y1), ❢❧②(x1, x2, y2), ❢❧②(x2, x1, y2)
q′′′2 ✿ r❢❢r(x2)← ❤❛s❆✐r♣♦rt(x1), r❛✐❧(c1, x1, y1), ❢❧②(x1, x2, y2),

❢❧②(x2, x1, y2)

❚❤✉s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ q2 ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ q′′2 ♦r q′′′2 ✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ✇❡❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥t✿ ✐♥ ❜♦t❤ q′′2 ❛♥❞ q′′′2 t❤❡ ❥♦✐♥ ✇✐t❤ r❛✐❧(x1, c1, y1) ❤❛s ❜❡❡♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞❀ ♠♦r❡✲
♦✈❡r✱ ✐❢ ❤❛s❆✐r♣♦rt ✐s ❞✉♣❧✐❝❛t❡✲❢r❡❡✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❥♦✐♥ ♦❢ r❛✐❧ ✇✐t❤ ❤❛s❆✐r♣♦rt

✐♥ q′′′2 ♠❛② s❡r✈❡ ❛s ❛ ✜❧t❡r t❤❛t ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ s♣❡❡❞s
✉♣ q✉❡r② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❥♦✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❙◗❖ ✭❝❢✳ ❬❑✐♥❣✱
✶✾✽✻❪✮✳ ❯❧t✐♠❛t❡❧②✱ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❢♦r q2 ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t q′′2 ❛♥❞ q′′′2 ✱ s♦ ✐t
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ✉s
t♦ ❝❤❛s❡ q2 ✭❛♥❞ q

′′
2 ✱ q

′′′
2 ✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s

❝❤❛♣t❡r✳



✽✽ ✽✳✷ ❖♥ ❈❚I,∀ ❛♥❞ ❈❚I,∃

✽✳✷ ❖♥ ❈❚I,∀ ❛♥❞ ❈❚I,∃

❲❡ ✇❛♥t t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❈❚I,∀ ❛♥❞ ❈❚I,∃ ❝❛♥♥♦t ❛❧✇❛②s
❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡s ♦♥ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ s✉❜✐♥st❛♥❝❡s
❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
❢♦r t❤❡ ❈❤❛s❡ ✫ ❇❛❝❦❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮ ❛s t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❡①❛♠♣❧❡
❞❡♠♦♥str❛t❡s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✾✾✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts

Σ := {❊(x, y)→ ∃z ❊(x, z), ❊(z, y)}

❛♥❞ t❤❡ t✇♦ q✉❡r✐❡s

q1()← ❊(x, y), ❊(y, x), ❊(x, x), ❊(y, y) ❛♥❞
q2()← ❊(x, y), ❊(y, x)✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t body(q1) |= Σ ❛♥❞ t❤❛t q2 ✐s ❛ s✉❜q✉❡r② ♦❢ q1✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡
❈❤❛s❡ ✫ ❇❛❝❦❝❤❛s❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣❧❛♥ q1 ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s✉❜q✉❡r② q2 ✐s
s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❝❤❛s❡ ♣❤❛s❡ t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ❢♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t♦ q1✳ ❙♦✱ t❤❡ ✜rst
st❡♣ ✐s t♦ ❝❤❛s❡ body(q2) ✇✐t❤ Σ✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♥♦ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ body(q2)
❛♥❞ Σ t❡r♠✐♥❛t❡s✳

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ ❛ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ❈❚I,∀ ♦r ❈❚I,∃ ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❢♦r ❛ q✉❡r②✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❜q✉❡r②
❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥♦ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ t❡r♠✐♥❛t❡s ❛t ❛❧❧✱ s♦ t❤❡ ❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤
♠✉st ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❢❛✐❧✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦♥❧② ❞❛t❛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥
❛❧✇❛②s ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❈❤❛s❡ ✫ ❇❛❝❦❝❤❛s❡ ❜✉t ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢❛✐❧ ❛s s❤♦✇♥ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❆❧t❤♦✉❣❤✱ t❤❡ ❈❤❛s❡ ✫ ❇❛❝❦❝❤❛s❡ ❝❛♥♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ❛ ❜❧❛❝❦❜♦① ✐♥
t❤❡ ❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s❝❡♥❛r✐♦ ✇❡ ❝❛♥ s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐❢② ✐t s✉❝❤ t❤❛t ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧ts✱ ✐✳❡✳ ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t q✉❡r✐❡s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝❤❛s❡ t❤❡ q✉❡r② ❛s
✉s✉❛❧ ✐♥ t❤❡ ❈❤❛s❡ ✫ ❇❛❝❦❝❤❛s❡✱ ❜✉t t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❜❛❝❦❝❤❛s❡ ♣❤❛s❡ ♦♥❧② t♦ t❤♦s❡
s✉❜q✉❡r✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳
■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ s✉r❡❧② ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ q✉❡r②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♠❛② ♥♦t ❜❡
♠✐♥✐♠❛❧✳
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❖✉r ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❛ st❛t✐❝ ♦♥❡✳ ■t r❡❧✐❡s
♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s t❡r♠✐♥❛t❡ ♦♥ ✐♥st❛♥❝❡ I ✐❢ t❤❡ s✉❜s❡t
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ♠✐❣❤t ✜r❡ ✇❤❡♥ ❝❤❛s✐♥❣ I ✇✐t❤ Σ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢
t❤❡ ∀∀✲❚✲❤✐❡r❛r❝❤②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✵✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t α ∈ Σ (I,Σ)✲✐rr❡❧❡✈❛♥t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡
✐s ♥♦ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ s✉❝❤ t❤❛t α ❝❛♥ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✜r❡✱ ✐✳❡✳ ♥♦ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡

❢♦r♠ I
α1,a1
−→ · · ·

α,a
−→ . . . ✳

❲❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ♦✉r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶✵✶✳

▲❡♠♠❛ ✶✵✶✳ ▲❡t k ≥ 2 ❛♥❞ Σ′ ⊆ Σ s✳t✳ Σ \ Σ′ ✐s ❛ s❡t ♦❢ (I,Σ)✲✐rr❡❧❡✈❛♥t
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■❢ Σ′ ∈ T [k]✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ Σ t❡r♠✐♥❛t❡s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ I✳

Pr♦♦❢ ❙❦❡t❝❤✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t Σ′ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ♠❛② ✜r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ I ❛♥❞ Σ✳ IΣ

′

✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ IΣ
′

= IΣ✳ �

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✐♥t ✐s t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ (I,Σ)✲✐rr❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥✲
str❛✐♥ts✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ❝❤❡❝❦✐♥❣ (I,Σ)✲✐rr❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐s ❛♥ ✉♥❞❡✲
❝✐❞❛❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✷✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ α ∈ Σ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❛♥❞ I ❛♥
✐♥st❛♥❝❡✳ ■t ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐❢ α ✐s (I,Σ)✲✐rr❡❧❡✈❛♥t✳

Pr♦♦❢ ❙❦❡t❝❤✳ ■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✿ ❣✐✈❡♥
❛ ❚✉r✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡ M ❛♥❞ ❛♥❞ ❛ st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ M ✱ ❞♦❡s
M r❡❛❝❤ t ✭❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡♠♣t② str✐♥❣ ❛s ✐♥♣✉t✮❄ ❋r♦♠ (M, t)✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s❡t
♦❢ ❚●❉s ❛♥❞ ❊●❉s ΣM ❛♥❞ ❛ ❚●❉ αt ∈ ΣM s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❤♦❧❞s✿ M r❡❛❝❤❡s t ✭❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡♠♣t② str✐♥❣ ❛s ✐♥♣✉t✮ ⇔ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡
✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ ΣM ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❡♠♣t② ✐♥st❛♥❝❡ s✉❝❤ t❤❛t
αt ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✜r❡✳
❖✉r r❡❞✉❝t✐♦♥ ✉s❡s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✐♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✽❪✳ ❚♦ ❜❡ s❡❧❢✲❝♦♥t❛✐♥❡❞✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ ✐t ❤❡r❡ ❛❣❛✐♥✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❝♦♥✲
s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✿

• ❚(x, a, y) t❛♣❡ ✏❤♦r✐③♦♥t❛❧✑ ❡❞❣❡ ❢r♦♠ x t♦ y ✇✐t❤ s②♠❜♦❧ a✱

• ❍(x, s, y) ❤❡❛❞ ✏❤♦r✐③♦♥t❛❧✑ ❡❞❣❡ ❢r♦♠ x t♦ y ✇✐t❤ st❛t❡ s✱

• ▲(x, y) ❧❡❢t ✏✈❡rt✐❝❛❧✑ ❡❞❣❡✱
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• ❘(x, y) r✐❣❤t ✏✈❡rt✐❝❛❧✑ ❡❞❣❡✱

• ❆δ(x), ❇δ(x) ❢♦r ❡✈❡r② st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ✱

• ♦♥❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❡✈❡r② t❛♣❡ s②♠❜♦❧✱

• ♦♥❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❡✈❡r② ❤❡❛❞ st❛t❡✱

• t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝♦♥st❛♥t B ♠❛r❦✐♥❣ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❛♣❡✱ ❛♥❞

• � t♦ ❞❡♥♦t❡ ❛♥ ❡♠♣t② t❛♣❡ ❝❡❧❧✳

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ΣM ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

✶✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✿

∃w, x, y, z ❚(w,B, x), ❚(x,�, y), ❍(x, s0, y), ❚(y, E, z)✱

✇❤❡r❡ � ✐s t❤❡ ❜❧❛♥❦ s②♠❜♦❧ ❛♥❞ s0 ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✭❜♦t❤ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts✮✳

✷✳ ❋♦r ❡✈❡r② st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ ✇❤✐❝❤ ♠♦✈❡s t❤❡ ❤❡❛❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣
s②♠❜♦❧ a ✇✐t❤ a′ ❛♥❞ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ st❛t❡ s t♦ st❛t❡ s′✿

❚(x, a, y), ❍(x, s, y), ❚(y, b, z)→ ∃x′, y′, z′ ▲(x, x′), ❘(y, y′), ❘(z, z′),
❚(x′, a′, y′), ❚(y′, b, z′), ❍(y′, s′, z′), ❆δ(w

′)✳

❍❡r❡ a, s, a′, b✱ ❛♥❞ s′ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts✳

✸✳ ❋♦r ❡✈❡r② st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ ✇❤✐❝❤ ♠♦✈❡s t❤❡ ❤❡❛❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛st t❤❡ ❡♥❞
♦❢ t❤❡ t❛♣❡ r❡♣❧❛❝✐♥❣ s②♠❜♦❧ ❛ ✇✐t❤ ❛✬ ❛♥❞ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ st❛t❡ s t♦ st❛t❡ s✬✿

❚(x, a, y), ❍(x, s, y), ❚(y, E, z)→ ∃w′, x′, y′, z′ ▲(x, x′), ❘(y, y′), ❘(z, z′),
❚(x′, a′, y′), ❚(y′,�, z′), ❍(y′, s′, z′),
❚(y′, E, w′), ❆δ(w

′)✳

❍❡r❡ a, s, a′, b✱ ❛♥❞ s′ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts✳

✹✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠♦✈❡ t❤❡ ❤❡❛❞ t♦ t❤❡ ❧❡❢t✳

✺✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ♠♦✈❡ t❤❡ ❤❡❛❞✳

✻✳ ❋♦r ❡✈❡r② st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ✿
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❆δ(x)→ ❇δ(x)

✼✳ ▲❡❢t ❝♦♣②✿

❚(x, a, y), ▲(y, y′)→ ∃x′ ▲(x, x′), ❚(x′, a, y′)✳

❍❡r❡ a ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳

✽✳ ❘✐❣❤t ❝♦♣②✿

❚(x, a, y), ❘(x, x′)→ ∃y′ ❚(x′, a, y′), ❘(y, y′)✳

❍❡r❡ a ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳

❚❤❡ st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ αt ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❧✐❦❡ ✐♥ ❜✉❧❧❡t t❤r❡❡
❛❜♦✈❡✳ ■t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t ❡✈❡r② st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ ✐♥ M ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❚●❉ ❆δ(x) → ❇δ(x)✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✜r❡s
❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ t❤✐s s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ✉♥✲
❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛ ❣r✐❞ ❛♥❞ ❡❛❝❤ r♦✇ ✐♥ t❤❡ ❣r✐❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚✉r✐♥❣
♠❛❝❤✐♥❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t (M, t) ✐s ❛ ②❡s✲✐♥st❛♥❝❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ (ΣM , αt) ✐s ❛
②❡s✲✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ �

❚❤✐s r❡s✉❧t ♣r❡✈❡♥ts ✉s ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ♠❛②
✜r❡ ✇❤❡♥ ❝❤❛s✐♥❣ I✳ ❙t✐❧❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡ (I,Σ)✲
✐rr❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢♦r ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤✳
❲❡ ✜① s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ▲❡t I ❜❡ ❛ ✜①❡❞ ✜♥✐t❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡✱

αI := ∃x
∧

R(x′)∈I R(x
′)

❛♥❞ Σ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣t② ❜♦❞②✳
❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝✲❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ Gc(Σ∪ {αI}) ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② ❲❈❈Σ(αI) t❤❡ s❡t ♦❢
❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❛r❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ αI ✐♥ t❤❡ ❝✲❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✸✳ ■❢ α /∈❲❈❈Σ(αI)✱ t❤❡♥ α ✐s (I,Σ)✲✐rr❡❧❡✈❛♥t✳

Pr♦♦❢ ❙❦❡t❝❤✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t α ✐s ♥♦t (I,Σ)✲✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❤❛s❡

s❡q✉❡♥❝❡ I
α1,a1
−→ I1

α2,a2
−→ · · ·

αr,ar
−→ Ir

β,a
−→ . . . ✳ ■❢ αI ≺c β✱ ✇❡ ❛r❡ ✜♥✐s❤❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱

t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ s♦♠❡ nr ∈ [r] s✉❝❤ t❤❛t αnr
≺c β ✭♦t❤❡r✇✐s❡ β ❝♦✉❧❞ ♥♦t ✜r❡✮✳ ■❢

αI ≺c αnr
✱ ✇❡ ❛r❡ ✜♥✐s❤❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ s♦♠❡ nr−1 ∈ [nr − 1] s✉❝❤

t❤❛t αnr−1 ≺c αnr
✭♦t❤❡r✇✐s❡ αnr

❝♦✉❧❞ ♥♦t ✜r❡✮✳ ❆❢t❡r s♦♠❡ ✜♥✐t❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t αI ≺c αn1 ≺c ... ≺c αnr

≺c β✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
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t❤❡ ❝✲❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ♣❛t❤ ❢r♦♠ αI t♦ β✳ �

P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ t❤❛t ❡✈❡r② ❝♦♥str❛✐♥t ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t②
❜♦❞② ✐s ♥♦t ❛ r❡str✐❝t✐♦♥✳ ■❢ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ ❧❡t ❡✈❡r② ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐t❤ ❛♥
❡♠♣t② ❜♦❞② ✜r❡✳ ❊❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❛♥❞ ❛♣♣❧② t❤❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥st❛♥❝❡✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✸ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ▲❡♠♠❛ ✶✵✶
❣✐✈❡s ✉s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✵✹✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶ ❛♥❞ q2 ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡✲
❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t Σ ✐s ♥❡✐t❤❡r ✐♥ ❈❚∀∀ ♥♦r ✐♥ ❈❚∀∃ ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ α3✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞❛t❛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❧② ✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✳ ❲❡
s❡t

αI := ∃c1, x1, x2, y1, y2 r❛✐❧(c1, x1, y1), ❢❧②(x1, x2, y2),
❢❧②(x2, x1, y2), r❛✐❧(x1, c1, y1)

❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝✲❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤

G(Σ ∪ {αI}) := (Σ ∪ {αI}, {(αI , α1), (α3, α3)})✳

❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✸✱ α2 ❛♥❞ α3 ❛r❡ (I,Σ)✲✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t Σ \ {α2, α3} =
{α1} ✐s ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞✱ s♦ ✇❡ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✶✵✶ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ ♦❢
q2 ✇✐t❤ Σ t❡r♠✐♥❛t❡s✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r q′′2 ❛♥❞ q′′′2 ❢r♦♠ t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳

✽✳✹ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❈❚I,∃

❲❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉r ❥♦✉r♥❡② t❤r♦✉❣❤ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡✲
q✉❡♥❝❡✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✸✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✵✺✳ ▲❡t k ≥ 2✳ ■❢ ❲❈❈Σ(αI) ∈ ∀∃✲❚[k]✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣
❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r Σ ❛♥❞ I✳

Pr♦♦❢ ❙❦❡t❝❤✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r Σ ❛♥❞ I ❞♦ ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡✳
❆s Σ\❲❈❈Σ(αI) ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ (Σ, I)✲✐rr❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡
✇✐t❤ (Σ, I) ❤❛s ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐✛ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ (❲❈❈Σ(αI), I) ❤❛s
❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❲❈❈Σ(αI) ∈ ∀∃✲❚[k]✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡
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α1

α2

α3

α4

α5αI

❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ ❈✲❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r ❊①❛♠♣❧❡ ✶✵✻✳

t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r (❲❈❈Σ(αI), I)✳ �

❲❡ ❝❧♦s❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥❡✐t❤❡r ❞❛t❛✲
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ♥♦r t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❈❚I,∀ ❛♣♣❧②✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✵✻✳ ▲❡t t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ {❘(a)} ❜❡ ❣✐✈❡♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❝♦♥str❛✐♥t s❡t ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✸✶ ❛❣❛✐♥✳ ❲❡ r❡♣❡❛t ✐t ❤❡r❡ ❛s ✐t ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❛♥❞ ❛❞❞ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥t α5 t♦ ✐t✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❚●❉s
Σ = {α1, ..., α4}✱ ✇❤❡r❡

α1 := ❘(x1)→ ❙(x1, x1)✱
α2 := ❙(x1, x2)→ ∃z ❚(x2, z)✱
α3 := ❙(x1, x2)→ ❚(x1, x2), ❚(x2, x1)✱
α4 := ❚(x1, x2), ❚(x1, x3), ❚(x3, x1)→ ❘(x2)✱ ❛♥❞
α5 := ❊(x1, x2)→ ∃z ❊(x2, z)✳

P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t Σ ✐s ♥♦t ✐♥

• ❈❚∀∀ ❜❡❝❛✉s❡ {α1, ..., α4} ✐s ♥♦t✱

• ❈❚∀∃ ❜❡❝❛✉s❡ α5 ✐s ♥♦t✱ ❛♥❞

• ❈❚I,∀ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✭s❡❡ ❊①❛♠♣❧❡ ✽✻✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ ❞❛t❛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦r ❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❡❢♦r❡
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❧② ✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✳
❲❡ s❡t αI := ❘(a) ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝✲❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ G(Σ∪{αI}) ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ❲❈❈Σ(αI) = {α1, ..., α4} ✇❤✐❝❤ ✐s str❛t✐✜❡❞ ❜② ❊①❛♠♣❧❡
✽✻ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ ∀∃✲❚[2]✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✵✺ t❤❡r❡ ✐s ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡
s❡q✉❡♥❝❡✳



✾✹ ✽✳✺ ❙t♦♣ t❤❡ ❈❤❛s❡✿ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣

✽✳✺ ❙t♦♣ t❤❡ ❈❤❛s❡✿ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣

■❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ❝❤❛s❡ r✉♥ ❛♥❞ ❛❜♦rt ✐❢ t✉♣❧❡s t❤❛t ♠❛② ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦ ♥♦♥✲
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♠♦♥✐t♦r ❣r❛♣❤ t❤❛t
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ❝❤❛s❡ r✉♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✼✳ ❆ ♠♦♥✐t♦r ❣r❛♣❤ ✐s ❛ t✉♣❧❡ (V,E)✱ ✇❤❡r❡ V ⊆ ∆null × 2♣♦s(Σ)

❛♥❞ E ⊆ V × Σ× 2♣♦s(Σ) × V ✳

❆ ♥♦❞❡ ✐♥ ❛ ♠♦♥✐t♦r ❣r❛♣❤ ✐s ❛ t✉♣❧❡ (n,Π)✱ ✇❤❡r❡ n ✐s ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞
Π t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ n ✇❛s ✜rst ❝r❡❛t❡❞ ✭❡✳❣✳ ❛s ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢
s♦♠❡ ❚●❉✮✳ ❆♥ ❡❞❣❡ (n1,Π1, ϕi,Π, n2,Π2) ❜❡t✇❡❡♥ (n1,Π1)✱ (n2,Π2) ✐s ❧❛❜❡❧❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ϕi t❤❛t ❝r❡❛t❡❞ n2 ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s Π ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢
ϕi ✐♥ ✇❤✐❝❤ n1 ♦❝❝✉rr❡❞ ✇❤❡♥ n2 ✇❛s ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦♥✐t♦r ❣r❛♣❤ ✐s s✉❝❝❡ss✐✈❡❧②
❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇❤✐❧❡ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✽✳ ❚❤❡ ♠♦♥✐t♦r ❣r❛♣❤ GS ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ S = I0
ϕ0,a0
−→ . . .

ϕr−1,ar−1
−→

Ir ✐s ❛ ♠♦♥✐t♦r ❣r❛♣❤ t❤❛t ✐s ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

• G0 = (∅, ∅) ✐s t❤❡ ❡♠♣t② ❝❤❛s❡ s❡❣♠❡♥t ❣r❛♣❤✳

• ■❢ i < r ❛♥❞ ϕi ✐s ❛♥ ❊●❉ t❤❡♥ Gi+1 := Gi✳

• ■❢ i < r ❛♥❞ ϕi ✐s ❛ ❚●❉ t❤❡♥ Gi+1 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ Gi = (Vi, Ei) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

■❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ st❡♣ Ii
ϕi,ai−→ Ii+1 ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥② ♥❡✇ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡♥

Gi+1 := Gi✳

❖t❤❡r✇✐s❡✱ Vi+1 ✐s s❡t ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ Vi ❛♥❞ ❛❧❧ ♣❛✐rs (n, π)✱ ✇❤❡r❡ n ✐s ❛
♥❡✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ π t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ n ♦❝❝✉rs✳
Ei+1 := Ei ∪ {(n1,Π1, ϕi,Π, n2,Π2) | (n1,Π1) ∈ Vi, (n2,Π2) ∈ Vi+1\Vi ❛♥❞
Π ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ body(ϕi)(ai) ✇❤❡r❡ n1 ♦❝❝✉rs}✳

❖✉r ♥❡①t t❛s❦ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡
♠♦♥✐t♦r ❣r❛♣❤✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❦✲❝②❝❧✐❝✐t②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✾✳ ▲❡t G = (V,E) ❜❡ ❛ ♠♦♥✐t♦r ❣r❛♣❤ ❛♥❞ k ∈ N✳ G ✐s ❝❛❧❧❡❞
k✲❝②❝❧✐❝ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐st✐♥❝t e1, ..., ek ∈ E s✉❝❤ t❤❛t

• t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ ✐♥ G t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s e1, ..., ek ❛♥❞ ei ♦❝❝✉rs ❜❡❢♦r❡ ei+1 ✐♥ t❤❛t
♣❛t❤ ❛♥❞



✾✺ ✽✳✺ ❙t♦♣ t❤❡ ❈❤❛s❡✿ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣

• ❢♦r ❛❧❧ i ∈ [k − 1]✿ p2,3,4,6(ei) = p2,3,4,6(ei+1)✳

❲❡ ❝❛❧❧ ❛ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ k✲❝②❝❧✐❝ ✐❢ ✐ts ♠♦♥✐t♦r ❣r❛♣❤ ✐s k✲❝②❝❧✐❝✳ ❆ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡
♠❛② ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡ ✐❢ s♦♠❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡✜① ✐s k✲❝②❝❧✐❝✱ ❢♦r ❛♥② k ≥ 1✿

▲❡♠♠❛ ✶✶✵✳ ❋♦r ❛❧❧ k ∈ N ❛♥❞ ❡✈❡r② ✐♥✜♥✐t❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ S ✇❤❡♥ ❝❤❛s✐♥❣
I0 ✇✐t❤ Σ✱ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡✜① ♦❢ S t❤❛t ✐s k✲❝②❝❧✐❝✳

Pr♦♦❢✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t

• ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ S = (Ii)i∈N ❛♥❞

• t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ k ∈ N s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ ♣r❡✜① ♦❢ S ✐s ♥♦t k✲❝②❝❧✐❝✳

▲❡t (Si)i∈N ❜❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ♣r❡✜①❡s ♦❢ S ✭s✉❝❤ t❤❛t Si ✐s ❛ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ❧❡♥❣t❤ i✮ ❛♥❞ ❧❡t (GSi

)i∈N t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦♥✐t♦r ❣r❛♣❤s✳ ❆ ♣❛t❤
✐♥ ❛ ♠♦♥✐t♦r ❣r❛♣❤ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❞❣❡s e1, ..., el ✭❛♥❞ ♥♦t ♦❢ ♥♦❞❡s✮ s✉❝❤
t❤❛t p5,6(ei) = p1,2(ei+1) ❢♦r i ∈ [l − 1]✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ ❛ ♠♦♥✐t♦r ❣r❛♣❤✳ ▲❡t v ❜❡ ❛ ♥♦❞❡
✐♥ GSi

❛♥❞ pred(v) t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ♦❢ v✳ ■♥ ❝❛s❡ v ❤❛s ♥♦ ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs✱
t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ v✱ depthGSi

(v)✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ③❡r♦✳ ■♥ ❝❛s❡ v ❤❛s ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs✱ t❤❡♥
depthGSi

(v) := 1 +max{ depthGSi
(w) | w ∈ pred(v) }✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r ❣r❛♣❤✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✶✳ ▲❡t v ❜❡ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ GSi
❛♥❞ j > i✳

• GSi
✐s ❛♥ ❛❝②❝❧✐❝ ❧❛❜❡❧❡❞ tr❡❡✳

• ❊✈❡r② ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ Ii ❛♣♣❡❛rs ✐♥ s♦♠❡ ✜rst ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡
✐♥ GSi

✳

• ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ hij ❢r♦♠ GSi
t♦ GSj

s✉❝❤ t❤❛t depthGSi
(v) ≤

depthGSj
(hij(v))✳

• ■❢ Ii
ϕi,ai→ Ii+1✱ b ∈ ai ✐s ❛ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ c ❛ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ✇❛s ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞

✐♥ t❤✐s st❡♣✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❛♥② ♥♦❞❡ ✐♥ GSi+1
✐♥ ✇❤✐❝❤ b ❛♣♣❡❛rs ✐s str✐❝t❧②

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❛♥② ♥♦❞❡ ✐♥ GSi+1
✐♥ ✇❤✐❝❤ c ❛♣♣❡❛rs✳ ✭Pr♦♦❢ ❜②

✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ i✮ �



✾✻ ✽✳✺ ❙t♦♣ t❤❡ ❈❤❛s❡✿ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣

❚❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❧❡♠♠❛ ❛♥❞
❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❜✉❧❧❡t ❢♦✉r ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✶✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✷✳ ▲❡t i ∈ N✳ ❋♦r ❡✈❡r② d ∈ N ∪ {0} t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥✉♠❜❡r kd ∈ N

s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② i ∈ N ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t |{ v | depthGSi
(v) ≤ d }| ≤ kd✳ ◆♦t❡ t❤❛t

kd ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ i✳ ✭Pr♦♦❢ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ d✮

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥♦t❤❡r ❢❛❝t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✸✳ ❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ pk ∈ N s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ s♦♠❡ GSi
❤❛s ❛ ♣❛t❤ ♦❢

❧❡♥❣t❤ pk✱ t❤❡♥ Si ✐s k✲❝②❝❧✐❝✳

❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ i
❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡♥ GSi

❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣❛t❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ pk✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ❝❧❛✐♠ ❞♦❡s
♥♦t ❤♦❧❞✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✷✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡♣t❤ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ i✮✳ ❙♦✱ ✐❢ ❢♦r ❛♥② i t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ♣❛t❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ pk ✐♥ GSi

✱ t❤❡♥
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ GSi

✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ i✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ ❤❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦♥❧② ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡s❤ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ �

❚♦ ❛✈♦✐❞ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ✜① ❛ ❝②❝❧❡✲❞❡♣t❤ k ❛♥❞ st♦♣ t❤❡
❝❤❛s❡ ✇❤❡♥ t❤✐s ❧✐♠✐t ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞✳ ❋♦r ❡✈❡r② t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡r❡
✐s ❛ k s✳t✳ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ♥♦t k✲❝②❝❧✐❝✱ s♦ ✐❢ k ✐s ❝❤♦s❡♥ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ ❝❤❛s❡
✇✐❧❧ s✉❝❝❡❡❞✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t k✲❝②❝❧✐❝✐t② ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧②
s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❝❛✉s❡ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ s♦ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦
❜❧✐♥❞❧② ❝❤❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞ st♦♣♣✐♥❣ ❛❢t❡r ❛ ✜①❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ♦r ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❤❛s❡ st❡♣s✳ ❆s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ k ❢♦❧❧♦✇s ❛
♣❛②✲❛s✲②♦✉✲❣♦ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✿ ❢♦r ❧❛r❣❡r k✲✈❛❧✉❡s t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐❧❧ s✉❝❝❡❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❝❛s❡s
❛s t❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✹✳ ❋♦r ❡❛❝❤ k ∈ N t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ Σk ❛♥❞ Ik s✉❝❤ t❤❛t

• ❜♦t❤ Σk ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ Σk t❤❛t ❛r❡ ♥♦t (Ik,Σk)✲✐rr❡❧❡✈❛♥t
❛r❡ ♥♦t ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞✱ ❛♥❞

• ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r Ik ✇✐t❤ Σk ✐s (k − 1)✲✱ ❜✉t ♥♦t k✲❝②❝❧✐❝✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ s❡t



✾✼ ✽✳✺ ❙t♦♣ t❤❡ ❈❤❛s❡✿ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣

Ik := {❙(c1), ...,❙(ck), ❘k(c1, ..., ck)} ❛♥❞
Σk := {ϕ}✱

✇❤❡r❡ ϕ := ❙(xk), ❘k(x1, ..., xk)→ ∃y ❘k(y, x1, ..., xk−1)✳

❋✐rst ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t Σk ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ (I,Σk)✲✐rr❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥str❛✐♥ts✱ s♦ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ Σk t❤❛t ✐s ♥♦t (I,Σ)✲✐rr❡❧❡✈❛♥t ❡q✉❛❧s t♦ Σk✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢②
t❤❛t Σk ✐s ♥♦t ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ Σk ❛❧✇❛②s t❡r♠✐♥❛t❡s✱
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥st❛♥❝❡✱ s♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❜✉❧❧❡t ♦♥❡ ❤♦❧❞s✳
❲❡ ♥♦✇ ❝❤❛s❡ ♦❢ Ik ✇✐t❤ Σk✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ (Ji)0≤i≤k✱
❞❡✜♥❡❞ ❛s

J0 := Ik✱ ❛♥❞
❢♦r i ≤ k✿ Ji := Ji−1 ∪ {❘(ni, ..., n1, c1, ..., ck−i)}✱

✇❤❡r❡ n1, ..., nk ❛r❡ ❢r❡s❤ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡s✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t Jk |= Σk✳
❚❤❡ ♠♦♥✐t♦r ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (Ji)0≤i≤k ✐s (V,E)✱ ✇❤❡r❡

V := {(ni,❘
1
k)|i ∈ [k]}✱ ❛♥❞

E := {(ni,❘
1
k, ϕ,④❘

j−i
k }, nj,❘

1
k)|1 ≤ i < j ≤ k}✳

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s (k − 1)✲❝②❝❧✐❝ ❜❡❝❛✉s❡

(n1,❘
1
k, ϕ,④❘

1
k}, n2,❘

1
k), ..., (nk−1,❘

1
k, ϕ,④❘

1
k}, nk,❘

1
k)

❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ (k − 1)✲❝②❝❧✐❝✐t②✳ ❚❤❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ♥♦t k✲❝②❝❧✐❝ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❛t❤
♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❛t ❧❡❛st k ✐♥ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜✉❧❧❡t ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ �





❈❤❛♣t❡r ✾

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❘✐❝❝❛r❞♦✿ ✏❲❤❛t ❛❜♦✉t ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥❄✑

❙❡r❣✐♦✿ ✏❚❤❡♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡♦r② ❛❣❛✐♥✳✑

❆❧✐❝❡✿ ✏▲❡t✬s ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ ❛t s♦♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s✳✑

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❤❛s ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ ❤❛s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛♥
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✶ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ t②♣❡❞✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❜♦t❤
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❛s❦s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡✱ ❧♦❣✐❝✲❜❛s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤
s❡❛♠❧❡ss❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t②♣✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥t♦ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✷ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❉❋ ❣r❛♣❤s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r✉❧❡s
❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛✳ ❇♦t❤ s❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ t❤❛t t❤❡②
✉s❡ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦♦❧ ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✴♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐ts t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s ♣✉ts ❛❧❧ r❡s✉❧ts
♦♥ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❞✐r❡❝t❧② t♦ ✉s❡ ✐♥ t❤❡s❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❜♦t❤ s❡❝t✐♦♥s ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❛♣❡rs ❬▼❡✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❛♥❞ ❬▼❡✐❡r✱
✷✵✵✽❪✳

✾✳✶ ❙❡♠❛♥t✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❚②♣❡s

❚②♣✐♥❣ ✐s ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♠❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ s②st❡♠s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✭❜✉t
♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦✮ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡ ♠♦❞❡❧s ❬❑✐❢❡r ❡t ❛❧✳✱
✶✾✾✺❀ P❛♣❛❦♦♥st❛♥t✐♥♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✱ t②♣❡❞ ❞❛t❛❧♦❣ ❬❩♦♦❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ❛♥❞ s❡♠✐✲
str✉❝t✉r❡❞ ❞❛t❛ ❬▼✐❧♦ ❛♥❞ ❙✉❝✐✉✱ ✶✾✾✾❪✳ ■♥ r❡s♣♦♥s❡✱ t♦ ❞❛t❡ ❛ r✐❝❤ t❤❡♦r② ♦❢
t②♣❡✲❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❬❋rü❤✇✐rt❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✶❀ ▲✐t✇✐♥ ❛♥❞
❘✐s❝❤✱ ✶✾✾✷❀ ▲❡✈② ❛♥❞ ❙✉❝✐✉✱ ✶✾✾✼❀ ●❛❧❧❛❣❤❡r ❛♥❞ P✉❡❜❧❛✱ ✷✵✵✷❀ ❍❡♥r✐❦ss♦♥ ❛♥❞
▼❛❧✉s③②♥s❦✐✱ ✷✵✵✹❀ ❇r✉②♥♦♦❣❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡s❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢t❡♥
✉s❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣

✾✾



✶✵✵ ✾✳✶ ❙❡♠❛♥t✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❚②♣❡s

❧❛♥❣✉❛❣❡s ✭❝❢✳ ❬❞❡ ▼♦♦r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❙❝❤ä❢❡r ❛♥❞ ❞❡ ▼♦♦r✱ ✷✵✶✵❪✮✳

❋r♦♠ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t②♣❡s r❡str✐❝t t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❡❛❝❤ ✈❛❧✐❞ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡
♠✉st s❛t✐s❢②✳ ■♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱ t②♣❡✲❜❛s❡❞ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦
s❡♠❛♥t✐❝ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❙◗❖✮✱ ✇❤❡r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ❦♥♦✇♥
t♦ ❤♦❧❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦
✜♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t q✉❡r② r❡✇r✐t✐♥❣s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❡✈❛❧✉❛✲
t✐♦♥ ♣❧❛♥s ❬❏♦❤♥s♦♥ ❛♥❞ ❑❧✉❣✱ ✶✾✽✷❀ ❈❤❛❦r❛✈❛rt❤② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵❀ P♦♣❛ ❛♥❞ ❚❛♥♥❡♥✱
✶✾✾✾❀ ❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ❇❡②♦♥❞ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ r❡✇r✐t✲
✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❞❛t❛❜❛s❡ ❛r❡❛s✱ s✉❝❤ ❛s q✉❡r②
r❡✇r✐t✐♥❣ ✉s✐♥❣ ✈✐❡✇s ❬❍❛❧❡✈②✱ ✷✵✵✶❪✱ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ ♣❡❡r ❞❛t❛
❡①❝❤❛♥❣❡ ❬❋✉①♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ ❞❛t❛ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❬▲❡♥③❡r✐♥✐✱ ✷✵✵✷❪✱ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐s✲
t✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡s ❬❖❧t❡❛♥✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳

❉✉❡ t♦ t❤❡✐r ❝❧♦s❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❜♦t❤ t②♣✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞
✐♥t❡❣r✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ s✉❝❤ ❛s t✉♣❧❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✭❚❣❞s✮ ❛♥❞ ❡q✉❛❧✐t②
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✭❊❣❞s✮ ❬❋❛❣✐♥✱ ✶✾✽✷❀ ❇❡❡r✐ ❛♥❞ ❱❛r❞✐✱ ✶✾✽✹❪✱ ✐♥t♦ ❛ s✐♥✲
❣❧❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬❇✉♥❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❋❛♥ ❛♥❞ ▲✐❜❦✐♥✱ ✷✵✵✷❪✳ ■♥ s✉❝❤ ❛
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❢❛❧❧ ❜❛❝❦ ♦♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❤❛s❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✾❀ ❏♦❤♥s♦♥ ❛♥❞ ❑❧✉❣✱ ✶✾✽✷❀ ❇❡❡r✐ ❛♥❞ ❱❛r❞✐✱ ✶✾✽✹❪✱ t♦
❞❡♣❧♦② ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚♦ t❤✐s ❛✐♠✱ s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞
❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ t②♣✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♠❛✐♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❢♦r♠❛❧✐s♠s✿ ❉❛t✲
❛❧♦❣ ✭❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s✮ ❬❈❤❛♥✱ ✶✾✾✷❀ ❉♦♥❣ ❛♥❞ ❙✉✱ ✶✾✾✻❪ ❛♥❞ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲♦❣✐❝s
✭❉▲✮ ❬❈❛❧✈❛♥❡s❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ✷✵✵✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❚❣❞s✮ ✐♥ ❉❛t❛❧♦❣ ♣r❡✈❡♥ts ✐t ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥t❡❣r✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ❉▲s ❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ ❚❣❞s✱ t❤❡②
❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss ❊❣❞s✳ ❚❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❛tt❡♠♣ts t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❊❣❞s ✐♥
❉▲s ❬❚♦♠❛♥ ❛♥❞ ❲❡❞❞❡❧❧✱ ✷✵✵✺❪ ❜✉t ✈❡r② str♦♥❣ s②♥t❛❝t✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❈❛❧ì ❡t ❛❧✳ ❬❈❛❧ì ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❤❛✈❡
♣r♦♣♦s❡❞ Datalog±✱ t♦ ❡①t❡♥❞ ♣❧❛✐♥ ❉❛t❛❧♦❣ ✇✐t❤ ❣✉❛r❞❡❞ ❚❣❞s ❛♥❞ str❛t✐✜❡❞
♥❡❣❛t✐♦♥✳ ❨❡t✱ Datalog± ❝❛♥ ♥♦t ❡①♣r❡ss ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ r✉❧❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣r❡ss
t②♣✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐♥t❡❣r✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ r❡✲
q✉✐r❡❞✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❛r❣❡t❡❞ ❛t q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✳
❆s ❛ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
❛♥ ❡♠♣❧♦②❡❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✭t②♣❡s ❛r❡
♣r❡✜①❡❞ ✇✐t❤ ❅✮✿

P❡rs♦♥✭✐❞ ✿ ❅❡♠♣❧♦②❡❡✱ ❣❡♥❞❡r ✿ ❅❣❡♥❞❡r✮
❯♣♣❡r❋❧♦♦r✭✐❞ ✿ ❅❝❡♦✱ r♦♦♠ ✿ ❅✐♥t✮



✶✵✶ ✾✳✶ ❙❡♠❛♥t✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❚②♣❡s

❅❡♠♣❧♦②❡❡

❅❡①❡❝✉t✐✈❡ ❅❛ss♦❝✐❛t❡

❅❝❡♦ ❅♠❛♥❛❣❡r

❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳

▼✐❞❞❧❡❋❧♦♦r✭✐❞ ✿ ❅♠❛♥❛❣❡r✱ r♦♦♠ ✿ ❅✐♥t✮
▲♦✇❡r❋❧♦♦r✭✐❞ ✿ ❅❛ss♦❝✐❛t❡✱ r♦♦♠ ✿ ❅✐♥t✮

❋✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ st②❧❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤②
❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❋♦r s❤♦rt✱ ❅❡①❡❝✉t✐✈❡ ❛♥❞ ❅❛ss♦❝✐❛t❡ ❛r❡ s✉❜t②♣❡s ♦❢
❅❡♠♣❧♦②❡❡✱ ❛♥❞ ❅❡①❡❝✉t✐✈❡ s♣❧✐ts ✉♣ ✐♥t♦ ❅❝❡♦ ❛♥❞ ❅♠❛♥❛❣❡r✳ ❋✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡
t❤❛t

• ❅❛ss♦❝✐❛t❡✱ ❅❡①❡❝✉t✐✈❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❅❡♠♣❧♦②❡❡✱ ❛♥❞

• ❅❝❡♦✱ ❅♠❛♥❛❣❡r ♣❛rt✐t✐♦♥ ❅❡①❡❝✉t✐✈❡✳

❲❡ r❡♣r❡s❡♥t t②♣❡s ❛s ✉♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
❜② ❛ ❧❡❛❞✐♥❣ ✏❅✑ s②♠❜♦❧✱ ❡✳❣✳ ✇r✐t❡ ❅❡♠♣❧♦②❡❡✭①✮ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❛t x ✐s ♦❢ t②♣❡
❅❡♠♣❧♦②❡❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡
t②♣❡ s②st❡♠ ✐ts❡❧❢✱ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts

α1 := P❡rs♦♥(x, y),❅❝❡♦(x)→ ∃z ❯♣♣❡r❋❧♦♦r(x, z)✱
α2 := P❡rs♦♥(x, y),❅♠❛♥❛❣❡r(x)→ ∃z ▼✐❞❞❧❡❋❧♦♦r(x, z)

❛r❡ ❣✐✈❡♥✱ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ ❈❊❖s ❛r❡ s✐tt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ✢♦♦r ❛♥❞ ❛❧❧ ♠❛♥❛❣❡rs
❛r❡ s✐tt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✢♦♦r✳ ❍❛✈✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦✇❛r❞s
q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s

q1 : ❛♥s(x) ← P❡rs♦♥(x, y), ❯♣♣❡r❋❧♦♦r(x, z)✱
q2 : ❛♥s(x) ← P❡rs♦♥(x, y), ▼✐❞❞❧❡❋❧♦♦r(x, z)

❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐♦♥ Q1∨2 := q1 ∨ q2✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧
♣❡rs♦♥s s✐tt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ ✉♣♣❡r ✢♦♦r✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ♦♥❧②
t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s α1, α2 ♦r ♦♥❧② t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ✐♥♣✉t✱ Q1∨2 ✐s ♠✐♥✐♠❛❧
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ ✉♥✐♦♥s ✐♥ t❤❡ q✉❡r②✳ ❨❡t✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
❜♦t❤ t②♣✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❛t Q1∨2 ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭♦♥
❡❛❝❤ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ t②♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥s✮ t♦ t❤❡
s✐♠♣❧❡r q✉❡r②
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q′1∨2 : ❛♥s(x) ← P❡rs♦♥(x, y),❅❡①❡❝✉t✐✈❡(x)✳

❚♦ s❡❡ ✇❤②✱ ❝♦♥s✐❞❡r q1 ❛♥❞ ✜rst ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❅❝❡♦(x) ♠✉st ❤♦❧❞✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ t②♣❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥ ❯♣♣❡r❋❧♦♦r❀ ❤❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ t❤❡
❧✐t❡r❛❧ ❅❝❡♦(x) t♦ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ q1✳ ❇✉t t❤❡♥ α1 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡♥tr② ✐♥
r❡❧❛t✐♦♥ ❯♣♣❡r❋❧♦♦r t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s x ✐♥ ✐ts ✜rst ♣♦s✐t✐♦♥✱ s♦ q1 ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

q′1 : ❛♥s(x)← P❡rs♦♥(x, y),❅❝❡♦(x)✳

❲✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t q2 ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

q′2 : ❛♥s(x)← P❡rs♦♥(x, y),❅♠❛♥❛❣❡r(x)✳

●✐✈❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ r❡✇r✐t✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t ❅❡①❡❝✉t✐✈❡ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡
✉♥✐♦♥ ♦❢ ❅❝❡♦ ❛♥❞ ❅♠❛♥❛❣❡r✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t Q1∨2 ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ q′1∨2 ❛❜♦✈❡✳
❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ❢♦r Q1∨2 ✐s t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② ✇✐t❤ ✭s❛❢❡✮ ♥❡❣❛t✐♦♥

q′′1∨2 : ❛♥s(x)← P❡rs♦♥(x, y),¬❅❛ss♦❝✐❛t❡(x)✱

❜❡❝❛✉s❡ ❅❡①❡❝✉t✐✈❡ ❛♥❞ ❅❛ss♦❝✐❛t❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❅❡♠♣❧♦②❡❡✳
❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② s❤♦✇ t❤❛t q✉❡r✐❡s ♠❛② ❡①❤✐❜✐t ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧
r❡✇r✐t✐♥❣s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ t②♣❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t ❛
❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❡①♣❧♦✐ts ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t②♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡
♠❛② ❣✐✈❡ ✉s ❜❡tt❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧✱ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦✉r ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❛ ❧♦❣✐❝✲❜❛s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱
✇❤❡r❡ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥ ✜rst✲♦r❞❡r
❧♦❣✐❝✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ♦✉r t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ❢r♦♠ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ✉s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❧✐❦❡

β1 := ❅❡①❡❝✉t✐✈❡(x)→ ❅❡♠♣❧♦②❡❡(x)

t♦ ✜① t❤❡ s✉❜t②♣❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♠❛② ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t

β2 := ❅❡①❡❝✉t✐✈❡(x) ∧❅❛ss♦❝✐❛t❡(x)→ ¬❅❛ss♦❝✐❛t❡(x)

t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❛t ❅❛ss♦❝✐❛t❡ ❛♥❞ ❅❡①❡❝✉t✐✈❡ ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡✲❢❛❝t♦
st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❛s❡ ✫ ❇❛❝❦❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✭❈✫❇✮ ❬P♦♣❛✱ ✷✵✵✵❀ ❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦
❡♥✉♠❡r❛t❡ ♠✐♥✐♠❛❧ q✉❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
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❲❤✐❧❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❜② ✐❞❡❛✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜r✐♥❣s ❛❧♦♥❣ ♠❛♥② ♥❡✇ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛❧✲
❧❡♥❣❡s✱ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ t②♣❡ s②st❡♠s ✐♥✈♦❧✈❡s
❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❝♦♥str❛✐♥t β2 ❛❜♦✈❡✮✳ Pr❡✈✐✲
♦✉s ✇♦r❦ ♦♥ s❡♠❛♥t✐❝ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ t❤♦✉❣❤✱ ❤❛s ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t✉♣❧❡✲
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❡q✉❛❧✐t②✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ♥❡✐t❤❡r ♥❡❣❛t✐♦♥
♥♦r ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❚❣❞s ✇✐t❤ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐♦♥ ✭❞❡♥♦t❡❞
❛s ❚❣❞∨,¬✮ ❛♥❞ ❊❣❞s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ✭❊❣❞∨✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❝❧❛ss❡s ✭❝❢✳ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✮✱ t♦
❞❛t❡ ♦♥❧② ❢❡✇ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉t ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❛t s❡tt✐♥❣✳ ❙✉❝❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡
t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ t♦♣✐❝ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❙tr✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤
t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✾✳✶✳✷ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦✉r
✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ❜❛s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ s❡♠❛♥t✐❝ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
t②♣❡s✱ ❜❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❝❡♥tr❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✾✳✶✳✸✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ r❡❧❛t❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✾✳✶✳✹✳ ❲❡ t❤❡♥ t✉r♥
t♦✇❛r❞s ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
♥❡❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✾✳✶✳✺✳

✾✳✶✳✶ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❆♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ♠❛♥② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❡❛r✲
❧✐❡r ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✷ ❛♥❞ ✸ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ♥❡✇ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❆♠♦♥❣
t❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♥♦t✐♦♥s ❛r❡ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠s✱ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s✱ ❝♦♥str❛✐♥ts
❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✐ts❡❧❢✳

❉❛t❛❜❛s❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ ♦✉r ✉s✉❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ s❝❤❡♠❛ R✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s❡t T ♦❢
✉♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s②♠❜♦❧s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t②♣❡s ❢♦r ♦✉r s❝❤❡♠❛✳ ❉❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡s
♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ t②♣❡ s②♠❜♦❧s✳ ■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡
s❝❤❡♠❛✱ t❤❡ t②♣❡ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s t♦ ❜❡ ✜①❡❞✳

❍♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠s✳ ❆s ✉s✉❛❧✱ ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s A1 t♦ ❛ s❡t
♦❢ ❧✐t❡r❛❧s A2 ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ µ : ∆∪V → ∆∪∆null s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❤♦❧❞✿

• ✐❢ c ∈ ∆✱ t❤❡♥ µ(c) = c✱

• ✐❢ R(c1, ..., cn) ∈ A1✱ t❤❡♥ R(µ(c1), ..., µ(cn)) ∈ A2✱ ❛♥❞

• ✐❢ ¬R(c1, ..., cn) ∈ A1✱ t❤❡♥ ¬R(µ(c1), ..., µ(cn)) ∈ A2✳



✶✵✹ ✾✳✶ ❙❡♠❛♥t✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❚②♣❡s

❲❡ ✇r✐t❡ A1 → A2 t♦ ❡①♣r❡ss t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ A1 t♦ A2✳

❈♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ✭✇✐t❤ ✉♥✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐♦♥✮✳ ❆ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② ✇✐t❤
♥❡❣❛t✐♦♥ ✭❈q¬✮ ✐s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

ans(x)← ϕ(x, z)✱

✇❤❡r❡ ϕ ✐s ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ R✲❧✐t❡r❛❧s✱ x✱ z ❛r❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥❞ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❛♥❞ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ❡✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ x ❛❧s♦ ♦❝❝✉rs ✐♥ ϕ✳ ❲❡ r❡str✐❝t
♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t♦ s❛❢❡ q✉❡r✐❡s✱ ✐✳❡✳ ❡✈❡r② ❈q¬ ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❡✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡
t❤❛t ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ q✉❡r② ❛❧s♦ ♦❝❝✉rs ✐♥ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ R✲❛t♦♠✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡❛s②
s②♥t❛❝t✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❛t ❡♥s✉r❡s ❞♦♠❛✐♥✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ✇❡ s♣❡❛❦ ♦❢ ❛
q✉❡r② ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ t❛❝✐t❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐t ❢✉❧✜❧❧s t❤✐s s❛❢❡t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■❢ ❛
❈q¬ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ♥❡❣❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛❧❧ ✐t ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② ❈q✳ ■❢ q ∈ ❈q¬✱ t❤❡♥
db(q) ✐s t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ t✉♣❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t♦♠ ✐♥ q✱ ✇❤❡r❡
❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❝♦♥st❛♥t cx✳

❆ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐♦♥ ✭❯❝q¬✮ ✐s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

∨
i∈[n] qi✱

✇❤❡r❡ ❛❧❧ qi ❛r❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ✇✐t❤ s❛❢❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧ ❤❡❛❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❤❛✈❡
t❤❡ s❛♠❡ ❛r✐t②✳ ■❢ ❛ ❯❝q¬ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ♥❡❣❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛❧❧ ✐t ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡
q✉❡r✐❡s ❯❝q✳ ❋♦r Q ∈ ❯❝q¬✱ ✇❡ s❡t db(Q) := {db(q) | q ∈ Q}✳
❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐♦♥ q ♦♥ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡
✐♥st❛♥❝❡ I ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

q(I) := {a ∈ ∆|x||I |= ∃zϕ(a, z)}✳

❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s
✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐♦♥ Q :=

∨
i∈[n] qi ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Q(I) :=
⋃

i∈[n] qi(I)✳

■❢ Q,Q′ ∈ ❯❝q¬ ✇❡ s❛② t❤❛t Q ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Q′ ✭Q ⊑ Q′✮ ✐✛ ❢♦r ❛❧❧ ❞❛t❛❜❛s❡s I
✐t ❤♦❧❞s t❤❛t Q(I) ⊆ Q′(I)✳
Q ❛♥❞ Q′ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ Q ≡ Q′✱ ✐✛ Q ⊑ Q′ ❛♥❞ Q′ ⊑ Q✳
●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r s❡♥t❡♥❝❡s Σ✱ ✇❡ s❛② t❤❛t Q ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Q′ ✉♥❞❡r Σ
✐✛ ❢♦r ❛❧❧ ❞❛t❛❜❛s❡s I s✳t✳ I |= Σ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t Q(I) ⊆ Q′(I)✳
❲❡ ✇r✐t❡ Q ≡Σ Q

′ ✐✛ Q ⊑Σ Q
′ ❛♥❞ Q′ ⊑Σ Q✳

❇② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❈q¬ ❜② ❧♦✇❡r❝❛s❡ ❛♥❞ ❯❝q¬ ❜② ✉♣♣❡r❝❛s❡ ❧❡tt❡rs✳ ❲❡
✇r✐t❡ q ∈ Q ✐✛ q ✐s ❛ ❞✐s❥✉♥❝t ♦❢ Q✳ ❆❜✉s✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇r✐t❡ q1 → q2 ✐✛ t❤❡r❡
✐s ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ q1 ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛❞ ❛t♦♠✮ t♦ t❤❡
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s❡t ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ q2 ✭❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛❞ ❛t♦♠✮✳ ❇② Q|τ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ q✉❡r② Q
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♥♦♥✲τ ✲❧✐t❡r❛❧s ✇❡r❡ ❞r♦♣♣❡❞✳

❈♦♥str❛✐♥ts✳ ▲❡t x, y ❜❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ t②♣❡s ♦❢
❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✿ t✉♣❧❡✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✇✐t❤ ✉♥✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐♦♥
✭❚❣❞∨,¬✮ ❛♥❞ ❡q✉❛❧✐t②✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✇✐t❤ ✉♥✐♦♥ ✭❊❣❞∨✮✳

❆ ❚❣❞∨,¬ ϕ ✐s ❛ ✜rst✲♦r❞❡r s❡♥t❡♥❝❡

∀x(φ(x)→
∨

i∈[n] ∃yiψi(x, yi))

s✉❝❤ t❤❛t

• φ, ψ1, ..., ψn ❛r❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✱ ♣♦ss✐❜❧② ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥ts✱

• ψ1, .., ψn ❛r❡ ♥♦t ❡♠♣t②✱

• φ ✐s ♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t②✱

• φ, ψ1, ..., ψn ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❡q✉❛❧✐t② ❛t♦♠s✱ ❛♥❞

• ❢♦r ❛❧❧ i ∈ [n] ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ x t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ ψi ♠✉st ❛❧s♦ ♦❝❝✉r ✐♥ φ✳

❇② ϕi ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❚❣❞ ∀x(φ(x)→ ∃yiψi(x, yi)) ❛♥❞ s❡t ϕ̂ := {ϕ1, ..., ϕn}✳
❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❚❣❞¬✱ ❚❣❞∨✱ ❛♥❞ ❚❣❞ ❜② ❞✐s❛❧❧♦✇✐♥❣ ∨✱ ¬✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ∨
❛♥❞ ¬✳

❆♥ ❊❣❞∨ ϕ ✐s ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ s❡♥t❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

∀x(φ(x)→
∨

i∈[n] xi,1 = xi,2)✱

✇❤❡r❡ ❛❧❧ xi,1, xi,2 ❡✐t❤❡r ♦❝❝✉r ✐♥ φ ♦r ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ φ ✐s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❝♦♥❥✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t②✲❢r❡❡ R✲❛t♦♠s✱ ♣♦ss✐❜❧② ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s✉❜❝❧❛ss
❊❣❞ ❢r♦♠ ❊❣❞∨ ❜② ❞✐s❛❧❧♦✇✐♥❣ ∨ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳
❇② ϕi ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❊❣❞ ∀x(φ(x)→ xi,1 = xi,2) ❛♥❞ s❡t ϕ̂ := {ϕ1, ..., ϕn}✳
❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❞ ✏❝♦♥str❛✐♥ts✑ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s ♠❡❛♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❚❣❞∨,¬ ❛♥❞ ❊❣❞∨ ✐❢ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② st❛t❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❆s ❛ ♥♦t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ♦♠✐t t❤❡ ∀✲q✉❛♥t✐✜❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❧✐st ♦❢
✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ body(α) ❢♦r ❛ ❝♦♥str❛✐♥t α ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ ✐ts ♣r❡♠✐s❡❀ ❛♥❛❧✲
♦❣♦✉s❧② head(α) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ s❡ts ♦❢ ❛❧❧ ❛t♦♠s ✐♥ s♦♠❡ ❞✐s❥✉♥❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✬s
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❇② Σ|τ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t Σ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♥♦♥✲τ ✲❧✐t❡r❛❧s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥t ❜♦❞✐❡s ✇❡r❡ ❞r♦♣♣❡❞✳ ■❢ α ✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ a ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞
♥✉❧❧s ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥ts✱ t❤❡♥ α(a) ✐s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t α ✇✐t❤♦✉t ✉♥✐✈❡rs❛❧ q✉❛♥t✐✜❡rs
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❜✉t ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs a✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❛❜✉s❡ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❛② t❤❛t ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧
♦❝❝✉rs ✐♥ α(a)✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧ ✐s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r s♦♠❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧②
q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ α✳

❈❤❛s❡ st❡♣s✳ ▲❡t q ∈❈q¬❛♥❞ α ∈❚❣❞∨,¬ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ φ1(x)→
∨

i∈[n] ∃yiψi(x, yi)✳
❲❡ s❛② t❤❛t α ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ q ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ µ ❢r♦♠ body(α) t♦ q
❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② A ∈ head(α) ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t µ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠
µ′ ⊇ µ ❢r♦♠ A t♦ q✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ t❤❡ ❝❤❛s❡ st❡♣

q
α,µ(x)
−→ qu

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❡✈❡r② i ∈ [n] ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ νi ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• νi ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ µ ♦♥ ❛❧❧ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ α✱

• ❢♦r ❡✈❡r② ❡①✐st❡♥t✐❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ✐♥ ψi ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ✏❢r❡s❤✑ ❧❛❜❡❧❡❞
♥✉❧❧ ny,i ∈ ∆null\dom(db(q)) ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ν(y) := ny,i✳

❲❡ s❡t qu t♦ ❜❡ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ s❛❢❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐♦♥

∨
i∈[n] db(q) ∧ νi(ψi)

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞✐s❥✉♥❝ts ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡
❡♠♣t② q✉❡r② t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ st❡♣ ✐s ❋❛❧s❡✳
❆ ❝❤❛s❡ st❡♣ ✇✐t❤ ❛♥ ❊❣❞ ✐s ❥✉st ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝❤❛s❡ st❡♣ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ q✉❡r② ✐s
s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ st❡♣ ✐s t❤❡ ❡♠♣t② q✉❡r② ❋❛❧s❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❧✐❢t ❝❤❛s❡ st❡♣s t♦ ❛♣♣❧② t♦ ✉♥✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s✳ ❋♦r ❛ ✉♥✐♦♥
♦❢ s❛❢❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐♦♥ q :=

∨
i∈[l] qi ✇❡ ✇r✐t❡

q
α,µ(x)
−→ q′

✐✛ t❤❡r❡ ✐s i ∈ [l] s✉❝❤ t❤❛t qi
α,µ(x)
−→ qu ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ q′ := qu ∨

∨
j∈[l]\{i} qj✳

❈❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❆ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ st❛♥❞❛r❞ ❝❤❛s❡
s❡q✉❡♥❝❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛s❡ st❡♣s ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✐✳❡✳ ✐t ✐s ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ❝❤❛s❡ st❡♣s ✉♥t✐❧ ♥♦ ♠♦r❡ ❝❤❛s❡ st❡♣ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡rs ♦❢
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛s❡ r❡s✉❧t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛s❡ ♦r❞❡rs ❧❡❛❞ t♦ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐✲
❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡s✉❧ts✱ ✐❢ t❤❡s❡ ❡①✐st✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇r✐t❡ QΣ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡
❝❤❛s❡ ♦♥ Q ∈ ❯❝q¬ ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts Σ✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐♥✈♦❧✈❡s
❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✱ ❛ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❝❤❛s❡ tr❡❡✱ ❛s ✐♥ ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ tr❡❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ r♦♦t ♥♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❡✈❡r② ❞✐s❥✉♥❝t ✐♥
t❤❡ q✉❡r② t♦ ❜❡ ❝❤❛s❡❞ ❛s ❛ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡✳ ❲❤❡♥ ❛ ❝❤❛s❡ st❡♣ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❧❡❛❢ l ♦❢
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t❤❡ tr❡❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ l✱ t❤❡♥ ✇❡ ❛❞❞ ❡✈❡r② ♥❡✇ ❞✐s❥✉♥❝t ❛s ❛ ❝❤✐❧❞ ♦❢ l✳ ■❢ ❛ ❝❤❛s❡ st❡♣ ②✐❡❧❞s t❤❡
❡♠♣t② q✉❡r②✱ t❤❡♥ ✇❡ ❛❞❞ ❋❛❧s❡ ❛s t❤❡ ♦♥❧② ❝❤✐❧❞ ♦❢ l✳ ■❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡s✱
t❤✐s tr❡❡ ✐s ✜♥✐t❡✳ ❚❤❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✬s ❧❡❛✈❡s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ q✉❡r②✳

❈❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❆s t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❜✐❣ ✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡✱ ✇❡
❢❛❝❡ ❡✈❡♥ ❣r❡❛t❡r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❡①t❡♥❞
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❈❚∀∀ ❛♥❞ ❈❚∀∃ t♦ ♦✉r ❜r♦❛❞❡r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳
❙♦ ❢❛r t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦♥❧② ❢❡✇ ✇♦r❦s t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r ❚❣❞∨,¬ ❛♥❞ ❊❣❞∨ ✳ ■♥
❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ❛❞❛♣t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② t♦ t❤✐s
♥❡✇ s❡tt✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ♥❡①t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✺✳ ✭s❡❡ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✮ ▲❡t Σ ❜❡ ❛s s❡t ♦❢ ❚❣❞∨,¬ ❛♥❞
❊●❉s✳ ❚❤❡ ❝❤❛s❡ ✢♦✇ ❣r❛♣❤ G = (V,E) ✐s ❛ ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✇❤♦s❡ ❡❞❣❡ ❧❛❜❡❧s
♠❛② ❜❡ ❡♠♣t② ♦r ∗✳ ■t ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❡✈❡r② r❡❧❛t✐♦♥ ❘ ♠❡♥t✐♦♥❡❞
✐♥ Σ✱ V ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♥♦❞❡s ❘1, ...,❘ar(R)✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❚❣❞∨,¬ σ ∈ Σ ❛♥❞ ❡✈❡r② ♣❛✐r
♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ❘✱ ❙ ✐❢ ❘(x) ❛♣♣❡❛rs ✐♥ body(σ) ❛♥❞ ❙(y) ❛♣♣❡❛rs ✐♥ head(σ)✱ t❤❡♥

• ✐❢ xi = yj✱ t❤❡♥ ❛❞❞ ❛♥ ❡❞❣❡ ❢r♦♠ ❘i t♦ ❙j✱ ❛♥❞

• ✐❢ yj ✐s ❡①✐st❡♥t✐❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞✱ t❤❡♥ ❛❞❞ ❛♥ ∗✲❧❛❜❡❧❡❞ ❡❞❣❡ ❢r♦♠ ❘i t♦ ❙j✳

❲❡ s❛② t❤❛t Σ ❤❛s str❛t✐✜❡❞ ✇✐t♥❡ss ✐✛ ✐ts ❝❤❛s❡ ✢♦✇ ❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❝②❝❧❡
t❤r♦✉❣❤ ❛ ∗✲❧❛❜❡❧❡❞ ❡❞❣❡✳

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛❞❛♣t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❜② s✐♠♣❧② ✐❣♥♦r✐♥❣
♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ t❤❛t str❛t✐✜❡❞
✇✐t♥❡ss ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❡✈❡r② ✉♥✐♦♥ ♦❢ s❛❢❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ✐♥
t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❈❚∀∀✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r
❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❚❣❞∨,¬ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

■♥ ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ♠✐① ♦❢ ❚●❉s ❛♥❞ ❊❣❞∨ ✳ ❚❤❡②
❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ❤❛✈❡ ❛ s❡t ♦❢ ❚●❉s ❛♥❞ ❊❣❞∨ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢
❚●❉s ✐s ✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t s❡t t❡r♠✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ ♦❢ ❈❚∀∀✳

❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ans(q) t♦ ❜❡ t❤❡ t✉♣❧❡ ✐♥
t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ q ✇❤❡r❡ ❛❣❛✐♥ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❝♦♥st❛♥t cx✳
❲❡ s❛② t❤❛t q ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I s✉❝❤ t❤❛t q(I) 6= ∅✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t q ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐✛ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❛t♦♠ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❛♥❞
♥❡❣❛t✐✈❡❧② ✐♥ q✳
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❲❡ s❛② t❤❛t q ∈ ❈q¬ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ✐✛ ✐t ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❛♥❞ ❢♦r
❛❧❧ q′ ∈ ❈q¬ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ans(q) ∈ q′(db(q)) ✐♠♣❧✐❡s q′ → q✳
❲❡ s❛② t❤❛t Q ∈ ❯❝q¬ ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐✛ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ I s✉❝❤ t❤❛t Q(I) 6= ∅✳
Q ∈ ❯❝q¬ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐✛ ❛❧❧ ❞✐s❥✉♥❝ts ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✳
■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② Q ∈ ❯❝q¬ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡
Q′ ∈ ❯❝q¬ t❤❛t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ Q ≡ Q′✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ Q′ ❜② ❝♦♠♣(Q)✳
▲❡t ❆❉♦♠ /∈ R∪T ✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ t❤❛t ❝♦♠♣(Q) = QΣ¬ |R∪T ✱
✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ Σ¬ ❛s t❤❡ s❡t ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❢♦r ❡✈❡r② ❘∈ R ∪ T ✇✐t❤ ❛r(❘) = k
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts

❆❉♦♠(x1)✱✳✳✳✱❆❉♦♠(xk)→ ❘✭x1, ..., xk) ∨ ¬ ❘(x1, ..., xk)
❘(x1, ..., xk)→ ❆❉♦♠(x1), . . . , ❆❉♦♠(xk)✳

❋♦r q ∈ ❈q¬✱ ✇❡ ✉s❡ size(q) ❛s ❛♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ q✳
❲❡ ❡①t❡♥❞ size(Q) t♦ Q ∈ ❯❝q¬ ❜② size(Q) := Σq∈Qsize(q)✳

✾✳✶✳✷ ❈♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❚②♣❡s

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❡♠❛♥t✐❝ ❛♥❞ t②♣❡✲❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ r✐❣✲
♦r♦✉s ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ ♦✉r s♣❡❝✐❛❧ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② T ❝♦♥s✐st✐♥❣
♦❢ ✉♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❢♦r a ∈ ∆ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t②♣❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
❚②♣❡(a) ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s t❤❛t ❡①❛❝t❧② ❝♦♥t❛✐♥s ❢♦r ❡✈❡r② T ∈ T ❡✐t❤❡r
T (a) ♦r ¬T (a)✳
❆❜✉s✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② T ✇✐t❤ t❤❡ s❡t {a ∈ ∆ | T (a) ∈ ❚②♣❡(a)} ❛♥❞
❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ✇r✐t❡ ¬T ✐♥st❡❛❞ ♦❢ {a ∈ ∆ | ¬T (a) ∈ ❚②♣❡(a)}✳ ❆ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤②
H ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❢✉❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦✈❡r t❤❡ s❝❤❡♠❛ T ✳ ❆ t②♣❡ s②st❡♠ ♦✈❡r T ✐s ❛ t✉♣❧❡
(H,❚②♣❡)✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t②♣❡ s②st❡♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ❛❞❤❡r❡s
t♦ t❤❡ t②♣❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✻✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤② H r❡✢❡❝ts ❚②♣❡ ✐❢ H ✐s ❧♦❣✐❝❛❧❧②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ k, l ≤ |T | ❛♥❞
❢♦r ❛❧❧ A1, ..., Ak✱ B1, ..., Bl ∈ {T,¬T | T ∈ T }✱

• ✐❢ ∅ 6= A1 ∩ ... ∩ Ak ⊆ B1 ∪ ... ∪ Bl✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❢✉❧❧ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
A1(x), ..., Ak(x)→ B1(x) ∨ ... ∨ Bl(x)✱

• ✐❢ ∅ 6= A1∩ ...∩Ak ✐s ✜♥✐t❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❊❣❞
∨ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ A1(x), ..., Ak(x)→∨

a∈A1∩...∩Ak
x = a✱ ❛♥❞

• ✐❢ ∅ = A1 ∩ ... ∩ Ak✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❚❣❞ A1(x), ..., Ak(x)→ ¬A1(x)✳

■♥❢♦r♠❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❛ t②♣❡ s②st❡♠ r❡✢❡❝ts ❛ t②♣❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐❢
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• ❛❧❧ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t②♣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t②♣❡
❤✐❡r❛r❝❤②✱

• ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ t②♣❡ ♦r t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ✐s ✜♥✐t❡ ❜✉t ♥♦♥✲❡♠♣t②✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t ✜①❡s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡✱ ❛♥❞

• ✇❤❡♥❡✈❡r t✇♦ t②♣❡s ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✶✼✳ ❲❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ t②♣❡ s②st❡♠ ♦❢ ♦✉r ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①✲
❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② T1 :=
{❅❡♠♣❧♦②❡❡,❅♠❛♥❛❣❡r,❅❝❡♦, . . . }✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ T1 ❛s ✉♥❛r②
r❡❧❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✳ ❲❡ t❤❡♥ ✜① ❛ t②♣❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❚②♣❡1 t❤❛t r❡✢❡❝ts t❤❡ t②♣❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s t❤❛t ✇❡r❡ ✐♥❢♦r♠❛❧❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r ✐♥✲
st❛♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t a1 := ❵❈❊❖✶✬ st❛♥❞✐♥❣ ❢♦r ❛ ❈❊❖✳ ■ts ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s

❚②♣❡1(a1) := {@❝❡♦(a1),@❡①❡❝✉t✐✈❡(a1),❅❡♠♣❧♦②❡❡(a1),
¬❅♠❛♥❛❣❡r(a1),¬❅❛ss♦❝✐❛t❡(a1),
¬❅❣❡♥❞❡r(a1),¬❅✐♥t(a1)}✱

st❛t✐♥❣ t❤❛t a1 ✐s ♦❢ t②♣❡ ❅❝❡♦✱ ❅❡①❡❝✉t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❅❡♠♣❧♦②❡❡✱ ❜✉t ♥♦t ♦❢ t②♣❡ ❅♠❛♥✲
❛❣❡r✱ ❅❛ss♦❝✐❛t❡✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❡ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤② H1✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ t②♣❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶ ❛♥❞ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✻✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

H1 := {β1 := ❅❝❡♦(x)→ @❡①❡❝✉t✐✈❡(x),
β2 := ❅♠❛♥❛❣❡r(x)→ ❅❡①❡❝✉t✐✈❡(x),
β3 := ❅❡①❡❝✉t✐✈❡(x)→ ❅❡♠♣❧♦②❡❡(x),
β4 := ❅❛ss♦❝✐❛t❡(x)→ ❅❡♠♣❧♦②❡❡(x),
β5 := ❅❣❡♥❞❡r(x)→ x = ❵♠❛❧❡✬ ∨ x = ❵❢❡♠❛❧❡✬,
β6 := ❅♠❛♥❛❣❡r(x),❅❝❡♦(x)→ ¬❅♠❛♥❛❣❡r(x),
β7 := ❅❡①❡❝✉t✐✈❡(x),❅❛ss♦❝✐❛t❡(x)→ ¬❅❡①❡❝✉t✐✈❡(x),
β8 := ❅❡♠♣❧♦②❡❡(x),❅❣❡♥❞❡r(x)→ ¬❅❡♠♣❧♦②❡❡(x),
β9 := ❅❡♠♣❧♦②❡❡(x),❅✐♥t(x)→ ¬❅❡♠♣❧♦②❡❡(x)✱ ❛♥❞
β10 := ❅❣❡♥❞❡r(x),❅✐♥t(x)→ ¬❅❣❡♥❞❡r(x)}

❛♥❞ s❛t✐s✜❡s ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✻✿ β1 ✕ β4 ♠♦❞❡❧ ❛❧❧ t②♣❡ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s
✭❝❢✳ ❜✉❧❧❡t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮✳ ◆❡①t✱ β5 ✜①❡s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t②♣❡ ❅❣❡♥❞❡r
✭❝❢✳ ❜✉❧❧❡t t✇♦✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t♦ ❜❡ t❤❡ ♦♥❧② ✜♥✐t❡ t②♣❡ ✐♥ ♦✉r s❝❡♥❛r✐♦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
❝♦♥str❛✐♥ts β6 ✕ β10 ❡①♣r❡ss ❞✐s❥♦✐♥t♥❡ss ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ t②♣❡s ✭❝❢✳ ❜✉❧❧❡t



✶✶✵ ✾✳✶ ❙❡♠❛♥t✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❚②♣❡s

t❤r❡❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✶ ✇❤❡♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦✉r t②♣❡ ❤✐❡r❛r✲
❝❤② ✜rst✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t H1 ❝♦♥t❛✐♥s ♦t❤❡r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
❅❝❡♦(x)→ ❅❡♠♣❧♦②❡❡(x) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ β1 ❛♥❞ β3❀ t❤✐s ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❉❡✜♥✐✲
t✐♦♥ ✶✶✻✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❢♦r❝❡s ♦♥❧② ❧♦❣✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t♦ ❛ ✏❝♦♠♣❧❡t❡✑ ❧✐st ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❍❛✈✐♥❣ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ♠♦❞❡❧ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s ✐♥ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝✱ ✇❡
♥♦✇ ❡①t❡♥❞ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✉s❡❞ ✐♥ s❡♠❛♥t✐❝ q✉❡r②
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✽✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❛ t✉♣❧❡ (Σ, H,❚②♣❡) ❛ t②♣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛ ✐✛

• Σ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✐♥t❡❣r✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ♦✈❡r R∪ T ✱

• Σ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ R✲❧✐t❡r❛❧s✱

• ❢♦r ❛❧❧ α ∈ Σ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ❡✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ α ❛♣♣❡❛rs ✐♥ s♦♠❡ R✲❛t♦♠✱ ❛♥❞

• (H,❚②♣❡) ✐s ❛ t②♣❡ s②st❡♠ ♦✈❡r T s✉❝❤ t❤❛t H r❡✢❡❝ts ❚②♣❡✳

◆♦t❡ t❤❛t Σ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r R ∪ T ✱ s♦ ✐t ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❜♦t❤ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✐♥
t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ s❡♥s❡ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t②♣❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ Σ
t♦ ❡♥❝♦❞❡ t②♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❝❤❡♠❛✿

❊①❛♠♣❧❡ ✶✶✾✳ ❚♦ ❝❛♣t✉r❡ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❢r♦♠ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡
❞❡✜♥❡ Σ1 := {α1, α2, γ1, γ2, γ3, γ3}✱ ✇❤❡r❡ α1 ❛♥❞ α2 ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛ss❡rt✐♥❣ t❤❛t ❈❊❖s ❛r❡ s✐tt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ✢♦♦r ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡rs ❛r❡
s✐tt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✢♦♦r ❛♥❞ γ1 ✕ γ4 ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

γ1 := P❡rs♦♥(x, y)→ ❅❡♠♣❧♦②❡❡(x),❅❣❡♥❞❡r(y),
γ2 := ❯♣♣❡r❋❧♦♦r(x, y)→ ❅❝❡♦(x),❅✐♥t(y)✱
γ3 := ▼✐❞❞❧❡❋❧♦♦r(x, y)→ ❅♠❛♥❛❣❡r(x),❅✐♥t(y),
γ4 := ▲♦✇❡r❋❧♦♦r(x, y)→ ❅❛ss♦❝✐❛t❡(x),❅✐♥t(y)✳

❯s✐♥❣ ❚②♣❡1 ❛♥❞ H1 ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✶✼✱ t❤❡ t✉♣❧❡ S1 := (Σ1, H1,❚②♣❡1)
✐s ❛ t②♣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛✳

●✐✈❡♥ ❛ t②♣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛ S := (C1, C2, C3)✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s
t❤❛t Σ(S) := C1✱ H(S) := C2✱ ❛♥❞ ❚②♣❡(S) := C3✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
s❛t✐s❢②✐♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳



✶✶✶ ✾✳✶ ❙❡♠❛♥t✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❚②♣❡s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✵✳ ❆♥ R ∪ T ✲❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I s❛t✐s✜❡s ❛ t②♣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧
s❝❤❡♠❛ S✱ I |= S✱ ✐✛ I|R 6= ∅✱ ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♥st❛♥t a ∈ dom(I) ∩ ∆ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
I |= ❚②♣❡(S)(a) ❛♥❞ I |= Σ(S) ∪H(S)✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ q✉❡r② ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱
❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ✐♥ t②♣❡❞ s❝❤❡♠❛s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✶✳ ▲❡t S ❜❡ ❛ t②♣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛✳ ❋♦r Q,Q′ ∈ ❯❝q¬✱ ✇❡
✇r✐t❡ Q ⊑S Q

′ ✐✛ ❢♦r ❛❧❧ I |= S✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Q(I) ⊆ Q′(I)✳ Q,Q′ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
✉♥❞❡r S✱ Q ≡S Q

′✱ ✐✛ Q ⊑S Q
′ ❛♥❞ Q′ ⊑S Q✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦t ❛✇❛r❡ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♦❢❯❝q¬✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❡ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ❝♦st ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ✉s❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✷✳ ▲❡t L ∈ {❯❝q¬,❯❝q,❈q¬,❈q} ❜❡ ❛ q✉❡r② ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

• ❆ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r L ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ c : L → N s✉❝❤ t❤❛t
size(Q) ≤ c(Q) ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② s✉❜q✉❡r② sub ⊆ Q ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t c(sub) ≤ c(Q)✳

❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡
q✉❡r✐❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐♦♥ Q :=

∨
i∈[n] qi ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s Q(I) :=

⋃
i∈[n] qi(I)✳

• ●✐✈❡♥ ❛ t②♣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛ S ❛♥❞ ❛ q✉❡r② Q ∈ L✱ ✇❡ s❛② t❤❛t Q ✐s
(L, c,S)✲♠✐♥✐♠❛❧ ✐✛ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ Q′ ∈ L s✉❝❤ t❤❛t Q ≡S Q

′ ❛♥❞ c(Q′) ≤ c(Q)✳

• ❲❡ s❛② t❤❛t Q′ ✐s ❛♥ (L, c,S)✲r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ Q ✐✛ Q′ ≡S Q ❛♥❞ c(Q′) < c(Q)✳

• ❆♥ (L′, c,S)✲♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ Q ✐s ❛ q✉❡r② Q′ ∈ L′ s✉❝❤ t❤❛t Q′ ✐s
(L′, c,S)✲♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ Q ≡S Q

′✳

■t ✐s ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣s✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✸✳ ▲❡t Q ∈ ❯❝q✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ Q′ ∈ ❯❝q¬ ✇✐t❤ c(Q′) ≤ c(Q) ✐s
✜♥✐t❡ ❛♥❞ ✐ts s✐③❡ ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

ar(R∪ T ) · c(Q)3 · (3 · |R ∪ T |)c(Q) · ar(R∪ T ) · (c(Q) · ar(R∪ T ) + |dom(Q)|
+|dom(Σ(S) ∪H(S))|)✳

❚❤✉s✱ t❤❡ s❡t ♦❢ (❯❝q¬, c,S)✲♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣s ♦❢ Q ✐s ❛❧s♦ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤✐s
♥✉♠❜❡r✳



✶✶✷ ✾✳✶ ❙❡♠❛♥t✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❚②♣❡s

Pr♦♦❢✳ ▲❡t Q′ ∈ ❯❝q¬ s✉❝❤ t❤❛t c(Q′) < c(Q)✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t size(Q′) < c(Q)✳ ❲❡
s❡❡ t❤❛t Q′ ❤❛s ❛t ♠♦st c(Q) ♠❛♥② ❞✐s❥✉♥❝ts ❛♥❞ ❡✈❡r② ❞✐s❥✉♥❝t ❤❛s ❛t ♠♦st c(Q)
♠❛♥② ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ t❤❡ ❜♦❞②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st (3 · |R∪T |)c(Q) ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❝❤♦♦s❡
❢♦r r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s②♠❜♦❧s ♦r ♥❡❣❛t❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t t❡r♠s
✐♥ ♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② (c(Q) ·ar(R∪T )+ |dom(Q)|+ |dom(Σ(S)∪H(S))|)✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s ✐♥ ♦♥❡ ❧✐t❡r❛❧ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ar(R ∪ T ) · (c(Q) ·
ar(R∪ T ) + |dom(Q)|+ |dom(Σ(S) ∪H(S))|)✳ ❚❤❡ ❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❡❛❞ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
❜② ar(R∪T )·c(Q) ❜❡❝❛✉s❡ ❡✈❡r② ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ✐t ♠✉st ❜❡ ❛❧r❡❛❞② ❡✐t❤❡r ✐♥ Q ♦r S✳ �

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ r❡✇r✐t✲
✐♥❣s✱ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧✐t②✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✷✹✳ ▲❡t Q := q1∨· · ·∨qn ❜❡ ❛ ❯❝q¬✳ ▲❡t pos(qi) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞ neg(qi) t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ qi✳
❲❡ ❡①❡♠♣❧❛r✐❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥

c1(Q) :=
∑

1≤i≤n(pos(qi) + 2 ∗ neg(qi))✳

●✐✈❡♥ q✉❡r② Q1∨2 ❢r♦♠ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛ S1
❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✶✾✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❜♦t❤ q′1∨2 ❛♥❞ q′′1∨2 ❢r♦♠ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛r❡
(❯❝q¬, c1,S1)✲r❡✇r✐t✐♥❣s ♦❢ Q1∨2✿ ✐t ✐s ❡❛s✐❧② ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t

Q1∨2 ≡S1 q
′
1∨2 ≡S1 q

′′
1∨2

❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡

c1(Q1∨2) = 4 > c1(q
′′
1∨2) = 3 > c1(q

′
1∨2) = 2✳

❇② ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ❛❧❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ (❯❝q¬, c1,S1)✲r❡✇r✐t✐♥❣s ♦❢ Q1∨2 ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥
t❤❛t q′1∨2 ✐s (❯❝q

¬, c1,S1)✲♠✐♥✐♠❛❧✳

✾✳✶✳✸ ❙❡♠❛♥t✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❚②♣❡❞ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧

❙❝❤❡♠❛s

❍❛✈✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ r❡✇r✐t✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❢r❛❣♠❡♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ r❡✇r✐t✐♥❣s ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ❜② Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✶✷✸✱ ❛❧s♦ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣s✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❝❛s❡✱ q✉❡r② ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t ❢♦r ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ✉♥❞❡r ❚❣❞s ❛♥❞ ❊❣❞s ✐s ❛❧r❡❛❞②
✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✶✱ s♦ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❤❛t q✉❡r② ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t ✐♥ ♦✉r ❢r❛❣♠❡♥t
✭✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡①t❡♥❞❡❞ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❚❣❞s ❛♥❞ ❊❣❞s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❈◗s ✇✐t❤

✶❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❡✳❣✳ ❢r♦♠ ❈♦r♦❧❧❛r② ✾ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✺ ✐♥ ❬❈❛❧ì ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳



✶✶✸ ✾✳✶ ❙❡♠❛♥t✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❚②♣❡s

✉♥✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐♦♥✮ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡
❢r❛❣♠❡♥ts ✐s ♦❢ ❤✐❣❤ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✳

■♥ ♦✉r ❡✛♦rt t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t t❡st✐♥❣✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t
✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤✱ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❝❤❛s❡ st❡♣✱ ❛❞❞s t②♣❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥st❛♥ts t❤❛t ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛s❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✺✳ ▲❡t Q ∈❯❝q¬✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (Qi)i∈N ✐s ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳ Q1 := Q✳ ❋♦r i ≥ 2 ✇❡ s❡t Qi :=

∨
q∈Q

Σ(S)∪H(S)
i−1

q′✱ ✇❤❡r❡ q′ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s q t♦

✇❤✐❝❤ ❚②♣❡(a) ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❢♦r ❛❧❧ a ∈ ∆∩dom(db(q))✳
■❢ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ i ∈ N s✉❝❤ t❤❛t Qi = Qi+1✱ t❤❡♥ Q

S := Qi✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✷✻✳ ❈♦♥s✐❞❡r S1 := (Σ1, H1,❚②♣❡1) ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✶✾✱ q✉❡r② q :
❛♥s() ← P❡rs♦♥(❵❈❊❖✶✬, y)✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❅❝❡♦(❵❈❊❖✶✬) ∈ ❚②♣❡1(❵❈❊❖✶✬)✳
❲❤❡♥ ❝❤❛s✐♥❣ q ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✺✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ q✉❡r② qS ❞❡✜♥❡❞ ❛s

❛♥s()← P❡rs♦♥(❵❈❊❖✶✬, y), ❯♣♣❡r❋❧♦♦r(❵❈❊❖✶✬, z),
❅❝❡♦(❵❈❊❖✶✬),¬❅❝❡♦(y),¬@ceo(z),
❅♠❛♥❛❣❡r(❵❈❊❖✶✬),¬❅♠❛♥❛❣❡r(y),¬@manager(z),@integer(z)
. . .

✇❤❡r❡ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡ ♠♦r❡ t②♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✲
✐♥❣ t❤✐♥❣ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❅❝❡♦(❵❈❊❖✶✬) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
♦✉r ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ♣r❡❝✐s❡ t②♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✲
st❛♥t ❵❈❊❖✶✬ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❤❛s❡ st❡♣s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❧✐t❡r❛❧
❯♣♣❡r❋❧♦♦r(❵❈❊❖✶✬, z) ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t α1 ❢r♦♠ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝✲
t✐♦♥✮✳

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ♦✉r ♠♦❞✐✜❡❞ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡s ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❤❛s❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡r♠✐♥❛t❡s✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✼✳ ▲❡t S ❜❡ ✜①❡❞✳ ■❢ Σ(S) ∪ H(S) ∈ ❈❚∀∃ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛s❡
✇✐t❤ S t❡r♠✐♥❛t❡s ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ t❤❡♥ QS ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡
♠❛♣♣✐♥❣ Q 7→ QS ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t c ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ Σ(S) ∪H(S)✳ ◆♦t❡ t❤❛t c ✐s ❛ ❝♦♥✲
st❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ S ✐s ✜①❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Qc+1 = Qc+2 ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t❛❦❡s ♦♥❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t q✉❡r②✳ �



✶✶✹ ✾✳✶ ❙❡♠❛♥t✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❚②♣❡s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ♠♦❞✐✜❡❞ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ Σ(S) ❛♥❞ H(S) ✐♥❞❡❡❞
❣✐✈❡s ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧✇❛②s q✉❡r✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✉♥❞❡r S✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✽✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡s {I1, ..., In} ✉♥✐✈❡rs❛❧
❢♦r ❛ t②♣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛ S ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ J ✐✛

• ❢♦r ❛❧❧ i ∈ [n]✿ Ii |= S✱ ❛♥❞

• ❢♦r ❡✈❡r② ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ✐❢ I |= S ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ J ∈ J
s✉❝❤ t❤❛t J → I✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s i ∈ [n] s✉❝❤ t❤❛t Ii → I✳

▲❡♠♠❛ ✶✷✾✳ ▲❡t S ❜❡ ❛ t②♣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛✱ Q ∈ ❯❝q¬✳ ■❢ QS ❡①✐sts✱
t❤❡♥ db(QS) ✐s ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❢♦r (S, db(Q))✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t I ❜❡ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ s✉❝❤ t❤❛t I |= S ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ J ∈ db(Q)
s✉❝❤ t❤❛t J → I✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ♦✉r ❝❧❛✐♠ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s
i ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ QS ✈✐❛ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✺✳ ❲❡ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ [Deutschet al., 2008]
t❤❛t db(QΣ(S)∪H(S)) ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r db(Q) ❛♥❞ Σ(S)∪H(S)✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡
✐s s♦♠❡ I ′ ∈ db(QΣ(S)∪H(S) s✉❝❤ t❤❛t I ′ → I✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠
t♦ (I ′ ∪

⋃
a∈∆∩dom(I′)❚②♣❡(a))→ I ❜❡❝❛✉s❡ I |= S✳ �

▲❡♠♠❛ ✶✸✵✳ ▲❡t Q ∈ ❯❝q¬✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t Q ≡S Q
S ✳

Pr♦♦❢✳ ■t ✐s st❛♥❞❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t QS ⊑S Q✳ ❋♦r t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❡
t❛❦❡ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ I s✉❝❤ t❤❛t I |= S✳ ❈❧❡❛r❧②✱ Q(I) ⊆ QΣ(S)∪H(S)(I) ⊆ Qc(I)✱
✇❤❡r❡ Qc ✐s t❤❡ q✉❡r② QΣ(S)∪H(S) t♦ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❚②♣❡(a) ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ ❢♦r ❛❧❧
a ∈ ∆ ∩ dom(db(QΣ(S)∪H(S)))✳ ❯s✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t Q(I) ⊆ QS(I)✳ �

❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♥♦✇ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝❤❛s❡ ❢r♦♠ ❉❡✜✲
♥✐t✐♦♥ ✶✷✺ t♦ ✜♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❛ q✉❡r② Q✱ t②♣❡❞
r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛ S✱ ❛♥❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ c✱ ✇❡ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡ QS ✱ ❡♥✉♠❡r❛t❡ ❛❧❧ ❝❛♥✲
❞✐❞❛t❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ r❡✇r✐t✐♥❣s Qi ✭✇❤♦s❡ ♥✉♠❜❡r ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✸✮✱
❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❝❤❡❝❦ ✐❢ Q ≡S Qi ❤♦❧❞s✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❈✫❇ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ✇❡ ❧♦s❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❡✈❡r② ♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣ Q′ ♦❢ Q ✐s ❛
s✉❜q✉❡r② ♦❢ QS ✱ ❛s ✇✐t♥❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✸✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s

p1 : ❛♥s(x)← P❡rs♦♥(x, ❵♠❛❧❡✬), ♠✐❧✐t❛r②❙❡r✈✐❝❡(x) ❛♥❞
p2 : ❛♥s(x)← P❡rs♦♥(x, ❵❢❡♠❛❧❡✬)✱



✶✶✺ ✾✳✶ ❙❡♠❛♥t✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❚②♣❡s

❡①tr❛❝t✐♥❣ ❛❧❧ ♠❡♥ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣✉❧s♦r② ♠✐❧✐t❛r② s❡r✈✐❝❡ ❛♥❞ ❛❧❧
✇♦♠❡♥✳ ▲❡t

δ := P❡rs♦♥(x, ❵♠❛❧❡✬)→ ♠✐❧✐t❛r②❙❡r✈✐❝❡(x)

❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r S1✱ c1 ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✷✹✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ♣♦s✐t✐♦♥ P❡rs♦♥2 ✐s t②♣❡❞ ✇✐t❤
❅❣❡♥❞❡r ❛♥❞ H(S1) ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t

β5 := ❅❣❡♥❞❡r(x)→ x = ❵♠❛❧❡✬ ∨ x = ❵❢❡♠❛❧❡✬✱

✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

ans(x)← P❡rs♦♥(x, y)

✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ p1∨p2 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (❯❝q¬, c1, ({δ}, H(S1),❚②♣❡(S1))✳

❚❤❡ ♦♥❧② r❡❛s♦♥ t❤❛t ♠❛② ♣r❡✈❡♥t ✉s ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✭♠✐♥✐♠❛❧✮ r❡✇r✐t✐♥❣s ✐♥
t②♣❡❞ s❝❤❡♠❛s ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ ✭❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ q✉❡r② ♦r t❤❡ r❡✇r✐tt❡♥
❝❛♥❞✐❞❛t❡ q✉❡r✐❡s✮ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❡r♠✐♥❛t❡✳ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱
✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢r❛❣♠❡♥ts✳

❋r❛❣♠❡♥t ■

❲❡ ✜rst ❝❛rr② ♦✈❡r t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t t❡st✐♥❣ ❢♦r ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t②♣❡❞
r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛s✳ ❆s ❛ s✐❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦r❦s ❢♦r
❢✉❧❧ ❚❣❞s ♦♥❧②✳
▲❡t S ∪ Σ¬ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t②♣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤ Σ¬ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦
Σ(S)✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❧❡♠♠❛ tr❛♥s❢❡rs ❚❤❡♦r❡♠ ✾ ❢r♦♠ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ✐♥t♦ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ t②♣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛✿

▲❡♠♠❛ ✶✸✷✳ ▲❡t Q,Q′ ∈ ❯❝q¬✳ ■❢ QS∪Σ¬ ❡①✐sts✱ t❤❡♥ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t Q ⊑S Q
′

✐✛ ❢♦r ❡✈❡r② P ∈ QS∪Σ¬ |R∪T t❤❡r❡ ✐s P ′ ∈ Q′ s✉❝❤ t❤❛t P ′ → P ✳

Pr♦♦❢✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ I s✉❝❤ t❤❛t
I |= S ❛♥❞ Q(I) 6= ∅✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ✐s tr✐✈✐❛❧✳
❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝♦r♦❧❧❛r② ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✾ ✐♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✼❪✳ ■t st❛t❡s t❤❛t ❢♦r W,W ′ ∈ ❯❝q¬ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t W ⊑Σ W

′ ✐✛ WΣ∪Σ¬ ⊑ W ′✳
❖✉r r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❝♦♥st❛♥t c ✐♥ Q′ ❛♥❞ ✐♥ Σ(S) ∪ H(S) ❛♥❞
❢♦r ❡✈❡r② R ∈ R ∪ T ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t

R(c, x2, ..., xar(R))→
∧

l∈❚②♣❡(c) l



✶✶✻ ✾✳✶ ❙❡♠❛♥t✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❚②♣❡s

R(x1, c, x3, ..., xar(R))→
∧

l∈❚②♣❡(c) l

✳ ✳ ✳
R(x1, , ..., xar(R)−1, c)→

∧
l∈❚②♣❡(c) l

t♦ Σ(S) ∪H(S) ❛♥❞ ❝❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σnew✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

• ❢♦r ❛❧❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡s I ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t I |= S ∪ Σ¬ ⇐⇒ I |= Σnew✱ ❛♥❞

• Q′S∪Σ¬ ✐s ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ Q′Σnew ✳

❚❤❡ ✜rst ❜✉❧❧❡t ✐s ♦❜✈✐♦✉s✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜✉❧❧❡t ♥♦t❡ t❤❛t Q′S ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s
Q′Σnew ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝❤❛s❡ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✾ ✐♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ �

❋r♦♠ t❤✐s ❧❡♠♠❛ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✕ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❝❤❛s❡ ✕ ❣✐✈❡s ✉s ❛ q✉❡r② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤
S ∪ Σ¬ t❡r♠✐♥❛t❡s✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✸✸✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ Q ∈ ❯❝q¬ s✉❝❤ t❤❛t Q 7→
QS∪Σ¬ ✐s ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡✱ ❡♥✉♠❡r❛t❡s ❡①❛❝t❧② ❛❧❧ (❯❝q¬, c,S)✲♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣s ♦❢
Q ✉♣ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t Q ∈ ❯❝q¬ s✉❝❤ t❤❛t Q 7→ QS∪Σ¬ ✐s ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ M := ∅✳

✷✳ ❈♦♠♣✉t❡ QS∪Σ¬ ✳

✸✳ ❊♥✉♠❡r❛t❡ ❛❧❧ Q′ ∈ ❯❝q¬ ✇✐t❤ c(Q′) ≤ c(Q)✿

❛✮ ❈♦♠♣✉t❡ Q′S∪Σ¬ ✳

❜✮ ❚❡st ✇❤❡t❤❡r Q′S∪Σ¬ ≡S Q
S∪Σ¬ ❤♦❧❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✸✷ ❛♥❞

✐❢ s♦✱ ❛❞❞ Q′ t♦ M ✳

✹✳ ❖✉t♣✉t {Q′′ ∈M | ❢♦r ❛❧❧ Q′′′ ∈M ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t c(Q′′) ≤ c(Q′′′)}✳

❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✸ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡r♠✐♥❛t❡s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✶✸✷ t❤❛t
✐t ✐s s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ (❯❝q¬, c,S)✲♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t
q✉❡r②✳ �

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤✐s r❡s✉❧t✱ t❤♦✉❣❤✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t
❜② Σ¬ ♦❢t❡♥ ❧❡❛❞s t♦ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ S
t❡r♠✐♥❛t❡s✳



✶✶✼ ✾✳✶ ❙❡♠❛♥t✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❚②♣❡s

❊①❛♠♣❧❡ ✶✸✹✳ ■❢ Σ(S) := {ǫ1 := ❘(x1, x2) → ∃y ❊(x2, y)} ❛♥❞ q() :=❘(x1, x2)✱
t❤❡♥ qS∪Σ¬ ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞✳ ❚♦ s❡❡ ✇❤②✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t Σ¬ ❝♦♥t❛✐♥s ✭❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs✮
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts

ǫ2 := ❊(x1, x2)→ ❆❉♦♠(x1), ❆❉♦♠(x2)✱
ǫ3 := ❆❉♦♠(x1), ❆❉♦♠(x2)→ ❘(x1, x2) ∨ ¬ ❘(x1, x2)✳

■t ✐s ❡❛s✐❧② ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛s❡ ♦❢ q
✇✐t❤ {ǫ1, ǫ2, ǫ3}✳ ❚❤❡ s❛♠❡ st✐❧❧ ❤♦❧❞s ✇❤❡♥ ❝❤❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t Σ(S) ∪ Σ¬✳

■♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❧✐tt❧❡ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ t❡r♠✐♥❛t❡s ✇❤❡♥ Σ ❝♦♥t❛✐♥s ❚❣❞s ✇✐t❤ ❡①✐st❡♥t✐❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❲✐t❤ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ ♠✐♥❞✱ t❤❡ ♥❡①t ❝♦r♦❧❧❛r② ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ♦♥❧② s✐t✉❛t✐♦♥
✇❤❡r❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸✸ ✐s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❜❡♥❡✜t✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✸✺✳ ▲❡t Σ(S) ❝♦♥s✐st ♦❢ ❢✉❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥❧②✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ S ❛♥❞Q ∈ ❯❝q¬ ❛s ✐♥♣✉t✱ ❡♥✉♠❡r❛t❡s ❡①❛❝t❧② ❛❧❧ (❯❝q¬, c,S)✲♠✐♥✐♠❛❧
r❡✇r✐t✐♥❣s ♦❢ Q ✉♣ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳

❖✉r ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ❛❧s♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✮ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❢✉❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡
s❡❛r❝❤ ❢♦r ❢r❛❣♠❡♥ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t
❛❞❞✐♥❣ Σ¬✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t s✉❝❤ ❛ ❢r❛❣♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

❋r❛❣♠❡♥t ■■

❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ❯❝q¬✳ ❲❡ ❝❛❧❧ Q ∈ ❯❝q¬ s❡♠✐✲♣♦s✐t✐✈❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s
❯❝q¬/2✱ ✐✛ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ R✲❧✐t❡r❛❧ ♦❝❝✉r ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞
♣r❡❞✐❝❛t❡✳ ❙❡♠✐✲♣♦s✐t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t t❡st✐♥❣ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❝❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐♥❣ Σ¬✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✸✻✳ ▲❡t Q ∈ ❯❝q¬/2 ✇✐t❤♦✉t ♥❡❣❛t✐✈❡ T ✲❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞ Q′ ∈ ❯❝q¬✳
❲✳❧✳♦✳❣✳ ❡✈❡r② q ∈ Q′ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❝♦♥st❛♥ts ❢r♦♠ Q✱ Q′ ❛♥❞ Σ✳ ■❢ Q′Σ ❡①✐sts✱ t❤❡♥
✐t ❤♦❧❞s t❤❛t

Q′ ⊑Σ Q⇐⇒ ❢♦r ❛❧❧ P ′ ∈ ❝♦♠♣(Q′)Σ t❤❡r❡ ❡①✐sts P ∈ Q s✉❝❤ t❤❛t P → P ′

⇐⇒ Q′Σ ⊑ Q✳

Pr♦♦❢✳



✶✶✽ ✾✳✶ ❙❡♠❛♥t✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❚②♣❡s

• Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❋♦r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛tQ′ ⊑Σ Q
❤♦❧❞s✳ ▲❡t ❝♦♠♣(Q′)Σ =

∨
i∈[k] Pi ❛♥❞ ❝♦♠♣(Pi) =

∨
j∈[li]

Pi,j✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r

❡✈❡r② Pi✱ ❡✈❡r② R ∈ R ∪ T ❛♥❞ ❡✈❡r② t✉♣❧❡ x ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ ❝♦♠♣(Q′)Σ

❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ans(Pi) ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❡✐t❤❡r R(x) ♦r ¬R(x) ✐s ✐♥ t❤❡ ❜♦❞②
♦❢ Pi✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ans(Pi) ∈ Pi(Pi)✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ans(Pi) ∈ Q′Σ(Pi)✳
❆s db(Pi) |= Σ✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ans(Pi) ∈ Q′(Pi)✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ ans(Pi) ∈ Q(Pi)✳ ❆ss✉♠❡ Q =

∨
j∈[l] Pj✳ ❋♦r s♦♠❡ j ∈ [l] ✇❡

❤❛✈❡ t❤❛t ans(Pi) ∈ Qj(Pi)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ j′ ∈ [li] ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t
ans(Pi) = ans(Pi,j′) ∈ Qj(Pi,j′)✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♥♦t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ✐s j

′′ ∈ [li] s✉❝❤
t❤❛t ans(Pi) = ans(Pi,j′′) /∈ Qj(Pi,j′′)✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ h
t❤❛t ♠❛♣s Q+

j t♦ Pi,j′′ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❛t♦♠ A s✉❝❤ t❤❛t ¬A ∈ Q−
j ❛♥❞ h(A) ∈

Pi,j′′ ✳ ▲❡t µ ❜❡ ❛ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ t❤❛t ✇✐t♥❡ss❡s ans(Pi) ∈ Qj(Pi)✳ ▲❡t A ❜❡
❛♥ ❛t♦♠ s✉❝❤ t❤❛t ¬A ∈ Q−

j ✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ¬µ(A) ∈ P−
i ❜❡❝❛✉s❡

Q ∈ ❯❝q¬/2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ µ ✇✐t♥❡ss❡s ans(Pi) = ans(Pi,j′′) ∈ Qj(Pi,j′′)✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ j′ ∈ [li] ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t
Qj → Pi,j′ ✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ♦✉r ❝❧❛✐♠✳

❋♦r t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ P ′ ∈ ❝♦♠♣(Q′)Σ t❤❡r❡ ❡①✐sts
P ∈ Q s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t P → P ′✳ ❍❡♥❝❡✱ ❝♦♠♣(Q′)Σ ⊑ Q✳ ❖❜s❡r✈❡
t❤❛t Q′ ≡ ❝♦♠♣(Q′) ≡Σ ❝♦♠♣(Q′)Σ ⊑ Q ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❝❧❛✐♠✳

• ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r② ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳ �

❆s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r② ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❢♦r t②♣❡❞
r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛s✱ ❝❧❛r✐❢②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ H(S) ❞♦ ♥♦t ❤❛r♠ t❤✐s ♥✐❝❡
♣r♦♣❡rt②✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✸✼✳ ▲❡t Σ(S) ⊆ ❚❣❞∨,¬ ∪ ❊❣❞∨ ✱ Q ∈ ❯❝q¬/2 ✇✐t❤♦✉t ♥❡❣❛t✐✈❡
T ✲❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞ Q′ ∈ ❯❝q¬✳ ❲✳❧✳♦✳❣✳ ❡✈❡r② q ∈ Q′ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❝♦♥st❛♥ts ❢r♦♠ Q✱
Q′ ❛♥❞ Σ✳ ■❢ Q′S ❡①✐sts✱ t❤❡♥ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t

Q′ ⊑S Q ⇐⇒ ❢♦r ❛❧❧ P ′ ∈ ❝♦♠♣(Q′)S t❤❡r❡ ❡①✐sts P ∈ Q s✉❝❤ t❤❛t P → P ′

⇐⇒ Q′S ⊑ Q✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝♦r♦❧❧❛r② ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸✻ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
❋♦r ❡✈❡r② ❝♦♥st❛♥t c ✐♥ Q′ ❛♥❞ ✐♥ Σ(S) ∪H(S) ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② R ∈ R ∪ T ✇❡ ❛❞❞
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t

R(c, x2, ..., xar(R))→
∧

l∈❚②♣❡(c) l

R(x1, c, x3, ..., xar(R))→
∧

l∈❚②♣❡(c) l



✶✶✾ ✾✳✶ ❙❡♠❛♥t✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❚②♣❡s

✳ ✳ ✳
R(x1, , ..., xar(R)−1, c)→

∧
l∈❚②♣❡(c) l

t♦ Σ(S) ∪H(S) ❛♥❞ ❝❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σnew✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

• ❢♦r ❛❧❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡s I ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t I |= S ⇐⇒ I |= Σnew✱ ❛♥❞

• Q′S ✐s ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ Q′Σnew ✳

❚❤❡ ✜rst ❜✉❧❧❡t ✐s ♦❜✈✐♦✉s✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜✉❧❧❡t ♥♦t❡ t❤❛t Q′S ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s
Q′Σnew ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝❤❛s❡ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸✻✳ �

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✇❤② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❡✈❡r② q ∈ Q′ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❝♦♥st❛♥ts
❢r♦♠ Q✱ Q′ ❛♥❞ Σ(S) ✐s ♥♦t ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♥❡①t ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✸✽✳ ▲❡t q′ : ans()← A(x, y) ❛♥❞ q : ans()← A(x, a)✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✇❛♥t
t♦ t❡st ❢♦r q′ ⊑S q✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t a ♦❝❝✉rs ✐♥ q ❜✉t ♥♦t ✐♥ q′✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts
♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❡ r❡✇r✐t❡ q′ t♦ Q′ : q1 ∨ q2✱ ✇❤❡r❡ q1 : ans() ← A(x, y), A(a, a)
❛♥❞ q2 : ans() ← A(x, y),¬A(a, a)✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ q′ ≡ Q′✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣r♦❝❡❡❞ ❜②
t❡st✐♥❣ ❢♦r Q′ ⊑S q✳

❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❤❡♥❡✈❡r Σ(S) ∪ H(S) ✐s ✐♥
❈❚∀∀ ♦r ❈❚∀∃✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡✈❡♥ ✇❡❛❦❡r ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s❤♦✇✐♥❣
t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ H(S) ❞♦ ♥❡✈❡r ❛✛❡❝t ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✿

▲❡♠♠❛ ✶✸✾✳ ❋♦r Q ∈ ❯❝q¬✿ Q 7→ QS ✐s ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ✐❢

• Σ(S)|R ∈ ❈❚∀∀✱ ♦r

• Σ(S) = Σ(S)|R ∈ ❈❚∀∃✳

Pr♦♦❢✳

• ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Σ(S)|R ⊆ ❈❚∀∀ =⇒ Σ(S)|R ∪ H(S) ⊆ ❈❚∀∀ =⇒ Σ(S) ∪
H(S) ⊆ ❈❚∀∀ ❜❡❝❛✉s❡ ❡✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ♦❝❝✉rs ✐♥ s♦♠❡ T ✲❧✐t❡r❛❧ ❛❧s♦
♦❝❝✉rs ✐♥ s♦♠❡R✲❛t♦♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r②Q ∈ ❯❝q¬

t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ Q 7→ QS ✐s ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡✳

• ▲❡t Σ(S) = Σ(S)|R ⊆ ❈❚∀∃✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t Σ(S) ∪ H(S) ∈ ❈❚∀∃

❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝❛♥ ✜rst ❝❤❛s❡ ✇✐t❤ Σ(S) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ str❛t❡❣② t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡s
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❢t❡r✇❛r❞ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ H(S)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② Q ∈ ❯❝q¬ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ Q 7→ QS ✐s ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡✳ �



✶✷✵ ✾✳✶ ❙❡♠❛♥t✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❚②♣❡s

❆s ♦✉r ❝❡♥tr❛❧ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❯❝q¬/2 ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❤❡♥❡✈❡r
✇❡ ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝❤❛s❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❧❡♠♠❛✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✹✵✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ q✉❡r② Q ∈ ❯❝q¬/2 s✉❝❤ t❤❛t
Q 7→ QS ✐s ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡✱ ❡♥✉♠❡r❛t❡s ❡①❛❝t❧② ❛❧❧ (❯❝q¬/2, c,S)✲♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣s
♦❢ Q ✉♥❞❡r Σ ✉♣ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳

Pr♦♦❢✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t H(S) ❝♦♥t❛✐♥s ❢♦r ❡✈❡r② T ∈ T
s♦♠❡ T ∈ T s✉❝❤ t❤❛t T r❡✢❡❝ts t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ T ✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts

• ¬T (x)→ T (x)✱

• ¬T (x)→ T (x)✱

• T (x)→ ¬T (x)✱

• T (x)→ ¬T (x)✱ ❛♥❞

• T (x), T (x)→ ¬T (x)✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ E : ❯❝q¬ → ❯❝q¬ t❤❛t s✉❜st✐t✉t❡s ❛❧❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ T ✲❧✐t❡r❛❧s
¬T (...) ❜② T (...)✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✉♥❞❡r S✳
▲❡t Q ∈ ❯❝q¬/2 s✉❝❤ t❤❛t Q 7→ QS ✐s ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ M := ∅✳

✷✳ ❈♦♠♣✉t❡ ❝♦♠♣(Q)S ✳

✸✳ ❊♥✉♠❡r❛t❡ ❛❧❧ Q′ ∈ ❯❝q¬/2 ✇✐t❤ c(Q′) ≤ c(Q)✿

❛✮ ❘❡✇r✐t❡ Q′ t♦ Q′′ s✉❝❤ t❤❛t Q′ ≡ Q′′ ❛♥❞ ❡✈❡r② q ∈ Q′′ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧
❝♦♥st❛♥ts ❢r♦♠ Q✱ Q′′ ❛♥❞ Σ(S) ∪H(S)

❜✮ ❈♦♠♣✉t❡ ❝♦♠♣(Q′′)S ✳

❝✮ ❚❡st ✇❤❡t❤❡r E(Q′′) ≡S E(Q) ❤♦❧❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✸✼ ❛♥❞
✐❢ s♦✱ ❛❞❞ Q′ t♦ M ✳

✹✳ ❖✉t♣✉t {Q′′ ∈M | ❢♦r ❛❧❧ Q′′′ ∈M ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t c(Q′′) ≤ c(Q′′′)}✳

❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✸ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡r♠✐♥❛t❡s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✸✼ t❤❛t
✐t ✐s s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ (❯❝q¬/2, c,S)✲♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t
q✉❡r②✳ �
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✾✳✶✳✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t②

❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②

❆s ❛ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦✉r ❝♦♠♣❧❡①✐t② st✉❞②✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t②♣❡❞
r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✶✳ ❆ t②♣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛ S ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐✛ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✜♥✐t❡
R∪ T ✲❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡ I s✳t✳ I |= S✳

❙❛t✐s❢✐❛❜✐❧✐t②✿
■♥♣✉t ✿ ❆ t②♣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛ S✳
◗✉❡st✐♦♥✿ ■s t❤❡r❡ ❛ ✜♥✐t❡ ✐♥st❛♥❝❡ I✿ I |= S❄
❆♥s✇❡r✿ ❨❡s ♦r ♥♦✳

■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡
❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r ❛ s❛t✐s❢②✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❡①✐sts ♦r ♥♦t✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✹✷✳ ▲❡t Σ(S) ∪H(S) ∈ ❈❚∀∃✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛
t②♣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛ S ❛s ✐♥♣✉t✱ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r S ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t Σ(S) ∪H(S) ∈ ❈❚∀∃✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t

S ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐✛ (
∨

R∈R q()← R(x1, ..., xar(R)))
S 6= ❋❛❧s❡✳

❚❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s st❛♥❞❛r❞✳ ❋♦r t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t S ✐s
s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❜✉t (

∨
R∈R q()← R(x1, ..., xar(R)))

S = ❋❛❧s❡✳ ▲❡t I ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❞❛t❛❜❛s❡
✐♥st❛♥❝❡ s✉❝❤ t❤❛t I |= S ❛♥❞ I|R 6= ∅✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✷✾
t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✭❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡✮ ✉♥✐♦♥ ♦❢ q✉❡r✐❡s
Q t❤❡r❡ ✐s q ∈ Q s✉❝❤ t❤❛t db(q) → I✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t (

∨
R∈R q() ←

R(x1, ..., xar(R)))
S 6= ❋❛❧s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ �

❆ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❈♥❢✲s❛t ❣✐✈❡s ✉s ❛♥ ◆♣ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✹✸✳ ❙❛t✐s❢✐❛❜✐❧✐t② ✐s◆♣✲❤❛r❞✳ ❚❤✐s st✐❧❧ ❤♦❧❞s ✐❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡❣r✐t②
❝♦♥str❛✐♥ts Σ(S) ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦ ❊❣❞∨✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ◆♣✲❤❛r❞♥❡ss ❜② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❈♥❢✲s❛t✱ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜✲
❧❡♠ ❢♦r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳
▲❡t



✶✷✷ ✾✳✶ ❙❡♠❛♥t✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❚②♣❡s

α :=
∧

i∈[m]Bi

❜❡ ❣✐✈❡♥✱ ✇❤❡r❡

Bi = xi,1 ∨ . . . ∨ xi,ki ∨ ¬yi,1 ∨ . . . ∨ ¬yi,li

❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ♦❝❝✉rs ✐♥ α ✐s {x1, . . . , xn}✳
❲❡ ❡♥❝♦❞❡ α ✐♥ ❛ t②♣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞❡♥♦t❡ str✐♥❣s
❜② s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ q✉♦t❛t✐♦♥ ♠❛r❦s✳

∃x1, . . . , xn (
∧

i∈[m]((
∧

j∈[ki]
R(❵✐✬, ❵❥✬, ❵✰✬, ❵xi,j✬, xi,j)) ∧ (

∧
j∈[li]

R(❵✐✬, ❵❥✬, ❵¬✬, ❵yi,j✬, yi,j))))✱

(
∧

j∈[ki]
R(❵✐✬, ❵❥✬, ❵✰✬, ❵xi,j✬, xi,j)) ∧ (

∧
j∈[li]

R(❵✐✬, ❵❥✬, ❵¬✬, ❵yi,j✬, yi,j))

→
∨

j∈[ki]
L1(xi,j) ∨

∨
j∈[li]

L0(yi,j)✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ [m]✱

R(x1, x2, x3, x4, x5)→ L0(x5) ∨ L1(x5)✱
L0(x)→ ¬L1(x)✱ ❛♥❞

L1(x)→ ¬L0(x)✳

❚❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤② H(S) ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ❝♦♥st✐t✉t❡ Σ(S)✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❜❡② t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝
r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠ ✈❛❧✐❞ t②♣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛✳ ■t ✐s st❛♥❞❛r❞ t♦ ✈❡r✐❢②
t❤❛t α ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐✛ S ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ �

❚❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢ t②♣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡
♦❜t❛✐♥ ❛ ΣP

2 ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✹✹✳ ▲❡t Σ(S) ∪ H(S) ∈ ❈❚∀∃ ❡♥s✉r✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡
❝❤❛s❡ tr❡❡✳ ❚❤❡♥ ❙❛t✐s❢✐❛❜✐❧✐t② ∈ ΣP

2 ✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ΣP
2 ✲❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t t❡sts s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ◆♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤

❝♦◆♣ ♦r❛❝❧❡✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❣✉❡ss s♦♠❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ R ∈ R ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ q✉❡r②

q()← R(x1, . . . , xar(R))✳

❚❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡ qS ✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ ❉❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥ ✶✷✺✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛s❡ st❡♣ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ q✉❡r② qi ❛s ✐♥♣✉t✱ ❣✉❡ss s♦♠❡
α ∈ Σ(S)∪H(S) ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥ts a ❢♦r t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ α s✉❝❤
t❤❛t ❞❜(qi) |= ❜♦❞②(α(a)) ✭t❡st✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
t✐♠❡✮✳ ❚❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ ❝♦◆♣ ♦r❛❝❧❡ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝♦♥st❛♥ts b ❢♦r t❤❡
❡①✐st❡♥t✐❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ α s✉❝❤ t❤❛t ❞❜(qi) |= ❤❡❛❞(α(a, b))✳
■❢ α ✐s ❛ ❚❣❞ ♦r ❊❣❞ ✇✐t❤ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞✱ ✐✳❡✳ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠



✶✷✸ ✾✳✶ ❙❡♠❛♥t✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❚②♣❡s

α := φ→ ψ1 ∨ · · · ∨ ψn✱

❣✉❡ss i ∈ [n] ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝❤❛s❡ st❡♣ ✇✐t❤ α′ := φ→ ψi ✐♥st❡❛❞ ♦❢ α✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱
✐❢ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t α ✐s ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✲❢r❡❡✱ s✐♠♣❧② ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝❤❛s❡ st❡♣ ✇✐t❤ α✳
❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡r♠✐♥❛t❡s ✐♥ k st❡♣s✱ ✇❤❡r❡ k ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐✲
❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ tr❡❡✱ s♦ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s ✐♥ ΣP

2 ✳ ■t ✐s st❛♥❞❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t S ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐✛ qk+1 6= ❋❛❧s❡ ✭✐♥ ❝❛s❡
qi = ❋❛❧s❡ ❢♦r s♦♠❡ i < k + 1✱ ✇❡ s❡t qk+1 := ❋❛❧s❡✮✳ �

❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r ❜♦✉♥❞s ✇❤❡♥ r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✬s ❤❡❛❞s✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✹✺✳ ▲❡t Σ(S) ∪ H(S) ∈ ❈❚∀∃ ❡♥s✉r✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡
❝❤❛s❡ tr❡❡ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ ❡✈❡r② α ∈ Σ(S) ∪ H(S) ✐s
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t k✳ ❚❤❡♥ ❙❛t✐s❢✐❛❜✐❧✐t② ✐s ✐♥ ◆♣✳

Pr♦♦❢✳ ❆s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹✹ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡
s✐③❡ ♦❢ ❡✈❡r② ❝♦♥str❛✐♥t✬s ❤❡❛❞ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t t❡sts s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
✇♦r❦s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹✹❀ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐s t❤❛t ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♥♦✇ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✭✐✳❡✳✱ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡
❛ ❝♦◆♣ ♦r❛❝❧❡✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✬s ❤❡❛❞ ✐s ✜①❡❞✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ✉s
❛♥ ◆♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ �

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✭❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✮ r❡s✉❧ts r❡❧② ♦♥ t❤❡ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ tr❡❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤✐s ✐ss✉❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✶✳✺✱
✇❤❡r❡ ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳

◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ♦❢ t❡st✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛ q✉❡r② ✐s ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦r ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r
q✉❡r②✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡s❡ t✇♦ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

▼✐♥✐♠❛❧(L, c,S)✿
■♥♣✉t ✿ Q ∈ L✳
◗✉❡st✐♦♥✿ ■s Q (L, c,S)✲♠✐♥✐♠❛❧❄
❆♥s✇❡r✿ ❨❡s ♦r ♥♦✳

❘❡✇r✐t❡(L, c,S)✿
■♥♣✉t ✿ (Q,Q′) ∈ L × L✳
◗✉❡st✐♦♥✿ ■s Q′ ❛ (L, c,S)✲r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ Q❄
❆♥s✇❡r✿ ❨❡s ♦r ♥♦✳



✶✷✹ ✾✳✶ ❙❡♠❛♥t✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❚②♣❡s

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ Q′ ✐s ❛♥ (L, c,S)✲♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ Q ✐✛ Q′ ∈ ▼✐♥✐♠❛❧(L, c,S)
❛♥❞ (Q,Q′) ∈ ❘❡✇r✐t❡(L, c,S)✳ ❆ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r
❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ✇✐t❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❣✐✈❡s ✉s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❘❡✇r✐t❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✹✻✳ ❘❡✇r✐t❡(❈q, c,S) ✐s ΠP
2 ✲❤❛r❞✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ΠP
2 ✲❤❛r❞♥❡ss ❜② ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠

❢♦r ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ✇✐t❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ■♥ ❬❑♦❧❛✐t✐s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥
t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ΠP

2 ✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❡✈❡♥ ❢♦r ❜♦♦❧❡❛♥ q✉❡r✐❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡str✐❝t
♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❜♦♦❧❡❛♥ q✉❡r✐❡s ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ q✉❡r②✬s
❜♦❞②✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t q1 ❛♥❞ q2 ❤❛✈❡ ❞✐s❥♦✐♥t s❡ts
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤❡♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r q1 ⊑ q2 ❤♦❧❞s✳

■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s✉❝❤ q✉❡r✐❡s t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✈✐❛ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ q1 ⊑ q2 ⇐⇒ q1 ≡ q1 ∪ q2✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ✇✐t❤
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s t♦ ❘❡✇r✐t❡(❈q, c,S) ❢♦r t❤❡ ✜①❡❞ t②♣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛ S ✇✐t❤

Σ(S) = { ■(x, x)→ ❚(x),
❏(x, y)→ x = y,
■(x, y), ❏(x, y)→ ❚(x),
❉(x1), ❉(x2)→ ■(x1, x2)∨ ❏(x1, x2)}
∪{❘(x1, ..., xar(R))→ ❉(x1), ...,❉(xar(R))| ❘∈ R}

❛♥❞

H(S) = {❚(x)→ ¬ ❚(x)}✱

✇❤❡r❡ ■✱ ❏✱ ❉✱ ❛♥❞ ❚ ❛r❡ ❢r❡s❤ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s②♠❜♦❧s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ J s✐♠✉❧❛t❡s t❤❡
❡q✉❛❧✐t② ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛♥❞ I ✐ts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ●✐✈❡♥
t✇♦ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ✇✐t❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s q1, q2 ❛s ✐♥♣✉t✱ ✇❡ tr❛♥s❧❛t❡ t♦ q

′
1 ❛♥❞ q

′
2

❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❡✈❡r② ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛t♦♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ xi 6= xk ❜② I(xi, xk)✳ ❲❡ ❝❛♥
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t q1 ≡ q2 ⇐⇒ q′1 ≡S q

′
2 ❤♦❧❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✜♥✐s❤❡s t❤✐s ♣r♦♦❢✳ �

❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❝❤❛s❡ tr❡❡ ✐s ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡♣t❤✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣
✐♥ ΠP

2 ✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✹✼✳ ▲❡t Σ(S) ∪ H(S) ∈ ❈❚∀∃ ❡♥s✉r✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡
❝❤❛s❡ tr❡❡✳ ❚❤❡♥✱ ❘❡✇r✐t❡(❯❝q¬/2, c,S) ✐s ΠP

2 ✲❝♦♠♣❧❡t❡✳



✶✷✺ ✾✳✶ ❙❡♠❛♥t✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❚②♣❡s

Pr♦♦❢✳ ●✐✈❡♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹✻✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✐♥ ΠP
2 ✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ♦✉r ♥❡❡❞s✳ ●✐✈❡♥ (Q,Q′) ❛s ✐♥♣✉t ♦✉r t❡st ❡ss❡♥✲
t✐❛❧❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸✻ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✸✼✳ ❲✳❧✳♦✳❣✳ ❡✈✲
❡r② q ∈ Q′ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❝♦♥st❛♥ts ❢r♦♠ Q✱ Q′ ❛♥❞ Σ✳ ❲❡ t❡st ✇❤❡t❤❡r ❢♦r ❛❧❧
P ′ ∈ ❝♦♠♣(Q′Σ) t❤❡r❡ ✐s P ∈ Q s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ P ′′ ∈ ❝♦♠♣(P ′) ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t
P → P ′′ ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r ❢♦r ❛❧❧ P ∈ ❝♦♠♣(QΣ) t❤❡r❡ ✐s P ′ ∈ Q′ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧
P ′′ ∈ ❝♦♠♣(P ) ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t P ′ → P ′′✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦❛❜❧❡ ✐♥ ΠP

2 ✲t✐♠❡✳ �

❍❛✈✐♥❣ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❘❡✇r✐t❡✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦✉r ❝♦♠♣❧❡①✐t② st✉❞② ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r
r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✹✽✳ ▲❡t Σ(S)∪H(S) ∈ ❈❚∀∃ ❡♥s✉r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡
tr❡❡✳ ❚❤❡♥✱ ▼✐♥✐♠❛❧(❯❝q¬/2, c,S) ∈ ΠP

3 ✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ ▼✐♥✐♠❛❧(❯❝q, c,S) ✐s ✐♥ ΣP
3 ✳ ■♥ ♦r✲

❞❡r t♦ s❡❡ t❤✐s ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ●✐✈❡♥ Q ❛s ✐♥♣✉t✱ ✇❡ ❣✉❡ss
Q′ s✉❝❤ t❤❛t c(Q′) < c(Q) ❛♥❞ t❡st ✇❤❡t❤❡r (Q,Q′) ∈ ❘❡✇r✐t❡(❯❝q, c,S) ✭s❡❡
❚❤❡♦r❡♠ ✶✹✼✮ ❤♦❧❞s✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❛❧❧ t❤✐s ✐s ❞♦❛❜❧❡ ✐♥ ΣP

3 ✲t✐♠❡✳ �

❚♦ ♣✉t ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥t♦ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t t❡st✐♥❣ ✉♥❞❡r
♥❡❣❛t✐♦♥✲ ❛♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✲❢r❡❡ ❚❣❞s ❛♥❞ ❊❣❞s ✐s ❛❧r❡❛❞② ◆♣✲❤❛r❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❬P♦♣❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ❧❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡ts ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② s♠❛❧❧✳ ❲❤❛t
✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t s❡♠❛♥t✐❝ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t②♣❡s✱
❚❣❞¬,∨✱ ❛♥❞ ❊❣❞∨ ❢❛❧❧s ✐♥t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ✇❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t ♦✉r ♠❡t❤♦❞s t♦ ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t♦♦✳

✾✳✶✳✺ ❈❤❛s❡ ❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥✿ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ◆❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞

❉✐s❥✉♥❝t✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✶✳✸ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r s❡♠❛♥t✐❝
q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t②♣❡s ❤❡❛✈✐❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧✐tt❧❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ s♣❡♥t ♦♥
❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
◆♦t❛❜❧❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ❛r❡ ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ ✇❤✐❝❤ tr❡❛ts t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❚❣❞s ❛♥❞
❊❣❞∨s✱ ❛♥❞ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❛♥ ❛❞❛♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✳
❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢ ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❢♦r t❤❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t
❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✱ t❤❡♥ ❛ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳
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❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ s❡tt✐♥❣
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❧② ❚❣❞s ❛♥❞ ❊❣❞s✳
❚❤✐s ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✈✐❛ t❤❡ t✇♦ ♠❛♣♣✐♥❣s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳
▲❡t T ′ = {❚′1, ...,❚

′
m} ❛♥❞ R′ := {❘′1, ...,❘

′
n} ❜❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡ts ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧

s②♠❜♦❧s s✉❝❤ t❤❛t (R′ ∪ T ′) ∩ (R∪ T ) = ∅ = R′ ∩ T ′✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✾✳ ❇② L0 ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✜rst ♦r❞❡r s❡♥t❡♥❝❡s ♦✈❡r ✈♦❝❛❜✉❧❛r②
R∪ T ✳

• ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ T¬ : 2L0 → 2L0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❡✈❡r② Φ ⊆ L0 ✇❡ s❡t
T¬(Φ) := Φ̃✱ ✇❤❡r❡ Φ̃ ❡q✉❛❧s Φ ❡①❝❡♣t t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② i ∈ [n] ❡✈❡r② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
♦❢ ¬❘i ✭¬❚i✮ ✐s s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ❘′i ✭❚

′
i✮✳

• ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ T∨ : 2L0 → 2L0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❡✈❡r② Φ ⊆ L0 ✇❡ s❡t
T∨(Φ) t♦ ❜❡

⋃
ϕ∈Φ ϕ̂✳

◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ ♠❛♣♣✐♥❣s ❛r❡ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳
❲❡ s❤♦✇ ❜② ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❤♦✇ ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ ✉s❡ t❤❡s❡ ♠❛♣♣✐♥❣s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✺✵✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❚❣❞∨,¬ ❛♥❞ ❊❣❞∨ ✳ ■❢ Σ ❤❛s str❛t✐✜❡❞ ✇✐t♥❡ss
❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t T∨(T¬(Σ)) ✐s ✇❡❛❦❧②
❛❝②❝❧✐❝✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ♥♦t tr✉❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❡✳❣✳ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t Σ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢

❘(x1, x2)→ ∃y¬ ❙(x1, y)✱ ❚(x1, y)✱ ❛♥❞
❙(x1, x2)→ ∃y¬ ❘(x1, y)✱ ❚(x1, y)✳

❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✐❢ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r T∨(T¬(Σ))✱
t❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥ str❛t✐✜❡❞ ✇✐t♥❡ss✱ t❤❡ ♦♥❧② t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❦♥♦✇♥ s♦ ❢❛r t❤❛t ❝♦✈❡rs ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡①t
t❤❡♦r❡♠ ✜❧❧s t❤✐s ❣❛♣ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡r✐✈❡ s✉❝❤ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞s ❢r♦♠ ❡①✐st✐♥❣
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✭♥❡❣❛t✐♦♥✲ ❛♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✲❢r❡❡✮ ❚❣❞s ❛♥❞ ❊❣❞s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✺✶✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❚❣❞∨,¬ ❛♥❞ ❊❣❞∨✳

• ■❢ T¬(Σ) ∈ ❈❚∀∀✱ t❤❡♥ Σ ∈ ❈❚∀∀✳

• ■❢ Σ = T∨(Σ) ❛♥❞ T¬(Σ) ∈ ❈❚∀∃✱ t❤❡♥ Σ ∈ ❈❚∀∃✳

• ■❢ T∨(Σ) ∈ ❈❚∀∀✱ t❤❡♥ Σ ∈ ❈❚∀∀✳

• ■❢ T∨(T¬(Σ)) ∈ ❈❚∀∀✱ t❤❡♥ Σ ∈ ❈❚∀∀✳
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Pr♦♦❢✳

• ■t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛s❡ st❡♣s t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❤❛s❡ s❡✲
q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ T¬(Σ) ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛s❡ st❡♣s ♦❢ Σ ✉♣ t♦ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢
♥❡❣❛t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧s ✇✐t❤ T¬ ❛♥❞ ✉♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳

• ▲❡t Σ ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s✳ ❖❜s❡r✈❡ ❛❣❛✐♥ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡s
✇✐t❤ T¬(Σ) ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛s❡ st❡♣s ♦❢ Σ ✉♣ t♦ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡
❧✐t❡r❛❧s ✇✐t❤ T¬ ❛♥❞ ✉♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳

• ❙✉♣♣♦s❡ ♥♦t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ Q0
α1,a1
−→ Q1

α2,a2
−→

Q2 . . .✱ ✇❤❡r❡ {αi|i ∈ N} ⊆ Σ✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s q0 ∈ Q0 ∩❈q
¬ ❛♥❞ ❢♦r

❡✈❡r② i ∈ N t❤❡r❡ ✐s qi ∈ ❈q
¬∩Qi ❛♥❞ αi ∈ α̂i s✉❝❤ t❤❛t q0

α1,a1
−→ q1

α2,a2
−→ q2 . . .

✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s T∨(Σ) /∈ ❈❚∀∀✳

• ❋♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❜✉❧❧❡t ♦♥❡ ❛♥❞ t❤r❡❡✳ �

❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t✱ ✇✐t❤ t❤✐s ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ❛t ❤❛♥❞✱ ✇❡ s✉❜s✉♠❡ ❜♦t❤ t❤❡ ✇♦r❦
♦♥ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❊❣❞∨ ❢r♦♠ ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❛♥❞ ❢♦r
❚❣❞∨,¬ ❢r♦♠ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳

❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦✇❛r❞s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t
q✉❡r②✮ ♦❢ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✺✷✳ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❚❣❞∨,¬ ❛♥❞ ❊❣❞∨✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
f : ❯❝q¬ → N s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② Q ∈ ❯❝q t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❡✈❡r② ❝❤❛s❡ tr❡❡ ❢♦r
T∨(T¬(Σ)) ❛♥❞ Q ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② f(Q)✱ t❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② Q′ ∈ ❯❝q¬ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢
❡✈❡r② ❝❤❛s❡ tr❡❡ ❢♦r Σ ❛♥❞ Q′ ✐s ❛❧s♦ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② f(Q)✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❢♦r ❛ ♠♦♠❡♥t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s Q′ ∈ ❯❝q¬ ❛♥❞ ❛ ❝❤❛s❡ tr❡❡ ❢♦r Σ
✇❤♦s❡ ❞❡♣t❤ ✐s d > f(Q′)✳ ❚❤❡♥✱ t❤✐s ❛❧r❡❛❞② ❤♦❧❞s ❢♦r s♦♠❡ q′ ∈ Q′∩❈q¬✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✇❤② ✇❡ ❛ss✉♠❡ q′ = Q′✳ ❚❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ ♣❛t❤ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛s❡ tr❡❡ ✇❤♦s❡ ❧❡♥❣t❤
✐s d✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❛t ❧❡❛st d ❢♦r t❤❡ q✉❡r②
T¬(q

′) ∈ ❈q ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ T∨(T¬(Σ)) ♦♥❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ �

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❝❛♥ ❞❛t❛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞❡r✐✈❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r T∨(T¬(Σ))✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛❧❧ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝❤❛s❡ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♦ ❢❛r✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❡✈❡r②
❝❤❛s❡ tr❡❡ ❢♦r Σ ✐s ❛❧s♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳



✶✷✽ ✾✳✷ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❉❋ ●r❛♣❤s

✾✳✷ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❉❋ ●r❛♣❤s

❆s ❛ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❡ t✉r♥ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜ ❬❇❡r♥❡rs✲▲❡❡
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ ❛♥❞ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❉❋ ❣r❛♣❤s ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ♦♥ s❡♠❛♥t✐❝ q✉❡r②
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t②♣❡s✳

❚❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❘❡s♦✉r❝❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❬❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜ ❈♦♥✲
s♦rt✐✉♠✱ ✷✵✵✸❛❪ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜ ❝♦♥s♦rt✐✉♠ ❛s ❛ st❛♥❞❛r❞
❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜✳ ❆s ❘❉❋ ❤❛s ♦♥❧② ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡
❝♦♥str✉❝ts✱ ❘❉❋ ❞❛t❛ ♦❢t❡♥ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❧✐♥❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤
❬❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜ ❈♦♥s♦rt✐✉♠✱ ✷✵✵✸❝❀ ●✉t✐❡rr❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ✷✵✵✸❀ ■❛♥♥♦♥❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✺❀ ❊s♣♦s✐t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❘❉❋ ❣r❛♣❤s ✇✐t❤♦✉t ❧♦s✐♥❣ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ r❡t❛✐♥✐♥❣ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡
r❡❞✉❝❡❞ ❞❛t❛✱ t❤✉s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ st♦r❛❣❡ ❝♦st✱ tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ q✉❡r② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t✐♠❡✳
■♥ ❬❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜ ❈♦♥s♦rt✐✉♠✱ ✷✵✵✸❝❀ ●✉t✐❡rr❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱ ✷✵✵✸❪ t❤❡ ♥♦✲
t✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛♥ ❣r❛♣❤s ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤✳
❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ❛ ❧❡❛♥ ❣r❛♣❤ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s tr✐♣❧❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ❜❧❛♥❦ ♥♦❞❡s t❤❛t s♣❡❝✐❢②
r❡❞✉♥❞❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❬■❛♥♥♦♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❊s♣♦s✐t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❞✐✛❡r❡♥t
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❧❡❛♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
❘❉❋ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛♥ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ❞❡r✐✈❛❜✐❧✐t② ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✲s♣❡❝✐✜❝
r✉❧❡s✳ ■❢ s✉❝❤ r✉❧❡s ❡①✐st✱ ❛ ❧❡❛♥ ❣r❛♣❤ ♠❛② st✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ tr✐♣❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❞✉♥✲
❞❛♥t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ st♦r❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡
❞❡r✐✈❡❞ ❜② t❤❡ r✉❧❡s ❛s ✇❡❧❧✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❝ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ r✉❧❡s✳ ❇❡✲
❢♦r❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✐t✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ♦✉r s❝❡♥❛r✐♦✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❋✐❣✉r❡ ✾✳✷✳ ■t
s❤♦✇s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❘❉❋ ❣r❛♣❤ t❤❛t ♠♦❞❡❧s s♦♠❡ tr❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝✐t✐❡s✳
■❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❡❞❣❡s ❛r❡ ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♠❛② ✇❛♥t t♦ ❡❧✐♠✐✲
♥❛t❡ t❤❡♠ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r❛♣❤ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✷✳ ❨❡t✱ ✐❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢t❡♥
❛s❦s ❢♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ✬❋r✬ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ❝✐t②✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❦❡❡♣ ❛❧❧ ♦✉t❣♦✐♥❣
❡❞❣❡s ❢r♦♠ ✬❋r✬ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② r❡❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
t❤❡ t❤✐r❞ ❣r❛♣❤✳ ❲❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ tr✐♣❧❡s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r✉❧❡

✏❞❡❧❡t❡ ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❡❞❣❡s✑

❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ✇❡ s❛t✐s✜❡❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t

✏❦❡❡♣ ❛❧❧ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❡❞❣❡s ❢r♦♠ ✬❋r✬ ✑✳

✷❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐✈❡❧② r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ tr❛♥s✐t✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
❬❆❤♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✷❪ ✐♥ ❬❱✐♥❝❡♥t ❛♥❞ ❈❡❝✐❧❡✱ ✷✵✵✺❪✳



✶✷✾ ✾✳✷ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❉❋ ●r❛♣❤s

❋r ❑❛ ▼❛ ❋r❛ ❇❡ ▼✉

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛♣❤✳

❋r ❑❛ ▼❛ ❋r❛ ❇❡ ▼✉

❆ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤✳

❋r ❑❛ ▼❛ ❋r❛ ❇❡ ▼✉

❆ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳✷✿ ❆♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s♦♠❡ tr❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳



✶✸✵ ✾✳✷ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❉❋ ●r❛♣❤s

❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❡①♣r❡ss❡s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ✬❋r✬
t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❝✐t✐❡s✳ ■❢ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ✬❑❛✬ t♦ ✬▼✉✬ ✇❡
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤✳

❯s✉❛❧❧②✱ r✉❧❡s ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡❧②✱ ✐✳❡✳ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

P(X, Y )← ❘(Y,X)

❛♥❞ ✇❡ ✜♥❞ ❘(a, b) ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛✱ ✇❡ ❛❞❞ P(b, a) t♦ ✐t✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡ r✉❧❡s ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡✿ ✇❤❡♥❡✈❡r P(b, a) ❛♥❞ ❘(a, b) ❛r❡ ✐♥ ♦✉r ❞❛t❛✱ ✇❡ ❞❡❧❡t❡ P(b, a)✳
■❢ ❧❛t❡r ♥❡❡❞❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t✉♣❧❡ P(b, a) ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♦✉r r✉❧❡✱
✐✳❡✳ ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ❞❡❧❡t❡❞ tr✐♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥✲
str✉❝t❡❞✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ str❡ss t❤❛t ♦✉r ✇♦r❦ ✐s ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❢♦r s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s
❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ✇❤❛t str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❘❉❋ ❣r❛♣❤ ❛r❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r✉❧❡s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s ❛♣♣❧✐❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❣r❛♣❤
t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❤❛s ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ r✉❧❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❬t❡r ❍♦rst✱ ✷✵✵✺❪✱
✇❤❡r❡ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❣r❛♣❤ ❛❧♦♥❣ ✐ts ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ r✉❧❡
s❡♠❛♥t✐❝s✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ t❛❦❡ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ ❬▲❛✉s❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ✐t
✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ ❘❉❋ ❛♥❞ ❘❉❋❙ ❬❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜ ❈♦♥s♦rt✐✉♠✱ ✷✵✵✸❜❪
❜② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t✉♣❧❡✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s t♦ t❤❡ ❘❉❋
s❝❡♥❛r✐♦ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✐❢ s✉❝❤ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠✐♥✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ st❡♣✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧♦✐t t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❢♦r ❛♥s✇❡r✐♥❣ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ♦♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❋♦r ❝❡rt❛✐♥ q✉❡r✐❡s ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ♦♥❧② t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ ❛ q✉❡r② ♣♦s❡❞
♦✈❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛♣❤✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❝❛s❡
✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❛♥s✇❡r ❢♦r ❛ q✉❡r② ♦♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
❣r❛♣❤ ✐❢ t❤❡ s❛♠❡ q✉❡r② ②✐❡❧❞s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❛♥s✇❡r ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛♣❤✳

✾✳✷✳✶ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ s❡✈❡r❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❞❛t❛❜❛s❡ t❤❡♦r② t❤❛t ✇❡
❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❘❉❋✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡♠ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

●❡♥❡r❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❋♦r s❡ts M ❛♥❞ N ✱ M ⊂ N ❞❡♥♦t❡s t❤❛t M
✐s ❛ ♣r♦♣❡r s✉❜s❡t ♦❢ N ✳ ❋♦r ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ f ✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② f ↑M t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ f
t♦ M ✱ ✇❤❡r❡ M ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ f ✬s ❞♦♠❛✐♥✳

❙②♥t❛① ♦❢ ❘❉❋✳ ❚❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝ ❲❡❜ ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡✲r❡❛❞❛❜❧❡
❢♦r♠❛t✳ ❘❉❋ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛r❡ s❡ts ♦❢ tr✐♣❧❡s (s, p, o)✳ ❙✉❝❤ ❛ tr✐♣❧❡ st❛t❡s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ p ❜❡t✇❡❡♥ s ❛♥❞ o✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ❛♥ ❘❉❋ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② ✐s ❛ tr✐♣❧❡
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(U,B, L)✱ ✇❤❡r❡ U,B, L ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡ s❡ts✳ U ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❯❘■
r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ B ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❜❧❛♥❦ ♥♦❞❡s ❛♥❞ L t❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❆♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤
G ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (U,B, L)✮ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s✉❜s❡t ♦❢ (U ∪ B) × U × (U ∪ B ∪ L)✳
❘❉❋ ❣r❛♣❤s ❤❛✈❡ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆ tr✐♣❧❡ (s, p, o) ∈ G ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

❛s t✇♦ ♥♦❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛r❝ s
p
−→ o✳ ■♥ ❛ tr✐♣❧❡ (s, p, o)✱ s ✐s ❝❛❧❧❡❞

t❤❡ s✉❜❥❡❝t✱ p t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛♥❞ o t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ tr✐♣❧❡✳ ❚❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ U t❤❛t
♦❝❝✉rs ✐♥ ❛♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤ G ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② UG✳ BG ❛♥❞ LG ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳
❆ ♠❛♣ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (U,B, L)✮ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ν : (U ∪ B ∪ L) → (U ∪ B ∪ L)
s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ x ∈ (U ∪ L) : ν(x) = x✳ ❋♦r ♠❛tt❡rs ♦❢ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t✐♦♥✳ ❆ ♠❛♣❧❡t✸ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (U,B, L) ❛♥❞ G✮ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
µ : (U ∪ BG ∪ L) → (U ∪ B ∪ L) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ x ∈ (U ∪ L) : µ(x) = x✳ ■❢ t❤❡
✐♠❛❣❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ µ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ G′✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ❜② µ : G → G′✳
❚✇♦ ❘❉❋ ❣r❛♣❤s G1, G2 ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♣s
µ1, µ2 s✉❝❤ t❤❛t µ1(G1) ⊆ G2 ❛♥❞ µ2(G2) ⊆ G1✳

❈♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❘❉❋✳ ▲♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❛ ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ t♦ ❤❡❧♣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡② r❡str✐❝t t❤❡ ❧❡❣❛❧ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡
t❤❛t ♦♥❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ■♥ ❬▲❛✉s❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪
✐t ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛❞❞ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❘❉❋ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳
❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ❘❉❋ ❣r❛♣❤s✱ ♥❛♠❡❧② ✇❡
✇✐❧❧ ❛❞❛♣t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t✉♣❧❡✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬❙❝❤♠✐❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❚●❉s✳ ❲❤❡♥
t❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉t ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❛❧✇❛②s ♠❡❛♥ ❚●❉s✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡
✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r t♦ ❬▲❛✉s❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❢♦r ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❛ st✉❞② ♦❢
❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ❘❉❋✳

❲❡ r❡♣r❡s❡♥t ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t α ∈ Σ ❜② ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ♦✈❡r ❛ t❡r♥❛r②
r❡❧❛t✐♦♥ ❚(s, p, o) t❤❛t st♦r❡s ❛❧❧ tr✐♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❘❉❋ ❞❛t❛❜❛s❡ G ❛♥❞ ✉s❡ ❚

❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t

∀x1, x2(❚(x1, p1, x2)→ ∃y1 ❚(x1, p2, y1))

st❛t❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ❘❉❋ r❡s♦✉r❝❡ ✇✐t❤ ♣r♦♣❡rt② p1 ❛❧s♦ ❤❛s ♣r♦♣❡rt② p2✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✺✸✳ ●✐✈❡♥ b ∈ N✱ ϕ ✐s ❝❛❧❧❡❞ b✲❜♦✉♥❞❡❞ ✐❢ |body(ϕ)| ≤ b ❛♥❞
|head(ϕ)| ≤ b✳ ❆ s❡t Σ ♦❢ ❚●❉s ✐s ❝❛❧❧❡❞ b✲❜♦✉♥❞❡❞ ✐❢ ❡✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Σ ✐s
b✲❜♦✉♥❞❡❞✳

✸❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♣❧❡t ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ♠❛♥② s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡
✐♠❛❣❡ ♦❢ ❜❧❛♥❦ ♥♦❞❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ ❛♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤✳ ■t ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛
♠❛♣✳
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◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s
♦❢ ❘❉❋ ❣r❛♣❤s ❧✐❦❡ ✐♥ ❬❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜ ❈♦♥s♦rt✐✉♠✱ ✷✵✵✸❝❪✱ ❜✉t ♦♥❧② ❣❛✈❡ ❛♥
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t ❝❤❡❝❦✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥ts ✐s tr❛❝t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ s❡❡ ❬❋❧✉♠ ❛♥❞
●r♦❤❡✱ ✷✵✵✻❀ ❏♦❤♥s♦♥ ❛♥❞ ❑❧✉❣✱ ✶✾✽✷❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✺✹✳ ▲❡t b ∈ N ✜①❡❞✳ ❋♦r ❛♥② ❘❉❋ ❣r❛♣❤ G ❛♥❞ b✲❜♦✉♥❞❡❞ s❡t
♦❢ ❚●❉s Σ✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✇❤❡t❤❡r G |= Σ ❤♦❧❞s✳

❉❛t❛❧♦❣✳ ❘✉❧❡s ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡r✐✈❡ ♥❡✇ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢r♦♠ ❣✐✈❡♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❡s♣❡✲
❝✐❛❧❧② ❛❞❞ r❡❝✉rs✐♦♥ t♦ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ q✉❡r② ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ s②♥t❛① ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s
♦❢ ❉❛t❛❧♦❣✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✺✺✳ ❆ ✭❉❛t❛❧♦❣✮ r✉❧❡ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ t ← G✱ ✇❤❡r❡ t ✐s ❛♥ ❘❉❋
tr✐♣❧❡ ❛♥❞ G ✐s ❛♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤ s✉❝❤ t❤❛t B{t} ⊆ BG✳ ●✐✈❡♥ b ∈ N✱ t← G ✐s ❝❛❧❧❡❞
b✲❜♦✉♥❞❡❞ ✐❢ |G| ≤ b✳ ❆ s❡t ♦❢ r✉❧❡s R ✐s ❝❛❧❧❡❞ b✲❜♦✉♥❞❡❞ ✐❢ ❡✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ R
✐s b✲❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡ s❡t head(R) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s {p| ❚(s, p, o)← G ∈ R}✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✺✻✳ ▲❡t G ❜❡ ❛♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ r✉❧❡s
R = {t1 ← G1, ..., tn ← Gn} ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ TR✲♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❤❡r❡
TR(G) := G ∪ { µ(ti) | i ∈ [n] ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛♣❧❡t µ : BGi

✇✐t❤ µ(Gi) ⊆ G }✳
❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ R ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ G ✐s R(G) :=

⋃∞
i=1 T

i
R(G)✳

❚❤❡ TR✲♦♣❡r❛t♦r ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝✱ t❤❡r❡❢♦r❡ R(G) ⊇ G✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥
❣❡♥❡r❛t❡ ♥❡✇ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♦❧❞ ♦♥❡✱ ❜✉t ♥❡✈❡r ❧♦s❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛✳ ◆♦t❡ t❤❛t R(G)
♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤ ❛❣❛✐♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ❛ ❧✐t❡r❛❧ ♦❝❝✉rs ✐♥
t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr✐♣❧❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣
r✉❧❡s t❛❦❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡ t❤❡♦r②✱ s❡❡
❬❆❜✐t❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✺✼✳ ▲❡t b ∈ N ✜①❡❞ ❛♥❞ R ❛♥② b✲❜♦✉♥❞❡❞ s❡t ♦❢ r✉❧❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r
❛♥② ❘❉❋ ❣r❛♣❤ G t❤❡r❡ ❡①✐sts n ∈ N s✉❝❤ t❤❛t R(G) := T n

R(G)✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ (G,R) 7→ R(G) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳

Pr♦♦❢✳ ❈❧❡❛r❧②✱ |R(G)| ≤ |R| · 27 · (|G| + |R|)3 ❛♥❞ TR ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts n0 ≤ |R| · 27 · (|G| + |R|)

3✱ s✉❝❤ t❤❛t T n0
R (G) = T n0+1

R (G)✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s

t❤❛t R(G) =
⋃n0

i=1 T
i
R(G) = T n0

R (G)✳ ▲❡t G̃ ⊆ R(G)✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r

❛♥② i ∈ [|R| · 27 · (|G| + |R|)3] ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t (R, G̃) 7→ TR(G̃) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ●✐✈❡♥ r := t′ ← G′ ∈ R t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st |G|2ḃ ♠❛♣❧❡ts
µ : G′ → G ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥② tr✐♣❧❡ ✐♥ G′ ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❛t ♠♦st t✇♦ ❜❧❛♥❦ ♥♦❞❡s✳ ❋♦r
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❡✈❡r② s✉❝❤ µ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r µ(G′) ⊆ G ❤♦❧❞s✳ ❋♦r ✜①❡❞ r t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡
✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❆s t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
TR(G̃) ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ �

✾✳✷✳✷ ❋♦r♠❛❧ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❊①❛♠♣❧❡s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ✈❡r✲
s✐♦♥s ♦❢ ✐t✿ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳
❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ❉❛t❛❧♦❣ r✉❧❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♥❡✇ ❞❛t❛✳
■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❞❡❧❡t❡ ✐t ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡
s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛ r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ t ← G ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t✱ ✇❡ ❞❡❧❡t❡ t✱ ✐❢ G ✐s
st✐❧❧ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛❢t❡r✇❛r❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s✉❜s❡ts G′ ♦❢ ❛
❣✐✈❡♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤ G s✉❝❤ t❤❛t R(G′) ⊇ G ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② R(G′) = R(G) ❜❡❝❛✉s❡
❉❛t❛❧♦❣ r✉❧❡s ❛r❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✮✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ s✉❝❤ ❛ G′ ✐s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♥♦t ✉♥✐q✉❡✳
❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✺✽✳ ▲❡tR ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❉❛t❛❧♦❣ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢G ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ R ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② R−(G) := { G′ ⊆ G | R(G′) ⊇ G ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ G′′ ⊆
G′ ✇✐t❤ R(G′′) ⊇ G }✳ ■❢ G′ ∈ R−(G)✱ ✇❡ ❝❛❧❧ G′ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ G ❛❧♦♥❣ R✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✺✾✳ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✸ s❤♦✇s ❛♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤ G ❛♥❞ t❤r❡❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛❧♦♥❣
R = {❚(X, d, Z)←❚(X, d, Y ), ❚(Y, d, Z)}✳

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ▼✐♥✐✲r❞❢ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

▼✐♥✐✲r❞❢

■♥♣✉t ✿ ❆♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤ G✱ ❛ s❡t ♦❢ ❉❛t❛❧♦❣ r✉❧❡s R✱
❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts Σ ✇✐t❤ G |= Σ✳

❚❛s❦ ✿ ❋✐♥❞ G′ ⊂ G s✉❝❤ t❤❛t
✭✐✮ G′ |= Σ✱
✭✐✐✮ R(G′) ⊇ G ❛♥❞
✭✐✐✐✮ G′ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ✭✇✳r✳t✳ t♦ ✐ts ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✮ ✇✐t❤ ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮✳

❆♥s✇❡r✿ G′✱ ✐❢ s✉❝❤ ❛ G′ ❡①✐sts✳ ◆♦✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ▼✐♥✐✲r❞❢ G′ ♠✉st ❜❡ ❛ ♣r♦♣❡r s✉❜s❡t ♦❢ G✳ ■❢
G′ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ G✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ ▼✐♥✐✲r❞❢ ✇✐❧❧ ❜❡ ◆❖✳
❚♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❛t G′ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ▼✐♥✐✲r❞❢ ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t G,R,Σ ✇❡ ✇r✐t❡
G′ ∈ ▼✐♥✐✲r❞❢(G,R,Σ)✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ▼✐♥✐✲r❞❢dec ✐s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
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a

b c
d

d

d

d

d

d

a

b c

dd

d

❖r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛♣❤ G ✭✶✮

a

b c
dd d

a

b c
d

d

d

d

✭✷✮ ✭✸✮

❋✐❣✉r❡ ✾✳✸✿ ❆♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ tr❛♥s✐t✐✈✐t②✳

▼✐♥✐✲r❞❢dec
■♥♣✉t ✿ (G,R,Σ) s✉❝❤ t❤❛t G |= Σ✳
◗✉❡st✐♦♥✿ ■s t❤❡r❡ G′ ∈▼✐♥✐✲r❞❢(G,R,Σ)❄
❆♥s✇❡r✿ ❨❡s ♦r ♥♦✳

❆ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ▼✐♥✐✲r❞❢ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ❛♥②
❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✻✵✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✺✾✳ ▲❡t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❜❡ Σ = ∅✳ ❚❤❡♥✱
▼✐♥✐✲r❞❢(G,R,Σ) ❤❛s t❤❡ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✸✳ ❚❤✐s
❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ▼✐♥✐✲r❞❢ ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

❚❤❡ ♥❡①t ❡①❛♠♣❧❡ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ■t ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r✉❧❡s✬ ✐♥✈❡rs❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✻✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✷ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛s✲
s✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ❡❞❣❡s ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② r❡❛❝❤✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐✈✐t② r✉❧❡
R = {❚(X, reach, Z) ← ❚(X, reach, Y ), ❚(Y, reach, Z)} ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
Σ = {❚(Fr, reach,X),❚(X, reach, Y ) → ❚(Fr, reach, Y )}✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s



✶✸✺ ✾✳✷ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❉❋ ●r❛♣❤s

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛♣❤ G✱ t❤❡ ♦♥❧② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ R−(G) ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② s♦❧✉t✐♦♥ t♦
▼✐♥✐✲r❞❢(G,R,Σ)✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❣✐✈❡s ✉s ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥s
t♦ ▼✐♥✐✲r❞❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✻✷✳ ▲❡t Σ ∈ ❈❚∀∃✳ ■❢ G′ ∈ ▼✐♥✐✲r❞❢(G,R,Σ)✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts

G̃ ∈ R−(G) ❛♥❞ π ∈ Hom(G̃Σ, G) s✉❝❤ t❤❛t |G′| = |π(G̃Σ)|✳

Pr♦♦❢✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ G̃ ∈ R−(G) ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ π ∈ Hom(G̃Σ, G) ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t

|G′| 6= |π(G̃Σ)|✳

❈❛s❡ ✶✿ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s G̃ ∈ R−(G) ❛♥❞ π ∈ Hom(G̃Σ, G) s✉❝❤ t❤❛t

|G′| > |π(G̃Σ)|✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❢♦r ❡✈❡r② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ G̃ ❛♥❞ π ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t π(G̃Σ) |= Σ ❛♥❞

R(π(G̃Σ)) ⊇ G✳ ❚❤✉s✱ G′ /∈▼✐♥✐✲r❞❢(G,R,Σ)✳

❈❛s❡ ✷✿ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ G̃ ∈ R−(G) ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ π ∈ Hom(G̃Σ, G) ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t

|G′| < |π(G̃Σ)|✳ ❉❡✜♥❡ A := { G′′ ⊆ G′ | G′′ ∈ R−(G) }✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ A 6= ∅✳

❈❤♦♦s❡ G̃ ∈ A ❛r❜✐tr❛r✐❧②✳ ❆s G̃ ⊆ G′ ι : G̃→ G′ ✐s ❛ ♠❛♣❧❡t✱ ✇❤❡r❡ ι(x) = x ❢♦r

❛❧❧ x ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ι✳ G′ |= Σ✳ ❙♦✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠❛♣❧❡t π : G̃Σ → G′ ✇✐t❤

π ⊇ ι ✭s❡❡ ❬❏♦❤♥s♦♥ ❛♥❞ ❑❧✉❣✱ ✶✾✽✷❪✮✱ t❤✉s π ∈ Hom(G̃Σ, G) ❛♥❞ |π(G̃Σ)| ≤ |G′|✳

❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ |G′| < |π(G̃Σ)|✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ �

●✐✈❡♥ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ ▼✐♥✐✲r❞❢ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ st❡♣s ✐❢ t❤❡ s❡t
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ✐♥ ❈❚∀∃✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡s❡ st❡♣s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞✱ ✐♥
❣❡♥❡r❛❧✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♦❧✈❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✿

✶✳ ●✉❡ss ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ G̃ ∈ R−(G)✳

✷✳ ❈♦♠♣✉t❡ G̃Σ✳

✸✳ ❋✐♥❞ π ∈ Hom(G̃Σ, G) s✉❝❤ t❤❛t π(G̃Σ) ∈▼✐♥✐✲r❞❢(G,R,Σ)✳

❆ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ❛r✐s❡s ✐s ✇❤❡t❤❡r ❢♦r st❡♣ ♦♥❡ ✐t s✉✣❝❡s t♦ t❛❦❡ ♦♥❧②
G̃ ∈ R−(G) ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t
t❤✐s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐s ✇r♦♥❣✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✻✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣r❛♣❤G ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✸ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈✲
✐t② r✉❧❡R = {❚(X, reach, Z)← ❚(X, reach, Y ), ❚(Y, reach, Z)} ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
Σ = {❚(X, d, Y ) ← ❚(Y, d,X)}✳ ❋♦r r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ✇❡ ♦♠✐tt❡❞ ❛❧❧ ❛r❝ ❧❛❜❡❧s✱ ❜✉t ✇❡



✶✸✻ ✾✳✷ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❉❋ ●r❛♣❤s

❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥② ❛r❝ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❯❘■ reach✳ ❚❤❡♥✱ ❣r❛♣❤ ✭✸✮ ✐♥
t❤❡ ✜❣✉r❡ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ▼✐♥✐✲r❞❢(G,R,Σ) ❛♥❞ ❣r❛♣❤s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❣r❛♣❤s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥
R−(G) ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✳

✾✳✷✳✸ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❘❡s✉❧ts

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r▼✐♥✐✲r❞❢dec ❛♥❞ ▼✐♥✐✲r❞❢✳ ❲❤✐❧❡
✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ❣✐✈❡
❛♥ ❡①❛❝t ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛ r❡str✐❝t❡❞ b✲❜♦✉♥❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▼✐♥✐✲r❞❢dec✳
◆❛♠❡❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ◆♣✲❝♦♠♣❧❡t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✹✳ ▲❡t b ∈ N ✜①❡❞✳ ▼✐♥✐✲r❞❢dec r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ b✲
❜♦✉♥❞❡❞ s❡ts ♦❢ ❚●❉s ❛♥❞ b✲❜♦✉♥❞❡❞ s❡ts ♦❢ r✉❧❡s ✐s s♦❧✈❛❜❧❡ ❜② ❛♥ ◆♣✲❛❧❣♦r✐t❤♠✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t (G,R,Σ) ❜❡ ❛♥ ✐♥♣✉t ❢♦r ▼✐♥✐✲r❞❢dec✳ ◆♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧② ❣✉❡ss
G′ ⊂ G ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r R(G′) ⊇ G ❛♥❞ G′ |= Σ✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s
✶✺✹ ❛♥❞ ✶✺✼ t❤❡s❡ st❡♣s t❛❦❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ �

❚❤❡♦r❡♠ ✶✻✺✳ ▼✐♥✐✲r❞❢dec r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ 2✲❜♦✉♥❞❡❞ s❡ts ♦❢ ❢✉❧❧
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♥❞ 1✲❜♦✉♥❞❡❞ s❡ts ♦❢ r✉❧❡s ✐s ◆♣✲❤❛r❞✳ ❚❤✐s st✐❧❧ ❤♦❧❞s ✐❢ ♥❡✐t❤❡r
t❤❡ r✉❧❡s✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♥♦r t❤❡ ✐♥♣✉t ❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ❜❧❛♥❦ ♥♦❞❡s✳

Pr♦♦❢✳ ■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t CNF − SAT ✱ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❜♦♦❧❡❛♥
❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ ✐s◆♣✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✉♥❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ♠❛♥②✲
♦♥❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s✱ s❡❡ ❬❆r♦r❛ ❛♥❞ ❇❛r❛❦✱ ✷✵✵✾❪✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t CNF − SAT ❝❛♥ ❜❡
r❡❞✉❝❡❞ t♦ ▼✐♥✐✲r❞❢dec✳ ❆♥ ✐♥st❛♥❝❡ α ♦❢ CNF − SAT ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

(x1,1 ∨ ... ∨ x1,k1) ∧ ... ∧ (xl,1 ∨ ... ∨ xl,kl)✱

✇❤❡r❡ xi,j ❛r❡ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t (x ∨ ¬x) ✐s ❛
❝♦♥❥✉♥❝t ✐♥ α ❢♦r ❡✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡ x t❤❛t ♦❝❝✉rs ✐♥ α✳ xi,j = xi,j✱ ✐❢ xi,j ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
❧✐t❡r❛❧ ❛♥❞ xi,j = p✱ ✐❢ xi,j = ¬p ❢♦r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧ p✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② α 7→ (G,R,Σ)✱ ✇❤❡r❡

G ❂ { T (xi,j, i, xi,j) | i ∈ [l], j ∈ [ki] } ∪ {T (d, d, d)}
R ❂ { T (xi,j, i, xi,j)← T (xi,j′ , i, xi,j′) | i ∈ [l], j, j′ ∈ [ki], j 6= j′ }

∪ { T (d, d, d)← t | t ∈ G\{T (d, d, d)} }
Σ ❂ { T (xi,j, i, xi,j)→ T (xi′,j′ , i

′, xi′,j′) | xi′,j′ = xi,j }
∪ { T (xi,j, i, xi,j), T (xi′,j′ , i

′, xi′,j′)→ t | xi′,j′ = xi,j, t ∈ G }✳
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◆♦t❡ t❤❛t α 7→ (G,R,Σ) ✐s ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r G✱
R ♥♦r Σ ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ❜❧❛♥❦ ♥♦❞❡s✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ t❤❛t α ✐s s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ ▼✐♥✐✲r❞❢(G,R,Σ) ❛❞♠✐ts ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

✭❛✮ ❆ss✉♠❡ t❤❛t b ✐s ❛ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢♦r α✳ ❉❡✜♥❡ G′ := { T (xi,j, i, xi,j) |
i ∈ [l], j ∈ [ki], b(xi,j) = 1 }✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t

✶✳ R(G′) ⊇ G✱ ❛♥❞

✷✳ G′ |= Σ ❛♥❞ G′ ⊂ G✳

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ∅ 6= G′ ⊆ G ❤♦❧❞s✳ ✭✶✮✿ ❈❧❡❛r❧②✱ T (d, d, d) ∈ R(G′) ❜❡❝❛✉s❡ ∅ 6= G′ ❛♥❞
❢♦r ❛♥② s ∈ G′\{T (d, d, d)} t❤❡r❡ ✐s T (d, d, d) ← s ∈ R✳ ▲❡t t ∈ G\{T (d, d, d)}
❛r❜✐tr❛r✐❧②✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐st i ∈ [l], j ∈ [ki] s✉❝❤ t❤❛t t = T (xi,j, i, xi,j)✳ ❆s
b s❛t✐s✜❡s α✱ b ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s t❤❡ i✲t❤ ❝♦♥❥✉♥❝t ♦❢ α✳ ❙♦✱ t❤❡r❡ ✐s j′ ∈ [ki] s✉❝❤
t❤❛t b(xi,j′) = 1✳ ❇✉t t❤❡♥ T (xi,j, i, xi,j) ← T (xi,j′ , i, xi,j′) ∈ R ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s
t ∈ R(G′)✳ ✭✷✮✿ ❆ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ T ((xi,j, i, xi,j) → T (xi′,j′ , i

′, xi′,j′))
✇❤❡r❡ xi′,j′ = xi,j ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ b(xi′,j′) = b(xi,j)✳ ❈♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
T ((xi,j, i, xi,j), (xi′,j′ , i

′, xi′,j′) → t) ✭xi′,j′ = xi,j, t ∈ G✮ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ t♦♦ ❜❡❝❛✉s❡
♦t❤❡r✇✐s❡ b(xi,j) = b(xi′,j′) = 1 ❛❧t❤♦✉❣❤ xi′,j′ = xi,j✳ ❙♦✱ ♦✈❡r❛❧❧ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❛
♣r♦♣❡r s✉❜s❡t ♦❢ G t❤❛t s❛t✐s✜❡s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s▼✐♥✐✲r❞❢(G,R,Σ) 6= ∅✳

✭❜✮ ❆ss✉♠❡ ❝♦♥✈❡rs❡❧② t❤❛t G′ ∈ ▼✐♥✐✲r❞❢(G,R,Σ)✳ ◆♦t❡ t❤❛t T (d, d, d) /∈ G′✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t b ❢♦r α✳ ❋♦r i ∈ [l], j ∈ [ki]✱ ✐❢ T (xi,j, i, xi,j) ∈ G

′✱
t❤❡♥ b(xi,j) := 1✳ ◆♦t❡ t❤❛t b ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ❝❛♥♥♦t ♦❝❝✉r t❤❛t
b(xi,j) = b(xi,j) = 1 ❜❡❝❛✉s❡ G′ |= Σ✳ ❋♦r ❛❧❧ ❧✐t❡r❛❧s x t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ α ❜✉t ♥❡✐t❤❡r x
♥♦r x ✇❛s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ tr✉t❤ ✈❛❧✉❡ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✱ s❡t b(x) ∈ {0, 1} ❛r❜✐tr❛r✐❧②✳
❆ss✉♠❡ b ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ i✲t❤ ❝♦♥❥✉♥❝t ✐♥ α✳ ❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ R(G′) ⊇ G✳ ❙♦✱
❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ j ∈ [ki] s✉❝❤ t❤❛t T (xi,j, i, xi,j) ∈ G

′✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
b(xi,j) = 1✳ ❚❤✉s✱ b s❛t✐s✜❡s t❤❡ i✲t❤ ❝♦♥❥✉♥❝t ✐♥ α✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ �

❚❤✐s r❡s✉❧t ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❡✈❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ❝❛s❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ r✉❧❡s✬ ✐♥✈❡rs❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s s♦ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛t t❤✐s ❧❡❛❞s t♦
◆♣✲❤❛r❞♥❡ss✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✻✻✳ ▲❡t b ≥ 2 ✜①❡❞✳ ▼✐♥✐✲r❞❢dec r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✐♥st❛♥❝❡s
♦❢ b✲❜♦✉♥❞❡❞ s❡ts ♦❢ ❚●❉s ❛♥❞ b✲❜♦✉♥❞❡❞ s❡ts ♦❢ r✉❧❡s ✐s ◆♣✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✉♥❞❡r
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ♠❛♥②✲♦♥❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s✳
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✾✳✷✳✹ ❆ ❚r❛❝t❛❜❧❡ ❋r❛❣♠❡♥t

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r ▼✐♥✐✲r❞❢dec ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ ❢♦r ▼✐♥✐✲r❞❢ ❢r♦♠ t❤❡
❧❛st s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❧♦♦❦ ❢♦r tr❛❝t❛❜❧❡ s✉❜s❡ts✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
❚❤❡♦r❡♠ ✶✻✺ s❡❡♠s t♦ ✐♠♣❧② t❤❛t r❡❝✉rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❉❛t❛❧♦❣ r✉❧❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❝②❝❧❡s
✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❘❉❋ ❣r❛♣❤ ❛r❡ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✇❡ ✇✐❧❧
r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❛ s❡t
♦❢ ❢✉❧❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ s②♥t❛❝t✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ♦❢
❛ ❣r❛♣❤✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✻✼✳ ▲❡t R ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ r✉❧❡s ❛♥❞ G ❛♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (R, G) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s dep(R, G) = (R(G), ER)✱

✇❤❡r❡ ER := {(v, w) | t❤❡r❡ ❛r❡ t ← G̃ ∈ R, µ : G̃ → R(G) s✉❝❤ t❤❛t µ(t) =

w, v ∈ µ(G̃)}✳ (R, G) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛❝②❝❧✐❝ ✐❢ dep(R, G) ✐s ❛❝②❝❧✐❝✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ❡✈❡r② ♥♦❞❡
✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐r❡❝t❡❞ ♣❛t❤ t♦ ✐ts❡❧❢✳

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✇❤② t❤❡ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ♦❢ dep(R, G) ②✐❡❧❞s ❛ tr❛❝t❛❜❧❡ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢▼✐♥✐✲r❞❢

✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ s♦❧✈❡ ▼✐♥✐✲r❞❢ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❡♣s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠
✶✻✷✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r✉❧❡s ✐s t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✐♥
✇❤❛t ♦r❞❡r tr✐♣❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞✳ ❲❤❡♥ dep(R, G) ✐s ❛❝②❝❧✐❝✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠♣♦s❡
❛♥ ♦r❞❡r ♦♥ R(G) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞❡❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t t❤❛t ❤❛s ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ r❛♥❦
✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r ✇✐❧❧ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❞❡❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ r❛♥❦✳ ❉❡❧❡t✐♥❣
tr✐♣❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❛t ♦r❞❡r ②✐❡❧❞s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ G ❛❧♦♥❣ R✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✽✳

✶✳ ■❢ (R, G) ✐s ❛❝②❝❧✐❝✱ t❤❡♥ |R−(G)| = 1✳

✷✳ ■❢ Σ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❢✉❧❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ t❤❡♥ |Hom(G̃Σ, G)| = 1 ❢♦r ❛♥② G̃ ⊆ G✳

Pr♦♦❢✳ ✶✳✮ ❉❡✜♥❡ G′ := { w ∈ G | ❢♦r ❛❧❧ v ∈ R(G) : (v, w) /∈ ER }✳ ❲❡ ✇✐❧❧
s❤♦✇ t❤❛t R−(G) = {G′}✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t G′ /∈ R−(G)✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ✐s a ∈ G′ s✉❝❤ t❤❛t R(G′\{a}) ⊇ G✳ ❚❤✉s✱

t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ r✉❧❡ t ← G̃ ∈ R ❛♥❞ ❛ ♠❛♣❧❡t µ : G′\{a} → R(G) s✉❝❤ t❤❛t

a = µ(t) ❛♥❞ µ(G̃) ⊆ G′\{a}✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ G′ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t a /∈ G′✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❛ss✉♠❡ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ G′′ ∈ R−(G)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t G′′ = G′✳
❆ss✉♠❡ ❢♦r ❛ s❤♦rt ♠♦♠❡♥t t❤❛t G′′ 6= G′✳ ❈❛s❡ ✶✿ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ a ∈ G′′\G′✳
❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t a ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♦r❞❡r ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♦rt✐♥❣ ♦❢ R(G) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ER✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❛t a
❤❛s ♥♦ ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ✐♥ ER✱ t❤❡♥ a ∈ G

′ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ a ♠✉st ❤❛✈❡ ❛
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♣r❡❞❡❝❡ss♦r✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t a /∈ R−(G′′\{a})✳ ❙♦✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ b ∈ R(G)\R(G′′)
s✉❝❤ t❤❛t (b, a) ∈ ER✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♦❢ a✳
❈❛s❡ ✷✿ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ a ∈ G′\G′′✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ♠✉st ❤♦❧❞ t❤❛t R(G′) 6= R(G′′)✳ ❲❡
s❤♦✇ t❤❛t a /∈ R(G′′)✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t a ∈ R(G′′)✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ r✉❧❡

t ← G̃ ∈ R ❛♥❞ ❛ ♠❛♣❧❡t µ : G̃ → R(G) s✉❝❤ t❤❛t µ(t) = a✳ ❆s G̃ 6= ∅✱ a ♠✉st
❤❛✈❡ ❛ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ✐♥ ER✳ ❇✉t ❛s a ∈ G′✱ t❤❡♥ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ G′ a ❝❛♥♥♦t
❤❛✈❡ ❛♥② ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ✐♥ ER✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✷✳✮ |Hom(G̃Σ, G)| = 1 ❢♦r ❛♥② G̃ ⊆ G ❤♦❧❞s ❜❡❝❛✉s❡ Σ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❢✉❧❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱
t❤❡ ❝❤❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✐s t❤❡ ♦♥❧②
❡❧❡♠❡♥t ✐♥ Hom(chaseΣ(G̃), G)✳ �

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r②✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ▼✐♥✐✲r❞❢ ✐s tr❛❝t❛❜❧❡ ✐❢ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r ❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✹✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✻✾✳ ▲❡t R ❜❡ ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ r✉❧❡s ❛♥❞ Σ ❜❡ ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❘❉❋ ❣r❛♣❤ G s✉❝❤ t❤❛t (R, G) ✐s ❛❝②❝❧✐❝✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦
▼✐♥✐✲r❞❢(G,R,Σ) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ |G|✮✳

Pr♦♦❢✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t G ✐s ❛♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤ s✉❝❤ t❤❛t (R, G) ✐s ❛❝②❝❧✐❝✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ▼✐♥✐✲r❞❢(G,R,Σ)✳ ▲❡t G′ ❜❡ ❛s ✐♥ t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✽ ❛♥❞ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ G 7→ G′ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❈♦♠♣✉t❡ G′Σ✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ t✐♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ |G′|✳ ■❢
chaseΣ(G

′) ⊂ G✱ t❤❡♥ r❡t✉r♥ chaseΣ(G
′)✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ r❡t✉r♥ ◆❖✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✻✷

❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✽ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ✐t
t❛❦❡s t✐♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ |G|✳ �

❆s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ R, G ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✻✶✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②
s❡❡♥ t❤❛t (R, G) ✐s ❛❝②❝❧✐❝ t❤❡r❡✳
◆❡①t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ (R, G) ❜❡✐♥❣ ❛❝②❝❧✐❝ ✐s t❤❛t R ✐s ❛❝②❝❧✐❝✱
✐✳❡✳ ♥♦♥✲r❡❝✉rs✐✈❡✳ ❲❡ ✜rst r❡♣❡❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❝②❝❧✐❝ s❡t ♦❢ r✉❧❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✼✵✳ ▲❡t R ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ r✉❧❡s✳

✶✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ dep(R) = (VR, ER) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
VR := { v | v ✐s ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ s②♠❜♦❧ t❤❛t ♦❝❝✉rs ✐♥ R } ❛♥❞
ER := { (v, w) ∈ VR × VR | v ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ ❛ r✉❧❡ ✇✐t❤ ❤❡❛❞ w }✳

✷✳ R ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛❝②❝❧✐❝ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ dep(R) ✐s ❛❝②❝❧✐❝✳

✹❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❘❉❋ ❣r❛♣❤✱ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ r✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
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❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♠❛r❦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ tr❛❝t❛❜❧❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✻✾
❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ r✉❧❡s ✐s ❛❝②❝❧✐❝✳

❘❡♠❛r❦ ✶✼✶✳ ■❢ R ✐s ❛♥ ❛❝②❝❧✐❝ s❡t ♦❢ r✉❧❡s✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛♥② ❘❉❋ ❣r❛♣❤ G ✐t ❤♦❧❞s
t❤❛t (R, G) ✐s ❛❝②❝❧✐❝✳

❚❤✐♦s r❡♠❛r❦ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t ❛ ❝②❝❧❡ ✐♥ dep(R, G) ✇♦✉❧❞ ❢♦r❝❡ ❛
❝②❝❧❡ ✐♥ dep(R)✳

✾✳✷✳✺ ◗✉❡r② ❆♥s✇❡r✐♥❣

❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛♥ ❘❉❋ ❣r❛♣❤ ✈✐❛ r✉❧❡s✳ ◆♦✇ ✇❡ ✇❛♥t
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛♥s✇❡r✐♥❣ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❣r❛♣❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ♦♥❧②✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ q✉❡r② q✳ ❆s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤
G′ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❣r❛♣❤ G✱ q(G′) ⊆ q(G)✳ ❇✉t t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡
❝❛s❡s ✇❤❡r❡ q(G) = q(G′) ♦r ❛t ❧❡❛st q(G) 6= ∅ ⇔ q(G′) 6= ∅ ❤♦❧❞s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❜r✐❡✢②
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ ❈❤❛s❡ ❛♥❞ ❇❛❝❦❝❤❛s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥s✇❡r q✉❡r✐❡s✳

❋r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✶ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛s ❛ ✜rst r❡s✉❧t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❛♥s✇❡r ❛ q✉❡r②
♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ❣r❛♣❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❡r② ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ♦♥❧②✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❈❤❛s❡ ✫
❇❛❝❦❝❤❛s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡✇r✐t❡ ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❡r② s✉❝❤ t❤❛t
✐ts ❜♦❞② ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♣r❡❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② t❤❡
r✉❧❡s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ str♦♥❣❡r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❧❡❢t ❛s ❢✉t✉r❡
✇♦r❦✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✼✷✳ ▲❡t R ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ r✉❧❡s✱ Σ ∈ ❈❚∀∀✱ G
′ ∈ ▼✐♥✐✲r❞❢(G,R,Σ)

❛♥❞ q : h← body(q) ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r②✳ ❚❤❡ q✉❡r② q0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ∅ ← body(q)✳
■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② q′ s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐♥ body(q′) ❛♣♣❡❛rs ✐♥
head(R) ❛♥❞

✶✳ q ≡Σ q
′✱ t❤❡♥ q(G) = q(G′)✳

✷✳ q0 ≡Σ q
′✱ t❤❡♥ q(G) 6= ∅ ⇔ q(G′) 6= ∅✳

Pr♦♦❢✳

✶✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ♣♦✐♥t t✇♦✳

✷✳ ■❢ q(G) 6= ∅✱ t❤❡♥ {∅} = q0(G) = q′(G) ❜❡❝❛✉s❡ G |= Σ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
q′(G) = q′(G′) ❜❡❝❛✉s❡ body(q) ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ♣r❡❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❆s G′ |= Σ✱ q′(G′) = q0(G

′)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ q(G′) 6= ∅✳ �
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❚❤✐s ❝♦r♦❧❧❛r② ❣✐✈❡s ✉s ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❡①❛❝t q✉❡r② ❛♥s✇❡r✐♥❣ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞
❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t ♥♦♥✲❡♠♣t② ❛♥s✇❡rs ♦♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡
t❤❛t ✇❡ ❤❛❞ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❛♥s✇❡r ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛♣❤✳





❈❤❛♣t❡r ✶✵

❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

❘✐❝❝❛r❞♦✿ ✏❈❛♥ ②♦✉ s✉♠♠❛r✐③❡ ❛❣❛✐♥ ✇❤❛t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞♦♥❡❄✑

❆❧✐❝❡✿ ✏◆♦ ♣r♦❜❧❡♠✦✑

❲❡ ❤❛✈❡ s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛s❡ ❤❛s ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ♥♦t
s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ✇✐❞❡ r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛s❡✱ ❡✳❣✳ t❤♦s❡ t❤❛t
✉s❡ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛s ❛ s✉❜♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤♦s❡ t❤❛t tr② t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✐♥
✈❛r✐♦✉s ✇❛②s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ t❤❡s✐s✱
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✬s ❛✐♠ ✐s t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ ✐t ❝♦♥❝✐s❡❧②✳

✶✵✳✶ ❈♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❉❛t❛❜❛s❡s

■♥t❡❣r✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡ s②st❡♠s ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✮ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❛r❧② st❛❣❡s ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬❈♦❞❞✱ ✶✾✼✵✱ ✶✾✼✶✱
✶✾✼✹❀ ❍❛♠♠❡r ❛♥❞ ▼❝▲❡♦❞✱ ✶✾✼✺❀ ❈❤❡♥✱ ✶✾✼✻❀ ❈♦❞❞✱ ✶✾✼✾❪ ✉♣ t♦ ❝✉rr❡♥t ♣✉❜❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❬❆❜✐t❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❀ ❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❉❡✉ts❝❤ ❛♥❞ ◆❛s❤✱
✷✵✵✽❛❀ ❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❆❤♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✾❀ ❇❡❡r✐ ❛♥❞ ❱❛r❞✐✱ ✶✾✽✹❀ ❈❛❧ì ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✽✱ ✷✵✵✾❀ ❈❤❡♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀ ❈♦s♠❛❞❛❦✐s ❛♥❞ ❑❛♥❡❧❧❛❦✐s✱ ✶✾✽✻❀ ❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✽❀ ❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❋✉①♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ●♦tt❧♦❜ ❛♥❞ ◆❛s❤✱ ✷✵✵✽❀ ❏♦❤♥s♦♥
❛♥❞ ❑❧✉❣✱ ✶✾✽✷❀ ▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✾❀ ▼❛r♥❡tt❡✱ ✷✵✵✾❪✳ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛❧❧♦✇
t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ s❝❤❡♠❛ ❞❡s✐❣♥❡r t♦ r❡str✐❝t t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ t♦ ✏♠❡❛♥✐♥❣✲
❢✉❧✑ ❞❛t❛ ♦♥❧②✳ ❚❤❡② ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❜❡② ❝❡rt❛✐♥ r❡❛❧✲❧✐❢❡
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t✇♦ ♠❛❥♦r r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥
❞❛t❛❜❛s❡ s❝❤❡♠❛ ❞❡s✐❣♥ t♦ ❝r❡❛t❡ s❝❤❡♠❛s ✇❤✐❝❤ ❧❛❝❦ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥s❡rt✱ ✉♣❞❛t❡ ❛♥❞
❞❡❧❡t✐♦♥ ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❬❈♦❞❞✱ ✶✾✼✶✱ ✶✾✼✹❀ ❈❤❡♥✱ ✶✾✼✻❪✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥
q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬❑✐♥❣✱ ✶✾✽✻❀ ❇❡❡r✐ ❛♥❞ ❱❛r❞✐✱ ✶✾✽✹❀ ❈❤❛❦r❛✈❛rt❤② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵❪
t♦ r❡✇r✐t❡ q✉❡r✐❡s ✐♥t♦ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r♠ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❧♦✇❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝♦sts✳

❯s✉❛❧❧②✱ ✐♥t❡❣r✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❢r❡❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ t❤♦r♦✉❣❤ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t t②♣❡s ❛♥❞
t❤❡✐r ✜rst✲♦r❞❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ②♦✉ t♦ r❡❛❞ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬❉❡✉ts❝❤

✶✹✸



✶✹✹ ✶✵✳✸ ❋✉rt❤❡r ❈❤❛s❡✲▲✐❦❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

❛♥❞ ◆❛s❤✱ ✷✵✵✽❛❪✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦st❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢
❝♦♥str❛✐♥ts✱ ♥❛♠❡❧② ❡q✉❛❧✐t②✲ ❛♥❞ t✉♣❧❡✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❛❜❧❡
t♦ ❡①♣r❡ss ✈✐rt✉❛❧❧② ❛❧❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬❆❜✐t❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳✱
✶✾✾✺❀ ❉❡✉ts❝❤ ❛♥❞ ◆❛s❤✱ ✷✵✵✽❛❪✱ ❡✳❣✳ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ❦❡② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱
❥♦✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥
❦❡② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳
■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ❡✈❡r② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t
♦❢ ❡q✉❛❧✐t②✲ ❛♥❞ t✉♣❧❡✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ❛❧❧ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts
❢♦r ❡q✉❛❧✐t②✲ ❛♥❞ t✉♣❧❡✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❞✐r❡❝t❧② ❝❛rr② ♦✈❡r t♦ ❡♠❜❡❞❞❡❞
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳

✶✵✳✷ Pr❡✈✐♦✉s ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❈❤❛s❡ ❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❲❡ ✇❡r❡ r❛t❤❡r s✉r♣r✐s❡❞ t♦ ✜♥❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡r❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ s♦ ♠✉❝❤ ✇♦r❦ ♦♥
❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❧t❤♦✉❣❤ s♦ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐t✳ ❚❤❡ t❡①t❜♦♦❦
❬❆❜✐t❡❜♦✉❧ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪ ❝♦✈❡rs t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❢✉❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❝②❝❧✐❝ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡② ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❈❚∀∀✳
❇♦t❤ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s✉❜s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛♠♦✉s ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐♥ ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✷✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❈❚∀∀✱ t♦♦✳ ❚❤❡
❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❛✐♠❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② t♦ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥
✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✸✮ ❜✉t ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❝♦✉❧❞ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ♦♥❧② ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❡r♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❈❚∀∃ ❛♥❞ ♥♦t ❈❚∀∀ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✮✳ ■♥ ❬▼❛r♥❡tt❡✱
✷✵✵✾❪✱ ✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ✇❛s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ s✉♣❡r✲✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢r❛❣✲
♠❡♥t ♦❢ ❈❚∀∀ ✉s✐♥❣ s❦♦❧❡♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✹✮✳
❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞✉❧❛r t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞❡✜♥❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❢r❛❣♠❡♥ts
♦❢ ❈❚∀∀ t❤❛t ❛r❡ s✉♣❡rs❡ts ♦❢ s✉♣❡r✲✇❡❛❦ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ♦✉r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❡✈❡r② str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ❝❤❛s❡
❣r❛♣❤ ♦r k✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠ ♠❛② ❜❡ ❡✐t❤❡r s❛❢❡ ♦r s✉♣❡r✲✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✳

✶✵✳✸ ❋✉rt❤❡r ❈❤❛s❡✲▲✐❦❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

❚❤❡ ❝❤❛s❡ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ✜rst✲
♦r❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❆s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡✇r✐t✐♥❣ q✉❡r✐❡s ✉s✐♥❣
✈✐❡✇s ✇✐t❤ ❛❝❝❡ss ♣❛tt❡r♥s ✉♥❞❡r ✐♥t❡❣r✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤✐❝❤ ✉♥✐✜❡s t❤❡ ✇♦r❦s ✐♥
❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ❬❍❛❧❡✈②✱ ✷✵✵✶❪✱ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❛♥❞ ♦t❤❡r ✇♦r❦s ♦♥
q✉❡r② ❛♥s✇❡r✐♥❣ ✉♥❞❡r ❧✐♠✐t❡❞ ❛❝❝❡ss ♣❛tt❡r♥s ❧✐❦❡ ❬❘❛❥❛r❛♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪ ❛♥❞
❬❋❧♦r❡s❝✉ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ q✉❡r② ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t

✶❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ❢r❛❣♠❡♥t ✐s ❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ∀∃✲s❡♥t❡♥❝❡s✳



✶✹✺ ✶✵✳✹ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❢r♦♠ ❬❈❤❛♥❞r❛ ❛♥❞ ▼❡r❧✐♥✱ ✶✾✼✼❪ ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✾✮ ❝❛rr② ♦✈❡r ✇✐t❤ ♠✐♥♦r ♠♦❞✐✜✲
❝❛t✐♦♥s ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♥t❛✐♥ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✳
■♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ t❤❡ ❝♦r❡ ❝❤❛s❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ t❤❛t ✐s
s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ st②❧❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ■❢ t❤❡
❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡s✱ s♦ ❞♦❡s t❤❡ ❝♦r❡ ❝❤❛s❡✱ ❜✉t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ♥♦t tr✉❡✳
❙♦ ❢❛r✱ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♥♦ ✇♦r❦ ♦♥ s✉✣❝✐❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦r❡
❝❤❛s❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛❧s♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬❉❡✉ts❝❤
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦r❡ ❝❤❛s❡ t♦ tr❡❛t ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇
❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦r❡ ❝❤❛s❡✳ ❆s t❤❡ ❝♦r❡ ❝❤❛s❡
✐♥✈♦❧✈❡s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦r❡s ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✭❛♥❞ ❝♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥
t♦ ❜❡ ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ❬❈❤❛♥❞r❛ ❛♥❞ ▼❡r❧✐♥✱ ✶✾✼✼❪✮✱ ✐t ✐s ✉♥❝❧❡❛r ❤♦✇ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧②
✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐t✳
❲❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t
✐❢ t❤❡ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❢❛✐❧✱ t❤❡♥ ✐t ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡s ✉♥✐✈❡rs❛❧
♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ■t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥ ♦❜❧✐✈✲
✐♦✉s ❝❤❛s❡ st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❛♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝❤❛s❡ st❡♣
❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✬ ❤❡❛❞s✳ ❆t ✜rst
❣❧❛♥❝❡✱ t❤❡ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡ s❡❡♠s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❤❛s❡✳ ❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡
♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t❡s ❞❛t❛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ s♦ ❞♦❡s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❤❛s❡✳ ❇✉t
t❤❡ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧✇❛②s t❡r♠✐♥❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❤❛s❡ ❞♦❡s✳ ❆♥
❡①❛♠♣❧❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❚●❉

❘(x, y)→ ∃z ❘(x, z), ❘(x, y)✷✱

❡♥s✉r✐♥❣ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❤❛s❡ ❜✉t ♥♦t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❧✐✈✐♦✉s
❝❤❛s❡✳ ❆s ❢♦r ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♦r ❛❜s♦❧✉t❡❧② ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✐t s❡❡♠s ❛❧♠♦st ✐♥❡✈✐t❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❤❛s❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡
♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡✳
■♥ ❬▼❛r♥❡tt❡✱ ✷✵✵✾❪ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞
♦❜❧✐✈✐♦✉s s❦♦❧❡♠ ❝❤❛s❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐s ✜rst s❦♦❧❡♠✐③❡❞ ❛♥❞
t❤❡♥ t❤✐s ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ❛ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠ ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❞❛t❛✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ✭♦❜❧✐✈✐♦✉s✮ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ♦❜❧✐✈✐♦✉s s❦♦❧❡♠ ❝❤❛s❡ ♦✉t♣✉ts
✉♥✐✈❡rs❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

✶✵✳✹ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❝❤❛s❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❬▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✾❀ ❏♦❤♥s♦♥ ❛♥❞ ❑❧✉❣✱ ✶✾✽✷❀ ❇❡❡r✐ ❛♥❞ ❱❛r❞✐✱ ✶✾✽✹❀ ❍❛❧❡✈②✱
✷✵✵✶❀ ❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ▲❡♥③❡r✐♥✐✱ ✷✵✵✷❀ ❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❋✉①♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀
❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❖❧t❡❛♥✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❖r✐❣✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ t❛❝❦❧❡
t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❬❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❖③s♦②♦❣❧✉✱ ✶✾✾✸❀ ▼❛❤❡r ❛♥❞ ❙r✐✈❛st❛✈❛✱ ✶✾✾✻❀



✶✹✻ ✶✵✳✹ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❈♦✉❧♦♥❞r❡✱ ✷✵✵✸❪ ❢♦r ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❬▼❛✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✾❀ ❇❡❡r✐ ❛♥❞ ❱❛r❞✐✱ ✶✾✽✹❪
❛♥❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ✉♥❞❡r ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❬❆❤♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✾❀
❏♦❤♥s♦♥ ❛♥❞ ❑❧✉❣✱ ✶✾✽✷❪✳ ■♥ ❬❏♦❤♥s♦♥ ❛♥❞ ❑❧✉❣✱ ✶✾✽✷❪ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡
❝❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ q✉❡r② ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
q✉❡r② ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❝❢✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✵✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
s❡❛r❝❤ ❢♦r ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t q✉❡r② ♣❧❛♥s ✐s s✉♣♣♦rt❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤❛s❡ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❝♦♠❡
❛ ❝❡♥tr❛❧ t♦♦❧ ✐♥ s❡♠❛♥t✐❝ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬P♦♣❛ ❛♥❞ ❚❛♥♥❡♥✱ ✶✾✾✾❀ ❉❡✉ts❝❤
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ P♦♣❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ❙❝❤♠✐❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❆♠❡r✲②❛❤✐❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❈❛❧ì
❛♥❞ ▼❛rt✐♥❡♥❣❤✐✱ ✷✵✵✽❪✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬P♦♣❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪ t❤❛t t❤❡ ❈❤❛s❡ ✫
❇❛❝❦❝❤❛s❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t t✐♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ q✉❡r② ❛♥s✇❡r✐♥❣✳ ❲❡
❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② s✉❜❛r❡❛s ✐♥ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞♦
♥♦t ✉s❡ t❤❡ ❝❤❛s❡✳ ■♥ ❬❆❢r❛t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t ♦❢ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ✇✐t❤
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❈♦♥t❛✐♥♠❡♥t ♦❢ ❈◗ ✇✐t❤ s❛❢❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞
❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ✐s tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❬▲❛✉s❡♥ ❛♥❞ ❲❡✐✱ ✷✵✵✸❀ ❲❡✐ ❛♥❞ ▲❛✉s❡♥✱ ✷✵✵✷❜✱❛❪✳ ◗✉❡r②
❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t ✇❛s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❋✲▲♦❣✐❝ ❬❑✐❢❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪ q✉❡r✐❡s ❬❈❛❧ì ❛♥❞
❑✐❢❡r✱ ✷✵✵✻❪✳ ❊✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r q✉❡r② ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t ✐s ❛ t♦♣✐❝ ✐♥ ❬❈❤❡❦✉r✐ ❛♥❞
❘❛❥❛r❛♠❛♥✱ ✶✾✾✼❀ ❲❡✐ ❛♥❞ ▲❛✉s❡♥✱ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ q✉❡r② ❛♥s✇❡r✐♥❣ ✐s
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❬❱❛r❞✐✱ ✶✾✽✷❀ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❛♥❞ ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s✱ ✶✾✾✼❪✳ ❊✣❝✐❡♥t q✉❡r②
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❨❛♥♥❛❦❛❦✐s✱ ✶✾✽✶❀ ❆❤♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✾❀ ❇✐s❦✉♣
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❀ ●♦tt❧♦❜ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❋❧✉♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳

❇❡②♦♥❞ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❬❋❛❣✐♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡
✇✐t❤ s♦✉r❝❡✲t♦✲t❛r❣❡t ♣❧✉s t❛r❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥st❛♥❝❡✳ ■t
✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤❛t ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❛❦❡♥✱ ❛♥s✇❡r✐♥❣ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡
q✉❡r✐❡s ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t ❛❧✇❛②s ❞❡❧✐✈❡rs t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts✳ ❆s ❛ ✉♥✐q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✐♥ ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ✐t ✇❛s ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ❝♦r❡s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st
♥❛t✉r❛❧ ♦♥❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✳ ■♥ ❬●♦tt❧♦❜ ❛♥❞
◆❛s❤✱ ✷✵✵✽❪ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❞❛t❛
❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t ✐s ✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✳

❇❡②♦♥❞ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❝♦♥t❡①ts s✉❝❤ ❛s ♣❡❡r
❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❬❋✉①♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ ❞❛t❛ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❬▲❡♥③❡r✐♥✐✱ ✷✵✵✷❀ ❈❛❧ì✱ ✷✵✵✹❪✱
q✉❡r② ❛♥s✇❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ✈✐❡✇s ❬❍❛❧❡✈②✱ ✷✵✵✶❀ ❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❞❛t❛❜❛s❡s ❬❖❧t❡❛♥✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳



✶✹✼ ✶✵✳✻ ❘✉❧❡✲❇❛s❡❞ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

✶✵✳✺ ❙❡♠❛♥t✐❝ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❚②♣❡s

❚②♣✐♥❣ ✐s ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♠❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ s②st❡♠s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✭❜✉t
♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦✮ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡ ♠♦❞❡❧s ❬❑✐❢❡r ❡t ❛❧✳✱
✶✾✾✺❀ P❛♣❛❦♦♥st❛♥t✐♥♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✱ t②♣❡❞ ❞❛t❛❧♦❣ ❬❩♦♦❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ❛♥❞ s❡♠✐✲
str✉❝t✉r❡❞ ❞❛t❛ ❬▼✐❧♦ ❛♥❞ ❙✉❝✐✉✱ ✶✾✾✾❪✳ ■♥ r❡s♣♦♥s❡✱ t♦ ❞❛t❡ ❛ r✐❝❤ t❤❡♦r② ♦❢
t②♣❡✲❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❬❋rü❤✇✐rt❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✶❀ ▲✐t✇✐♥ ❛♥❞
❘✐s❝❤✱ ✶✾✾✷❀ ▲❡✈② ❛♥❞ ❙✉❝✐✉✱ ✶✾✾✼❀ ●❛❧❧❛❣❤❡r ❛♥❞ P✉❡❜❧❛✱ ✷✵✵✷❀ ❍❡♥r✐❦ss♦♥ ❛♥❞
▼❛❧✉s③②♥s❦✐✱ ✷✵✵✹❀ ❇r✉②♥♦♦❣❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡s❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢t❡♥
✉s❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡s ✭❝❢✳ ❬❞❡ ▼♦♦r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❙❝❤ä❢❡r ❛♥❞ ❞❡ ▼♦♦r✱ ✷✵✶✵❪✮✳
❚♦ t❤✐s ❛✐♠✱ s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ t②♣✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♠❛✐♥❧②
✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❢♦r♠❛❧✐s♠s✿ ❉❛t❛❧♦❣ ✭❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s✮ ❬❈❤❛♥✱ ✶✾✾✷❀ ❉♦♥❣
❛♥❞ ❙✉✱ ✶✾✾✻❪ ❛♥❞ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲♦❣✐❝s ✭❉▲✮ ❬❈❛❧✈❛♥❡s❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ✷✵✵✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❚❣❞s✮ ✐♥ ❉❛t❛❧♦❣ ♣r❡✈❡♥ts
✐t ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t②♣✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❉▲ ✭❛♥❞ ✐ts ❢r❛❣♠❡♥ts✮ ❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ ❚❣❞s✱ ✐t ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❧✐❦❡ ✐♥t❡❣r✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❈❛❧ì ❡t ❛❧✳ ❬❈❛❧ì ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✾❪ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ Datalog±✱ t♦ ❡①t❡♥❞ ♣❧❛✐♥ ❉❛t❛❧♦❣ ✇✐t❤ ❣✉❛r❞❡❞ ❚❣❞s ❛♥❞
str❛t✐✜❡❞ ♥❡❣❛t✐♦♥✳ ❨❡t✱ Datalog± ❝❛♥ ♥♦t ❡①♣r❡ss ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ r✉❧❡s✳
❖✉r r❡s✉❧ts ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ ❬❙❝❤♠✐❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ♦♥ s❡♠❛♥t✐❝ q✉❡r② ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❘❉❋ ❛♥❞ ❙P❆❘◗▲✳ ❚❤❡ t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤② t❤❛t ✇❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r ✐♥ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❘❉❋ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ♦♥❧②
❤❛✈❡ t♦ ❛ss✐❣♥ ❛ t②♣❡ ❢♦r t❤❡ s✉❜❥❡❝t✱ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ st❛t❡
t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t♥❡ss ♦❢ ❯❘■s U ✱ ❜❧❛♥❦ ♥♦❞❡s B✱ ❛♥❞ ❧✐t❡r❛❧s L✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥
♠♦❞❡❧ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts

T (x1, x2, x3)→ U(x1) ∨ B(x1)✱
T (x1, x2, x3)→ U(x2)✱
T (x1, x2, x3)→ U(x3) ∨ B(x3) ∨ L(x3)✱
U(x)→ ¬B(x) ∧ ¬L(x)✱
B(x)→ ¬U(x) ∧ ¬L(x)✱ ❛♥❞
L(x)→ ¬B(x) ∧ ¬U(x)✳

✶✵✳✻ ❘✉❧❡✲❇❛s❡❞ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ❘❉❋ st❛♥❞❛r❞ ❬❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜ ❈♦♥s♦rt✐✉♠✱ ✷✵✵✸❛❪ ✐s ❛ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ❋✲▲♦❣✐❝
❬❑✐❢❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✳ ❖✉r ✇♦r❦ ♦♥ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ✇♦r❦s ♦♥



✶✹✽ ✶✵✳✻ ❘✉❧❡✲❇❛s❡❞ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

tr❛♥s✐t✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ s❡❡ ❬❆❤♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✷❪✱ ✐♥ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r②✳ ❨❡t✱ ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦
✐t ✐s ♥♦t ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ tr❛♥s✐✈✐t✐❡s ✐♥ ❣r❛♣❤s✱ ❜✉t t♦ ❞❡✜♥❡ ❣❡♥❡r❛❧
r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❈♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ❛r❡ ❛❧s♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ ❬❆❤♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✷❪✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✐❢ ❛ ❣r❛♣❤
✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♠✉st ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❤♦sts ✇❛s ❛❧r❡❛❞② st✉❞✐❡❞
✐♥ ❬❩❡❣✐♥✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❧t❛s✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦t ❛✇❛r❡ ♦❢ ❛♥② ✇♦r❦
♦♥ ❘❉❋ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❝ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❡ ✇❛② ✇❡ ❞♦✳
❚❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ ❬■❛♥♥♦♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❊s♣♦s✐t♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s tr✐♣❧❡s ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ ♦❢ ❧❡❛♥ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t
❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛r❡ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣r❛♣❤✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧❡❛♥✳ ❖✉r ✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t s✉❜s✉♠❡ ❬■❛♥♥♦♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❊s♣♦s✐t♦ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✺❪ ♥♦r t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② r♦✉♥❞✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❡❧✐♠✲
✐♥❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s♣❡❝✐✜❡❞ ✈✐❛ r✉❧❡s ✇❤❛t ❛ r❡❞✉♥❞❛♥❝②
str✉❝t✉r❛❧❧② ❧♦♦❦s ❧✐❦❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡
❣r❛♣❤ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❤❛s ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ r✉❧❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❬t❡r ❍♦rst✱
✷✵✵✺❪✱ ✇❤❡r❡ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❣r❛♣❤ ❛❧♦♥❣ ✐ts r✉❧❡ s❡♠❛♥✲
t✐❝s✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛♥ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ❞❡r✐✈❛❜✐❧✐t② ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✲s♣❡❝✐✜❝ r✉❧❡s✳
■❢ s✉❝❤ r✉❧❡s ❡①✐st✱ ❛ ❧❡❛♥ ❣r❛♣❤ ♠❛② st✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ tr✐♣❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ✐♥
t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② st♦r❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞
❜② t❤❡ r✉❧❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❧❡❛♥ ❣r❛♣❤s ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡
❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❣❡♥❡r✐❝✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❘❉❋ ❣r❛♣❤

{❚(a1, a2, a3),❚(X, a2, Y )}

t❤❡ tr✐♣❧❡ ❚(X, a2, Y ) ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ✭X, Y ❛r❡ ❜❧❛♥❦ ♥♦❞❡s✮ ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ X
❛♥❞ Y ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❧✐❦❡ ❡①✐st❡♥t✐❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❘❉❋ s❡♠❛♥t✐❝s
❬❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜ ❈♦♥s♦rt✐✉♠✱ ✷✵✵✸❝❪ ❛♥❞ t❤❡ tr✐♣❧❡ ❚(a1, a2, a3) ✐s ❛ ✇✐t♥❡ss ❢♦r
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ r❡s♦✉r❝❡ ❚(X, a2, Y )✳
❲❡ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ▼✐♥✐✲r❞❢ ✐s ♥♦t ❛♥ ❛❜❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
♦❢ ❬❊✐t❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪✳ ❆♥ ❛❜❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐❢ ✇❡
♦❜s❡r✈❡ C ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ C ← A✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ A✱
r❡❣❛r❞❧❡ss ✇❤❡t❤❡r A ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ♦✉r ❢❛❝t ❜❛s❡ ♦r ♥♦t✳ ■♥ ♦✉r s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞
♦♥❧② ❞❡❧❡t❡ C ❢r♦♠ ♦✉r ❢❛❝t ❜❛s❡ ✐❢ ❛❢t❡r✇❛r❞ A st✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✐t✳ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡
❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡❞✉❝t✐✈❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❬❉❡❝❦❡r✱ ✶✾✾✽❪ ✉s❡s ❛❜❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦
r❡✇r✐t❡ ✉♣❞❛t❡s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛
♦♥❧②✳ ❍❡r❡ ✐t ✐s ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛ ✐s ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤
❞❛t❛ ✐s ✐♥t❡♥s✐♦♥❛❧✳ ■♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s❡✱ ✐♥ ♦✉r s❝❡♥❛r✐♦ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❡①t❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛rt ❛♥❞ ❞❡❧❡t❡ ❛❧❧ ✐♥t❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡♠❛✐♥
s❛t✐s✜❡❞✳



❈❤❛♣t❡r ✶✶

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

❘✐❝❝❛r❞♦✿ ✏■s t❤❛t ❛❧❧❄✑

❆❧✐❝❡✿ ✏❨❡s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r s♦♠❡ ✜♥❛❧ r❡♠❛r❦s✳✑

❲❡ ✇❛♥t t♦ ✜♥✐s❤ t❤✐s t❤❡s✐s ✇✐t❤ ❛ s❤♦rt ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s✉♠♠❛r② ♦❢ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts
❛♥❞ s♦♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

✶✶✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ❜♦t❤
❞❛t❛❜❛s❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❲❤❡♥ ✐t t❡r♠✐♥❛t❡s✱ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✐s ❛♥ ❛❧❧✲♣✉r♣♦s❡ t♦♦❧
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r s❡♠❛♥t✐❝ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬❉❡✉ts❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ❝❡rt❛✐♥
❛♥s✇❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❛t❛ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❬▲❡♥③❡r✐♥✐✱ ✷✵✵✷❪✱ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
q✉❡r② ❛♥s✇❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ✈✐❡✇s ❬❍❛❧❡✈②✱ ✷✵✵✶❪✱ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡s ❬❖❧t❡❛♥✉
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❦✐♥❞❧❡❞ ❜② ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
t♦ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❬❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ●♦tt❧♦❜ ❛♥❞ ◆❛s❤✱ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt r❡❣❛r❞✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❛❧❧ ❛❜♦✈❡ r❡s❡❛r❝❤
s✉❜✲❛r❡❛s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜② ♥❛t✉r❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❢ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧
✐♥t❡r❡st✳

❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ♣r✐♦r ✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡❞ t♦ ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ♦♥❡ ♥❡✇ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ♣❡r ♣❛♣❡r t❤❛t ✐♠♣r♦✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♦ ❢❛r✱ t❤✐s t❤❡s✐s ✐❞❡♥t✐✜❡s
❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ✢❛✈♦rs ♦❢ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜♥❞s ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r
❡❛❝❤ ✢❛✈♦r✳ ❈❤❡❝❦✐♥❣ ♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ♥♦t ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡❛st
r❡str✐❝t✐✈❡ ♦♥❡s✳ ❲❤✐❧❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❛② t❛❦❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐♠❡✱ ❛s ❢♦r
∀∀✲❚[k]✱ ❛ ❝♦◆P ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥✱ t❤✐s ✐s ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱
❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ❛ t❡st ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦✤✐♥❡✱ ♦♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❛r❡ ❞❡❝❧❛r❡❞✳

❚✇♦ ✢❛✈♦rs ♦❢ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞❛t❛✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❲❡
♣r♦♣♦s❡ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ ❛❧❧ ✐♥✲

✶✹✾
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st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s
♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❜✉t
♦♥ ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤✉s ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ❛r❡❛ ♦❢
s❡q✉❡♥❝❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❲❡ t❛❦❡ ♦♥❡ st❡♣ ❢✉rt❤❡r t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❛t❛✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤❡♥ t❡r♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦♥ ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ st❛t✐❝❛❧❧②✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞
❢♦r t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦r ❛❧❧ ❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦
❧♦♦❦ ✐♥t♦ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ♥♦ st❛t✐❝ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✱ ♣r♦♣♦s✐♥❣
t♦ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss st❛rt t❤❡ ❝❤❛s❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝❛❧❧② ❜✉t ♠♦♥✐t♦r ✐t ❛t r✉♥t✐♠❡ t♦ ❞❡t❡❝t
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥❣❡r ✐s ❤✐❣❤✱ ♣r♦♠♣t✐♥❣ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ♦❢ t❤❡
❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❛❧❧ t♦♦❧s ❢♦r ♣r❛❣♠❛t✐❝ ✇♦r❦✲❛r♦✉♥❞s ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡
✉♥❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳
❆s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❡ ❤❛✈❡ ❧♦♦❦❡❞ ❛t s❡♠❛♥t✐❝ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t②♣❡s✳ ■♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s s❡♠❛♥t✐❝ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♠♣❧❡① t②♣❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②
❛❧t❤♦✉❣❤ ❜♦t❤ t♦♣✐❝s ❤❛✈❡ str✐❦✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥❛❧✐t✐❡s✳ ❯♥✐❢②✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ r❡s❡❛r❝❤ ❛r✲
❡❛s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t s❡❛♠❧❡ss❧② ✐♥t❡❣r❛t❡s ❜♦t❤ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤❡✐r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t✇♦ ✐s♦❧❛t❡❞✱ s✉❜s❡q✉❡♥t st❛❣❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦
❡♥✉♠❡r❛t❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ q✉❡r✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ r❡❧❛t❡❞ ❞❡✲
❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
❝❤❛s❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦✈❡❧ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✳
❆s ❛ ❢✉rt❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r
❝♦♥str❛✐♥ts✳
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❚♦♣✐❝s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛s❡ ❛r❡ ❛ ✈❡r② ❛❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧
❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s ❧❡❢t ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳ ❲❡ ❧✐st s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❤❡r❡ t❤❛t
❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s t❤❡s✐s✳

• ❆r❡ ❈❚∀∀ ❛♥❞ ❈❚∀∃ ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡❄

• ■s
⋃

i≥2 ∀∀✲❚[i] ❞❡❝✐❞❛❜❧❡❄

• ❉♦❡s ✐t ❤♦❧❞✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ ❚●❉s ❛♥❞ ❊●❉s✱ t❤❛t ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✐♥ ❈❚∀∀

♦r ❈❚∀∃ ❛❧✇❛②s ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛s❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② ♠❛♥②
st❡♣s ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛❜❛s❡❄

• ❆r❡ t❤❡r❡ s♣❡❝✐✜❝ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦r❡ ❝❤❛s❡❄
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• ❈❛♥ t❤❡ ❝♦r❡ ❝❤❛s❡ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞❄

• ■s s❡♠❛♥t✐❝ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t②♣❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ♠♦r❡
❡①♣r❡ss✐✈❡ q✉❡r② ❧❛♥❣✉❛❣❡s❄ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛♥❞ ❛♥
❡①t❡♥❞❡❞ ✉s❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐♦♥✳
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●❡♦r❣ ●♦tt❧♦❜ ❛♥❞ ❆❧❛♥ ◆❛s❤✳ ❊✣❝✐❡♥t ❈♦r❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ❉❛t❛ ❊①❝❤❛♥❣❡✳ ❏✳
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❖❜❥❡❝ts ✭❊①t❡♥❞❡❞ ❆❜str❛❝t✮✳ ■♥ P❖❉❙✱ ♣❛❣❡s ✷✵✕✸✶✱ ✶✾✾✼✳

❲✐t♦❧❞ ▲✐t✇✐♥ ❛♥❞ ❚♦r❡ ❘✐s❝❤✳ ▼❛✐♥ ▼❡♠♦r② ❖r✐❡♥t❛t❡❞ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❖❖
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■♥ P❖❉❙✱ ♣❛❣❡s ✷✶✺✕✷✷✻✱ ✶✾✾✾✳

❉❛♥ ❖❧t❡❛♥✉✱ ❏✐❡✇❡♥ ❍✉❛♥❣✱ ❛♥❞ ❈❤r✐st♦♣❤ ❑♦❝❤✳ ❙P❘❖❯❚✿ ▲❛③② ✈s✳ ❊❛❣❡r
◗✉❡r② P❧❛♥s ❢♦r ❚✉♣❧❡✲■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❉❛t❛❜❛s❡s✳ ■♥ ■❈❉❊✱ ♣❛❣❡s
✻✹✵✕✻✺✶✱ ✷✵✵✾✳

❈❤r✐st♦s ❍✳ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❛♥❞ ▼✐❤❛❧✐s ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s✳ ❖♥ t❤❡ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
❉❛t❛❜❛s❡ ◗✉❡r✐❡s ✭❊①t❡♥❞❡❞ ❆❜str❛❝t✮✳ ■♥ P❖❉❙✱ ♣❛❣❡s ✶✷✕✶✾✱ ✶✾✾✼✳



✶✺✾ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❨❛♥♥✐s P❛♣❛❦♦♥st❛♥t✐♥♦✉✱ ❍❡❝t♦r ●❛r❝✐❛✲▼♦❧✐♥❛✱ ❛♥❞ ❏❡♥♥✐❢❡r ❲✐❞♦♠✳ ❖❜❥❡❝t
❊①❝❤❛♥❣❡ ❆❝r♦ss ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙♦✉r❝❡s✳ ■♥ ■❈❉❊✱ ♣❛❣❡s ✷✺✶✕✷✻✵✱
✶✾✾✺✳

▲✉❝✐❛♥ P♦♣❛✳ ❖❜❥❡❝t✴❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❈❤❛s❡ ❛♥❞ ❇❛❝❦❝❤❛s❡✳
P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ P❡♥♥s②❧✈❛♥✐❛✱ ✷✵✵✵✳

▲✉❝✐❛♥ P♦♣❛ ❛♥❞ ❱❛❧ ❚❛♥♥❡♥✳ ❆♥ ❊q✉❛t✐♦♥❛❧ ❈❤❛s❡ ❢♦r P❛t❤✲❈♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ◗✉❡r✐❡s✱
❈♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ ❱✐❡✇s✳ ■♥ ■❈❉❚✱ ♣❛❣❡s ✸✾✕✺✼✱ ✶✾✾✾✳

▲✉❝✐❛♥ P♦♣❛✱ ❆❧✐♥ ❉❡✉ts❝❤✱ ❆r♥❛✉❞ ❙❛❤✉❣✉❡t✱ ❛♥❞ ❱❛❧ ❚❛♥♥❡♥✳ ❆ ❈❤❛s❡ ❚♦♦
❋❛r❄ ■♥ ❙■●▼❖❉✱ ♣❛❣❡s ✷✼✸✕✷✽✹✱ ✷✵✵✵✳

❆♥❛♥❞ ❘❛❥❛r❛♠❛♥✱ ❨❡❤♦s❤✉❛ ❙❛❣✐✈✱ ❛♥❞ ❏❡✛r❡② ❉✳ ❯❧❧♠❛♥✳ ❆♥s✇❡r✐♥❣ ◗✉❡r✐❡s
❯s✐♥❣ ❚❡♠♣❧❛t❡s ✇✐t❤ ❇✐♥❞✐♥❣ P❛tt❡r♥s ✭❊①t❡♥❞❡❞ ❆❜str❛❝t✮✳ ■♥ P❖❉❙✱ ♣❛❣❡s
✶✵✺✕✶✶✷✱ ✶✾✾✺✳

▼❛① ❙❝❤ä❢❡r ❛♥❞ ❖❡❣❡ ❞❡ ▼♦♦r✳ ❚②♣❡ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❉❛t❛❧♦❣ ✇✐t❤ ❈♦♠♣❧❡① ❚②♣❡
❍✐❡r❛r❝❤✐❡s✳ ■♥ P❖P▲✱ ✷✵✶✵✳ ❚♦ ❛♣♣❡❛r✳

▼✐❝❤❛❡❧ ❙❝❤♠✐❞t✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ▼❡✐❡r✱ ❛♥❞ ●❡♦r❣ ▲❛✉s❡♥✳ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❙P❆❘◗▲
◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❈♦❘❘✱ ❛❜s✴✵✽✶✷✳✸✼✽✽✱ ✷✵✵✽✳

▼✐❝❤❛❡❧ ❙❝❤♠✐❞t✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ▼❡✐❡r✱ ❛♥❞ ●❡♦r❣ ▲❛✉s❡♥✳ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❙P❆❘◗▲
◗✉❡r② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ■❈❉❚✱ ✷✵✶✵✳ ❚♦ ❛♣♣❡❛r✳

▲❛rr② ❏✳ ❙t♦❝❦♠❡②❡r✳ ❚❤❡ P♦❧②♥♦♠✐❛❧✲❚✐♠❡ ❍✐❡r❛r❝❤②✳ ❚❤❡♦r✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ✸✿
✶✕✷✷✱ ✶✾✼✻✳

❍❡r♠❛♥ ❏✳ t❡r ❍♦rst✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❘❉❋ ❛♥❞ P❛rt ♦❢ ❖❲▲ ✇✐t❤ ❘✉❧❡s✿ ❙❡♠❛♥t✐❝s✱
❉❡❝✐❞❛❜✐❧✐t②✱ ❈♦♠♣❧❡①✐t②✳ ■♥ ❨♦❧❛♥❞❛ ●✐❧✱ ❊♥r✐❝♦ ▼♦tt❛✱ ❱✳ ❘✐❝❤❛r❞ ❇❡♥❥❛♠✐♥s✱
❛♥❞ ▼❛r❦ ❆✳ ▼✉s❡♥✱ ❡❞✐t♦rs✱ ■❙❲❈✱ ♣❛❣❡s ✻✻✽✕✻✽✹✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✺✳

❉❛✈✐❞ ❚♦♠❛♥ ❛♥❞ ●r❛♥t ❊✳ ❲❡❞❞❡❧❧✳ ❖♥ P❛t❤✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛s ❋✐rst✲
❝❧❛ss ❈✐t✐③❡♥s ✐♥ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲♦❣✐❝s✳ ■♥ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲♦❣✐❝s✱ ✷✵✵✺✳

▼♦s❤❡ ❨✳ ❱❛r❞✐✳ ❚❤❡ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ◗✉❡r② ▲❛♥❣✉❛❣❡s ✭❊①t❡♥❞❡❞ ❆❜✲
str❛❝t✮✳ ■♥ ❙❚❖❈✱ ♣❛❣❡s ✶✸✼✕✶✹✻✱ ✶✾✽✷✳

❉✉❜♦✐s ❱✐♥❝❡♥t ❛♥❞ ❇♦t❤♦r❡❧ ❈❡❝✐❧❡✳ ❚r❛♥s✐t✐✈❡ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❙♦❝✐❛❧ ◆❡t✇♦r❦
❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❲■✱ ♣❛❣❡s ✶✷✽✕✶✸✶✱ ✷✵✵✺✳

❋❛♥❣ ❲❡✐ ❛♥❞ ●❡♦r❣ ▲❛✉s❡♥✳ ❈♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ◗✉❡r② ❈♦♥t❛✐♥♠❡♥t ✐♥ t❤❡ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢
❉✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ■♥t❡❣r✐t② ❈♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲♦❣✐❝s✱ ✷✵✵✷❛✳



✶✻✵ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❋❛♥❣ ❲❡✐ ❛♥❞ ●❡♦r❣ ▲❛✉s❡♥✳ ❈♦♥t❛✐♥♠❡♥t ♦❢ ❈♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ◗✉❡r✐❡s ✇✐t❤ ❙❛❢❡
◆❡❣❛t✐♦♥✳ ■♥ ■❈❉❚✱ ♣❛❣❡s ✸✹✻✕✸✻✵✱ ✷✵✵✷❜✳

❋❛♥❣ ❲❡✐ ❛♥❞ ●❡♦r❣ ▲❛✉s❡♥✳ ❆ ❯♥✐✜❡❞ ❆♣r✐♦r✐✲❧✐❦❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❈♦♥❥✉♥❝t✐✈❡
◗✉❡r② ❈♦♥t❛✐♥♠❡♥t✳ ■♥ ■❉❊❆❙✱ ♣❛❣❡s ✶✶✶✕✶✷✵✱ ✷✵✵✽✳

❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜ ❈♦♥s♦rt✐✉♠✳ ❲✸❈ ❳▼▲ ◗✉❡r② ✭❳◗✉❡r②✮✱ ✷✵✵✵✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳
✇✸✳♦r❣✴❳▼▲✴◗✉❡r②✴✳ ❲✸❈ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✵✱ ✷✵✵✾✳

❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜ ❈♦♥s♦rt✐✉♠✳ ❘❡s♦✉r❝❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ✭❘❉❋✮✿ ❈♦♥❝❡♣ts
❛♥❞ ❆❜str❛❝t ❙②♥t❛①✱ ✷✵✵✸❛✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✇✸✳♦r❣✴❚❘✴r❞❢✲❝♦♥❝❡♣ts✴✳ ❲✸❈
❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✱ ❋❡❜r✉❛r② ✶✵✱ ✷✵✵✹✳

❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜ ❈♦♥s♦rt✐✉♠✳ ❘❉❋ ❱♦❝❛❜✉❧❛r② ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✶✳✵✿ ❘❉❋
❙❝❤❡♠❛✱ ✷✵✵✸❜✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✇✸✳♦r❣✴❚❘✴r❞❢✲s❝❤❡♠❛✴✳ ❲✸❈ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛✲
t✐♦♥✱ ❋❡❜r✉❛r② ✶✵✱ ✷✵✵✹✳

❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜ ❈♦♥s♦rt✐✉♠✳ ❘❉❋ ❙❡♠❛♥t✐❝s✱ ✷✵✵✸❝✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✇✸✳♦r❣✴❚❘✴
r❞❢✲♠t✴✳ ❲✸❈ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✱ ❋❡❜r✉❛r② ✶✵✱ ✷✵✵✹✳

❲♦r❧❞ ❲✐❞❡ ❲❡❜ ❈♦♥s♦rt✐✉♠✳ ❲✸❈ ❊①t❡♥s✐❜❧❡ ▼❛r❦✉♣ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✭❳▼▲✮✱ ✷✵✵✸❞✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✇✸✳♦r❣✴❳▼▲✴✳ ❲✸❈ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✱ ❆♣r✐❧ ✶✻✱ ✷✵✵✾✳

▼✐❤❛❧✐s ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❆❝②❝❧✐❝ ❉❛t❛❜❛s❡ ❙❝❤❡♠❡s✳ ■♥ ❱▲❉❇✱ ♣❛❣❡s
✽✷✕✾✹✱ ✶✾✽✶✳

❉✐♠✐tr✐s ❩❡❣✐♥✐s✱ ❨❛♥♥✐s ❚③✐t③✐❦❛s✱ ❛♥❞ ❱❛ss✐❧✐s ❈❤r✐st♦♣❤✐❞❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s
♦❢ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❉❡❧t❛s ❇❡t✇❡❡♥ ❘❉❋ ▼♦❞❡❧s✳ ■♥ ■❙❲❈✴❆❙❲❈✱ ♣❛❣❡s ✻✸✼✕✻✺✶✱
✷✵✵✼✳

❳✉❜♦ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❩✳ ▼❡r❛❧ ❖③s♦②♦❣❧✉✳ ❖♥ ❊✣❝✐❡♥t ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ✇✐t❤ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥
❈♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ ❉❖❖❉✱ ♣❛❣❡s ✷✸✻✕✷✺✷✱ ✶✾✾✸✳

❉❛✈✐❞ ❩♦♦❦✱ ❊♠✐r P❛s❛❧✐❝✱ ❛♥❞ ❇❡❛t❛ ❙❛r♥❛✲❙t❛r♦st❛✳ ❚②♣❡❞ ❉❛t❛❧♦❣✳ ■♥ P❆❉▲✱
♣❛❣❡s ✶✻✽✕✶✽✷✱ ✷✵✵✾✳
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(L′, c,S)✲♠✐♥✐♠❛❧ r❡✇r✐t✐♥❣✱ ✶✶✶
(L, c,S)✲r❡✇r✐t✐♥❣✱ ✶✶✶
2✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ✺✻
R✲❢♦r♠✉❧❛✱ ✶✹
R✲✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ✶✺
R✲str✉❝t✉r❡✱ ✶✺
▼✐♥✐✲r❞❢✱ ✶✸✸
▼✐♥✐✲r❞❢dec✱ ✶✸✸
b✲❜♦✉♥❞❡❞✱ ✶✸✶
k✲❝②❝❧✐❝✱ ✾✹
k✲r❡str✐❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ✻✺

❛✛❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✹✾
❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✶✺

❈ ✫ ❇✱ ✸✹
❝✲❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤✱ ✹✺
❝✲str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✹✺
❝❛s❝❛❞✐♥❣ ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧s✱ ✷✻
❈❤❛s❡ ✫ ❇❛❝❦❝❤❛s❡✱ ✸✹
❝❤❛s❡ ❣r❛♣❤✱ ✼✺
❝❤❛s❡ r❡s✉❧t✱ ✷✸
❝❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✷✸
❝❤❛s❡ st❡♣✱ ✷✷
❈◆❋✲❙❆❚✱ ✶✸✻
❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✶✵✽
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ q✉❡r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✶✷✸
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✱ ✶✷✶
❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s ✇✐t❤ ✉♥✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❣❛✲

t✐♦♥✱ ✶✵✹
❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r②✱ ✸✹
❝♦♥st❛♥t✱ ✶✹
❝♦♥str❛✐♥t✱ ✶✽

❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✱ ✸✺
❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t ✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✸✺
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✶✶✶
❈◗✱ ✶

❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ✸✻
❞❛t❛ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ✸✸
❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ ✶✼
❞❛t❛❜❛s❡ s❝❤❡♠❛✱ ✶✼
❉❛t❛❧♦❣✱ ✶✸✷
❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✱ ✶✽
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤✱ ✷✽

❊●❉✱ ✶✾
❡q✉❛❧✐t②✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✱ ✶✾
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✶✹

❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠✱ ✷✵✱ ✶✵✸

✐✛✱ ✶✸
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✸✸
✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② r❡str✐❝t❡❞✱ ✻✸
✐rr❡❧❡✈❛♥t✱ ✽✾

❧❛❜❡❧❡❞ ♥✉❧❧✱ ✶✹
❧❡❛♥ ❣r❛♣❤✱ ✶✷✽

♠❛♣✱ ✶✸✶
♠❛♣❧❡t✱ ✶✸✶
♠♦♥✐t♦r ❣r❛♣❤✱ ✾✹

♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡✱ ✷✺
♦❜❧✐✈✐♦✉s ❝❤❛s❡ st❡♣✱ ✷✺
♦r❛❝❧❡✱ ✶✻

✶✻✶
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♣❡❡r ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ✸✸
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤②✱ ✶✻
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ♠❛♥②✲♦♥❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✱

✶✻
♣♦s✐t✐♦♥✱ ✶✼
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ✸✸
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✱ ✺✵

q✉❡r② ❛♥s✇❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ✈✐❡✇s✱ ✸✼

r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✶✷✽
r❡✢❡❝t✱ ✶✵✽
r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✶✽
r✉❧❡✱ ✶✷✽
r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✶✷✽

s❛❢❡ r❡str✐❝t✐♦♥✱ ✺✽
s❛❢❡❧② ❝✲str❛t✐✜❡❞✱ ✻✵
s❛❢❡t②✱ ✺✵
s❡♥t❡♥❝❡✱ ✶✺
❙◗❖✱ ✶
str❛t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✼✺
str❛t✐✜❡❞ ✇✐t♥❡ss✱ ✶✵✼
s✉♣❡r✲✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✱ ✷✾
s②♠❜♦❧s

(I,Σ)✲✐rr❡❧❡✈❛♥t✱ ✽✾
G′(Σ)✱ ✺✻
G′

k(Σ)✱ ✻✺
G(Σ)✱ ✼✺
Gc(Σ)✱ ✹✺
H(S)✱ ✶✶✵

I
∗,α,a
−→ J ✱ ✷✻

I
α,a
−→ J ✱ ✷✷

L0✱ ✶✺
Q′ ≡S Q✱ ✶✶✶
Q′ ⊑S Q✱ ✶✶✶
QS ✱ ✶✶✸
T¬✱ ✶✷✻
T∨✱ ✶✷✻
V ✱ ✶✹
[n]✱ ✶✸

∆✱ ✶✹
∆null✱ ✶✹
ΠP

i ✱ ✶✻
Σ(S)✱ ✶✶✵
ΣP

i ✱ ✶✻
ΣP

2 ✱ ✺✽
Σ¬✱ ✶✵✽
αI ✱ ✾✶
❝♦♠♣(Q)✱ ✶✵✽
❈❚∀∀✱ ✹✵
❈❚∀∃✱ ✹✵
∀∃✲❚✱ ✼✾
∀∃✲❝❤❡❝❦(Σ, k)✱ ✽✸
∀∀✲❚✱ ✻✻
N✱ ✶✸
N[X]✱ ✶✸
R✱ ✶✹
S✱ ✶✶✵
❲❈❈Σ(αI)✱ ✾✶
❛✛✲❝❧(α, P )✱ ✺✻
❛✛(Σ)✱ ✹✾
❛r(R)✱ ✶✹
❞❡♣(Σ)✱ ✷✽
♥✉❧❧✲♣♦s(N, I)✱ ✺✺
♣r♦♣(Σ)✱ ✺✵
|=✱ ✶✻
a✱ ✶✹
≺✱ ✼✹
≺c✱ ✹✹
≺P ✱ ✺✺
≺k,P (α1, ..., αk)✱ ✻✺
❝❤❡❝❦(Σ, k)✱ ✼✷
❈❚J,∃✱ ✹✵
❈❚J,∀✱ ✹✵
❈❈2

1 ✱ ✶✻
❢r❡❡(ϕ)✱ ✶✹
❚②♣❡(S)✱ ✶✶✵
ϕ̂✱ ✶✵✺
dom(I)✱ ✶✼
pi1,...,im(t)✱ ✶✹
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size(Q)✱ ✶✵✽
part(Σ, k)✱ ✻✸
❈q✱ ✶✵✹
❈q¬✱ ✶✵✹
❊❣❞∨ ✱ ✶✵✺
✸❙❛t✱ ✶✻
◆♣✱ ✶✻
P❍✱ ✶✻
P❙P❆❈❊✱ ✶✻
P❚✐♠❡✱ ✶✻
P✱ ✶✻
❚❣❞¬ ✱ ✶✵✺
❚❣❞∨ ✱ ✶✵✺
❚❣❞∨,¬ ✱ ✶✵✺
❯❝q✱ ✶✵✹
❯❝q¬✱ ✶✵✹
pos(Σ)✱ ✺✺

❚●❉✱ ✶✾
❚▼✱ ✶✻
t✉♣❧❡✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✱ ✶✾
❚✉r✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✶✻
t②♣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛✱ ✶✶✵

✉♥✐✈❡rs❛❧✱ ✶✶✹

✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✶✹

✇❡❛❦❧② ❛❝②❝❧✐❝✱ ✷✽


