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❆❜str❛❝t

■♥ ❛ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡r ❬✶✸❪✱ ❨✳ ❇♦②❦♦✈ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝✉r✈❡ ❛♥❞
s✉r❢❛❝❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦✲❝✉ts ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❇♦②❦♦✈ ❛♥❞ ❑♦❧✲
♠♦❣♦r♦✈ ❬✶✶❪✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❤♦✇ t❤✐s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ♠❡❛♥
❝✉r✈❛t✉r❡ ♠♦t✐♦♥✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❋✳ ❆❧♠❣r❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸❪ ❛♥❞ ❙✳ ▲✉❝❦❤❛✉s ❛♥❞ ❚✳ ❙t✉r③❡♥✲
❤❡❝❦❡r ❬✹✹❪✱ ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ s✉❜✲♣✐①❡❧ ❛❝❝✉r❛❝②

✉s✐♥❣ P❛r❛♠❡tr✐❝ ▼❛①✐♠✉♠ ❋❧♦✇ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♠♦t✐♦♥✱ ♣♦ss✐❜❧② ✇✐t❤ ❛ ❢♦r❝✐♥❣ t❡r♠✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✢♦✇✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t♦t❛❧ ✈❛r✐✲
❛t✐♦♥✱ s✉❜♠♦❞✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♠❛①✲✢♦✇✴♠✐♥✲❝✉t✱ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❛①✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ❬✶✸❪✱ ❨✳ ❇♦②❦♦✈✱ ❱✳ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✱ ❉✳ ❈r❡♠❡rs ❛♥❞ ❆✳ ❉❡❧♦♥❣ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡✈♦❧✈✐♥❣
❝✉r✈❡s ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡s ❜② t❤❡✐r ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✉s✐♥❣
❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇✴❣r❛♣❤✲❝✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶❪✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ✈❡r② ♣♦♣✉❧❛r ✐♥ t❤❡
♣❛st ②❡❛r ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❢♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❜✉t ❛❧s♦ st❡r❡♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱ ❡t❝✳✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐♥❝❡ t❤❡ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ♦❢ q✉✐t❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✶✷❪ ❢♦r ❣r❛♣❤s ✇✐t❤ ❧♦✇✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✱
t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥ ✉s❡ ✐♥ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❇♦②❦♦✈ ❡t ❛❧✳ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥t♦✉r Ct ❜② ✜♥❞✐♥❣ Ct+dt t❤r♦✉❣❤ t❤❡
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠

min
C

F (C) +
1

2dt
❞✐st (C, Ct) , ✭✶✮

✇❤❡r❡ F (C) ✐s ❛♥ ❡♥❡r❣② ✭✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦r s✉r❢❛❝❡ ♦❢ C✮ ❛♥❞ ❞✐st (C, Ct) ✐s ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✮
t❤❡ L2✲❞✐st❛♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥ ❜②

❞✐st (C, Ct) = 2

∫

∆C

❞✐st (p, C) dp ,

✇❤❡r❡ ∆C ✐s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝✉r✈❡s ♦r s✉r❢❛❝❡s C ❛♥❞ Ct✳ ❚❤❡② ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t ✐❢ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ F ✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❧❡♥❣t❤ ♦r s✉r❢❛❝❡ ♦❢ C✱ t❤❡♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ▼❡❛♥
❈✉r✈❛t✉r❡ ❋❧♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✢♦✇ ♦❢ F ✳

■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✢♦✇ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✾✵✬s
❜② ❆❧♠❣r❡♥✱ ❚❛②❧♦r ❛♥❞ ❲❛♥❣ ❬✸❪ ❛♥❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜② ▲✉❝❦❤❛✉s ❛♥❞ ❙t✉r③❡♥❤❡❝❦❡r ❬✹✹❪✱ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r φ ❛ ❝♦♥✈❡①✱ ♦♥❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ R

N ✭✇✐t❤ (1/c)|x| ≤ φ(x) ≤
c|x| ❢♦r s♦♠❡ c > 0✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❡r✐♠❡t❡r ♦❢ E ⊂ R

N

P❡r φ(E) =

∫

∂E

φ(νE(x)) ds ,

∗❈▼❆P✱ ❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❈◆❘❙✱ ✾✶✶✷✽ P❛❧❛✐s❡❛✉✱ ❋r❛♥❝❡✳ ❛♥t♦♥✐♥✳❝❤❛♠❜♦❧❧❡❅♣♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✳❢r✳ ❘❡✲

s❡❛r❝❤ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❆◆❘ ♣r♦❥❡❝t ✏▼■❈❆✑✱ ❣r❛♥t ❆◆❘✲✵✽✲❇▲❆◆✲✵✵✽✷✳
†❯❈▲❆ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❞❡♣❛rt♠❡♥t✱ ▲♦s ❆♥❣❡❧❡s✱ ❯❙❆✳ ❥❡r♦♠❡❅♠❛t❤✳✉❝❧❛✳❡❞✉✳ ❘❡s❡❛r❝❤ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❖◆❘

❣r❛♥t ◆✵✵✵✶✹✵✼✶✵✽✶✵✳

✶



✇❤❡r❡ ν(x) ✐s t❤❡ ✐♥♥❡r ♥♦r♠❛❧ t♦ E ❛t x ❛♥❞ ds t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♥ ∂E ✭♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱
ds = dHN−1✱ t❤❡ (N − 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍❛✉s❞♦r✛ ♠❡❛s✉r❡✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t E✱ ❧❡t

dE(x) = ❞✐st (x, E) − ❞✐st (x, RN \ E)

❜❡ t❤❡ s✐❣♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ E ✭♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥s✐❞❡✱ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ts✐❞❡✮✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r
E ⊂ R

N ✭❜♦✉♥❞❡❞✱ ♦r ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✱ s♦ t❤❛t ∂E ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✮✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❛ t✐♠❡✲st❡♣
h > 0✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ThE ❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

min
F⊂RN

P❡r φ(F ) +
1

h

∫

F△E

|dE(x)| dx , ✭✷✮

✇❤❡r❡ F△E ✐s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡ts F ❛♥❞ E✿ t❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② ❛♥♦t❤❡r ✇❛② ♦❢
✇r✐t✐♥❣ ✭✶✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛✉t❤♦rs ❞❡✜♥❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡✲✐♥✲t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ Eh(t) st❛rt✐♥❣

❢r♦♠ E ❜② ❧❡tt✐♥❣ Eh(t) = T
[t/h]
h E ✇❤❡r❡ [·] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♣❛rt✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✸❪ t❤❛t ✐❢

E ❛♥❞ φ ❛r❡ s♠♦♦t❤ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡♥ ❛s h → 0✱ ∂Eh(t) ❝♦♥✈❡r❣❡s ✭✐♥ t❤❡ ❍❛✉s❞♦r✛ s❡♥s❡✮ t♦ ∂E(t)
✇❤❡r❡ E(t) ✐s t❤❡ ▼❡❛♥ φ✲❈✉r✈❛t✉r❡ ❋❧♦✇ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ E✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r P❡r φ(E) ✭t❤✐s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ∂E ❡✈♦❧✈❡s ❛❧♦♥❣
✐ts ♥♦r♠❛❧ ❜② t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ ✐ts ✏❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡✑ κφ✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✸✱ ✽❪ ❢♦r ❛
❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✼✱ ✷✵❪✳

❚❤❡ ✐❞❡❛✱ ❤❡r❡✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r Pr♦❜❧❡♠ ✭✷✮ ✐s

hκφ
F (x) + dE(x) = 0 ✭✸✮

❛♥❞ s✐♥❝❡ dE(x) ♠❡❛s✉r❡s ❡①❛❝t❧② ❤♦✇ ❢❛r t❤❡ ♣♦✐♥t x ❤❛s ♠♦✈❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ ∂E ❛❧♦♥❣ ✐ts ✭♦✉t❡r✮
♥♦r♠❛❧✱ t❤✐s ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✐♠♣❧✐❝✐t t✐♠❡✲❞✐s❝r❡t❡ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♠♦t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳✶✳ ❙✐♥❝❡
∫

F△E

|dE(x)| dx =

∫

F\E

dE(x) dx −

∫

E\F

dE(x) dx =

∫

F

dE(x) dx −

∫

E

dE(x) dx ,

✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ✇❤❡♥❡✈❡r E ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✭✷✮ ❛♥❞ t♦ s♦❧✈❡

min
F⊂RN

P❡r φ(F ) +
1

h

∫

F

dE(x) dx. ✭✹✮

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ✭s❡❡ ❬✶✼❪✮ t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡♥❥♦②s ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♣r♦♣❡rt②✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
t❤❛t ✐❢ E ⊂ E′ t❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠❛①✐♠❛❧✮ s♦❧✉t✐♦♥ ThE ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
✭r❡s♣✳✱ ♠❛①✐♠❛❧✮ s♦❧✉t✐♦♥ ThE′✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ Eh(t) t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✢♦✇✱ ✐♥
t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ✈✐s❝♦s✐t② s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛t ❧❡❛st ✇❤❡♥ t❤✐s ✐s ✉♥✐q✉❡✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❬✷✵❪✳

❆❞❞✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✭❢♦r❝✐♥❣ t❡r♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✮ ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ❡❛s②✿ ✐❢
dE ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ✭✹✮ ✇✐t❤ ❛ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ dE(x) − hg(t, x)✱ t❤❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮ t✉r♥s ✐♥t♦

dE(x) = −hκφ
F (x) + hg(x, t))

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ♥♦✇✱ x ♠♦✈❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♦❢ h t✐♠❡s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♣❧✉s
t❤❡ ❢♦r❝✐♥❣ t❡r♠ g✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ②❡❛rs✱ ♠♦st❧② ❛s ❛ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ✏❝r②st❛❧❧✐♥❡✑ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♠♦t✐♦♥ ✭t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡r❡ φ ✐s ♥♦♥ s♠♦♦t❤✱ ❛♥❞ ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❤❡r❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r ✇✐❧❧ ♦♥❧② ✇♦r❦ ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✮✳ ❙❡❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❬✻✱ ✶✺✱ ✶✼✱ ✶✾❪✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s✉❝❤ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❜② ♠❛①✢♦✇✴♠✐♥❝✉t ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐♥ ❬✶✸❪ ✐s t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✭✶✮ ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t C ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❣r✐❞✱
❛♥❞ t❤✐s ❤❛s t❤❡♥ t♦ ❜❡ r❡✜♥❡❞ ❛ ❧♦t t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇

✷



t❤❛t ♣r♦❜❧❡♠s ✭✶✮ ♦r ✭✷✮ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥✈❡① ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✲
✐♥❣ ❛s t❤❡ ✏❘✉❞✐♥✲❖s❤❡r✲❋❛t❡♠✐✑ ✭❘❖❋ ✮ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝
♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✱ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ s❡tt✐♥❣✱ ❛❧❧♦✇s s✐♠✉❧✲
t❛♥❡♦✉s❧② t♦ ✭✐✮ ✉s❡ ♠❛①✢♦✇✴♠✐♥❝✉t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✐♥ ❛ ✏♣❛r❛♠❡tr✐❝✑ ✇❛② ❬✸✵✱ ✸✻❪✱ t♦ s♦❧✈❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②
t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❘❖❋ ♣r♦❜❧❡♠❀ ✭✐✐✮ s♦❧✈❡ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✭❘❖❋ ✮ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❞❡r✐✈❡ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ ✭s✉❜✲
♣✐①❡❧✮ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t F ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s ✭✷✮✳ ■♥ ❤❡r s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ❬✸✻❪✱
❍♦❝❤❜❛✉♠ ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❘❖❋ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❛①✐♠✉♠✲✢♦✇✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✸✸❪ ❛♥❞ ✇❡ ❛❧s♦ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❬✸✽✱ ✸✾❪ ❢♦r s✐♠✐❧❛r ✐❞❡❛s ✉s❡❞
✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ❧✐♥❦ Pr♦❜❧❡♠ ✭✹✮ t♦ t❤❡ ❝❡❧❡❜r❛t❡❞ ✏❘✉❞✐♥✲
❖s❤❡r✲❋❛t❡♠✐✑ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ✐ts r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦✉r ❞✐s❝r❡t❡ s❡tt✐♥❣✱ ✏❞✐s❝r❡t❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✑ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✱ ❛♥❞ ❜❛s✐❝❛❧❧②
st❛t❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✐♥ t❤✐s ♥❡✇ s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❘❖❋ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ■t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❛①✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✸✵❪ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉✳ ❍♦❝❤❜❛✉♠ ❬✸✻❪✳ ■ts ♠♦st
s❛❧✐❡♥t ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ t❤❛t ✐t s♦❧✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ✉♣ t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣r❡❝✐s✐♦♥✳
❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❛♥❞ s❤♦✇
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳ ❱❛r✐♦✉s ❛♣♣❡♥❞✐❝❡s ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣❛♣❡r✳ ❆ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❇♦②❦♦✈ ❛♥❞ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✬s ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ ❝♦❞❡ ❬✶✷❪✱ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ s♦❧✈❡s t❤❡ ❘❖❋ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✬ ♣❡rs♦♥❛❧ ✇❡❜ ♣❛❣❡✳

✷ ▼✐♥✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❧❡✈❡❧ s❡ts ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s
♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s✱ ❛♥❞ t❤✐s ❢❛❝t ✐s ❛ ♠❛✐♥ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡s❡ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❣✉✲
❧❛r✐t② ❬✷✽✱ ✸✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✭♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
t❤❡✐r ♣❡r✐♠❡t❡r ♣❧✉s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞✮ ❛♥❞ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❡✲
♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧❡ss ✉s❡❞✱ t❤♦✉❣❤ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❡❧❡❜r❛t❡❞
✏❝♦✲❛r❡❛ ❢♦r♠✉❧❛✑ ❬✷✽✱ ✸✶❪✿

|Du|(Ω) =

∫ +∞

−∞
P❡r ({u > z},Ω) dz ✭✺✮

▲❡t ✉s ❥✉st st❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ▲❡t u ❜❡ t❤❡ ✭✉♥✐q✉❡✮ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

min
u∈BV (Ω)

λ

∫

Ω

|Du| +
1

2

∫

Ω

|u(x) − g(x)|2 dx . ✭✻✮

❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ z > 0✱ t❤❡ s✉♣❡r✲❧❡✈❡❧ s❡ts Ez = {u ≥ z} ❛♥❞ E′
z = {u > z} ❛r❡ ❜♦t❤ ♠✐♥✐♠✐③❡rs ♦❢

min
E⊆Ω

λP❡r (E,Ω) +

∫

E

z − g(x) dx. ✭✼✮

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❛♥② ♠✐♥✐♠✐③❡r E ♦❢ ✭✼✮ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ E′
z ❛♥❞ Ez✿ E′

z ⊆ E ⊆ Ez✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❛❧❧
z ❜✉t ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡t ✐♥ R✱ {u = z} ❤❛s ③❡r♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✼✮ ✐s ✉♥✐q✉❡ ✉♣ t♦ ❛
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ s❡t✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s② ❜✉t ✐s ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚❤❡ ✜rst
♣❛rt ✭t❤❡ s✉♣❡r✲❧❡✈❡❧ s❡ts ❛r❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣✮ ✇❛s s❤♦✇♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❬✶✼❪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✭t❤❡
❝♦♥✈❡rs❡✮ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡rs ♦❢ ✭✼✮ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❬✺❪✿

▲❡♠♠❛ ✷✳✷ ✭❬✺❪✱ ▲❡♠♠❛ ✹✱ ✭✐✮✮✳ ▲❡t z > z′ ❛♥❞ Ez✱ Ez′ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✭✼✮ ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s z
❛♥❞ z′✿ t❤❡♥ Ez ⊆ E′

z✳

✸



❆♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢s ✐s t❤❛t t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡♠❛✐♥ tr✉❡ ✐❢ t❤❡
t❡r♠ 1

2

∫

Ω
|u(x) − g(x)|2 dx ✐♥ ✭✻✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❞

∫

Ω
Ψ(x, u(x)) dx ✇❤❡r❡ Ψ ✐s

✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ C1 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ u(x)✱ ❛♥❞
∫

E
z−g(x) dx ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤

∫

E
∂Ψ/∂z(x, z) dx

✐♥ ✭✼✮✳ ❚❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ Ψ ✐s s✐♠♣❧② ❝♦♥✈❡①✱ ♦r ❧❛❝❦s r❡❣✉❧❛r✐t②✱ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧
r❡s✉❧ts st✐❧❧ ❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✿ s❡❡ ❬✷✶✱ ✷✺❪ ✇❤❡r❡ s✐♠✐❧❛r ✐❞❡❛s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❲❡ ♠❡♥t✐♦♥
t❤❛t t❤❡s❡s ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡rs ❢♦r st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
♠✐♥✐♠✐③❡rs ♦❢ ✭✻✮✱ s❡❡ ❬✷✱ ✶✻❪✳

❆❧s♦✱ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣✱ ♦♥❡ ♠❛② r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ t♦t❛❧
✈❛r✐❛t✐♦♥

∫

Ω

φ(Du) := sup

{
∫

Ω

u❞✐✈ ξ : ξ ∈ C1
c (Ω; RN ) , φ◦(ξ) ≤ 1 ∀x ∈ Ω

}

,

✇❤❡r❡ φ◦ ✐s t❤❡ ♣♦❧❛r ♦❢ φ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② φ◦(ξ) = supφ(ν)≤1 ν · ξ ✭❛♥❞ φ(ν) = supφ◦(ξ)≤1 ν · ξ✮✳ ❚❤❡♥
t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ✐♥ ✭✼✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❡r✐♠❡t❡r

P❡r φ(E) =

∫

Ω

φ(DχE) =

∫

∂E

φ(νE) dσ ,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❤♦❧❞s ✐❢ E ✐s s♠♦♦t❤ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ νE ✐s t❤❡♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ♥♦r♠❛❧ t♦ ∂E✳
❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡r✐♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
❜② ❞✐s❝r❡t❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡ str♦♥❣❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝✳

❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ❜♦t❤ st✉❞✐❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✼✮✱ s✐♥❝❡
✐t ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♦♥❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ s❡❡ ❬✶✻❪✳

■t ❛❧s♦ ❣✐✈❡s ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✇❛② t♦ s♦❧✈❡ ✭✹✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
F = {u ≤ 0} ✇❤❡r❡ u ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢

min
u∈BV (Ω)

∫

Ω

φ(Du) +
1

2h

∫

Ω

(u(x) − dE(x))2 dx ✭✽✮

❛t ❧❡❛st ❛s s♦♦♥ ❛s Ω ✐s ✏❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✑ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ E✮✳ Pr♦❜❧❡♠ ✭✽✮ ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡①
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✏❘✉❞✐♥✲❖s❤❡r✲❋❛t❡♠✐✑ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ✇❛②s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t❤❛t st❛♥❞❛r❞ ✇❛②s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ✭✽✮ ②✐❡❧❞ ✈❡r②
❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✢♦✇✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥♦✇ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡tt✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ✈❡r② ❢❛st ✉s✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛♥❞
❧❡❛❞s t♦ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✢♦✇ ✭❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② ♠❛♥② ♦t❤❡r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ s❤❛♣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✴♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✮✳

❲❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❛❧♦❣s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳

✸ ❉✐s❝r❡t❡ ♣❡r✐♠❡t❡rs ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥

▼♦st ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡s❡ s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
t❤❡♠ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❬✹✷✱ ✹✼❪✱ ❛♥❞✱ ❛❧s♦✱ t♦ str❡ss t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡tt✐♥❣ ✭✐♥
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡tt✐♥❣✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡s❡ t♦♣✐❝s ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✵❪✮✳ ❇② ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤✐s
s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❝♦♥✈❡①✱ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ J : R

N → [0,+∞]
s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦✲❛r❡❛ ❢♦r♠✉❧❛✿

J(u) =

∫ +∞

−∞
J(χ{u≥z}) dz ✭✾✮

✇❤❡r❡ χ{u≥z} ∈ {0, 1}N ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❡❝t♦r s✉❝❤ t❤❛t χ
{u≥z}
i = 0 ✐❢ ui ≤ z ❛♥❞ χ

{u≥z}
i = 1 ✐❢

ui ≤ z✳
❇② ❛♥❛❧♦❣②✱ ❣✐✈❡♥ E ⊆ {1, . . . , N} ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ❛s PJ(E) := J(χE) ✇❤❡r❡

t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✈❡❝t♦r χE ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② χE
i = 1 ✐❢ i ∈ E ❛♥❞ χE

i = 0 ❡❧s❡✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t J ✐s ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② +∞✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ ✭✾✮

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✹



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ▲❡t J ❜❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✿

✶✳ J ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✿ J(λu) = λJ(u) ❢♦r ❛♥② u ∈ R
N ❛♥❞ λ ≥ 0✳

✷✳ J ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t✿ J(c1+u) = J(u) ❢♦r ❛♥② u ∈ R
N ❛♥❞ c ∈ R✱ ✇❤❡r❡

1 = (1, . . . , 1) ∈ R
N ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❝t♦r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ J(1) = 0✳

✸✳ J ✐s ❧♦✇❡r✲s❡♠✐❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳

✹✳ p ∈ ∂J(u) ⇔ (∀z ∈ R, p ∈ ∂J(χ{u≥z})✳

✺✳ J ✐s s✉❜♠♦❞✉❧❛r✿ ❢♦r ❛♥② u, u′ ∈ {0, 1}N ✱

J(u ∨ u′) + J(u ∧ u′) ≤ J(u) + J(u′). ✭✶✵✮

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛♥② u, u′ ∈ R
N ✳

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ J : {0, 1}N → [0,+∞] ✐s ❛ s✉❜♠♦❞✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ J(0) = J(1) = 0✱ t❤❡♥ t❤❡
❝♦✲❛r❡❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✾✮ ❡①t❡♥❞s ✐t t♦ R

N ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ 4th ♣♦✐♥t✱ t❤❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t ∂J(v) ♦❢ J ❛t v ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs p s✉❝❤ t❤❛t
J(v′) ≥ J(v) + p · (v′ − v) ❢♦r ❛♥② v′✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ p ∈ ∂J(0) ✇✐t❤
J(v) = p · v✳ ❙❡❡ ❬✷✼✱ ✺✵❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳ ■❢ J ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ s✉❜♠♦❞✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ J(0) = 0✱ t❤❡♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t♦ ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❡❝t♦rs u ∈ R

N
+ ✱ t❛❦✐♥❣ 0 ✐♥st❡❛❞

♦❢ −∞ ❛s t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ✭✾✮✳ ❚❤✐s ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✐♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛s
t❤❡ ▲♦✈ás③✬ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ J ❬✹✸❪✱ ♦r t❤❡ ❈❤♦q✉❡t ✐♥t❡❣r❛❧ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✹✷✱ ❈❤❛♣✳ ✽❪ ❛♥❞ ❬✹✼❪✮✳

❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭❛♥❞
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❡r✐♠❡t❡rs✮ ✐s ✭❢♦r u = ui,j ❛ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ✐♥ R

M×M ✱ ❤❡♥❝❡ N = M2 ❤❡r❡✮

J(u) =
∑

1≤i<M
1≤j≤M

|ui+1,j − ui,j | +
∑

1≤i≤M
1≤j<M

|ui,j+1 − ui,j | ✭✶✶✮

❜✉t ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧❞✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s
❢✉rt❤❡r ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❛♣❛rt✳ ❆❧s♦✱ ❧❡ss st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s ❡♥t❡r t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡
✏♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✑

J(u) =
∑

1≤i<M
1≤j<M

max{ui,j , ui+1,j , ui,j+1, ui+1,j+1} −
∑

1≤i<M
1≤j<M

min{ui,j , ui+1,j , ui,j+1, ui+1,j+1} ✭✶✷✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦✱ ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✱ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇
❢♦r ❤♦✇ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳

❆♥♦t❤❡r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝✐r❝✉❧❛♥t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤r❡❡ ♣✐①❡❧s ✭✇❤✐❝❤
♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ✐♠❛❣❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ✷❉ ❤❡①❛❣♦♥s ❧❛tt✐❝❡ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✻✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✮ ❞❡✜♥❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

J(u) =
∑

1≤i<M
1≤j≤M

max{|ui,j − ui+1,j |, |ui,j − ui,j+1|, |ui+1,j − ui,j+1|} . ✭✶✸✮

❚❤❡ ❧❛tt❡r r❡❞✉❝❡s t♦ ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✶✶✮ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ui,j ≤ ui+1,j ≤ ui,j+1 ❛♥❞ ❜②
♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t |ui,j − ui,j+1| = |ui,j − ui+1,j | + |ui+1,j − ui,j+1| ✇❡ ❣❡t t❤❛t ❊q✳ ✭✶✸✮ ❛♠♦✉♥ts t♦✿

J(u) =
1

2

∑

1≤i<M
1≤j≤M

(|ui,j − ui+1,j | + |ui,j − ui,j+1| + |ui+1,j − ui,j+1|) .

❯s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥② ❝✐r❝✉❧❛♥t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛♥② ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r
✭❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶✮ ♦❢ ♣✐①❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛st❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢♦r♠✳

■❢ J ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ❤♦❧❞s✿

✺



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ▲❡t g ∈ R
N ❛♥❞ ❧❡t u ∈ R

N ❜❡ t❤❡ ✭✉♥✐q✉❡✮ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

min
u∈RN

λJ(u) +
1

2
‖u − g‖2 ✭✶✹✮

❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ z > 0✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✲❧❡✈❡❧ s❡ts Ez = {u ≥ z} ❛♥❞ E′
z =

{u > z} ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥❧② ✐❢ z ∈ {ui, i = 1, . . . , N}✮ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛♥❞ s♠❛❧❧❡st
♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢

min
θ∈{0,1}N

λJ(θ) +

N
∑

i=1

θi(z − gi) . ✭✶✺✮

❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✽✱ ✷✻❪✱ ❜✉t ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥
t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠s ✭✶✹✮ ❛♥❞ ✭✶✺✮✳ ❆❣❛✐♥✱ ❤❡r❡✱ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ ‖u − g‖2 ❝❛♥ ❜❡
r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

∑

i Ψi(ui)✱ ✇✐t❤ Ψi str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ C1✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡♥
θi(z − gi) ✐♥ ✭✶✺✮ ✇✐t❤ Ψ′

i(z)✳ ❲❡ ♣♦st♣♦♥❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t t♦ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳ ▲❡t ✉s
❥✉st ♠❡♥t✐♦♥ ❤❡r❡ t❤❛t ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜♠♦❞✉❧❛r✐t② ♦❢ J ✿

▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳ ▲❡t z > z′ ❛♥❞ θ✱ θ′ s♦❧✈❡ ✭✼✮ ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s z ❛♥❞ z′ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❚❤❡♥ θ ≤ θ′ ✭✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ {θ = 1} ⊆ {θ′ = 1}✮✳

❚❤✐s ❦❡② ♣r♦♣❡rt② ✐s ♣r♦✈❡❞✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ s✉❜♠♦❞✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐♥ ❬✸✵✱
▲❡♠♠❛ ✷✳✹❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❬✹✺❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥s
♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆ ♣r♦♦❢ ❜❛s❡❞ ♦♥ st♦❝❤❛st✐❝ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✻❪✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❈ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♦❢ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✶✽❪✳

◗✉❛♥t✐③❡❞ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❤♦✇
Pr♦❜❧❡♠ ✭✶✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ✭❡✣❝✐❡♥t❧②✮ s♦❧✈❡❞ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ✭✶✺✮✳ ✭❚❤✐s ✇❛s ✜rst
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●❛❧❧♦✱ ●r✐❣♦r✐❛❞✐s ❛♥❞ ❚❛r❥❛♥ ❬✸✵❪✱ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❍♦❝❤❜❛✉♠ ❬✸✻❪✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢
t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♥♦t❡ r❡❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✽✱ ✷✻❪✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤s✳✮ ❚❤❡♥✱
✭✶✹✮ ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✮✱ ❢♦r s♦♠❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❡①♣❡❝t t♦ s♦❧✈❡ ✭✶✺✮ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ q✉❛♥t✐③❡❞
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Pr♦❜❧❡♠ ✭✶✹✮✿

min

{

λJ(v) +
1

2
‖v − g‖2 : v ∈ R

N , vi ∈ {l0 . . . , ln} ∀i = 1, . . . , N

}

✭✶✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❛❧ ❧❡✈❡❧s (lk)n
k=0 ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✭✶✹✮ ♦♥❧② ❛♠♦♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t t❛❦❡

✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞✱ ✜♥✐t❡ s❡t✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t l0 < l1 < · · · < ln✱ ❛♥❞
❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ k = 1, . . . , n✱ lk−lk−1 = δ > 0 ✭❛❞❛♣t✐♦♥ t♦ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✮✳
❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s tr✉❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳ ▲❡t v ❜❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✻✮✱ ❛♥❞ u ❜❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✹✮✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤
i = 1, . . . , N ✱ ✐❢ l0 ≤ ui ≤ ln✱ |ui − vi| ≤ δ/2✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ l0 ≤ m ❛♥❞ ln ≥ M ✱ maxi |ui − vi| ≤ δ/2✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐③❡❞
♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✻✮ ♣r♦❞✉❝❡s ❡①❛❝t❧② ❛ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✹✮✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
❧❡❛❞s t♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ s♦❧✈❡ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ L∞ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡rr♦r ❜♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ✐s q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ ♠♦r❡ st❛♥❞❛r❞ ✭P❉❊✲❜❛s❡❞✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✶✽✱ ❙❡❝✳ ✹❪✮ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ❛
s♦❧✉t✐♦♥ ✉♣ t♦ s♦♠❡ L2 ❡rr♦r✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ✭✶✺✮ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤❡♠
t♦ s♦❧✈❡ ✭✶✹✮✳

✻



✹ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❞②❛❞✐❝✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇

✹✳✶ ●r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♥❛r② ❡♥❡r❣✐❡s

■t ✇❛s ✜rst ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② P✐❝❛r❞ ❛♥❞ ❘❛t❧✐✛ ❬✹✾❪ t❤❛t ❜✐♥❛r② ■s✐♥❣✲❧✐❦❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤❛t ✐s✱ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

∑

i,j

αi,j |θi − θj | −
∑

i

βiθi ,

❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛♥❞ ♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧② ✉s✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❛♥❞ ❩❛❜✐❤ ❬✹✶❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t s✉❜♠♦❞✉❧❛r✐t②
✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡✱ ✉♣ t♦ s✉♠s ♦❢ t❡r♥❛r② s✉❜♠♦❞✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛ s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡ ♦♥ ❛ ❣r❛♣❤✳ ❙✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✷✾❪✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✇❤❡t❤❡r ❛♥② s✉❜♠♦❞✉❧❛r J ❝❛♥ ❜❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ ❣r❛♣❤ ✐♥ t❤❡ ✇❛② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✹✾✱ ✹✶❪✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ✐s ❡❛s② ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❡①❛♠♣❧❡ ✭✶✷✮✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ♠❛② ✐♥✈♦❧✈❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ◆♦t❡
t❤❛t ♦t❤❡r ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡①✐st ❢♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ s✉❜♠♦❞✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬✷✹✱ ✸✺✱ ✸✼✱ ✺✷❪✳

▲❡t ✉s ❛♣♣❧② t❤✐s t♦ ✭✶✺✮✱ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ J ❤❛s ♦♥❧② ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❤❡♥❝❡✿

J(u) =
∑

i,j

αi,j(ui − uj)
+

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✹✱ ✸✹✱ ✹✶✱ ✹✾❪✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✺✮✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✳ ❲❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ❣r❛♣❤ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r E =

{1, . . . , N}∪{s}∪{t} ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ s♣❡❝✐❛❧ ♥♦❞❡s s ❛♥❞ t ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏s♦✉r❝❡✑ ❛♥❞
t❤❡ ✏s✐♥❦✑✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♥ ♦r✐❡♥t❡❞ ❡❞❣❡s (s, i) ❛♥❞ (i, t)✱ i = 1, . . . , N ✱ ❛♥❞ (i, j)✱ 1 ≤ i, j ≤ N ✱
❛♥❞ t♦ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ❝❛♣❛❝✐t② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿











c(s, i) = (z − gi)
− i = 1, . . . , N ,

c(i, t) = (z − gi)
+ i = 1, . . . , N ,

c(i, j) = λαi,j 1 ≤ i, j ≤ N .

✭✶✼✮

❇② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s ✐❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ③❡r♦✳ ▲❡t ✉s
❞❡♥♦t❡ ❜② E t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s ✇✐t❤ ♥♦♥③❡r♦ ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ❜② G = (V, E) t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛♣❤✳

❲❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ✏❝✉t✑ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ E ✐♥t♦ t✇♦ s❡ts S ❛♥❞ T ✱ ✇✐t❤ s ∈ S ❛♥❞
t ∈ T ✳ ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ ❝✉t ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ t♦t❛❧ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s t❤❛t st❛rt
♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡✲s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉t ❛♥❞ ❧❛♥❞ ♦♥ t❤❡ s✐♥❦✲s✐❞❡✿

C(S, T ) =
∑

(µ,ν)∈E
µ∈S,ν∈T

c(µ, ν) .

❚❤❡♥✱ ✐❢ ✇❡ ❧❡t θ ∈ {0, 1}N ❜❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ S ∩ {1, . . . , N}✱ ✇❡ ❝❧❡❛r❧② ❤❛✈❡

C(S, T ) =

N
∑

i=1

(1 − θi)(z − gi)
− + θi(z − gi)

+ +

N
∑

i,j=1

λαi,j(θi − θj)
+

= λJ(θ) +

N
∑

i=1

θi(z − gi) +
N
∑

i=1

(z − gi)
− .

❍❡♥❝❡✱ ✉♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐t ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ t❤❛♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ ✭✶✺✮✳
❙♦ ❢❛r✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❥✉st ❜❡❡♥ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛rt ✐s t❤❛t ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝✉t✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞✉❛❧✐t② r❡s✉❧t ♦❢ ❋♦r❞ ❛♥❞ ❋✉❧❦❡rs♦♥ ❬✶❪✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡✿ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ s✱ ✇❡
✏♣✉s❤✑ ❛ q✉❛♥t✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❡❞❣❡s ♦❢ ❣r❛♣❤✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤

✼



❡❞❣❡ (µ, ν) s❤♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ c(µ, ν)✱ ❛♥❞ t❤❛t ❡❛❝❤ ✏✐♥t❡r✐♦r✑ ♥♦❞❡ i ♠✉st ❣❡t ❛s ♠✉❝❤
❛s ✐t s❡♥❞s ✭✇❤✐❧❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ s ♦♥❧② s❡♥❞s ✢♦✇ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❦ t ♦♥❧② r❡❝❡✐✈❡s✮✳ ■t ✐s
❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ✢♦✇ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s✉❝❤ s❡♥t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✱ ❧❡ss ❝❧❡❛r✱ ❜✉t ♥♦t ❤❛r❞
t♦ s❤♦✇✱ t❤❛t t❤✐s ❜♦✉♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ♠② ❛ ♠✐♥✐♠❛❧✲❝♦st ❝✉t (S, T )✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧✐t② t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❋♦r❞
❛♥❞ ❋✉❧❦❡rs♦♥ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ❜♦✉♥❞ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② r❡❛❝❤❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ (S, T ) ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝✉tt✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞ ❡❞❣❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✇❤✐❧❡ t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ r❡✈❡rs❡ ✢♦✇ ✐s ③❡r♦✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ s t❤❡ ✜rst s❛t✉r❛t❡❞ ❡❞❣❡
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ ❝✉t t❤❡r❡✱ ♦r ❞♦ t❤❡ s❛♠❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t ❛♥❞ s❝❛♥♥✐♥❣ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❣r❛♣❤✱
t❤✐s ✇✐❧❧ ✉s✉❛❧❧② ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡✈❡❧s z✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❡✣❝✐❡♥t
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❬✶❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t✐♠❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❇♦②❦♦✈ ❛♥❞ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✬s ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✷❪ ✐s ♥♦t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱
t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ♦t❤❡rs ✐♥ t❡r♠s ✐♥ t✐♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡s❡
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✈❛r②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s
z = z1, . . . , zn✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❡
s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ●❛❧❧♦✱ ●r✐❣♦r✐❛❞✐s ❛♥❞ ❚❛r❥❛♥ ❬✸✵❪✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❞✉❡ t♦ ❍♦❝❤❜❛✉♠ ❬✸✻❪✳

✹✳✷ P❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❛①✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❛①✲✢♦✇ ✐s t♦ r❡✉s❡ t❤❡ ✢♦✇ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r
t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡✳ ■t ✇♦r❦s ❢♦r ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✐♥❦ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛r❡
♥♦♥❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇❤✐❧❡ t❤♦s❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ t♦ t❤❡ s✐♥❦ ❛r❡ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛♣❛❝✐t✐❡s
r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✸✵❪ s❤♦✇ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥② ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✹ ❤♦❧❞✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❣r❛♣❤ ✐t ♠❡❛♥s t❤❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s ❣r♦✇✐♥❣ ❛s t❤❡ ❧❡✈❡❧ z ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤❡② t❛❦❡ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❜②
♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✢♦✇✲♣✉s❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ●♦❧❞❜❡r❣ ❛♥❞ ❚❛r❥❛♥ ❬✸✷❪ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✏r❡s✐❞✉❛❧✑ ♣r❡✢♦✇
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛❣❡ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s str❛t❡❣②✱ t❤❡② s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡s❡ s❡r✐❡s ♦❢ ♠❛① ✢♦✇s ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❛
s✐♥❣❧❡ ♦♥❡✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ♣❛t❤✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❇♦②❦♦✈ ❛♥❞ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❬✶✷❪✳ ▲❡t ✉s ❞❡s❝r✐❜❡ q✉✐❝❦❧② ❤♦✇ ✐t ✇♦r❦s✳ ❆ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛②
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ✢♦✇ f ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ G = (V, E) ✐s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥❡t✇♦r❦ Gf = (V, Ẽ)✳ ■t
❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ❛s G✱ ❜✉t t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❋♦r
❡❛❝❤ ❛r❝ t❤❡ ✢♦✇ s❡♥t ❛❧♦♥❣ ❛♥ ❡❞❣❡ ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ❝❛♣❛❝✐t② ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t②
♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❛r❝✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ ❛r❝s (µ, ν) ✇❡ ❤❛✈❡ c̃(µ, ν) = c(µ, ν) − f(µ, ν) + f(ν, µ)
❛♥❞ c̃(ν, µ) = c(ν, µ) − f(ν, µ) + f(ν, µ)✳ ❆❢t❡r ♦♥❡ r✉♥ ♦❢ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ♣❛t❤✲❜❛s❡❞ ♠❛①✲✢♦✇
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛♣❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇❤♦s❡ s❛t✉r❛t❡❞ ❛r❝s (µ, ν)
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡✐r ❝❛♣❛❝✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ s❡t t♦ ③❡r♦✱ ✇❤✐❧❡ c̃(ν, µ) = c(ν, µ) + c(µ, ν) ✐s
♠❛①✐♠❛❧✮✳

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤
❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ z = z1 ✐♥ ✭✶✼✮ ✭❛ss✉♠✐♥❣ ✇❡ ✇❛♥t t♦ s♦❧✈❡ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r z1, z2 = z1 +δ, . . . , zn =
z1 + (n − 1)δ✮✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ✜rst r❡s✐❞✉❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ t❤✐s ♥❡✇ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜②
δ ❛❧❧ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s c̃(i, t)✱ i = 1, . . . , N ✱ ❛♥❞ st❛rt ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ♣❛t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■❢
i ✇❛s ✐♥ T ✱ ✐t ❝❛♥ ♥♦t ❣❡t ❛♥② ♥❡✇ ✢♦✇ ❢r♦♠ ❛♥② ♥♦❞❡ ✭s✐♥❝❡ ❛❧❧ ♣❛t❤ ❢r♦♠ s ❛r❡ st✐❧❧ s❛t✉r❛t❡❞
❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t✮✱ ❤❡♥❝❡ ♥♦t❤✐♥❣ ✇✐❧❧ ❤❛♣♣❡♥ t❤❡r❡ ✭❛♥❞ ❛❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ r❡❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❡✈❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② c(i, t)✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡❞❣❡s ❢r♦♠ i
t♦ s♦♠❡ ♥♦❞❡ ♦❢ S ✭✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ s❛t✉r❛t❡❞✮ ❞♦ ♥♦t ❣❡t ❛♥② ♥❡✇ ✢♦✇✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇♦✉❧❞
r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐❢ t❤❡s❡ ❡❞❣❡s ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❞❡❧❡t❡❞ ❜❡❢♦r❡ st❛rt✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s r❡♠❛r❦
✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
✐❢ i ✇❛s ✐♥ S✱ t❤❡♥ ✐t ❣❡ts ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s✐♥❦ t ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ ✢♦✇ ♠❛② ♣❛ss t❤r♦✉❣❤✳ ❚❤✐s ✢♦✇
✇✐❧❧ s❛t✉r❛t❡ s♦♠❡ ❡❞❣❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡✱ s♦ t❤❛t i ♠❛② ❡✐t❤❡r st❛② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡
♦r ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s✐♥❦ ❛❢t❡r t❤❡ ♥❡①t r✉♥✳ ❚❤✐s s❤♦✇s ❛❣❛✐♥ ✇❤② ❛s z ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡t S ❞❡❝r❡❛s❡s✳

❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐t❡r❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❧❛st ❧❡✈❡❧ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳
❋♦r s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡s ✭❬✶❪ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛

✽



♥♦♥❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ♦♥❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❛①✲
✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ ♣❧✉s O(Nn)✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ r❡♠❛✐♥s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❇♦②❦♦✈ ❛♥❞ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❬✶✷❪✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡
♦❜s❡r✈❡ ❛ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡✲❝r❡❛t✐♥❣ ❛
♥❡✇ ❣r❛♣❤ ❢♦r ❡❛❝❤ zk ✭✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♣r♦♣❡rt② ❜② ❞❡❧❡t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ♥❡✇
❣r❛♣❤ t❤❡ ♥♦❞❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❧❡✈❡❧ zk−1 < zk✱ s❡❡ ❬✷✻❪✮✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✜rst✱ ❢❛st ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ✭✶✻✮✳ ❙❡❡ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ❢♦r s♦♠❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❬✸✾❪ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠✲✢♦✇ t❤❛t
❤❛♥❞❧❡s ❛r❜✐tr❛r② ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ s❧✐❣❤t❧② ❢❛st❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✹✳✸ ❉②❛❞✐❝✲P❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❛①✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠

■t ✇❛s ✜rst ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❍♦❝❤❜❛✉♠ ❬✸✻❪ t❤❛t t❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✿ ❛ ♣✐①❡❧ ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ O(log2(n)) ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭❜② ❛
❞✐❝❤♦t♦♠② ❛♣♣r♦❛❝❤✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ O(n)✳ t❤✐s ❢❛❝t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♥♦t❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✶✽✱ ✷✻❪✳ ❋♦r t❤❡
s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t② ✇❡ ❛❞♦♣t ❛ ❞②❛❞✐❝ s❝❤❡♠❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ❞✐❝❤♦t♦♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡
n = 2Q − 1 ❢♦r s♦♠❡ Q > 1✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ z1 ✇❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ z(n+1)/2✱ ❛♥❞ ✇❡
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇✳ ❲❡ ✜♥❞ ❛ s❡t S1\{s} ♦❢ ♣✐①❡❧s i ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ ui ≥ z(n+1)/2 ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t
T1 \ {t} ♦❢ ♣✐①❡❧s i ✇✐t❤ ui ≤ z(n+1)/2✳ ❖♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ✇❡ s♦❧✈❡ ♥♦✇ ❢♦r t❤❡ ❧❡✈❡❧ z3(n+1)/2✱ ✇❤✐❧❡
♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇❡ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ ❧❡✈❡❧ z(n+1)/4✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♠❛♥② ✇❛②s✿ ✐♥ ❬✶✽❪✱ ❛ ♥❡✇
✭❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞✮ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ N ♥♦❞❡s ✇❛s ❜✉✐❧t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❬✷✻❪
❛ ♠♦r❡ ❝❧❡✈❡r ✭❛♥❞ ❢❛st❡r✮ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦
s❡ts✱ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ■t ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t♦ tr② t♦ ✏❝♦♥t✐♥✉❡✑ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❣r❛♣❤✲❝✉t✱
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❛ ♣r❡✢♦✇✲♣✉s❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ♣❛t❤
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ❣r❛♣❤✱ s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ ❛r❝ ❢r♦♠ S1 t♦ T1 ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t②✳

❲❡ t❤❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿ ✇❡ ✜rst s❡t t♦ ③❡r♦ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❡❞❣❡s ❢r♦♠ T1 t♦ S1

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s✱ ✇❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❞❣❡✱ ❡♥❞✐♥❣ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧❧② ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✳
❚❤❡♥✱ ❢♦r i ∈ S1 ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② ∆ = z3(n+1)/2 − z(n+1)/2 = z(n+1)/2 − z(n+1)/4 t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② c(i, t)
✇❤✐❧❡ ✐❢ i ∈ T1 ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② ∆ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② c(s, i)✳ ❲❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ♣❛t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
t♦ ✜♥❞ ❛ ♥❡✇ ❝✉t (S2, T2)✳ ❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ✐❢ i ∈ S1 ∩ S2✱ t❤❡♥
ui ≥ z3(n+1)/2✱ ✐❢ i ∈ S1 ∩ T2✱ z(n+1)/2 ≤ ui ≤ z3(n+1)/2✱ ✐❢ i ∈ T1 ∩ S2✱ z(n+1)/2 ≥ ui ≥ z(n+1)/4

❛♥❞ ✐❢ i ∈ T1 ∩ T2✱ ui ≤ z(n+1)/4✳
❆❢t❡r t❤❡ qt❤ st❡♣✱ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ❝✉t (Sq, Tq)✳ ❆❣❛✐♥ ✇❡ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t t❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥✱

s❡tt✐♥❣ t♦ 0 t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s c(i, j) ❢♦r i ∈ Tq ❛♥❞ j ∈ Sq✮✱ r❡♣❧❛❝❡ ∆ ✇✐t❤ ∆/2 ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ t❤❡
❝❛♣❛❝✐t✐❡s c(i, t) ❛♥❞ c(s, i) ❛s ❜❡❢♦r❡✿ ✐❢ i ∈ Sq✱ c(i, t) ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ∆✱ ✇❤✐❧❡ ✐❢ i ∈ Tq✱ c(s, i) ✐s
✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ∆✳ ❲❡ r❡♣❡❛t t❤✐s ✉♥t✐❧ q = Q✿ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥t♦ s❡ts
✇❤❡r❡ ui ✐s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ zk✳

❖✉r ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ ❝♦❞❡ ♦❢ ❇♦②❦♦✈ ❛♥❞ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ✭❝✐t❡ ❬✶✷❪✮ t❤❛t
❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✻✮ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✬ ✇❡❜ s✐t❡✳

❆❣❛✐♥✱ ❍♦❝❤❜❛✉♠ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ♣r❡✢♦✇✲♣✉s❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s r♦✉❣❤❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ♦♥❡ ♦❢ ❛ ♠❛①✲✢♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ♣❧✉s O(NQ) ✭t❤❛t
✐s✱ O(N log2 n)✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✭✶✻✮✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✐❢ t❤✐s ✐s
st✐❧❧ tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉♣♦♥ ❇♦②❦♦✈ ❛♥❞ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜✉t ✐t
❝❧❡❛r❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✽✱ ✷✻❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥❡✇ ❣r❛♣❤s ✇❡r❡
r❡❜✉✐❧t ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ✭s❡❡ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✮✳

✹✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❘❖❋ ♠♦❞❡❧ ✻✳ ❚✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢
❞✐s❝r❡t❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊①❛♠♣❧❡ ✶✶✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s

✾



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚✇♦ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s✿ ✭❛✮ ❈♦✇s✱ ✭❜✮ ●✐r❧✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❘❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ●✐r❧ ✭2562✮ ✐♠❛❣❡s ✭❛✮ λ = 10✱ ✭❜✮ λ = 20✱ ✭❝✮ λ = 60✳

❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❧❛tt✐❝❡ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✹✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ✽✲
❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❡r♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✹✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞
❜② ✶ ✇❤✐❧❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠s ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② 1√

2
✳

❚✇♦ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❛①✐♠✉♠✲✢♦✇s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ r❡❧✐❡s ♦❢ ❛ t❤❡ ♣✉s❤✲
r❡❧❛❜❡❧ ✭P❘✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✷✸❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ♦✉r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✲✢♦✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦②❦♦✈✲❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ✭❇❑✮ ❬✶✷❪✳ ❇♦t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞
❞②❛❞✐❝✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
♦❢ ❬✶✽✱ ✷✻❪ ❜② ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✷✻❪✳ ❚✐♠❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡s❡ ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡
❣✐✈❡♥ ❢♦r ❛♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡✷ ◗✻✻✵✵ ♣r♦❝❡ss♦r r✉♥♥✐♥❣ ❛t ✷✳✹✵●❍③✳ ❚❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡
♦❢ ✶✵ r✉♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❞❡♣✐❝ts t✇♦ ✐♠❛❣❡s✱ ❝♦✇ ✭400× 600 ❛♥❞ 800× 1200✮ ❛♥❞ ❣✐r❧ ✭2562✮ ✉s❡❞ ❢♦r
♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ▼✐♥✐♠✐③❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ✽✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❢♦r t❤❡ ❣✐r❧ ❛♥❞ ❝♦✇s ✐♠❛❣❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❚✐♠❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ✹✲
❛♥❞ ✽✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✷✳

❘❡s✉❧ts ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞②❛❞✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❧❡❛r❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♣✉r❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦♥❡
❜② ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ P❘ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t♦ t❤❡
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ t❤❛♥ ❇❑✬s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r s♠❛❧❧

✶✵



✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❘❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❈♦✇s ✭400 × 600✮ ✐♠❛❣❡s ✭❛✮ λ = 10✱ ✭❜✮ λ = 20✱ ✭❝✮ λ = 60✳

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭λ = 10✮✱ P❘ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r ❢♦r ❝♦✇s ❜✉t ✇♦rs❡ ❛♥❞ ❣✐r❧✳ ❚❤✐s ♦r❞❡r ✐s r❡✈❡rs❡❞
❢♦r ❧❛r❣❡r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞②❛❞✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡ ♦r❞❡r ✐s st❛❜❧❡ ♦✈❡r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✐♠❛❣❡
❝♦♥t❡♥ts✿ ❚❤❡ ❜❡st ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❞②❛❞✐❝ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❑ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❈❤❛♠❜♦❧❧❡✴❉❛r❜♦♥✲
❙✐❣❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❧❡ t❤❡ P❘ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♠❡s t❤✐r❞✳ ❋✐♥❛❧❧② ♥♦t❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❞❛♣t t❤❡ P❘
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❛①✐♠✉♠✲✢♦✇ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✸✸❪ t♦ ❛❧s♦ ❣❡t ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❚❱ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
P✉s❤✲❘❡❧❛❜❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✺ ❙✉r❢❛❝❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇s

❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ ❤♦✇ ❛❧❧ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✢♦✇ ♦❢ ❛♥ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
✭✐♥ s♦♠❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❣❡♦♠❡tr②✮✳ ❇♦②❦♦✈ ❡t ❛❧ ❬✶✸❪ s✐♠♣❧② s♦❧✈❡ ✭✶✮ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❣r❛♣❤ ❝✉t ✭♦♥❡ r✉♥
♦❢ t❤❡ ♠❛①✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ s✉❜♣✐①❡❧ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❣r❛s♣❡❞ ✭❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ✈❡r② ❧♦✇ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♠❛② r❡♠❛✐♥ st✉❝❦✮✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦
✉s❡ ✭✶✹✮ ❛s ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ✭✻✮ ✭❢♦r ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣② φ r❡❧❛t❡❞ t♦ J✮ ❛♥❞
t❤❡♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✭❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✮ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ s✉❜♣✐①❡❧
♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❡st✐♠❛t❡✱ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ t❤❡ ♥❡✇ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦
t❤❡ ③❡r♦ ❧❡✈❡❧ s❡t ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✳ ❍❡♥❝❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s t❤❡ ③❡r♦ ❧❡✈❡❧ s❡t ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ u0✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♦✉r ❞✐s❝r❡t❡ ❣r✐❞✳ ❲❡ ✜①
❛ t✐♠❡✲st❡♣ h > 0✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t② t❤❛t ♦✉r ❞✐s❝r❡t❡ ❣r✐❞ ❤❛s ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ 1✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❡r✐♠❡t❡r J ✱ ✇❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❢♦r n ≥ 0✱

• ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✐❣♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ dn t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ {un ≤ 0}✱ ❜② ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮ ❛
❢❛st✲♠❛r❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✺✸✱ ✺✹❪❀

• ❙♦❧✈❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✭✽✮✿

min
u

J(u) +
1

2h
‖u − dn‖2 ✭✶✽✮

❜② t❤❡ ❞②❛❞✐❝✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❛① ✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ ❝❛❧❧ un+1 t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s Γn = {un = 0} ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✢♦✇ ✇✐t❤
♥♦r♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② κφ ✐❢ J ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐♥ s♦♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s❡♥s❡✱ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r P❡r φ✳

✶✶



❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚✐♠❡ r❡s✉❧ts ❢♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✉s✐♥❣ ✹✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❚✐♠❡ r❡s✉❧ts
❛r❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✳

■♠❛❣❡s ✭s✐③❡✮ ❆♣♣r♦❛❝❤ λ = 10 λ = 20 λ = 60
❈❤❛♠❜♦❧❧❡✴❉❛r❜♦♥✲❙✐❣❡❧❧❡ ✶✳✵✻ ✶✳✷✾ ✶✳✾✺
P❛r❛♠❡tr✐❝ P❘ ✹✳✸✼ ✼✳✵✶ ✶✸✳✾✼

❈♦✇s ✭400 × 600✮ ❉②❛❞✐❝ P❛r❛♠❡tr✐❝ P❘ ✶✳✼✶ ✷✳✼✸ ✻✳✺✶
P❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❑ ✻✳✶✸ ✻✳✹✺ ✼✳✸✼
❉②❛❞✐❝ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❑ ✵✳✻✶ ✵✳✼✺ ✶✳✶✵
❈❤❛♠❜♦❧❧❡✴❉❛r❜♦♥✲❙✐❣❡❧❧❡ ✹✳✸✺ ✺✳✸✺ ✽✳✺✵
P❛r❛♠❡tr✐❝ P❘ ✶✾✳✼✸ ✸✼✳✺✷ ✶✾✽✳✸✷

❈♦✇s ✭800 × 1200✮ ❉②❛❞✐❝ P❛r❛♠❡tr✐❝ P❘ ✽✳✽✾ ✶✺✳✸✼ ✸✾✳✷✺
P❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❑ ✷✺✳✹✻ ✷✻✳✽✺ ✸✵✳✸✽
❉②❛❞✐❝ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❑ ✷✳✹✹ ✸✳✶✽ ✹✳✽✸
❈❤❛♠❜♦❧❧❡✴❉❛r❜♦♥✲❙✐❣❡❧❧❡ ✵✳✸✵ ✵✳✸✽ ✵✳✺✷
P❛r❛♠❡tr✐❝ P❘ ✶✳✽✸ ✷✳✵✶ ✷✳✺✵

●✐r❧ ✭2562✮ ❉②❛❞✐❝ P❛r❛♠❡tr✐❝ P❘ ✵✳✻✺ ✶✳✵✹ ✶✳✻✻
P❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❑ ✶✳✺✽ ✶✳✻✼ ✶✳✾✹
❉②❛❞✐❝ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❑ ✵✳✶✼ ✵✳✷✶ ✵✳✷✾
❈❤❛♠❜♦❧❧❡✴❉❛r❜♦♥✲❙✐❣❡❧❧❡ ✶✳✶✼ ✶✳✺✵ ✷✳✸✻
P❛r❛♠❡tr✐❝ P❘ ✶✹✳✷✹ ✹✷✳✾✻ ✸✸✳✽✵

●✐r❧ ✭5122✮ ❉②❛❞✐❝ P❛r❛♠❡tr✐❝ P❘ ✸✳✺✽ ✻✳✷✹ ✽✳✽✽
P❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❑ ✻✳✻✶ ✼✳✵✷ ✽✳✵✻
❉②❛❞✐❝ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❑ ✵✳✼✷ ✵✳✾✷ ✶✳✹✾

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ sq✉❛r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✭t❤✐❝❦ ❧✐♥❡✿ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝✉r✈❡✱ ❧❡❢t✿ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✶✵✱ ✷✵✱
✸✵✱ r✐❣❤t✿ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✺✵✱ ✶✵✵✱ ✶✺✵✱ ✷✵✵✱ ✷✷✽✮✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥

J(u) =
∑

i,j

|ui+1,j − ui,j | + |ui,j+1 − ui,j | ✭✶✾✮

✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❛s t❤❡ ❣r✐❞ st❡♣ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦✮✱ ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❡r✐♠❡t❡r

P❡r φ(E) =

∫

∂E

|ν1|(x) + |ν2|(x) dx

✶✷



❚❛❜❧❡ ✷✿ ❚✐♠❡ r❡s✉❧ts ❢♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✉s✐♥❣ ✽✲❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❚✐♠❡ r❡s✉❧ts
❛r❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✳

■♠❛❣❡s ✭s✐③❡✮ ❆♣♣r♦❛❝❤ λ = 10 λ = 20 λ = 60
❈❤❛♠❜♦❧❧❡✴❉❛r❜♦♥✲❙✐❣❡❧❧❡ ✶✳✾✽ ✷✳✺✸ ✹✳✶✷
P❛r❛♠❡tr✐❝ P❘ ✼✳✽✺ ✷✵✳✵✾ ✷✹✳✵✽

❈♦✇s ✭400 × 600✮ ❉②❛❞✐❝ P❛r❛♠❡tr✐❝ P❘ ✹✳✺✵ ✷✳✼✷ ✶✻✳✷✻
P❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❑ ✶✷✳✾✻ ✶✸✳✻✶ ✶✻✳✵✸
❉②❛❞✐❝ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❑ ✶✳✷✾ ✶✳✽✶ ✷✳✻✽
❈❤❛♠❜♦❧❧❡✴❉❛r❜♦♥✲❙✐❣❡❧❧❡ ✽✳✷✷ ✶✶✳✵✶ ✶✽✳✼✷s
P❛r❛♠❡tr✐❝ P❘ ✶✹✺✳✵✽ ✷✼✾✳✹✹ ✸✵✻✳✹✽

❈♦✇s ✭800 × 1200✮ ❉②❛❞✐❝ P❛r❛♠❡tr✐❝ P❘ ✷✹✳✽✶ ✺✵✳✹✵ ✶✶✶✳✵✸
P❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❑ ✹✽✳✸✶ ✺✷✳✸✶ ✻✷✳✹✺
❉②❛❞✐❝ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❑ ✻✳✵✽ ✼✳✾✸ ✶✷✳✾✼
❈❤❛♠❜♦❧❧❡✴❉❛r❜♦♥✲❙✐❣❡❧❧❡ ✵✳✺✺ ✵✳✼✷ ✶✳✵✽
P❛r❛♠❡tr✐❝ P❘ ✺✳✸✷ ✾✳✷✹ ✶✷✳✻✼

●✐r❧ ✭2562✮ ❉②❛❞✐❝ P❛r❛♠❡tr✐❝ P❘ ✶✳✹✾ ✷✳✵✺ ✸✳✹✷
P❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❑ ✷✳✾✼ ✸✳✷✺ ✹✳✵✹
❉②❛❞✐❝ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❑ ✵✳✹✷ ✵✳✺✺ ✵✳✽✶
❈❤❛♠❜♦❧❧❡✴❉❛r❜♦♥✲❙✐❣❡❧❧❡ ✷✳✸✹ ✸✳✵✺ ✺✳✵✶
P❛r❛♠❡tr✐❝ P❘ ✹✶✳✶✹ ✼✶✳✸✾ ✶✹✵✳✼✾

●✐r❧ ✭5122✮ ❉②❛❞✐❝ P❛r❛♠❡tr✐❝ P❘ ✶✵✳✶✺ ✶✷✳✾✷ ✷✷✳✶✼
P❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❑ ✶✶✳✾✵ ✶✸✳✶✾ ✶✼✳✵✽
❉②❛❞✐❝ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❑ ✶✳✽✻ ✷✳✺✹ ✹✳✶✾

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② φ(ν) = |ν1| + |ν2|✳ ▲❡ss ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❜✉✐❧t ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭✐♥ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ J ✭❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧②
✇❛②✮✳

❚❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❬✽❪ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣
❛ ♥♦♥✲❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ s✐❣♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
♣♦❧❛r ♦❢ φ

dφ
E(x) = inf

y∈E
φ◦(x − y) − inf

y 6∈E
φ◦(y − x) ✭✷✵✮

✇✐t❤ φ◦(ξ) = supφ(ν)≤1 ν · ξ ✭s❡❡ ❬✽❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ φ(ν) = |ν1| + |ν2|✱ ♦♥❡ ❤❛s
φ◦(ν) = max{|ν1|, |ν2|} ❛♥❞ t❤❡ ❢❛st ♠❛r❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❙❡❡ ❋✐❣✳ ✹ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ✢♦✇✮✳

◆✉♠❡r♦✉s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥❡ ♠❛② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♣ t♦ s♦♠❡ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❤❛♣❡✮✱ ❛♥❞
s♦❧✈❡ t❤❡ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥❧② ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✭✇❤❡r❡ |dn| ✐s s♠❛❧❧✮✳

❆❧s♦✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r❝❡ g ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡✮ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜②
r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭✶✽✮ ✇✐t❤

min
u

J(u) +
1

h
‖u − dn + hgn‖2 . ✭✷✶✮

✻ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s

✻✳✶ ✭❆♥✐s♦tr♦♣✐❝✮ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✢♦✇

❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s❡✈❡r❛❧ 2D ❛♥❞ 3D ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡s ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ ✭✐♥ 2D✮ ♦r ❝✉❜✐❝ ✭✐♥ 3D✮ ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ t❤❛t ✐s✱ ✇✐t❤ φ(ν) =

∑

i |νi|✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡s❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♦♥ ❣r❛♣❤s ✇✐t❤ ♦♥❧② ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ 2D✱
t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✾✮✳ ❚❤❡ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ✜❣✉r❡s ✹ ❛♥❞ ✺ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡

✶✸



❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ ❬✽❪❀ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
♣♦❧❛r φ◦✿ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ❢❛st✲♠❛r❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❛❧ s♦❧✈❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ φ(∇dφ) = 1✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
❥✉st ❛s ✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡ ❬✺✶❪✳

❋✐❣✉r❡ ✺✿ 3D ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❝✉❜✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣②✿ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ❛t t✐♠❡s ✶✱ ✹✱ ✼✱ ✶✵✳

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ✏❢❛❝❡t ❜r❡❛❦✐♥❣✑ ❛t t✐♠❡ ✶✳

■♥ t❤❡ 3D ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ❝❡❧❡❜r❛t❡❞ ✏❢❛❝❡t✲❜r❡❛❦✐♥❣✑ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✿ ❛
▲✲s❤❛♣❡❞ ❢❛❝❡t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤❛♣❡ ❜r❡❛❦s ✐♥t♦ t✇♦ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❢❛❝❡ts ✇❤✐❝❤ ❡✈♦❧✈❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
s♣❡❡❞✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✐♥ ❬✼✱ ✹✽❪✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♥♦✇✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✏♠♦r❡ ✐s♦tr♦♣✐❝✑ ♠♦t✐♦♥s✱ ♦r ♠♦t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①

✶✹



❛♥✐s♦tr♦♣✐❡s ✭s❡❡ ❬✶✶❪ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣②
❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❧❛tt✐❝❡✿ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✱ ❧❡❢t✳
◆❡❛r❧②✲✐s♦tr♦♣✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
♥❡①t✲♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❢✉rt❤❡r ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✿ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✱ r✐❣❤t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❧❛st
❝❛s❡✱ ♦♥❡ st✐❧❧ s❡❡s t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧♦♦❦s ❝r②st❛❧❧✐♥❡✱ ✇✐t❤ ❛ s❤❛♣❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❢❛❝❡ts ❛❢t❡r s♦♠❡ t✐♠❡✳

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✭❧❡❢t✮✱ ❛♥❞ ♥❡❛r❧②✲✐s♦tr♦♣✐❝ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♠♦t✐♦♥
✭r✐❣❤t✮✱ ❜♦t❤ ❛t t✐♠❡s ✵✱ ✷✵✱ ✹✵✱ ✻✵✱ ✽✵✱ ✶✵✵✳

✻✳✷ ❋❧♦✇s ✇✐t❤ ❢♦r❝✐♥❣ t❡r♠

❚❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✢♦✇ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ✈♦❧✉♠❡ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st ✢♦✇ ✇✐t❤ ❛ ❢♦r❝✐♥❣ t❡r♠ t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ ❡①tr❛ ❝♦st✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r❝❡ ✐s ❛❞❞❡❞
✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✳ ✭✷✶✮✮ ✇❤✐❝❤ ❦❡❡♣s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❤❛♣❡✳
■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ t❤✐s ✐s s✐♠♣❧② ❞♦♥❡ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ u ♦❢ ✭✶✽✮ ♥♦t ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧
u = 0✱ ❜✉t ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ s s✉❝❤ t❤❛t |{u < s}| = |{dn < 0}| = V ✱ V ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡✳ ❙✉❝❤
❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭✇✐t❤ ❛ sq✉❛r❡ ❛♥✐s♦tr♦♣②✮ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♠♦t✐♦♥✳

✶✺



❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❚✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✷❉ ❝r②st❛❧ ❣r♦✇t❤s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❆♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛rt ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡✐♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ✏❜❛❧❧♦♦♥✑
✭r✐❣❤t✱ ✜♥❛❧ st❛t❡✮✳

❲❡ ❜r✐❡✢② s❤♦✇✱ ✇✐t❤♦✉t ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s✱ t✇♦ ♦t❤❡r ✢♦✇s ✇✐t❤ ❢♦r❝✐♥❣ t❡r♠ ❝♦♠♣✉t❡❞
✇✐t❤ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❛ ❜❛s✐❝ ✷❉ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝r②st❛❧ ❣r♦✇t❤ ♣r♦❜❧❡♠
✭❙t❡❢❛♥✬s s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❬✹❪✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ st❛♥❞❛r❞ ✇❛②✳ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣✱ ✇❡ s♦❧✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✶✮ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝✐♥❣ ✜❡❧❞ gn ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐s r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳
❘❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✾✳

❖✉r ❧❛st ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ✭s♥❛❦❡✮ ♠♦❞❡❧✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②
❛ ✏❜❛❧❧♦♦♥✑✱ ✜rst❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✷✷❪✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✢♦✇ ♦❢ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞
♣❡r✐♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭❛♥❞ ✐s ❝❤❡❛♣❡r ✇❤❡♥ t❤❡
❝✉r✈❡ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ❤✐❣❤❡r ❣r❛❞✐❡♥ts✮✳ ❆♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ✭❤❡r❡✱ ❝♦♥st❛♥t✮ ✐♥✢❛t✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐s ❛❞❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ tr② t♦ ✐♥✈❛❞❡ ❛ ✇❤♦❧❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ ❞❡♣✐❝ts ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❤❡❛rt ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐s❤
t♦ s❡❣♠❡♥t ❛ ✈❡✐♥✳ ❲❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❛ ❧✐tt❧❡ ❝✐r❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❆s ✐s✱
t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠♦r❡ st❛♥❞❛r❞ s♥❛❦❡ ♠♦❞❡❧s✱
❜✉t t❤✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣✐✈❡s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳

❆ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶

■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ s❤♦rt❧② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❡ ❧♦✇❡r✲s❡♠✐❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞ t❤❡
❧❛st ❛ss❡rt✐♦♥✿ ✜rst ♦❢ ❛❧❧✱ J ✐s ❧♦✇❡r s❡♠✐❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜❡❝❛✉s❡ ✐❢ un → u✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ z 6∈ {ui, i =
1, . . . , N}✱ χ{un>z} = χ{u>z} ❛s s♦♦♥ ❛s n ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ❍❡♥❝❡✱ J(χ{un>z}) → J(χ{u>z}) ❢♦r
❛✳❡✳ z✱ s♦ t❤❛t ✭❋❛t♦✉✬s ❧❡♠♠❛✮

J(u) =

∫ +∞

−∞
J(χ{u>z}) dz ≤ lim inf

n→∞

∫ +∞

−∞
J(χ{un>z}) dz = lim inf

n→∞
J(un) .

✶✻



✭■❢ J ✐s ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✜♥✐t❡✱ t❤❡♥ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② t❤❛t ✐t ✐s ❧♦❝❛❧❧② ▲✐♣s❝❤✐t③✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳✮
▲❡t ✉s ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❡ s✉❜♠♦❞✉❧❛r✐t②✿ ❛ss✉♠❡ ✜rst u ❛♥❞ u′ ❛r❡ ❜✐♥❛r②✳ ❚❤❡♥✱ ui + u′

i =
ui ∨ u′

i + ui ∧ u′
i = 0 ✐❢ ui ∨ u′

i = 0✱ 1 ✐❢ ui ∨ u′
i = 0 ❜✉t ui ∧ u′

i = 1✱ ❛♥❞ 2 ✐❢ ui ∧ u′
i = 1✳ ❍❡♥❝❡✱

❜② ✭✾✮✱

J(u + u′) =

∫ 2

0

J
(

χ{u∨u′+u∧u′≥z}
)

dz = J(u ∨ u′) + J(u ∧ u′).

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ J ✐s 1✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①✱

J(u + u′) = 2J

(

u + u′

2

)

≤ 2

(

1

2
J(u) +

1

2
J(u′)

)

= J(u) + J(u′).

❍❡♥❝❡ ✭✶✵✮ ❤♦❧❞s✳ ■❢ ♥♦✇ u, u′ ❛r❡ ♥♦t ❜✐♥❛r②✱ ✇❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡

J(u ∨ u′) + J(u ∧ u′) =

∫ +∞

−∞
J
(

χ{u∨u′≥z}
)

+ J
(

χ{u∧u′≥z}
)

dz

=

∫ +∞

−∞
J
(

χ{u≥s} ∨ χ{u′≥s}
)

+J
(

χ{u≥z} ∧ χ{u′≥z}
)

dz ≤

∫ +∞

−∞
J
(

χ{u≥z}
)

+J
(

χ{u′≥z}
)

dz

= J(u) + J(v) .

❲❡ ♥♦✇ ✇❛♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ❛ss❡rt✐♦♥✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
t❤r♦✉❣❤ ✭✾✮ ♦❢ ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜♠♦❞✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r J : {0, 1}N → [0,+∞] ❛ s✉❜♠♦❞✲
✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ s✉❝❤ t❤❛t ✭✶✵✮ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ❜✐♥❛r② ✈❡❝t♦rs u, u′✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ♠♦r❡♦✈❡r
t❤❛t J(0) = J(1) = 0✱ ❛♥❞ ✇❡ st✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② J ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ R

N ❜② t❤❡ ❝♦✲❛r❡❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✾✮✳
✭❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❛♥❦s t♦ J(1) = 0✱ ✐❢ u ∈ {0, 1}N t❤❡♥ ✭✾✮ ✐s ❛❧r❡❛❞② tr✉❡✳✮

❚❤❡♥ J ✐s ❝♦♥✈❡①✿ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ❛ ✏❞✐s❝r❡t❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✑✳ ❚❤✐s ❡①t❡♥❞s q✉✐t❡ ❡❛s✐❧② t♦ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❛s❡✳ ■♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✉s✉❛❧❧② ♣r♦✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ✉s✐♥❣ ❞✉❛❧✐t② ❬✹✻✱ ✹✷❪✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡ ❛ ✈❡r②
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♦❢✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ♣♦✐♥ts ✭✶✲✸✮ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❛r❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ♦♥❧② ❢r♦♠ ✭✾✮ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
❤♦❧❞ ❢♦r J ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✇❡r❡ ♥♦t ❝♦♥✈❡①✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ J ✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s 1✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t

J(u + v) ≤ J(u) + J(v) ✭✷✷✮

❢♦r ❛♥② u, v ∈ R
N ✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✐♥t❡❣❡r✲✈❛❧✉❡❞ ✈❡❝t♦rs u✱ v✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐❢

u ✐s ✐♥t❡❣❡r✲✈❛❧✉❡❞✱ t❤❡♥ J ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❢✲❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛✿

J(u) = min

{

n
∑

l=1

J(θl) : n ≥ 0, θl ∈ {0, 1}N ,

n
∑

l=1

θl = u

}

. ✭✷✸✮

■♥❞❡❡❞✱ ❞❡♥♦t❡ ❜② H(u) t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✷✸✳ ❙✐♥❝❡

J(u) =

∫ ∞

0

J(χ{u>z}) dz =

n
∑

l=1

J(χ{u≥l}) ,

✇❤❡r❡ n = maxi ui✱ ✇❡ ❤❛✈❡ H(u) ≤ J(u)✳ ❚❤❡ r❡✈❡rs❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇✐❧❧ ❤♦❧❞ ✐❢ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ ✭✷✸✮ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ♣r❡❝✐s❡❧② ❢♦r n = maxi ui ❛♥❞ θl = χ{u≥l} ✭❛♥❞✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛♥②
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡✮✱ ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✐❢ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r ❛ ♠♦♥♦t♦♥❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
❜✐♥❛r② ✈❡❝t♦rs θl✳

❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜♠♦❞✉❧❛r✐t② ♦❢ J ✳ ■❢ J ✐s str✐❝t❧② s✉❜♠♦❞✉❧❛r ✭t❤❛t ✐s✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
✐♥ ✭✶✵✮ ✐s str✐❝t ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♥♦t ♦r❞❡r❡❞✮✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s✿ ✐♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
✐♥ ✭✷✸✮ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r (θl)n

l=1 ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ l, l′ s✉❝❤ t❤❛t θl 6≤ θl′ ♥♦r θl 6≥ θl′ ✱ t❤❡♥✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ θl

✶✼



✇✐t❤ θl ∧ θl′ ❛♥❞ θl′ ✇✐t❤ θl ∨ θl′ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ✇❡ str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❛
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r θl = χ{u≥l}✱ l = 1, . . . , n = maxi ui✳

■❢ J ✐s ♥♦t str✐❝t❧② s✉❜♠♦❞✉❧❛r✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ str✐❝t❧② s✉❜♠♦❞✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ Ĵ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

Ĵ(θ) = g(
∑N

i=1 θi)✱ ✇❤❡r❡ g ✐s ❛ str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ g(0) = g(N) = 0✮✱ ❛♥❞ ❢♦r ε > 0

s♠❛❧❧ ✇❡ ❧❡t Jε = J + εĴ ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ✭✷✸✮ ❢♦r Jε ✇✐❧❧ ❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞ ❢♦r θl = χ{u≥l}✱
l = 1, . . . , n = maxi ui✳ P❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ✇❡ st✐❧❧ ❣❡t t❤❛t H(u) = J(u) s♦ t❤❛t ✭✷✸✮ ✐s tr✉❡✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ s❤♦✇ ✭✷✷✮ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❛✐r ♦❢ ✈❡❝t♦rs u, v✳ ❲❡ ♠❛② ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t
J(u) < +∞ ❛♥❞ J(v) < +∞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✭s✐♥❝❡ u ❛♥❞ v t❛❦❡ ❛t ♠♦st N ✈❛❧✉❡✮ ✇❡ ❤❛✈❡
J(χ{u>z}) < +∞ ❛♥❞ J(χ{v>z}) < +∞ ❢♦r ❛♥② z ∈ R✳ ▲❡t m < min{ui, vi, i = 1, . . . , N} ❛♥❞

M > max{ui, vi, i = 1, . . . , N}✳ ❲❡ ❤❛✈❡ u = m1 +
∫M

m
χ{u>z} dz ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r v✳ ◆♦✇✱

❢♦r ε > 0 s♠❛❧❧✱ ✇❡ ❧❡t

uε = m1 + ε
∑

k∈Z

m≤kε≤M

χ{u>kε} ❛♥❞ vε = m1 + ε
∑

k∈Z

m≤kε≤M

χ{v>kε} ,

❝❧❡❛r❧②✱ uε → u ❛♥❞ vε → v ❛s ε → 0✱ ❛♥❞ J(uε) → J(u)✱ J(vε) → J(v)✳ ◆♦✇✱ ❧❡tt✐♥❣ uε
# =

(uε −m1)/ε ❛♥❞ vε
# = (vε −m1)/ε✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✲✈❛❧✉❡❞ ✈❡❝t♦rs t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡

❝❛♥ ❛♣♣❧② ✭✷✷✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ✜♥❞

J(uε + vε) = εJ(uε
# + vε

#) ≤ ε(J(uε
#) + J(vε

#)) = J(uε) + J(vε).

❙✐♥❝❡ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ J(u)+J(v) ❛s ε → 0✱ ❛♥❞ J ✐s ❧✳s✳❝✳✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ✭✷✷✮✳ ❍❡♥❝❡
J ✐s ❝♦♥✈❡①✳

❘❡♠❛r❦ ❆✳✶✳ ❇② st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥✈❡① ❛♥❛❧②s✐s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✷✼✱ ✺✵❪✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

J(u) = sup
q∈K

q · u

✇❤❡r❡

K =

{

q ∈ R
N :

N
∑

i=1

qiθi ≤ J(θ), ∀ θ ∈ {0, 1}N

}

= ∂J(0) ,

t❤❡ s✉❜❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ J ❛t 0✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✐s st❛♥❞❛r❞ t❤❛t ❢♦r ❛♥② u✱ ∂J(u) = {q ∈ K : q · u = J(u)}
❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✾✮ ♦♥❡ s❤♦✇s ❡❛s✐❧② t❤❛t q ∈ ∂J(u) ⇒ q ∈ ∂J(χ{u>s}) ❢♦r ❛♥② s ∈ R ✭♣♦✐♥t ✹ ♦❢
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✮✳

❇ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜♠♦❞✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ ❣r❛♣❤s

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✹✵✱ ✹✶❪✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ✭♥❡❝❡ss❛r✐❧② s✉❜♠♦❞✉❧❛r✮ J(θ1, . . . , θN ) ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥
❛ ❣r❛♣❤ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts M ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦❞❡s i ∈ {N + 1, . . . , N + M} ❛♥❞ ✇❡✐❣❤ts αi,j ≥ 0✱ βi ∈ R

✭i, j ∈ {1, . . . , N + M}✮ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② θ ∈ {0, 1}N ✱

J(θ1, . . . , θN ) = min
(θN+1,...,θN+M )∈{0,1}M

N+M
∑

i,j=1

αi,j(θi − θj)
+ +

N+M
∑

i=1

βiθi . ✭✷✹✮

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✷✹✮ ✐s ❝❧❡❛r❧② r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡ ♦♥ ❛ ❣r❛♣❤✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ st❛♥✲
❞❛r❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✭✹✳✶✮✿ ❤❡♥❝❡ ✭✷✹✮ s❤♦✇s t❤❛t J ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ ❣r❛♣❤ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ M
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦❞❡s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ✐s r❡❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦♥❧② ✐❢ M r❡♠❛✐♥s s♠❛❧❧✱ ❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡
♦r❞❡r ♦❢ N ✳ ■♥ ❬✹✵✱ ✹✶❪✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ N ≤ 3 ✭❛♥❞✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❢♦r t♦t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s
t❤❛t ❛r❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s✮✱ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ M = 2 ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦❞❡s✳ ❙❡❡
❛❧s♦ ❬✷✾✱ ✾❪✳

◆♦t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❜✉✐❧❞ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ st✐❧❧ ❡♥t❡r t❤✐s ❝❛t❡❣♦r②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ ✭✶✷✮ ✐s ❛ s✉♠ ♦❢ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣❡✿

J0(θ1, · · · , θN ) = max{θi, i = 1, · · · , N} − min{θi, i = 1, · · · , N} .

✶✽



❙✉❝❤ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡✿ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❞❞ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦❞❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t✇♦
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s w ❛♥❞ w✱ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

J0(θ1, · · · , θN ) = min
w,w∈{0,1}

Ĵ0(θ1, · · · , θN , w, w)

✇❤❡r❡

Ĵ0(θ1, · · · , θN , w, w) = (w − w)+ +

N
∑

i=1

(

(θi − w)+ + (w − θi)
+
)

.

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ✐❢ θ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❝t♦r✱ t❤❡♥ t❛❦✐♥❣ w = w = θi ❣✐✈❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ 0✱ ✇❤✐❧❡ ✐❢ θ ✐s ♥♦t
❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ♠❛❦❡ ❜♦t❤ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ s✉♠ ❧❡ss t❤❛♥ 1 ✐s ❜② ❧❡tt✐♥❣ w = 1 ❛♥❞
w = 0✱ ❜✉t t❤❡♥ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s 1✳

❖t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❜✉✐❧t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐❢ g ✐s ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ g(0) = g(N) = 0✱
t❤❡♥

J1(θ1, . . . , θN ) = g(

N
∑

i=1

θi)

✐s ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡✳

❈ Pr♦♦❢s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✺

❲❡ ❣✐✈❡ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① s❤♦rt ♣r♦♦❢s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✺✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✜rst
r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❧❡♠♠❛ ✸✳✹✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳ ✱ ❲❡ ❤❛✈❡

λJ(θ) +
N
∑

i=1

θi(z − gi) ≤ λJ(θ ∧ θ′) +
N
∑

i=1

(θi ∧ θ′i)(z − gi) , ❛♥❞✿

λJ(θ′) +

N
∑

i=1

θ′i(z
′ − gi) ≤ λJ(θ ∨ θ′) +

N
∑

i=1

(θi ∨ θ′i)(z
′ − gi) .

❙✉♠♠✐♥❣ ❜♦t❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉❜♠♦❞✉❧❛r✐t② ♦❢ J ✱ ✇❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤

N
∑

i=1

θi(z − gi) + θ′i(z
′ − gi) ≤

N
∑

i=1

(θi ∧ θ′i)(z − gi) + (θi ∨ θ′i)(z
′ − gi) .

❚❤✐s ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ t❤❛♥

z

N
∑

i=1

θi − θi ∧ θ′i ≤ z′
N
∑

i=1

θi ∨ θ′i − θ′i ,

❜✉t s✐♥❝❡ θi − θi ∧ θ′i = θi ∨ θ′i − θ′i = (θi − θ′i)
+✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ✐❢ z > z′✱ (θi − θ′i)

+ = 0 ❢♦r ❛❧❧
i = 1, . . . , N ✱ t❤❛t ✐s✱ θ ≤ θ′✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣✳ ✸✳✸✳ ❲❡ ❡❛s✐❧② ❞❡r✐✈❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✿ ✐♥❞❡❡❞✱ ✐❢ θz s♦❧✈❡ ✭✶✺✮ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ z✱
❛♥❞ ✐❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡ u ∈ R

N ❜②
ui = sup{z : θz

i = 1}

t❤❡♥ ❝❧❡❛r❧② χ{u>z} ≤ θz ≤ χ{u≥z} ❢♦r ❛❧❧ z✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳ ❆❧s♦✱ m = minj gj ≤
ui ≤ maxj gj = M ❢♦r ❛❧❧ i ✭s✐♥❝❡ 1 ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✺✮ ✐❢ z ≤ m✱ ✇❤✐❧❡ 0 ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥

✶✾



✐❢ z ≥ M✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ v ∈ R
N ❛♥❞ m′ ≤ m ∧ (mini vi)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✭✉s✐♥❣ ✭✾✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♦❢

❡❛❝❤ θz✮

λJ(u) +
1

2
‖u − g‖2 =

∫ +∞

m′

λJ(θz) +

N
∑

i=1

θz
i (z − gi) dz +

N
∑

i=1

(m′ − gi)

2

2

≤

∫ +∞

m′

λJ(χ{v≥z}) +

N
∑

i=1

χ
{v≥z}
i (z − gi) dz +

N
∑

i=1

(m′ − gi)

2

2

= λJ(v) +
1

2
‖v − g‖2

✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ♦✉r ❝❧❛✐♠✳

❲❡ ❣✐✈❡ ♥♦✇ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐③❡❞ ❘❖❋ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❝t✉❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s
❡①❛❝t ✭✐♥ t❤❡ s✉♣ ♥♦r♠✮✱ ✉♣ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣✳ ✸✳✺✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❋♦r ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ v ✐♥ ✭✶✻✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

v = l0 +

n
∑

k=1

(lk − lk−1)θ
k = l0 + δ

n
∑

k=1

θk

✇❤❡r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ k ≥ 1✱ θk ✐s t❤❡ ❜✐♥❛r② ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❜② θk
i = 1 ✐✛ vi ≥ lk✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢❛❝t θk ≤ θk−1

❢♦r ❛♥② k ≥ 2✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✲❛r❡❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✾✮✱ ②✐❡❧❞ J(z) =
∑n

k=1 δ J(θk)✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

‖g − v‖2 =

N
∑

i=1

(gi − l0)
2 + 2δ

n
∑

k=1

N
∑

i=1

(

lk + lk−1

2
− gi

)

θk
i ,

❤❡♥❝❡✱ ✉♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✻✮ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s

min
θk

n
∑

k=1

(

λ J(θk) +
N
∑

i=1

(

lk + lk−1

2
− gi

)

θk
i

)

,

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐♥ ✐s t❛❦❡♥ ♦♥ ❛❧❧ ❜✐♥❛r② ✜❡❧❞s (θk)n
k=1✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t θk ≤ θk−1 ❢♦r

❛♥② k = 2, . . . , n✳ ❊❛❝❤ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ s✉♠ ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✺✮✱ ❢♦r z =
zk = (lk + lk−1)/2✳ ◆♦✇✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✹✱ ✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ k = 1, . . . , n✱ θk ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡♥✱ zk > zk−1 ②✐❡❧❞s θk ≤ θk−1✿ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❜♦✈❡ ✐s
✐♥ ❢❛❝t ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸ ❡❛❝❤ θk ✐s t❤❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ {u > zk} ❛♥❞ {u ≥ zk}✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺ ✐s tr✉❡✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❘✳ ❑✳ ❆❤✉❥❛✱ ❚✳ ▲✳ ▼❛❣♥❛♥t✐✱ ❛♥❞ ❏✳ ❇✳ ❖r❧✐♥✳ ◆❡t✇♦r❦ ✢♦✇s✳ Pr❡♥t✐❝❡ ❍❛❧❧ ■♥❝✳✱ ❊♥❣❧❡✇♦♦❞
❈❧✐✛s✱ ◆❏✱ ✶✾✾✸✳ ❚❤❡♦r②✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❬✷❪ ❲✳ ❑✳ ❆❧❧❛r❞✳ ❚♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✱ ■✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ t❤❡♦r②✳ ❙■❆▼
❏✳ ▼❛t❤✳ ❆♥❛❧✳✱ ✸✾✭✹✮✿✶✶✺✵✕✶✶✾✵✱ ✷✵✵✼✳

❬✸❪ ❋✳ ❆❧♠❣r❡♥✱ ❏✳ ❊✳ ❚❛②❧♦r✱ ❛♥❞ ▲✳✲❍✳ ❲❛♥❣✳ ❈✉r✈❛t✉r❡✲❞r✐✈❡♥ ✢♦✇s✿ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❙■❆▼ ❏✳ ❈♦♥tr♦❧ ❖♣t✐♠✳✱ ✸✶✭✷✮✿✸✽✼✕✹✸✽✱ ✶✾✾✸✳

❬✹❪ ❘✳ ❆❧♠❣r❡♥✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♥❞r✐t✐❝ s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❏✳
❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳✱ ✶✵✻✭✷✮✿✸✸✼✕✸✺✹✱ ✶✾✾✸✳

❬✺❪ ❋✳ ❆❧t❡r✱ ❱✳ ❈❛s❡❧❧❡s✱ ❛♥❞ ❆✳ ❈❤❛♠❜♦❧❧❡✳ ❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡① ❝❛❧✐❜r❛❜❧❡ s❡ts ✐♥ R
N ✳

▼❛t❤✳ ❆♥♥✳✱ ✸✸✷✭✷✮✿✸✷✾✕✸✻✻✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✺✳

✷✵
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