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Operateurs conjugues et proprietes de propagation

E.  Mourre

Centre  de Physique Theorique,  C.N.R.S.  Luminy, Case  907,  F-13288  Marseille  Cedex 9, France

Abstract.  We  use  an  algebraic  criteria  (based  on  local  positivity  of  a
commutator)  which  asserts  the  existence  of a  direction  of propagation  for  the
flow  e~

lHt
  associated  to  a  self-adjoint  operator  H.

This  criteria  is applied  to the Hamiltonian  of three body  quantum systems
interacting  through  long  range  two  body  potentials.  We  found  the  singular
spectral  support  of  the  Green  functions  or  equivalently  the  phase  space
support  of  the  propagation  in  the  one  channel  or  the  coulomb  interaction
cases.  Elementary  applications  to  asymptotic  completeness  of  general  three
body  systems  is  given  in [lib].

Introduction

Etant  donne  un  operateur  auto-adjoint  H,  nous  poursuivons  selon  la  methode
ennoncee dans [10] Γetude des proprietes de propagation du ίlot e~

im
 associe, au

moyen de la notion d'operateurs conjugues  et des techniques exposees dans  [8, 9].
H  etant un operateur  auto-adjoint sur  un espace de Hubert  jjf,  un operateur  A

est  dit  conjugue  de  H  au  voisinage  du  point  E  (voir  [8]) si  en particulier  il  existe
α > 0, δ > 0  telles que

P
H
(E, δ) i[H, A]  P

H
(E, δ) ̂  κP

H
(E, δ)

oύ  P
H
(E,  δ) designe le projecteur  spectral  de  H  sur  (E — δ, E + δ) et  [H, A]  la  forme

commutateur  de  H  et A:HA  —AH.  A  cette  inegalite,  les  techniques developpees
dans  [8]  et  [9]  permettent d'associer  trois  types  d'estimations  a priori: quels que
soient  \_a,b~\C(E  — δ,  E + δ)  et  v>^  il  existe  des  constantes  finies  c

0
, c

15
  c

2
  telles

que:

I)  sup  \\\A + iΓ(H-zΓ
l
\A  + i\-

v
\\£c

θ9
ReelZe[α,&]

I m Z Φ O

II)  sup  HP^H-zΓ^A  + iΓ^ll^Ci,
ReelZ6(α,fo]

±ImZ>0

III)  sup  UP+CH-zΓ
1
?*!!^.

ReelZe[α,Z?]
±ImZ>0
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Pj  designant  respectivement  les  projecteurs  spectraux  de  A  sur  les  intervalles
(-oo,0)et  (0, +00).

Le premier  type d'estimation  a priori permet de conclure a Γabsolue continuite
du  spectre  de  H  dans  (E — δ,  E + δ)\  c'est  une  version  des  estimations  a  priori
demontrees  par  Lavine  [7]  et  Agmon  [1]  dans  le  cas  des  operateurs  de
Schrodinger  des  systemes  a  deux  corps.  Les  deux  autres  types  d'estimations  a
priori, qui  se demontrent exactement de la meme faςon, sont cependant physique-
ment  plus  interessants  puisqu'ils  suggerent  et  prouvent  partiellement  Γexistence
d'une  direction  de  propagation  pour  revolution  e~

iHt
  agissant  sur  les  vecteurs

P
H
(£, δ) Ψ  lorsqu'ils  sont  decrits  dans  la  representation  L

2
(R  P

A
(dx)\

L'interet  de  la  notion  de  direction  de  propagation  en mecanique  quantique a
ete mis en evidence en 1978 par  Enss  [2]  qui demontra par  des methodes de phase
stationnaire  des  estimations  sur  revolution  libre e~

iHot
  legerement  plus  fines  que

celles  que  Γon  pourrait  deduire  ici  H
0
  = — A  sur  L

2
(R

n
  d

n
x).  Remarquons  que  la

notion  de  direction  de  propagation  associee  a  un  operateur  conjugue  A  unique
n'apporte  que  peu  d'informations  puisqu'elle  distingue  simplement  deux  sous-
espaces  orthogonaux  de Jf: P^Jf  et P^Jf.  Mais  en general, pour  un  operateur
auto-adjoint  H,  il  peut  exister  une  classe  stf

E
  d'operateurs  conjugues au  voisinage

d'une  energie  Eeσ
c
(H)\  chacun  de  ces  operateurs  apportant  alors  sa  propre

information  sur  la dynamique des etats e~
im

P
H
(E,  δ) Ψ lorsque ί tend vers plus ou

moins  Γinfini.

Dans  le  cas  des  operateurs  de  Schrodinger  des  systemes  a  plusieurs  corps
auxquels  on  s'interesse  ici  (mais  aussi  dans  celui  des  perturbations  compactes
d'operateurs  pseudo  differentiels  generaux, ou encore dans  le cas des perturbations
de type «probleme a N corρs» d'operateurs  pseudo  differentiels  a surface d'energie
convexe),  Γinteret  de  la  methode  provient  de  la  mise  en  evidence  d'une  classe
suffisemment  grande  d'operateurs  conjugues explicites.

De  plus,  grace  a  Γexistence d'une  connection  naturelle  entre  la  localisation
dans Γespace des phases  et la localisation dans  les parties positives  ou negatives  du
spectre  de  chaque  operateurs  conjugue,  on  pourra  preciser  les  proprietes
geometriques  de revolution  e~

lHt
  dans  Γespace des  phases.

Le  plan  suivi  est  le  suivant:
1)  operateurs  conjugues  et  estimations a  priori;
2)  classes  d'operateurs  conjugues  au  voisinage  des  energies  positives  pour  les

systemes  a  N  corps
3)  connection entre  la  localisation  dans  Γespace des  phases  et  la  localisation

dans  les parties  positives  ou  negatives  du  spectre  de  chaque  operateur  conjugue;
4)  support  spectral singulier des  functions  de Green et support de propagation

-  cas des systemes a trois  corps  en interactions coulombiennes et cas des systemes
a  une  seule  voie.

La  methode  suivie  pour  etudier  les  valeurs  aux  bords  de  la  resolvante  des
systemes  a  plusieurs  corps  est  nettement  differente  des  approches  usuellement
suivies  dans  de nombreux et tres  interessants travaux  [3-6,  14, 15], approches  qui
consistent  a  utiliser des equations de type  Faddeev  pour  etudier la  resolvante des
systemes  a  plusieurs  corps.

En particulier les types d'estimations que nous obtenons sont valables pour des
systemes  a  trois  corps  pouvant presenter des resonnances. De plus  les estimations
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distinguent  essentiellement  les  valeurs  aux  bords  obtenues  avec  une  partie
imaginaire  positive  de  celles  obtenues  avec  une  partie  imaginaire  negative.

Ceci suggerant que  dans  Γapproche traditionnelle il  semble interessant  d'obte-
nir  des  equations  agissant  dans  des  espaces  differents  selon  le  type de valeurs  aux
bords  que  Γon  considere.

I. Operateurs conjugues et estimations a priori

Notations

Soit  H  un  operateur  auto-adjoint sur  un  espace  de  Hubert  ffl.  On  notera  par  3?
n

Γespace  de  Hubert  construit  a  partir  de  la  representation  spectrale  de  H  avec  le
produit  scalaire:

(Φ\Ψ)
n
=K\λ\  +  l)

n
(Φ\P

H
(dλ)Ψ).

R

Pour  toute  function  PeL
co
(R)  on  notera  par  P

H
  Γoperateur associe  par  le  calcul

fonctionnel.
Les  symboles  P

x
(E,δ\  P%,  P%  representeront  les  projecteurs  spectraux

associes  a  un  operateur  auto-adjoint X  respectivement  sur  les  intervalles  (E — δ,

E + <5),(-oo,0),(0,+oo).

Operateurs  Conjugues

Definition.  Soit  H  un  operateur  auto-adjoint.  On  dira  que  A  est  un  operateur
conjugue  de  H  au  voisinage  d'un point EeR,  si  A  est  un  operateur  auto-adjoint
qui  verifie  les  conditions  suivantes:

a)  D(A)πD(H)  est  un  coeur  pour  H.
b)  Le groupe  e

+iA
*  laisse  D(H]  invariant et

VΨeD(H)  sup  \\He
+iAΛ

Ψ\\«x>;  (α
0
>0).

|α| <αo

c)  La  forme  commutateur  i[H,A]  definie  sur  D(A)nD(H)  est  inferieurement
bornee  et  fermable;  de  plus  Γoperateur  auto-adjoint  associe  i[H,A]°  a  un
domaine  contenant D(H).

d)  La  forme  definie  sur  D(A)r\D(H)  par  [^4
5
[A,H]°]  est  bornee  comme

operateur  de 3?
+2

  dans  JC_
2
.

e)  II existe des  nombres  strictement positifs  α et  δ  et  un  operateur  compact  K
sur  34f  tel  que

P
H
(E, δ) i[H, ̂ l]

0
 P

H
(E, δ) ̂  aP

H
(E, δ) + P

H
(E, δ) KP

H
(E,  δ).

La definition  donnee pour que A  soit conjugue de H  au voisinage d'un point £,
n'est  pas  la  plus  generale  qui  puisse  entrainer  des  proprietes  de propagation.  En
particulier,  on  peut  affaiblir  la  condition c); voir  [12].

«Estimations  a  priori»
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Theoreme I.I  [8].  Si H  admet  un  operateur  A  satisfaisant  les  relations  α, b, c  et  e,
alors  le  spectre  ponctuel  de  H  est  dίscret  au  voisinage  de  Γenergie  E.

Theoreme 1.2  (Estimations  a  priori).  Supposons  qu'un  operateur  auto-adjoint  H
admette  un  operateur  conjugue  dans  Γintervalle  (E — δ,  E + δ\  alors  pour  tout
intervalle  ferme  [α,b]  C(E  — δ, E + δ)/σ

p
(H}  il existe  des  constantes  finies  c

19
  c

2
, c

3

telles  que :

I)  sup  I
ReelZe[α,b]

I m Z Φ O

II)  sup  I
ReelZe[α,Z>]

±ImZ>0

πi)  sup  \\f
1
(A)(H-zr

1
f

2
(A)\\^c

3
\\f

l
\\

22
  \\f

2
\\

22
.

ReelZe[α,6]
I m Z Φ O

Pour  toutes  fonctions  /
15

 /
2
  :#—»(CeL

2
'
2
(K) oύ

\ \
2

2 t 2
= ί d s \ f ( s ) \

2
+ S d s

R  R

d 2

La  troisieme  estimation  a  priori  est  une  generalisation  de  la  premiere,
principalement  dans  la  mesure  oύ  les  fonctions  f

l
  et  /

2
  peuvent  admettre  des

supports  arbitrairement  eloignes;  ce  type  d'estimations,  important  dans  les
premieres  approches  du  Probleme  a  trois  corps,  necessite  Γintroduction  des
projecteurs  P^ associes  a  certains  operateurs  verifiant  i[H, ^4]>0.

Corollaire 1.3 (Proprietes de propagations).  Si A  est  un operateur  conjugue  de H sur
\_E — δ,  E +  δ~\  alors  pour  toute  fonction  P(a, b)  suffϊsemment  reguliere  de  support
\_a,  b~\  inclu  dans  (E — δ,  E + δ}/σ

p
(H\  il  existe  des  constantes  finies  c

l
  et  c

2
  telles

que:

Π)  ± "f  \\P +  e-
ίHt

P
H
(a,b)Ψ\\

2
dt^c

2
\\\A\

2v
Ψ\\

2
;v>v

0
>±.

o

Theoreme 1.4.  Si A  est  un operateur  conjugue  de H sur  (E — δ,E + δ), et  si en outre  la
forme  [A, [A,/Γ|

0
]  est  assocίee  a  un operateur  D

(
%\H\  H  borne  qui  est  tel  que  la

forme  [A,D
(
%\H)~\  definie  sur  D(A)nD(H)  soit  bornee  de Jtf

+2
  dans  Jf_

2
,  alors  quel

que  soit  [a, b]  C (E — δ, E 4- δ)/σ
p
(H\  il  existe  c

4
  tel  que :

sup  \\P^(H  — Z)~
1
P^|| ^c

4
.

ReelZe[α,b]
±ImZ>0

Nous  donnons  cette  derniere  estimation  a  priori  parce  qu'elle  precise  bien  la
notion  de  direction  de propagation  associe a  Γoperateur  conjugue A

9
  bien qu'elle

soit  inutile pour  demontrer  la  simple  completude asymptotique dans  le  Probleme
a  trois  corps  elle est utilisable pour  demontrer  d'autres  families  d'estimations  sur
les  fonctions  de  Green  (voir  [lla, chapitre 6]).
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Demonstration du Theoreme  1.2.  La premiere relation est demontree dans  [8]  pour
le  cas v ^ l  et dans  [12]  pour  le  cas v>|.

Nous  allons  demontrer  la  relation II).
Par  compacite de  Γintervalle  [α, b~]  C (E — δ, E + δ)/σ

p
(H),  il  suffit  de  demontrer

que  VE'ε[0, fo] il  existe  un  voisinage  (E  — δ', E  + δ
f
)  sur  lequel  les  estimations  a

priori  sont  valables.  Tout  d'abord,  il  est  clair  qu'il  existe  un  voisinage  A  de  E'  et
une  fonction  reguliere  P(Δ)(λ)  valant  1 sur  ce voisinage  tel  que:

B*B = P
H
(A)iίH

9
A-]°P

H
(Δ)^P

2

H
(Δ).  (LI)

Proposition I.I.  L'operateur  ferme  H — Z — iεB*B  admet  un  inverse  G
z
(ε) borne  sur

ffl  si  ImZ  et  ε sont  de  meme  signe,  ImZφO,  υeriβant

\\G
z
(ε)\\ ^ -  V I m Z et ε de meme  signe,  et ReelZe \E'-δ', E' + δ'~\gΔ.

ε

(Voir  [8, proposition  II.5].)

Definition.  Soit  F
z
(ε)  la  fonction  de  ε a  valeur  operatorielle,  suivante:

F
z
(ε)  = P- e

Aε
G

z
(s)  \A + i\~

 v
  v > v

0
 > 1 ,

F
z
(ε)  est  bien  defini  pour  ImZ  et ε>0 et  ReelZe(£'-δ', E' + δ') et  verifie  \\F

z
(ε)\\

g£.
ε
De  plus  F

z
(ε)  est  bien  differentiable  en  ε

F
z
(ε) = P- e

A£
  AG

z
(ε)  +  G

z
(ε)  \A + i\-\  (1.2)

Par  construction, nous  avons :

^ G
z
(ε) = -  G

z
(ε) P

H
(Δ)  [H, A]°  P

H
(Δ)  G

z
(ε) .  (1.3)

Dans  la  relation  (1.2),  la  derivee  de  G
z
(ε)  est  evaluee  au  sens  des  valeurs

moyennes  sur  le domaine  de A;  dans  [8, Appendice II], nous  avons  vu  que G
z
(ε)

envoie  D(A)  dans  D(A)πD(H)  et  done  P
H
\_H, A~]°P

H
  peut  etre  evalue  au  sens  des

formes  sur  D(A)nD(H)  sans  dommage

H
9
A]°P

H
  (1.4)

done,  au  sens  des  valeurs  moyennes  sur  D(A)  x D(A\  nous  avons:

—- G
z
(ε) = -  [A, G

z
(ε)] -  G

z
(ε) ie[5*J3, /I] G

z
(ε)

+ G
z
(ε) {P'

H
\H,  A]°  + P

H
[H

9
  A~]

Q
P

!

H
]  G

z
(ε).  (1.5)

Cette  derniere  formule  exprime  clairement  que  la  partie  la  plus  singuliere  de

— G
z
(ε)  est  contenue  dans  — \_A, G

z
(ε)],  ce  qui  impliquera  que  le  contrόle  des
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valeurs  aux  bords  de  G
z
(ε) va  pouvoir  etre  obtenu en contrόlant Γoperateur (non

borne) A.  [Intuitivement,  la  famille  d'automorphisme  e
 + iAa

(  )e~
ίAa

  joue  un  role
similaire  a  celui  d'une  translation dans  le  spectre  de  H,  au  voisinage  de  Γenergie
Eeσ

e
(H).]_

En  utilisant les  equations  (1.2) et  (1.5),  nous  obtenons:

+ p-e
A
«G

z
(ε)(-iε)[_B*B,A]G

z
(ε)\i  +A\~\  (1.6)

En remarquant que  G
z
(ε) P'

H
(Δ),  (P'

H
(Δ)  = 1 — P

H
(Δ))  est  un  operateur  borne et  que

pour  tout (5
0
>0,  3c(<S

0
), δ'

Q
>0  tels  que

°,  (1.7)

il est clair que  tous les termes intervenant dans  (1.6) sont trivialement integrables, a
Γexception  du  terme  qu'il  nous  reste  a  etudier:

Pour  cela,  il  suffit  de montrer  que  Γoperateur  P
H
[H,A]°P'

H
G

z
(s)\i  + A\~

v
  est non

seulement  un operateur  borne  de J^ dans  J^  mais  aussi de 3f  dans D(|̂ |
ό
°) pour

une  certaine valeur δ
Q
>0. En  effet

P'
H
G

z
(ε)\i  + A\~

v
 = P^G

Z
(0) [14-iεB*BG

z
(&)]  \i + A\~

v

g
si  nous  utilisons  le  fait  (voir  [8])  que  ||G

z
(ε)|i + ,4|~

v
||  rg —^  valable  pour  une

1/e
valeur  v >  .̂

L'integralite  de  (1.8) se  reduit  a  montrer  qu'il  existe (5
0
>0  tel  que

(1.9)

Pour cela, nous pourrons utiliser la premiere partie de la proposition suivante (que
Γon  peut  verifier facilement).

Proposition 1.2.  Soit  A  un  operateur  auto-adjoint  et  C  un  operateur  borne.  Si  la
forme  [C,,4]  definie  sur  D(A)  s'etend  en  un  operateur  borne  de  ffl  dans  Jf,  alors
pour  tout  0 ̂  δ < 1 :

Verifions  que  le commutateur
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evalue  au  sens  des  formes  sur  D(A)  definit  un  operateur  borne  sur  ffl  . D'apres  les
formules  de derivation d'un produit et Γhypo these d) faite  sur  [A, [H, >1]°], il  suffit
de  verifier  que  les  commutateurs  de  A  avec  P

H
(Δ]  et  P'

H
(Δ)(H  — Z)"

1
  definissent

des  operateurs  bornes : Dans  [8, relation (Π.9)]  nous  avons  montre  la  relation

\\ίA,g(H)  ]Ψ\\^C\\(H  + i)Ψ\\  \tg(t)\dt

oύ  g(t)  designe  la  transformee  de  Fourier  de  g ;  puisque  nous  pouvons  ecrire:

[_P
H
,A\ =  \g

l
(H) - :,A\, oύ  g

1
  est une  fonction  dont la transformee de Fourier

Ή  + i'
decroίt  rapidement,  [P

H
, A]  definit  bien  un  operateur  borne.  De  meme  nous

avons:

H
H-Z

1
  =P' '

  1 ί  +  Z

i  (H + i)
2
  '"  (H + i)| J V o + l

+g
N
°(H)

1

H + i'

oύ  g
N
°  a  une  transformee  de  Fourier  suffisemment  decroissante  ainsi

definit  bien  un  operateur  borne  si

ReelZe[£'-δ'
9
E'

Puisque  par  exemple

H + i

Ceci  finit  de  demontrer  la  deuxieme  estimation  a  priori  du  theoreme 1.2.  Soit  /•
(i = 1 ou  2), deux  fonctions  dans  Γespace  de  Sobolev  L\(K)

ds
j
*

2  Λ I J 2

ds\  .

Alours  pour  tout  intervalle  de  longueur  1  [n,  w + 1),  nous  avons  si  f
n

+
  et  /„

designent  le  sup et Γinf de  |/|  sur  [n, n+l]

f
+
-r< fJn  Jn  =  J

f
2
(s)ds

fn
+
^\  ί  .

I  n

^ sup

£  ί

1 / 2  f n + 1

+  ί f

2  - j l / 2

ds\  ,

-rds

1/2



286  E.  Mourre

et  done

•ll/l  II 2 , 2 -  H/2  II 2 , 2 -

Pour  demontrer  la troisieme estimation a priori, il suffit  done de verifier  qu'il existe
c

3
  telle  que :

sup  \\
ReelZe[α, b]

I m Z Φ O

d'apres  les  estimations  a  priori  I  nous  avons

[α,fo] ImZφO.

On  prend,  pour  chaque  valeur  n,  pour  operateur  conjugue  A — n\c  etant  in-
dependant de n.

De  plus,  si  ImZ  est  par  exemple  positif :

+  X
A
(n,n+l)P

A
_

m
(H-Z*Γ

ί
(Z-Z*)

.  (1.10)

Les  deux  premiers  operateurs  sont  bornes  par  c
2
  d'apres  la  deuxieme

estimation  a  priori  du  theoreme 1.2  appliquee  avec  pour  operateur  conjugue
A — m. Le  troisieme  operateur  a  une  norme  majoree  par

ce qui  est  majore  uniformement  en  n, m  et  ReelZe[α,  fe].
Demontrons  maintenant  le  theoreme  1.4:  Soit

F
z
(ε)  = p-e

Λc
G

z
(ε)e-

Aε
P+.  (1.11)

D'apres  la  relation  (1.5),  nous  avons:

( -  iβ)

(1-12)

£

Puisque  ||G
z
(ε)||<-,  ||f/P^G

z
(ε)|| ^c  quel  que  soit  ImZ  et  ε  de  meme  signe  et

c

ReelZe[£' — (5', £' + 5'] ^ zl,  nous  avons  tout  d'abord:

^
C
-  Vεe]0,l].
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Si, au  lieu  de  considerer  F
z
(ε)  sur  ]0, 1], on  avait  considere

F
z
(ε')  = e~

Aε
F

z
(ε')e

Aε
  sur  ε'e[ε,l],

£
la  derivee  par  rapport  a  ε'  aurait  aussi  ete  bornee  par  — . De  sorte  que:

||P; G
z
(ε)P; || = \\F

z
(ε)\\  £ c{|logε| + 1} .  (1.13)

Ainsi  Γintegrabilite  du  premier  terme  intervenant  dans  (1.12)  est  assuree  si  Γon

verifie  Γintegrabilite sur  [0,1] de:

p-e
Aε

G
z
(ε)p-εlB*B,A^P+G

z
(ε)e-

Aε
P+  .  (1.14)

La forme [5*5, A]  est bien associee a un operateur  borne  il est facile de verifier de
plus  que  [,4, [5*5, ,4]]  definit  un  operateur  borne  grace  a  Γhypothese  du
theoreme 1.4  faite  sur  \_A,D

(
*\H)~].

D'apres la proposition  1.2 Ul
µ
P^ [5*5,  A] P^  est un operateur  borne sur ffl , ce

qui  implique  Γintegrabilite de  (1.14).
II  nous  reste  done  a  verifier  de  la  meme  maniere  Γintegrabilite  de :

p-G
z
(e)P

H
[_H,A-]

0
P'

H
G

z
(ε)P

+

A
.

Le  fait  que  nous  devons  utiliser est  que  P
H
[_H,  A]°  P'

H
G

z
(ε)P*  est  non  seulement

borne  mais  de  la  forme :

avec

et 5
2
(ε) uniformement  bornes  en εe[0, 1]  en  effet

le  terme  en P^G
z
(ε)P^  donne  la  contribution  en  εlogε;  il  suffit  done  de  verifier

que

ce  qui  est  vrai  d'apres  la  proposition  1.2,  et  le  contrόle  des  commutateurs  que
nous  avons  deja  rencontres.

II. Operateurs conjugues dans le cas des operateurs

de Schrodinger des systemes a  N corps

Soit  un  systeme  de  N  particules  quantiques  discernables.  Apres  reduction  du
centre de masse  du  systeme, Γespace de Hubert  admet  une representation  du  type

(voir[13]):
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Les  variables  x
f
 — x  representant  la  difference  des  coordonnees  initiales  des

particules  ί  et  j  s'expriment  comme  combinaisons  lineaires  des  w
f
;

ίe{l, ...,n(N—  1)}, et ΓHamiltonien  H  du  systeme  a  la  forme  suivante:

H(N-l)

H
o=  Σ

  k
fβi

  avec
  βi > ° q

uel
 <l

ue soit
  *  »

i= 1

Chaque  potentiel  v
ij
(x

i
  — x

7
 )  est  defini  par  une  fonction  v

ij
:R

n
-^R;  soit

J(x  P+ F  x) le generateur  des dilatations sur L
2
(R

n
;d

n
x);  nous  supposerons  que

chaque  fonction v
tj
(x)  verifie  les  conditions  suivantes:

i)  v^x)  definit  un  operateur  — A  compact  sur  L
2
(R

n
\

ii)  la  forme  [x  V + V  x,  v^ = 2x  - Fi .^x)  est  associee  a  un  operateur  — A
compact  sur  L

2
(R

n
\

iii)  la  forme  [x  F+ F  x, 2x  Fi ̂ x)] est bornee  de D(-Λ) dans  D*(-J).

Proposition II. 1.  Soiί  ae.R"
(]V

~
1)

;  ίes  operateurs  suivants

(n(N-l)
.  1  J  V

1
  (Γ,

I  ί = l

satίsfont  les  conditions  a)-d) Je  /α  definition  des  operateurs  conjugues  de  H.

En  effet,  chaque  operateur  A
a
  est essentiellement auto-adjoint sur y, Γensem-

ble des fonctions indefiniment  differentiables  a decroissance rapide qui est aussi un

coeur pour H = H
0
 + £  ι;

ί<7
. puisque F= ^ ̂

0
- est un operateur petit par rapport a

H
O
.  «j
Le  groupe  e

+l
^

αθ
,  dont  Faction  sur  H

0
  est  explicite  e

+lAaθ
H

0
  =  H

0
(θ)e

+lAaθ

laisse le domaine  de H
0
  invariant et done celui de H. De plus, ̂  est invariant par

le groupe e
+iAaθ

 et d'apres la proposition III de [8]  pour  evaluer la forme i[H,  A
a
~]

sur  D(H}c^D(A]  il  suffit  de  Fevaluer  sur  £f.  En  particulier:

Puisque

0
  est le generateur  des dilatations sur L

2
(R

n(N  1}
); par consequent
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est  un  operateur  H
0
  petit  et  la  forme  i[H,  A^\  est  associee  a  Γoperateur

n(N-l)

i[H,4,]
0
 =  £  βMki + aj + iWAo]

i= 1

dont  le domaine coincide avec  D(H)  = D(H
0
).  La  condition c) est done satisfaite  la

condition  d) est  alors  assuree par  la  condition iii) imposee  a  chaque  potentiel  v
tj
.

Theoreme II.2.  Soit  H  ΓHamiltonien  d'un  systeme  a  N  corps  dont  les  potentiels

d'inter actions v
tj
  satisfont  les  conditions  i), ii) et  iii)  supposons  de plus  qu'aucun  des

sous  systemes  ne presente  d'etats  lies  alors  les  operateurs

sont  des  operateurs  conjugues  de  H  sur  un  voisinage  de  Γenergie  EεR
 +

  si  \a\
2

Demonstration.  D'apres  la  relation (II.2)

i[fl, AJ  = \ Σ β
t
(kf  -  af  + (k

t
 + af)  + i\V, A

0
 \

Pour  les  systemes  a  N  corps,  —%V+i[V,A^\  est  une  petite  perturbation  de
Γidentite  en  particulier  il  est  facile  de  montrer  pour  les  systemes  presentant  un
seul  canal  que  pour  tout  δ

0
>0,  il  existe  <5

t
  et  un  operateur  compact  K  sur

avec

llθ(^
0
)ll^τ

  {IL4)
o

Done  quel  que soit δ
0
 >0, il existe δ

1
 < —  et un operateur  compact  K  tel que

pour  tout aeR
n(N

~
1}

  verifiant  Σβί
a
f  = E~ <V  Nous  donnerons la demonstration

i

complete  et  les  applications  de  Γexistence  de  cette  classe  ^
E

 = {A
a
\\a\

2
  <E}

d'operateurs  conjugues  de  H  au  voisinage  de  Γenergie  E  dans  le  cas  JV = 3  au
chapitre IV.

La  validite  du  theoreme II.2  ne se  restreint  certainement  pas  au  systeme  a N

corps  dont les sous systemes ne presentent pas  d'etats lies, par  exemple nous avons
le  theoreme  suivant valable  pour  les  interactions coulombiennes.
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Theoreme II.3 (Interactions coulombiennes).  Si H = H
0
  + £ v

tj
  est  ΓHamiltonίen

i<j

d'un  systeme  a  N  corps  agissant  sur  L
2
(R*

(N
~

1}
)  avec  des  potentίels  a  deux  corps

Vijfci-x^CijlXi-XjΓ
1
,  c

0
 eR,  dors  j/

E
  = {A

a
\\a\

2
  <E}  est  une  famille

d'operateurs  conjugues  de  H  au  voisinage  de  Γenergie  E.

Demonstration.  Dans  le  cas  des  interactions coulombiennes nous  avons

= 0.

III. Relation entre la localisation dans Γespace des phases

et la localisation dans les spectres positifs ou negatifs

des operateurs A
a
= ^x

ί
(k

i
 +

Soit  2te = L
2
(R

m
;d

m
x).  Soit x

0
  et  k

Q9
  deux  points  de R

m
.  Definissons  J(x;x

0
) un

operateur  localisant  dans  un  cone  contenant  la  direction  x
0
,  par  Γoperateur

multiplication  par  un  fonction  reguliere  de xεR
m

  telle que

S  . > - ;
x  \Xf)\ 2

0  si
X  X ol

Soit X(k;k
0
)  une  fonction  reguliere de keR

m
  telle que

(  1  si  | fc-fcJ<-rΊ

(111.2)
0  si  | f c - f c | > < 5 | f c | .

On  notera  par  le meme  symbole Γoperateur

d
X(fc;k

0
)  oύ  k=\-i

qui  agit  en  transformee de  Fourier  comme  fonction  multiplication:

&(X(k  fc
0
)  Ψ)  (k)=X(k  fe

0
)  ^(Ψ)  (k).

Theoreme III. 1.  Soit  A  Γoperateur  essentiellement  auto-adjoint  sur  £f  defini  par

m

i= 1

si
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et  si

Alors  J ( x ; x
0
) X ( k ; k

0
)  est  un  operateur  qui  localise  essentiellement  dans  la  partίe

negative  de  ΐ operateur  A  dans  le  sens  suiυant:

J(x  x
0
) X(k fc

0
) Pi \A\

n
 e B(L

2
(R

m
))  Vn > 0 .

Demonstration.  Soit C = J(x  x
0
) X(k  fc

0
) et C = J(x  x

0
) X(/c fc

0
) oύ J(x  x

0
) localise

sur  un  voisinage  conique  de x
0
  legerement  plus  grans  que  le  support  de  J ;  de

meme X(k  fe
0
)  localise sur  un voisinage de fe

0
 legerement plus grand  que le support

de X.  Nous  avons :
J  J = J, X-X=X.  On  peut  supposer  sans  restriction que  J  et X  satisfont  une

relation analogue a celle supposee pour  J  et X  dans  Γhypothese du theoreme III.l.
De plus, nous  avons:

CC = J(x  x
0
) X(k  fc

0
)  J(x  x

0
) X(fc  fe

0
)

= C + J(x x
0
) [X(fc fc

0
), J(x x

0
)] X(fc fe

0
)

II est  clair que  Γoperateur  J(x  x
0
)X(fc  fe

0
)  (1 — J(x  x

0
)) |x|" est  un  operateur  borne

sur  L
2
(R

m
)  pour  chaque  valeur  n>0.  Nous  avons  done:

l-r Λ

oύ 0^  I- -  designe un operateur  tel que O
m

 (- -  \A\
n
eB(^)  pour  toute valeur

Proposition III.2.  A = CA-\-(l  — C)A  oύ  CA  et  (1 — C)A  sont  des  operateur  essen-
tiellement  deβnis  sur  ,̂  cest-ά-dire,  leur  parties  symetrίques  sont  essentiellement
auto-adjointes  sur  £f  et  leurs parties antisymetriques  bornees. De plus ReelC4 est  un
operateur  superieurement  borne  et  (CA  — Z)'

1
  est  analytique  dans  la  region

ReelZ>M
0
  pour  une valeur  M

0
  finie  et

IKCX-ZTl^jlr  ReelZ>M
0
.

1^1

Demonstration.  CA = J(x;x
0
)X(k;k

0
)A.  Soit  N = x

2
 + k

2
 + l,  la  forme  CA  est

definie  sur  D(N
1/2

\  la  forme  [CM, ΛΓ]  definit  aussi  un  operateur  borne  de  D(N
1/2

)
dans  D(N~

112
).  II  en  est  de  meme  pour  A = x  k + k  x  et  pour  IN, A]  et  done

d'apres  le  theoreme  du  commutateur  de  Nelson  [13,  tome II,  chapitre X]  les
operateurs  A,  CA  et  (1 — C)A  sont  essentiellement  definis  sur  £f,  ainsi  que  leurs
parties  symetriques

CA  = J  X(x  k + k  x)

= JX
1/2

(x  k + k  x)X
1/2

  + B
1

= J
1/2

X
1/2

(x  k + k  x)X
1/2

J
1/2

  + B
2
  ,  (III.4)
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oύ  B
1
  et B

2
  sont  des  operateurs  bornes  sur  Jjf,  et  en  particulier  en  ecrivant

oύ  |x|  est  une  fonction  ^1  reguliere  de  x  telle  que  |x| = |x|  si  |x|>2,  et  B
3
  un

operateur  borne.  II  est  facile  de  verifier  que  J
1/2

X
1/2

(x  k + k  x)X
1/2

J
1/2

  est  un
operateur  superieurement  borne,  ce qui  demontre  la  proposition  III.2.

On  peut  alors  calculer  CP(A>M
0
  + 1)  de  la  facon  suivante:

l)
9
  (1115)

oύ  y  est  un  contour  convenablement  choisi  entourant  le  demi  axe

[M
0
 + i,α>).

Par  analycite,  nous  avons :

1
\P(A>M

0
  +  ί)

A.

(ιιι 6)

Le  dernier  terme  de  (III. 6) contribue  par  un  operateur  de  la  forme

D'autre  part

definit  non  seulement  un  operateur  borne  mais  un  operateur  de  la  forme :

oύ  C
1
  est un  operateur  de localisation  C

1
 =J

1
(xix

0
)X

1
(k;k

0
)  tel  que

J
1
J  = J

1
'

9
  X

1
X=X

1
,

et  done

•(A>M
0
  +  ί),



Operateurs  conjugues  et proprietes de  propagation  293

et  par  iteration  du  procede, nous  obtenons :

A-Z
P(A>M

Q

Si  1'on  evalue  CP(A>M
0
  + l)A

n
~

2
  en  developpant  A

n
~

2
  = (A-Z  + Z)

n
~

2
,  Γon

trouve en  utilisant Γanalycite a Γinterieur de 7 de  — -

qui  est  bien  un  operateur  borne.

Remarques.  Le  theoreme IΠ.l  s'etend  aux  operateurs  A
a
 = x(k + a) + (k + a)x  de

fagon  evidente  en  utilisant la  transformation unitaire qui  commute  avec  x  et  qui
translate  les  moments.  Mais  plus  generalement,  on  voit  que  la  demonstration

devrait  se generaliser  aux  operateurs  de la  forme  £ ̂ ^(fc) = A
g
  lorsque  (g^k)^  est

ί
un  champ  de vecteurs  a  support  compact  dans  R

m
.

L'interet  des  operateurs  ]Γ x^^k)  se  manifeste  dans  Γetude  des  perturbations

compactes  d'operateurs pseudo  differentiels  h = h
0
(k)  + v(x)  pour  lesquels Γon peut

alors  associer  un  operateur  conjugue  au  voisinage  de £, A
g
  a  chaque  champ  de

vecteur  «sortant»  pour  la  surface  d'energie  ^ ={k\h
Q
(k)  = E}.  Ceci  permettrait

E

done de definir  le support singulier des fonctions  de Green ou de fagon  equivalente
les  proprietes  de propagation  de e~

lht
.

IV. Application a la determination du support spectral singulier des fonctions de
Green et des proprietes de propagation dans le cas des systemes a trois corps (cas
des systemes a une seule voie ou des systemes en interaction coulombienne)

Nous  prendrons  pour  etudier  revolution  des  systemes  a  trois  corps  les notations
suivantes:  soit  α = (ij),  un  couple  de  particules  {ίj,k}  de  masse  m

i
  et  de

coordonnees  x . On  designera  les  coordonnees  du  systeme  de  Jaccobi  associe  au
couple  α par:
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x  designera  le couple (x^y^eR
2
";  \x\ = (x

2
  + y

2
y

/2
.  Apres  reduction  du  centre de

masse, Γespace de Hubert J^ du systeme peut etre represente par L
2
(R

2n
  d

n
x

a
  d

n
y

y
)

et  ΓHamiltonien  par :

Nous  noterons  encore:

2
k

2

h
x
=^+v

x
(x

x
),  agissantsur  L

2
(R"  ίfx

α
) .

^^α

Pour  tout  couple  (α
α
, b

a
)eR

2n
  x K

2
"  soit

Λ
α
, b

x
=4  (x

Λ
(k

Λ
  + *«) + V

Λ
(P* +

 fo
α) + symetrique} .  (IV.2)

Nous  supposerons  que  les  potentiels  V
Λ
  satisfont  les  hypotheses  i),  ii)  et  iii)  du

paragraphe  II.

Theoreme I V.I.  Supposons  que  les  hamίltonίens  h
a
  de  chaque  sous  systeme  ne

present ent  pas  de valeur  propres.  Alors:
1)  le  spectre  ponctuel  de  H  ne peut  s'accumuler  qu'en  0;
2)  soit  [0,fe],  un  intervalle  compact  inclus  dans  R

+
/σ

p
(H).

Pour  toute  valeur  (3
0
,  ίl  existe δ

ί
>ΰ  tel  que

P
H
(E, δj  i[H, A

au  b
 ] P

H
(£, δ^  ^P

H
(E,  δj

o

quel  que  soit  Ee[α
?
b]  et  quels  que  soient  (a^b^  verifiant

2m
a
  2

Demonstration.  D'apres  la  relation  (II.3), nous  avons:

Mais  z[F,^4
ααjb

J = /[F,^
0
],  ou  A

Q
  est  le  generateur  des  dilatations  sur

L
2
(R

2n
',d

n
x

a
d

n
y

a
)ι  pour  cette  raison  nous  avons:

avec  B
a
 = c

a
®ί

y<χ
  ou  les  operateurs  c

a
  sont  h

Λ
  compacts  sur  L

2
(R

n
;d

n
x

0
)l  si  — —

b
2
  *  δ

  α

+ ~- ^E — δ
0
  pour  tout δ

1
<—, nous  avons :
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D'autre  part,  nous  aliens  montrer  que  lorsque  δ^  tend  vers  zero,
llPufaδJBtPufaδJH  tend  vers  zero.

Ce  qui  demontrera  le  theoreme  I V.I.
Pour  tout  δ^O,  P

H
(E

9
δ

1
)  = P

H
(E

9
δ

ί
)P

H
(E

9
2δ

i
)

9
  oύ  Pfi^δjψ)  est  une

fonction  reguliere de λ  valant  1 sur  (E — δ
ί9

  E + δ^)  et 0 a  Γexterieur  de  Γintervalle

+  P
H
(E

9
δ

1
)P

H
JίE,δ

ί
)B

Λ9

P
H
^δ,)B

a
=  J  <Fp

a
P

  +
 PlCEΛK  (IV.5)

R
n  α

  2n
x

Puisque  c
a
 est un operateur h

a
 compact  la norme sur L

2
(dx

0
)  de la famille  d'opera-

teur  JP  Pi_(E
9
δ

1
)c

a
  tend  vers  zero  quand δ

l
  tend  vers  zero,  ceci  uniformement

hα+

en a

Et  done  Vε>0,  on  peut  trouver  δ± >0  tel  que

D'autre  part,  la  famille  (P
H
(E,δ

l
}  — P

H
(E,δ^}B

Λ
  est  une  famille  d'operateurs

compacts  sur  L
2
(R

2n
)  et  ceci  uniformement en  £e[α,b];  si  [α, b]πσ

p
(H) = 0  on

peut  encore  choisir  δ^  tel  que:

ce qui permet  de trouver δ
l
>0

9
 \δ

l
<—}  tel que:

P
H
(E

9
  δj  i\H

9
 A

aχί
J  P

H
(E

9
  δj ^ ̂ P

H
(E, δ

ε  etant  arbitraire,  ceci demontre  le  theoreme  IV. 1.

Support  spectral  singulίer  des  functions  de  Green  -  Description  dans  Γespace  des
phases du support  de propagation  pour  les  systemes  a trois  corps.  Soit S

+
  et S~

9
  les

sous  ensembles  de  Γespace des  phases  suivants

S
±
={(x

9
k)eR

2n
xR

2n
\x=±λrH

Q
(k)

  9
λ>l}.

Soit

I
Λ
  est  constitue  par  les  directions  qui  supportent  Γinteraction  V

Λ
.

Theoreme IV.2.  Supposons  que  ΓHamiltonien  H  du  systeme  a  trois  corps  admette

pour  chaque  valeur  EeR
+
  la  famille  £/

E
  suivante  d'operateurs  conjugues  au

voisinage  de  E :

£ + £
m~  2τι
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C'est  bίen  le  cas  pour  les  systemes  a  une  seule  vote  (theoreme  IV.i)  on  pour  les

systemes  generaux  ίnteragίssant  avec  des  potentiels  a  deux  corps  coulombiens
(theoreme  11.3).  Supposons  de plus  que  les  interactions  v

a
(x

a
)  decroissent  plus  vίte

que  |x
α
|~

v
  avec  v>^.

Soit  [α,fc] CR
+
/σ

p
(H)  et  soient  C

1?
 un cone  ferme  de R

2n
  et  C

2
, un compact  de

R
2n

,  tels  que:

C
l
xC

2
r^S

+
=0ι  C

1
n |U/

α
l=0.

Alors, pour  toute function  P(a, b) sufflsamment  reguliere  a support  inclus  dans  [α, b],

pour  toute function  J
:
(x; C

x
) J

2
(k,  C

2
) sufflsamment  reguliere  a supports  respective-

ment  inclus  dans  C
ί
  et  C

2
,  ίl  existe  une constante  finie  C

0
  telle  que:

a)  sup
ImZ>0
oo

b)  $dt\\J
1
(χ  ,C

1
)J

2
(k  ,C

2
)e-

ίHt
P

H
(a,b)Ψ\\

2
ίC

0
\\(l+\x\)

2v
Ψ\\

2
,(v>±).

0

Theoreme IV.3.  Supposons  que  ΓHamiltonien  H  du systeme  a  trois  corps  satisfasse
les memes hypotheses  que dans  le theoreme  IV.2.  Soit  [α,  b~\ CR

+
/σ

p
(H)  etε>0. Alors

pour  toutes  fonctions  sufflsamment  regulieres  P(a,b)(λ)  et  P(ε, oo)(λ)  a  supports

respect,  inclus  dans  [α, b]  et  [ε, oo],  ϊl  existe  C
0
  finie,  telle  que:

a)  sup  ||
I m Z Φ O
CO

b)  j r f ί [ | ( l
0

Remarque.  La  completude  assymptotique dans  le  spectre  positif de H  decoule  de
faςon  naturelle des  theoremes IV.2  et  IV.3  [lib].

Demonstration  du  theoreme  IV.2.  Soit

C, x C
2
nS

+
 =0  C^ί(Jl\  =0  [α,fo]C#

+
  /σ

p
(H).

Nous  allons montrer que  pour  toute localisation J±(x  x
0
), J

2
(k  fc

0
),  (E — δ, E + δ\

sufflsamment  etroite  autour  d'une  direction  x
0
eC

1
  d'un  point  k

0
eC

2
  et  d'une

energie  Ee[α,b], alors:

sup  HJ^xixJJ^k  kJtf-ZΓ^l  + MΓ^^C.  (IV.8)
ReelZe[E-δ,E  + δ]

ImZ>0

Par  hypothese x
0
φ  IJ /

α
, done pour  toute localisation dans  un cone  sufflsamment

α  ^

etroit  autour  d'un  point  x
0
,  nous  avons  pour  toute  fonction  reguliere  P(E,δ),

valant  1 sur (E-δ,  E + δ]  et 0  sur  R/(E  -  2δ, E + 2δ) :

J,(x  x
0
) J

2
(k fc

0
)  (P

H
(E,  δ) -  P

Ho
(E,  δ)) = 0  —  (v > i) ,

\1 +  |X|  I

oύ  01- — — j  designe  un operateur  tel  que 01- — —Λ(\. + \x\
v
)eB(tf\  On peut

|x|  /  \1 +  \x\ I
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done  supposer  sans  restriction, pour  verifier  (IV.8), que:

a  α

Pour  demontrer  (IV.8), nous  allons  mettre  en evidence  δ, J
1
(x;x

0
) J

2
(k;k

0
)  et un

operateur  conjugue  A
a
o

  b
o  de  H  au  voisinage  de  E  tels  que

1

Mais  ,4
α
o

  fo0
  est  conjugue  de  H  au  voisinage  de  £  sous  la  seule  condition -

JL
-

2m
α

°
2

De  plus, d'apres  les  resultats  du  paragraphe  III,  il  nous  suffit  done  de  trouver

Puisque  (fe^
5
  /?^) verifie  aussi ^̂  — I — — <E + 2δ, ceci est done toujours possible si

zm
α
  2n

a

la  direction  ( ]/2m
α
 x^

5
  }/2n

a
y®}  est  strictement  differente  de  la  direction

fe°
ou  de  faςon  equivalente  si

II existe done des localisations  suffisamment  etroites Jj^ίx; x
0
), J

2
(k;k

0
),  δ > 0 et des

operateurs  conjugues  /I  de  //  sur  (£ — 2(5,  £ + 2(5)  tels  que:

d'oύ

| |J
1
(x;x

0
)J

2
(/c;/c

0
)(H-Z)-

1
(l +

Ceci  est, d'apres  le  theoreme 1.2,  uniformement  borne  en ImZ>0

ReelZe [£ -  δ, E + δ] C R
+
/σ

p
(H)  puisque de facon

evidente  Γoperateur  — - -(l + |x|)~
2v

  envoie  dans  le  domaine de
#0 + 1

\A^
b
o\

2v
'  ,  K2v'<2v<2.

La  partie  b) du  theoreme IV.2  s'obtient  par  transformation  de  Fourier  sur  la
variable  d'energie  £,  en  remarquant  comme  dans  [9]  que  la  seule  contribution
importante  lorsque  f-> + oo  provient  des  valeurs  aux  bords  de  la  resolvante
obtenues  avec  une valeur  imaginaire  > 0.
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Demonstration du theoreme IV.3.  Soit B
a
(x

a
} = (1 + x

2
 )~

v / 2
 une function  equivalente

a  (l + |xj)~
v
.  Remarquons  que  B

a
P

Hχ
(ε,co){P

H
(a,b)  — P

Hχ
(a,b)}  est  un  operateur

de  la  forme  0  7—
  et

 Q
ue

  I
G
  probleme  se ramene  a montrer  que:

\M  /

(IV. 11)
ReelZe[α,b]

I m Z Φ O

Pour  se ramener  a une discussion  qui utilisera des theoremes deja  rencontres, nous
aurons  besoin  de la proposition  suivante qui nous permet de limiter les impulsions
fc

α
 a  une  region  compacte.

Proposition I V.I.  // existe  un  ίntervalle  borne  [0,M],  tel  que

w #
0
 est  ιm operateur  borne  et  JP(0, M) (/I)  wwe fonction  reguliere  valant  1 swr  [0, M]

ί 0 swr  [M+l, oo [

Soit  yl,  un  contour  complexe  entourant strictement le  support  de  P(a, b) (λ),  nous
obtenons :

oύ  P
2
(α, b) (λ) est  une  fonction  a  support  strictement  contenu dans  yl  tel  que

P
2
(α, ft) (λ) P(a,b)  (λ) = P(a,b)  (λ) .

II est evident que le facteur  entre parentheses  tend vers zero en norme quand  M
devient  grand,  de  sorte  que :

avec oil

~ °
  B

  «
(fl> b} = B

« «
( 0

'
 M)

  -
(α>

tendant  vers  zero  quand  M  tend  vers  Pinfϊni;  ce  qui  demontre  la
\M

proposition.
On  est  done  ramene  a  etudier

sup  ^  ||B
β
P

Ho
(0,M)Pjc,oo)(/ί-Z)-

1
(l  + W)~

2
ΊI  (IV. 12)

ImZΦO

tout  d'abord  pour  une localisation  sur  un voisinage  conique des directions x
α
 = 0

de  la  forme

Nous  avons:

/  „  \\
pour une valeur  v' > \.
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Le theoreme  IV. 3 est done valable  dans  cette region  grace aux  estimations a  priori
du  type 1 (theoreme 1.2)  obtenu  avec  A

0
  pour  operateur  conjugue.

/  ε  \
D'autre  part,  dans  la  region  J  |x  |<

  Λ / f
 bjl  I

GS
  operateurs  conjugues

\  lo  M  /

x
α
(fc

α
 + a

a
) + y

a
(p

a
  + b

a
)  vont  etre  domines  par  les  operateurs  y

α
(/?

α
 + £>

α
),  lorsque

ReelZ  appartient  a  un  voisinage  de  la  forme  (E — δ,  E + δ),  la  singularite  est
supportee  par  les  operateurs  de  la  forme :

(
£
'
2<5

) (H-zT
1
  u+Mr

2 ϊ
,

et  done

p
D'autre  part,  le  projecteur  P

h
^(ε,b)  limite  les  valeurs  de  — —  dans  la  region

ε  p
2
  7ε

Si  Γon  choisit δ< — , alors ^- <E  --  .
~  16'  2n

a
  8

Si  on  suppose  par  exemple  ImZ>0,  ceci  nous  permet  pour  toute  localisation

conique  J^y^iyl),  J
2
(Pa>P

J
a)  suffisamment  etroite  autour  d'une  direction  (y

l

a
,p

J

Λ
)

arbitraire  de  construire  un  operateur

A
iΓ^  avec

tel  que

3
  *«' < T ί ΰ l^

1  p
«o

(0
'
 M) J

ι
(}?

«
 ;
 ̂

 J
^(Λ' ̂ ί)

 p
λ = °  7

ε  ε\
Les A

tj
  etant des operateurs  conjugues  de H  sur  £—-,£+-  1 et en particulier  sur

.
16

On  est  done  ramene  a  demontrer  que  pour  un  nombre  fini  d'aperateur  con-
jugues  A

tj
  la quantite  suivante

sup
ReelZe(£-(5,E +

ImZ>0

est  bornee.  Ceci  est  une  consequence  du  theoreme 1.2,  puisque  d'apres  la
proposition  1.2  Γoperateur  P

Λα
(ε, b)  ne  pose  pas  de  probleme  si  le  commutateur

avec  A
tj
  est  borne,  ce qui  est  clair.
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discussions.
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