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C H A P T E R  I 
I N T R O D U C T I O N

T h i s  i n v e s t i g a t i o n  i s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  h e t e r o d y n e  d e t e c t i o n  of a  

r a n d o m l y  d i s t o r t e d  o p t i c a l  s i g n a l  b e a m .  T h e  r a n d o m  d i s t o r t i o n ;  i. e. , 

r a n d o m  f l u c t u a t i o n s  in  t h e  p h a s e  a n d  a m p l i t u d e  of the  r e c e i v e d  s i g n a l ,  

m a y ,  f o r  . e x a m p l e ,  be  a  r e s u l t  of t h e  b e a m  h a v i n g  t r a v e r s e d  a  t u r b u l e n t  

a t m o s p h e r e  e x h i b i t i n g  a  r a n d o m l y  f l u c t u a t i n g  i n d e x  of r e f r a c t i o n .  F o r  

t h e  c a s e  of  a n  a t m o s p h e r i c a l l y  d i s t o r t e d  p l a n e  w a v e  t h i s  p r o b l e m  h a s  

b e e n  c o n s i d e r e d [  1, 2] , b u t  on ly  w i t h  a  n o n - o p t i m a l  p l a n e  w a v e  l o c a l  

o s c i l l a t o r  b e a m .  T h e  s p e c i f i c  p r o b l e m  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  i n  t h i s  i n ­

v e s t i g a t i o n  i s  to  d e t e r m i n e  t h a t  t i m e  i n v a r i a n t  o p t i c a l  h e t e r o d y n e  d e ­

t e c t i o n  s c h e m e  w h i c h  i s  o p t i m a l ,  i n  t h e  s e n s e  t h a t  i t  m a x i m i z e s  the  

a v e r a g e  h e t e r o d y n e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o .

O p t i c a l  h e t e r o d y n e  d e t e c t i o n  i s  p o s s i b l e  b e c a u s e  t h e  d e t e c t o r s  

i n  t h e  o p t i c a l  r e g i o n [  3] a r e  " s q u a r e  l a w "  d e t e c t o r s  ( i. e. , t h e  d e t e c t o r  

o u t p u t  c u r r e n t  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  i n t e n s i t y  o r  s q u a r e  of  t h e  e l e d t r i c  

f i e ld .  In  t h i s  p r o c e s s [  3] t h e  i n c i d e n t  b e a m  i s  c o m b i n e d  on  t h e  

d e t e c t o r ' s  s u r f a c e  w i t h  a  s i n g l e  f r e q u e n c y ,  h i g h  i n t e n s i t y  b e a m  c a l l e d  

t h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e .  T h e  d e t e c t o r  c u r r e n t  w i l l  t h e n  c o n t a i n  c o m ­

p o n e n t s  a t  f r e q u e n c i e s  e q u a l  to  t h e  d i f f e r e n c e  of f r e q u e n c i e s  of  t h e
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s i g n a l  a n d  l o c a l  o s c i l l a t o r .  T h e s e  d i f f e r e n c e  f r e q u e n c i e s  c a n ,  f o r  

e x a m p l e ,  b e  i n  t h e  m i c r o w a v e  r a n g e  o r  l o w e r ,  w h e r e  e f f i c i e n t  b r o a d ­

b a n d  a m p l i f i c a t i o n  i s  e a s i l y  o b t a in e d [  3] .

P e r h a p s  t h e  m o s t  s e r i o u s  d i f f i c u l ty  w i t h  d i r e c t  h e t e r o d y n e  d e ­

t e c t i o n  of t h e  i n c i d e n t  o p t i c a l  s i g n a l  l i e s  in  t h e  f a c t  t h a t  t h e  d e t e c t o r  

s u r f a c e  m a y  b e  t h o u s a n d s  of w a v e l e n g t h s  w ide .  T h i s  t h e n ,  a s  w i l l  be 

d e s c r i b e d  in  d e t a i l  l a t e r ,  i m p o s e s  a  v e r y  s e v e r e  a l i g n m e n t  t o l e r a n c e  

b e t w e e n  t h e  s i g n a l  a nd  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e s  i f  on e  i s  t o  m a i n t a i n  a  

c o n s t a n t - s i g n a l - l o c a l  o s c i l l a t o r  p h a s e  d i f f e r e n c e .  F l u c t u a t i o n s  a b o u t  

t h i s  p r e c i s e  a l i g n m e n t  r e q u i r e m e n t  r e s u l t  i n  f a d in g  of d e t e c t e d  S ig n a l  

l e v e l .

R e a l i z e  n o w  t h a t  t h e  a t m o s p h e r e ,  w i t h  i t s  e v e r  c h a n g i n g  p r e s s u r e  

a n d  t e m p e r a t u r e  ( a n d  h e n c e ,  i n d e x  of  r e f r a c t i o n )  , w i l l  c a u s e  d i s t o r t i o n s  

in  b o t h  t h e  a m p l i t u d e  a n d  p h a s e  of a n  o p t i c a l  s i g n a l  a n d  t h e n  on e  c a n  

r e a s o n a b l y  a s k  — i s  t h e r e  a n y  c h a n c e  t h a t  d i r e c t  h e t e r o d y n e  d e t e c t i o n  

w i l l  be  p r a c t i c a l  f o r  a t m o s p h e r i c  o p t i c a l  l i n k s ?

T h i s  i n v e s t i g a t i o n  p a r t i a l l y  a n s w e r s  t h i s  q u e s t i o n  in  t h a t  i t  

d e t e r m i n e s  t h e  m a x i m u m  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  o b t a i n a b l e  w i t h  

a  t i m e  i n v a r i a n t  d e t e c t i o n  s c h e m e .  I t  a l s o  p r e s c r i b e s  t h e  l o c a l  o s c i l ­

l a t o r  s h a p e  r e q u i r e d  to  a c h i e v e  t h e  m a x i m u m  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  w i t h



n o  o p t i c a l  p r e p r o c e s s i n g  of t h e  r e c e i v e d  s ig n a l .  I t  i s  f u r t h e r  d e m o n ­

s t r a t e d  t h a t  no o p t i c a l  p r o c e s s i n g  s c h e m e  c a n  i n c r e a s e  t h e  s i g n a l - t o -  

n o i s e  r a t i o  a b o v e  t h i s  m a x i m u m  v a l u e .  S o m e  r e l a t e d  t o p i c s  a r e  a l s o  

b r i e f l y  c o n s i d e r e d .

T o  i n t r o d u c e  th e  s u b j e c t  i n  m o r e  d e t a i l ,  t h e  r e m a i n i n g  S e c t i o n s  

of the  i n t r o d u c t i o n  c o n t a i n  a  d e t a i l e d  r e v i e w  of t h e  p r o b l e m s  a n d  c o n ­

c e p t s  a s s o c i a t e d  w i th  o p t i c a l  h e t e r o d y n e  d e t e c t i o n ;  a n d  p r e s e n t  f u r t h e r  

r e f e r e n c e s  to the  l i t e r a t u r e .  F i r s t  a  g e n e r a l  i n t r o d u c t i o n  to o p t i c a l  

c o m m u n i c a t i o n s  i s  p r e s e n t e d  f o l l o w e d  by  a  d i s c u s s i o n  of s i g n a l - t o -  

n o i s e  r a t i o  a n d  i t s  u s e  a s  t h e  f i g u r e  of  m e r i t  f o r  t h e  e v a l u a t i o n  of 

o p t i c a l  c o m m u n i c a t i o n  s y s t e m s .  T h e  n e x t  two  s e c t i o n s  d e s c r i b e  in  

q u a l i t a t i v e ,  b u t  d e t a i l e d ,  f a s h i o n  how  p h a s e  a n d  a m p l i t u d e  f l u c t u a t i o n s  

e f f e c t  t h e  h e t e r o d y n e  s ig n a l .  T h e  l a s t  tw o  s e c t i o n s  c o n t a i n  a  d i s c u s s i o n  

of a  d i f f e r e n t  a p p r o a c h  to  o p t i c a l  h e t e r o d y n e  d e t e c t i o n ,  n a m e l y ,  one 

u s i n g  t i m e  d e p e n d e n t  d e t e c t i o n  s c h e m e s .  T h e s e  a r e  d i s c u s s e d  a n d  

c o m p a r e d  w i t h  t i m e  i n d e p e n d e n t  s c h e m e s  e m p l o y e d  i n  t h i s  i n v e s t i g a t i o n .

A. D i s c u s s i o n  of O p t i c a l  
C o m m u n i c  a t i o n

T h e r e  h a s  r e c e n t l y  b e e n  a  r e s u r g e n c e  in  o p t i c a l  c o m m u n i c a t i o n s .  

T h i s  r e s u r g e n c e  o w e s  i t s  e x i s t e n c e  to  t h e  f a c t  t h a t  o p t i c a l  c o m m u n i ­

c a t i o n  s y s t e m s  t o d a y  p o s s e s s  t h e  n e c e s s a r y  p r e r e q u i s i t e s  of a n y  p r a c t i ­

c a l  c o m m u n i c a t i o n s  l ink.  T h e s e  a r e ;  (1 )  A n  e f f i c i e n t  s o u r c e  of e n e r g y



( t h e  l a s e r )  a n d  ( 2) E f f i c i e n t  d e t e c t o r s  ( e. g. , t h e  p h o t o t u b e  a n d  the  

s e m i c o n d u c t o r  p h o t o d i o d e s ) .  A s  e a c h  of  t h e s e  n e c e s s a r y  c o m p o n e n t s  

a l s o  e x i s t  f o r  o t h e r  r e g i o n s  of t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  s p e c t r u m  ( f o r  e x ­

a m p l e ,  a t  r a d i o  a n d  m i c r o w a v e  f r e q u e n c i e s )  , o n e  m i g h t  t h e n  r e a s o n ­

a b l y  a s k  — w h y  e v e n  c o n s i d e r  o p t i c a l  c o m m u n i c a t i o n s ?  A s  one  m i g h t  

s u s p e c t ,  t h e  a n s w e r  t o  t h i s  q u e s t i o n  m u s t  som ehov^  be  r e l a t e d  t o  the  

e s s e n t i a l  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  o p t i c a l  e n e r g y  a n d  t h e s e  o t h e r  f o r m s  — 

n a m e l y ,  t h e  w a v e l e n g t h  ( o r  f r e q u e n c y )  of t h e  a s s o c i a t e d  e l e c t r o m a g ­

n e t i c  w a v e .  T h i s  c o n c l u s i o n  is  c o r r e c t  b e c a u s e  i t  i s  f o r  t h i s  r e a s o n  

t h a t  o p t i c a l  c o m m u n i c a t i o n  s y s t e m s  h o l d  t h e  f o l l o w i n g  two  i m p o r t a n t  

a d v a n t a g e s  o v e r  t h e i r  c o u n t e r p a r t s  a t  r - f  a n d  m i c r o w a v e  f r e q u e n c i e s ^ ]  :

( 1) I n c r e a s e d  d i r e c t i v i t y ,  a n d  h e n c e ,  g r e a t e r  a n t e n n a  g a i n  ( w i t h  

s m a l l e r  a n t e n n a  s i z e )  . T h e  l a r g e r  a n t e n n a  g a i n  i m p l i e s ,  of c o u r s e ,  

t h a t  l e s s  t r a n s m i t t e r  p o w e r  i s  r e q u i r e d  to  a c h i e v e  a g i v e n  l e v e l  of 

r e c e i v e d  p o w e r ,  a n d

14
( 2) T h e  h u g e n e s s  of  t h e  a v a i l a b l e  o p t i c a l  s p e c t r u m  ( 10 to  

10^^ c p s )  a n d  h e n c e ,  t h e  w i d e  b a n d w i d t h s  a v a i l a b l e  f o r  t h e  t r a n s ­

m i s s i o n  of i n f o r m a t i o n .

T h e  f i r s t  of t h e s e  a d v a n t a g e s  i m p l i e s  n o t  o n ly  t h e  p o s s i b i l i t y  of 

e f f i c i e n t  l o n g  d i s t a n c e  c o m m u n i c a t i o n s [  4] , s u c h  a s  s a t e l l i t e  to  s a t e l l i t e  

a n d  e a r t h  to  m o o n ,  b u t  a l s o  t h e  a b i l i t y  to  s i m u l t a n e o u s l y  o p e r a t e  

s e v e r a l  o p t i c a l  l i n k s  i n  c l o s e  p r o x i m i t y .  W i t h  r e g a r d  to  t h e  s e c o n d



a d v a n t a g e ,  i t  c a n  b e  n o t e d  t h a t  t h e  a v a i l a b l e  b a n d w i d t h  a t  o p t i c a l  f r e ­

q u e n c i e s  i s  a l m o s t  2 0 , 0 0 0  t i m e s  g r e a t e r  t h a n  t h a t  a t  m i c r o w a V e  f r e -  

q u e n c i e s [  4 ] .  W i t h  t h e  r a p i d l y  i n c r e a s i n g  d e s i r e d  r a t e  a n d  q u a n t i t y  of 

c o m m u n i c a t i o n s ,  t h e  o p t i c a l  l i n k  m a y ,  t h e n ,  s o o n  be r e q u i r e d  a s  a 

r e p l a c e m e n t  f o r  the  p r e s e n t  m i c r o w a v e  l i n k s .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  

t e l e p h o n e  c o m p a n y  e n v i s i o n s  the  d a y  w h e n  a  s i n g l e  c o a s t  to  c o a s t  

l a s e r  l i n k  w i l l  s i m u l t a n e o u s l y  t r a n s m i t  t h o u s a n d s  of " p i c t u r e - t e l e p h o n e "  

c o n v e r s a t i o n s .  P o t e n t i a l  a p p l i c a t i o n s  f o r  l a s e r s  a l s o  e x i s t  in  t h e  a r e a  

of c o m p u t e r s  a n d  a s  e x t r e m e l y  a c c u r a t e  p o s i t i o n  a n d  v e l o c i t y  m e a s u r i n g  

i n s t r u m e n t s .

B. S i g n a l - t o - N o i s e  R a t i o  - 
U n d i s t o r t e d  S i g n a l

A n  i m p o r t a n t  q u a n t i t y  f o r  e v a l u a t i n g  t h e  p e r f o r m a n c e  of a  c o m ­

m u n i c a t i o n s  c h a n n e l ,  i n  t h e  a b s e n c e  of r a n d o m  f l u c t u a t i o n s  i n  t h e  r e ­

c e i v e d  s i g n a l ,  is  t h e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o .  In t h e  c a s e  of h e t e r o d y n e  

d e t e c t i o n ,  i t  i s  t h e  r a t i o  of b e a t  s i g n a l  p o w e r  to  n o i s e  p o w e r .  T he  

n o i s e ,  i. e. , a  r a n d o m l y  f l u c t u a t i n g  c u r r e n t  a d d e d  to t h e  b e a t  S igna l  

c u r r e n t ,  m a y  be  t h e  r e s u l t  of[4] e x t e r n a l  ( o r  b a c k g r o u n d )  r a d i a t i o n  

f a l l i n g  on  t h e  d e t e c t o r  s u r f a c e ;  o r  of the  q u a n t u m  n a t u r e  of  t h e  l i g h t  

f lu x  ( i m p o r t a n t  f o r  " v e r y  s m a l l "  r e c e i v e d  s i g n a l  p o w e r s )  , a n d  of t h e  

d e t e c t o r  i t s e l f .  In  t h e  c a s e  of a  p h o t o d e t e c t o r [  4] , t h e  i n t e r n a l  n o i s e  

i s  a  r e s u l t  of t h e  r a n d o m n e s s  of t h e  e l e c t r o n - e m i s s i o n  f r o m  th e



p h o t o s u r f a c e  ( s h o t  n o i s e )  ; of t h e  d a r k  c u r r e n t ;  i. e. , t h a t  c u r r e n t  w h i c h

f lo w s  e v e n  in  t h e  a b s e n c e  of a n y  e x t e r n a l  r a d i a t i o n ;  a n d  of t h e r m a l ,  o r
*

r e s i s t o r ,  n o i s e .  In  t h i s  i n v e s t i g a t i o n  i t  w i l l  be  a s s u m e d  t h a t  t h e  l o c a l  

o s c i l l a t o r  p o w e r  i s  of s u f f i c i e n t  m a g n i t u d e  s o  t h a t  t h e  d e t e c t o r  i s  

o p e r a t i n g  in  t h e  s h o t  n o i s e  l i m i t e d  c o n d i t io n .  In t h i s  c a s e ,  t h e  n o i s e  

p o w e r ,  i, e. , t h e  r m s  v a l u e  of t h e  s h o t  n o i s e ,  i s  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  

to  t h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  p o w e r [  5] . A s  t h e  b e a t  s i g n a l  p o w e r . i s ,  i d e a l l y ,  

d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  p r o d u c t  of l o c a l  o s c i l l a t o r  a n d  r e c e i v e d  

s i g n a l  p o w e r s [  5] , i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  i s ,  f o r  t h i s  

c a s e ,  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  to  t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  p o w e r .

T h e  i m p o r t a n c e  of  t h e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  is  t h a t  i t  i s  t h i s  

q u a n t i t y  w h i c h ,  in  t h e  c a s e  of a d i s c r e t e  o r  d i g i t a l  c o m m u n i c a t i o n s  

s y s t e m ,  i s  n e e d e d  t o  d e t e r m i n e  th e  e r r o r  p e r f o r m a n c e  of t h e  s y s t e m [  6] 

T h a t  i s ,  i t  d e t e r m i n e s  the  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  d e t e c t o r  m a k e s  a n  e r r o r  

i n  d e c i d i n g  w h a t  m e s s a g e  w a s  s e n t  to it. In  t h e  c a s e  of w a v e f o r m  c o m ­

m u n i c a t i o n ,  t h e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  is  n e e d e d  to  d e t e r m i n e  th e  m e a n  

s q u a r e  e r r o r  b e t w e e n  the  t r a n s m i t t e d  a n d  r e c e i v e d  w a v e  f o r m s [  7] — t h e  

m e a n  s q u a r e  e r r o r  b e i n g  a  m e a s u r e  of t h e  " f i d e l i t y "  of t h e  r e c e i v e d  

s ig n a l .



c. A v e r a g e  S i g n a l - t o - N o i s e

In  the  p r e s e n c e  of  r a n d o m  f l u c t u a t i o n s  i n  t h e  r e c e i v e d  s i g n a l ,  t he  

s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  i s ,  by  d e f i n i t i o n ,  no  l o n g e r  a  d e t e r m i n i s t i c  f u n c ­

t ion.  T h a t  i s ,  t h e  r a n d o m  f l u c t u a t i o n s  in  p h a s e  a n d  a m p l i t u d e  of  t h e  r e ­

c e i v e d  s i g n a l  i n d u c e  r a n d o m  f l u c t u a t i o n s  in  t h e  b e a t  s i g n a l  a n d  h e n c e ,  in  

the  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o .  A q u a n t i t y  w h i c h  c a n  b e  d e t e r m i n e d ,  a n d  to 

w h i c h  m u c h  a t t e n t i o n  h a s  b e e n  g i v e n ,  i s  the  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  

r a t i o .  T h u s ,  i n  t h e  c a s e  of a n  a t m o s p h e r i c a l l y  d i s t o r t e d  p l a n e  w a v e  

o p t i c a l  s i g n a l ,  F r i e d [  l ]  a n d  G a r d n e r [  2] h a v e  s h o w n  t h a t  b e c a u s e  of 

t h e  r a n d o m  d i s t o r t i o n  t h e r e  i s  a  l i m i t  to  the  a c h i e v a b l e  a v e r a g e  s i g n a l -  

t o - n o i s e  r a t i o ,  no  m a t t e r  how l a r g e  one  m a k e s  t h e  d e t e c t o r  c o l l e c t i o n  

a p e r t u r e .  ( R e c a l l  t h a t ,  i d e a l l y ,  the  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  is  d i r e c t l y  

p r o p o r t i o n a l  to  t h e  c o l l e c t e d  o p t i c a l  s i g n a l  p o w e r  a n d  h e n c e ,  sh o u ld  

i n c r e a s e  a s  the  s i z e  of the  c o l l e c t i o n  a p e r t u r e  i s  i n c r e a s e d .  ) It  w i l l  b e  

i m p o r t a n t  to  r e m e m b e r  in  w h a t  f o l l o w s  t h a t  e a c h  of t h e s e  a n a l y s e s  

a s s u m e d  a  p l a n e  w a v e  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m .

A l t h o u g h  t h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  d o e s  n o t  p r o v i d e  

s u f f i c i e n t  i n f o r m a t i o n  t o  fu l ly  e v a l u a t e  t h e  p e r f o r m a n c e  of a  c o m m u n i ­

c a t i o n s  l i n k ,  f o r  r e a s o n s  to  be  g i v e n  b e lo w ,  i t  d o e s ,  n e v e r t h e l e s s ,  

a f f o r d  a n  e a s i l y  o b t a i n a b l e  p a r a m e t e r  up o n  w h i c h  s o m e  g e n e r a l  p r e d i c ­

t i o n s  of p e r f o r m a n c e  c a n  be  b a s e d .  F o r  e x a m p l e ,  i t  s e t s  the  l o w e r  

b o u n d  o n  th e  m i n i m u m  o b t a i n a b l e  p r o b a b i l i t y  of  e r r o r  o r  m i n i m u m
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m e a n  s q u a r e  e r r o r [  8] . In  t h e  w o r k  t h a t  f o l l o w s ,  t h e  p r i m a r y  i n t e r e s t  

i n  t h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  i s  i n  t h a t  i t  d o e s  p r o v i d e  a  p a r a m e ­

t e r  f o r  e a s i l y  c o m p a r i n g  t h e  p e r f o r m a n c e  c a p a b i l i t i e s  of d i f f e r e n t  

h e t e r o d y n e  d e t e c t i o n  s c h e m e s .  In p a r t i c u l a r ,  t h e  i n t e r e s t  h e r e  i s  in  

d e t e r m i n i n g  t h a t  t i m e  i n v a r i e n t  h e t e r o d y n e  d e t e c t i o n  s c h e m e  w h i c h  

y i e l d s  t h e  l a r g e s t  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o .

I t  i s  w o r t h  n o t in g  h e r e  t h a t  t h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  d o e s  

n o t  d e t e r m i n e  th e  " a v e r a g e  p e r f o r m a n c e "  of t h e  c o m m u n i c a t i o n s  c h a n n e l .  

T h a t  i s ,  t h i s  q u a n t i t y  d o e s  n o t  d e t e r m i n e  t h e  a v e r a g e  p r o b a b i l i t y  of 

e r r o r ,  i n  t h e  c a s e  of d i g i t a l  c o m m u n i c a t i o n s ,  n o r  the  a v e r a g e  m e a n  

s q u a r e  e r r o r  in  the  c a s e  of w a v e f o r m  c o m m u n i c a t i o n .  T h e  a v e r a g e  

s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  w o u l d  d e t e r m i n e  t h e s e  q u a n t i t i e s  if t h e y  w e r e  

l i n e a r l y  r e l a t e d  to  t h e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o .  U n f o r t u n a t e l y ,  t h e y  a r e  

h i g h l y  n o n l i n e a r  f u n c t i o n s  of t h e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o [  6 ] . T h i s  i s  

j u s t  w h a t  one  m i g h t  s u s p e c t .  T h e  b a s i c  i d e a  h e r e  i s  t h a t  a s i g n a l - t o -  

n o i s e  r a t i o  of,  s a y  20 to  1, i s  " n e a r l y "  s u f f i c i e n t  to c o m p l e t e l y  

s u r p r e s s  t h e  e f f e c t s  of  the  n o i s e .  I n c r e a s i n g  t h i s  r a t i o  to  40 to  1 

i m p r o v e s  t h e  p e r f o r m a n c e  v e r y  l i t t l e .  On  t h e  o t h e r  h a n d ,  if t he  

s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  i s  " v e r y  s m a l l "  , t h e n  c o m m u n i c a t i o n  i s  " n e a r l y "  

i m p o s s i b l e .  T h u s ,  i f  t h e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  w e r e  to f l u c t u a t e  

b e t w e e n  40 a n d  0,  i t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  a v e r a g e  p e r f o r m a n c e  i s  c e r t a i n l y  

w o r s e  t h a n  t h a t  o b t a i n e d  w i t h  a  c o n s t a n t  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  of 20.



T h e r e f o r e ,  in  o r d e r  t o  p r e c i s e l y  d e t e r m i n e  t h e  a v e r a g e  p e r f o r m a n c e  

of the  s y s t e m ,  i t  w o u l d  be n e c e s s a r y  t o  know  th e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  

f u n c t i o n  of the  b e a t  s i g n a l  p o w e r [ 8 ] .  H o w e v e r ,  a s  d e s c r i b e d  a b o v e ,  t h e  

a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  d o e s  p r o v i d e  a n  e a s i l y  o b t a i n a b l e  e s t i m a t e  

of s y s t e m  p e r f o r m a n c e  a n d  i s ,  f o r  t h i s  r e a s o n ,  t h e  q u a n t i t y  to  w h i c h  

a t t e n t i o n  i s  h e r e  given.

D. E f f e c t s  of R a n d o m  P h a s e  
F l u c t u a t i o n s

Q u a l i t a t i v e l y ,  t h e  e f f e c t s  of r a n d o m  p h a s e  f l u c t u a t i o n s  ( a m p l i t u d e  

f l u c t u a t i o n s  w i l l  be  d i s c u s s e d  s e p a r a t e l y )  on  t h e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  

m a y  be u n d e r s t o o d  by  r e c a l l i n g  th e  fo l l o w in g :  If two  m o n o c h r o m a t i c  

b e a m s  of l i g h t  w i t h  d i f f e r e n t  f r e q u e n c i e s  a r e  c o m b i n e d  on t h e  s u r f a c e  

of a  s q u a r e  l a w  d e t e c t o r  ( e. g. , a  p h o t o tu b e )  t h e n  the  o u t p u t  c u r r e n t  a t  

t h e  d i f f e r e n c e  f r e q u e n c y ,  i. e. , t h e  b e a t  s i g n a l ,  w i l l  h a v e  a  m a x i m u m  

a m p l i t u d e  w h e n  the  two  w a v e f r o n t s  a r e  p a r a l l e l .  T h i s  i s  b e c a u s e  t h i s  

o u t p u t  c u r r e n t  i s  g i v e n  by the  s u m  of t h e  b e a t  f r e q u e n c y  c u r r e n t s  g e n e r ­

a t e d  a t  e a c h  " p o i n t "  on  the  d e t e c t o r  s u r f a c e ,  a n d  th e  p h a s e s  of t h e  i n d i ­

v i d u a l  c u r r e n t s  a r e  g i v e n  by th e  d i f f e r e n c e  in  the  p h a s e s  of t h e  l o c a l  o s ­

c i l l a t o r  a n d  r e c e i v e d  b e a m s  a t  the  p o i n t  in  q u e s t i o n .  T h u s ,  the  i n d i v i d u a l  

b e a t  s i g n a l s  w i l l  a l l  a d d  in  p h a s e  on ly  w h e n  th e  l o c a l  o s c i l l a t o r  a n d  r e ­

c e i v e d  s i g n a l  w a v e f r o n t s  a r e  p a r a l l e l .  T h e r e f o r e ,  any  f l u c t u a t i o n s  in  

t h e  d i f f e r e n c e  in  p h a s e  b e t w e e n  two  p o i n t s  on  the  s i g n a l  w a v e f r o n t  w i l l
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r e s u l t  i n  a n  a v e r a g e  b e a t  s i g n a l  a m p l i t u d e  a n d  h e n c e ,  s i g n a l - t o - n o i s e  

r a t i o  w h i c h  i s  l e s s  t h a n  t h a t  in  t h e  a b s e n c e  of the  f l u c t u a t i o n s .  P e r h a p s  

e v e n  m o r e  i m p o r t a n t ,  i t  i s  a p p a r e n t  t h a t  in  the  c o u r s e  of t i m e  t h e  m a g n i ­

t u d e  of  t h e  b e a t  s i g n a l  c a n  f l u c t u a t e ,  i. e. , s i g n a l  f ad in g  w i l l  a p p e a r .  It  

i s  i m p o r t a n t  to  n o t e  t h a t  t h e s e  f l u c t u a t i o n s  a r e  a l w a y s  s u c h  a s  to  r e d u c e  

th e  m a g n i t u d e  of the b e a t  s i g n a l  f r o m  i t s  m a x i m u m  v a lu e .  It  i s  a l s o  

a p p a r e n t  t h a t  a s  the  m a g n i t u d e  of t h e s e  p h a s e  f l u c t u a t i o n s  i n c r e a s e ,  

s u c h  a s  m i g h t  be e x p e c t e d  w h e n  the  s i z e  of the  r e c e i v e r  a p e r t u r e  i s  

i n c r e a s e d ,  t h a t  the  r e d u c t i o n  in  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  f r o m  i t s  

m a x i m u m  v a l u e  w i l l  i n c r e a s e .  A m o r e  c o m p l e t e  d i s c u s s i o n  of t h i s  

p o i n t  is  p r o v i d e d  in  C h a p t e r  III.

E. E f f e c t s  of A m p l i t u d e  
F l u c t u a t i o n s

R a n d o m  f l u c t u a t i o n s  i n  the  b e a t  s i g n a l  a n d  t h e  a s s o c i a t e d  r e d u c t i o n  

in  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  c a n  a l s o  be  c a u s e d  by  r a n d o m  a m p l i ­

t u d e  f l u c t u a t i o n s  a lo n e  in  the  r e c e i v e d  s ig n a l .  T h i s  i s  c l e a r  w h e n  th e  

r e c e i v e d  o p t i c a l  s i g n a l  p o w e r  f l u c t u a t e s  w i t h  t i m e .  H o w e v e r ,  t h i s  c a n  

a l s o  be t r u e  e v e n  w h e n  the  r e c e i v e d  o p t i c a l  s i g n a l  p o w e r  d o e s  n o t  f l u c t u ­

a t e  w i t h  t i m e .  T h a t  i s ,  a  s i m p l e ,  t i m e  d e p e n d e n t ,  r e d i s t r i b u t i o n  of t h e  

r e c e i v e d  p o w e r  o v e r  t h e  c o l l e c t i o n  a p e r t u r e  c a n  c a u s e  the  b e a t  s i g n a l  

t o  f l u c t u a t e  w i t h  t im e .  T o  s e e  t h i s ,  r e c a l l  t h a t  t h e  b e a t  s i g n a l  a m p l i t u d e  

g e n e r a t e d  a t  a n  i n d i v i d u a l  " p o i n t "  on  th e  d e t e c t o r  s u r f a c e  i s  d i r e c t l y
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p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  p r o d u c t  of t h e  a m p l i t u d e ;  A i ,  of the  r e c e i v e d  b e a m  

a n d  t h e  a m p l i t u d e ;  Bi ,  of the  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  a t  t h e  p o i n t  ( i) in  

q u e s t i o n .  T h u s ,  f o r  t h e  c a s e  of p a r a l l e l  w a v e f r o n t s ,  t h e  n e t  b e a t  s i g n a l  

a m p l i t u d e  i s  p r o p o r t i o n a l  to the  s u m

lo  = )  A i B i

o v e r  a l l  " p o i n t s "  on the  d e t e c t o r  s u r f a c e .  D e f in i n g  a b s t r a c t  s i g n a l  a n d  

l o c a l  o s c i l l a t o r  " v e c t o r s "  A = ( Ai  , Ag, . . . , Aj^) a n d  B = ( Bj  , Bg, . . . , 

Bj<[) , r e s p e c t i v e l y  i t  f o l l o w s  t h a t [ 20]

Iq = }  A i  B i  = A •Ir. = /  Ai B;  = A • B 

i

R e c a l l  now t h a t  the  d o t  p r o d u c t  of two v e c t o r s  i s  l e s s  t h a n  o r  a t  m o s t  

e q u a l  to  t h e  p r o d u c t  of t h e  m a g n i t u d e s  of the  i n d i v i d u a l  v e c t o r s .  T h u s ,  

I q = A  - B <  I A I | b | .  A s is w e l l  kno w n ,  the  e q u a l i t y  s i g n  h o l d s  only 

w h e n  the  tw o  v e c t o r s  a r e  l i n e a r l y  d e p e n d e n t ;  i. e. , w h e n  Bi  = CA i ,  

w h e r e  C i s  a n  a r b i t r a r y  c o n s t a n t .

One c a n  now m a k e  two v e r y  i m p o r t a n t  s t a t e m e n t s .  F i r s t ,  t he  

r a t i o  of b e a t  s i g n a l  p o w e r  ( p r o p o r t i o n a l  to  I q) to n o i s e  p o w e r  ( p r o p o r ­

t i o n a l  to l o c a l  o s c i l l a t o r  p o w e r ,  o r  to | B | ) i s  a  m a x i m u m  w h e n  th e  

l o c a l  o s c i l l a t o r  a n d  r e c e i v e d  s i g n a l  b e a m s  h a v e ,  n o t  on ly  p a r a l l e l  w a v e ­

f r o n t s ,  b u t  a l s o  i d e n t i c a l  a m p l i t u d e  s h a p e s  o v e r  t h e  d e t e c t o r  s u r f a c e .

A n  i n t e r e s t i n g  w a y  of s t a t i n g  t h i s  c a n  be o b t a i n e d  by e m p l o y i n g  c o m p l e x
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n o t a t i o n  to  d e s c r i b e  t h e  a m p l i t u d e  a n d  p h a s e  of t h e  s i g n a l  a n d  l o c a l  o s c i l ­

l a t o r  b e a m s ,  i. e. , A^ '^^iand r e s p e c t i v e l y .  T h u s ,  w r i t e  t h e s e

,  f n A , +  i(|); _  S -  i n B 4 +  j 0 4 _  L- . ,q u a n t i t i e s  i n  t h e  f o r m  e i j ^ i = e  ̂a n d  e i ■' i= e i r e s p e c t i v e l y ,

a n d  c a l l  the  q u a n t i t i e s  5^= fnA^+ j ^ ^ a n d  L^= fnB^+ j0^ , the  " c o m p l e x

p h a s e s "  of t h e  s i g n a l  a n d  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m s  r e s p e c t i v e l y .  T h e n

th e  c o n d i t i o n  f o r  m a x i m u m  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  i s  t h a t  the  c o m p l e x

w a v e f r o n t s  of t h e  s i g n a l  a n d  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m s  b e  " p a r a l l e l "  o v e r

t h e  d e t e c t o r  s u r f a c e .  T h a t  i s ,  t he  d i f f e r e n c e  in  c o m p l e x  p h a s e  a t  any

p o i n t  m u s t  be  a c o n s t a n t ,  i n d e p e n d e n t  of t h e  l o c a t i o n  of t h e  p o i n t  on

t h e  d e t e c t o r  s u r f a c e .

T h e  s e c o n d  p o i n t  to  n o t i c e  i s  t h a t  t h e  m a g n i t u d e  of t h e  b e a t  s i g n a l  

f o r  t h e  c a s e  of p a r a l l e l  w a v e f r o n t s ,  i. e. , I q = A • B,  c a n  f l u c t u a t e  w i t h  

t i m e  by  v i r t u e  of e i t h e r  t h e  m a g n i t u d e  of A ( w h i c h  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  r e ­

c e i v e d  s i g n a l  p o w e r )  c h a n g i n g  w i t h  t i m e ;  o r  by A^( i. e. , t h e  s i g n a l  

a m p l i t u d e  a t  " p o i n t "  i) c h a n g in g  w i t h  t i m e  e v e n  w h e n  t h e  s i g n a l  p o v / e r ,

I A  I i s  i n d e p e n d e n t  of t i m e .

I t  is  i n t e r e s t i n g  to  c o n s i d e r  t h e  b e a t  s i g n a l  v a r i a n c e .  N o t e  t h a t  

i t  i s  p o s s i b l e  f o r  t h e  e f f e c t s  of a m p l i t u d e  f l u c t u a t i o n s  a l o n e ,  on  th e  

v a r i a n c e  of t h e  b e a t  s i g n a l ,  t o  be  n e a r l y  a s  s e v e r e  a s  t h o s e  of p h a s e  

f l u c t u a t i o n s  a lo n e .  T h u s ,  f o r  t h e  c a s e  of p h a s e  f l u c t u a t i o n s ,  i t  i s  e a s y  

to  s e e  t h a t  0 <  | Ig  | < | A | | b ( .  On  th e  o t h e r  h a n d ,  f o r  t h e  c a s e  of
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a m p l i t u d e  f l u c t u a t i o n s  a l o n e ,  i t  f o l l o w s  t h a t  | A  | Bi_< | I q | < | A  | | B | . 

T h e  s m a l l e s t  v a l u e ,  | A  | B j ,  o c c u r s  w h e n  t h e  e n t i r e  r e c e i v e d  o p t i c a l  

s i g n a l  i s  c o n c e n t r a t e d  a b o u t  t h e  " p o i n t "  i. T h u s ,  f o r  v e r y  l a r g e  a p e r ­

t u r e s  i t  i s  e v e i d e n t  t h a t  t h e  p o s s i b l e  a m p l i t u d e  i n d u c e d  v a r i a t i o n s  of  I q 

c a n  b e  a l m o s t  a s  l a r g e  a s  t h e  p o s s i b l e  p h a s e  i n d u c e d  v a r i a t i o n s .  T h i s  

i s  t r u e  e v e n  w h e n  t h e  r e c e i v e d  o p t i c a l  s i g n a l  p o w e r ,  i. e. , | A  | , d o e s

n o t  f l u c t u a t e  w i t h  t i m e .

F .  T i m e  D e p e n d e n t  D e t e c t i o n  
S c h e m e s

C h a s e [  9] h a s  e x a m i n e d  one  m e t h o d  f o r  p a r t i a l l y  o v e r c o m i n g  t h e  

e f f e c t s  of the  r a n d o m  p h a s e  f l u c t u a t i o n s  of t h e  r e c e i v e d  o p t i c a l  s ig n a l .  

R a t h e r  t h a n  u s ing  a  " f i x e d "  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m ,  h i s  s c h e m e  w o u l d  

e m p l o y  a  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  w h i c h  w o u ld  t r a c k  a n y  t i l t i n g  of t h e  

s i g n a l  w a v e f r o n t .  In  t h e  e v e n t  t h a t  t h e  d i s t o r t i o n  c o n s i s t s  of on ly  a 

r a n d o m  t i l t i n g  t h e n  t h i s  s c h e m e  w i l l  o b v i o u s l y  y i e l d  t h e  m a x i m u m  

p o s s i b l e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  c o n s i s t e n t  w i t h  the  m a g n i t u d e  of t h e  r e ­

c e i v e d  o p t i c a l  s i g n a l  p o w e r .  I f ,  h o w e v e r ,  t h e r e  i s  s o m e  a d d i t i o n a l  

p h a s e  d i s t o r t i o n  a n d / o r  a m p l i t u d e  f l u c t u a t i o n s  t h e n  t h i s  s c h e m e  o f f e r s  

on ly  l i m i t e d  i m p r o v e m e n t .  F r i e d [  lO] s u g g e s t s  t h a t  s u c h  a  s c h e m e  

c a n ,  f o r  " s h o r t "  p r o p a g a t i o n  p a t h s  w h e r e  t h e  s i g n i f i c a n t  p a r t  of t h e  

d i s t o r t i o n  c o n s i s t s  of a  r a n d o m  t i l t i n g  of t h e  s i g n a l  w a v e f r o n t [  11] , 

y i e l d  a  s h o t  n o i s e  l i m i t e d  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  i m p r o v e m e n t  o v e r  t h e
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n o n - t r a c k i n g  s y s t e m  of p e r h a p s  6 dB. F o r  " l o n g "  p r o p a g a t i o n  p a t h s ,  

F r i e d [  lO] i n d i c a t e s  t h a t  t h e  i m p r o v e m e n t  i s  n e g l i g i b l e .  I t  i s  i n t e r e s t ­

i ng  to  n o t e  h e r e  t h a t  F r i e d [  11] s h o w s  t h a t  e v e n  f o r  " l o n g "  p r o p a g a t i o n  

p a t h s , t h e  " s i g n i f i c a n t "  p o r t i o n  of the  s i g n a l  d i s t o r t i o n  m a y  b e  d e s c r i b e d  

a s  a  r a n d o m  t i l t i n g ,  i m t h i s  c a s e  n o t  of t h e  s i g n a l  w a v e f r o n t ,  b u t  r a t h e r  

of t h e  " c o m p l e x  w a v e f r o n t "  . R e c a l l  t h a t  i t  i s  j u s t  t h i s  " c o m p l e x  w a v e -  

f r o n t "  w h i c h  m u s t  b e  " m a t c h e d "  b y  t h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  i n  o r d e r  

to  o b t a i n  t h e  m a x i m u m  p o s s i b l e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o .  T h u s ,  i f i t  w e r e  

p o s s i b l e  to  d e v i s e  a  m e a n s  to  t r a c k  a n y  t i l t i n g  of t h e  c o m p l e x  w a v e f r o n t  

( a  s c h e m e  w h i c h  w o u l d  r e q u i r e  a d j u s t i n g  b o t h  t h e  p h a s e  a n d  a m p l i t u d e  

of t h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m )  t h e n  a  s i g n i f i c a n t  i n c r e a s e  i n  t h e  a v e r a g e  

s i g n a l - t o - n o i s e  m i g h t  be  o b t a i n e d ,  n o t  on ly  f o r  s h o r t  p r o p a g a t i o n  p a t h s ,  

b u t  a l s o  f o r  l ong  p a t h s .

O t h e r  t i m e  d e p e n d e n t  d e t e c t i o n  a r r a n g e m e n t s ,  s u c h  a s  a n  a r r a y  

of  " s m a l l "  d e t e c t o r s  w h o s e  o u tp u t  c u r r e n t s  c a n  b e  a d j u s t e d  in  bo th  

a m p l i t u d e  a n d / o r  p h a s e ,  c a n  be e x p e c t e d  to  o f f e r  s t i l l  f u r t h e r  i m p r o v e ­

m e n t .
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G. T i m e  I n d e p e n d e n t  
D e t e c t i o n  S c h e m e s

A s  o p p o s e d  to  e x a m i n i n g  t h e s e  o r  o t h e r  t i m e  v a r y i n g  d e t e c t i o i i  

s c h e m e s ,  t h i s  s t u d y  w i l l  d e t e r m i n e  w h e t h e r  a  s i g n i f i c a n t  i n c r e a s e  i n  

t h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  c a n  be o b t a i n e d  by e m p l o y i n g  a  t i m e  

i n v a r i a n t  d e t e c t i o n  a r r a n g e m e n t .

O ne  of  the  i n i t i a l  t h o u g h t s  h e r e  w a s  t h a t  a n  i m p r o v e m e n t  m i g h t  

be o b t a i n e d  by h e t e r o d y n i n g  in  t h e  f o c a l  p l a n e  of a  l e n s  t h r o u g h  w h i c h  

t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  a l o n e  i s  a l l o w e d  to  p a s s .  An  e x a m p l e  w i l l  show  

t h a t ,  on  the  s u r f a c e ,  t h i s  s c h e m e  a p p e a r s  to  o f f e r  a  m e t h o d  f o r  

i n c r e a s i n g  th e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  w h i l e  s i m u l t a n e o u s l y  

r e d u c i n g  th e  s i g n a l  p o w e r  v a r i a n c e .  A c a r e f u l  a n a l y s i s  w i l l ,  h o w e v e r ,  

s h o w  t h a t  t h i s  is  n o t  t r u e .  T h u s ,  s u p p o s e  t h a t  t h e  f l u c t u a t i o n s  of  t h e  

r e c e i v e d  s i g n a l  c o n s i s t  of on ly  a  r a n d o m  t i l t i n g  of  a n  o t h e r w i s e  u n ­

d i s t o r t e d  p l a n e  w a v e .  If t h i s  s i g n a l  i s  c o m b i n e d  w i t h  a  p l a n e  w a v e  

l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m ,  s a y  p a r a l l e l  to  the  a v e r a g e  s i g n a l  w a v e f r o n t ,  

t h e n  w i t h  e a c h  r e c e i v e r  a p e r t u r e  s i z e  t h e r e  w i l l  be a s s o c i a t e d  a 

p a r t i c u l a r  v a l u e  of a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  a nd  s i g n a l  p o w e r  

v a r i a n c e .  S u p p o s e  now t h a t  the  r e c e i v e d  s i g n a l  a l o n e  i s  p a s s e d  

t h r o u g h  a  l e n s .  T h e n ,  in t h e  f o c a l  p l a n e  of t h i s  l e n s ,  t h e  t i l t i n g  of 

t h e  s i g n a l  w a v e f r o n t  m a n i f e s t s  i t s e l f  a s  a c h a n g e  i n  the  l o c a t i o n  of 

t h e  f o c u s e d  s p o t  ( i . e .  , t h e  A i r y  d i s k ) .  By e m p l o y i n g  a  l o c a l  o s c i l ­

l a t o r  b e a m  w h o s e  a r e a  is  a s  l a r g e  a s  t h e  e n t i r e  a r e a  o v e r  w h i c h  th e
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f o c u s e d  s p o t  m o v e s ,  i t  i s  a p p a r e n t  t h a t  the  a v e r a g e  b e a t  s i g n a l  p o w e r  

c a n  be i n c r e a s e d ,  a n d  i t s  v a r i a n c e  r e d u c e d  f r o m  th e  c o r r e s p o n d i n g  

v a l u e s  o b t a i n e d  h e t e r o d y n i n g  w i t h  the  r e c e i v e d  s i g n a l  b e f o r e  i t  i s  p a s s e d  

t h r o u g h  th e  l e n s .  T h a t  i s ,  w i t h o u t  t h e  u s e  of t h e  l e n s ,  the  t i l t i n g  of t h e  

s i g n a l  w a v e f r o n t  r e s u l t s  i n  n o n  - p a r a l l e l  s i g n a l  a n d  l o c a l  o s c i l l a t o r  

w a v e f r o n t s  a n d  h e n c e ,  a  r e d u c t i o n  in  b e a t  s i g n a l  p o w e r .  On th e  o t h e r  

h a n d ,  w i t h  t h e  u s e  of t h e  l e n s ,  t h e  t i l t i n g  s i m p l y  c a u s e s  t h e  f o c u s e d  

s p o t  to  m o v e  to  a  ne w  l o c a t i o n  on  th e  d e t e c t o r  s u r f a c e  w h e r e  a  " n e w "  

l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  i s  w a i t i n g  f o r  it.

A t  f i r s t  g l a n c e  t h i s  s c h e m e  m i g h t  s e e m  to  o f f e r  a n  e x c e l l e n t  

m e t h o d  f o r  " t r a c k i n g "  w a v e f r o n t  t i l t .  A m o r e  d e t a i l e d  a n a l y s i s  w i l l ,  

u n f o r t u n a t e l y ,  r e v e a l  t h a t  t h i s  s c h e m e  c a n n o t  y i e l d  a n  a v e r a g e  s i g n a l -  

t o - n o i s e  r a t i o  ( i n d e e d  a  t i m e  b e h a v i o r  of  t h e  b e a t  s i g n a l  i t s e l f )  w h i c h  

c a n n o t  be o b t a i n e d  w i t h o u t  t h e  u s e  of t h e  l e n s .  T h e  b a s i c  i d e a  h e r e  is  

t h a t  t h i s  s c h e m e  a c h i e v e s  i t s  a p p a r e n t  " a d v a n t a g e s "  a t  t h e  e x p e n s e  of 

a n  i n c r e a s e  in  l o c a l  o s c i l l a t o r  p o w e r  a nd  h e n c e ,  of s h o t  n o i s e .  T o  s e e  

t h i s ,  r e c a l l  t h a t  w h e n  the  " c o m p l e x  w a v e f r o n t s "  of  t h e  s i g n a l  a n d  l o c a l  

o s c i l l a t o r  a r e  " p a r a l l e l "  , t h e  b e a t  s i g n a l  p o w e r  i s  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n ­

a l  to t h e  p r o d u c t  of r e c e i v e d  l o c a l  o s c i l l a t o r  a n d  o p t i c a l  s i g n a l  p o w e r s .  

T h u s ,  w i t h o u t  the  u s e  of t h e  l e n s ,  l e t  the  m a x i m u m  v a l u e  of t h e  b e a t  

s i g n a l  p o w e r  ( i . e . ,  t h e  v a l u e  o b t a i n e d  w h e n  t h e  s i g n a l  w a v e f r o n t  

" l i n e s  u p "  w i t h  t h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e f r o n t )  b e  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l
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to  • Pg, w h e r e  Pj^ a n d  Pg a r e ,  r e s p e c t i v e l y ,  the  r e c e i v e d  l o c a l  

o s c i l l a t o r  a n d  o p t i c a l  s i g n a l  p o w e r s .  F u r t h e r ,  s u p p o s e  t h a t ,  w i t h  the  

u s e  of t h e  l e n s ,  t h e  b e a t  s i g n a l  p o w e r  i s  to be m a i n t a i n e d  a t  t h i s  p e a k  

v a l u e .  A s s u m i n g  t h e n  t h a t  a l l  of t h e  r e c e i v e d  o p t i c a l  s i g n a l  p o w e r ,  

i. e. , P g ,  i s  c o n t a i n e d  w i t h i n  t h e  f o c u s e d  s p o t ,  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  l o c a l  

o s c i l l a t o r  p o w e r  c o n t a i n e d  w i t h i n  a n  a r e a  e q u a l  i n  s i z e  to  t h a t  of t h e  

f o c u s e d  s p o t  m u s t  e q u a l  P ^ .  B u t  t h e  t o t a l  a r e a  of  t h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  

b e a m  w a s ,  in  t h e  s c h e m e  d e s c r i b e d ,  to  be  m a d e  l a r g e r  t h a n  t h e  a r e a  

of  t h e  f o c u s e d  o p t i c a l  s i g n a l  s p o t  (hence ,  i n c r e a s i n g  th e  t o t a l  l o c a l  

o s c i l l a t o r  p o w e r  a n d  t h e r e f o r e ,  t h e  n o i s e  p o w e r ) .  T h u s ,  t h e  a v e r a g e  

s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  i s ,  by t h i s  s c h e m e ,  n o t  i n c r e a s e d  by a s  m u c h  a s  

one  m i g h t  h a v e  a t  f i r s t  s u s p e c t e d .  In f a c t ,  a s  w i l l  be  s h o w n  b e lo w ,  

no  m a t t e r  how one  c h o s e s  the  s h a p e  of  t h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  in 

t h e  l e n s  f o c a l  p l a n e ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o ,  

i n d e e d  the  t i m e  b e h a v i o r  of the  b e a t  s i g n a l  i t s e l f ,  c a n  be o b t a i n e d  w i t h ­

o u t  t h e  u s e  of the  l e n s .  [ S e e  R e f e r e n c e  23 f o r  a d d i t i o n a l  d i s c u s s i o n .  ] 

O t h e r  m o r e  c o m p l i c a t e d  s c h e m e s ,  s u c h  a s  u s i n g  a n  a r r a y  of 

" s m a l l "  l e n s e s  a n d  h e t e r o d y n i n g  i n  t h e  c o m m o n  f o c a l  p l a n e  of e a c h  

on e ,  c o u ld  be i n d i v i d u a l l y  a n a l y z e d .  It  w i l l ,  h o w e v e r ,  be s h o w n  b e lo w  

t h a t  a l l  o p t i c a l  s y s t e m s  w h i c h  p e r f o r m  a t i m e  i n v a r i a n t ,  p o w e r  

c o n s e r v i n g  l i n e a r  t r a n s f o r m a t i o n  on  t h e  r e c e i v e d  s i g n a l ,  y i e l d  a 

p e r f o r m a n c e  ( m e a s u r e d  in  t e r m s  of a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  a n d  

t i m e  b e h a v i o r  of t h e  b e a t  s ig n a l )  w h i c h  i s  i d e n t i c a l  to  t h a t  o b t a i n e d
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w i t h o u t  t h e  u s e  of t h e  o p t i c a l  s y s t e m .  T h i s  i m p o r t a n t  r e s u l t  a l l o w s  one  

to  d e t e r m i n e  th e  p e r f o r m a n c e  of  a l l  s u c h  o p t i c a l  s y s t e m s  b y  c o n s i d e r i n g  

the  s i m p l e r  p r o b l e m  of  h e t e r o d y n i n g  w i t h  t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  in  t h e  

a b s e n c e  of a ny  o p t i c a l  s y s t e m .

O n e  m i g h t  now a r g u e  t h a t ,  a t  l e a s t  f o r  t h e  c a s e  of a n  a t m o s p h e r i ­

c a l l y  d i s t o r t e d  o p t i c a l  p l a n e  w a v e ,  t h e  p r o b l e m  of h e t e r o d y n i n g  w i t h  

t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  i t s e l f  h a s  a l r e a d y  r e c e i v e d  s u f f i c i e n t  c o n s i d e r a t i o n ,  

t h a t  i s ,  by F r i e d [  1] a n d  G a r d n e r [  2] . R e c a l l ,  h o w e v e r ,  t h a t  t h e  

p r e v i o u s  a n a l y s e s  of t h i s  p r o b l e m  a s s u m e d  a  p l a n e  w a v e  l o c a l  o s c i l l a t o r  

b e a m .  Is t h i s ,  h o w e v e r ,  t h e  o p t i m u m  s h a p e  f o r  t h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  

b e a m ?  T h a t  i s ,  d o e s  i t  y i e l d  t h e  l a r g e s t  p o s s i b l e  a v e r a g e  s i g n a l - t o -  

n o i s e  r a t i o ?

In t h e  a b s e n c e  of a ny  f l u c t u a t i o n s  of t h e  r e c e i v e d  p l a n e  w a v e  s i g n a l ,  

a p l a n e  w a v e  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  is  the o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m .  

W h e n  t h e  f l u c t u a t i o n s  a r e  p r e s e n t  a n d  a r e  s u c h  t h a t  t h e  a v e r a g e  r e c e i v e d  

s i g n a l  i s  a  p l a n e  w a v e ,  one  i s  t e m p t e d  to  s a y  t h a t  the  o p t i m u m  l o c a l  

o s c i l l a t o r  b e a m  i s  s t i l l  a  p l a n e  w ave .  T h i s  c o n c l u s i o n  i s ,  h o w e v e r ,  

n o t  n e c e s s a r i l y  c o r r e c t .  I n d e e d ,  t h e  r e s u l t s  of t h i s  r e p o r t  a l l o w  one  

to  d e t e r m i n e  th e  s h a p e  of t h a t  f i x e d  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  w h i c h  

m a x i m i z e s  t h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  f o r  a  g i v e n  s i z e  r e c e i v e r  

a p e r t u r e .  T h e  r e s u l t s  a p p e a r  i n  t h e  f o r m  of a n  i n t e g r a l  e q u a t i o n  to  

b e  s a t i s f i e d  by  t h i s  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m .  It  i s  s h o w n  t h a t
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t h e  s o l u t i o n  of t h i s  i n t e g r a l  e q u a t i o n  f o r  b o th  t h e  p h a s e  f r o n t  a n d  a m p l i ­

t u d e  s h a p e  of t h e  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  d e p e n d  on on ly  t h e  

m u t u a l  c o h e r e n c e  f u n c t i o n  of  t h e  r e c e i v e d  b e a m .

T h i s  r e s u l t  i s  d e r i v e d  in  C h a p t e r  II, C h a p t e r  I I I  d i s c u s s e s  the  

s o l u t i o n  f o r  s e v e r a l  s i m p l e  e x a m p l e s ,  a n d  C h a p t e r  IV o f f e r s  a n  a l t e r n a ­

t i v e  d e r i v a t i o n  a n d  p h y s i c a l  i n t e r p r e t a t i o n  of t h e  r e s u l t s  of C h a p t e r  II.

In  C h a p t e r  V t h e  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  i s  d e t e r m i n e d  e x p l i c i t ­

l y  f o r  t h e  c a s e  of  a n  a t m o s p h e r i c a l l y  d i s t o r t e d  o p t i c a l  p l a n e  w a v e .  

F u r t h e r m o r e ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  m a x i m u m  a v e r a g e  s i g n a l - t o - h o i s e  

r a t i o  d e p e n d e n c e  on r e c e i v e r  a p e r t u r e  s i z e  is  g i v e n  a n d  is  c o r t i p a r e d  

w i t h  t h a t  o b t a i n a b l e  w i t h  a  p l a n e  w a v e  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e  a s  r e p o r t e d  

by F r i e d [ l  ] . In  C h a p t e r  VI i t  i s  s h o w n  t h a t  no  a d d i t i o n a l  i m p r o v e m e n t  

i n  the  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  c a n  be o b t a i n e d  by p e r f o r m i n g  any  

t i m e - i n v a r i a n t  p r e p r o c e s s i n g  o p e r a t i o n  on  the  r e c e i v e d  s i g n a l ,  b e f o r e  

c o m b i n i n g  i t  w i t h  a l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m .  C h a p t e r  VI i n c l u d e s  s o m e  

g e n e r a l  c o m m e n t s  a n d  r e c o m m e n d a t i o n s  f o r  f u t u r e  w o r k .



C H A P T E R  II
D E R I V A T I O N  O F  E Q U A T IO N S  F O R  D E T E R M I N I N G  
O P T I M U M  L O C A L  O S C I L L A T O R  W A V E  F U N C T I O N

A. I n t r o d u c t i o n

In  t h i s  C h a p t e r  t h e  e q u a t i o n s  f o r  d e t e r m i n i n g  th e  o p t i m u m  l o c a l  

o s c i l l a t o r  w a v e  f u n c t i o n  a r e  d e r i v e d .  No te  t h a t  no  p a r t i c u l a r  f o r m  is  

a s s u m e d  f o r  t h e  s t a t i s t i c s  of t h e  s i g n a l  d i s t o r t i o n .  T h e  n u m e r i c a l  

e v a l u a t i o n  of the  r e s u l t s  o b t a i n e d  w i l l ,  h o w e v e r ,  d e p e n d  on  t h e  a s s u m e d  

s t a t i s t i c s .

T h e  p h y s i c a l  s i t u a t i o n  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  i s  a s  f o l l o w s :  S u p p o s e  

t h a t  a  s o u r c e  t r a n s m i t s ,  i n to  a  t u r b u l e n t  a t m o s p h e r e ,  a n  o p t i c a l  b e a m  

c h a r a c t e r i z e d  by a  t i m e  i n v a r i a n t  a m p l i t u d e  a n d  p h a s e  a n d  a n g u l a r  f r e ­

q u e n c y  Wg ( s e e  F i g .  1) .  A s  a  r e s u l t  of i n d e x  of r e f r a c t i o n  f l u c t u a t i o n s
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( w i t h  t i m e )  a lo n g  t h e  p r o p a g a t i o n  p a t h ,  t h i s  b e a m  a p p e a r s  a t  the  r e ­

c e i v e r  c h a r a c t e r i z e d  b y  a  t i m e  - v a r y i n g  a m p l i t u d e  a n d  p h a s e .  T h i s  

b e a m ,  o r  one  d e r i v e d  f r o m  i t ,  s a y  by p a s s i n g  i t  t h r o u g h  a  l e n s ,  is  

t h e n  to  be c o m b i n e d  w i t h  a  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m ,  c h a r a c t e r i z e d  by 

a  t i m e - i n v a r i a n t  a m p l i t u d e  a n d  p h a s e  a n d  a n g u l a r  f r e q u e n c y  tOj ,̂ on 

t h e  s u r f a c e  of  a  s q u a r e  l a w  d e t e c t o r .  A s  a  r e s u l t  of  the  r a n d o m  

d i s t o r t i o n  of t h e  r e c e i v e d  b e a m ,  t h e  o u tpu t  c u r r e n t  a t  t h e  d i f f e r e n c e  

f r e q u e n c y  w i l l  e x h i b i t  a  t i m e  v a r y i n g  a m p l i t u d e  a n d  p h a s e .  O u r  

c o n c e r n  h e r e  i s  w i t h  t h e  a v e r a g e  p o w e r  of  t h i s  b e a t  s i g n a l  o v e r  a 

g i v e n  i n t e r v a l  of t i m e  T. T h i s  a v e r a g e  p o w e r  w i l l  be  s e e n  to  d e p e n d  

n o t  on  t h e  d e t a i l e d  b e h a v i o r  of the  a m p l i t u d e  a n d  p h a s e  f l u c t u a t i o n s  of 

the  r e c e i v e d  b e a m ,  bu t  r a t h e r  on on ly  c e r t a i n  a v e r a g e s  of t h e s e  

f l u c t u a t i o n s  o v e r  the  t i m e  i n t e r v a l  T,  s p e c i f i c a l l y ,  on  t h e  m u t u a l  

c o h e r e n c e  func t ion .  It  w i l l  a l s o  d e p e n d  on the  c h o i c e  of t h e  a m p l i t u d e  

a n d  p h a s e  of the  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m .  T h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  p o w e r  w i l l  

be  a s s u m e d  to  be  of  s u f f i c i e n t  m a g n i t u d e  so tha t ,  a s  d e s c r i b e d  p r e v i ­

o u s l y ,  t h e  n o i s e  p o w e r  i s  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  to  the  l o c a l  o s c i l l a t o r  

p o w e r .  T h e  p r o b l e m  of i n t e r e s t  i s ,  t h e n ,  w h e n  g i v e n  t h e  n e c e s s a r y  

a v e r a g e s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  r e c e i v e d  b e a m ,  how s h o u ld  t h e  p h a s e  

a n d  a m p l i t u d e  of t h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  be  s h a p e d  o v e r  the  d e t e c t o r  

s u r f a c e  so  a s  to m a x i m i z e  t h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  ?
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B. D e r i v a t i o n  of E q u a t i o n s

S i n c e  t h e  n o i s e  p o w e r  i s  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  to  t h e  l o c a l  o s c i l ­

l a t o r  p o w e r ,  m a x i m i z a t i o n  of t h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  i s  e -  

q n i v a l e n t  to  m a x i m i z i n g  t h e  a v e r a g e  b e a t  s i g n a l  p o w e r  s u b j e c t  to  t h e  

c o n d i t i o n  of c o n s t a n t  l o c a l  o s c i l l a t o r  p o w e r .  T h e  p r o c e d u r e ,  t h e n ,  is  

t o  e m p l o y  th e  c a l c u l u s  of v a r i a t i o n s  c o m b i n e d  w i t h  t h e  t e c h n i q u e  of 

L a g r a n g e  m u l t i p l i e r s  t o  d e t e r m i n e  th e  c o n d i t i o n s  t o  be m e t  by  th e  

o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e  func t ion .

T h e  h e t e r o d y n e  d e t e c t i o n  c o n f i g u r a t i o n  i s  s h o w n  in  F i g .  1. T h e  

c o l l e c t i o n  a p e r t u r e ,  w h i c h  d e f i n e s  t h e  i l l u m i n a t e d  p o r t i o n  of the  p h o t o ­

s u r f a c e ,  h a s  a r b i t r a r y  s h a p e .  A p o i n t  on  t h e  p h o t o s u r f a c e  i s  c h o s e n  

a s  t h e  o r i g i n  of a  c o o r d i n a t e  s y s t e m  in t h e  p l a n e  of  t h e  p h o t o d e t e c t o r  

s u r f a c e .  T h e  v e c t o r  3T d e n o t e s  a  p o s i t i o n  in  t h i s  p l a n e .

T h e  i n c o m i n g  s i g n a l  b e a m  i s  g i v e n  by t h e  e x p r e s s i o n

( 1) E g = A ( x , t )  c o s (  wgt + cj)( X ,  t) )

= R e  U( X ,  t) e'^^S^ ,

w h e r e  t h e  i n c o m i n g  w a v e  f u n c t i o n  U ( x ,  t) , i s

— i 4 >(  X ,  t )
{ 2) U( X ,  t) = A ( x ,  t)

T h e  t i m e  v a r i a t i o n  of  U i s  a s s u m e d  to  be  d u e  o n ly  to t h e  r a n d o m  

c h a n g e s  i n  t h e  i n d e x  of  r e f r a c t i o n ,  w i t h  t i m e ,  a lo n g  the  p r o p a g a t i o n

pa th .  T h e  r e c e i v e d  s i g n a l  w a v e  f u n c t i o n  is  U(IT, t) W ( x ) ,  w h e r e
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W{~k ) d e f i n e s  the  c o l l e c t i o n  a p e r t u r e ,  i. e. , W (x )  = 1 f o r  p o i n t s  w i t h i n  

t h e  a p e r t u r e  a n d  W (x )  = 0 f o r  p o i n t s  o u t s i d e  t h e  a p e r t u r e .  T h e  l o c a l  

o s c i l l a t o r  f i e l d  i s  d e n o t e d  by

( 3 )  E ^  = B{x)  c o s  ( tOj^t + 0( x) )

= Re  V( x) ei^'L^

w h e r e

( 4 )  V(3T) = B('x) e jG(x)

i s  the  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e  func t ion .  T h e  p h o t o d e t e c t o r  o u t p u t  c u r r e n t  

a t  t h e  d i f f e r e n c e  f r e q u e n c y .

( 5 )  w = Wg -

i s

J w tI = R e  e^^"  ̂ T| ^  W ( x )  V ( x) U ( x , t )  dx  ,

w h e r e  T| is  c o n s t a n t ,  c h a r a c t e r i s t i c  of t h e  p h o t o d e t e c t o r .

T h e  a v e r a g e  b e a t  s i g n a l  p o w e r  o v e r  one  p e r i o d  of t h e  d i f f e r e n c e  

f r e q u e n c y  i s

( 6 )  P  = r|^  ̂ ^  W( x)  V ’'' (IT) U( X, t) W( x ' )  V( x ' )  U ' ( x ‘, t) dx  dx '  ,

w h e r e  i t  h a s  b e e n  a s s u m e d  t h a t  U i s  " n e a r l y "  c o n s t a n t  o v e r  e a c h  p e r i o d  

of t h e  d i f f e r e n c e  f r e q u e n c y .
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T h e  a v e r a g e  v a l u e  of P ,  d e n o t e d  b y < P >  , o v e r  a  t i m e  i n t e r v a l  T ,  

l o n g  c o m p a r e d  w i t h  one  p e r i o d  of t h e  d i f f e r e n c e  f r e q u e n c y ,  i s

( 7 )  P q = < P >  ^ ^ W ( ^ ) W ( P ) V * ( 3 T ) V ( 3 r ' )

< U(X,  t) U* ( x ' ,  t) > dx  dx '

T h e  p h o t o e l e c t r o n  s h o t  n o i s e  p o w e r  i s ,  f o r  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  l o c a l  

o s c i l l a t o r  p o w e r  i s  m u c h  g r e a t e r  t h a n  t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  p o w e r ,  d i r e c t ­

l y  p r o p o r t i o n a l  to  t h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  p o w e r

( 8 )  P j^  = -  Ti\ V( x) V " ' ( x) dx

a n d ,  in  f a c t ,  t h e  a v e r a g e  s i g n a l  n o i s e  r a t i o  ( p e r  u n i t  b a n d w i d th )  is  

g i v e n  by [5  ]

( 9 )

w h e r e  e i s  t h e  m a g n i t u d e  of the  e l e c t r o n i c  c h a r g e .

T h e  f u n c t i o n  V(1T) w h i c h  m a x i m i z e s  P q s u b j e c t  t o  t h e  c o n d i t i o n  

of c o n s t a n t  Pj^  i s  s o ugh t .  T h a t  i s ,  by e m p l o y i n g  th e  c a l c u l u s  of v a r i ­

a t i o n s ,  t h e  c o n d i t i o n  o n  V f o r  w h i c h  5 P q = 0 , w h e r e  ôP q i s  t h e  v a r i a t i o n  

i n  P q c a u s e d  by  a d d in g  a  v a r i a t i o n  6V to V,  i s  r e q u i r e d .  T h e  a l l o w a b l e  

v a r i a t i o n s  i n  V a r e ,  h o w e v e r ,  n o t  a r b i t r a r y  i n  t h a t  P ^  i s  to  b e  h e l d  

c o n s t a n t .  T h e  c o n d i t i o n  o n  5V i s  t h e n  t h a t  5P j^  = 0,  w h e r e  6 P ^  i s  t h e
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v a r i a t i o n  in  c a u s e d  by a  v a r i a t i o n  5V in  V. T h i s  c o n s t r a i n t  c a n  be 

i n c l u d e d  by  u s i n g  t h e  m e t h o d  of L a g r a n g e  m u l t i p l i e r s .  I t  f o l l o w s  t h e n  

t h a t  t h e  c o n d i t i o n  o n  V f o r  m a x i m u m  P q i s  m e t  w h e n

( 10 )

w h e r e  ( - \ )  i s  t h e  u n d e t e r m i n e d  L a g r a n g e  m u l t i p l i e r .  T h e n ,  f r o m  

Eq .  (7)

( 1 1 ) P q + 6 P r

[ V ( x )  + 5 V ( x ) ]  ' ' ' [ V ( x ' )  + 6 V ( x ' ) ]

<  U( X ,  t) U ' ( x ' , t) > dx  dx '  , 

a n d  h e n c e  to  f i r s t  o r d e r  i n  5V,

( 1 2 )  ^ ^  W(%) W(%')[ V"  (%) 6 V ( ^ ' )  + V(jT') 5V* (”x) ]

< U ( x , t ) U " ( x ' , t ) >  dx  dx '

= 2 R e  \  \  W ( x ) W ( x ' ) V ( x ' ) 5 V  ( x)

< U( X ,  t) U ‘ ( X  ' ,  t) > dx  dx '  , 

s i n c e  by  s y m m e t r y

W (T)  W ( ^ ' )  V*("x) 5V("x') < U ( Z t ) U " ( l T ' , t ) >  d T d ?

^  y  W(3T) W(lT') Y( x ' )  5V* ( x)

< U (  X ,  t) U ' ( x ' ,  t) > d x  d x '
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S i m i l a r l y ,  f r o m  Eq.  ( 8)

( 13)
6 E  T ( —► —► —► _ *"
p ^ = j [ V ( x ) 5 V  ( x) + V ( x ) 6 V ( x ) ]  dx

2 R e  \ V ( x )  5 V  ( x )  dx

F r o m  E q s .  ( 12) a n d  ( 13) , Eq .  ( 10) g i v e s

( 1 4 )  2 R e \ \  W ( x ) W ( x ' ) V ( x ' )  6 V '  ( x) < U ( x , t ) C T  ( x ' ,  t) > dx  dx '

-X 2 R e \  V( x) 6V ' ( x) dx  = 0

o r

( 15) 2 Re W ( x ) W ( x ' )  V ( x ' )  < U ( x .  t ) U " ' ( x ' , t ) >  dx '

-X V ( x ) 6V"' ( x) = 0 ,

w h i c h  i s  s a t i s f i e d ,  i n d e p e n d e n t  of the  c h o i c e  of 5 V ( x ) ,  by c h o o s i n g  X 

s o  t h a t  t h e  e x p r e s s i o n  w i t h i n  the  b r a c k e t s  i s  z e r o ;  i. e. ,

( 16) I
W ( x )  W( x ' )  V ( x ' )  < U (  X ,  t ) U " (  x ' ,  t) > d x '  - X V ( x )  = 0 .

S t a t e d  m o r e  p r e c i s e l y ,  s i n c e  6V i s  a  c o m p l e x  n u m b e r ,  Eq .  ( 15) 

d e m a n d s  t h a t

^  dx Re  { - - R e  6V = 0

a n d

^  dx  I m  { -------- } I m ô V = 0
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w h i c h  i s  s a t i s f i e d  by  c h o o s i n g  b o th  t h e  r e a l  a n d  i m a g i n a r y  p a r t s  of 

{ -----} e q u a l  to  z e r o ,  a s  g i v e n  by Eq.  (16 ) .

T h e  d e t e r m i n a t i o n  of  t h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e  f u n c t i o n  w h i c h  m a x i ­

m i z e s  t h e  a v e r a g e  b e a t  s i g n a l  p o w e r  o v e r  t h e  t i m e  i n t e r v a l  T ,  s u b j e c t  to 

t h e  c o n d i t i o n  of c o n s t a n t  l o c a l  o s c i l l a t o r  p o w e r ,  h a s  now b e e n  r e d u c e d  to 

t h e  s o l u t i o n  of a n  i n t e g r a l  e q u a t i o n ,  Eq .  ( 1 6 ) .  T h i s  e q u a t i o n ,  r e l a t e d  to 

t h e  F r e d h o l m  E q u a t i o n ,  i s  k n o w n  to  h a v e  s o l u t i o n s ,  c a l l e d  e i g e n f u n c t i o n s ,  

f o r  on ly  c e r t a i n  d i s c r e t e  v a l u e s  of c a l l e d  e i g e n v a l u e s .  T h e  a p p e a r a n c e  

of t h e  f u n c t i o n  W ( x) on th e  l e f t  h a n d  s i d e  of Eq.  ( 16) s i m p l y  i n d i c a t e s  

the  r a t h e r  o b v i o u s  f a c t  t h a t  V ( x )  s h o u l d  be  z e r o  w h e r e  t h e r e  i s  no s i g n a l  

b e a m .

It  w i l l  now be sh o w n  t h a t  a l l  t h e  e i g e n v a l u e s  a r e  r e a l  a n d  in  s o  do ing  

th e  d e s i r e d  e i g e n f u n c t i o n  w i l l  b e c o m e  a p p a r e n t .  T h u s ,  l e t  be a n  e i g e n ­

v a l u e  of Eq .  ( 1 6 )  and  Vi( x) the  c o r r e s p o n d i n g  e ig e n f u n c t i o n .  S u b s t i ­

t u t i n g  t h i s  s o l u t i o n ,  m u l t i p l y i n g  by Vj  ( x) , an d  i n t e g r a t i n g  th e  r e s u l t i n g  

e q u a t i o n  w i th  r e s p e c t  to  x  y i e l d s

( 1 7 )  W ( ^ W ( 1 T ' )  vT (%) V.( l^ ' )  < U ( % t ) U " ( T ' , t ) >  d T d ^ '

-Xi \  V i (T)  (%) d T =  0
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In  v i e w  of E q s .  ( 7) a n d  ( 8) , Eq .  ( 17) r e a d s

( P o ) i  = X. 1 £ l ) ±

o r

( 1 8 ,

B u t  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  of  Eq .  ( 18) i s  r e a l ;  i. e. , = P  ^ a n d  -  P^j^

a n d  h e n c e  m u s t  be  r e a l .  F u r t h e r m o r e ,  i s  d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  

to  t h e  r a t i o  of a v e r a g e  s i g n a l  p o w e r  to  l o c a l  o s c i l l a t o r  p o w e r  a n d  h e n c e  

to  t h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o .  T h u s ,  t h e  d e s i r e d  e i g e n f u n c t i o n ,  

V ( x )  , i s  t h a t  c o r r e s p o n d i n g  to  t h e  l a r g e s t  e i g e n v a l u e ,  of Eq .  ( 16)

E q u a t i o n  ( 1 6 )  is  r e a l l y  tw o  e q u a t i o n s  i n  one;  i. e. , b o th  t h e  r e a l  

a n d  i m a g i n a r y  p a r t s  m u s t  s e p a r a t e l y  a d d  to z e r o .  E q u a t i n g  t h e  i m a g i ­

n a r y  p a r t  to  z e r o  w i l l  y i e l d  a n  e x p l i c i t  s o l u t i o n  f o r  t h e  p h a s e  f r o n t  of 

t h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e  f u n c t i o n  a n d  e q u a t i n g  t h e  r e a l  p a r t  to  z e r o  w i l l  

y i e l d  a n  i n t e g r a l  e q u a t i o n  to  be  s a t i s f i e d  by t h e  c o r r e s p o n d i n g  a m p l i ­

tu d e  s h a p e  of t h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e  f u n c t io n .

T h u s ,  f r o m  E q s .  ( 1) a n d  ( 3) , Eq.  ( 16) m a y  b e  w r i t t e n

( 1 9 )  Ç w ( x )  W ( x ’ ) B(’x ' )  eif®

< A ( 7 , t ) A ( x ' , t ) e i t * < ^ - ‘ > > ^ . X B ( ' ; )  = 0 .
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E q u a t in g  th e  i m a g i n a r y  p a r t  of Eq. ( 19) to  z e r o  g i v e s

( 2 0 )  y  W( x) W( x^) B( x ' )  { c o s [ 0 ( x ' )  -  8 ( x ) ]  < A( x ,  t) A( x ' ,  t)

s in [ 4 ) ( x ,  t) - c j ) ( x ' , t ) ] >  + s i n [ 0 ( x ' )  -  8 ( x ) ]

< A( X, t) A( x ' , t) c o s [  cj)( X, t) -  cj)( x ' ,  t) ] > } dx' = 0 .

T h e  l e f t  h and  s i d e  o f  Eq. ( 20) ca n  be  m a d e  z e r o ,  fo r  a l l  x  , by  c h o o s in g  

th e  e x p r e s s i o n  w i t h in  th e  b r a c k e t s  e q u a l  to  z e r o ;  i. e. , by c h o o s in g

( 2 1 ) ta n [0 (  x ) -  0( x '  ) ]

< A( X, t) A( x ' ,  t) sin[4) ( x ,  t) -(|)( x ' ,  t) ]>

< A( X ,  t) A( x ' , t) cos[cj) ( X ,  t) -cj)( x ' ,  t) ]>

E q u a t i n g  t h e  r e a l  p a r t  of Eq.  ( 19) to  z e r o  g i v e s

(2 2 )  Ç W(1T) W(IT') B ( ^ ' )  { c o s [ 0 ( T )  - 8  (IT') ] < A ( % t ) A ( l T ' , t )

cos[c|3 ( x , t )  - c t > ( x ' , t ) ] >  + s i n [ 0 ( x )  - 0 ( x ' ) ]

< A( X ,  t) A( x ' , t) sin[cj) ( x ,  t) -cj) ( x ' , t) ] > } dx '  -X B( x) = 0

E q u a t i o n s  ( 21) a n d  ( 22) m a y  be  w r i t t e n  i n  m o r e  c o m p a c t  f o r m  by

d e f i n i n g

( 2 3 )  S( X ,  x ' ) = < A( X ,  t) A( x '  , t) s in[ <j)( X ,  t)-<|)( x ' , t)] > ,

( 2 4 )  C( X ,  x ' ) = < A( X ,  t) A( x '  , t) co s [  c|)( X ,  t)-<t)( x ' , t)] > ,

a n d



30

( 2 5 )  D( X ,  x ' )  = C ( X ,  x ' )  cos[0 ( x) - 0  (x ') ]

+ S ( X ,  x ' ) s in[  0( x) - 0( x ' )  ] (

T h u s ,  E q s .  ( 2 1 )  a n d  ( 22) b e c o m e ,  r e s p e c t i v e l y ,

S( X ,  x '  )
( 2 6 )  tan[  0( x ) - 0 (  x ' ) ] = ---------------

C( X , x ' )

a n d

(2 7 )  f  W ( ^ )  W(lT') B(IT') D ( i r , ^ )  d" '̂ -  X B(1T) = 0

E q u a t i o n s  ( 26) a n d  ( 27) c o n s t i t u t e  the  r e q u i r e m e n t s  on the  l o c a l  

o s c i l l a t o r  p h a s e  0 (x )  a n d  a m p l i t u d e  B( x) , r e s p e c t i v e l y ,  to  e n s u r e  the  

m a x i m u m  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o .  T h e  only  p r o p e r t i e s  of the  

r e c e i v e d - s i g n a l  b e a m  a p p e a r i n g  in  t h e s e  e q u a t i o n s  ( n a m e l y ,  C a n d  S) 

a r e ,  r e s p e c t i v e l y ,  the  r e a l  a nd  i m a g i n a r y  p a r t s  of  < U ( x ,  t ) U  ( x  , t) > 

w h i c h  r e p r e s e n t s  a  t w o - p o i n t  c o r r e l a t i o n  on the  i n c o m i n g  s i g n a l  w a v e -  

f r o n t .  P h y s i c a l l y ,  C r e p r e s e n t s  t h e  a v e r a g e  h o m o d y n e  b e a t  s i g n a l  

o b t a i n e d  b y  a d d i n g  the  s i g n a l s  U ( x , t )  a nd  U ( x ' , t )  on t h e  s u r f a c e  of a 

s q u a r e  l a w  d e t e c t o r .  S i m i l a r l y ,  S r e p r e s e n t s  t h e  h o m o d y n e  b e a t  s i g n a l  

o b t a i n e d  by  a d d in g  s i g n a l s  U ( x ,  t) a nd  U ( x ' , t )  , t h e  l a t t e r  d e l a y e d  by 

tt/ 2 r a d i a n s ,  on  t h e  s u r f a c e  of a  s q u a r e  l aw  d e t e c t o r .  A m e t h o d  f o r  

e x p e r i m e n t a l l y  d e t e r m i n i n g  t h e s e  two f u n c t i o n s  i s  g i v e n  in  A p p e n d i x  B.
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N ote  t h a t  Eq.  ( 2 6 )  d e t e r m i n e s  on ly  t h e  d i f f e r e n c e  i n  p h a s e  b e ­

t w e e n  p a i r s  of p o i n t s  on  t h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e f r o n t ;  i. e. , t he  s h a p e  

of t h i s  w a v e f r o n t .  T h i s  i s  a s  i t  s h o u ld  be  s i n c e  a d d i n g  a  c o n s t a n t  t e r m  

0Q to  a n y  0( x) m e r e l y  a l t e r s  the  t i m e  a t  w h i c h  I  a c h i e v e s  i t s  p e a k  v a l u e  

d u r i n g  one  c y c l e  of t h e  b e a t  f r e q u e n c y ,  b u t  h a s  no  e f f e c t  on  P  n o r  < P> . 

T h u s ,  a r b i t r a r i l y  c h o o s i n g  t h e  o r i g i n  of c o o r d i n a t e s  a s  the  p h a s e  r e f e r ­

e n c e  p o i n t  ( i . e . ,  0( 0) -  0) Eq.  ( 26) d e t e r m i n e s  0( x) i n  t h e  f o r m

S ( %  Ô) 

C ( %  Ô)

In t h i s  C h a p t e r  t h e  e q u a t i o n s  w h i c h  d e t e r m i n e  the  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l ­

l a t o r  w a v e  f u n c t i o n  h a v e  b e e n  d e r i v e d .

In t h e  f o l l o w in g  C h a p t e r ,  the  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e f r o n t  

w i l l  be  d e t e r m i n e d  f o r  s e v e r a l  s i m p l e  e x a m p l e s ,  the  s o l u t i o n  f o r  t h e  

c a s e  of a n  a t m o s p h e r i c a l l y  d i s t o r t e d  w a v e f r o n t  b e in g  d e f e r r e d  to  

C h a p t e r  V.

( 28) 0( x) = t a n - 1



C H A P T E R  m  
S O L U T I O N  O F  E Q U A T IO N S  F O R  
S E V E R A L  S I M P L E  E X A M P L E S

In t h i s  C h a p t e r  t h e  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e  f u n c t i o n  w i l l  be  

d e t e r m i n e d  f o r  tw o  s i m p l e  e x a m p l e s .  In  a d d i t i o n ,  t h e  c o n d i t i o n s  u n d e r  

w h i c h  t h e  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  p h a s e  f r o n t  is  p a r a l l e l  to  the  a v e r ­

a g e  r e c e i v e d - s i g n a l  p h a s e  f r o n t  w i l l  be  d e t e r m i n e d .

F o r  t h e  c a s e  i n  w h i c h  n e i t h e r  A n o r  cj) is  a f u n c t i o n  of  t i m e ,  Eq.

( 28) s h o u ld  r e d u c e  to  t h e  w e l l - k n o w n  r e s u l t  t h a t  the  l o c a l  o s c i l l a t o r  

w a v e f r o n t  s h o u l d  be c h o s e n  p a r a l l e l  to  t h e  s i g n a l  b e a m  w a v e f r o n t .  

I n d e e d ,  f r o m  E q s .  ( 23) a n d  ( 24)

( 2 9 )  S(x", 0) = A(1T) A( Ô) sin[4i(lT)-<|)( oil  

a n d

( 3 0 )  C ( % 0 ) = A ( % ) A ( 0 ' )  co s [4 ) ( l^ ) -4 ) (^ ) ]  , 

a n d  h e n c e ,  Eq .  ( 28) b e c o m e s

r  s in[  cj3( x) -ct)( 0) ]
e( x) = t an " ^  ---------- —-------——

^cos[  4>( x) -<t>( 0) ]

o r

( 3 1 )  0( x) = 4)( x) -cj)( 0)

a s  s t a t e d .

32
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T o  d e t e r m i n e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  a m p l i t u d e  s h a p e ,  s u b s t i t u t e  Eq.

( 3 1 )  in to  Eq.  ( 2 5 )  t o  o b t a i n

D ( x , x ' )  = A( x) A ( x ' )  cos[t|> (x)-cj)( x ' )  ] cos[ct) ( x) -cj)( x ' )  ]

+ A( x) A( x ' )  sin[(|) ( x) -4>( x ' )  ] sin[4> ( x) -()>( x '  ) ]

o r

( 3 2 )  D ( % % ' )  = A ( 7 ) A ( 7 ' )

S u b s i t u t i n g  t h i s  r e s u l t  i n to  Eq .  ( 27) g i v e s ,  f o r  t h e  e q u a t i o n  to  

be s a t i s f i e d  by  B( x) ,

I(3 3 )  \ W ( x )  W ( x ' )  B ( x ' ) A ( x ) A ( x ' ) d x '  -X B ( x )  = 0

o r

( 3 4 )  W ( x )  A ( x )   ̂ W ( x ' ) B ( x ' ) A ( x ' ) d x '  - X B ( x )  = 0 .

B u t  the  i n t e g r a l  i n  Eq.  ( 34) i s  i n d e p e n d e n t  of x  a n d  h e n c e  i t s  s o l u t i o n  

f o r  B ( x )  i s ,  s i m p l y

( 3 5 )  B( x) = ( c o n s t .  ) A( x) W (x )  = C A(3T) W(3Z) ,

w h e r e  t h e  c o n s t a n t  m a y  be  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  c o n d i t i o n  of c o n s t a n t  

l o c a l  o s c i l l a t o r  p o w e r ;  t h a t  i s ,  f r o m  Eq.  ( 8)

P t
=

Y q ^  W( x) A^( x) dx
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T h u s ,  a s  s t a t e d  i n  t h e  i n t r o d u c t i o n ,  t h e  m a x i m u m  b e a t  s i g n a l  

a m p l i t u d e ,  f o r  f ix e d  l o c a l  o s c i l l a t o r  p o w e r ,  i s  o b t a i n e d  by c h o o s i n g  

n o t  on ly  p a r a l l e l  w a v e f r o n t s  bu t  a l s o  i d e n t i c a l  a m p l i t u d e  s h a p e s  f o r  

t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  a n d  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m s .  E q u a t i o n  ( 35) is  

s h o w n  in  A p p e n d i x  I to b e ,  s i m p l y ,  a s t a t e m e n t  of t h e  S c h w a r z  i n ­

e q u a l i t y  a p p l i e d  to  the  r a t i o  P q / P j .̂

N e x t ,  the  c o n d i t i o n  f o r  w h i c h  t h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  p h a s e  f r o n t  

s h o u l d  be c h o s e n  p a r a l l e l  to the  a v e r a g e  r e c e i v e d  s i g n a l  p h a s e  f r o n t  

i s  d e r i v e d ;  t h a t  i s ,  t he  c o n d i t i o n  f o r  w h i c h  8( x) = < <j>( x ,  t)-cj>( 0,  t) > 

i s  d e t e r m i n e d .  T h u s ,  f r o m  Eq.  ( 28) , i t  f o l l o w s  t h a t  t h i s  c o n d i t i o n  

w i l l  o b t a i n ,  p r o v i d e d

SU, o’)
( 3 6 )  t a n  < 4) ( X ,  t ) - c j ) (  0 , t) > -  — ' ^  _

C ( X , 0)

In  o r d e r  to  d e t e r m i n e  th e  c o n d i t i o n  u n d e r  w h i c h  Eq.  ( 36) h o l d s ,

l e t

( 3 7 )  ( | ) (  X ,  t)-4)( 0 ,  t) : :  A ( | ) Q (  x) + Uo( X ,  t) ,

w h e r e  Uo( t) r e p r e s e n t s  the  f l u c t u a t i o n s  of 4>( x ,  t) -cj)( 0,  t) a b o u t  i t s

a v e r a g e  v a l u e

( 3 8 )  A(j)o(x) = <4)(x ,  t ) - c j ) ( 0 , t ) >
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T h e n ,  f r o m  E q s .  ( 23) a n d  ( 24) , Eq.  ( 36) m a y  b e  w r i t t e n

< A( X, t) A( 0, t) s i n [  Ac|)^( x) + a x ,  t )]  >

< A( X, t) A( 0, t) c o s [  A (|)q( x ) + o q( x , t)] >

o r

( 4 0 )  ta n  A<))q( x) =

< A( X ,  t) A( 0 ,  t ) c o s  QqI X ,  t)> s i n  A(j)o( x) + < A( x ,  t) A( 0 ,  t) s i n n o (  x ,  t)> cosA4>q( x )

< A( X ,  t) A ( 7 ,  t) c o s  Q!o( X, t)> c o s  A(|)o( x) -<  A( x ,  t) A( 0 ,  t) s i n  Oq( t)> s i n  A c|)q( x )

W r i t in g
s i n  A()>q( x )

ta n  A4)q( jT) = --------------- —
c o s  A c|)q( x )

a n d  c r o s s - m u l t i p l y i n g ,  Eq. ( 40) y i e l d s

< A(  X ,  t) A(  0 ,  t) s i n  Qq( X ,  t) > [ sin^ Acj>Q( x) + c o s ^ A ^ ^ f x ) ]  = 0

or

( 4 1 )  < A( X ,  t) A( 0,  t) s in  a ^( x,  t) > = 0

E q u a t io n  ( 41) , th e n ,  i s  th e  c o n d i t io n  on th e  r e c e i v e d  s i g n a l  w a v e  

fu n c t io n  fo r  w h ic h  th e  o p t im u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  p h a s e  f r o n t  i s  p a r a l l e l  

to  th e  a v e r a g e  r e c e i v e d - s i g n a l  p h a s e  fro n t .  T h i s  c o n d i t io n  o b t a in s ,  fo r  

e x a m p l e ,  w h e n  th e  f lu c t u a t io n s  in  th e  p h a s e  d i f f e r e n c e  <j)(x,t) - 4 ^ 0 ,  t) i s  

s y m m e t r i c  a b o u t  i t s  a v e r a g e  v a lu e ;  i. e. , w h e n  th e  f lu c t u a t io n s  in  

Qo( X, t) a r e  s y m m e t r i c  a b o u t  z e r o ,  a n d  th e  f lu c t u a t io n s  of th e  r e c e i v e d
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s i g n a l  a m p l i t u d e  p r o d u c t  A ( x , t ) A { 0 , t )  a r e  i n d e p e n d e n t  of t h e  f l u c t u a t i o n s  

i n  t h e  p h a s e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e s e  p o in t s .  T h a t  i s ,  t h e  l a t t e r  of  t h e s e  

c o n d i t i o n s  i m p l i e s  t h a t

< A( X ,  t) A(  0 ,  t) s i n  OqC =< A( x ,  t) A( 0,  t)> < s i n  Oq( x ,  t )> ,

w h i l e  t h e  f o r m e r  c o n d i t i o n  i m p i e s  t h a t  < s in  o'q( x ,  t) > -  0 a n d  h e n c e  

Eq .  ( 4 1 )  i s  s a t i s f i e d .

T h e  r e s u l t s  of t h e  f o l l o w in g  e x a m p l e  w i l l  s e r v e  to  i l l u s t r a t e  the  

b a s i c  c o n d i t i o n s  f o r  w h i c h  t h e r e  e x i s t s  a n  a p e r t u r e  s i z e  a b o v e  w h i c h  

t h e r e  i s  l i t t l e  o r  no i n c r e a s e  in  the  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o .  In 

a d d i t i o n ,  a  s i m p l e  e x t e n s i o n  of t h i s  e x a m p l e  w i l l ,  in  C h a p t e r  IV, p r o ­

v i d e  t h e  b a s i s  f o r  a n  a l t e r n a t i v e  d e r i v a t i o n  of the  e q u a t i o n s  d e f i n i n g  

t h e  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e  func t ion .  T h u s ,  c o n s i d e r  the  

fo l low ing :

L e t  the  r e c e i v e r  a p e r t u r e  be d i v id e d  in to  N e q u a l  a r e a  r e g i o n s  

a s  s h o w n  in  F ig .  2. L e t  bo th  t h e  a m p l i t u d e ,  A^( t) and  the  p h a s e ,

(|)̂ ( t) , of t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  be i n d e p e n d e n t  of p o s i t i o n  o v e r  e a c h  

r e g i o n  Si; i = 1, 2, . . . , N. A s s u m e ,  f o r  now, t h a t  t h e  o p t i m u m  ( f ixed)  

l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  w i l l  a l s o  h a v e  u n i f o r m  a m p l i t u d e ,  Bi» a nd  

p h a s e  0i , o v e r  e a c h  r e g i o n  S i ; i  = 1 , 2 , . . .  , N. T h e n ,  w i th  Ui( t) =

Aie'^^^ a n d  = B ie '^ ^ \  i t  f o l l o w s ,  f r o m  E q s .  ( 7) a n d  ( 8) , t h a t
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1 2 - - -

i /
r

N

U j ( t )  = Aj  ( t ) e

( 4 2 )

o r

( 4 3 )

F i g .  2 - - R e c e i v e d  s i g n a l  ( f o r  t h e  e x a m p l e  
u s e d  in  C h a p t e r  I I I ) .

N

j t i 2 ( A S ) 2 ^  v f V j < U i U j :

 ________________
N

j  T|( AS) 2  I Vi
i= 1

N N

) ,  + 2 ) .  Vi  Vj M ij
i= 1

—  = ri( AS).

i. j = l 
i < j

i= 1

w h e r e  AS i s  t h e  a r e a  of  t h e  r e g i o n  Si  a nd

( 4 4 )  M i j = < U i U j >
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C o n s i d e r  f i r s t  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  f l u c t u a t i o n s  i n  t h e  r e c e i v e d  

s i g n a l  a r e  a b s e n t .  T h e n ,  w i t h  = c|)q a n d  f o r  a l l  i ,  i t  f o l l o w s

ijt h a t  M y  = A q a n d  h e n c e ,  w i t h  0^ = 0q a n d  Bji -  B q f o r  a l l  i.

2 N ( N - l )

( 4 5 )  - ~ = tiA 1 A Sp  ' O 7
N B n

o r
P

( 4 6 )  = TiA^ (N A S )
L

T h a t  i s ,  a s  s h o w n  p r e v i o u s l y ,  the  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  i s  d i r e c t l y  

p r o p o r t i o n a l  to  t h e  c o l l e c t e d  s i g n a l  p o w e r ,  i. e. , to  ^  'HAq ( a p e r t u r e  

a r e a )  = ^ A ^  N A S ) . [ N O T E :  It i s  a  s i m p l e  m a t t e r  to show ,  a s  w a s

d o n e  p r e v i o u s l y ,  t h a t  f o r  a ny  c h o i c e  f o r  B^ and  o t h e r  t h a n  Bj  = B q 

a n d  0^ = 0Q, t h e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  i s  l e s s  t h a n  t h a t  g i v e n  by Eq.

( 4 6 ) .  ]

O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  f o r  the  v e r y  s p e c i a l  c a s e  w h e r e  t h e  s i g n a l  

c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  a n y  tw o  d i s t i n c t  r e g i o n s  i s  z e r o ,  i. e. , M y  -  0 

f o r  i  j ,  i t  f o l l o w s  t h a t ,  w i t h  < a | >  = A ^  ,

!
(47)  ^  = qA^ ( A S )-L J ----------

N

Bi
i =  1

o r

( 4 8 )  = q A o  (A S)
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w h i c h  i s  i d e n t i c a l  to  t h e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  o b t a i n e d  f r o m  one  a r e a  

a lo n e .  I t  i s  i m p o r t a n t  to  n o t e  h e r e  t h a t  e v e n  i n  t h i s  e x t r e m e  c a s e  t h e  

a v e r a g e  b e a t  s i g n a l  p o w e r  i n c r e a s e s  d i r e c t l y  w i t h  N,  f o r  = B qi bu t  

so  t oo  d o e s  t h e  n o i s e  p o w e r  ( w h i c h  i s  p r o p o r t i o n a l  to  Pj_^) w i t h  the  

r e s u l t  t h a t  t h e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  i s  i n d e p e n d e n t  of N.

In  a  m o r e  g e n e r a l  c a s e ,  f o r  e x a m p l e  w h e r e  t h e  c o r r e l a t i o n  b e ­

t w e e n  tw o  r e g i o n s  i s  a  d e c r e a s i n g  f u n c t i o n  of t h e i r  s e p a r a t i o n ,  the  

s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  l i e s  s o m e w h e r e  b e t w e e n  t h o s e  two  e x t r e m e s .

W h e n  B^ = c o n s t a n t ,  t h e  i m p o r t a n t  p o i n t  to  n o t e  i s  t h a t  a s  N i n c r e a s e s  

t h e  s u m  in E!q. ( 45) d e v i a t e s  m o r e  a n d  m o r e  f r o m  i t s  m a x i m u m  v a l u e ,

N( N -1 )  /2 ,  a n d  h e n c e  th e  r a t e  of  g r o w t h  of P q / P l ,, f o r  a  u n i t  i n c r e a s e  

in  N,  d e c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s i n g  N. T h i s  i s ,  of c o u r s e ,  t h e  b a s i c  

r e s u l t  o b t a i n e d  by F r i e d [  1] w h i c h  i n d i c a t e s  t h e  e x i s t e n c e  of a  m i n i m u m  

a p e r t u r e  s i z e ,  a b o v e  w h i c h  th e  i n c r e a s e  in  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  is  

" s m a l l "  . W i t h  r e f e r e n c e  to t h i s  l a s t  c a s e ,  t h e  p r o b l e m  u n d e r  c o n s i d e r ­

a t i o n  h e r e  w o u l d  be to d e t e r m i n e  how  th e  B j ' s  a n d  0^' s s h o u ld  be  c h o s e n  

s o  a s  t o  m a x i m i z e  t h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  f o r  a g i v e n  s i z e  

a p e r t u r e .

In  t h i s  C h a p t e r  t h e  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  w a s  d e t e r m i n e d  

f o r  s e v e r a l  s i m p l e  e x a m p l e s .  T h e  n e x t  C h a p t e r  g i v e s  a n  a l t e r n a t i v e  

d e r i v a t i o n  of the  r e s u l t s  of C h a p t e r  II,



C H A P T E R  IV
A L T E R N A T I V E  D E R I V A T I O N  O F  I N T E G R A L  E Q U A T I O N  

D E T E R M I N I N G  O P T I M U M  L O C A L  O S C I L L A T O R  W A V E 
F U N C T I O N  A N D  P H Y S I C A L  I N T E R P R E T A T I O N  O F  R E S U L T S

In  t h i s  C h a p t e r  t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n  w h i c h  d e t e r m i n e s  t h e  o p t i ­

m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e  f u n c t i o n  i s  d e r i v e d  a s  a  c o n s e q u e n c e  of the  

K a r h u n e n - L o e v e  T h e o r e m [  IZ] . T h i s  d e r i v a t i o n  a l l o w s  f o r  bo th  p h y s i ­

c a l  i n t e r p r e t a t i o n s  a n d  a d d i t i o n a l  c o n s e q u e n c e s  of t h e  r e s u l t s  of 

C h a p t e r  II. T h e s e  i n c l u d e :  a m e a s u r e  of t h e  a m o u n t  of t u r b u l e n t  d e g r a ­

d a t i o n  ( b a s e d  on r e l a t i v e  s i z e s  of the  e i g e n v a l u e s ) ;  a n d  a m e a n s  f o r  

s e p a r a t i n g  a  d i s t o r t e d  s i g n a l  b e a m  i n to  a s e t  of s t a t i s t i c a l l y  o r t h o g o n a l  

s i g n a l s .

A. I n t r o d u c t i o n

A w a y  of i n t r o d u c i n g  t h e  s u b j e c t  c l e a r l y  i s  to f i r s t  c o n s i d e r  a 

s i m p l e  e x t e n s i o n  of t h e  l a s t  e x a m p l e  of C h a p t e r  III. C o n s i d e r  a g a i n  

t h a t  the  r e c e i v e r  a p e r t u r e  c a n  be  d i v i d e d  i n t o  N e q u a l  a r e a  r e g i o n s  

o v e r  e a c h  of  w h i c h  bo th  t h e  a m p l i t u d e ,  Aj(  t) , a n d  the p h a s e ,  cj)i( t) , 

of the  r e c e i v e d  s i g n a l ,  U ( x ,  t ) W ( x )  a r e  i n d e p e n d e n t  of p o s i t i o n .  

A g a i n ,  l e t  t h e  m u t u a l  c o h e r e n c e  of the  s i g n a l s  a t  any  tw o  d i s t i n c t  

l o c a t i o n s  be  z e r o .  T h i s  t i m e ,  h o w e v e r ,  l e t  t h e  a v e r a g e  i n t e n s i t y .

40
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< A?(  t) > , of t h e  s i g n a l  a t  l o c a t i o n  i  d e p e n d  on i. T h e n ,  f r o m  Eq.  ( 43)
N

2  < A -  ( t ) >

( 4 9 )  ~  = T|AS i z L
N

1=  1
2

F o r  t h e  c a s e  w h e r e  < A ^ >  w a s  i n d e p e n d e n t  of  l o c a t i o n  ( t h e  c a s e  

t r e a t e d  p r e v i o u s l y )  , t h e  m a x i m u m  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  w a s  s h o w n  to  

be  e q u i v a l e n t  to  t h a t  o b t a i n e d  f r o m  a s i n g l e  a r e a  . W h i c h  a r e a  8^ 

w a s  c h o s e n  m a d e  no  d i f f e r e n c e  s i n c e  t h e  a v e r a g e  r e c e i v e d  o p t i c a l  

s i g n a l  p o w e r  w a s  t h e  s a m e  f o r  a l l  of t h e m .  F o r  t h e  p r e s e n t  e x a m p l e  

i t  i s  r e a s o n a b l e  to  e x p e c t  a g a i n  t h a t  t h e  m a x i m u m  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  

w i l l  b e  e q u a l  to  t h a t  o b t a i n a b l e  f r o m  a s i n g l e  a r e a .  T h i s  t i m e ,  h o w e v e r ,  

one  s h o u ld  e x p e c t  t h e  a r e a  to  be  t h a t  o n e  f o r  w h i c h  th e  a v e r a g e  o p t i c a l  

s i g n a l  p o w e r  i s  l a r g e s t .  T h i s  c o n c l u s i o n  i s  c o r r e c t  a n d  c a n  be f o r m a l l y  

v e r i f i e d  a s  f o l l o w s :

T h e  B j ' s  w h i c h  m a x i m i z e  P q / P j_̂ a r e  d e t e r m i n e d  by  s e t t i n g

0( P q / P l )
( 50 )   ----- —  = 0  : i = l ,  2 , . . . , N

9
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T h u s ,  f r o m  Eq .  ( 49)  

9 ( P o / P l )( 51)

o r

( 52)

i= l i = l

i= l

9 ( P o / P l ) _

9B;

' N
rjAS

If? .
' Z B j ' b \  [ < a |  > - < A f  >]  •

.1=1

1=1  ^

9( P q / P l )It  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  a  s o l u t i o n  of t h e  e q u a t i o n , -----------------  = 0;
9Bj

j = 1, 2, . . . , N ,  i s  o b t a i n e d  by  c h o o s i n g  a l l  of  t h e  B^ ' s  e q u a l  t o  z e r o  

e x c e p t  one. T h u s ,  l e t

B q  =/ 0 f o r  i  = q 

0 f o r  i  ^ q
( 53) B i  =

T o  s e e  t h a t  t h i s  i s  i n d e e d  a  s o l u t i o n  n o te  t h a t  f o r  j f  q i n  Eq .  ( 52) , 

t h e  f a c t o r  2B:  i s  z e r o  a n d  h e n c e ,  = q . On  t h e  o t h e f  h a n d ,
J 9B J

f o r  j = q e v e r y  t e r m  i n  t h e  t h i r d  f a c t o r  o n  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  of Eq .  ( 52)



43

i s  z e r o .  T h i s  i s  t r u e  s i n c e  B- "  0 f o r  i  "/j -  q a n d  < A ^ >  - < A j >  -  0

f o r  i  = j. H e n c e ,  = 0.
3 B q

T h e  c o r r e s p o n d i n g  r a t i o  of P q t o  Pj^ is

( 54 )  ^  = pAS < A ^ >

a n d  t h i s  is  c l e a r l y  a  t r u e  m a x i m u m  f o r  t h a t  q f o r  w h i c h  < A^> > < >  

i  = 1 , 2 , . . .  , N.

T h u s ,  a s  e x p e c t e d ,  t h e  m a x i m u m  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  i s  

e q u a l  to  t h a t  o b t a i n e d  b y  h e t e r o d y n i n g  w i t h  a s i n g l e  a r e a  — n a m e l y ,  t h a t  

p a r t i c u l a r  a r e a  f o r  w h i c h  the  a v e r a g e  r e c e i v e d  o p t i c a l  s i g n a l  p o w e r  i s  

l a r g e s t .

I t  i s  i m p o r t a n t  h e r e  to  e x t r a c t  t h e  e s s e n t i a l  f e a t u r e s  of t h e  a b o v e  

e x a m p l e .  T h e y  a r e ;

( 1) T h e  r e c e i v e d  s i g n a l  U( x ,  t) W( x) m a y  b e  v i e w e d  a s  a s u m  of 

N t i m e  i n d e p e n d e n t  s i g n a l s ,  piC?^ , w i t h  ( r a n d o m )  " c o m p l e x  a m p l i t u d e s "  

U i ( t  ) .  In  t h i s  e x a m p l e  p i ( x )  i s  a p u l s e  t y p e  f u n c t i o n  w i t h  a m p l i t u d e  one 

o v e r  t h e  r e g i o n  Sj  a n d  z e r o  a m p l i t u d e  e l s e w h e r e .  M a t h e m a t i c a l l y ,  

t h e  e s s e n t i a l  p r o p e r t y  of the  p u l s e s ,  pi( x) , i s  n o t  t h a t  t h e y  a r e  p h y s i ­

c a l l y  s e p a r a t e d  i n  s p a c e ,  b u t  r a t h e r  t h a t  t h e y  a r e  m u t u a l l y  o r t h o g o n a l  

o v e r  t h e  r e c e i v e r  a p e r t u r e .  T h a t  is
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f l  if i = j 

0 if i =/ j

( 2 )  T h e  " a m p l i t u d e s "  , U^( t) , in  t h i s  s e r i e s  r e p r e s e n t a t i o n  of 

t h e  r a n d o m  s i g n a l  a r e  m u t u a l l y  o r t h o g o n a l ,  i. e. ,

r<A?> i f i = j
< U i U -  > = i

[ 0 if i f  j

( If < U i >  = 0  f o r  a l l  i ,  t h e n  t h e  o r t h o g o n a l i t y  i s  e q u i v a l e n t  t o  u n c o r r e -  

l a t e d n e s s .  )

( 3) T h e  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  i s  d e t e r m i n e d  by  t h a t  

p u l s e  Pq ( x) w h i c h ,  in  t h e  s e r i e s  r e p r e s e n t a t i o n  of U( x ,  t) W( x) , h a s  

a s s o c i a t e d  w i t h  i t  t h e  l a r g e s t  a v e r a g e  o p t i c a l  s i g n a l  p o w e r .

It  f o l l o w s  t h e n  t h a t  i f  t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  U ( x ,  t ) W ( x ) ,  c a n  be 

r e p r e s e n t e d  in  t e r m s  of  a  s e r i e s  of s p a t i a l l y  o r t h o g o n a l  s i g n a l s ,

{ $ n ( x )  } , w i t h  o r t h o g o n a l  c o e f f i c i e n t s , t) } , t h e n  t h e  o p t i m u m

( f i x e d )  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  i s  p r o p o r t i o n a l  to  # q (  x) , w h e r e  

<  |Uq I >  >  < |Ui f >  . T h i s  a r g u m e n t  a s s u m e s ,  of  c o u r s e ,  t h a t  t h e  o p t i m u m  

l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  c a n  be e x p a n d e d  in  t e r m s  o f  the  s e t  { ^ ( x )  } . •
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B. K a r h u n e n - L o e v e  T h e o r e m

T h e  r e s u l t s  of  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  l e a d  o n e  n a t u r a l l y  t o  a s k  i f  

a n y  r e c e i v e d  s i g n a l  c a n  b e  e x p r e s s e d  in  t e r m s  of a  s e r i e s  of s p a t i a l l y  

o r t h o g o n a l  f u n c t i o n s  w i t h  " s t a t i s t i c a l l y "  o r t h o g o n a l  c o e f f i c i e n t s .  

A c c o r d i n g  to  t h e  K a r h u n e n - L o e v e  t h e o r e m [  12] t h e  a n s w e r  i s  yes. '  — 

p r o v i d e d  o n ly  t h a t  t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  p o s s e s s e s  a  c o n t i n u o u s  m u t u a l  

c o h e r e n c e  f u n c t io n .  A s t a t e m e n t  of t h i s  t h e o r e m  f o l l o w s [  24] : T h e r e  

e x i s t s  a  s e r i e s ,  ^  U^(  t) » p o s s e s s i n g  t h e  p r o p e r t i e s  t h a t

( 5 5 )  y  W( x) x) x)  d x  = 6 ^ ^

a n d

( 5 6 )  < U n (  t ) U ' ^ (  t ) >  = < | U ^ (  t ) T >

w h i c h  i s  c o n v e r g e n t  i n  a  " m e a n  s q u a r e  s e n s e "  u n i f o r m l y  to  

U( xT t) W ( x )  i f ,  a n d  o n l y  i f,  t h e  n u m b e r s  < | u ^ ^ t ) |  > a n d  th e  c o r r e ­

s p o n d i n g  f u n c t i o n s  (|) (̂ x)  a r e ,  r e s p e c t i v e l y ,  t h e  e i g e n v a l u e s ,  X, a n d  

t h e  o r t h o n o r m a l  e i g e n f u n c t i o n s ,  <(>( x) , of  t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n

( 57) y  M^( X ,  x '  ) cj)( x '  ) d x '  = X (|j( x )

w h e r e
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( 5 8 )  M J % P ) =  < U ( Z t )  W(3Z) U * ( ^ ' , t )  W(3T')>

P r o o f :  S u p p o s e  U ( x ,  t ) W ( x )  h a s  t h e  a s s e r t e d  d e c o m p o s i t i o n .  L e t  x

a n d  x '  v a r y  o v e r  W ( x )  , a n d

N

( 59) Z N ( x . t )  = ^  U i ( t )  4,i(lT) ,

i = l

be  t h e  p a r t i a l  s u m  of t h e  s e r i e s .  S i n c e  Z ^ (  t )  i s  c o n v e r g e n t  in  

t h e  m e a n  s q u a r e  s e n s e  u n i f o r m l y  t o  U ( x ,  t) W ( x )  , i . e . ,

( 60) < I U( X ,  t) W( x)  - Z j v j ( x ,  t ) |  > - * 0  u n i f o r m l y  a s  N i n c r e a s e s ,

i t  f o l l o w s  t h a t

< Zjq( X , t) Z ]q( x ' ,  t) >-*" M u ( x , x ' )  u n i f o r m l y  a s  N i n c r e a s e s .

B u t

N

< Z j ^ ( ’x ,  t) z ' ^ ( 3T', t ) >  = 2  < | U j ( t ) |  > 4)j(x) ( x ' )

j = l

a n d  h e n c e

( 6 1 )  ^  M ^ ( %  ; ^ )  4) j l T '  ) d ^  = < I U J  t) I S  ^^(7)

a n d  t h e  " o n l y  i f"  p a r t  o f  t h e  t h e o r e m  i s  c o n f i r m e d .  T o  d e m o n s t r a t e  

t h e  " i f "  p a r t  o f  t h e  t h e o r e m  n o t e  f i r s t  t h a t
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( 1) F r o m  th e  f a c t  t h a t  M^(  x ,  i s  d e f i n e d ,  c o n t i n u o u s  a n d  

s y m m e t r i c a l  [ i. e, , x , x ' ) = M ^ ( x ' , x ) ]  o v e r W ( x )  i f  f o l l o w s [  Z5] 

t h a t :  T h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n ,  Eq .  ( 5 7 ) ,  p o s s e s s e s  a  s e t  ( f i n i t e  o r  

d e n u m e r a b l y  i n f i n i t e )  of e i g e n v a l u e s  to  e a c h  of  w h i c h  t h e r e  c o r r e ­

s p o n d s  a  f i n i t e  s e t  ( w h i c h  m a y  a l w a y s  be  a s s u m e d  t o  be  a n  o r t h o ­

n o r m a l  s e t )  of  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  e i g e n f u n c t i o n s .  T h e  e i g e n ­

f u n c t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  t o  d i s t i n c t  e i g e n v a l u e s  a r e  o r t h o g o n a l .

( 2) M u ( x ,  x ' )  , b e i n g  a  m u t u a l  c o h e r e n c e  f u n c t i o n ,  i s  a  n o n ­

n e g a t i v e  d e f i n i t e  t y p e  f u n c t i o n ,  i . e . ,  M^( x , x ' )  V* ( x) V( x ' )  d x d x '

= < I y  U( X ,  t) W( x) V* ( x) dx ]   ̂ ^  0 f o r  a l l  V( x) . F o r  t h i s  c a s e

M e r c e r ' s  t h e o r e m [  25] s t a t e s  t h a t ,  w i t h  e a c h  e i g e n v a l u e  ( n e c e s s a r i l y  

p o s i t i v e )  l i s t e d  a s  m a n y  t i m e s  a s  i t s  m u l t i p l i c i t y  ( a n d  w i t h  d i s t i n c t  

i n d i c e s )  a n d  i n  t h e  o r d e r  \ i  > ^  ^3 ‘ ' »

62) M ^ ( x , x ' )  = ^  Xicj)i( x) ())i ( X ')

w h e r e  t h e  c o n v e r g e n c e  i s  u n i f o r m ,  [ i f  a n  e i g e n v a l u e  h a s  m u l t i p l i c i t y  

g r e a t e r  t h a n  o n e ,  t h e  s e t  { (|)^( x)  } i s  n o t  u n i q u e l y  d e f i n e d .  B u t  

M ^ ( x , x ' )  i s ,  a s  d i s t i n c t  s e t s  l e a d  o n ly  to  a  " r e g r o u p i n g "  of  t h e . t e r m s  

in  a  g i v e n  s e r i e s .  ]



48

In  o r d e r  to  c o n s t r u c t  t h e  d e s i r e d  s e r i e s  f o r  U ( x ,  t ) W ( x )  l e t  

( 6 3 )  U n ( t ) =  ^ U ( lT , t ) W ( i r ) < j ) J ( 1 ^ ) d i r

I t  f o l l o w s  t h a t  U^(  t) e x i s t s  a n d

n m

a n d  h e n c e  Eq .  ( 56) i s  s a t i s f i e d .  In  a d d i t i o n  E q .  ( 55) i s  s a t i s f i e d  

b e c a u s e  t h e  (|)^( x)  w e r e  c h o o s e n  t o  be  o r t h o n o r m a l .  F i n a l l y ,  t h e  

c o n v e r g e n c e  of  t h e  s e r i e s  ^  Uj^( t)cj)j (̂ x) i n  t h e  m e a n  s q u a r e  s e n s e  

u n i f o r m l y  to  U( x ,  t) W( x) f o l l o w s  b y  M e r c e r ' s  t h e o r e m .  Q. E. D.

T h e  a b o v e  c h a r a c t e r i z a t i o n  of t h e  s i g n a l  U ( x ,  t ) W ( x )  i s  now  

s u f f i c i e n t  t o  d e d u c e  t h a t  t h e  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e  f u n c t i o n ,  

V ( x )  , m u s t  b e  a  s o l u t i o n  of  t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n ,  E q .  ( 57) , c o r r e ­

s p o n d i n g  t o  t h e  m a x i m u m  e i g e n v a l u e .  T o  s h o w  t h i s ,  l e t  V ( x )  b e  a n  

a r b i t r a r y ,  s q u a r e  i n t e g r a b l e  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e  f u n c t i o n  a n d  n o t e  

f r o m  Eq .  ( 9) t h a t

( 6 5 )  P o =  ^  T|  ̂ M ^ ( x ,  X ') V*  ( x) V( x ' )  d x  d x '

B u t ,  f r o m  Eq .  ( 62)

( 6 6 )  ^ M ^ ( % x ' ) V ( x ' ) d x '  ^  \j^4)^(x) cjj* ( x ' )  V( x ' )  d x '

= ^  >^iVi4)i( x)



49

w h e r e

{ 67) ^  V( X ') 4>i ( x ' )  dx '

a n d  t h e  c o n v e r g e n c e  i s  u n i f o r m .  I t  f o l l o w s  t h e n  t h a t

( 6 8 )  P o =  ^  ^ i l  V i l '

N o t ing [Z 7]  t h a t  V ( x )  a d m i t s  t h e  e x p a n s i o n , ,  c o n v e r g e n t  i n  t h e  m e a n ,

( 6 9 )  V( x) x) + h( x)

w h e r e  h( x)  i s  s o m e  f u n c t i o n  d e p e n d e n t  on  V( x) a n d  o r t h o g o n a l  t o  a l l  

t h e  <|)i(x) [ h ( x )  = 0 i f  t h e  s e t  {4’n ( ^ ) )  c o m p l e t e  ] ,  i t  f o l l o w s  t h a t

( 7 0 )  P L = ^ t i y  V ( l T ) V * ( r ' ) d r = ^  I v j   ̂ + j  I h("^) I ^ d Z

a n d  h e n c e

( 7 1 )  ^  = TT
I"'

^  I v j  +  ^  I h ( l T )  I d Z

F i n a l l y ,  s i n c e  t h e  V j  a r e  i n d e p e n d e n t  of h( x)  , i t  f o l l o w s  ( s e e  pp. 4 2 - 4 3 )  

t h a t  P q / P l  ^  m a x i m u m  w h e n  h( x) = 0 a n d  a l l  t h e  Vj ,  e x c e p t  V q ,  a r e  

e q u a l  t o  z e r o ,  w h e r e  q  i s  s u c h  t h a t

( 7 2 )  >̂ q =< |Uq(t)|"> > < |Ui(t)|S =
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T h e r e f o r e ,  a n  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e  f u n c t i o n  i s

( 7 3 )  V( X) = Vq4)q( x)

a n d  th e  c o r r e s p o n d i n g  m a x i m u m  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  i s

( 7 4 )  = —  ( ^ ]  = ( \ )
m a x  V^L, /  m a x

m a x

T h i s  c o m p l e t e s  t h e  d e t e r m i n a t i o n  of  t h e  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  

w a v e  f u n c t i o n .  T h e  r e s u l t s ,  o b t a i n e d  p r e v i o u s l y  in  C h a p t e r  I, h a v e  n o w  

b e e n  s h o w n  to be  r a t h e r  s i m p l e  c o n s e q u e n c e s  of  t h e  K a r h u n e n - L o e v e  

t h e o r e m .

C. I n t e r p r e t a t i o n  of  E i g e n v a l u e s

T h e  a b o v e  d e r i v a t i o n  a l l o w s  f o r  a n  e a s i l y  o b t a i n a b l e  p h y s i c a l  i n -  

t e r p r e t a t i o n . a n d  t h e n  f u r t h e r  c o n s e q u e n c e s ,  of t h e  e i g e n v a l u e s  of t h e  

i n t e g r a l  e q u a t i o n ,  Eq .  ( 57) .  T h u s ,  n o t e  t h a t  t h e  a v e r a g e  t o t a l  r e c e i v e d  

o p t i c a l  p o w e r ,

( 7 5 )  < P g >  =  r  < U ( % t ) U * ( ' Z t ) >  W ( ^ ) w C ^ ) d T

i s ,  f r o m  E q s .  ( 62) a n d  ( 64), g i v e n  by

( 7 6 )  < P g >  = 2  < l u j t ) r >  = 2

T w o  i m p o r t a n t  c o n s e q u e n c e s  of  t h i s  r e s u l t  w i l l  no w  be  d e r i v e d .  T h e  

f i r s t  w i l l  l e a d  to  t h e  c o n c l u s i o n ,  o b t a i n e d  p r e v i o u s l y ,  t h a t  i n  the  

a b s e n c e  of a n y  f l u c t u a t i o n s  i n  t h e  " s h a p e "  of  t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  t h e  

o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  h a s  t h e  s a m e  " s h a p e "  a s  t h a t  of t h e
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r e c e i v e d  s ig n a l .  T h e  s e c o n d  r e s u l t  c o n c e r n s  a  m e a s u r e  of  t h e  e f f e c t  

of  the  w a v e f r o n t  d i s t o r t i o n  b a s e d  on  t h e  r e l a t i v e  s i z e s  of  t h e  e i g e n ­

v a l u e s  Xn-

T h u s ,  i t  f o l l o w s  f r o m  Eq .  ( 76) t h a t  f o r  a  g i v e n  m a g n i t u d e  of 

< P g >  , t h e  m a x i m u m  o b t a i n a b l e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  

( ~ ^jxia.x) r e a c h e s  i t s  l a r g e s t  p o s s i b l e  v a l u e  w h e n  a l l  X^, e x c e p t  one  

( a n y  one)  a r e  z e r o .  T h e n  Xj^a.x ~ < P g >  a n d  t h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o -  

n o i s e  r a t i o  i s  p r o p o r t i o n a l  to  t h e  a v e r a g e  c o l l e c t e d  o p t i c a l  p o w e r .  

S u p p o s e  t h e n  t h a t  Xq i s  the  on ly  n o n - z e r o  v a l u e  of  X. T h e n ,  f r o m  

Eq .  ( 6 0 ) U q  i s  ( a t  l e a s t  w i t h  p r o b a b i l i t y  one) t h e  on ly  n o n - z e r o  c o e f ­

f i c i e n t  i n  the  K a r h u n e n - L o e v e  s e r i e s  f o r  U ( x ,  t ) W ( x ) .  T h u s ,  f o r  t h i s  

c a s e

( 7 7 )  U (% t) W (3 T )  = U q (  t) $q(3T) .

B u t  i t  h a s  a l r e a d y  b e e n  s h o w n  b y  Eq .  ( 73) t h a t  t h e  o p t i m u m  l o c a l  

o s c i l l a t o r  w a v e  f u n c t i o n  i s ,

( 7 8 )  V ( ^  = V q $ q ( l 5

T h i s  i s ,  of c o u r s e ,  t h e  r e s u l t  o b t a i n e d  p r e v i o u s l y ,  a l t h o u g h  h e r e  i n  

a  s o m e w h a t  m o r e  g e n e r a l  f o r m .  S t a t e d  p r e c i s e l y ,  t h e  r e s u l t  i s :  If 

t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  i s  the  p r o d u c t  of  a  f u n c t i o n  of p o s i t i o n  on ly ,  t i m e s
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a f u n c t i o n  of  t i m e  o n ly ,  t h e n  t h e  " c o m p l e x  w a v e f r o n t s "  of t h e  r e c e i v e d  

s i g n a l  a n d  l o c a l  o s c i l l a t o r  m u s t  be  " p a r a l l e l "  o v e r  t h e  d e t e c t o r  s u r f a c e .

T h e  s e c o n d  i n t e r p r e t a t i o n  of Eq.  ( 7 6 )  is  o b t a i n e d  by  n o t in g  t h a t ,  

a g a i n  f o r  f i x e d  < P g  > , the  m a x i m u m  o b t a i n a b l e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  

r a t i o  h a s  i t s  m i n i m u m  p o s s i b l e  v a l u e  w h e n  a l l  h a v e  p r e c i s e l y  t h e  

s a m e  v a lu e .  T h u s ,  s u p p o s e  t h a t  t h e  t u r b u l e n c e  " s c a t t e r s "  t h e  t r a n s ­

m i t t e d  s i g n a l  i n to ,  s a y  N m o d e s ,  , $%, • • • , e a c h  p o d e  p o s s e s s ­

ing ,  on  th e  a v e r a g e ,  t h e  s a m e  o p t i c a l  s i g n a l  p o w e r ,  i. e. ,

( 7 9 )  < |U i |" >  = < | U z r >  = . . .  = < |U j v j |>

o r

( 80) Xj -  Xg -  • ■ • -  Xj^

T h e n

( 8 1 )
< P t >

m a x

a n d  h e n c e ,  t h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  ( ~ ^niax^ a p p r o a c h e s

z e r o  a s  N b e c o m e s  l a r g e .

I t  i s  a p p a r e n t  n o w ,  t h a t  t h e  r a t i o  of X ^ ^ ^  to  ^  X^ a f f o r d s  a
n

m e a s u r e  of t h e  a m o u n t  of " d e g r a d a t i o n "  i n t r o d u c e d  b y  t h e  t u r b u l e n c e .  

I n d e e d ,  the  r a t i o

(82)  y =•
^ m a x

n
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g i v e s  t h e  f a c t o r  by w h i c h  the  m a x i m u m  p o s s i b l e  a v e r a g e  s i g n a l - t o -  

n o i s e  r a t i o  i s  r e d u c e d  f r o m  i t s  v a l u e  i n  t h e  a b s e n c e  of  f l u c t u a t i o n s  in  

t h e  " s h a p e ” of  t h e  r e c e i v e d  b e a m .

D. O p t i c a l  S y s t e m

T o  c o n c l u d e  t h i s  C h a p t e r ,  c o n s i d e r  f i n a l l y  t h e  p o s s i b i l i t y  t h a t  

t h e r e  e x i s t s  a n  o p t i c a l  s y s t e m  w h i c h  c o u ld  s p a t i a l l y  s e p a r a t e  t h e  l i g h t  

a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  s i g n a l s  t) x) in  the  K a r h u n e n - L o e v e  s e r i e s

e x p a n s i o n  of the  r e c e i v e d  s i g n a l  U( x ,  t) W( x ) . If s u c h  a  s y s t e m  e x i s t e d  

t h e n  t h e  p r o c e s s e d  s i g n a l ,  s a y  Z( y , t )  , w o u l d  h a v e  p r e c i s e l y  the  p a r t i c u ­

l a r  f o r m  t r e a t e d  in  the  i n t r o d u c t o r y  e x a m p l e  of t h i s  C h a p t e r  ( s e e  F i g .  3)

■y - PLANE
X - PLANE

INPUT
BEAM

OPTICAL
TRANSFORMATION

INPUT
SIGNAL

STATI STI CALLY
ORTHOGONAL

SIGNALS

F i g .  3 - - I l l u s t r a t i o n  of o p t i c a l  s y s t e m  
d e s c r i b e d  in  C h a p t e r  IV.
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T h u s ,  l e t  u s  a t t e m p t  t o  f in d  th e  t r a n s f e r  f u n c t i o n  of a n  o p t i c a l  s y s t e m  

w h i c h  h a s  t h e  p r o p e r t y  t h a t  i f U ( x , t ) W ( x )  i s  t h e  i n p u t  s i g n a l ,  t h e n  the  

o u t p u t  s i g n a l  i s

CO

( 8 3 )  Z ( 7 . t ) = )  U ^ ( t )  z- p ( y - y n )

w h e r e

1 if y
( 84) p( y - y * )  = '

0 o t h e r w i s e

T h u s ,  a t  l o c a t i o n

— 1
( 8 5 )  Z ( y ^ . t ) =   --------- U n ( t )

w h e r e  i s  t h e  a r e a  o c c u p i e d  by the  s i g n a l  Z( y^ ,̂ t).

A s s u m e  t h a t  t h e  o p t i c a l  s y s t e m  i s  a  l i n e a r  one w i t h  t r a n s f e r  

f u n c t i o n  T(  x ,  y^) so  t h a t

( 8 6 )  Z ( y ^ , t )  = ( W ( % ) U ( Z  t ) T ( x , y ^ ) d x

A t  t h i s  p o i n t  e i t h e r  of two p r o c e d u r e s  m a y  be  u s e d  to  d e t e r m i n e  

T( jT, ÿ^) . T h e  f i r s t ,  a n d  s i m p l e s t ,  i s  to  n o t e  t h a t  t h e  c o e f f i c i e n t s ,

Ui^( t) , in  t h e  K a r h u n e n - L o e v e  s e r i e s  r e p r e s e n t a t i o n  of U ( x ,  t) W (x )  

a r e ,  f r o m  E q s .  ( 56) a n d  ( 55) , g i v e n  by

( 87) Un( t) = \ w (  X )  U( X ,  t) x) dx
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T h i s  f o l l o w s  by  m u l t i p l y i n g  bo th  s i d e s  of Eq.  ( 56) by  x) , i i i t e g r a t i n g ,  

a n d  t h e n  m a k i n g  u s e  of t h e  o r t h o g o n a l i t y  p r o p e r t y  of t h e  f u n c t i o n s  

{ $n (  x) } a s  g i v e n  by  Eq .  ( 55) .

U p o n  c o m p a r i n g  E q s .  (85) , ( 86) , a n d  ( 87) i t  f o l l o w s  t h a t

( 88) T ( %  ^ )  = - ' -  ■

A n  a l t e r n a t i v e ,  a n d  m o r e  c o m p l i c a t e d ,  p r o c e d u r e  f o r  d e r i v i n g  t h e  

f o r m  of T ( x , y n )  » w h i c h  r e a l l y  a s s u m e s  no k n o w l e d g e  of t h e  K a r h u n e n -  

L o e v e  t h e o r e m ,  i s  to  n o t e  t h a t  w h a t  i s  r e a l l y  b e i n g  a s k e d  of t h e  o p t i c a l  

s y s t e m  i s  t h a t  i t  e n d o w  th e  p r o c e s s e d  s i g n a l ,  Z( y , t )  , w i t h  t h e  p r o p e r t y  

t h a t  t h e  s i g n a l s  a t  a n y  two  d i s t i n c t  l o c a t i o n s  be  o r t h o g o n a l ,  i. e. ,

f  1 I |2
< | u j t ) |  > i f m  = n

0 i f  m  n
(89)  < Z ( y n , t ) Z ' ( y ^ , t ) >  =

In a d d i t i o n ,  n o t e  t h a t  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  T( x ,  y^) m u s t  be a 

u n i t a r y ,  o r  e n e r g y  c o n s e r v i n g ,  t r a n s f o r m a t i o n .  T h i s  f o l l o w s  s i n c e  

U ( x , t ) W ( x )  a n d  Z ( y , t ) ,  b e i n g  b u t  two  r e p r e s e n t a t i o n s  of t h e  s a m e  

s i g n a l ,  m u s t  h a v e  t h e  s a m e  e n e r g y .  A m o r e  d e t a i l e d  d i s c u s s i o n  of 

t h i s ,  u n i t a r y  p r o p e r t y ,  i s  g i v e n  in  C h a p t e r  VI.

T h e  a b o v e  c h a r a c t e r i z a t i o n  of t h e  t r a n s f o r m a t i o n  T( x ,  y^) is  

s u f f i c i e n t  to  now d e d u c e  ( by  s u b s t i t u t i n g  Eq.  ( 86) i n to  Eq.  ( 89) ,
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m u l t i p l y i n g  b o th  s i d e s  by  'ÿ T( x ,  y m )  a n d  m a k i n g  u s e  of t h e

u n i t a r y  p r o p e r t y  of T) t h a t  T(  x ,  y^ )̂ m u s t  s a t i s f y  t h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n

( 9 0 )  y  M u ( Z ? ) T ( ? , ^ ) d ?  T ( i r , ^ )

It  f o l l o w s  t h e n ,  u p o n  c o m p a r i n g  E q s .  ( 9 0 )  a n d  ( 58) , t h a t

( 9 1 )  T(  X, y j  = ( c o n s t .  ) $ ^ (  x) = $ n (

w h i c h  i s  p r e c i s e l y  t h e  r e s u l t  o b t a i n e d  by m e t h o d  1.

T h i s  c o m p l e t e s  t h e  a l t e r n a t i v e  d e r i v a t i o n ,  b a s e d  on th e  K a r h u n e n -  

L o e v e  t h e o r e m ,  of  the  e q u a t i o n s  w h i c h  d e t e r m i n e  the  o p t i m u m  l o c a l  

o s c i l l a t o r  w a v e  fu n c t io n .  T h i s  d e r i v a t i o n  w a s  s h o w n  to  l e a d  to  p r e v i o u s  

r e s u l t s ;  to  a  m e a s u r e  of  t h e  t u r b u l e n t  d e g r a d a t i o n  b a s e d  on  t h e  r e l a t i v e  

s i z e s  of t h e  e i g e n v a l u e s ;  a n d  to  the  p o s s i b i l i t y  of s e p a r a t i n g  a d i s t o r t e d  

b e a m  in to  a s e t  of s t a t i s t i c a l l y  o r t h o g o n a l  s i g n a l s .  A n  a d d i t i o n a l  

c o n s e q u e n c e  of  t h e s e  r e s u l t s ,  w h i c h  o f f e r s  a  p o s s i b l e  m e t h o d  f o r  

d e t e r m i n i n g  t h e  v a r i a n c e  of t h e  b e a t  s i g n a l  p o w e r ,  w i l l  b e  d i s c u s s e d  in  

C h a p t e r  VI. In  t h e  f o l l o w in g  c h a p t e r  the  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  

i s  d e t e r m i n e d  e x p l i c i t l y  f o r  t h e  c a s e  of a n  a t m o s p h e r i c a l l y  d i s t o r t e d  

p l a n e  w a v e  o p t i c a l  s ig n a l .



C H A P T E R  V
T H E  O P T I M U M  L O C A L  O S C I L L A T O R  W A V E  F U N C T I O N  

F O R  T H E  C A S E  O F  A N  A T M O S P H E R I C A L L Y  
D I S T O R T E D  O P T I C A L  S I G N A L

In t h i s  C h a p t e r  t h e  o p t i m u m  f ix e d  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e  f u n c t i o n s  

a r e  e x p l i c i t l y  d e t e r m i n e d  f o r  t h e  c a s e  of a n  a t m o s p h e r i c a l l y  d i s t o r t e d  

p l a n e  w a v e  o p t i c a l  s i g n a l  a n d  tw o  a p e r t u r e  s h a p e s .  F u r t h e r m o r e ,  the  

c o r r e s p o n d i n g  m a x i m u m  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  d e p e n d e n c e  on 

r e c e i v e r  a p e r t u r e  s i z e  i s  g i v e n  a n d  i s  c o m p a r e d  w i t h  t h a t  o b t a i n a b l e  

w i t h  a p l a n e  w a v e  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e  a s  r e p o r t e d  by F r i e d [  l ]  .

A. M u t u a l  C o h e r e n c e  F u n c t i o n

In o r d e r  to  d e t e r m i n e  th e  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e  f u n c t i o n ,  

i. e. , t h e  s o l u t i o n  of E q s .  ( 26) a n d  ( 27) f o r  t h e  p h a s e  s h a p e  a n d  the  

a m p l i t u d e  s h a p e  of t h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m ,  a  k n o w l e d g e  of t h e  r e a l
— —f ,

a n d  i m a g i n a r y  p a r t s  of the  m u t u a l  c o h e r e n c e  f u n c t i o n ,  M ^ ( x ,  x ' ) ,  of the  

r e c e i v e d  s i g n a l  a r e  r e q u i r e d .  F o r  t h e  c a s e  of a n  o p t i c a l  p l a n e  w a v e  

t r a v e l i n g  t h r o u g h  a t m o s p h e r i c  t u r b u l e n c e ,  w h i c h  i s  the  o n ly  c a s e  to be 

c o n s i d e r e d  h e r e ,  T a t a r s k i [  14] p r e s e n t s  t h e o r e t i c a l  a n d  e x p e r i t n e n t a l  

e v i d e n c e  s h o w in g  t h a t  t h e  l o g - a m p l i t u d e  f l u c t u a t i o n s  h a v e  a  n o r h o a l  

d i s t r i b u t i o n .  S i m i l a r  a r g u m e n t s  c a n  be m a d e  to  sh o w  t h a t  t h e  p h a s e

57
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f l u c t u a t i o n s  w i l l  a l s o  h a v e  a  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n .  B a s e d  on  t h i s  f a c t  a n d  

s u b j e c t  to  t h e  a s s u m p t i o n s  of i s o t r o p y  a n d  h o m o g e n e i t y  of t h e  s t a t i s t i c s  

of log a m p l i t u d e  a n d  p h a s e ,  F r i e d [  1] d e m o n s t r a t e s  t h a t

( 9 2 )  < A( x) A( x ' ) s in (  cj)( x ) X ') ) > = 0

a n d

( 9 3 )  < A( x) A( x ' ) c o s (  c|)( x)-<j)( x ' )  > = A^ exp i D ( r )

w h e r e  A  i s  t h e  r m s  v a l u e  of A( x) a n d  D( r) , r  = | x - x '  | , i s  r e f e r r e d  to  

a s  t h e  w a v e  s t r u c t u r e  f u n c t i o n .  It  i s  the  s u m  of t h e  p h a s e  s t r u c t u r e  

f u n c t i o n

( 94) Djj,( r )  = < [ * ( x )  - cj)(x') ]^ >

a n d  t h e  l o g - a m p l i t u d e  s t r u c t u r e  f u n c t i o n

(9 5 )  D ^ ( r )  = < [ i ( x )  - i ( x ' ) ] ^  >

w h e r e

( 9  6) i  ( x) = i n [ A ( x ) / A ]

F u r t h e r m o r e ,  a s  g i v e n  by  F r i e d [  1] ,

5/3
( 9 7 )  D ( r )  = 6. 8 8 (  r / r j

w h e r e  rq, i s  a  c o n s t a n t  d e t e r m i n e d  by the  p a t h ,  t h e  t u r b u l e n c e  a l o n g  

t h e  p a t h ,  a n d  t h e  o p t i c a l  w a v e l e n g t h .  A n  a l t e r n a t i v e  d e r i v a t i o n  of
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t h i s  r e s u l t ,  b a s e d  e s s e n t i a l l y  on  t h e  m e t h o d  of H u f n a g e l  a n d  S t a n l e y [  15] 

i s  g i v e n  in  A p p e n d i x  III. In  E q s ,  ( 92) a n d  ( 93) , t he  a n g l e  b r a c k e t s  

d e n o t e  a n  e n s e m b l e  a v e r a g e .  T h a t  i s ,  i n  d e r i v i n g  E q s .  ( 9 2 )  a n d  ( 9 3 )  

t h e  t u r b u l e n t  a t m o s p h e r e  i s  c h a r a c t e r i z e d  b y  a  f a m i l y  of t i m e - i n d e ­

p e n d e n t  i n d e x  of r e f r a c t i o n  f u n c t i o n s ,  e a c h  w i t h  a n  a s s o c i a t e d  p r o b a ­

b i l i t y  of o c c u r r e n c e .  T h e  a m p l i t u d e  a n d  p h a s e  of t h e  w a v e ,  a s  f u n c t i o n s  

of  p o s i t i o n ,  a r e  t h e n  d e t e r m i n e d  f o r  e a c h  f a m i l y  m e m b e r  b y  s o lv i n g  th e  

t i m e  i n d e p e n d e n t  w a v e  e q u a t io n .  A n  e n s e m b l e  a v e r a g e  t h e n ,  r e p r e s e n t s  

a  s u m  o v e r  a l l  p o s s i b l e  v a l u e s  of the  q u a n t i t y  i n  q u e s t i o n ,  e a c h  w e i g h t e d  

by t h e  p r o b a b i l i t y  of  o c c u r r e n c e  of  t h e  c o r r e s p o n d i n g  i n d e x  of r e f r a c t i o n  

f u n c t io n .  In  w h a t  f o l l o w s  i t  w i l l  be  a s s u m e d  t h a t  t i m e  a v e r a g e s  o v e r  the  

i n t e r v a l  T c o r r e s p o n d  to  t h e s e  e n s e m b l e  a v e r a g e s  s o  t h a t ,  f r o m  E q s .

( 23) a n d  ( 92)

( 9 8 )  S ( %  x") = 0

a n d  f r o m  E q s .  ( 24) a n d  ( 93)

( 99) C( X , x ' ) =  A ^  e x p -  i o ( r )
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B. D e t e r m i n a t i o n  of O p t i m u m  
L o c a l  O s c i l l a t o r  W a v e  
F u n c t i o n

H a v i n g  p r e s c r i b e d  C a n d  S, the  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e  

f u n c t i o n  m a y  now  be  d e t e r m i n e d  by  s o lv i n g  the  p h a s e  e q u a t i o n ,  Eq .

( 26) , a n d  t h e  a m p l i t u d e  i n t e g r a l  e q u a t i o n ,  Eq.  ( 27) , w i t h  t h e s e  

f u n c t i o n s  a s  i n p u t  d a t a .  T h u s ,  i t  f o l l o w s  f r o m  E q s .  ( 26) , ( 98 ) ,  a n d

( 9 9 )  t h a t

( 100 ) 9 ( x )  -  0( 0) = 0 ,

i. e. , t h e  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  p h a s e  f r o n t  i s  f l a t .  T h i s  i s  t h e

c h o i c e  m a d e  by  F r i e d [  1] a n d  G a r d n e r [  2] , bo th  of w h o m  s e l e c t e d  a 

p l a n e  w a v e  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m ,  in  d e t e r m i n i n g  t h e  a v e r a g e  s i g n a l -  

t o - n o i s e  r a t i o .  I t  w i l l ,  h o w e v e r ,  be  s e e n  b e l o w  t h a t  t h e  o p t i m u m  l o c a l  

o s c i l l a t o r  a m p l i t u d e  s h a p e  i s  n o t  f l a t ,  a s  i s  t h e  c a s e  f o r  a  p l a n e  w a v e ,  

a n d  h e r e i n  w i l l  l i e  t h e  d i f f e r e n c e  i n  t h e  r e s u l t s  r e p o r t e d  h e r e  a s  c o m ­

p a r e d  w i t h  t h a t  r e p o r t e d  by  F r i e d  a nd  G a r d n e r .

F r o m  E q s .  ( 2 5 ) ,  ( 9 8 ) ,  ( 9 9 ) ,  a n d  ( 100) i t  f o l l o w s  t h a t

( 1 0 1 )  D ( x , x ' )  = C ( x , x ' )  = exp  D( r ) |

a n d  h e n c e ,  t h e  a m p l i t u d e  i n t e g r a l  e q u a t i o n ,  Eq.  ( 27) , b e c o m e s

( 1 0 2 )  1 W( x ' )  W( x)  e x p  j----- D( r)
>> L 2

B ( x ' )  d x '  = \  B ( x )
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A n  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  of t h i s  e q u a t i o n ,  f o r  B( x) , h a s  b e e n  o b ­

t a i n e d  f o r  tw o  c a s e s .  T h e  f i r s t  c a s e  c o n s i d e r s  a  s q u a r e  a p e r t u r e ,  

w h i l e  t h e  s e c o n d  c o n s i d e r s  a  c i r c u l a r  a p e r t u r e .

F i r s t  t h e n  l e t  W (x )  d e f i n e  a  s q u a r e  a p e r t u r e  of a r e a  D . F u r t h e r ­

m o r e ,  l e t  t h i s  a p e r t u r e  b e  s u b d i v i d e d  in to  N s m a l l e r  s q u a r e s ,  e a c h  of 

a r e a  AS, a s  s h o w n  in  F i g .  4. If n o w ,  t h e  a m p l i t u d e  of t h e  l o c a l  o s c i l ­

l a t o r  b e a m ,  i. e. , B ( x )  , o v e r  t h e  s q u a r e  w i t h  c e n t e r  l o c a t e d  a t  x =  x j

D

AS

F i g .  4 - - R e c e i v e r  a p e r t u r e .

i s  a p p r o x i m a t e d  by a c o n s t a n t  B p  a n d  i f the  i n t e g r a l .

- 2 D ( r )\  exp

m a t e d  by ex p  

X  = x j ,  w h e r e  

( 103) r i j  =1 x i  -  X

dx '  , o v e r  t h e  s q u a r e  w i t h  c e n t e r  a t  x  = x^ i s  a p p r o x i -

-  i  r i j l AS f o r  a l l  p o i n t s  in  t h e  s q u a r e  w i t h  c e n t e r  a t
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t h e n  Eq.  ( 102) b e c o m e s  

N

( 1 0 4 )  Â'  Z s s Y  B ^ E ( 1 ^ , 1 ^ )  = X Bj;  j

i= l

w h e r e

( 1 0 5 )  E ( x i , X j ) =  e xp - ^ D ( r i j )

E q u a t i o n  ( 104) t h e n ,  r e p r e s e n t s  N e q u a t i o n s  w h i c h  m a y  be  s o l v e d  f o r  

t h e  N u n k n o w n  a m p l i t u d e s .

D e f in i n g  t h e  m a t r i x

( 106) E  =

E ( x i , x i )  E( x i  , x g )  E ( x i  , x ^ )

E ( X z , X i )  E ( X 2 , X z) -----E ( X 2 , X ĵ )

E ( x n . x i ) E ( x j ^ ,  x z )  E ( x j ^ , x j ^ ) i

a n d  t h e  c o l u m n  v e c t o r

( 107) B = B e

N

T h e s e  N e q u a t i o n s  m a y  be w r i t t e n  a s  the  m a t r i x  e q u a t i o n

/  X \
( 108) E  B = B = X B
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E q u a t i o n  ( 108) w i l l  h a v e  a  n o n - t r i v i a l  s o l u t i o n  f o r  p r ô v i d e d

t h a t

( 1 0 9 )  d e U E - - ^ ------1 = 0
\  ^  AS y

A s  d i s c u s s e d  a b o v e ,  t h e  N r o o t s  of t h i s  e q u a t i o n  f o r  i. e. , t h e  e i g e n ­

v a l u e s  of Eq.  ( 108) , a r e  a l l  r e a l  a n d  th e  d e s i r e d  a m p l i t u d e  s o lu t i o n ,  

i. e. , t h e  e i g e n v e c t o r  of Eq.  ( 108) , i s  t h a t  c o r r e s p o n d i n g  to  the  

l a r g e s t  e i g e n v a l u e ,  F u r t h e r m o r e ,  a s  d i s c u s s e d  a b o v e

d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  m a x i m u m  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o .  

T h a t  i s ,  f r o m  E q s .  (9 )  a n d  ( 18) , w i t h  X =

( s L a K ' f e )

If, a s  s h o w n  in  A p p e n d i x  V, b o th  s i d e s  of  Eq .  ( 110) a r e  d i v id e d  

b y  ( n c )  ^  A^ AS t h e  c o r r e s p o n d i n g  n o r m a l i z e d  s i g n a l - t o - n o i s e

r a t i o ,  h e r e  d e n o t e d  by y, is  c o m p a r a b l e  to t h e  n o r m a l i z e d  s i g n a l - t o -  

n o i s e  r a t i o  g i v e n  by F r i e d [  1] a n d  d e n o t e d  t h e r e  by P e r f o r m i n g  

t h i s  d i v i s i o n  g i v e s ,  f o r  t h e  n o r m a l i z e d  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o

( 1 1 1 )
V  A ^  AS /

w h e r e

' |ÂS'
( 112 )  P =

^o
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a n d  w h e r e  X = — i s ,  f r o m  Eq .  ( 108) , t h e  m a x i m u m  e i g e n -
A2 AS

v a l u e  of  t h e  E_ m a t r i x ,  w h i c h  m i g h t  be  c a l l e d  t h e  m u t u a l  c o h e r e n c e

m a t r i x .  S i n c e  t h e  e i g e n v a l u e s  of t h i s  m a t r i x  d e p e n d  on r ^ ,  a n d  s i n c e

P = —  i s  t h e  l e n g t h  of one s i d e  of t h e  s q u a r e  a p e r t u r e ,  e x p r e s s e d  
^o

in  u n i t s  of  r ^ ,  y  i s  s e e n  to  b e  a f u n c t i o n  of a p e r t u r e  s i z e ,  D,  a n d  Tq. 

T h a t  i s .

( 1 1 3 )  y  "yC D,  i’q) P X m a x

C. I n t e n s i t y  P a t t e r n  of  O p t i m u m  
L o c a l  O s c i l l a t o r  B e a m  a n d  
C o r r e s p o n d i n g  S i g n a l - t o - N o i s e  
R a t i o

E q u a t i o n  ( 108) h a s  b e e n  s o l v e d  f o r  a n d  y  f o r  a p e r t u r e  s i z e s  

c o r r e s p o n d i n g  to  D = 0. Sr^;  D = 0. 6 r^ ;  D = r^,; D=  1. Sr^;  a n d  D = Ztq . 

T h e  r e s u l t s  a r e  s h o w n  in  F i g s .  5 a n d  6.

F i g u r e  5 ( a  a n d  b) c o m p a r e s  t h e  n o r m a l i z e d  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o ,  

y ,  w i t h  the  c o r r e s p o n d i n g  q u a n t i t y ,  c a l c u l a t e d  by F r i e d [  1] . A s  

F r i e d [  1] p o i n t s  ou t ,  t h e  i m p o r t a n t  p o i n t  to no t e  i s  t h a t  f o r  a p e r t u r e  

s i z e s  g r e a t e r  t h a n  r ^ ,  i. e. , D / r ^  > 1, t h e r e  i s  l i t t l e  s i g n i f i c a n t  

i n c r e a s e  i n  t h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o .

In  F i g .  6 ( a ,  b ,  c ,  d, e) , p l o t s  of t h e  r a t i o  of  t h e  o p t i m u m  l o c a l  

o s c i l l a t o r  b e a m  i n t e n s i t y  a t  p o i n t s  a lo n g  the  m a i n  d i a g o n a l  of the  

a p e r t u r e  t o  t h e  i n t e n s i t y  a t  t h e  c e n t e r  of t h e  a p e r t u r e ,  i. e. ,

( B( r )  / B ( 0 ) ) ^ ,  v / h e r e  r  = d i s t a n c e  f r o m  c e n t e r  of  a p e r t u r e ,  i s  showi:
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X
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ü:oz

0.0
1.00.1

APERTURE SIZE ( )

(a)

F i g .  5{ a ) - - N o r m a l i z e d  s i g n a l - t o - n o i s e  
r a t i o  ( s q u a r e  a p e r t u r e )  .
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ASYMPTOTIC LIMIT

0.01
1001.0 100.1

DIAMETER )

(b)

F i g .  5( b) - - F r i e d ' s  n o r m a l i z e d  s i g n a l - t o - n o i s e  
( r o u n d  a p e r t u r e ) ,

f o r  s e v e r a l  a p e r t u r e  s i z e s .  In a l l  c a s e s ,  t h e  i n t e n s i t y  p a t t e r n  i s  

s y m m e t r i c  a b o u t  the  c e n t e r  of the a p e r t u r e .  I t  i s  q u i t e  a p p a r e n t  

f r o m  t h e s e  f i g u r e s  t h a t  t h e  o p t i m u m  i n t e n s i t y  p a t t e r n  i s  n o t  u n i f o r m  

a c r o s s  t h e  r e c e i v e r  a p e r t u r e .  E v e n  f o r  a n  a p e r t u r e  s i z e  a s  s m a l l  

a s  0. 3 r o ,  t h e  i n t e n s i t y  f a l l s  off to 70 p e r c e n t  of  t h a t  a t  the  c e n t e r .  

F o r  a n  a p e r t u r e  s i z e  e q u a l  to r ^ ,  i t  f a l l s  off  to  l6  p e r c e n t  a nd  f o r  

a n  a p e r t u r e  s i z e  e q u a l  to  Z r^ ,  the  i n t e n s i t y  a t  t h e  c o r n e r s  of t h e  

a p e r t u r e  i s  o n ly  4 p e r c e n t  of t h a t  a t  t h e  c e n t e r .

T h e  r e a l  q u e s t i o n  of  i n t e r e s t  h e r e  i s  w h e t h e r  o r  n o t  t h e  o p t i ­

m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e  f u n c t i o n  l e a d s  t o  a  s i g n i f i c a n t  i n c r e a s e  

i n  t h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  o v e r  t h a t  o b t a i n e d  f o r  t h e  c a s e
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z  100

D = 0,3 r
75

CM

50

25

0,2

(a)

z  100

75
CVJ

50

25

0.2 0.4

(C)

0 = 0.6

0.2 0.30.10

(b)

0 0.2 0.4 0.6

(d)
V-z 100 
UJo
S  75 -  
a.

CM
50o
25

CO

0.2 0.6 0.8

F i g .  6 - - L o c a l  o s c i l l a t o r  i n t e n s i t y  p a t t e r n s  
( s q u a r e  a p e r t u r e ) ,
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of a  p l a n e  w a v e  l o c a l  o s c i l l a t o r  a s  r e p o r t e d  by F r i e d [  1] . In  o r d e r  to 

d e t e r m i n e  t h i s ,  a  p l o t  of

( S / N )
( 1 1 4 ) G =

( S / N )

m a x

P l a n e  W a v e

i s  s h o w n  i n  F i g .  7 . A n  e x p r e s s i o n  f o r  G m a y  b e  o b t a i n e d  a s  f o l l o w s :  

F o r  t h e  c a s e  of a  p l a n e  w a v e  l o c a l  o s c i l l a t o r  t h e  a v e r a g e  s i g n a l  p o w e r

i s ,  f r o m  Eq .  (7 )  w i t h  M ^ ( x , x ' )  = A^exp 

B(T)  B(%') = B ^ ,

1 D( r) a n d  V( x) V" ( x ' )  =

(£
Ui(O UI
<  to

g i
z  I

Û
UI (!)

10

8

6

4

2

0 I.8 2.01.4 1.60.2 0.4 0.6 0 .8  1,0 1.2

APERTURE SIZE ( ^  )

F i g .  7 - - P e r c e n t  i n c r e a s e  i n  ( s /N )  
s q u a r e  a p e r t u r e .
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( 115) P q = “  f W( x) W (x ' )  exp D( r) d x  d x '

M a k i n g  th e  s a m e  a p p r o x i m a t i o n s  a s  i n  d e r i v i n g  Eq .  ( 104) , t h i s  b e c o m e s

N
"T2

( 1 1 6 )  P o  = - p 2 B ^ A ‘' ( A S ) ‘' ^  E ( x i - x j )

i .  j = l

T h e  c o r r e s p o n d i n g  l o c a l  o s c i l l a t o r  p o w e r  i s ,  f r o m  Eq .  ( 8 )  w i t h  

B ( ïT) = 0 o u t s i d e  t h e  a p e r t u r e ,  g i v e n  by

( 117) W( x) B dx

-  Ti b "o N AS

T h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  i s  t h e n ,  f o r  the  p l a n e  w a v e  c a s e .

( 1 1 8 )  ( S / N ) = -  ^P.  W. 2e  P L

N

= ^ q A ^ A S ^ 2  E(;Zi ,Xj)

i . j = l

F i n a l l y ,  f r o m  E q s .  ( 114) , ( 110) a n d  ( 118)

( 119) G = m a x N

A^ AS N

y  E(xi> Xj)

i .  j= l

o r
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( 120) G = x' ^m a x N

2  E (X i ,X j )

i , j = l

I t  i s  e v i d e n t  f r o m  F i g .  ( 7 )  t h a t  t h e r e  i s  i n d e e d  p r a c t i c a l l y  no 

s i g n i f i c a n t  i n c r e a s e  in  t h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o ,  o v e r  t h a t  

f o r  t h e  p l a n e  w a v e  c a s e .  In  f a c t ,  f o r  a n  a p e r t u r e  s i z e  e q u a l  t o  r ^ ,  

t h e  i n c r e a s e  i s  on ly  4 p e r c e n t  a n d  e v e n  f o r  a n  a p e r t u r e  s i z e  of Z r^ ,  

i t  i s  on ly  9 p e r c e n t .  I t  a p p e a r s  t h e n  t h a t  v e r y  l i t t l e  i s  to  b e  g a i n e d ,  

i n s o f a r  a s  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  i s  c o n c e r n e d ,  by  s h a p i n g  t h e  

l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  a c c o r d i n g  to  t h e  m e t h o d  d e v e l o p e d  h e r e .

C o n s i d e r  n e x t  the  c a s e  of a  c i r c u l a r  a p e r t u r e .  I t  s h o u l d  b e  n o t e d  

h e r e  t h a t  t h e  s o l u t i o n  of t h i s  p r o b l e m ,  w h i c h  m a k e s  u s e  of  t h e  c i r c u l a r  

s y m m e t r y  of t h e  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m s  a m p l i t u d e  p a t t e r n ,

B q ( x ) , o f f e r s  g r e a t e r  a c c u r a c y  w i t h o u t  a n  i n c r e a s e  t h e  n u m b e r  of u n ­

k n o w n s ,  Bq(  jTi) ; i = l , 2 ,  . . . ,  N[ 17] .

T h u s ,  f o r  a  c i r c u l a r  a p e r t u r e  of r a d i u s  ( D / 2 )  , E q .  ( 102) b e c o m e s .

i n  t e r m s  of p o l a r  c o o r d i n a t e s  r  a n d  0, 

D / 2  2 t t

( 1 2 1 )  Â? ^  r ' d r '  y  d8'Eh( r ' )  exp - — D( r ^ +  r ' ^ -  2 r r  ' c o s (  8 ' - 8 )  )

0 0

= \  B o ( r )  : 0 < r  < D / 2
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S i n c e  th e  0'  i n t e g r a t i o n  i s  i n d e p e n d e n t  of B q . Eq .  ( 121) m a y  be  w r i t t e n  

i n  t h e  f o r m

D / 2

( 1 2 2 )  Bo( r ' ) Q (  r , r ' ) r ' d r '  = X Bo( r)

0

w h e r e

2ir

( 123) Q( r ,  r ' )  = ^  exp

0

D ( r ^  + r ' ^ - 2 r r '  c o s ( 0 '  - 8 ) )
2

d0 '

a n d  i s  i n d e p e n d e n t  of 0.

L e t t i n g  U ( D / 2 ) I Eq.  ( 122) b e c o m e s

1

( 1 2 4 )  ^  B o ( U ' ) Q f T  U,  U' )  U ' d U '  =

0

f

t v

B o ( U ) ;

0 < u  < 1

W ith  the  f u n c t i o n  Q e v a l u a t e d  by n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n ,  t h e  one  

d i m e n s i o n a l  i n t e g r a l  e q u a t i o n ,  Eq.  ( 124) , m a y ,  in  p r e c i s e l y  t h e  s a m e  

m a n n e r  a s  f o r  t h e  s q u a r e  a p e r t u r e ,  be  r e d u c e d  to  a  s e t  of 5 a l g e b r a i c  

e q u a t i o n s  in  S u n k n o w n  a m p l i t u d e s ,  B q = B q( 0) ; B i = " '

B s  1 = . T h e s e  S e q u a t i o n s ,  e x p r e s s e d  in  m a t r i x  f o r m ,

a r e  ■

( 125) (Ki j )  ( Bj) = X' ( Bi) ; i ,  j = 0,  1, - • • , 8 - 1

w h e r e
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2 tt

( 1 2 6 )  K j ; = e x p  - -3 .  4 4 ^ —2 — 'j  ̂ - 2 i j  c o s  0']
0  \ 2 r o S /

5/6
dO'

a n d

( 127) =
a M

,2S

T h e  m a x i m u m  e i g e n v a l u e ,  X.' = ^ r n a x ’ t h e  c o r r e s p o n d i n g  

e i g e n v e c t o r ,  ( Bj)  , h a v e  b e e n  d e t e r m i n e d  f o r  s e v e r a l  v a l u e s  of 

a p e r t u r e  d i a m e t e r  D. T h e  c o r r e s p o n d i n g  m a x i m u m ,  n o r m a l i z e d  

a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o ,  y ,  d e f i n e d  in  the  s a m e  m a n n e r  a s  f o r  

t h e  s q u a r e  a p e r t u r e  is

128 ) y „  I -5C ) ^ m a x

T h e  r e s u l t s  of t h e s e  c a l c u l a t i o n s  a r e  g i v e n  i n  F i g s ,  8 a n d  9.

T h e  r e s u l t s  a g r e e  q u i t e  c l o s e l y  w i t h  t h o s e  f o r  t h e  s q u a r e  a p e r t u r e .

I t  s h o u l d  be n o t e d  h e r e  t h a t  the  a m p l i t u d e  s h a p e  of t h e  o p t i m u m  

l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  d e p e n d s  c r i t i c a l l y  on the  s i z e  of  t h e  a p e r t u r e .

T h a t  i s ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  a m p l i t u d e  p a t t e r n  f o r  t h e  a p e r t u r e  of 

d i a m e t e r  2 r ^  i s  n o t  o b t a i n e d  by s i m p l y  " e x t e n d i n g "  t h e  p a t t e r n  o b t a i n e d  

f o r  t h e  a p e r t u r e  of d i a m e t e r  r^ .  I n d e e d ,  a t  a  d i s t a n c e  of Tq / 2 f r o m  t h e  

c e n t e r  of t h e  2 r ^  a p e r t u r e  ( w h i c h  c o r r e s p o n d s  to  the  e d g e  of t h e  r ^  

a p e r t u r e )  t h e  i n t e n s i t y  is  62 p e r c e n t  of t h a t  a t  t h e  c e n t e r .  On  t h e  o t h e r  

h a n d ,  a t  t h e  e d g e  of the  r ^  a p e r t u r e  t h e  i n t e n s i t y  i s  on ly  30 p e r c e n t  of 

t h a t  of t h e  c e n t e r .
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F i g .  8 - - N o r m a l i z e d  s i g n a l - t o - n o i s e  
r a t i o  ( r o u n d  a p e r t u r e ) .
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lOÔ

H 8 0zUJ -D*

N
-  4 0

A P ER T UR E  DIAMETER D = 4  r,20

0.80.6 0 . 70 . 5 0.80.2 0 . 3

NORMALIZED APERTURE RADIUS ( )

0 . 4

F i g .  9 “ “ N o r m a l i z e d  i n t e n s i t y  p a t t e r n s  
( r o u n d  a p e r t u r e ) .

In  s u m m a r y  t h e n ,  t h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  s h a p e s  a n d  s i g n a l - t o -  

n o i s e  r a t i o s  h a v e  b e e n  d e r i v e d  f o r  t h e  i m p o r t a n t  c a s e  of  a n  a t m o s ­

p h e r i c a l l y  d e g r a d e d  p l a n e  w a v e .  I t  h a s  b e e n  s h o w n  t h a t  t h e  o p t i m u m  

l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  d o e s  n o t  l e a d  to  a  s i g n i f i c a n t  i n c r e a s e ,  c o m ­

p a r e d  w i t h  t h e  p l a n e  w a v e  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m ,  i n  t h e  a v e r a g e  

s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o .  T h i s  i s  so ,  e v e n  t h o u g h  i t s  s h a p e  d i f f e r s  

m a r k e d l y  f r o m  t h a t  of the  p l a n e  w a v e .



C H A P T E R  VI 
E Q U I V A L E N C E  O F  D I F F E R E N T  H E T E R O D Y N E  

D E T E C T I O N  S Y S T E M S  AN D V A R I A N C E  
O F  B E A T  S I G N A L  P O W E R

In th e  p r e v i o u s  C h a p t e r  i t  w a s  s h ow n ,  f o r  t h e  c a s e  of a n  a t m o s ­

p h e r i c a l l y  d i s t o r t e d  p l a n e  w a v e ,  t h a t  no s i g n i f i c a n t  i m p r o v e m e n t  in  

t h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o ,  o v e r  t h a t  f o r  t h e  c a s e  of a  p l a n e  

w a v e  l o c a l  o s c i l l a t o r ,  c a n  b e  o b t a i n e d  by  j u d i c i o u s l y  c h o o s i n g  the  

s h a p e  of t h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e  o v e r  t h e  r e c e i v e r  a p e r t u r e .  I t  i s ,  

h o w e v e r ,  c o n c e i v a b l e  t h a t  a n  a d d i t i o n a l  i n c r e a s e  m i g h t  be o b t a i n a b l e  

by  p r e - p r o c e s s i n g  th e  r e c e i v e d  s i g n a l  in  s o m e  m a n n e r  b e f o r e  m i x i n g  

i t  w i t h  a  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m .

It  i s ,  h o w e v e r ,  s h o w n  in  t h i s  C h a p t e r  t h a t  ( a t  l e a s t  f o r  a  g e n e r a l  

c l a s s  of t i m e  i n v a r i a n t , l i n e a r  p r e - p r o c e s s i n g  o p e r a t i o n s )  no  a d d i t i o n a l  

i n c r e a s e  i n  t h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  c a n  be o b t a in e d .  T h i s  

s t a t e m e n t  i s  t r u e ,  no  m a t t e r  w h a t  the  n a t u r e  of t h e  d i s t o r t i o n  of t h e  r e ­

c e i v e d  o p t i c a l  s i g n a l  — a t m o s p h e r i c ,  o r  o t h e r w i s e .
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A. D i s c u s s i o n  of D i f f e r e n t  
D e t e c t i o n  M e t h o d s

T h e  h e t e r o d y n e  d e t e c t i o n  c o n f i g u r a t i o n  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  i s  

s h o w n  i n  F i g .  10. T h e  s p a t i a l  f i l t e r s  m a y  a d j u s t  t h e  p h a s e  a n d / o r  

a m p l i t u d e  of t h e  s i g n a l s  i n c i d e n t  on t h e m ,  a s  i n d i c a t e d .  T h e  e f f e c t  

of t h e  l i n e a r  o p e r a t o r  i s  to  g e n e r a t e  t h e  s i g n a l  Z(~y, t) f r o m  t h e  r e ­

c e i v e d  s i g n a l  U( X ,  t) W( x) Gi ( x ) . T h i s  d e v i c e  m a y ,  f o r  e x a m p l e ,  b e  

a  l e n s  a n d  in  t h i s  c a s e  i t  c a n  be  shown[  16] t h a t  Z ( y , t )  i s  p r o p o r ­

t i o n a l  t o  t h e  s p a t i a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m  of U( x ,  t) W( x) Gi  ( x ) . T h i s  i s ,  

of c o u r s e ,  n o t  t h e  on ly  p o s s i b l e  l e n s  o p e r a t i o n .  In  a n y  c a s e ,  a ny  t i m e  

i n v a r i a n t  l i n e a r  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  Z an d  UW Gi c a n  b e  e x p r e s s e d  

in  t h e  f o r m

( 1 2 9 )  Z ( 7 ^ t )  = ( { U ( % t ) W ( ^ G i ( ^  } L ( %  ^ d Z

F o r  e x a m p l e ,  in t h e  c a s e  w h e r e  a  l e n s  i s  u s e d  to  p r o d u c e  t h e  s p a t i a l  

F o u r i e r  t r a n s f o r m  of U( X ,  t) W( x) , L( x , y j  ~ ( c o n s t .  ) e ^  . T h e  

o n e  r e s t r i c t i o n  t o  be  p l a c e d  on  th e  l i n e a r  o p e r a t o r  i s  t h a t  i t  be  s u c h  

t h a t  t h e  p o w e r  i n  t h e  s i g n a l  Z( y ,  t) e q u a l  t h e  p o w e r  in  t h e  s i g n a l  

U( X ,  t) W( x) Gi  ( x ) .  S t a t e d  s i m p l y ,  t h i s  m e a n s  t h a t  t h e  l i n e a r  o p e r a t o r  

r e m o v e s  no  l i g h t  f r o m  th e  b e a m  i t  r e c e i v e s ,  b u t  m e r e l y  r e a r r a n g e s  

t h e  i n c i d e n t  l i g h t  to  f o r m  a  n e w  s i g n a l ,  a s  i s  t h e  c a s e ,  f o r  e x a m p l e ,  

w i t h  t h e  l a r g e  l e n s .  T h e  on ly  p o i n t s  a t  w h i c h  e n e r g y  m a y  be  r e m o v e d  

f r o m  t h e  b e a m  a r e  a t  t h e  s p a t i a l  f i l t e r s  No. 1 a n d  No. 2. In t h e  c a s e
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F i g .  1 0 - - T i m e  i n v a r i a n t  d e t e c t i o n  a r r a n g e m e n t .
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of t h e  l e n s ,  p e r f o r m i n g  a  F o u r i e r  t r a n s f o r m ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  s p a t i a l  

f i l t e r  No. 2 c o u l d  a t t e n u a t e  a n d / o r  a d j u s t  t h e  p h a s e  of t h e  d i f f e r e n t  

s p a t i a l  f r e q u e n c y  c o m p o n e n t s  ( i . e . ,  Z( y^, t) ) of t h e  s i g n a l  U( x ,  t)'W( x) 

G i ( ' ^ ) .

T h e  c o n d i t i o n  to  b e  i m p o s e d  on L( x ,  y) by  t h e  r e q u i r e m e n t  t h a t  no  

e n e r g y  b e  r e m o v e d  f r o m  th e  i n c i d e n t  b e a m  ( h e r e  d e n o t e d  by  V ( x , t )  ) i s  

d e t e r m i n e d  b y  t h e  e q u a t i o n

( 1 3 0 )  ^  Z ( 7 . t )  Z*  ( 7 . t )  d ^ =  \  V ( % t ) V * ( % t ) d T  

w h e r e

(1 3 1 )  Z ( y  , t) = ^  V( X ,  t) L( X ,  y) dx

S u b s i t u t i n g  Z f r o m  Eq.  ( 1 3 1 )  in to  Eq.  ( 130) g i v e s

Ç dy Ç dx  V( X ,  t) L( x ,  y) Ç dx V '' ( x ,  t) L '  ( x ,  y)

= ^  V( X ,  t )  V"' ( X ,  t )  d x

o r

( 1 3 2 )  C dx  Ç dx'  V( X ,  t) V '  ( x ' ,  t) V L( x ,  y) L  ' ( x ' ,  y) dy
J J

= ^  V( X ,  t) V ' ( x ' , t ) d x
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D e f in i n g  t h e  f u n c t i o n

( 1 3 3 )  I ( x ,  x ' )  = y  L(  X ,  y) L* ( x ' ,  y) dy

Eq .  ( 132) b e c o m e s

( 134) ^  dx y  d x '  V( X ,  t) V '  ( x ' , t) I( x ,  x ' )

= ^  V( X ,  t) V ' ( x , t ) d x

It  is  s h o w n  in  A p p e n d i x  IV t h a t  i f Eq .  ( 134) is  t o  h o l d  f o r  a l l  V ( x , t )  , 

t h e n

( 135) I( X ,  x ' )  = y  L( X ,  y) L  ' ( x ' , y) dy

= 5 ( x - x ' )  

w h e r e  5 i s  t h e  D i r a c  d e l t a  fu n c t io n .

B. E q u i v a l e n c e  of D i f f e r e n t  
M e t h o d s

In o r d e r  to  s h o w  t h a t  no  a d d i t i o n a l  i m p r o v e m e n t  i n  t h e  a v e r a g e  

s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  c a n  be o b t a i n e d  by p e r f o r m i n g  a n y  s u c h  p r e ­

p r o c e s s i n g  o p e r a t i o n  on  the  r e c e i v e d  s i g n a l ,  two  s t e p s  a r e  s u f f i c i e n t .  

T h e  f i r s t  s t e p  i s  to  d e t e r m i n e  th e  m a x i m u m  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  

r a t i o ,  t h a t  c a n  be o b t a i n e d  f r o m  th e  p r o c e s s e d  s i g n a l  Z( y, t) Gz( y) a n d  

t h e  s e c o n d  i s  t o  show  t h a t  i t  i s  e q u a l  to  t h e  m a x i m u m  a v e r a g e  s i g n a l -  

t o - n o i s e  r a t i o  t h a t  can be o b t a i n e d  f r o m  t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  U ( x , t ) W ( x )
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C o n s i d e r  f i r s t  t h e  s i g n a l  Z ( y , t ) G 2( y ) -  T h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o -  

n o i s e  r a t i o  i s ,  f r o m  E q s .  ( 9) , ( 7 ) ,  a n d  ( 8)

1 F o
N 2e P L

1  ̂ ^ R ' " ( y ) R ( y ' ) G 2( y ) G 2 ( y ' ) < Z ( y , t )  z "  ( y ' , t ) >  dy  dy '

2e

J  q \  R( y) R "  ( y) dy

N o te  t h a t  Gz i y )  a p p e a r s  on ly  in  the  n u m e r a t o r  of S / N .  It  f o l l o w s  

t h a t  f o r  a l l  v a l u e s  of y  f o r  w h i c h  R( y) y 0 ,  t h e  m a g n i t u d e  of G2( y) 

s h o u l d  be  s e t  a t  i t s  m a x i m u m  p o s s i b l e  v a l u e ,  n a m e l y  one. F o r  t h o s e  

v a l u e s  of y f o r  w h i c h  R( y) = 0, | G 2( y )  | m a y  b e  s e t  e q u a l  to  one. Now 

n o t e  f u r t h e r  t h a t  a n  e x a m i n a t i o n  of S / N  s h o w s  t h a t  t h e  p h a s e  of e i t h e r  

R(”y) o r  GCy ) m a y  b e  a d j u s t e d  to  m a x i m i z e  t h e  n u m e r a t o r  of S / N  w i t h  

no  e f f e c t  on  t h e  d e n o m i n a t o r  of S / N .  It f o l l o w s  t h a t  t h e  p h a s e  of 

G 2( y) m a y  be  s e t  e q u a l  to  z e r o .  T h e n  G 2( y) w i l l  be s e t  e q u a l  to  one  

a n d  t h u s ,  G2( y) h a s  a f f o r d e d  no i m p r o v e m e n t .

T h e  a n a l y s i s  to  fo l l o w  s h o u ld  be  c o n s i d e r e d  to  a p p ly  to  t h e  s i g n a l s  

UW G i  a n d  Z. F o r  n o t a t i o n a l  s i m p l i c i t y ,  h o w e v e r ,  t h e  f a c t o r  G% ( x) 

w i l l  b e  a b s o r b e d  in to  t h e  f a c t o r  U ( x ,  t ) .  T h u s ,  l e t  UW G i ~ U 'W .

T h e  r e s u l t  of t h e  f o l l o w i n g  a n a l y s i s  w i l l  be t h a t  t h e  s i g n a l s  U 'W  a n d  

Z l e a d  to  t h e  s a m e  m a x i m u m  v a l u e  of S / N .
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N o t e ,  t h e n ,  t h a t  the  m a x i m u m  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  t h a t  

c a n  be  o b t a i n e d  f r o m  t h e  s i g n a l  Z( y, t) i s  a c h i e v e d  by c h o o s i n g  th e  l o c a l  

o s c i l l a t o r  w a v e  f u n c t i o n ,  d e n o t e d  R( y) , to  be t h a t  s o l u t i o n  of t h e  i n t e g r a l  

e q u a t i o n .

( 1 3 6 )  j  M^( y, y ' )  R( y ' )  = XR( y)

w h e r e

( 1 3 7 )  M ^ ( y , y ' )  = < Z( y , t) Z'" ( y ' , t) >

i s  the  m u t u a l  c o h e r e n c e  f u n c t i o n  of t h e  s i g n a l  Z ( y , t ) .  T h i s  f o l l o w s  

d i r e c t l y  f r o m  th e  d e r i v a t i o n  of Eq .  (16 )  by r e p l a c i n g  U (x , t )W ( 3 T )  

by Z ( y , t )  a n d  V (x )  by  R( y) . F u r t h e r m o r e ,  w i t h  r e f e r e n c e  tO t h e  

d i s c u s s i o n  f o l lo w in g  Eq .  ( 1 6 ) ,  i t  f o l l o w s  t h a t  the  m a x i m u m  a v e r a g e  

s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  t h a t  c a n  be o b t a i n e d  f r o m  t h e  s i g n a l  Z ( y , t )  i s  

d i r e c t l y  p r o p o r t i o n a l  to  t h e  m a x i m u m  e i g e n v a l u e ,  ^niax> Eq.  ( 136) 

T h u s ,  in  o r d e r  to  s h o w  t h a t  the  s i g n a l s  U'W a n d  Z l e a d  to the  s a m e  

m a x i m u m  v a l u e  of S / N  i t  i s  s u f f i c i e n t  to s h o w  t h a t  t h e  e i g e n v a l u e s  of 

Eq .  ( 16)

^  M y  i (  X ,  x ' )  V ( X ') d x ' -  X-y t V( x) 

a r e  i d e n t i c a l  w i t h  t h e  e i g e n v a l u e s  of Eq.  ( 136) 

^ M g (  y, y ' )  R( y ' )  dy '  = R( y)
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T o  sh o w  t h i s ,  i t  i s  s u f f i c i e n t  to  sh o w  t h a t  e v e r y  e i g e n v a l u e  of Eq.  ( 16) 

i s  a n  e i g e n v a l u e  of Eq.  ( 136) a n d  v i c e - v e r s a .  T h a t  s u c h  i s  t h e  c a s e  

o b v i o u s l y  d e p e n d s  u p o n  th e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  a n d  , . T h i s  

r e l a t i o n s h i p  i s ,  f r o m  E q s .  ( 137) a n d  ( 129)

( 1 3 8 )  M 2,( y» y ' )  = ^ dx  ( d x '  L( X ,  y) M y  ,( x ,  x ' )  L"' ( x ' ,  y ')  

a n d  h e n c e ,  Eq .  ( 136) m a y  be  w r i t t e n

( 1 3 9 )  ^  dy '  ^  dx  ^  dx '  L( x ,  y) M y  ,( x , x ' ) L '  ( x ' , y ' ) R ( y ' )

= Xg R( y)

T h e n ,  m u l t i p l y i n g  b o th  s i d e s  of Eq.  ( 1 6 )  by L( x ,  y) a n d  i n t e g r a t i n g  w i t h  

r e s p e c t  to  x  g i v e s

( 140) (  dx 1 dx '  L( X ,  y) M y  i( x ,  x ' )  V( x ' )

=  X y  I ^  V( x) L (  X ,  y) dx 

R e p l a c i n g  V( x ' )  by ^  d x " 6 (  x " - x ' )  V( x " )  Eq .  ( 1 4 0 )  m a y  be  w r i t t e n  

( 1 4 1 )  ^  dx  ^  d x 'L (  X ,  y) M y  ,( x , x ' ) ^ d x "  6 ( x "  - x ' ) V ( x " )

= X y r ^  V ( x )  L( X ,  y) dx  

F r o m  Eq .  ( 135) , 5 ( x "  - x ' )  m a y  be  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m
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(142) 6( x"  - x ' ) y ' )  L(  x " ,  y ' )  d y '

a n d  h e n c e  Eq .  ( 141) m a y  be w r i t t e n

( 1 4 3 )  y  ( h ^  d x '  L( X ,  y) M y , ( x ,  x ' ) ^  dx"  ^  d y '  ( x ' ,  y ' )

L( x " ,  y ' )  V( x " )  = \ y  V ( x ) L ( x , y ) d x

F i n a l l y ,  by  i n t e r c h a n g i n g  o r d e r  of i n t e g r a t i o n ,  Eq .  ( 143) m a y  be 

w r i t t e n

( 144) d x '  L (  X ,  y )  M y  i (  X ,  x ' ) L " ' ( x ' , y ' )

dx"V(  x")  L( x " ,  y ') • = \ y  , \  d x V ( x ) L ( x ,  y)

C o m p a r i n g  E q s .  ( 144) a n d  ( 139) , i t  f o l l o w s  t h a t

( 145) R( y) = \ dxV( x) L( x ,  y)

i s  a  s o l u t i o n  of Eq .  ( 136) c o r r e s p o n d i n g  to p r o v i d e d  t h a t  V( x)

i s  a  s o l u t i o n  of Eq.  ( 16) c o r r e s p o n d i n g  to  X y , = X̂ . T h u s ,  e v e r y  

e i g e n v a l u e  of Eq.  ( 1 6 )  is  a n  e i g e n v a l u e  of Eq.  ( 136) .  In  o r d e r  to  s h o w  

t h e  c o n v e r s e  of t h i s  s t a t e m e n t ,  i. e. , t h a t  e v e r y  e i g e n v a l u e  of Eq .  ( 136) 

i s  a n  e i g e n v a l u e  of Eq .  ( 1 6 ) ,  m u l t i p l y  b o th  s i d e s  of Eq.  ( 139) by

L ‘ ( x " , y )  a n d  i n t e g r a t e  w i t h  r e s p e c t  to  y to  g ive
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( 1 4  6) y  dx  ^  dx '   ̂ dy  L(  x ,  y) L'' ' ( x " ,  y) M y  ,( x ,  x ' )

y  d y ' L '  ( x ' ,  y ’) R( y ' )  d y R (  V) L ( x " ,  y) .

F r o m  Eq .  ( 135) , the  y i n t e g r a t i o n  on t h e  l e f t  h a n d  s i d e  of Eq .  ( 146) 

g i v e s  r i s e  to  5 ( x - x " ) .  T h e n ,  p e r f o r m i n g  t h e  x  i n t e g r a t i o n ,  Eq .  ( 146) 

b e c o m e s

( 1 4 7 )  ^  dx '  M y  t( x " ,  x ' )  { d y ' L ‘ ( x ' ,  y ' )  R( y ' )  }

=  i z ^ ' d y L * ( x « , ' ; ) R ( 7 )  .

F i n a l l y ,  c o m p a r i n g  E q s .  ( 147) a n d  ( 1 6 ) ,  i t  f o l l o w s  t h a t

( 1 4 8 )  V ( x )  = ̂  L'" ( X ,  y) R( y) dy

i s  a  s o l u t i o n  of Eq.  ( 16) c o r r e s p o n d i n g  to  X y , p r o v i d e d  t h a t  R( y)

i s  a  s o l u t i o n  of Eq.  ( 136) c o r r e s p o n d i n g  to  ~ T h u s ,  e v e r y  

e i g e n v a l u e  of Eq .  ( 136) i s  a n  e i g e n v a l u e  of Eq.  ( 16) .  F u r t h e r m o r e ,  

t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  th e  c o r r e s p o n d i n g  e i g e n v e c t o r s ,  a s  g i v e n  by  

E q .  ( 145) , i s  p r e c i s e l y  t h e  s a m e  a s  t h a t  b e t w e e n  th e  s i g n a l s  

U ' ( x , t ) W ( x )  a n d  Z( y, t ) .

I t  f o l l o w s  t h e n ,  t h a t

( 149) ^ Z m a x  ^ U ' m a x
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w h i c h ,  a s  d i s c u s s e d  a b o v e ,  i m p l i e s  t h a t  the  m a x i m u m  a v e r a g e  s i g n a l -  

t o - n o i s e  r a t i o  t h a t  c a n  be  o b t a i n e d  f r o m  the  s i g n a l  Z ( y ^ t )  i s  e q u a l  to 

t h e  m a x i m u m  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  t h a t  c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  

t h e  s i g n a l  U ' (  x ,  t) W( x) .

It  i s  a s i m p l e  m a t t e r  now to sh o w  t h a t  t h e  f i l t e r  f u n c t i o n  Gi  ( x) 

m a y  be s e t  e q u a l  to  one. T h e  a r g u m e n t  i s  p r e c i s e l y  t h a t  u s e d  to  show  

t h a t  G i (  y) m a y  be  s e t  e q u a l  to  one.

I t  h a s  b e e n  s h o w n  t h e n ,  t h a t  t h e r e  i s  no  p o s s i b i l i t y  of  o b t a i n in g  a 

l a r g e r  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  by e m p l o y i n g  a n  o p t i c a l  s y s t e m  of t h e  

f o r m  d i s c u s s e d .

C. V a r i a n c e  of B e a t  S i g n a l  P o w e r

In  t h i s  s e c t i o n  t h e  v a r i a n c e  of t h e  b e a t  s i g n a l  p o w e r  ( i. e. , f l u c t u ­

a t i o n s  a b o u t  t h e  a v e r a g e  v a lu e )  i s  d i s c u s s e d .  A s  m e n t i o n e d  in  the  

i n t r o d u c t i o n ,  the  v a r i a n c e  m a y  a c t u a l l y  be m o r e  i m p o r t a n t  t h a n  the  

a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  in  d e t e r m i n i n g  t h e  p e r f o r m a n c e  of a 

c o m m u n i c a t i o n s  l ink .  A s i m p l e  e x t e n s i o n  of t h e  a b o v e  t h e o r y  w i l l ,  

h o w e v e r ,  sh o w  t h a t  n o t  on ly  i s  the  m a x i m u m  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  

r a t i o  i n d e p e n d e n t  of t h e  c h o i c e  of the  o p t i c a l  s y s t e m ,  bu t  s o  too  a r e  

t h e  c o r r e s p o n d i n g  i n s t a n t a n e o u s  v a l u e s ,  a n d  h e n c e ,  the  v a r i a n c e  of 

t h e  b e a t  s i g n a l s .  T o  sh o w  t h i s ,  l e t  the  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  

w a v e  f u n c t i o n  f o r  h e t e r o d y n i n g  w i t h  t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  U ( x ,  t ) W ( x )  

b e  d e n o t e d  by V o ( ^ )  • T h e n ,  f r o m  Eq.  ( 145) , t h e  o p t i m u m  l o c a l
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o s c i l l a t o r  w a v e  f u n c t i o n  f o r  h e t e r o d y n i n g  w i t h  the  s i g n a l  Z ( y , t )  , 

o b t a i n e d  by  p a s s i n g  th e  s i g n a l  U ( x . t ) W ( x )  t h r o u g h  t h e  o p t i c a l  

s y s t e m ,  i s  g i v e n  by

( 1 5 0 )  Ro( y) = ^  d x V o (  x) L ( x , y )

T h a t  i s ,  Rg(y)  i s  o b t a i n e d  by p a s s i n g  V o ( x )  t h r o u g h  th e  s a m e  o p t i c a l  

s y s t e m  a s  w a s  U ( x ,  t ) W ( x ) .  T h e  o b j e c t i v e  now w i l l  be to  show  t h a t  

Rq( y) a n d  Z( y ,  t) p r o d u c e  t h e  s a m e  b e a t  s i g n a l  c u r r e n t  ( v s .  t) a s  

d o e s V o ( x )  a n d  U( X ,  t) W( x) . T h u s ,  f r o m  Eq.  ( 5 )  t h e  b e a t  s i g n a l  

c u r r e n t  f o r  Vq( x) a n d  U( x ,  t) W( x) is  g i v e n  by

( 1 5 1 )  l y  = R e  r\ \  W( x) Vq ( x) U( x,  t) dx

S i m i l a r l y ,  the  b e a t  s i g n a l  c u r r e n t  f o r  t h e  p a i r  Ro( y) a n d  Z ( y , t )  i s  

g i v e n  by

( 1 5 2 )  1 ^ =  R e  e^“  ̂ q ^  R q ( y) Z( y ,  t) dy

S u b s t i t u t i n g  f o r  R q(T)  a n d  Z( y, t) t h e i r  e q u i v a l e n t s ,  a s  g i v e n  by 

E q s .  ( 150) a n d  ( 129) r e s p e c t i v e l y ,  one  o b t a i n s

( 1 5 3 )  I 7  = Re eJ q \  dy  \ dx Vq ( x) L  ' ( x ,  y)

^  d 7 w ( ^ )  U("^, t) L ( % ^

o r
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( 154) I g. = Re ^ W(3T') V* W U ( " ^ ' ,  t)

L  ‘ (  X ,  y) L( x ' , y) dy d x '  dx

F r o m  Eq.  ( 135) , the  y  i n t e g r a t i o n  g i v e s  r i s e  to  t h e  d e l t a  f u n c t i o n ,

5( x '  - x) . T h e n ,  p e r f o r m i n g  th e  x '  i n t e g r a t i o n ,  one  o b t a i n s

( 155) 1% = Re e'^^^ n ^  W( x) ( x) U( x ,  t) dx

w h i c h  i s  i d e n t i c a l  to  t h e  b e a t  s i g n a l  c u r r e n t  l y  a s  g iv en  by Eq.  ( 151) ,

T h u s ,  n o t  on ly  i s  t h e  m a x i m u m  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  t h e  s a m e ,

i n d e p e n d e n t  of t h e  c h o i c e  of the  o p t i c a l  s y s t e m ,  bu t  so  too is  t h e  t i m e  

b e h a v i o r  of t h e  c o r r e s p o n d i n g  b e a t  s i g n a l s .

T h e  e q u i v a l e n c e  of t h e s e  d i f f e r e n t  h e t e r o d y n i n g  s c h e m e s  c a n  be 

s e e n  f r o m  a v e r y  s i m p l e  a r g u m e n t [  17] . T h e  c r u x  of t h e  a r g u m e n t  

l i e s  in  the  f a c t  t h a t  the  b e a t  s i g n a l  c u r r e n t  i s  u n c h a n g e d  by p a s s i n g  

bo th  t h e  s i g n a l  a n d  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m s  t h r o u g h ,  f o r  e x a m p l e ,  a 

l e n s  b e f o r e  c o m b i n i n g  t h e m  on the  p h o t o d e t e c t o r  s u r f a c e [ l ,  23 ] .  T h i s  

e q u i v a l e n c e  i s ,  of c o u r s e ,  i m p l i e d  by the  f a c t  t h a t  , Eq.  ( 1 52), i s  

e q u a l  to , Eq.  ( 151), a n d  t h a t  L( x ,  y) r e p r e s e n t s  a l i n e a r  t r a n s ­

f o r m a t i o n .  A r a t h e r  s i m p l e  a r g u m e n t  t h e n  s h o w s  th a t :  the o p t i m u m  

l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  f o r  h e t e r o d y n i n g  w i t h  the  r e c e i v e d  s i g n a l  a f t e r  

i t  a l o n e  i s  p a s s e d  t h r o u g h  th e  l e n s ,  m u s t  be i d e n t i c a l  to  t h e  b e a m  

o b t a i n e d  by p a s s i n g  t h r o u g h  th e  l e n s  the  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  

f o r  h e t e r o d y n i n g  w i t h  t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  i t s e l f .  I t  f o l l o w s  t h a t  no
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a d d i t i o n a l  i m p r o v e m e n t  in  t h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o ,  i n d e e d  in  

t h e  t i m e  b e h a v i o r  of  t h e  b e a t  s i g n a l  i t s e l f ,  c a n  be  o b t a i n e d  by h e t e r o ­

d y n i n g  w i t h  t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  a s  i t  a p p e a r s ,  f o r  e x a m p l e ,  i n  the  f o c a l  

p l a n e  of a  l e n s .

T h e  a b o v e  i s  n o t  m e a n t  to  i m p l y  t h a t  t h e  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  

b e a m  d i s c u s s e d  h e r e ,  m a y  n o t  l e a d  to  a  s m a l l e r  s i g n a l  p o w e r  v a r i a n c e  

t h a n ,  f o r  e x a m p l e ,  t h a t  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  p l a n e  w a v e  l o c a l  o s c i l l a t o r  

b e a m  a s s u m e d  by  F r i e d [  1] i n  h i s  d e t e r m i n a t i o n  of a v e r a g e  s i g n a l - t o -  

n o i s e  r a t i o .  I n d e e d ,  t h e r e  i s  r e a s o n  to  b e l i e v e  t h a t  t h e  o p t i m u m  l o c a l  

o s c i l l a t o r  b e a m ,  t a p e r e d  in a m p l i t u d e  a s  i t  i s ,  m a y  l e a d  to  a  s m a l l e r  

s i g n a l  p o w e r  v a r i a n c e  t h a n  t h a t  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  p l a n e  w a v e  l o c a l  

o s c i l l a t o r  a s  d e t e r m i n e d  by  F r i e d [ 2 1 ]  . T h i s  p o i n t  i s  p r e s e n t l y  u n d e r  

c o n s i d e r a t i o n .  I t  c a n  be  n o t e d  h e r e  t h a t  one  p o s s i b l e  m e t h o d  f o r  

d e t e r m i n i n g  t h e  s i g n a l  p o w e r  v a r i a n c e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  o p t i m u m  

b e a m  i s  to  n o t e  t h a t ,  f r o m  E q s .  ( 5 ) ,  ( 6 1 ) ,  a n d  ( 65) , t h e  b e a t  s i g n a l  

c u r r e n t  i s ,  s i n c e  ^. re o r t h o n o r m a l ,

( 156) I ( t )  = R e  ( e j“  ̂ p VqAq(  t) )

I t  f o l l o w s  t h e n ,  t h a t  t h e  b e a t  s i g n a l  p o w e r  i s ,  f r o m  Eq .  ( 156)

( 157) P ( t )  = ^  f  I V q l "  I A q ( t )

a n d  h e n c e  t h a t - t h e ,  n o r m a l i z e d ,  s i g n a l  p o w e r  v a r i a n c e  S,  d e f i n e d  by
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( 1 5 8 )  s =

i s ,  f r o m  Eq .  ( 157)

< IA (t) r >  - < i a ( t ) i " > '
( 1 5 9 )  S =--------- ------------------------ ---------------

o r

, .60,  s
^ m a x

w h e r e  ^ma.x “  ^  I  Aq(  t) | ^> , i s  t h e  m a x i m u m  e i g e n v a l u e  of t h e  i n t e g r a l  

e q u a t i o n ,  Eq.  ( 2 7 ) .  O n c e  t h e  f o r m  of t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  

f u n c t i o n  f o r  Aq( t) i s  kno w n ,  t h e n  S c a n  e a s i l y  be  d e t e r m i n e d  f r o m  Eq .  

( 1 6 0 ) .

I t  m u s t  be n o t e d  h e r e  t h a t  the  " o p t i m u m "  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  

d e t e r m i n e d  a b o v e  i s  n o t ,  n e c e s s a r i l y ,  t r u l y  o p t i m u m  i n  t h e  s e n s e  t h a t  

i t  a f f o r d s  b o th  a  " l a r g e "  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  a n d  a " s m a l l "  

s i g n a l  p o w e r  v a r i a n c e .  T h e  t r u l y  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  

m i g h t  s a c r a f i c e  m a x i m u m  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  t o  o b t a i n  a 

" h a p p y  m e d i u m "  b e t w e e n  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  a n d  s i g n a l  

p o w e r  v a r i a n c e .  T h i s  " h a p p y  m e d i u m "  c o u ld ,  f o r  e x a m p l e ,  be 

p r e c i s e l y  d e f i n e d  a s  f o l l o w s :  G i v e n  a  s p e c i f i c  o p t i c a l  c o m m u n i c a t i o n s  

s y s t e m ,  w h o s e  j o b  i s ,  f o r  e x a m p l e ,  t o  t r a n s m i t  one  of M  d i s c r e t e  

m e s s a g e s ,  t h e n  d e t e r m i n e  t h a t  t i m e  i n v a r i a n t  h e t e r o d y n e  d e t e c t i o n
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s c h e m e  w h i c h  m i n i m i z e s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  r e c e i v e r  m a k e s  a n  

e r r o r  i n  d e c i d i n g  w h i c h  m e s s a g e  w a s  sen t .  S i n c e ,  a s  d e s c r i b e d  

p r e v i o u s l y ,  t h e  p r o b a b i l i t y  of e r r o r  ( o r  m e a n  s q u a r e  e r r o r  i n  t h e  

c a s e  of w a v e f o r m  c o m m u n i c a t i o n )  i s  a  n o n l i n e a r  f u n c t i o n  of the  

s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o [  8] , t he  s o l u t i o n  of t h i s  p r o b l e m  d e m a n d s  a  

k n o w l e d g e  of the  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  of the  b e a t  s i g n a l  

p o w e r .

T h i s  C h a p t e r  c a n  be s u m m a r i z e d  b y  s t a t i n g  t h a t  the  " o p t i m u m "  

t i m e  i n v a r i a n t  d e t e c t i o n  s c h e m e  c a n  b e  r e a l i z e d  by  p r o p e r l y  s h a p i n g  

t h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  a lo n e .  T h u s ,  no  a d d i t i o n a l  i m p r o v e m e n t  

c a n  be  o b t a i n e d  by  p r e - p r o c e s s i n g  the  r e c e i v e d  o p t i c a l  s i g n a l .  T h i s  

a p p l i e s  n o t  o n ly  to  t h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o ,  b u t  a l s o  to  the  

v a r i a t i o n  of  t h e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  a b o u t  i t s  a v e r a g e  va lu e .

In  t h e  n e x t  C h a p t e r ,  r e c o m m e n d a t i o n s  f o r  f u r t h e r  s t u d y  a r e

g iven .



C H A P T E R  VII 
C O M M E N T S  AN D R E C O M M E N D A T I O N S

T h i s  C h a p t e r  p r e s e n t s  r e c o m m e n d a t i o n s  f o r  f u r t h e r  e x t e n s i o n s  

of t h i s  w o r k .  A t  t h i s  p o i n t  l e t  u s  r e v i e w  s o m e  of t h e  p r o b l e m s  of 

o p t i c a l  h e t e r o d y n e  d e t e c t i o n .  T h i s  r e v i e w  w i l l  l e a d  to  s u g g e s t e d  

p r o j e c t s .

A m o s t  s e r i o u s  d i f f i c u l t y  e n c o u n t e r e d  in  h e t e r o d y n i n g  w i t h  a n  

a t m o s p h e r i c a l l y  d i s t o r t e d  o p t i c a l  b e a m ,  e v e n  in  t h e  a b s e n c e  of a m p l i ­

t u d e  f l u c t u a t i o n s ,  i s  t h a t  t h e  p h a s e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  any  two  " p o i n t s "  

on  th e  r e c e i v e d  s i g n a l  m a y  a s s u m e ,  in  t h e  c o u r s e  of  t i m e ,  m a n y  d i f f e r  - 

e n t  v a l u e s ;  the  n u m b e r  of w h i c h  i n c r e a s e s  f r o m  z e r o  a s  t h e  p o i n t s  a r e  

s e p a r a t e d .  T h i s  c o n s i d e r a t i o n  g i v e s  s o m e  i n s i g h t  to  t h e  r e s u l t  o b t a i n e d  

p r e v i o u s l y ,  viz .  , t h a t  no  s i n g l e ,  f i x e d  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e f r o n t  c a n  

c a u s e  t h e  b e a t  s i g n a l s  g e n e r a t e d  a t  t h e s e  p o i n t s  to  a d d  i n  p h a s e  " m o s t "  

of the  t i m e .  T h a t  i s ,  s i n c e  the  d i f f e r e n c e  i n  p h a s e  b e t w e e n  t h e s e  

i n d i v i d u a l  b e a t  s i g n a l s  i s  a l i n e a r  f u n c t i o n  of t h e  p h a s e  d i f f e r e n c e  b e ­

t w e e n  t h e  r e c e i v e d  s i g n a l s  a t  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p o i n t s  ( a  d i f f e r e n c e  

w h i c h  m a y  f l u c t u a t e  t h r o u g h  m a n y  r a d i a n s  f o r  p o i n t s  n o t  " to o  c l o s e "  

t o g e t h e r )  , i t  i s  p e r h a p s  u n r e a s o n a b l e  to  e x p e c t  t h a t  t h e s e  i n d i v i d u a l
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b e a t  s i g n a l s  w i l l  a d d  in  p h a s e  a n d  t h u s ,  p r o d u c e  a  l a r g e  d e t e c t o r  o u tp u t  

c u r r e n t  " m o s t "  of t h e  t i m e .  E v e n  if t h i s  w e r e  p o s s i b l e ,  t h e  a m p l i t u d e  

f l u c t u a t i o n s  of t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  w o u l d ,  e v e n  w h e n  th e  t o t a l  r e c e i v e d  

o p t i c a l  p o w e r  r e m a i n e d  c o n s t a n t ,  i n d u c e  f l u c t u a t i o n s  i n  t h e  o u t p u t  b e a t  

s i g n a l  c u r r e n t .  T h i s  e f f e c t  too ,  c a n  o b v i o u s l y  n o t  be e n t i r e l y  o v e r ­

c o m e  by s h a p i n g  th e  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m .

In  v i e w  of t h e  d i f f i c u l t y ,  i. e. , t h e  r a n d o m  c h a n g e s  i n  t h e  p h a s e  

a n d  a m p l i t u d e  of the  r e c e i v e d  s i g n a l ,  i t  w o u ld  a p p e a r  t h a t  t h e  f o l l o w in g  

r e p r e s e n t  two  m o s t  p r o m i s i n g  m e t h o d s  f o r  o b t a i n i n g  i m p r o v e m e n t :

( 1) A d j u s t ,  w i t h  t i m e ,  t h e  s h a p e  of t h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  a m p l i ­

t u d e  a n d / o r  w a v e f r o n t  so  t h a t  i t  m a t c h e s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  q u a n t i t i e s  

of t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  f o r  a l l ,  o r  a  l a r g e  f r a c t i o n ,  of t i m e ,  o r

( 2) U s e  a n  a r r a y  of  " s m a l l "  , i s o l a t e d  d e t e c t o r s  a n d  a d j u s t ,  

w i t h  t i m e ,  t h e  a m p l i t u d e s  a n d / o r  p h a s e s  of t h e  b e a t  s i g n a l s  g e n e r a t e d  

by e a c h  one s o  t h a t  t h e y  a d d  a s  w o u l d  t h e  i n d i v i d u a l  b e a t  s i g n a l  c u r r e n t s  

g e n e r a t e d  a t  e a c h  " p o i n t "  of the  d e t e c t o r  a s  in  m e t h o d  one  above .

T h e s e  tw o  m e t h o d s  a r e  e q u i v a l e n t  in  t h e  s e n s e  t h a t  e a c h  h i t s  

d i r e c t l y  a t  t h e  h e a r t  of  t h e  p r o b l e m ,  n a m e l y ,  t h a t  of c o m p e n s a t i n g ,  

w i t h  t i m e ,  f o r  t h e  p h a s e  a n d  a m p l i t u d e  f l u c t u a t i o n  of t h e  r e c e i v e d  s ig n a l .  

T h e y  d i f f e r  in  t h a t  t h e  f i r s t  m e t h o d  a c c o m p l i s h e s  t h i s  b e f o r e ,  a n d  the  

s e c o n d  a f t e r ,  t h e  i n d i v i d u a l  b e a t  s i g n a l s  a r e  g e n e r a t e d .
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T h e r e  a r e ,  u n d o u b t e d l y ,  m a n y  p o s s i b l e  w a y s  of a c c o m p l i s h i n g  

e a c h  of t h e  a b o v e .  F o r  e x a m p l e ,  s u p p o s e  t h a t  the  a t m o s p h e r i c  d i s ­

t o r t i o n  of t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  c o n s i s t s  of a  r a n d o m  t i l t i n g  of a h  o t h e r ­

w i s e  " n e a r l y "  f l a t  w a v e f r o n t .  T h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  c o u ld ,  in  

t h e o r y ,  be m a d e  to  f o l l o w  t h i s  t i l t i n g  by r e f l e c t i n g  i t  f r o m  a f l a t  s e r v o  

c o n t r o l l e d  m i r r o r  w h o s e  o r i e n t a t i o n  i s  a d j u s t e d  u n t i l  t h e  b e a t  s i g n a l  

r e a c h e s  i t s  m a x i m u m  v a lu e .  A l t e r n a t i v e l y ,  t h e  h e t e r o d y n i n g  c o u ld  

be  done  in  t h e  f o c a l  p l a n e  of a l e n s  t h r o u g h  w h i c h  t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  

i s  a l l o w e d  to  p a s s .  By u s i n g  a  f i x e d  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  a nd  

a c t i v a t i n g  on ly  t h a t  p o r t i o n  of t h e  p h o t o t u b e  w h e r e  t h e  f o c u s e d  s i g n a l  

s p o t  l i e s  ( a s  d e t e r m i n e d ,  f o r  e x a m p l e ,  by f o c u s i n g  a  s m a l l  f r a c t i o n  

of t h e  r e c e i v e d  s i g n a l  to  a n  a r r a y  of s m a l l  d e t e c t o r s )  t h e n  a ny  t i l t i n g  

of t h e  s i g n a l  i s  t r a c k e d .

A s o m e w h a t  m o r e  e l a b o r a t e  s c h e m e ,  u t i l i z i n g  f e a t u r e s  of bo th  

m e t h o d s  o n e  a n d  tw o  a b o v e ,  c o u ld  be  e m p l o y e d  in  a c a s e  w h e r e  t h e  

a t m o s p h e r i c  d i s t o r t i o n  c a n  be c o n s i d e r e d  a s  a  r a n d o m  t i l t i n g  o v e r  

o n ly  e a c h  a r e a  of a n  a r r a y  of a d j a c e n t  a r e a s  of t h e  r e c e i v e d  s ig n a l .

In  t h i s  c a s e ,  the  s i g n a l  f r o m  e a c h  of t h e s e  a r e a s  c o u ld  be  p a s s e d  

t h r o u g h  a  l e n s  a n d  f o c u s e d  to  t h e  s u r f a c e  of  a  p h o t o d e t e c t o r ,  one  

d e t e c t o r  f o r  e a c h  a r e a .  T i l t i n g  i s  t r a c k e d  by e a c h  of t h e s e  d e t e c t o r s  

a s  d i s c u s s e d  a b o v e .  F i n a l l y ,  t h e  a m p l i t u d e s  a n d / o r  p h a s e s  of t h e  

b e a t  s i g n a l s  f r o m  e a c h  d e t e c t o r  c o u ld  be a u t o m a t i c a l l y  a d j u s t e d  a s  

d e s c r i b e d  i n  m e t h o d  t w o  above .
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A s  e a c h  of t h e  a b o v e  a n d  o t h e r  a p p r o a c h e s  w i l l  h a v e  t h e i r  own  

a d v a n t a g e s  a n d  d i f f i c u l t i e s ,  a n  e v a l u a t i o n  of  t h e  p e r f o r m a n c e  of 

s e v e r a l  of t h e s e  o f f e r s  a n  e x c e l l e n t  a r e a  f o r  f u t u r e  s tudy .

A f u r t h e r  i n v e s t i g a t i o n  t h a t  s h o u l d  be u n d e r t a k e n  i s  a n  e x p e r i ­

m e n t a l  d e t e r m i n a t i o n  of t h e  h e t e r o d y n e  s i g n a l  l e v e l  p r o b a b i l i t y  

d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  ( f o r  a  t i m e  i n v a r i a n t  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e  

f u n c t i o n ) .  T h i s  d a t a  i s ,  a s  e x p l a i n e d  in  t h e  I n t r o d u c t i o n ,  n e c e s s a r y  

f o r  e v a l u a t i n g  t h e  p e r f o r m a n c e  of t h e  t i m e  i n v a r i a n t  d e t e c t i o n  s y s t e m ,  

a n d  w i l l  a l s o  be  u s e f u l  f o r  d e s i g n i n g  a n d  e v a l u a t i n g  t i m e  v a r y i n g  

d e t e c t i o n  m e t h o d s .

F u r t h e r m o r e ,  s o m e  t h o u g h t  s h o u ld  be d e v o t e d  to t h e  p o s s i b i l i t y  

of b e in g  a b l e  t o  u s e  t h e  r e s u l t s  of h e t e r o d y n e  s t u d i e s  to  e v a l u a t e  the  

p e r f o r m a n c e  c a p a b i l i t i e s  of o t h e r  o p t i c a l  c o m m u n i c a t i o n  s y s t e m s .

A s  a l r e a d y  n o t e d ,  t h e  K a r h u n e n - L o e V e  t h e o r e m  r e p r e s e n t s  a  p o w e r f u l  

t o o l  f o r  s u c h  s t u d i e s .  A d d i t i o n a l  b a c k g r o u n d  m a t e r i a l  f o r  t h i s  t y p e  

of s t u d y  c a n  b e  fou n d  i n  R e f e r e n c e  22.



C H A P T E R  VIII  
S U M M A R Y

T h e  p r o b l e m  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  i n  t h i s  i n v e s t i g a t i o n  w a s  to 

d e t e r m i n e  t h a t  t i m e  i n v a r i a n t  d e t e c t i o n  s c h e m e  w h i c h  m a x i m i z e s  

t h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  i n  t h e  h e t e r o d y n e  d e t e c t i o n  of a  

r a n d o m l y  f l u c t u a t i n g  o p t i c a l  s i g n a l  b e a m .  T h i s  p r o b l e m  h a s  b e e n  

s o lv e d .  I n d e e d ,  t h i s  s c h e m e  c a n  be r e a l i z e d  by p r o p e r l y  s h a p i n g  

bo th  the  i s o p h a s e  s u r f a c e  a n d  th e  i n t e n s i t y  p a t t e r n  of t h e  l o c a l  

o s c i l l a t o r  b e a m .  No s i g n a l  p r e - p r o c e s s i n g  is  r e q u i r e d .  F u r t h e r ­

m o r e ,  i t  w a s  s h o w n  t h a t  bo th  t h e  p h a s e  f r o n t  a n d  the  a m p l i t u d e  

s h a p e  of t h i s  " o p t i m u m "  b e a m  d e p e n d  on on ly  the  two p o i n t  o r  m u t u a l  

c o h e r e n c e  f u n c t i o n  of t h e  r e c e i v e d  o p t i c a l  s i g n a l .  T h i s  r e s u l t ,  a n d  

i t s  p h y s i c a l  i n t e r p r e t a t i o n s ,  w h i c h  w e r e  d e r i v e d  f o r m a l l y  by  the 

c a l c u l u s  of v a r i a t i o n s ,  h a v e  a l s o  b e e n  s h o w n  to  b e  s i m p l e  c o n s e ­

q u e n c e s  of t h e  K a r h u n e n - L o e v e  t h e o r e m .

S e v e r a l  e x a m p l e s  w e r e  c o n s i d e r e d .  T h e  f i r s t  s h o w e d  t h a t  f o r  

t h e  s p e c i a l  c a s e  of a n o n - f l u c t u a t i n g  r e c e i v e d  s i g n a l  p h a s e  f r o n t  an d  

a m p l i t u d e  s h a p e ,  t h e  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  s h o u ld  " m a t c h "  t h e  

s i g n a l  b e a m  in  b o t h  p h a s e  a n d  a m p l i t u d e  s h a p e  f o r  m a x i m u m  a v e r a g e
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s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o .  S e c o n d l y ,  the  g e n e r a l  c o n d i t i o n s  u n d e r  w h i c h  

t h e  p h a s e  f r o n t  of  t h e  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  is  p a r a l l e l  to  

t h e  a v e r a g e  r e c e i v e d  s i g n a l  p h a s e  f r o n t  w e r e  s t a t e d .  F u r t h e r m o r e ,  

t h e  b a s i c  p h e n o m e n o n  w h i c h  l e a d s  to  a n  a p e r t u r e  s i z e  a b o v e  w h i c h  

t h e  a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  d o e s  n o t  i n c r e a s e  s i g n i f i c a n t l y  w a s  

i n d i c a t e d .

F o r  the  c a s e  of a n  a t m o s p h e r i c a l l y  d i s t o r t e d  p l a n e  w a v e  o p t i c a l  

s i g n a l  i t  w a s  s h o w n  t h a t  t h e  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  d i f f e r s  

s i g n i f i c a n t l y  f r o m  a p l a n e  w a ve .  I n d e e d ,  i t  i s  a b e a m  w i t h  a f l a t  

p h a s e  f r o n t ,  p a r a l l e l  t o  t h e  a v e r a g e  s i g n a l  p h a s e  f r o n t ,  a n d  a n  a m p l i ­

t u d e  w h i c h  i s  a  m a x i m u m  a t  the  c e n t e r  of t h e  r e c e i v e r  a p e r t u r e  a n d  

d e c r e a s e s  to  a  m i n i m u m  a t  the  o u t e r  b o u n d a r i e s  of t h i s  a p e r t u r e .  In 

p a r t i c u l a r ,  f o r  t h e  c a s e  of a n  a p e r t u r e  w i t h  d i a m e t e r  Tq ( r^, b e in g  

F r i e d ' s [  l]  " o p t i m u m  a p e r t u r e  d i a m e t e r " )  , t h e  r a t i o  of m a x i m u m  

to  m i n i m u m  i n t e n s i t y  i s  m o r e  t h a n  6 to  1.

H o w e v e r ,  e v e n  t h o u g h  t h i s  o p t i m u m  b e a m  d i f f e r s  m a r k e d l y  f r o m  

a p l a n e  w a v e ,  i t  w a s  s h o w n  t h a t  i t  d o e s  no t  s i g n i f i c a n t l y  i n c r e a s e  t h e  

■ a v e r a g e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  o v e r  t h a t  f o r  the  p l a n e  w a v e  l o c a l  

o s c i l l a t o r  b e a m  a s  r e p o r t e d  by F r i e d [  l ]  .
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It  s h o u l d  be  e m p h a s i z e d  h e r e  t h a t  i t  h a s  b e e n  r i g o r o u s l y  s h o w n  

t h a t  no p r e - p r o c e s s i n g  of t h e  d i s t o r t e d  s ig n a l (  w h i c h  e m p l o y s  a n  

o p t i c a l  s y s t e m  of t h e  f o r m  d i s c u s s e d )  c a n  l e a d  to  a  l a r g e r  a v e r a g e  

s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o ,  i n d e e d  to  i n s t a n t a n e o u s  v a l u e s  of  the  b e a t  s i g n a l  

c u r r e n t ,  w h i c h  c o u l d  n o t  be  o b t a i n e d  w i t h o u t  a n y  s u c h  p r e - p r o c e s s i n g .

In C h a p t e r  V l l  of t h i s  i n v e s t i g a t i o n ,  s e v e r a l  s u g g e s t i o n ^  f o r  

f u t u r e  i n v e s t i g a t i o n s  w e r e  c o n s i d e r e d .



A P P E N D I X  I 

M A X IM U M  ( -  1 - S C H W A R Z  I N E Q U A L I T Y
d J '

T h e  r e s u l t  g i v e n  in  Eq .  ( 35) ( n a m e l y ,  t h a t  t h e  a v e r a g e  b e a t  

s i g n a l  p o w e r  i s  a  m a x i m u m  w h e n  b o t h  b e a m s  h a v e  t h e  s a m e  a m p l i ­

t u d e  s h a p e ,  a s  w e l l  a s  t h e  s a m e  p h a s e  s h a p e )  i s  m e r e l y  a  s t a t e m e n t  

of t h e  S c h w a r z  i n e q u a l i t y .  T h a t  i s ,  w i t h  b o t h  A( x) a n d  ^^x)  i n d e ­

p e n d e n t  of t i m e  i t  f o l l o w s  f r o m  Eq.  ( 7) t h a t

( 161) = “  y  y  W( x) W( x ' )  V'‘' ( x) V( x ' )  U( x) U ' ( x ' ) d x  dx '

2

^ W( x) V "  (H) U( x) dx

a n d  m a x i m i z a t i o n  of P ^  s u b j e c t  to

( 162) P j^  = — q  ̂ W( x) V( x) V ' ( x) dx  = c o n s t a n t

i s  e q u i v a l e n t  to  m a x i m i z a t i o n  of the  r a t i o

( 163)
W( x) V ( x) U( x) dx

IW( x) V( x) V '” ( x) dx

98
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A p p l y i n g  th e  S c h w a r z  i n e q u a l i t y  to the  n u m e r a t o r  of Eq.  ( 163) i. e. ,

( 164) I ^  W { x) V”‘' ( x) U( x) dx  I < y  W ( x) V( x) V ‘ ( x) dx

W( x) U( x) U ' ' ' ( x) dx  ,

i f  f o l l o w s  t h a t

( 165) £ ° _  < r, C
TO yJ

W ( x ) U ( x ) U " ' ( x )  dx

T h e  m a x i m u m  v a l u e  of  P q / I ^ L  t h e n  o c c u r s  w h e n  th e  e q u a l i t y  s i g n  h o l d s  

a n d ,  a s  i s  w e l l  k n o w n ,  t h i s  c o n d i t i o n  o b t a i n s  w h e n  t h e  two  f u n c t i o n s  

a p p e a r i n g  in the  S c h w a r z  i n e q u a l i t y  a r e  p r o p o r t i o n a l ;  i. e. , w h e n

( 166) V ( ’̂ T) = C U ( x )  ,

w h e r e  C i s  a n  a r b i t r a r y  c o m p l e x  c o m p l e x  c o n s t a n t .  W r i t i n g  

C = I c |  e'^^° i t  f o l l o w s  f r o m  Eq.  ( 166) t h a t

( 167) 6(1T) = 4>(^) + 6o

a n d

( 168) B ( ^ )  = |C  I A(3T) ,

w h i c h  a r e  p r e c i s e l y  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  p r e v i o u s l y  in  t h i s  i n v e s t i g a t i o n .



A P P E N D I X  n  
R E A L I Z A T I O N  O F  O P T I M U M  L O C A L  

O S C I L L A T O R  W A V E  F U N C T I O N

I n  t h i s  A p p e n d i x  a  b r i e f  d i s c u s s i o n  of one  p o s s i b l e  m e t h o d  f o r  

r e a l i z i n g  t h e  o p t i m u m  f i x e d  l o c a l  o s c i l l a t o r  w a v e  f u n c t i o n  i s  g iven .

In  a d d i t i o n ,  a n  e x p e r i m e n t a l  a r r a n g e m e n t  f o r  m e a s u r i n g  t h e  m u t u a l  

c o h e r e n c e  f u n c t i o n  i s  shown.

A s  s h o w n  in  F ig .  11, t h e  o p t i m u m  l o c a l  o s c i l l a t o r  b e a m  c o u l d  

be  r e a l i z e d  by  p a s s i n g  a  p l a n e  w a v e  t h r o u g h  a n  a m p l i t u d e  a n d  p h a s e  

f i l t e r  w h o s e  t r a n s m i s s i o n  c h a r a c t e r i s t i c s  w o u l d  be  d e t e r m i n e d  f r o m  

t h e  s o l u t i o n  of  the  a m p l i t u d e  i n t e g r a l  e q u a t i o n ,  Eq .  ( 27) , a n d  t h e  

p h a s e  e q u a t i o n ,  Eq.  ( 2 6 ) .  A s  m e n t i o n e d  a b o v e ,  t h e  s o l u t i o n  of e a c h  

of  t h e s e  e q u a t i o n s  r e q u i r e s  a  k n o w l e d g e  of on ly  t h e  r e a l  a n d  i m a g i n a r y  

p a r t s  of t h e  m u t u a l  c o h e r e n c e  f u n c t io n ;  t h a t  i s ,

C ( x , x ' )  = < A ( x ,  t) A ( x ' ,  t) cos(< j )(x , t )  - c j ) ( x ' , t ) ) >

a n d

S ( x ,  x ’) = < A (  x ,  t) A( x ' , t) sin(cj) ( X ,  t) - ( j ) ( x ' , t ) )  >

1 0 0
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1 0 1

BEAM SPLITTER
PHOTOTUBE

OPTIMUM LOCAL 
OSCILLATOR BEAM

w j/A /A m PHASE FILTER 

AMPLITUDE FILTER

I PLANE WAVE 
LOCAL OSCILLATOR

F i g .  11 - - R e a l i z a t i o n  of o p t i m u m  l o c a l  
o s c i l l a t o r  b e a m .

E x p e r i m e n t a l l y ,  t h e s e  two f u n c t i o n s  c o u l d  be d e t e r m i n e d  b y  th e  

s c h e m e  i l l u s t r a t e d  in  F i g .  12. H e r e  Vi is  t h e  v o l t a g e  g e n e r a t e d  by 

p a s s i n g  t h e  o u t p u t  c u r r e n t  of p h o t o tu b e  one  { P j  ) t h r o u g h  a r e s i s t a n c e  

of C o h m s / m ^ .  AS i s  the  a r e a  of the  p h o t o tu b e  i l l u m i n a t e d  by th e  s i g n a l  

a n d  l o c a l  o s c i l l a t o r  f i e l d s  p a s s i n g  t h r o u g h  th e  s m a l l  h o l e ,  l o c a t e d  a t  

p o s i t i o n  xi  , i n  t h e  o p a q u e  s c r e e n  and  r|[ ] AS i s  t h e  o u tpu t  c u r r e n t  of 

P j  g e n e r a t e d  by t h e s e  f i e l d s .  T h e  r e m a i n d e r  of F ig .  12 s h o u l d  be  

s e l f - e x p l a n a t o r y .  B y  v a r y i n g  t h e  l o c a t i o n  of t h e  h o l e s  i n  t h e  o p a q u e  

s c r e e n ,  C a n d  S c a n  b e  o b t a i n e d  f o r  a l l  p a i r s  of p o i n t s  o n  t h e  r e c e i v e d  

b e a m .  T h e  f u n c t i o n  of  t h e  c o m p u t e r  i s  t o  d e t e r m i n e  th e  s o l u t i o n  of 

t h e  a m p l i t u d e  a n d  p h a s e  e q u a t i o n s ;  i. e. , E q s .  ( 2 6) a n d  ( 27) , f r o m  

a  k n o w l e d g e  of i t s  i n p u t s ,  C a n d  S.



P | ,  P g  r  p h o t o t u b e s  

HP = HIGH PASS FILTER L P  - LOW PASS f i l t e r
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A ( r , l ) c o s  [ W j t  + 0 ( x , t ) ]

BEAM S PLI TTER < > =  TIME AVERAGE
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HP

< >

LP

LP

< >

H P

7

V,= C t 7 [ ' / 2  A f +  > 2  A[ +A,ALCOs(Wf+«^,)]  (AS) ^  ^

V̂ ; C17J'/2 a|  + '/2 Â  + Â  Al cos ( W t +<̂ 2̂ ] (AS) ^
V j  = y 2  A,  COS ( W t  +  ( ^ | )

V4  = J 2 A j  COS ( W l  +  t ^ g )

V 5  = Aj C0s(W1 + ( 2̂ + 'y2)
V g ^  A, Ag COS ( < ^ , - < ^ 2 '

V ^ -  A|  Ag  s i n  { ( p , -  ( ^ 2 1 

C = C ( X | ,  Xg)  = <  A |  AgCOS l cp i -<p2^  ^
S  = S  ( ITi .Xg) = < A | A 2 S m ( < ^ , - < ^ 2 ' ^

Ohms ,

OPTIMUM
PHASE

a
AMPLITUDE

FILTERS

F i g .  1 2 - - M e a s u r e m e n t  of m u t u a l  c o h e r e n c e  f u n c t ion .

o
N



A P P E N D I X  n i  
M U T U A L  C O H E R E N C E  F U N C T I O N

T h i s  A p p e n d i x  s u m m a r i z e s  one  of s e v e r a l  d i f f e r e n t ,  t h e o r e t i c a l  

d e r i v a t i o n s  of t h e  m u t u a l  c o h e r e n c e  f u n c t i o n  of a n  a t m o s p h e r i c a l l y  

d i s t o r t e d  o p t i c a l  p l a n e  w a v e .  T h e  d e r i v a t i o n  f o l l o w s  t h a t  s u g g e s t e d  by 

H u f n a g e l  a n d  S t a n l e y ' s  p a p e r [  15] t o g e t h e r  w i t h  t h e  n e e d e d  m o d i f i c a t i o n s  

d i s c u s s e d  by  C h a s e [  18] a n d  F r i e d [  19] .

T h e  p h y s i c a l  s i t u a t i o n  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  i s  t h e  f o l l ow ing :  A

t
p l a n e  m o n o c h r o m a t i c  o p t i c a l  w a v e ,  Re  U g  e “ , i s  i n c i d e n t  on  a  r e g i o n  

of r a n d o m l y  f l u c t u a t i n g  i n d e x  of r e f r a c t i o n .  A s a  r e s u l t  of t h e s e  f l u c t u ­

a t i o n s ,  t h e r e  a p p e a r [  14] i r r e g u l a r  c h a n g e s  i n  t h e  p h a s e  a n d  h e n c e ,  

a m p l i t u d e  of  t h e  o p t i c a l  f i e l d ,  R e U (  r ,  t) e'^^® . T h e  q u a n t i t y  of i n t e r e s t  

i s  t h e  m u t u a l  c o h e r e n c e  f u n c t i o n .  M y , d e f i n e d  a s

( 1 6 9 )  M y ( ^ , ^ ,  Z)  = < U (  A ,  Z . t )  U* ( % ,  Z , t ) >

w h e r e  ^  d e n o t e s  a  p o s i t i o n  i n  a p l a n e  of c o n s t a n t  Z ( Z b e i n g  th e  

d i r e c t i o n  of p r o p a g a t i o n  of  t h e  u n p e r t u r b e d  w a v e )  a n d  t h e  a n g l e  

b r a c k e t s  d e n o t e  a  t i m e  a v e r a g e  o v e r  a n  i n t e r v a l  of l e n g t h  T.

10 3
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T o  o b t a i n  a n  e x a c t  s o l u t i o n  of t h i s  p r o b l e m  r e q u i r e s  s o lv i n g  th e  

t i m e  d e p e n d e n t  w a v e  e q u a t i o n .  T h e  p r o b l e m  s i m p l i f i e s ,  h o w e v e r ,  by- 

a s s u m i n g  t h a t  t h e  t i m e  c h a n g e s  i n  t h e  i n d e x  of r e f r a c t i o n  a r e  s u f f i ­

c i e n t l y  s lo w  ( c o m p a r e d  w i t h  the  o p t i c a l  f r e q u e n c y )  so  t h a t  t h e  f r e ­

q u e n c y  f l u c t u a t i o n s  of  the  o p t i c a l  f i e l d  m a y  b e  i g n o r e d [  21] , W i t h  

t h i s  a s s u m p t i o n  t h e  g e n e r a l  p r o c e d u r e  h a s  b e e n  to  m o d e l  t h e  p h y s i c a l  

s i t u a t i o n  by a n  e m s e m b l e  of s y s t e m s  e a c h  w i t h  a  s p a t i a l l y  v a r y i n g ,  

b u t  t i m e  i n d e p e n d e n t  i n d e x  of r e f r a c t i o n .  In  o t h e r  w o r d s ,  t h e  i n d e x  

of r e f r a c t i o n  w i t h i n  t h e  m e d i a  i s  c o n s i d e r e d  to  be  a  t i m e  i n d e p e n d e n t  

r a n d o m  f u n c t i o n  of p o s i t i o n .  T h e  t i m e  c h a n g e s  i n  t h e  i n d e x  of 

r e f r a c t i o n  w h i c h  a c t u a l l y  o c c u r  a r e  t h e n  r e g a r d e d  a s  c h a n g e s  i n  t h e  

d i f f e r e n t  r e a l i z a t i o n s  of  t h e  r a n d o m  i n d e x  of  r e f r a c t i o n  f i e l d ,  n (  r ,  (3 ).

(3 i s  a  p a r a m e t e r  u s e d  to  d i s t i n g u i s h  b e t w e e n  d i f f e r e n t  m e m b e r s  of 

t h e  e n s e m b l e .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  t i m e  a v e r a g e  i n  Eq .  ( 1 6 8 )  m a y  

b e  r e p l a c e d  b y  a n  e n s e m b l e  a v e r a g e  so  t h a t

( 170) M j T i Z ) = <  U ( T l ,  Z,  Z , p  ) >

w h e r e  R e  U(%, Z ,  p ) e^^s^ i s  t h e  o p t i c a l  f i e l d  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  i n d e x  

of  r e f r a c t i o n  e n s e m b l e  m e m b e r  n ( T ,  P ) ,  a n d  t h e  b r a c k e t s  now d e n o t e  

a n  e n s e m b l e  a v e r a g e .  W h a t  t h i s  m o d e l  n e g l e c t s  i s  t h e  " t r a n s i t "  

b e h a v i o r  o f  t h e  f i e l d s  w h i c h  o c c u r s ,  i n  t h e  p h y s i c a l  s y s t e m ,  w h e n  th e
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i n d e x  of  r e f r a c t i o n  f u n c t i o n  c h a n g e s  f r o m ,  s a y  n( r ,  P j ) to  n( r ,  Pg) . It  

w i l l  f u r t h e r  b e  a s s u m e d  t h a t  c h a n g e s  i n  t h e  p o l a r i z a t i o n  of the  f i e l d  

a r e  n e g l i g i b l e [  14] .

W i t h  t h e s e  a s s u m p t i o n s ,  t h e  o p t i c a l  f i e l d  a t  p o s i t i o n  r .

R e  U( r ,  P ) m a y  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m

( 171) R e  U( r ,  P) = R e  A( r ,  P )

w h e r e  r e p r e s e n t s  t h e  u n p e r t u r b e d  w a v e ,  w i t h  U q = A ^ e

a n d  A( r ,  P ) d e s c r i b e s  the  p h a s e  a n d  a m p l i t u d e  p e r t u r b a t i o n s  of t h e  

w a v e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  r e f r a c t i v e  i n d e x  f u n c t i o n  n( r ,  P ) .  A s s u m i n g  

t h a t  t h e  o p t i c a l  w a v e l e n g t h ,  i s  " m u c h "  s m a l l e r  t h a n  the  g e o m e t r i c a l  

d i m e n s i o n ,  JIq , of  t h e  s m a l l e s t  i n h o m o g e n e i t y  i n  t h e  s p a t i a l  d i s t r i b u t i o n  

of the  r e f r a c t i v e  i n d e x ,  i t  f o l l o w s  t h a t [ 14] U s a t i s f i e s  t h e  ( s c a l a r )  

w a v e  e q u a t i o n

(172)  VZU(T,P ) + n^(T, P)  U( Z  P ) = 0 .

L e t t i n g

( 173) n ( Z p )  = 1 + n i ( T ,  P)

a n d  a s s u m i n g  t h a t  n%<< 1, i t  f o l l o w s ,  n e g l e c t i n g  t e r m s  i n v o lv in g  

n f  , t h a t  A( r , P )  s a t i s f i e s  t h e  e q u a t i o n



1 0 6

( 1 7 4 )  v 2A(T,  P )  + 2 i k —  A C T . P )  + 2k^ n i ( T , ( 3 ) A ( T ,  P)  = G .
9 Z

In  o r d e r  to  o b t a i n  a n  e x p l i c i t  r e l a t i o n  b e t w e e n  a n d  nj ( r  ,P ) , 

Eq .  ( 174)  c o u ld  be s o l v e d  f o r  A( Pi , Z , p ) a n d  A* ( pg, Z ,  P ) a n d  t h e i r  

p r o d u c t  t h e n  a v e r a g e d  to  f o r m  M^.  S e v e r a l  m e t h o d s  f o r  o b t a i n i n g  a n  

a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  in  t h i s  m a n n e r  a p p e a r  i n  R e f e r e n c e  15. H u f n a g e l  

a n d  S t a n l e y [  15] , h o w e v e r ,  s u g g e s t e d  t h a t  one t r y  f i r s t  to  o b t a i n  a 

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i n v o lv i n g  t h e  p r o d u c t ,  A( pi , Z,  P ) A ( pg, Z ,  P ) .  

T h e  r e s u l t i n g  e q u a t i o n  i s  t h e n  to  be  a v e r a g e d  t e r m  by t e r m  a n d  th e n ,  

h o p e f u l l y ,  d i r e c t l y  s o l v a b l e  f o r  M^.  T h i s  e q u a t i o n  f o r  A( pi , Z ,  p ) 

A ' ' ' ( pg ,  Z , P )  c a n  be o b t a i n e d  f r o m  Eq.  ( 174) .  F r o m  t h a t  e q u a t i o n  i t  

f o l l o w s  t h a t  A( Pi , Z , P  ) s a t i s f i e s  t h e  e q u a t i o n

( 175 )  V^ A( 7 i , Z , P )  + 2 i k  A ( 7 i , Z , P )

+ 2k2  m ( 7 i , Z , P ) A ( ^ , Z , P )  = 0 ,

w h e r e  V^A( pi , Z,  P ) = V^A( r ,  p ) — — , e tc .  , w h i l e  A ' ( pg, Z,  P
r  = ( Pi ,  Z)

s a t i s f i e s  t h e  e q u a t i o n

( 1 7 6 )  v V ( 7 z . Z . P ) - 2 i k  ^  A * ( % , Z , p )
oZi

+ 2k2 m (  pg, Z , P ) A ^ (  pg, z , p )  = 0 .
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M u l t i p l y i n g  e a c h  t e r m  of Eq .  ( 175) by  A ' ( pg, Z , P  ) a n d  of Eq .

( 1 7 6 )  by  A(  pi , Z,  p ) i t  f o l l o w s ,  u p o n  s u b t r a c t i n g  th e  r e s u l t i n g  e q u a ­

t i o n s ,  t h a t

( 1 7 7 )  A *  ( % ,  Z , P ) V ^ A ( 7 i  , Z , P ) - A ( p T , Z , P )  V^A* Z ,  P )

+ 2 i k  —  [ A ( ^ , Z , p ) A * ( ' ^ , Z , P ) ]
8Z

+ 2k^[  n i ( T i , Z , P )  - n i ( % , Z , P ) ]  A ( ' ^ , Z , P ) A * ( % ,  Z , p )  = 0

E q u a t i o n  ( 177) a l m o s t  h a s  t h e  d e s i r e d  f o r m ;  a l l  bu t  t h e  f i r s t  two 

t e r m s  i n v o lv e  only t h e  p r o d u c t  of A( pi , Z , p ) a n d  A ( pg, Z , P ) . H o w ­

e v e r ,  u p o n  a v e r a g i n g  Eq.  ( 1 77) t e r m  by t e r m  a n d  m a k i n g  u s e  of  t h e  

a s s u m p t i o n  t h a t

( 1 7 8 )  < A * ( % ,  Z , P ) V ^ A ( F I , Z , P ) >

= < A ( p I , Z , p ) V ^ A * ( % ,  Z , P ) >

H u f n a g e l  a n d  S t a n l e y  o b t a i n e d

( 1 7 9 )  ^  <  A ( ^ , Z , P ) a " ( T 2 . Z , P ) >
9Z

- i k [ n i  ( pi  , Z,  p ) - n i (  pg, Z , p  )]

E ^ ( ^ , z , P ) a " ( 7 z. z ,P)]  > = 0  .
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H u f n a g e l  a n d  S t a n l e y  c l a i m e d  t h a t  a  s o l u t i o n  of Eq ,  ( 179) f o r  

< A {"^ i , Z,(3 ) A  ' ( ^ ,  Z ,P  ) > , o r ,  a s s u m i n g  | U q | = 1, f o r  is

( 1 8 0 )  M j T i  ."Pz, Z) = < A ( T i , Z , p ) A * ( % ,  Z , P ) >

= < exp { ik \  [ m ( T i , Z ' , p )  - n i ( % , Z ' , p ) ] d Z '  } >

0

S u b s t i t u t i n g  t h i s  a s s u m e d  s o l u t i o n  f o r  i n to  t h o s e  t e r m s  in  w h i c h  

i t  a p p e a r s  i n  Eq.  ( 179) g i v e s

( 1 8 1 )  < [ n i ( F l , Z , p ) - m ( 7 2 . Z , P ) ]

Z

[ e x p  { i k  ^  [ nj  ( Pi , Z ' , p  ) - n i  ( p2, Z ' , p  )] d z } ] >
0

?
= < [ n i ( ^ , Z , P )  - n i ( 7 z . Z , p  )] [ A ( ^ .  Z,p ) A * ( ' ^ , Z , p  ) ] >  .

N o te  t h a t  A( ^  , Z ,  P ) A ' ( Z ,  P ) a p p e a r i n g  i n  t h e  s e c o n d  t e r m

of Eq .  ( 180) c a n n o t ,  i n  g e n e r a l ,  b e  r e p l a c e d  by

Z

e x p  { i k ^  [n i  ( Pi , Z ' , P ) - n i  ( P2. Z ' ,  P )] d Z '  }

0

s i n c e ,  a s  n o t e d  by H u f n a g e l  a n d  S t a n l e y ,  Eq.  ( 180) d o e s  n o t ,  in  g e n e r a l ,  

i m p l y  e q u a l i t y  of t h e  .q u a n t i t i e s  w i t h i n  t h e  a v e r a g i n g  b r a c k e t s .  I n d e e d ,  

t h e s e  q u a n t i t i e s  a r e  e q u a l  on ly  w h e n  t h e  a m p l i t u d e  f l u c t u a t i o n s  of t h e  

o p t i c a l  f i e l d  c a n  be n e g l e c t e d .  T h a t  i s ,  i f  t h e  p a t h  l e n g t h  ( Z) i s  

s u f f i c i e n t l y  s h o r t  so  t h a t  g e o m e t r i c a l  o p t i c s  m a y  be  a p p l i e d  t o  o b t a i n



109

t h e  o p t i c a l  f i e l d  f o r  e a c h  r e a l i z a t i o n  of t h e  r a n d o m  f i e l d  A( f  ( p ) t h e n  

i t  f o l l o w s  t h a t

AC^ i , Z , P )  = e x p  { iA<t5(Ti • Z) }

w h e r e  ^

A4)( Pi , Z) = k j  ni ( Pi , Z ' ,  p ) d Z '  

0

i s  t h e  d i f f e r e n c e  i n  p h a s e  b e t w e e n  th e  p e r t u r b e d  a n d  the  u n p e r t u r b e d  

w a v e  ( t h e  l a t t e r  be in g  t h a t  w h i c h  w o u ld  be  p r e s e n t  in  t h e  a b s e n c e  of 

t u r b u l e n c e )  .

It  s h o u l d  be n o t e d  h e r e  t h a t  the  f o r m  g i v e n  f o r  by  H u f n a g e l  

a n d  S t a n l e y  i s ,  e x c e p t  f o r  s o m e  d i s a g r e e m e n t  on i t s  r a n g e  of v a l i d i t y ,  

g e n e r a l l y  a g r e e d  to  be a p p r o x i m a t e l y  c o r r e c t .  T h i s  is  c l a i m e d  to  b e  

t h e  c a s e  e v e n  w h e n  g e o m e t r i c a l  o p t i c s  c a n n o t  be a p p l i e d  to  d e t e r m i n e  

t h e  f i e l d s  f o r  i n d i v i d u a l  r e a l i z a t i o n s  of t h e  r a n d o m  f i e ld  n( r ,  P ) . T h e  

q u e s t i o n  of i n t e r e s t  h e r e  i s  to  d e t e r m i n e  if t h i s  r e s u l t  c a n  be d e d u c e d  

by  th e  m e t h o d  s u g g e s t e d  by H u f n a g e l  a nd  S t a n le y .

C h a s e [  18] , in  h i s  c o m m e n t s  on H u f n a g e l  a n d  S t a n l e y ' s  p a p e r  

s u g g e s t e d  t h a t  Eq .  ( 177) be  s o l v e d  a s  a f i r s t  o r d e r  l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  

e q u a t i o n  f o r  A( ^  , Z , P ) A ' ' ' ( ^ ,  Z ,  P ) a n d  t h a t  t h e  r e s u l t i n g  s o l u t i o n  

t h e n  be a v e r a g e d  to  f o r m  M^.  T h u s ,  a d o p t i n g  C h a s e ' s  n o t a t i o n  l e t
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{ 1 8 2 ) f( Z , P )  = A(  Pi , Z, (2 ) A '  ( p2, Z,(3 )

( 1 8 3 )  g ( Z . | 3 )  = - i k [ n i C r i . Z , p ) - n i ( 7 2 .  Z . P  )]

a n d

( 1 8 4 )  h ( Z , p )  = - ( i 2 k ) - i  [ A * ( % , Z , P ) v Z A ( T i , Z , P )

- A ( ^ , Z , P )  v V ' ( ^ ,  Z . P ) ]

s o  t h a t  Eq .  ( 177) t a k e s  t h e  f o r m

( 1 8 5 )  9 f ( Z , P )  + g ( Z , P )  f ( Z , P )  = h ( Z , P  )
a Z

C h a s e  g a v e  a s  a  s o l u t i o n  f o r  t h i s  e q u a t i o n

Z r  Z

( 1 8 6 )  f ( Z , P )  = ^  d Z '  h( Z ' ,  p ) exp

0

+ f( 0,  P ) exp

• Z-i

d Z "  g ( Z " , P )

L Z'
r Z

d Z "  g ( Z " , P )
. 0

w h e r e  f( 0,  P ) = 1 i f t h e  o p t i c a l  w a v e  i s  u n p e r t u r b e d  a t  Z -  0. 

A v e r a g i n g  Eq .  ( 186) t e r m  by t e r m  g i v e s

( 1 8 7 )  M ^ ( p i , l 2 .  Z) = < f ( Z . p ) >

Z

= < y  d Z '  h ( Z ' , P ) e x p  

0

r Z

j  d Z "  g ( Z " , P )  

LZ'

+ < e xp d Z "  g( Z" , P ]  >

0
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N o t e  t h a t  i t  i s  on ly  t h e  s e c o n d  t e r m  i n  Eq .  ( 187) w h i c h  i s  g i v e n  by Eq.

( 180) f o r  M^.  A s  n o t e d  b y  C h a s e ,  h o w e v e r ,  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t

< h ( Z , p ) >  = 0,  a s  g i v e n  by Eq .  ( 178) , d o e s  n o t  i m p l y  th e  v a n i s h i n g  of

t h e  f i r s t  t e r m  in  Eq.  ( 187) .  C h a s e  a r g u e d  t h i s  on  t h e  g r o u n d s  t h a t

t h e r e  i s  s o m e ,  no n  z e r o ,  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  h( Z ' ,  p ) and  

Z

^  d Z "  g ( Z " , P ) .  T h a t  s u c h  i s  t r u e  f o l l o w s  f r o m  t h e  f a c t s  t h a t :

Z '

( 1 )  h( Z ' ,  P ) d e p e n d s  o n  t h e  i n d e x  of r e f r a c t i o n  b e t w e e n  0 a n d  Z '  w h i l e  

Z

^  d Z "  g( Z ' , p  ) d e p e n d s  on  the  i n d e x  of r e f r a c t i o n  b e t w e e n  Z ' a n d  Z ,

Z '

a n d  ( 2) t h e r e  i s  s o m e  n o n  z e r o  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  the  i n d e x  of r e ­

f r a c t i o n  in  t h e s e  two  r e g i o n s .

F r i e d [  19 ] , c o m m e n t i n g  on  C h a s e ' s  l e t t e r ,  a r g u e d ,  h o w e v e r ,  t h a t  

s i n c e  t h e  r a n g e  of c o r r e l a t i o n  of t h e  r e f r a c t i v e  i n d e x  ( i ^ )  i s  v e r y  s m a l l

c o m p a r e d  to  the  t o t a l  p a t h  l e n g t h  ( L)  t h e n  t h e  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  

Z

h( Z ' ,  p ) a n d  ^  d Z "  g( Z " ,  P ) i s  ( f o r  m o s t  v a l u e s  of Z ' )  v e r y  s m a l l .

Z '

In  p a r t i c u l a r ,  F r i e d [  19] > c l a i m s  t h a t  t h e  c r o s s  c o r r e l a t i o n  p r o d u c t  i s  

of  t h e  o r d e r  f  ̂  < n^ > a n d  h e n c e ,  c a n  be d r o p p e d  due  to  t h e  s m a l l n e s s  

of < n i  > .  T h i s  t y p e  of a r g u m e n t ,  F r i e d [  19] n o t e s ,  is e q u i v a l e n t  to  

B o u r e t t ' s  h y p o t h e s i s  of  l o c a l  i n d e p e n d e n c e ,  w h i c h  a m o u n t s  to  r e g a r d i n g  

t h e  " s t o c h a s t i c "  f i e l d  n(' r' ,  P ) a s  h a v i n g  a  n e g l i g i b l e  l o c a l  e f f e c t  on  the
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p e r t u r b e d  f i e l d  U( r ,  P ) .  If  F r i e d ' s a r g u m e n t  a p p l i e s ,  t h e n  t h e  a s s u m p ­

t i o n  t h a t  < h( Z P  )> = 0,  a s  g i v e n  by  Eq .  ( 1 7 7 ) ,  i s  s u f f i c i e n t  to  e s t a b ­

l i s h  t h e  a p p r o x i m a t e  a c c u r a c y  of t h e  s o l u t i o n  f o r  g i v e n  by  H u f n a g e l  

a n d  S t a n le y .

A c c e p t i n g  t h a t  i s ,  a p p r o x i m a t e l y ,  g i v e n  by Eq.  ( 180) , we  

p r o c e e d  w i t h  t h e  d e r i v a t i o n  of  H u f n a g e l  a n d  S t a n le y .  T h u s ,  t h e  q u a n t i t y  

S d e f i n e d  by

Z

( 1 8 8 )  S ( T i . T z )  [ n i ( ; i , Z ' , p ) - n i ( % ,  Z ' , p ) ]  d Z '

0

i s  a s s u m e d  to  h a v e  a  G a u s s i a n  d i s t r i b u t i o n  ( b y  c e n t r a l  l i m i t  t h e o r e m )  

w i t h  z e r o  m e a n  ( i. e. , < n( r ,  P) > = 1; .'. < nj  ( r ,  P) > = 0) . I t  f o l l o w s  

f r o m  t h i s  t h a t

( - Î  S ' ' )
( 1 8 9 )  < e x p i k S >  = e x p  ( k  < S‘ >]

w h e r e  ^  Z

( 1 9 0 )  < S S  d Z i ^  dZz < [ n i ( V i . Z i . P ) - n i ( T 2 » Z i , p ) ]

0 0

[ ^1 ( Pi > Zg, p ) - n j  ( pz, Zz,  P ) ] >

1 2 2 
By m a k i n g  u s e  of t h e  i d e n t i t y  ( a  -b )  ( c - d )  = — [ ( a - d )  + ( b - c )  -  ( a  - c )

-( b - d )  t h e  i n t e g r a n d  i n  Eq.  ( 190)  c a n  be  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  of t h e

i n d e x  of  r e f r a c t i o n  s t r u c t u r e  f u n c t i o n ,  Dn ,  d e f i n e d  a s

( I 9 I )  Dj^ = <  [ ni ( p^, Z j ,p  ) - n i  ( Z^ ,p ) ] >

z
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A s  a c o n s e q u e n c e  of  t h e  a s s u m p t i o n s  of l o c a l  i s o t r o p y  a n d  l a t e r a l  s t a -  

t i o n a r i n e s s  t o g e t h e r  w i t h  t h e  K o l m o g o r o f f  t h e o r y  of t u r b u l e n c e ,  i t  

f o l l o w s  t h a t

( 192) = D^( r )  = r^^"

w h e r e  i s  c a l l e d  t h e  r e f  r  a c t i v e - i n d e x  s t r u c t u r e  c o n s t a n t  a n d  r  i s  

t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  p o i n t s  in  q u e s t i o n .  A c t u a l l y [  15] , Eq.  ( 192) 

i s  v a l i d  o n ly  o v e r  t h e  r a n g e  < r  < Lq  w h e r e  ( ^ 3  c m )  a n d

3
L q( >  10 c m)  a r e  r e f e r r e d  to  a s  t h e  i n n e r  a n d  o u t e r  s c a l e s  of t u r b u ­

l e n c e .  N e g l e c t i n g  t h i s  r e s t r i c t i o n ,  H u f n a g e l  a n d  S t a n l e y  show t h a t  the  

m u t u a l  c o h e r e n c e  f u n c t i o n  is

( 193) Pi , pz, Z) - M u ( p , Z )

= e xp (2.  9 i ) k " p ' / '  ^  dZ

E q u a t i o n  ( 125) h a s  b e e n  i n d e p e n d e n t l y  o b t a i n e d  by F r i e d ]  1] 

C o m p a r i n g  t h i s  w i t h  t h e  f o r m  g i v e n  by F r i e d ]  l ] , a n d  u s e d  in  t h i s  

i n v e s t i g a t i o n ,  viz .  , f r o m  Eq.  ( 97)

{ 194) p, Z) = e x p i  ( 6 .  8 8 ) ( p / r o )
5)3

i t  f o l l o w s  t h a t ,  f o r  a  p a t h  of l e n g t h  R,

(  1 9 5 ) r ^  = 1. 2 X 10"" R3 „_3/5 t=="^/5
'N m e t e r s
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w h e r e  i s  t h e  w a v e l e n g t h  i n  m e t e r s .  In  F i g .  13,  t h e  d e p e n d e n c e  of 

r o  on  R, a n d  C ^ ,  a s  g i v e n  by F r i e d [  1] , i s  s h o w n  g r a p h i c a l l y .

T h i s  c o m p l e t e s  t h e  d e r i v a t i o n  of t h e  m u t u a l  c o h e r e n c e  f u n c t i o n  

f o r  a n  a t m o s p h e r i c a l l y  d i s t o r t e d  o p t i c a l  p l a n e  w a ve .  In  c l o s i n g  i t  

s h o u l d  be  n o t e d  t h a t ,  of  t h o s e  d e r i v a t i o n s  w h i c h  h a v e  c o m e  to  t h e  

a u t h o r ' s  a t t e n t i o n  a l l  s e e m  to  a r r i v e  a t  e s s e n t i a l l y  t h e  s a m e  f o r m  

f o r  t h e  m u t u a l  c o h e r e n c e  fu n c t io n .  H o w e v e r ,  t h e r e  i s  n o t  a  g e n e r a l  

a g r e e m e n t  on i t s  r a n g e  of v a l i d i t y .  In o r d e r  t o  s e t t l e  t h i s  i s s u e  t h e  

m o s t  r e a s o n a b l e  a p p r o a c h  w o u l d ,  p e r h a p s ,  a s  n o t e d  by F r i e d [ 1 9 ]  , 

be  b a s e d  o n  a n  e x p e r i m e n t a l  s tudy.
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Cj  ( MET P R'S 

10-'" , 0 lO-"*

in
a:LU
I -UlS

I d ■ IQ-

?Vi_ 1 j-imiJ

RANGE R ( METERS I

F ig .  1 3 - - D e p e n d e n c e  of  Tq u p o n  p a t h  l e n g t h  R, a n d  s t r e i ^ t h  
of t u r b u l e n c e  a s  m e a s u r e d  by Cj>j ( f r o m  R e f e r e n c e  1)

* T h e  Cjij s c a l e  in  t h e  u p p e r  l e f t  c o v e r s  t h e  r a n g e  of  v a l u e s  n o r m a l l y  
e n c o u n t e r e d  w i t h i n  s e v e r a l  t e n s  of m e t e r s  of  t h e  g r o u n d .  T o  u s e  t h e  
g r a p h ,  a  w a v e l e n g t h  l i n e  i s  d r a w n  p a r a l l e l  to  t h e  f o u r  h e a v y  l i n e s  a n d  
p a s s i n g  t h r o u g h  t h e  w a v e l e n g t h  s c a l e  a t  t h e  a p p r o p r i a t e  po in t .  W h e r e  
t h e  v e r t i c a l  l i n e ,  d r a w n  t h r o u g h  t h e  r a n g e  of  i n t e r e s t ,  i n t e r c e p t s  t h e  
w a v e l e n g t h  l i n e ,  w e  p a s s  h o r i z o n t a l l y  o v e r  t o  one  of t h e  v e r t i c a l ' r ^  
s c a l e s  on  t h e  le f t .  W h i c h  of t h e  r ^  s c a l e s  w e  r e a d  f r o m  d e p e n d s  on 
t h e  v a l u e  of  c | ^  w e  w i s h  to  c o n s i d e r .  A s  a n  e x a m p l e ,  w e  h a v e  d r a w n  
t h e  w a v e l e n g t h  l i n e  f o r  0. 63 m i c r o n s  land c o n s i d e r e d  a  r a n g e  of one  
k i l o m e t e r .  F o r  t u r b u l e n c e  s t r e n g t h ,  d e n o t e d  by  = 3 X 10"^^ to

w e  s e e  t h a t  r g  f a l l s  b e t w e e n  a p p r o x i m a t e l y  0. 21 a n d  0. 11
m e t e r s .



A P P E N D I X  IV 
U N IT A R Y  T R A N S F O R M A T I O N S

T h i s  A p p e n d i x  d i s c u s s e s  t h e  u n i t a r y  p r o p e r t y  of  L(IT, y) a s  

g i v e n  by  Eq .  ( 134) .

T h e  r e q u i r e m e n t  t h a t

( 1 9 6 ) y  dx  y  dx '  V{ X ,  t) V* x ' ,  t) I( X ,  x ' )

= ^  V( xi  t) ( xi  t) dST

h o l d  f o r  a l l  V( x ,  t) i m p l i e s  t h a t

( 1 9 7 ) I(%3T') = 6 ( % T ' )

a s  s t a t e d  in  Eq .  ( 135) .

T o  sh o w  t h i s ,  l e t  V( x,  t) = 0  e x c e p t  f o r  x  in  t h e  r e g i o n  A x j  

a b o u t  X = Xj[ a n d  in  t h e  r e g i o n  A xj a b o u t  x =  xj .  L e t  V ( x , t )  e q u a l  

i n  A x i  a n d  Vj in  A xj .  T h e n ,  E q .  ( 196) b e c o m e s ,  f o r  s m a l l  

A X ,

( 1 9 8 )  Vi  A Xi y  V( x ' ,  t) I (x i , lT ' )  dx '  + Vj  A x j ^  V( x ' , t) I ( x j , x ' )  dx '

= I Vi l  Axi  +  I Vj I  A x j

116
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o r

( 1 9 9 ) Vi  A Xi { v i  A Xi I( x i ,  xj )  + Vj  A xj  I( %i» xj )  }

+ Vj  A X j  { Vi  A x i l (  X j ,  X i )  + V j  A X j  I( X j ,  X i ) }

= I V i T

S i n c e  t h e  a b o v e  i s  to  h o l d  f o r  a l l  V ( x , t )  s e t  Vj  -  0. T h e n  Eq.  ( 199) 

b e c o m e s

( 200)  | V i  f  ( A ^ ) "  K ^ i . x i )  = | Vi | ^  a ;^

h e n c e

( 2 0 1 )  I ( x i , x i )  =
A Xi

In v i e w  of Eq.  ( 201) , t h e n  Eq.  ( 199) b e c o m e s  

( 202) V iV *i(3q ,13j) + V j V ?  lüTj.lTi) = 0

A g a i n ,  s i n c e  t h i s  is  to  h o ld  f o r  a l l  V ( %  t) , l e t  Vi  -  1 ; Vj = i to  o b t a i n

( 2 0 3 )  I( Xi,  Xj) - I ( x j , x i )  = 0

F i n a l l y ,  l e t t i n g  V i  = Vj = 1, Eq.  ( 202)  g i v e s

( 2 0 4 )  I ( x i » x j )  + I ( x j , X i )  = 0

F r o m  E q s .  ( 203) a n d  ( 204) i t  f o l l o w s  t h a t  

( 205)  I( x^,3y)  = 0 ; I q  / l y
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C o m b i n i n g  E q s .  ( 201)  a n d  ( 205)  i t  f o l l o w s  t h a t ,  f o r  A x  -^0 ,  I ( x , x  ) 

h a s  t h e  p r o p e r t y  of t h e  D i r a c  d e l t a  f u n c t i o n ,  5 ( x - ? )  , i . e . ,

( 206)  I ( Z x ^ )  = 0 ; 'x ,

a n d

( 20 7) ^  I ( % ^ ) d ^ '  = 1.



A P P E N D I X  V 
N O R M A L I Z A T I O N  O F  S / n

T h i s  A p p e n d i x  d i s c u s s e s  t h e  n o r m a l i z a t i o n  of the  a v e r a g e  s i g n a l -  

t o - n o i s e  r a t i o  a s  u s e d  in  C h a p t e r  IV.

F r o m  E q s .  ( 5. 12) an d  ( 5. 13) of F r i e d [  1] , F r i e d ' s  n o r m a l i z e d  

s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o ,  ( o / r ^ )  , i s ,  f o r  a c i r c u l a r  a p e r t u r e  of d i ­

a m e t e r  ( D / r o )  ,

8
( 208)  ^ ( d A o ) = — :— 1— r  ( S / N )

Trr2^( r i /e )  A

In o r d e r  to  c o m p a r e  t h e  S / n  c o m p u t e d  in t h i s  i n v e s t i g a t i o n  w i th  

t h a t  g i v e n  by F r i e d ,  t h e  n o r m a l i z e d  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o

8
( 2 0 9 )    ( S / N )

4 r ^  ( p / e )  A^

i s  p l o t t e d .  T h e  f a c t o r  of " 4 "  r e p l a c e s  the  f a c t o r  of " t t "  s i n c e  a s q u a r e  

a p e r t u r e  i s  b e in g  c o n s i d e r e d  h e r e .

E q u a t i o n  ( 209)  m a y  be w r i t t e n  i n  t h e  f o r m

( 2 1 0 )  y = p:      ( S / N )
p / e  AS

w h e r e
\TÂs

( 2 1 1 )  p =
^o
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F r o m  Eq .  ( 18) , t h e  s i g n a l - t o - n o i s e  r a t i o  i s  g i v e n  i n  t e r m s  of  ^naax

(Z12)

a n d  h e n c e ,  Eq .  ( 210) m a y  b e  w r i t t e n

I 213,
>5? A S /

a s  s t a t e d  i n  Eq .  { H I ) .
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