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ANGEORDNETE AFFINE KLINGENBERGSCHE EBENEN

FRANTISEK MAcHALA, Olomouc

(Eingegangen am 24. April 1978)

M. KUNzE untersuchte in [2] geordnete iiber kommutativen lokalen Ringen
konstruierte affine Klingenbergsche Ebenen durch Verallgemeinerung der in der
geordneten affinen Ebenen angewandten Verfahren (siche [4]). In der vorliegenden
Arbeit studieren wir allgemeine geordnete affine Klingenbergsche Ebenen (kurz
AK-Ebenen). Eine AK-Ebene nennen wir dabei geordnet, wenn eine Zwischenrela-
tion auf jeder ihrer Geraden gegeben ist, die durch alle Parallelprojektionen repro-
duziert wird, wobei die Parallelprojektionen in etwas engerem Sinne als in [2] auf-
zufassen sind. In Definition 8 sind konvex geordnete AK-Ebenen eingefiihrt und
im Satz 12 wird gezeigt, daB jede, zu einer konvex geordneten AK-Ebene zugeordnete,
affine Ebene im Sinne von [4] geordnet ist.

Jeder AK-Ebene o/ laBt sich nach [3] ein affiner lokaler Ternirring 7 =
= (R, 1, t,) zuordnen. Ist & geordnet, so induziert die Anordnung in &/ kanonisch
eine Anordnung der Menge R. Einige Eigenschaften von dieser Anordnung sind in
Satzen 13 bis 17 bewiesen.

In der weiteren Arbeit des Verfassers: ,,Angeordnete affine lokale Ternérringe und
angeordnete affine Klingenbergsche Ebenen* werden angeordnete affine lokale
Ternarringe definiert und Beziehungen zwischen den angeordneten AK-Ebenen
und den angeordneten aftinen lokalen Terndrringen untersucht.

1. GEORDNETE MENGEN UND ZWISCHENRELATIONEN

Definition 1. Es sei .# eine nichtleere Menge und < eine bindre Relation auf .#.
Das Paar (J”, g) heiBt geordnete Menge und £ die Anordnung von ., wenn fol-
gende Bedingungen fiir alle 4, B, C € ./ erfiillt sind:

(A1) 4 < A4,

(A2 ASBAB=ZA=A=B,

(A3) ASBABSC=A%C,

(Ad) A<BvBEZA
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Bemerkung 1. Ist (./l, _S_) eine geordnete Menge und definiert man auf .# eine
weitere bindre Relation <’ durch 4 £’ B: < B £ A, dann ist (/% <') wieder eine
geordnete Mengen und <’ wird als eine zu £ inverse Anordnung genannt. Eine
Abbildung o der geordneten Menge (.#, <) auf die geordnete Menge (A7, <')
heiit monoton wachsend (fallend), wenn a £ b=a’ <'b° (a £ b= b’ <'a%
ist. Ist o monoton wachsend oder monoton fallend, dann sagen wir, da3 ¢ monoton
ist. Gilt @ £ b und zugleich a * b, so schreiben wir, wie iiblich, a < b.

Definition 2. Eine terniare Relation (xxx) auf der Menge . heiBt Zwischen-
relation, wenn folgende Bedingungen fiir alle 4, B, C, X € . erfillt sind:

(Z1) (ABC) = (CBA),

(Z2) (ABC) v (ACB) v (CAB),

(23) (4BC) A (ACB)= B = C,

(24) (ABC) = (ABX) v (XBC).
Gilt (ABC), dann liegt B zwischen 4 und C.

Aus Definition 2 folgt fiir beliebige Elemente 4, B € .#: (AAB), (ABB), (ABA) =
= A = B und

(Z5) (ABC) A (ACD) = (BCD).

(siehe [2]).
Bemerkung 2. Ferner setzen wir (4.B.C): < (4BC) A A+ B+ C + A.

Satz 1. Ist (#, <) eine geordnete Menge, so ist (ABC): <> ASB<Cv C<
< B £ A fiir A, B, C € M eine Zwischenrelation auf A.
Zum Beweis siehe [2], (2.2), S. 25.

Satz 2. Sei (xxx) eine Zwischenrelation auf der Menge 4 und seien 0,1 zwei
verschiedene Elemente von 4. Durch (***) soll eine bindre Relation < definiert
werden, so dafp (M, <) eine geordnete Menge mit 0 < 1 ist.

Zum Beweis (siche [2], s. 26 —29): Wir setzen

L: ={Xe.|(XO01)},

M: = {Xe.#|(0X1)},

R: ={Xe.u|(01X)}
und erklaren eine Abbildung y der Menge .# in die natiirlichen Zahlen durch

¥(4) = 1 < Ae L\ {0},

l//(A) =2« A=0,

Y(4) =3« AeMN{0, 1},

lﬁ(A) =4 A =1,

Y(4) = 5= A4eR\{1}.

342



Definieren wir
A4 < B y(A) < ¥(B),
Y(A4) = Y(B) + 5 A (4BL),
Y(4) = y(B) = 5 A (04B),

dann ist (.#, <) eine geordnete Menge mit 0 < 1.

Bemerkung 3. Ist (x+*) eine Zwischenrelation auf einer Menge .# mit mindestens
zwei Elementen und definiert man nach Satz 2 fiir zwei verschiedene Elemente 0, 1
aus 4 die Anordnung < von ./, so gilt (ABC)@A <B=ECvC(C=EB=zA

([2] 2.3).
2. GEORDNETE AFFINE KLINGENBERGSCHE EBENEN

Definition 3. Es sei o = (2, £, 1) cine Inzidenzstruktur nach Dembowski [1] und
sei auf & cine Aquivalenzrelation | (Parallelitit) derart erkldrt, daB zu beliebigen
Pe P, pe ¥ genau eine Gerade g mit p | g und P 1 g existiert. &7 heiBt eine affine
Klingenbergsche Ebene (kurz AK-Ebene), wenn es eine affine Ebene &' = (&', &/,
1) und ein Epimorphismus x von & auf o’ gibt und folgende Forderungen erfiillt
sind:

(1) P,Qe?, Px+ Qx=31pe ¥, P,QIp,

(2 pae ¥, pcfgqu=31peP?; Plp,q.

Bemerkung 4. Als Folgerung der Definition 3 ergibt sich a “ b= ax “ bx. AK-
Ebenen sind daher zugleich affine Ebenen mit Homomorphismus im Sinne der
Definition 10, {3].

Bemerkung 5. Zur Vereinfachung schreiben wir weiter P bzw. p anstatt von Px
bzw. px fiir Pe 2 bzw. pe &. Gilt P = Q, dann heiBen P, Q benachbart, anderen-
falls sind P, Q fern. Die einzige nach (1) durch die Punkte P, Q bestimmte Gerade p
wird mit p = PQ bezeichnet. Mit P = p 1 g bezeichnet man den nach (2) durch
die Geraden p, q bestimmten Punkt P.

Bemerkung 6. Im folgenden bedeutet L(4, a) die Parallele zur Geraden a durch
den Punkt 4. Die Menge II(a) aller zu a parallelen Geraden heifit eine Richtung.
Mit P(a) bezeichnen wir die Menge aller Punkte der Geraden a, d.h. P(a) =
={X t X Ia}. Mit F(P, p) bezeichnen wir die Menge aller Punkte der Geraden p, die
zum Punkt P von P(p) benachbart sind, d.h. F(P, p) = {X lXIp, X = P} fiir
Plp.

Definition 4. Es seien g, g’ zwei Geraden der AK-Ebene & und IT (h) eine Richtung
mit g i h, g’ & h. Die Abbildung ¢: P(g) — P(g') mit ¢(A) = g’ r L(4, h) fiir alle
Punkte A eP(g) heifit eine Parallelprojektion der Geraden g auf die Gerade g’
mit der Richtung I7(h). Soeine Parallelprojektion wird mit ¢(g, g', II(h)) bezeichnet.
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Definition 5. Eine AK-Ebene o heiit geordnet, wenn es auf jeder Geraden von &
mindestens drei voneinander ferne Punkte gibt und fiir jede Gerade g eine Zwischen-
relation auf P(g) erklirt ist, welche bei dem Ubergang zu einer anderen Geraden
mittels einer Parallelprojektion stets erhalten bleibt.

Bemerkung 7. Unter der Bezeichnung (4BC), versteht man, daB die Punkte 4, B, C
in der Geraden g enthalten sind und der Punkt B zwischen 4 und C in der auf P(g)
erklarten Zwischenrelation liegt. Ist ¢(g, g’, II(h)) eine Parallelprojektion, dann ist
(ABC), = (¢(A4) o(B) ¢(C)),. Da ¢ eine bijektive Abbildung von P(g) auf P(g’)
ist, gilt sogar (4. B . C), = (¢(4) . ¢(B) . (C)),.

Definition 6. Es sci 1I(}) eine Richtung und g eine Gerade mit g j h. Fiir beliebige
hy, hy, hy e II(h) setzen wir (hihyhs)ga @ <> (4;4,45),, wo A;eh; Mg fiir alle
ie{l,2,3} ist.

Bemerkung 8. Nach Definition 6 ist in jeder Richtung I1(h) eine Zwischenrelation
(***)H(h) eingefiihrt, die nach Definitionen 4 und 5 von der Wahl der Geraden g
mit § ) h unabhiingig ist.

Bemerkung 9. Nach Satz 2 wird fiir jede Gerade g von & auf die Menge P(g)
durch die Zwischenrelation (*xx), das Paar zueinander inverser Anordnungen erklart.
Nach Definition 6 lassen sich dann auch in jeder Richtung I1(h}) zwei Anordnungen
durch (xx%)p, cinfithren.

Satz 3. Sind die Punkte A, B, C in den Geraden g, g’ enthalten, dann ist (ABC), <>
< (ABC),.

Beweis. Es sei (ABC),. Ist (g, g', I(h)) eine Parallelprojektion, dann ist ¢(4) =
= A, ¢(B) = B, ¢(C) = C und nach Definition 5 erhilt man (4BC), = (¢(4)
¢(B) 9(C)),- = (ABC),.. Ganz dhnlich zeigt man, daB auch (4BC), => (ABC), gilt.

Bemerkung 10. Falls aus dem Text deutlich sein wird, daf} es sich um die Zwischen-
relation auf der Geraden g handelt, werden wir einfach (4BC) anstatt von (4BC),
schreiben.

Satz 4. Es seien a, a’ Geraden und £, £’ die durch die Zwischenrelationen
(%#%),, (%x%),. erkliirten Anordnungen von P(a) und P(a’). Jede Parallelprojektion
¢(a, a', II(h)) ist eine monotone Abbildung von (P(a), £) auf (P(a’), £').

Beweis. Wir wihlen zwei Punkte 0, 1 € P(a) mit 0 < 1. Nach Beweis von Satz 2
ist die Anordnung < durch die Zwischenrelation (x##), mittels der Teilmengen
L, M, R von P(a) erklirt. Da ¢ eine bijektive Abbildung von P(a) auf P(a’) ist, gilt
¢(0) + ¢(1). Die Anordnung <’ von P(a’) ist wieder durch die Zwischenrelation
(##x),. mittels der Teilmengen L, M’, R’ von P(a’) erklirt. Es sei ¢(0) <’ ¢(1). Da
die Zwischenrelation (xxx), in (sxx),. durch ¢ jibergeht, gilt p(L) = L, o(M) = M,
@(R) = R und X £ Y= ¢(X) <’ ¢(Y). Die Abbildung ¢ ist also monoton wachs-
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end. Im Falle ¢(1) <’ ¢(0) ergibt sich (L) = M’, p(R) = R’, o(M) = L und X <
£ Y= ¢(Y) £’ ¢(X). ¢ ist daher monoton fallend.

Bemerkung 11. Satz 4 148t sich noch einfacher formulieren: Jede Parallelprojektion
ist eine monotone Abbildung.

Satz 5. Sind X, Y zwei ferne Punkte einer Geraden g, dann existiert ein Punkt
Plgmit(X.P.Y)und P+ X, Y.

Beweis. Wir wihlen eine Gerade h mit h | g und i + §. Unserer Voraussetzung
nach gibt es auf & drei voneinander ferne Punkte 4, B, C. Nach (Z2) liegt einer der
Punkte A4, B, C zwischen den anderen. Es sei z.B. (4 . B . C). Wir setzen b = L(B, AX)
(Abb. 1). Wegen 4 # C ist AX # CX, b jf CX und die Geraden b, CX schneiden

A/ B/bC/ h

&
X P Y 9
A
Abb. 1.

sich in genau einem Punkt B’. Ebenso schneiden sich auch g, ¢ = L(B/, CY) in genau
einem Punkt P. Wegen AX ff h, AX } CX ist ¢,(h, CX, II(AX)) eine Parallel-
projektion, wobei ¢,(4) = X, ¢,(B) = B', ¢,(C) = C und folglich gilt (4 . B. C) =
=(X.B .C).Wegen X #+ Ygilt CX + CY und ¢,(CX, g, II(CY)) ist eine Parallel-
projektion. Aus ¢,(X) = X, ¢,(B') = P, ¢,(C) = Y ergibt sich dann (X . B'. C) =
= (X .P.Y). Offensichtlich ist P + X, Y.

Satz 6. Das Produkt der Parallelprojektionen ¢,(a, b, II(h)) und @,(b, a, I1(k))
mit a | b ist eine monoton wachsende Abbildung von (P(a), <) auf sich.

Beweis. Es sei (P(a), <) die durch die Zwischenrelation von a bestimmte geordne-
te Menge. Ferner seien ¢,(a, b, II(h)), ¢4(b, a, I1(k)) Parallelprojektionen und ¢
ihr Produkt. Dann gilt & } @, k Jf @ und deswegen auch h ) b, k k b. Nach Satz 4
sind ¢4, @, monoton und folglich ist auch ¢ monoton. Es bleibt noch zu zeigen,
daB fiir ein Paar A, Bl a aus A < B auch ¢(4) < ¢(B) folgt.

1. Es sei i jk. Setzen wir h' = L(4,h), A" =brmk, k' =L(A", k), A =
= a1k’ fiir einen Punkt A1 a, dann ist 4" = ¢,(4), 4’ = ¢(A4). Im Falle a = b
gilt A = A’ und ¢ ist die identische, also auch monoton wachsende Abbildung von
P(a). Es sei @ + b. Dann ist 4 + 4" und es 1dBt sich zB. 4 < A" voraussetzen.
Auf a gibt es einen Punkt B mit B # 4 und B % A’ und nach (Z2) ergibt sich
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(ABA') v (AA'B) v (BAA'). Es sei (ABA’) (Abb. 2). (In den iibrigen Fillen geht
man analog vor.) Unserer Voraussetzung 4 < A’ nach gilt dann 4 < B < 4"
Wird h" = L(B, h), B" = h" b, k" = L(B", k) und B = k" M a gesetzt, dann
B" = ¢,(B), B = ¢(B) und wegen h )k gibt es einen einzigen Punkt C mit

N h’
\a\E b

a

A B A B’
VAR VIV
Abb. 2.

C = k'mh". Durch die Parallelprojektionen (a, k', II(h)), y,(k', h", II(a)),
Ys(h', a, [I(k)) erhalten wir y,(4) = A", y,(B) = C, y,(4') = 4" bzw. y,(4") =
=B, y,(C) = C, y,(4) = B baw. Y3(B") = B, §y3(C) = A, y3(B) = B und
folglich (A.B.A)=(4".C.A)=>(B".C.B)= (B . A .B). Wegen B< A4
ergibt sich dann B < A’ < B, also ¢(4) < ¢(B).

2. Gilth “ k, dann wihlen wir eine Richtung II(p) mit p 4 k, p It & und betrachten
eine Parallelprojektion (b, a, II(p)). Sind A, B zwei Punkte von a mit 4 < B,
dann erhdlt man nach Teil | ¢ ¢,(4) < ¢ ¢,(B) und ¢, ¥y (Y ¢,(4)) <
< ¢, ¥~} (¥ ¢4(B)), woraus @, ¢,(4) < ¢, ¢,(B), also (4) < ¢(B) folgt.

Satz 7. Es sei of = (9’, 2, I) eine geordnete AK-Ebene. Fiir eine beliebige Ge-
rade g von of gibt es zwei Teilmengen H, , H, von 2 mit folgenden Eigenschaften:

(H1) H} U H, = #\P(g).

(H2) Ist h | g, dann gilt h = g v P(h) = Hy v P(h) = H,.

(H3) Es sei h eine Gerade mit I & § und seien X, Y, Z die Punkte von h mit

Ylg.

a) XeH} AZeH; =(X.Y.2Z).

b) (X.Y.Z)AXeH=>ZecH,.

Beweis. Es sei g eine Gerade. Nach Definition 6 und Bemerkung 8 fiithren wir in
der Richtung II(g) eine Zwischenrelation ein und durch diese erklaren wir eine
Anordnung < auf II(g). Dann gilt (abc)<>a <b<cv c=<b<afirab,ce
e Il(g). Wir beweisen, daB die Mengen H, ={A4|g < L(4,9)}, H; =
= {4| L(4, g) < g} die Forderungen (H1) bis (H3) erfiillen.

Ad (H1) Es sei Ae Z\P(g), also Anonlg. Dann gilt a = L(4, g) + g und
mithin entweder a < g oder g < a, also entweder 4 eH; oder AeH, . Aus Ae
€ HS U H; folgt umgekehrt L(4, g) + g und Anonlg.
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Ad (H2) Fiir eine beliebige Gerade h e I1(g) gilt h = g oder g < h oder h < g,
was aber h = g oder P(h) = H, oder P(h) = H, bedeutet.

Ad (H3) a) Wegen XeH, A ZeH, gilt g <LX,g), L(Z. g)<g und
L(Z, g) < g < L(X, g), woraus sich (L(Z, g). g . L(X. g)) ergibt. Wegen h } g gilt
dann nach Definition 6 (X . Y. Z).

b) Aus (X .Y.Z) ergibt sich (L(X,g).g.L(Z, g)) und folglich ist entweder
L(X,g) < g <L(Z,g)oder L(Z,g) < g < L(X, g). Ist X e H,, so0 gilt g < (X, g)
und L(Z, g) < g, also Ze H, . Aus X € H, folgt dhnlich L(X, g) < g, g < I(Z, g),
also Ze H, .

Definition 7. Die den Forderungen (H1)—(H3) geniigende Mengen H,, H,
heiflen durch die Gerade g bestimmte Halbebenen.

Satz 8. Sind a, b, ¢ Geraden mit b | ¢, @} b, dann ist das Produkt ¢ = ¢30,0,
der Parallelprojketionen @(a, b, II(x)), ¢,(b, ¢, IT(h)), ¢s(c, a, I1(x)) eine monoton
wachsende Abbildung von (P(a), <) auf sich.

Beweis. Es sei (P(a), <) die durch die Zwischenrelation von a bestimmte geordne-
te Menge. Die Abbildung ¢, als das Produkt von drei monotonen Abbildungen,
ist selbst monoton. Es geniigt also 4 < B = ¢(A4) < ¢(B) fiir zwei verschiedene
Punkte 4, B von a zu beweisen.

Im Falle I1(x) = I1(h) ist ¢ die identische Abbildung von P(a). Ferner nehmen wir
an, daB II(x) = I1(h), also x J h gilt. Wegen a J b gibt es einen Punkt O =am b
und fiir O erhalten wir O = ¢4(0), 9,(0) = L(0, h) M ¢ = 0", 5(0") = L(0", x) M
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Ma=xMa=g(0) (Abb. 3). Erkliren wir schrittweise die Punkte A" =
=L0,x)mc=gmMec A =LA AMb, A=LA,x)Ma=x;,Ma, so
¢(A) = 0. Wir setzen B = x, M ¢ und betrachten die Parallelprojekticnen
(e, b, I1(x)), yry(b, ¢, T(h)). Ist  das Produkt von ¥, und ¥, so gilt Y(B) = 4",
Y(A") = 0", wobei B & A" und A” # 0" erfiillt ist. Wahlen wir eine Anordnung £’
von P(c) mit B <’ A”, dann ist y/(B) <’ y(A) und folglich A” £ 0", denn ¥ ist nach
Satz 6 monoton wachsend. So gilt B < A" < 0" und (B. 4”. 0"). Es seien H, , H,
die durch die Gerade g bestimmten Halbebenen mit BeH_,;”. Aus ¢ % g; 0", A",
Blc; A"1g;(B. A". 0")folgt dann nach (H3) b) 0" € H, und nach der Definition
von H,, H, erhilt man daraus P(x,) = H,, P(x,) = H;, also Ae H}, »(0) e H; .
Wegen a =+ g gilt daher nach (H3) a) (4. 0. ¢(0)). Aus 4 < O folgt dann 4 <
< 0 £ ¢(0), also ¢(4) < ¢(0). Gilt 0 £ A4, dann ist p(0) £ 0 £ A und ¢(0) <
< ¢(A4). Die Abbildung ¢ ist also monoton wachsend.

Satz 9. Es seien A,, A,, Aj, A, Punkte einer Geraden a derart, daf8 Ay, A, fern
sind. Sei < eine Anordnung von P(a). Ist p eine Gerade mit p H a, p + a und sind
S, S’ zwei Punkte von p mit SA, | S'A}, SA, || §'A}, so gilt A, < A, = A| < A4).

Beweis. Es sei A, < A,. Wegen A, + A, ist SA, + SA,, S4, j S4, und
@y(a, S4;, I1(SA)), @,(S4,, S'A}, (a)), ¢5(S' A}, a, [1(SA,)) sind daher Parallel-

\/S \/S' p

Ay A, A'f A’z a
VAR vam—
Abb. 4.

projektionen (Abb. 4). Wegen SA4, H S'Ay, a )f SA, sind die Voraussetzungen von
Satz 8 fiir @,, @, @5 erfillt und ¢ = @.@,¢@; ist mithin monoton wachsend. Aus
o(4,) = Ay, 9(4,) = A5, A; < 4, folgt also A] = 4.

3. KONVEX GEORDNETE AFFINE KLINGENBERGSCHE EBENEN

Definition 8. Die Teilmenge F(P, p) der geordneten AK-Ebene ist konvex, wenn
aus X, Ze F(P, p), YIp und (XYZ) stets Ye F(P, p) folgt. Die geordnete AK-
Ebene heifit konvex, wenn F(P, p) fiir jedes Paar (P, p) mit P I p konvex ist.
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Satz 10. Ist eine Teiimenge F(P, p) der geordneten AK-Ebene o konvex fiir
ein Paar (P, p) mit P 1 p, dann ist &/ konvex.

Beweis. Es sei o cine geordnete AK-Ebene und sei F(P, p) konvex. Wir beweisen,
daB F(Q, q) fiir ein beliebiges Paar (Q. ) mit Q 1 konvex ist.

1. Essei Ononlp. Dannist P+ Qund d & pmita = PQ.

a) Sei @ + g. Ferner seien X, Y, Z die Punkte von ¢ mit X, Z e F(Q, q) und
(XYZ) (Abb. 5). Setzen wir a = PQ, x = L(X, a), y = L(Y, a), z = I{Z, a) und
betrachten wir die Parallelprojektion @(q, p, [1(a)), dann gilt ¢(X) = x M p = X',

4
a P
1z
<P
Y

Abb. 5.

e(Y)=ymp=Y, ¢(Z)=zrmp=2Z und folglich (XYZ)= (X'Y'Z"). Wegen
X = Z = Qerhalten wir X’ = Z' = P, also X', Z’' € F(P, p). Da F(P, p) konvex ist,
folgt wegen Y' 1 p nach Definition 8 Y’ e F(P, p), woraus sich aber § =3, Y= Q
und Ye F(Q, q) ergibt. Die Menge F(Q, g) ist konvex.
b) Es sei @ = g. Es gibt einen Punkt R mit Rnon 1 5, Rnon1g.Dann ist R = P,
fithren, woraus wegen R + Q auch QnonI7 folgt. Wegen Rnonlp, RP # F
“erhilt man nach Teil 1, daB F(R, r) konvex ist. Aus Q non 17, RQ + F folgt dhnli-
cherweise daB F(Q, q) konvex ist.

2. Es sei Q I p. Wir wihlen einen Punkt R mit Rnonlp, Rnonlg und eine
Gerade r durch R mit 7 % RP, F % RQ und verfahren analog zu b).

Satz 11. Es sei eine geordnete AK-Ebene s¢ konvex. Sind A, B,C, A', B', C’
solche Punkte der Geraden a von o, dafi 4, B, C voneinander fern und A, A’ bzw.
B, B’ bzw. C, C' benachbart sind, dann gilt (ABC) = (A'B'C’).

Beweis. Wir nehmen an, daB die Punkte 4, B, C und 4’, B, C’ den Forderungen
unseres Satzes genligen.

1. Zunachst beweisen wir, daBl (4BC) = (4BC') gilt. Es sei also (4BC). Nach
(22) gilt (AC'B) v (C'4B) v (4BC).
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a) Sei (AC'B). Nach (Z4) ergibt sich (4BC) = (ABC’) v (C'BC). Im Falle (4BC’)
gilt nach (Z3) (AC'B) A (ABC’) = B = C’ im Widerspruch zu B + C'. Wegen C =
= C’ folgt aus (C'BC) auch B = C, weil o konvex ist. Dieses ist wieder ein Wider-
spruch zu B + C.

b) Sei (C'AB). Analog zu a) 1Bt sich zeigen, daB weder (4BC’) noch (C’'BC)
gelten konnen, was (Z4) widerspricht.

Nach (22) gilt (4BC).

2. Wir beweisen die Inklusion (4BC) = (AB'C).

a) Aus (ABC) A (ACB’) folgt nach (Z5) (BCB'), woraus sich wegen B = B 'die
Gleichheit B = C ergibt, was ein Widerspruch ist.

b) Aus (ABC) A (CAB') folgt nach (Z1) und (Z5) die Giiltigkeit von (BAB'),
was wegen B + A wieder ein Widerspruch ist.

Nach a), b) folgt wegen (Z2) (AB'C).

Nach Bewiesenem erhilt man (ABC) = (ABC')=(AB'C')=(C'B'A) = (C'B'A’) =
=> (A'B’'C’), also unsere Behauptung.

Satz 12. Ist eine geordnete AK-Ebene of konvex, dann ist die zu &/ gehdrige
affine Ebene </’ im Sinne von |4] geordnet.

Beweis. Es sei of konvex. Ist a eine Gerade von «f, dann definieren wir auf die
Menge P(a) eine Ternirrelation () durch die folgende Vorschrift: Fiir die Punkte
A, B, CT a gilt (ABC) genau dann, wenn es Punkte P, , RIamit P = 4, Q0 = B,
R = C und (PQR) gibt. Dieser Definition nach gilt (XYZ) = (XYZ) fir X, ¥, Z1 a.
Sind A, B zwei Punkte von @, dann gibt es zwei Punkte P, QI a mit P = 4, J = B.
Wegen (PPQ) ergibt sich dann (44B). Ganz éhnlich zeigt man auch (4BB). Gilt
(AB4), dann gibt es auf a drei Punkte P, Q, R mit P = A4, 0 = B, R = 4 und
(PQR). Da o/ konvex ist, folgt aus P = Rauch P = Q, also 4 = B.

Es seien A, B, C die Punkte von @ mit (ABC). Dann gibt es Punkte P, Q,RIa
mit P = 4, 0 = B, R = C und (PQR). Wir zeigen, daB (XYZ) auch fiir alle X e
e F(P, a), Ye F(Q, a), Z € F(R, a) gilt. Sind P, 0, R voneinander fern, dann ergibt
sich nach Satz 11 (PQR) = (XYZ), also (XYZ). Sind P, Q benachbart, dann ist
X =Y und nach dem Vorhergehenden ergibt sich (XXZ) = (XYZ). Sind P, R
benachbart, dann sind wegen (PQR) auch P, Q benachbart und folglich X = ¥ = Z.
Dieses hat aber (XXX) = (X YZ) zur Folge. Unsere Definition von () ist also von
der Wahl der Punkte aus F(P, a), F(Q, a), F(R, a) unabhéngig. Es 148t sich leicht
nachpriifen, daB (+x) den Forderungen (Z1)—(Z4) geniigt, d.h. (+++) eine Zwischen-
relation auf P(d) ist. Es bleibt noch zu zeigen, daB die Zwischenrelationen auf den
Geraden von &/ durch Parallelprojektionen reproduziert werden. Ist 3(g,g’, I1(h))
eine Parallelprojektion in &', dann gibt es Geraden p, p’, k von & mit p =4,
P =g,k = hund o(p, p’, [I(k))ist eine Parallelprojektion in &/. Da ¢ die Zwischen-
relationen in &/ reproduziert und ¢ geht durch den Epimorphismus % : & — &/’
in @ iiber, reproduziert ¢ die Zwischenrelationen in &7’
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Bemerkung 12. Durch die im Beweis von Satz 12 eingefithrten Zwischenrelationen
in o7’ 1aBt sich fiir eine beliebige Gerade @ von &7’ zwei inverse Anordnungen auf P(a)
erkliren. Sind £ und £’ die durch die Zwischenrelationen auf a und a erklirten
Anordnungen von P(a) und P(a), dann ist wegen (ABC) = (4ABC) die Restriktion
des Epimorphismus % : o/ — &/’ auf P(a) eine monotone Abbildung von (P(a), <)
auf (P(a), ).

4. KONVEX GEORDNETE KLINGENBERGSCHE EBENEN
UND AFFINE LOKALE TERNARRINGE

Es sei o = (2, %, 1) eine AK-Ebene. Ein Tripel (x, y, E), wo x, y die Geraden
mit X J y und E ein Punkt mit EnonlX, y sind, heiBt ein Koordinatensystem
von /. Wir setzen O = x My, e = OE, R=P(e), Ry = {XeR|X = 0}, ¢ =
= L(E, y) und ¢" = L(E, x). Ferner definieren wir die Abbildungen ¢ : R x R — 2,
n:Rx R->L, {:Ry x R—> % durch

(K1) Ist (X, Y)e R x R, dann (X, Y = L(X, y) M1 L(Y, x).

(K2) Ist (M,K)eR x R, dann N =L(M,x)me, Q=LK.x)My, p=

= L(Q, ON) und p = (M, K)".
(K3) Ist (M,K)eR, x R, dann N =L(M,y)me", Q=LK,y)mx, p=
= L(Q, ON) und p = (M, K).

& ist eine bijektive Abbildung der Menge R X R auf 2, 5 ist eine bijektive Ab-
bildung der Menge R x R auf die Menge {p e I X )7} und { ist eine bijektive
Abbildung der Menge R, x R auf die Menge {pe & |p | 5} [3]. Im folgenden
setzen wir (X, Y)¥ = [X, Y]V(X,Y)eR x R, (M, Ky’ = (M, K)¥(M, K)e R x R
und (M, K)f = {M,K) ¥(M,K)eR, x R. Wir definieren auf der Menge R die
Terndroperationen ¢, t; durch

Y =tX,M,K)<=[X,Y]I{(M, K>,
X =t,(Y, M,K)<=[X, Y]I{M,K} .

(Das Tripel 7 = (R, t, t,) bildet eine algebraische Ternérstruktur, die ein affiner
lokaler Terndrring heift [3].)
Nach (K3) und (K1) gilt die folgende Behauptung (K):

(K) 1,(0, M,K) = K ¥(M,K)e Ry x R.

Ferner sei .o/ geordnet. Nach Bemerkung 9 sind auf der Menge R = P{e) zwei von-
einander inverse Anordnungen bestimmt. Wir wihlen die Anordnung £ von R
mit O £ E. Die Parallelprojektion (e, p, II(y)) ist nach Satz 4 monoton fiir jede
Gerade p mit p }Jt  und nach (K1), (K2) gilt dabei y(X) = [X, Y] fiir jeden Punkt
[X, Y]T p. Ferner nehmen wir i stets als monoton wachsend an. Damit wahlen wir
auf jeder Menge P(p) mit p } 7 eine Anordnung < mit P, £ P, < X, < X, fiir
beliebige Py, P, 1p mit P, = [X,, Y,], P, = [X,, Y,] (Die Anordnungen von R

I

Il

351



und P(p) bezeichnen wir mit dem gleichen Symbol <). Ahnlich wahlen wir auf jeder
Menge P(g) mit g H 7 eine Anordnung £ mit Q; < 0, < Y; £ Y, fiir beliebige
0. 0:1q, wo @, = [Xp Yl]a 0, = [Xzs Yz]-

In den Satzen 13 bis 17 werden einige Eigenschaften der Terndroperationen t, t,
angefiihrt, die durch die Anordnung < von R induziert sind. Diese Eigenschaften
werden zur Definition der angeordneten affinen lokalen Ternérringe benutzt.

Satz 13. Sind V, V' aus R mit V < V', dann gilt {4, U, V) < {4, U, V') fiir alle
A,UeR.

Beweis. Es seien A,UeR. Wir bezeichnen a = L(4,y), N =LU,x)m ¢
und h = ON (Abb. 6). Wegen a f h, h J 7 sind ¢,(e, y, [I(x)), @,(y, a, II(h)) und
@s(a, e, I1(x)) Parallelprojektionen und wegen a H y, & ¥ 7 erfiillen sie die Forderun-
gen von Satz §. Mithin ist die Abbildung ¢ = ¢;¢,¢, monoton wachsend. Da

Abb. 6.

wegen (K1) und (K2) ¢(V) = #(4, U, V) fiir jeden Punkt V aus R gilt, erhalten wir
VeV =oV) < o(V)=tA4,U, V) < (A, U, V).

Satz 14. Sind V, V' aus R mit V£ V', dann gilt t,(4,U, V) £ (4, U, V') fir
alle AeR, UeR,. :

Beweis. Es seien 4 € R, U € R,,. Wir bezeichnen a = L(A, x), N = L(U, y) me,
h = ON (Abb. 7). Wegen a || x, & J X erfiillen die Parallelprojektionen ¢ (e, x, 11(y)),
@a(x, a, 11(h)), @s(a, e, II(y)) die Forderungen von Satz 8 und deshalb ist ¢ =
= @3¢,¢; monoton wachsend. Da wegen (K1) und (K3) (V) = t;,(4, U, V) fir
jeden Punkt V aus R gilt, erhalten wir V= V' = (V) < o(V) = t:(4, U, V) <
< t,(4,U, V).

Satz 15. Es seien U, Uy, Vy, Vy, Vo, X1, X, aus R mit U % U, und (X, U, V,) =
=X, Ugp Vo), X2 U, V,)=1tX,,Ug Vp). Aus U = U, bzw. Up = U folgt
X 2 X,ViSV,bzw. X, £ X, &V, £ V.
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Abb. 7.

Beweis. 1. Es sei U £ U,. Wir setzen N = L(U, x) M ¢/, Ny = L(U,, x)me,
h = ON und betrachten die Parallelprojektionen ¢, (e, ¢, I(x)), ¢.(€, », I(k)),
@3(y, e, II(x)), wo y | €/, & ) & ist (Abb. 8). Nach Satz 8 ist ¢ = @30,¢; monoton
wachsend. Setzen wir A = L(No, k)M y, 4, = L(A, x) M e, dann ist 4; = o(Uy).

y e P

g
QG=——7IR

5s)
=<
)

Abb. 8.

Wegen ¢(U) = O erhalten wir also U < Uy = ¢(U) < ¢(Uy) = O = A,. Unserer
Verabredung von der Anordnung der Menge P(y) nach gilt wegen O = [0, O],
A =[0, 4;]und O £ A4, die Ungleichheit 0 £ A. Aus U % U, folgt dabei N * N,
h # ON,, ON, % AN, und 0 + A. Wir setzen Q = L(V,, x) M1 ¥, P = L(Q, ONy),

—pre, S =L(S, h)ry. Wegeny | ¢, 5 + &, 0 + 4, ON, || 0S, AN, || S5’
erhilt man aus Satz 9 O < A= Q < §' und wegen pJf k ist ¥(p, y, I1(h)) eine
Parallelproiektion mit Y(Q) = Q, ¥(S) = §".Da Q = [0, Y,Jund § = [E, Y,] ist,

353



gilt wegen O < E die Ungleichheit Q < S in der Anordnung £ von P(p). Wegen
0 < S ergibt sich dann Y(Q) < ¥(S’) und daher ‘st y monoton wachsend. Wir
setzen weiter Py = L(X,,y)Mp, P, = L(X,, )M p, Q, =LV, x)MAy, Q, =
= (V2. x) M y. Nach (K1), (K2) und wegen #(X,, U, V) = #(X,, U, V), 1(X>, U,
V,) = (X5, Uy, V,) liegen die Punkte Q,, P, bzw. Q,, P, auf einer zu h parallelen
Geraden. Ist X; £ X,, dann ist P; £ P, in der Anordnung von P(p) und wegen
0, = Y(Py), 0, = Y(P,) gilt Q; = Q, in der Anordnung von P(y). Wegen Q, =
= [0, V1], @, = [0, V,] ergibt sich dann ¥, < V,. In der umgekehrten Richtung

gt ViV, =0, 20, =P 2P=>X, 52X,

2. Es sei U, £ U. Nach dem Verfahren von Teil 1 erhdlt man Uy S U= A4 <

< 0= S = Q und die Abbildung ¥(p, y, 1I(h)) ist monoton fallend. Daraus folgt
X1 2X,oP  £P,= 020V, 2V,

I

Satz 16. Es seien Ugy, Vo, Vi, V2, X1, X5, Y1, Y, aus R und U aus Ry mit Y, =
= (X1, Ug, Vo), Y = (X5, Ug, Vo), Xy = t,(Y1, U, V), Xp = 1,(Y,, U, V). Ist of
konvex, dann gilt X, £ X, <V, £ V..

Beweis. Setzen wir p = (U, Vo), ¢, = KU, Vi), g, = (U, Vo), Py = [X, Y,],
P, = [X,, Y,], dann gilt nach unseren Voraussetzungen P,, P,1p, P, 14, und
P, 1q, (Abb. 9). Nach (K2) und (K3) ist dabei g, | 7, 4, | . 5 ¥ 7. Die Schnitt-

b q1 Pz qz p
- R e
A
w7 %
Vi A X
0 X
I T
Abb. 9.

punkte von ¢4, e und g,, e bezeichnen wir mit A, und A,. Zunichst zeigen wir, daB3
das Produkt ¢ der Parallelprojektionen @,(e, p, II(y)) und @,(p, e, I1(g;)) monoton
wachsend ist: Wegen j H g, gilt ZE(T)—) =0, @ = E. Da & konvex ist, konnen
nach Bemerkung 12 auf der Geraden & von &’ zwei inverse Anordnungen erklirt
werden und die Restriktion %' von x : & — o' auf P(e) ist eine monotone Ab-
bildung von (P(a), <) auf (P(a), £). Wihlen wir eine Anordnung £ von P(a)
mit O < E, dann ist »' wegen O £ FE eine monoton wachsende Abbildung. Nehmen
wir ¢(E) £ ¢(0) an, dann ist ¢(E) < ¢(0) und E < O, was ein Widerspruch zu
O < E ist. Somit gilt ¢(0) £ ¢(E) und wegen O < E ist ¢ monoton wachsend.
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Ganz analog ist das Produkt y der Parallelprojektionen y (e, X (q,)), ¥2(x, e, 11(y))
monoton wachsend. Gilt X, < X,, so ergibt sich sich (p(Xl) =A; £ o(X,) = 4,
und ¥(4,) < ¢(A4,). Da nach (K3) V; = ¥(4,) und V, = (4,) gilt, erhalten wir
X, <X,= A4, £ A, =V, £V, Unter Anwendung von y ' und ¢~ ' erhdlt man
umgekerht V, £ V, = 4; £ A, = X, £ X,.

Satz 17. Es seien X, X,, Y;, Y, U, V1. V3, Vy aus R und Ug aus Ry mit X =
= 1,(Y1, Ug, Vo) X5 = 1,(Yas Ug, Vo), Yy = (X, U, V), Yo = (X5, U, V). Ist
o konvex, dann gilt Yy < Y, <=V, £ V,.

Beweis. Setzen wir p = (U, VoD, 41 = <U, VD, q, = U, VoD, Py = [X,, Y],
P, = [X,, Y,], dann P,, P, 1p; P, 1q,; P,1q, (Abb. 10). Nach (K2) und (K3)
giltdabei 5 | 7,3, ¥ 7,3, k - Das Produkt ¢ der Parallelprojektionen ¢,(e, p, [1(x)),

y Y

a, Y,

Vs

Y Q,

Abb. 10.

@2(p, ¥, 11(,)), @3(y, e, II(x)) ist monoton. Wir beweisen, dal ¢ monoton wachsend
ist: Dazu geniigt es zu zeigen, daB ¢(0) < ¢(E) gilt. Nach Satz 12 ist die zu o/
gehorige affine Ebene s/ geordnet. Betrachten wir die Parallelprojektionen @, (&, p,
- 1I(x)), ,(p, ¥, I(a,)) und @5(F, &, [I(X)) in o/’, dann ist nach Satz 8 § = @,3,@,
monoton wachsend, denn p H 7, € ¥ p. Dabei gilt —(;)_(5) = 3(0), 5(—5) = @(E) und
@(0) + @(E). Nach Bemerkung 12 ist die Restriktion %’ des Epimorphismus x : & —
— o' auf P(e) eine monotone Abbildung. Zuerst nehmen wir an, daB} in der An-
ordnung < von P(2) O < E gilt. Wegen O < E ist dann %’ monoton wachsend. Da
auch @ monoton wachsend ist, gilt 0 £ E = §(0) £ @(E). Ist ¢(E) £ ¢(0), dann
ist o(E) < ¢(0) und G(E) < @(0), was ein Widerspruch zu @(0) < (E) und
#(0) + @(E) ist. Es gilt also ¢(0) = ¢(E). Es sei E < 0. Dann ist »' monoton
fallend. Da ¢ monoton wachsend ist, gilt E £ 0 = @(E) < §(0). Ist ¢(E) < ¢(0),
dann gilt ¢(0) < ¢(E) und @(0) < @(E), was ein Widerspruch zu @(E) < ¢(0) ist.
Es gilt also wieder ¢(0) = ¢(E) und ¢ ist monoton wachsend. Da nach (K1), (K2),
(K3) sich ¥; = @(Y,), V2 = ¢(Y,) ergibt und ¢ monoton wachsend ist, gilt ¥, <
sY,eV, 2V,
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