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t♦ ❡①♣❧♦✐t s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢
✐♥t❡r❡st ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ s♠❛❧❧❡r s✉❜r❡❣✐♦♥s ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
t❤❡ t✐♠❡ ❧✐♥❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❡q✉❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ■♥ ❡❛❝❤ s✉❜r❡❣✐♦♥
t❤❡ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s ✇✐❧❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡❧② ❝❤♦♦s❡ ❛ ❧❡❛❞❡r ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ s❝❤❡❞✉❧❡
♥♦❞❡s✬ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ ❛♥❞ t❤✐s ❣r♦✉♣✐♥❣ ♦❢ s❡♥s♦rs ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t②♣✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

✷✳ ❆ ♥❡✇ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ tr②✐♥❣ t♦
❝♦✈❡r ❛ s❡t ♦❢ s♣❡❝✐✜❡❞ ♣♦✐♥ts✴t❛r❣❡ts ❛s ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛ ♠✐①❡❞✲✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ❝♦✈❡r✲
❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s❡♥s♦r ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈❡s ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦
❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡✲
q✉✐r❡❞ ❧❡✈❡❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛
✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳

✸✳ ❊①t❡♥s✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t
s✐♠✉❧❛t♦r ❖▼◆❡❚✰✰✱ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ P❡❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧✳
❚❤❡ P❡❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ✿ ❉❊❙❑ ❬✸✸❪ ❛♥❞ ●❆❋ ❬✸✻❪✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❉✐▲❈❖
♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✶✺❪✳ ❉✐▲❈❖ ✉s❡s t❤❡ s❛♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛s P❡❈❖ ❜✉t ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ ❛♥♦t❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s❡♥s♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ s♦♠❡ r❡✲
❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s r❡✈✐❡✇❡❞✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ P❡❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s
✉s❡❞ t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ♣r❡s❡♥ts s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣
r❡♠❛r❦s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❛♥❞ s♦♠❡ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳

✷ ❘❡❧❛t❡❞ ▲✐t❡r❛t✉r❡

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ s✉♠♠❛r✐③❡s s♦♠❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠
❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts s♣❡❝✐✜❝ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ P❡❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧ ❝♦♠♠♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❧✐t❡r❛t✉r❡
✇♦r❦s✳

❚❤❡ ♠♦st ❞✐s❝✉ss❡❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥ t❤r❡❡
❝❛t❡❣♦r✐❡s ❬✷✵❪ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛r❡❛
❝♦✈❡r❛❣❡ ❬✷✹❪ ♠❡❛♥s t❤❛t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥s✐❞❡ ❛ ✜①❡❞ ❛r❡❛ ♠✉st ❜❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞✱
✇❤✐❧❡ t❛r❣❡t ❝♦✈❡r❛❣❡ ❬✸✽❪ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✐♥ts ❝❛❧❧❡❞ t❛r❣❡ts✱ ❛♥❞ ❜❛rr✐❡r ❝♦✈❡r❛❣❡ ❬✶✶✱ ✶✼❪ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣
✐♥tr✉❞❡rs ❢r♦♠ ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ■♥ ❬✽❪ ❛✉t❤♦rs tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡
❛r❡❛ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦♥❡✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛♠♦♥❣ ❞✐s❦s ♦❢ s❡♥s♦rs ♥♦❞❡s ♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐s❦s ♦❢ s❡♥s♦r
♥♦❞❡s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ■♥ ❬✶✷❪ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦rs
❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝♦✈❡r❡❞ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛r❡❛✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ O(nd log d) t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r✲❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s❡♥s♦r✳
d ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs t❤❛t ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs t♦ ❛ s❡♥s♦r✱ ❛♥❞

✷



n ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ P❡❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r✲❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s❡♥s♦r t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ ❛
♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs✳

❚❤❡ ♠❛❥♦r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡①t❡♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s
t♦ ❞✐✈✐❞❡✴♦r❣❛♥✐③❡ t❤❡ s❡♥s♦rs ✐♥t♦ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡t ❝♦✈❡rs ✭❞✐s❥♦✐♥t ♦r
♥♦♥✲❞✐s❥♦✐♥t✮ ❬✸✹❪✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s❡t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦✈❡rs ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❛♥❞ t♦
s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡s❡ s❡t ❝♦✈❡rs✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛❝t✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♣❧❛♥♥❡❞ ✐♥
❛❞✈❛♥❝❡ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦r ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ♣❡r✐♦❞s✱
❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s ❞❡❝✐❞❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ ❬✷✷❪✳ ■♥
❢❛❝t✱ ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢❛s❤✐♦♥ ❬✸✷✱ ✸✼✱
✷✺❪✳ ❆❝t✐✈❡ ♥♦❞❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✭❡✳❣✳
❛r❡❛ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✱ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✱ ♦r ♣♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥❝②✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❬✶✻❪ ❛❞❞r❡ss
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ s❡♥s♦rs ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t s✉❜s❡ts s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ s✉❜s❡t ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ ❜♦t❤ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞
❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❆ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❝❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♠♣✉t❡❞ s❡ts ❛r❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐♥ s✉❝❝❡ss✐♦♥ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐❢❡t✐♠❡✳
▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡s❡ ✇♦r❦s✱ P❡❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇♦r❦s ✐♥ ♣❡r✐♦❞s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞
❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ♣❤❛s❡ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② ❛ s❡♥s✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝♦✈❡r s❡t ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ t❛s❦✳

❱❛r✐♦✉s ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♦r ❡✈❡♥ ❛ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦
❝♦♥❝❡♣ts✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❬✹✸❪✳ ■♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✸✸✱ ✷✽✱ ✸✾❪ ❡❛❝❤ s❡♥s♦r ❞❡❝✐❞❡s ♦❢ ✐ts ♦✇♥ ❛❝t✐✈✐t② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❢t❡r ❛♥
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s t♦ ❛✈♦✐❞ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡❞✐❝❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❤❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✐ts
✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦♥❧② ✭✉s✉❛❧❧② t❤❡ ♦♥❡✲❤♦♣ ♦♥❡s✮✱ ✐t ♠❛② ♠❛❦❡ ❛ ❜❛❞ ❞❡❝✐s✐♦♥
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✹✱
✹✹✱ ✷✼❪ ❛❧✇❛②s ♣r♦✈✐❞❡ ♥❡❛r❧② ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❛ ❣❧♦❜❛❧
✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧②
✐ts ❤✐❣❤ ❝♦st ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦ tr❛♥s♠✐t t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡✱ t❤❡ ❜❛s❡
st❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❣❧♦❜❛❧❧② s❝❤❡❞✉❧❡ ♥♦❞❡s✬ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r
s❡♥s♦r ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❤✉❣❡ s✐♥❝❡ ❧♦♥❣
r❛♥❣❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❲❙◆✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❝♦st✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✐♥
t❤❡ P❡❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ s♠❛❧❧❡r s✉❜r❡❣✐♦♥s✱
❛♥❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦♥❡✱ ❛ ♥♦❞❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❡
s❡♥s♦rs ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤✉s t❤❡ P❡❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s s❝❛❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤❡r❡❛s ✐t ✐s ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜r❡❣✐♦♥✳

❱❛r✐♦✉s ❝♦✈❡r❛❣❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡s❡ ♣❛st ❢❡✇
②❡❛rs✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡♠✱ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✈❡r
s❡ts✱ ❛r❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❚❤❡s❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦✈❡r s❡t ❜②
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥ ♣r✐♦r✐t② t❤❡ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦✈❡r ❝r✐t✐❝❛❧ t❛r❣❡ts✱ t❤❛t ✐s t♦
s❛② t❛r❣❡ts t❤❛t ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs ❬✸✱ ✹✹❪✳ ❖t❤❡r
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✺✱ ✸✺✱ ✷✼✱ ✹✵❪
❛♥❞ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭s♦❧✈✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

✸



✐♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s♦❧✈❡r✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
✭♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✈❡r s❡ts✮ ✉♥❞❡r t❛r❣❡t ❝♦✈❡r❛❣❡
❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❈♦❧✉♠♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧②
♣r❛❝t✐❝❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ t♦♦ ♠❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❤❛✈❡
❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❬✻✱ ✸✵✱ ✾❪✳ ■♥ t❤❡ P❡❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❡❛❝❤ ❧❡❛❞❡r✱ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❛
s✉❜r❡❣✐♦♥✱ s♦❧✈❡s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ t✇♦❢♦❧❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✿ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ ♦✈❡r❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ♦❢ ❡❛❝❤ s❡♥s♦r✳

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ ❬✶✺❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ▲✐❢❡t✐♠❡ ❈♦✈❡r❛❣❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✭❉✐▲❈❖✮ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐♥
❲❙◆s✳ ■t ✐s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✹❪✳ ❋✐rst✱
t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ s✉❜r❡❣✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✈✐❞❡✲❛♥❞✲❝♦♥q✉❡r
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❉✐▲❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s t❤❡♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s ✐♥ ❡❛❝❤
s✉❜r❡❣✐♦♥ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✳ ❍❡♥❝❡ t❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧ ❝♦♠❜✐♥❡s t✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✿ ❛
❧❡❛❞❡r ❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜r❡❣✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♥♦❞❡ ❛❝t✐✈✲
✐t② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❡❧❡❝t❡❞ ❧❡❛❞❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❉✐▲❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧
✐s ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ✹ ♣❤❛s❡s ✿ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ❧❡❛❞❡r ❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ❛♥❞ s❡♥s✐♥❣✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t
❉✐▲❈❖ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❲❙◆ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❝♦✈❡r❛❣❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ P❡❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❛ ♥❡✇ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s
♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ tr②✐♥❣ t♦ ❝♦✈❡r ❛ s❡t ♦❢ s♣❡❝✐✜❡❞ ♣♦✐♥ts✴t❛r❣❡ts ❛s ✐♥ t❤❡
❉✐▲❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤
s❡♥s♦r ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈❡s ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛✲
t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t
❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡s❡
❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳

✸ ❚❤❡ P❡❈❖ Pr♦t♦❝♦❧ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

✸✳✶ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ▼♦❞❡❧s

❆ ❲❙◆ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ J st❛t✐♦♥❛r② s❡♥s♦r ♥♦❞❡s r❛♥❞♦♠❧② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡♥s♦r ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦rs ❛r❡
❞❡♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② t♦ ❡♥s✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛ ❤✐❣❤ ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛
♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❆❧❧ t❤❡ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ s❡♥s✐♥❣✱ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❢r♦♠ t❤❡
❡♥❡r❣② ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛ s❡♥✲
s♦r ♥♦❞❡ ❡✐t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ❤❛r❞✇❛r❡ s✉❝❤ ❛s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ●P❙ ♦r ❧♦❝❛t✐♦♥ ❞✐s❝♦✈❡r②
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆ ❇♦♦❧❡❛♥ ❞✐s❦ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ s❡♥✲
s♦r ❝♦✈❡r❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ ❛
❝♦♥st❛♥t s❡♥s✐♥❣ r❛♥❣❡ Rs✳ ❚❤✉s✱ ❛❧❧ t❤❡ s♣❛❝❡ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞✐s❦ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t
❛ s❡♥s♦r ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ r❛♥❣❡ ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤✐s
s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ Rc ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ s❛t✐s❢② ✿ Rc ≥ 2 ·Rs✳ ■♥ ❢❛❝t✱
❬✹✷❪ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✐❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛♥❣❡ ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡① ❛r❡❛ ✐♠♣❧✐❡s ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♠♦♥❣ ❛❝t✐✈❡ ♥♦❞❡s✳

❚❤❡ P❡❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧ ✉s❡s t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✐♠❡t❡r✲❝♦✈❡r❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❛s ❬✶✷❪✳ ■t ❝❛♥
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❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿ ❛ s❡♥s♦r ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ❝♦✈❡r❡❞ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts
♦♥ ✐ts ♣❡r✐♠❡t❡r ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s❡♥s♦r ♦t❤❡r t❤❛♥ ✐ts❡❧❢✳ ❆✉t❤♦rs ❬✶✷❪
♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡❛ ✐s k✲❝♦✈❡r❡❞ ✭❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛t
❧❡❛st k s❡♥s♦rs✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡❛❝❤ s❡♥s♦r ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s k✲♣❡r✐♠❡t❡r✲❝♦✈❡r❡❞
✭♣❡r✐♠❡t❡r ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛t ❧❡❛st k s❡♥s♦rs✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ s❡♥s♦r ♥♦❞❡ 0✳ ❖♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ s❡♥s♦r 0 ❤❛s
♥✐♥❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♥❡✐❣❤❜♦r t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t✇♦ s❡♥s✐♥❣ ❛r❡❛s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ ✐ts ♣❡r✐♠❡t❡r ✭t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ♦❢
t❤❡ ❞✐s❦ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ s❡♥s♦r 0✮✳ ❚❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❢♦r ♥❡✐❣❤❜♦r i ❜②
iL ❛♥❞ iR✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❢r♦♠ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts s✉❜❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ♦❢ s❡♥s♦r 0 ✐♥t♦
♣♦rt✐♦♥s ❝❛❧❧❡❞ ❛r❝s✳

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ✭❛✮ P❡r✐♠❡t❡r ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ s❡♥s♦r ♥♦❞❡ ✵ ❛♥❞ ✭❜✮ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛r❝ ♦❢
u✬s ♣❡r✐♠❡t❡r ❝♦✈❡r❡❞ ❜② v✳

✺



❋✐❣✉r❡ ✶✭❜✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛♥ ❛r❝ ♦♥ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ♦❢ ❛ s❡♥s♦r ♥♦❞❡ u ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛
s❡♥s♦r ♥♦❞❡ v✳ ◆♦❞❡ v ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❡st s✐❞❡ ♦❢ s❡♥s♦r u✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ❛r❡❛ ✿ (vx, vy) ❛♥❞ (ux, uy)✳
❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s u ❛♥❞ v ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

Dist(u, v) =
√

(ux − vx)2 + (uy − vy)2,

✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡ α ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✿

α = arccos

(

Dist(u, v)

2Rs

)

.

❚❤❡ ❛r❝ ♦♥ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ♦❢ u ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥t❡r✈❛❧ [π − α, π + α] ✐s
t❤❡♥ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♣❡r✐♠❡t❡r✲❝♦✈❡r❡❞ ❜② s❡♥s♦r v✳

❊✈❡r② ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 2π) ✐♥
❛ ❝♦✉♥t❡r❝❧♦❝❦✇✐s❡ ♠❛♥♥❡r✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✭❛✮
✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❛r❝s ❢♦r t❤❡ ♥✐♥❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ s❡♥s♦r 0 ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✶ ❣✐✈❡s t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛r❝s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 2π)✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡
♣♦✐♥ts ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡✐r
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ t❤❡♥ ✈✐s✐t❡❞ ♦♥❡ ❛❢t❡r ❛♥♦t❤❡r✱
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛❢t❡r ♣♦✐♥t ③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧
♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❛r❝s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❜❡t✇❡❡♥ 5L ❛♥❞ 6L t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 3 ✭t❤❡
✈❛❧✉❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛t ♠♦st ✷ ♥❡✐❣❤❜♦rs
❝❛♥ ❝♦✈❡r t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♥♦❞❡ 0✳ ❚❛❜❧❡ ✶ s✉♠♠❛r✐③❡s ❢♦r ❡❛❝❤
❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s ❝♦✈❡r✐♥❣
t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s t❤✉s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✐①t❤ ❧✐♥❡ ♦❢
t❤❡ t❛❜❧❡✳

■♥ t❤❡ P❡❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s✬ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐s ❢♦r✲
♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠✐①❡❞✲✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❬✶✸❪✳ ❚❤❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ◆♦t❡
t❤❛t ✇❤❡♥ ❛ s❡♥s♦r ♥♦❞❡ ❤❛s ❛ ♣❛rt ♦❢ ✐ts s❡♥s✐♥❣ r❛♥❣❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❲❙◆ s❡♥s✐♥❣
✜❡❧❞✱ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r t❤✐s ❛r❝ ✐s s❡t t♦ ∞ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✸✳✷ ▼❛✐♥ ■❞❡❛

❚❤❡ ❲❙◆ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s✱ ✐♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ r❡❣✉❧❛r ❤♦♠♦❣❡✲
♥❡♦✉s s✉❜r❡❣✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✈✐❞❡✲❛♥❞✲❝♦♥q✉❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣ t❤❡
♣r♦t♦❝♦❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇❛② ✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜r❡❣✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ ♥♦❞❡s✬ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❢♦r ♦♥❡ s❡♥s✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✳ ❙❡♥s♦r ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦
❜❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❛❧♠♦st ✉♥✐❢♦r♠❧② ♦✈❡r t❤❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ♣❛✐rs ♦❢ s❡♥s♦rs ✐♥s✐❞❡ ❛ s✉❜r❡❣✐♦♥ ✐s
❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✸✳

✻



❚❛❜❧❡ ✶ ✕ ❈♦✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ s❡♥s♦rs ❢♦r ♥♦❞❡ ✵
▲❡❢t
♣♦✐♥t
❛♥❣❧❡ α

■♥t❡r✈❛❧
❧❡❢t
♣♦✐♥t

■♥t❡r✈❛❧
r✐❣❤t
♣♦✐♥t

▼❛①✐♠✉♠
❝♦✈❡r❛❣❡
❧❡✈❡❧

❙❡t ♦❢ s❡♥s♦rs
✐♥✈♦❧✈❡❞

✐♥ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧
✵✳✵✷✾✶ ✶▲ ✷▲ ✹ ✵ ✶ ✸ ✹
✵✳✶✵✹ ✷▲ ✸❘ ✺ ✵ ✶ ✸ ✹ ✷
✵✳✸✶✻✽ ✸❘ ✹❘ ✹ ✵ ✶ ✹ ✷
✵✳✻✼✺✷ ✹❘ ✶❘ ✸ ✵ ✶ ✷
✶✳✽✶✷✼ ✶❘ ✺▲ ✷ ✵ ✷
✶✳✾✷✷✽ ✺▲ ✻▲ ✸ ✵ ✷ ✺
✷✳✸✾✺✾ ✻▲ ✷❘ ✹ ✵ ✷ ✺ ✻
✷✳✹✷✺✽ ✷❘ ✼▲ ✸ ✵ ✺ ✻
✷✳✼✽✻✽ ✼▲ ✽▲ ✹ ✵ ✺ ✻ ✼
✷✳✽✸✺✽ ✽▲ ✺❘ ✺ ✵ ✺ ✻ ✼ ✽
✷✳✾✶✽✹ ✺❘ ✼❘ ✹ ✵ ✻ ✼ ✽
✸✳✸✸✵✶ ✼❘ ✾❘ ✸ ✵ ✻ ✽
✸✳✾✹✻✹ ✾❘ ✻❘ ✹ ✵ ✻ ✽ ✾
✹✳✼✻✼ ✻❘ ✸▲ ✸ ✵ ✽ ✾
✹✳✽✹✷✺ ✸▲ ✽❘ ✹ ✵ ✸ ✽ ✾
✹✳✾✵✼✷ ✽❘ ✹▲ ✸ ✵ ✸ ✾
✺✳✸✽✵✹ ✹▲ ✾❘ ✹ ✵ ✸ ✹ ✾
✺✳✾✶✺✼ ✾❘ ✶▲ ✸ ✵ ✸ ✹

✼



❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ▼❛①✐♠✉♠ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❧❡✈❡❧s ❢♦r ♣❡r✐♠❡t❡r ♦❢ s❡♥s♦r ♥♦❞❡ 0✳

❋✐❣✉r❡ ✸ ✕ ❙❡♥s✐♥❣ r❛♥❣❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❲❙◆✬s ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✱ ♥♦❞❡ ❛❝t✐✈✐t② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠❛♥♥❡r✳ ❊❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✹ st❛❣❡s ✿ ■♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✭■◆❋❖✮ ❊①❝❤❛♥❣❡✱ ▲❡❛❞❡r ❊❧❡❝t✐♦♥✱ ❉❡❝✐s✐♦♥ ✭t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠✮✱ ❛♥❞ ❙❡♥s✐♥❣✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ t❤❡r❡ ✐s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ s❡t ❝♦✈❡r r❡s♣♦♥s✐✲
❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s❡♥s✐♥❣ t❛s❦✳ Pr♦t♦❝♦❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s❝❤❡♠❡✱ ❧✐❦❡ P❡❈❖✱ ❛r❡
♠♦r❡ r♦❜✉st ❛❣❛✐♥st ❛♥ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ♥♦❞❡ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐❢ ❛ ♥♦❞❡
❢❛✐❧✉r❡ ✐s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡♥s♦r ♥♦❞❡
✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡
s❡♥s♦r ❢❛✐❧✉r❡ ❤❛♣♣❡♥s ❛❢t❡r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✱ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ t❛s❦ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐❧❧
❜❡ t❡♠♣♦r❛r✐❧② ❛✛❡❝t❡❞ ✿ ♦♥❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ s❡♥s✐♥❣ ✉♥t✐❧ ❛ ♥❡✇ ♣❡r✐♦❞
st❛rts✱ s✐♥❝❡ ❛ ♥❡✇ s❡t ❝♦✈❡r ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ t❛s❦ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s✐♥❝❡ t❤❡ s❡♥s♦rs ❝❛♥ ✉♣❞❛t❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡✐r r❡s✐❞✉❛❧ ❡♥❡r❣②✮ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡

✽



❋✐❣✉r❡ ✹ ✕ P❡❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧✳

♣r❡✲s❡♥s✐♥❣ ♣❤❛s❡s ✭■◆❋❖ ❊①❝❤❛♥❣❡✱ ▲❡❛❞❡r ❊❧❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❉❡❝✐s✐♦♥✮ ❛r❡ ❡♥❡r❣②
❝♦♥s✉♠✐♥❣✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ♥♦❞❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ♥♦t ❥♦✐♥ t❤❡ s❡t ❝♦✈❡r t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ❛r❡❛✳
❙❡♥s✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ◗♦❙ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❚✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♣❛❝❦❡ts ✉s❡❞ ❜② t❤❡ P❡❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✿
✕ ■◆❋❖ ♣❛❝❦❡t ✿ s❡♥t ❜② ❡❛❝❤ s❡♥s♦r ♥♦❞❡ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥s✐❞❡ ❛ s❛♠❡
s✉❜r❡❣✐♦♥ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡✳

✕ ❆❝t✐✈❡❙❧❡❡♣ ♣❛❝❦❡t ✿ s❡♥t ❜② t❤❡ ❧❡❛❞❡r t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ ✐ts s✉❜r❡❣✐♦♥ t♦
tr❛♥s♠✐t t♦ t❤❡♠ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ st❛t✉s ✭st❛② ❆❝t✐✈❡ ♦r ❣♦ ❙❧❡❡♣✮ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♣❤❛s❡✳

❋✐✈❡ st❛t✉s❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛ s❡♥s♦r ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✿
✕ ▲■❙❚❊◆■◆● ✿ ✇❛✐ts ❢♦r ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✭t♦ ❜❡ ❛❝t✐✈❡ ♦r ♥♦t✮ ❀
✕ ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆ ✿ ❡①❡❝✉t❡s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❧❡❛❞❡r t♦ ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❀

✕ ❆❈❚■❱❊ ✿ ♥♦❞❡ ✐s s❡♥s✐♥❣ ❀
✕ ❙▲❊❊P ✿ ♥♦❞❡ ✐s t✉r♥❡❞ ♦✛ ❀
✕ ❈❖▼▼❯◆■❈❆❚■❖◆ ✿ tr❛♥s♠✐ts ♦r r❡❝❡✐✈❡s ♣❛❝❦❡ts✳

✸✳✸ P❡❈❖ Pr♦t♦❝♦❧ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ♣s❡✉❞♦❝♦❞❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ♦♥ ❛ ♥♦❞❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❣✐✈❡s ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ❛
s❡♥s♦r ♥♦❞❡ sk ✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ♥♦❞❡ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ❲❙◆✳

■♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ K.CurrentSize ❛♥❞ K.PreviousSize r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡♣r❡✲
s❡♥t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐✈✐♥❣ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ s✉❜♥❡t✲
✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ s✉❜r❡❣✐♦♥✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞ K.PreviousSize ✐s
✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t♦ ③❡r♦✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ s❡♥s♦r ♥♦❞❡ ❝❤❡❝❦s ✐ts r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡♥❡r❣② REk✱
✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ Eth ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉r✲
r❡♥t ♣❡r✐♦❞✳ ❊❛❝❤ s❡♥s♦r ♥♦❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts s✉❜r❡❣✐♦♥ ✉s✐♥❣

✾



❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ P❡❈❖ ♣s❡✉❞♦❝♦❞❡

✐❢ REk ≥ Eth t❤❡♥
sk.status ❂ ❈❖▼▼❯◆■❈❆❚■❖◆❀
❙❡♥❞ INFO() ♣❛❝❦❡t t♦ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ✐♥ s✉❜r❡❣✐♦♥❀
❲❛✐t INFO() ♣❛❝❦❡t ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ✐♥ s✉❜r❡❣✐♦♥❀
❯♣❞❛t❡ ❑✳❈✉rr❡♥t❙✐③❡❀
▲❡❛❞❡r■❉ ❂ ▲❡❛❞❡r ❡❧❡❝t✐♦♥❀
✐❢ sk.ID = LeaderID t❤❡♥

sk.status ❂ ❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆❀
✐❢ sk.ID ✐s ◆♦t ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ❛ ▲❡❛❞❡r t❤❡♥

❊①❡❝✉t❡ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ❝♦✈❡r❛❣❡ ♠♦❞❡❧❀

✐❢ ✭sk.ID ✐s t❤❡ s❛♠❡ Pr❡✈✐♦✉s ▲❡❛❞❡r✮ ❛♥❞
✭❑✳❈✉rr❡♥t❙✐③❡ ❂ ❑✳Pr❡✈✐♦✉s❙✐③❡✮ t❤❡♥

❯s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦✈❡r s❡t ❢♦r ❝✉rr❡♥t s❡♥s✐♥❣ st❛❣❡❀
❡❧s❡

❯♣❞❛t❡ a
j
ik ❀ ♣r❡♣❛r❡ ❞❛t❛ ❢♦r ■P ❆❧❣♦r✐t❤♠❀

{(X1, . . . , Xl, . . . , XK)} ❂ ❊①❡❝✉t❡ ■♥t❡❣❡r Pr♦❣r❛♠
❆❧❣♦r✐t❤♠✭K✮❀
❑✳Pr❡✈✐♦✉s❙✐③❡ ❂ ❑✳❈✉rr❡♥t❙✐③❡❀

sk.status ❂ ❈❖▼▼❯◆■❈❆❚■❖◆❀
❙❡♥❞ ActiveSleep() t♦ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ l ✐♥ s✉❜r❡❣✐♦♥❀
❯♣❞❛t❡ REk❀

❡❧s❡
sk.status ❂ ▲■❙❚❊◆■◆●❀
❲❛✐t ActiveSleep() ♣❛❝❦❡t ❢r♦♠ t❤❡ ▲❡❛❞❡r❀
❯♣❞❛t❡ REk❀

❡❧s❡
❊①❝❧✉❞❡ sk ❢r♦♠ ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡♥s✐♥❣ st❛❣❡❀

✶✵



❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ●P❙ ♦r ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❞✐s❝♦✈❡r② ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ❛❧❧ t❤❡ s❡♥s♦rs
❝♦❧❧❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡♥❡r❣②✱ s❡♥s♦r ♥♦❞❡ ■❉✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t❤❡✐r ♦♥❡✲❤♦♣ ❧✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡✳ ❇♦t❤ ■◆❋❖
♣❛❝❦❡t ❛♥❞ ❆❝t✐✈❡❙❧❡❡♣ ♣❛❝❦❡t ❝♦♥t❛✐♥ t✇♦ ♣❛rts ✿ ❤❡❛❞❡r ❛♥❞ ❞❛t❛ ♣❛②❧♦❛❞✳
❚❤❡ s❡♥s♦r ■❉ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤❡❛❞❡r s✐③❡ ✐s ✽ ❜✐ts✳ ❚❤❡
❞❛t❛ ♣❛rt ✐♥❝❧✉❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭✻✹ ❜✐ts✮✱ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡♥❡r❣② ✭✸✷ ❜✐ts✮✱
❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♥❡✲❤♦♣ ❧✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭✽ ❜✐ts✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
■◆❋❖ ♣❛❝❦❡t ✐s ✶✶✷ ❜✐ts✳ ❚❤❡ ❆❝t✐✈❡❙❧❡❡♣ ♣❛❝❦❡t ✐s ✶✻ ❜✐ts s✐③❡✱ ✽ ❜✐ts ❢♦r t❤❡
❤❡❛❞❡r ❛♥❞ ✽ ❜✐ts ❢♦r ❞❛t❛ ♣❛rt t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❧② s❡♥s♦r st❛t✉s ✭✵ ♦r ✶✮✳ ❚❤❡
s❡♥s♦rs ✐♥s✐❞❡ ❛ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥ ❝♦♦♣❡r❛t❡ t♦ ❡❧❡❝t ❛ ❧❡❛❞❡r✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛
❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❛r❡ ✭✐♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♣r✐♦r✐t②✮ ✿

✶✳ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❀
✷✳ ❧❛r❣❡r r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❀
✸✳ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t②✱ ❧❛r❣❡r ✐♥❞❡①❡s✳

❖♥❝❡ ❝❤♦s❡♥✱ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❝♦❧❧❡❝ts ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛♥❞ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r
♣r♦❣r❛♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s❡♥s♦rs ✐♥ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ st❛❣❡✳

✹ P❡r✐♠❡t❡r✲❜❛s❡❞ ❈♦✈❡r❛❣❡ Pr♦❜❧❡♠ ❋♦r♠✉❧❛✲

t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r✲❜❛s❡❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❢♦r✲
♠✉❧❛t❡❞✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ◆P✲❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❬✶✸❪✳ ❆✉t❤♦rs st✉❞②
t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♦❜❥❡❝t r❡q✉✐r✐♥❣ t♦ ❜❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞✳ ❋♦r
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ❜❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ✐s t❤❡
s❡♥s♦r ✐ts❡❧❢ ✭♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✐ts s❡♥s✐♥❣ ❛r❡❛✮✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s❡❝t✐♦♥✳
❋✐rst✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡ts ✿
✕ S r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s ❀
✕ A ⊆ S ✐s t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ❛❧✐✈❡ s❡♥s♦rs ❀
✕ Ij ❞❡s✐❣♥❛t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭❈■✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r s❡♥s♦r j✳

Ij r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❋♦r ❛ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧ i✱ ❧❡t a

j
ik ❞❡♥♦t❡

t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r s❡♥s♦r k ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧ i ♦❢
s❡♥s♦r j✱ t❤❛t ✐s ✿

a
j
ik =







1 ✐❢ s❡♥s♦r k ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡
❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧ i ♦❢ s❡♥s♦r j,

0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
✭✶✮

◆♦t❡ t❤❛t akik = 1 ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳
❙❡❝♦♥❞✱ s❡✈❡r❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡❛❝❤ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡ Xk ❞❡✲

t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ s❡♥s♦r k ✐♥ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✭Xk = 1 ✐❢ t❤❡ s❡♥s♦r
k ✐s ❛❝t✐✈❡ ♦r ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✮✳ M j

i ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✉♥❞❡r❝♦✈❡r✲
❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧ i ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s❡♥s♦r j✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡
♦✈❡r❝♦✈❡r❛❣❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ V

j
i ✳

✶✶



❚♦ s✉st❛✐♥ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❡q✉❛❧ t♦ l ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ♦❢ s❡♥s♦r j✱
❛t ❧❡❛st l s❡♥s♦rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧ i ∈ Ij ♦❢ s❡♥s♦r j ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❛❝t✐✈❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s❡♥s♦rs ✐♥ t❤❡
❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧ i ♦❢ s❡♥s♦r j ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∑

k∈A a
j
ikXk✳ ❚♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦

❧✐❢❡t✐♠❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞
t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❧❡✈❡❧✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧✐✈❡ s❡♥s♦rs ❞❡❝r❡❛s❡s✱
✐t ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦✈❡r❛❣❡
✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s M

j
i ❛♥❞ V

j
i ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s❡♥s♦rs ✐♥ ❛ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧
❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r✳ ❆♥❞ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✱ ✜rst t♦ ❢♦r❝❡ t❤❡
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❧❡✈❡❧✱
❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧❡✈❡❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s❛t✐s✜❡❞✱ t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❧❡✈❡❧
❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦♥❡✳

❚❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

▼✐♥✐♠✐③❡
∑

j∈S

∑

i∈Ij

(αj
i M

j
i + β

j
i V

j
i )

❙✉❜❥❡❝t t♦ ✿
∑

k∈A

(ajik Xk) +M
j
i ≥ l ∀i ∈ Ij , ∀j ∈ S

∑

k∈A

(ajik Xk)− V
j
i ≤ l ∀i ∈ Ij , ∀j ∈ S

Xk ∈ {0, 1}, ∀k ∈ A

M
j
i , V

j
i ∈ R

+

✭✷✮

■❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ l ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♦♥❡ s❡♥s♦r✱ t❤❡ s❡♥s♦r ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡
✉♥❞❡r❝♦✈❡r❡❞ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦✈❡r❝♦✈❡r❡❞✮ ✐❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❈■
✐s ❧❡ss ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣r❡❛t❡r✮ t❤❛♥ l✳ ■❢ t❤❡ s❡♥s♦r j ✐s ✉♥❞❡r❝♦✈❡r❡❞✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❈■ ✭s❛② i✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s❡♥s♦rs ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜②
li✮ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ✐s ❧❡ss t❤❛♥ l ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✿ M j

i = l− li✱
V

j
i = 0✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ t❤❡ s❡♥s♦r j ✐s ♦✈❡r❝♦✈❡r❡❞✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ ✐ts

❈■ ✭s❛② i✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s❡♥s♦rs ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② li✮ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤✐s
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ l ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✿ M j

i = 0✱ V j
i = li − l✳

α
j
i ❛♥❞ β

j
i ❛r❡ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts s❡❧❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠✲

♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡✐❣❤ts
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ♣❛rt ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❣✐✈❡♥
❜② ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❛♥ ✇❡✐❣❤ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r r❡❣✐♦♥✳
❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠✐①❡❞✲✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r
❜r❛❝❤②t❤❡r❛♣② tr❡❛t♠❡♥t ♣❧❛♥♥✐♥❣ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❞♦s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬✶✾❪✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s α ❛♥❞ β s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡❡❞s ♦❢ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ α s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r❡✈❡♥t ✉♥❞❡r❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ s♦ t♦ r❡❛❝❤
t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦✳ β s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r❡✈❡♥t ♦✈❡r✲
❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ s♦ t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs✳ ❚❤❡ ♠✐①❡❞✲✐♥t❡❣❡r
♣r♦❣r❛♠ ♠✉st ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛❞❡r ✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜r❡❣✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢

✶✷



❡❛❝❤ s❡♥s✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❤❛s ❝❤❛♥❣❡❞ ✭♥❡✇ ❧❡❛❞❡r✱ ❞❡❛t❤
♦❢ s♦♠❡ s❡♥s♦rs✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥st❛♥t
✭❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❢♦r ❛❧❧ s❡♥s♦rs✮✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s Xk ❞❡❝r❡❛s❡s ♦✈❡r ♣❡r✐♦❞s✱ s✐♥❝❡ ♦♥❧② ❛❧✐✈❡ s❡♥s♦rs ✭s❡♥s♦rs ✇✐t❤ ❡♥♦✉❣❤
❡♥❡r❣② t♦ ❜❡ ❛❧✐✈❡ ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ s❡♥s✐♥❣ ♣❤❛s❡✮ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

✺ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s

✺✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❙❡tt✐♥❣s

❚❤❡❲❙◆ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✶✻ r❡❣✉❧❛r s✉❜r❡❣✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❬✶✺❪✳
❚❛❜❧❡ ✷ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❡tt✐♥❣s✳

❚❛❜❧❡ ✷ ✕ ❘❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♥❡t✇♦r❦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡

❙❡♥s✐♥❣ ✜❡❧❞ (50× 25) m2

❲❙◆ s✐③❡ ✶✵✵✱ ✶✺✵✱ ✷✵✵✱ ✷✺✵✱ ❛♥❞ ✸✵✵ ♥♦❞❡s
■♥✐t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥ r❛♥❣❡ ✺✵✵✲✼✵✵ ❏♦✉❧❡s
❙❡♥s✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✻✵ ♠✐♥✉t❡s

Eth ✸✻ ❏♦✉❧❡s
Rs ✺ ♠
Rc ✶✵ ♠
α
j
i ✵✳✻

β
j
i ✵✳✹

❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✜✈❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ♥♦❞❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✵✵ t♦ ✸✵✵ ♥♦❞❡s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❡❛❝❤ t✐♠❡ ✷✺ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ♦♥ ❛ ✜❡❧❞
♦❢ ✐♥t❡r❡st ♦❢ (50 × 25) m2 ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡② ❝♦✈❡r t❤❡ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤
❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ❤❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧✱ ✐♥ ❏♦✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❛♥✲
❞♦♠❧② ❞r❛✇♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [500− 700]✳ ■❢ ✐ts ❡♥❡r❣② ♣r♦✈✐s✐♦♥ r❡❛❝❤❡s ❛ ✈❛❧✉❡
❜❡❧♦✇ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ Eth = 36 ❏♦✉❧❡s✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❛ ♥♦❞❡ t♦
st❛② ❛❝t✐✈❡ ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞✱ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ t❛s❦✳
❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ ✭✾✳✼✷ ♠❲✮ ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥
s❡❝♦♥❞s ❢♦r ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ✭✸✻✵✵ s❡❝♦♥❞s✮✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ ♣r❡✲s❡♥s✐♥❣
♣❤❛s❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❛ s❡♥s♦r ♠❛② ❜❡ ❛❝t✐✈❡ ❞✉r✐♥❣
❛t ♠♦st ✷✵ ♣❡r✐♦❞s✳ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞
❡✈❡r② ❤♦✉r✱ ❜✉t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞
❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ s❡♥s✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
t♦ ❜❡ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❜✉t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦sts✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❧♦♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥ ♠❛② ❝❛✉s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢
♥♦❞❡s ❢❛✐❧✉r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✳

✶✸



❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ αj
i ❛♥❞ β

j
i ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❣♦♦❞ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦✈❡r❛❣❡

❛♥❞ ❛ ❧♦♥❣❡r ❲❙◆ ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❍✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❝♦✈❡r❛❣❡ ✭❜②
s❡tt✐♥❣ t❤❡ α

j
i ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡ t❤❛♥ β

j
i ✮ s♦ ❛s t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ♥♦♥✲❝♦✈❡r❛❣❡

❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ i ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r j✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ βj
i ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡

✇❤✐❝❤ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r s♦ ❛s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s
✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ✐♥ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✻ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s ♠♦r❡
❞❡❡♣❧② ❤♦✇ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ P❡❈❖
♣r♦t♦❝♦❧✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤✳

✕ ◆❡t✇♦r❦ ▲✐❢❡t✐♠❡ ✿ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ t✐♠❡ ❡❧❛♣s❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡
❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦ ❢❛❧❧s ❜❡❧♦✇ ❛ ✜①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞✳ Lifetime95 ❛♥❞ Lifetime50
❞❡♥♦t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❛
❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 95% ❛♥❞ 50%✳ ❚❤❡ ❲❙◆ ❝❛♥ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❛s❦ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ✐ts ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ ❞❡♣❧❡t❡❞ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ♦r
✐❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ❧❛st ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❜❡❝❛✉s❡
✇✐t❤♦✉t ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛ s❡♥s♦r ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s❡♥❞ t♦ ❛ ❜❛s❡
st❛t✐♦♥ ❛♥ ❡✈❡♥t ✐t ❤❛s s❡♥s❡❞✳

✕ ❈♦✈❡r❛❣❡ ❘❛t✐♦ ✭❈❘✮ ✿ ✐t ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ❲❙◆ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡
t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❍❡r❡ t❤❡ s❡♥s♦r ✜❡❧❞ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞✱
✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✿

❈❘(%) =
n

N
× 100

✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✈❡r❡❞ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ❜② ❛❝t✐✈❡ s❡♥s♦rs ♦❢ ❡✈❡r②
s✉❜r❡❣✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡♥s✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ N ✐s t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r✐❞
♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ✜❡❧❞✳ ❆ ❧❛②♦✉t ♦❢ N = 51 × 26 = 1326 ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✕ ❆❝t✐✈❡ ❙❡♥s♦rs ❘❛t✐♦ ✭❆❙❘✮ ✿ ❛ ♠❛❥♦r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦✲
t♦❝♦❧ ✐s t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ ❛s ❢❡✇ ♥♦❞❡s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❲❙◆ ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❡ s❡♥✲
s♦rs r❛t✐♦ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

❆❙❘(%) =

R
∑

r=1

|Ap
r |

|S|
× 100

✇❤❡r❡ |Ap
r | ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s❡♥s♦rs ✐♥ t❤❡ s✉❜r❡❣✐♦♥ r ✐♥ t❤❡ s❡♥s✐♥❣

♣❡r✐♦❞ p✱ R ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜r❡❣✐♦♥s✱ ❛♥❞ |J | ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs
✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

✕ ❊♥❡r❣② ❙❛✈✐♥❣ ❘❛t✐♦ ✭❊❙❘✮ ✿ t❤✐s ♠❡tr✐❝✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢
❛ ♣r♦t♦❝♦❧ t♦ s❛✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✿

❊❙❘(%) =
◆✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧✐✈❡ s❡♥s♦rs ❞✉r✐♥❣ t❤✐s r♦✉♥❞

❚♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
× 100.

✕ ❊♥❡r❣② ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✭❊❈✮ ✿ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡
t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ s❡♥s♦rs ❞✉r✐♥❣ Lifetime95 ♦r Lifetime50✱

✶✹



❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❊❈ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✿

❊❈ =

P
∑

p=1

(

E❝♦♠
p + E❧✐st

p + E❝♦♠♣
p + Ea

p + Es
p

)

P
,

✇❤❡r❡ P ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞
❜② t❤❡ s❡♥s♦rs ❝♦♠❡s t❤r♦✉❣❤ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❢♦✉r ♠❛✐♥ ❡♥❡r❣②
❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ E❝♦♠

p ✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
s♣❡♥t ❜② ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ❢♦r ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ p✳ E❧✐st

p ✱
t❤❡ ♥❡①t ❢❛❝t♦r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ s❡♥s♦rs ✐♥
▲■❙❚❊◆■◆● st❛t✉s ❜❡❢♦r❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❣♦ ❛❝t✐✈❡ ♦r s❧❡❡♣ ✐♥
♣❡r✐♦❞ p✳ E❝♦♠♣

p r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♥❡❡❞❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ♥♦❞❡s t♦ s♦❧✈❡
t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ ❞✉r✐♥❣ ❛ ♣❡r✐♦❞ ✭❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆ st❛t✉s✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
Ea

p ❛♥❞ Es
p ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ❲❙◆ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡♥s✐♥❣

♣❤❛s❡ ✭❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ s❧❡❡♣✐♥❣ ♥♦❞❡s✮✳

✺✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ P❡❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❖▼◆❡❚✰✰ ❬✸✶❪ s✐♠✉❧❛t♦r
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ♦♥
❛ ❉❊▲▲ ❧❛♣t♦♣ ✇✐t❤ ❛♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✸ ✷✸✼✵ ▼ ✭✶✳✽ ●❍③✮ ♣r♦❝❡ss♦r ✭✷ ❝♦r❡s✮
✇❤♦s❡ ▼■P❙ ✭▼✐❧❧✐♦♥ ■♥str✉❝t✐♦♥s P❡r ❙❡❝♦♥❞✮ r❛t❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✸✺✸✸✵✳ ❚♦ ❜❡
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s❡♥s♦r ♥♦❞❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❆t♠❡❧s ❆❱❘ ❆❚♠❡❣❛✶✵✸▲
♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r ✭✻ ▼❍③✮ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ▼■P❙ r❛t❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✻✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥
t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ ❧❛♣t♦♣ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ✷✾✹✹✳✷

(

35330

2
× 1

6

)

✳ ❊♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✱ ✐♥ ♠✐❧❧✐❲❛tt ♣❡r s❡❝♦♥❞✱
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✸✸❪✳

❚❛❜❧❡ ✸ ✕ P♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s
❙❡♥s♦r st❛t✉s ▼❈❯ ❘❛❞✐♦ ❙❡♥s✐♥❣ P♦✇❡r ✭♠❲✮
▲■❙❚❊◆■◆● ❖♥ ❖♥ ❖♥ ✷✵✳✵✺
❆❈❚■❱❊ ❖♥ ❖✛ ❖♥ ✾✳✼✷
❙▲❊❊P ❖✛ ❖✛ ❖✛ ✵✳✵✷
❈❖▼P❯❚❆❚■❖◆ ❖♥ ❖♥ ❖♥ ✷✻✳✽✸
❊♥❡r❣② ♥❡❡❞❡❞ t♦ s❡♥❞ ♦r r❡❝❡✐✈❡ ❛ ✷✲❜✐t ❝♦♥t❡♥t ♠❡ss❛❣❡ ✵✳✺✶✺

❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❆▼P▲✮ ❬✶✵❪ ✐s ✉s❡❞
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠❛t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥
r❡❛❞ ❛♥❞ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s♦❧✈❡r ●▲P❑ ✭●◆❯ ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣
❑✐t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❞♦♠❛✐♥✮ ❬✷✸❪ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❇♦✉♥❞ ♠❡t❤♦❞✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❡①❡❝✉t✐♥❣ ●▲P❑ ♦♥ ❛ s❡♥s♦r ♥♦❞❡ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❤✉❣❡ ♠❡♠♦r② ✉s❡✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♦❧✈❡rs ❧✐❦❡ ❈P▲❊❳ ❬✼❪ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧❡ss ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦r❡

✶✺



❡✣❝✐❡♥t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♦r ❛ ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t ❤❡✉r✐st✐❝ ♠❛② ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠✲
♣❧❡✱ ❢♦r ❛ ❲❙◆ ♦❢ ✷✵✵ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s✱ ❛ ❧❡❛❞❡r ♥♦❞❡ ❤❛s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts
✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛❜♦✉t ✶✷ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ❛ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶ ▼❇ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ●▲P❑✱
✇❤❡r❡❛s ❧❡ss t❤❛♥ ✸✵✵ ❑❇ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ ✇✐t❤ ❈P▲❊❳✳

❇❡s✐❞❡s P❡❈❖✱ t❤r❡❡ ♦t❤❡r ♣r♦t♦❝♦❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r✲
♣♦s❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❉❊❙❑✱ ✐s ❛ ❢✉❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬✸✸❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ●❆❋ ❬✸✻❪✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡
♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❛r❡❛ ✐♥t♦ ✜①❡❞ sq✉❛r❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ✐♥ ❡❛❝❤
sq✉❛r❡✱ ♦♥❡ s❡♥s♦r ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ r❡♠❛✐♥ ❛❝t✐✈❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❧❛st
♦♥❡✱ t❤❡ ❉✐▲❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧ ❬✶✺❪✱ ✐s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✹❪✳ P❡❈❖ ❛♥❞ ❉✐▲❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♥ ✶✻ s✉❜r❡❣✐♦♥s
✇❛s ♠❛❞❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts
❢♦r ❉✐▲❈❖✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜r❡❣✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛r❡
❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ ♣r♦✲
✈✐❞✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ s❡♥s♦rs ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ s❡♥s✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡
❉✐▲❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧ tr✐❡s t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♣r✐♠❛r② ♣♦✐♥ts✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ P❡❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❢♦r
❡❛❝❤ s❡♥s♦r ♣❡r✐♠❡t❡r✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡
✭l = 1✮ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✳

✺✳✷✳✶ ❈♦✈❡r❛❣❡ ❘❛t✐♦

❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦ ❢♦r ✷✵✵ ❞❡♣❧♦②❡❞ ♥♦❞❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❢♦✉r ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❉❊❙❑✱ ●❆❋✱ ❛♥❞ ❉✐▲❈❖ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r
❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✾✾✳✾✾✪✱ ✾✾✳✾✶✪✱ ❛♥❞ ✾✾✳✵✷✪✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
✾✽✳✼✻✪ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② P❡❈❖ ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛t
t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t❤❡ ❉✐▲❈❖ ❛♥❞ P❡❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧s ♣✉t ♠♦r❡ r❡❞✉♥❞❛♥t s❡♥s♦rs t♦
s❧❡❡♣ st❛t✉s ✭✇❤✐❝❤ s❧✐❣❤t❧② ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r
♣r♦t♦❝♦❧s ❛❝t✐✈❛t❡ ♠♦r❡ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s✳ ▲❛t❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s ✐s
❜❡②♦♥❞ ✼✵✱ ✐t ❝❧❡❛r❧② ❛♣♣❡❛rs t❤❛t P❡❈❖ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❡tt❡r ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦ ❛♥❞
❦❡❡♣s ❛ ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✺✵✪ ❢♦r ❧♦♥❣❡r ♣❡r✐♦❞s ✭✶✺ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ❉✐▲❈❖✱ ✹✵ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❉❊❙❑✮✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② s❛✈❡❞ ❜② P❡❈❖ ✐♥ t❤❡
❡❛r❧② ♣❡r✐♦❞s ❛❧❧♦✇s ❧❛t❡r ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✺✳✷✳✷ ❆❝t✐✈❡ ❙❡♥s♦rs ❘❛t✐♦

▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐❢❡t✐♠❡✳
❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❝t✐✈❡ ♥♦❞❡s r❛t✐♦ ❢♦r ✷✵✵ ❞❡♣❧♦②❡❞ ♥♦❞❡s✳ ❉❊❙❑
❛♥❞ ●❆❋ ❤❛✈❡ ✸✵✳✸✻ ✪ ❛♥❞ ✸✹✳✾✻ ✪ ❛❝t✐✈❡ ♥♦❞❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst ❢♦✉rt❡❡♥ r♦✉♥❞s✱
❛♥❞ t❤❡ ❉✐▲❈❖ ❛♥❞ P❡❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧s ❝♦♠♣❡t❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✇✐t❤ ♦♥❧② ✶✼✳✾✷ ✪ ❛♥❞
✷✵✳✶✻ ✪ ❛❝t✐✈❡ ♥♦❞❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s
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❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ P❡❈❖ s❛✈❡s ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡♥❡r❣②
❜② t✉r♥✐♥❣ ♦✛ s♦♠❡ s❡♥s♦rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✱ ●❆❋
♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r ❡♥❡r❣② s❛✈✐♥❣ t❤❛♥ P❡❈❖ ❢♦r t❤❡ ✜rst ✜❢t② r♦✉♥❞s✳ ■♥❞❡❡❞ ●❆❋
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❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ❲❙◆ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❧✐st❡♥✐♥❣✱ ❛❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ s❧❡❡♣ st❛t✉s ✐s st✉❞✐❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
♥❡t✇♦r❦ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❋✐❣✉r❡s ✽✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ✐❧✲
❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡t✇♦r❦ s✐③❡s ❛♥❞ ❢♦r Lifetime95
❛♥❞ Lifetime50✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ P❡❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠✲
♣❡t✐t✐✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❆s s❤♦✇♥ ❜② ❜♦t❤ ✜❣✉r❡s✱
P❡❈❖ ❝♦♥s✉♠❡s ♠✉❝❤ ❧❡ss ❡♥❡r❣② t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳ ❖♥❡ ♠✐❣❤t t❤✐♥❦
t❤❛t t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ ✐s t♦♦ ❝♦st❧② ✐♥ ❡♥❡r❣②✱ ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧ts
s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ✈❡r② ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ❧♦s❡ ❛ ❜✐t ♦❢ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❡♥s♦rs
t♦ ❛❝t✐✈❛t❡✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞
❝♦✈❡r❛❣❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦✈❡r❤❡❛❞ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ s✐③❡ ✐s t❤❡ ❧♦✇❡st
✇✐t❤ P❡❈❖✳

✺✳✷✳✺ ◆❡t✇♦r❦ ▲✐❢❡t✐♠❡

■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ P❡❈❖ ❛♥❞ ❉✐▲❈❖ ♣r♦t♦✲
❝♦❧s ❛r❡ ❜❡tt❡r ❢♦r ♣r♦❧♦♥❣✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡s ✾✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱
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❋✐❣✉r❡ ✽ ✕ ❊♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣❡r ♣❡r✐♦❞ ❢♦r ✭❛✮ Lifetime95 ❛♥❞
✭❜✮ Lifetime50✳

Lifetime95 ❛♥❞ Lifetime50 ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡t✇♦r❦ s✐③❡s✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ✐♥ t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s✱ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞
✐t ✐s ❝❧❡❛r❧② ❧❛r❣❡r ❢♦r t❤❡ ❉✐▲❈❖ ❛♥❞ P❡❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r ❛ ♥❡t✲
✇♦r❦ ♦❢ ✸✵✵ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✺✵✪✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞
♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✭❜✮ t❤❛t t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s ❛❜♦✉t t✇✐❝❡ ❧♦♥❣❡r ✇✐t❤ P❡❈❖ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ❉❊❙❑ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♠♦r❡ ♦❜✈✐♦✉s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✭❜✮
t❤❛♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✭❛✮ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♣r♦t♦❝♦❧s ✭P❡❈❖ ❛♥❞ ❉✐▲❈❖✮
✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ✺✵✪ ✐s ❢❛r ❧♦♥❣❡r t❤❛♥
✇✐t❤ ✾✺✪✳
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♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ s❛t✐s❢② ❛♥ ❛r❡❛ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 70%✱ 80%✱ 85%✱ 90%✱ ❛♥❞
95% r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠ Pr♦t♦❝♦❧ r❡❢❡rs t♦ ❉✐▲❈❖ ♦r P❡❈❖✳ ■♥❞❡❡❞
t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛ ✶✵✵✪ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ t♦ ❜❡
♠♦♥✐t♦r❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r❡st ✜r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t r❡q✉✐r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦✈❡r❛❣❡
✐♥ s✉♠♠❡r s❡❛s♦♥s ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡ ✽✵% ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ t♦ ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ r❛✐♥② s❡❛✲
s♦♥s ❬✷✶❪✳ ❆s ❛♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜✐r❞s ❤❛❜✐t st✉❞② r❡q✉✐r❡s ♦♥❧② ✼✵%✲❝♦✈❡r❛❣❡ ❛t
♥✐❣❤tt✐♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜✐r❞s ❛r❡ s❧❡❡♣✐♥❣ ✇❤✐❧❡ r❡q✉✐r❡s ✶✵✵%✲❝♦✈❡r❛❣❡ ❛t ❞❛②t✐♠❡
✇❤❡♥ t❤❡ ❜✐r❞s ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ❬✶✽❪✳ P❡❈❖ ❛❧✇❛②s ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❉✐▲❈❖ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡
❧♦✇❡r ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦s✱ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❣r♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s✐③❡✳
❉✐▲❈❖ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s P❡❈❖ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ > 90%✱
❜✉t P❡❈❖ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐❢❡t✐♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❤❡♥ ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦ ❝❛♥ ❜❡
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The Number of Wireless Sensor Nodes
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❋✐❣✉r❡ ✶✵ ✕ ◆❡t✇♦r❦ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦s✳

✺✳✷✳✻ ■♠♣❛❝t ♦❢ α ❛♥❞ β ♦♥ P❡❈❖✬s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❚❛❜❧❡ ✹ s❤♦✇s ♥❡t✇♦r❦ ❧✐❢❡t✐♠❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ α ❛♥❞ β✱ ❛♥❞ ❛
♥❡t✇♦r❦ s✐③❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✷✵✵ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ β ≫ α

♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ♦✈❡r❝♦✈❡r❛❣❡✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❧✐♠✐ts t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s❡♥s♦rs✱ ❜✉t ❛s α ✐s ❧♦✇✱ s♦♠❡ ❛r❡❛s ♠❛② ❜❡ ♣♦♦r❧② ❝♦✈❡r❡❞✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r Lifetime50 ✇✐t❤ β ≫ α ✿ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s ✇✐t❤ ❧♦✇
❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ α ≫ β ✐s ❝❤♦s❡♥✱ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s ❢❛✈♦r❡❞
❡✈❡♥ ✐❢ s♦♠❡ ❛r❡❛s ♠❛② ❜❡ ♦✈❡r❝♦✈❡r❡❞✱ s♦ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ❜✉t ❛
❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs ❛r❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❣♦❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ α = 0.6 ❛♥❞ β = 0.4 s❡❡♠s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❜❡st
❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦✳ ❚❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤✐s s❡tt✐♥❣
❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥s✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦s

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣❡r✐♠❡t❡r ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❲❙◆s ❤❛s
❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳ ❆ ♥❡✇ ♣r♦t♦❝♦❧ ❝❛❧❧❡❞ P❡r✐♠❡t❡r✲❜❛s❡❞ ❈♦✈❡r❛❣❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s
❞❡s✐❣♥❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧ s❝❤❡❞✉❧❡s ♥♦❞❡s✬ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✭✇❛❦❡ ✉♣ ❛♥❞ s❧❡❡♣ st❛❣❡s✮
✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t✐♦ ✇❤✐❧❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❚❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇❛② ✐♥ r❡❣✉❧❛r s✉❜✲
r❡❣✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st❡♣✳ ■t
✇♦r❦s ✐♥ ♣❡r✐♦❞s ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ t♦ s❡❧❡❝t
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❚❛❜❧❡ ✹ ✕ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ α ❛♥❞ β ♦♥ P❡❈❖✬s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
α β Lifetime50 Lifetime95
✵✳✵ ✶✳✵ ✶✺✶ ✵
✵✳✶ ✵✳✾ ✶✹✺ ✵
✵✳✷ ✵✳✽ ✶✹✵ ✵
✵✳✸ ✵✳✼ ✶✸✹ ✵
✵✳✹ ✵✳✻ ✶✷✺ ✵
✵✳✺ ✵✳✺ ✶✶✽ ✸✵
✵✳✻ ✵✳✹ ✾✹ ✺✼
✵✳✼ ✵✳✸ ✾✼ ✹✾
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✵✳✾ ✵✳✶ ✼✼ ✺✵
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t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ s❡♥s♦rs ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ ❛❝t✐✈❡ st❛t✉s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s
♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥ s♦ ❢❛r ❛s ✐t ♣r♦♣♦s❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ s❡♥s♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ♣❡r✐♠❡t❡r ❝♦✈❡r❛❣❡ ❧❡✈❡❧✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣
❛ s❡t ♦❢ t❛r❣❡ts✴♣♦✐♥ts t♦ ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞✳ ❙❡✈❡r❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t P❡❈❖ ✐s
♠♦r❡ ❡♥❡r❣②✲❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❧✐❢❡t✐♠❡✱ ❝♦✈❡r❛❣❡
r❛t✐♦✱ ❛❝t✐✈❡ s❡♥s♦rs r❛t✐♦✱ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①t❡♥t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ❛r❡ ♣❧❛♥♥❡❞ ❢♦r ♠✉❧✲
t✐♣❧❡ s❡♥s✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝✲
❝♦✉♥t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s s❡♥s♦rs ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♥♦❞❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♣♦✐♥t ♦❢
✈✐❡✇s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ P❡❈❖ ♣r♦t♦❝♦❧ ✉s✐♥❣ ❛
s❡♥s♦r✲t❡st❜❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐t ✐♥ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❆❧✐ ❑❛❞❤✉♠ ■❞r❡❡s✬ P❤❉ t❤❡s✐s ✐s ✜♥❛♥❝✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ ♣❛rt ❜② ❯♥✐✈❡rs✐t②
♦❢ ❇❛❜②❧♦♥ ✭■r❛q✮✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❛❧s♦ ♣❛rt✐❛❧❧② ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ▲❛❜❡① ❆❈❚■❖◆
♣r♦❣r❛♠ ✭❝♦♥tr❛❝t ❆◆❘✲✶✶✲▲❆❇❳✲✵✶✲✵✶✮✳

❘é❢ér❡♥❝❡s

❬✶❪ ■❛♥ ❋ ❆❦②✐❧❞✐③✱ ❲❡✐❧✐❛♥ ❙✉✱ ❨♦❣❡s❤ ❙❛♥❦❛r❛s✉❜r❛♠❛♥✐❛♠✱ ❛♥❞ ❊r❞❛❧
❈❛②✐r❝✐✳ ❲✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ✿ ❛ s✉r✈❡②✳ ❈♦♠♣✉t❡r ♥❡t✇♦r❦s✱
✸✽✭✹✮ ✿✸✾✸✕✹✷✷✱ ✷✵✵✷✳

❬✷❪ ●✐✉s❡♣♣❡ ❆♥❛st❛s✐✱ ▼❛r❝♦ ❈♦♥t✐✱ ▼❛r✐♦ ❉✐ ❋r❛♥❝❡s❝♦✱ ❛♥❞ ❆♥❞r❡❛ P❛s✲
s❛r❡❧❧❛✳ ❊♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ✿ ❆ s✉r✈❡②✳ ❆❞
❍♦❝ ◆❡t✇♦r❦s✱ ✼✭✸✮ ✿✺✸✼✕✺✻✽✱ ✷✵✵✾✳

✷✷



❬✸❪ P✳ ❇❡r♠❛♥ ❛♥❞ ●✳ ❈❛❧✐♥❡s❝✉✳ P♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥t ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥
s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ■❊❊❊ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
◆❡t✇♦r❦✐♥❣ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❲❈◆❈✬✵✹✮✱ ♣❛❣❡s ✷✸✷✾✕✷✸✸✹✱ ✷✵✵✹✳

❬✹❪ ▼✐❤❛❡❧❛ ❈❛r❞❡✐ ❛♥❞ ❉✐♥❣✲❩❤✉ ❉✉✳ ■♠♣r♦✈✐♥❣ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦ ❧✐❢❡✲
t✐♠❡ t❤r♦✉❣❤ ♣♦✇❡r ❛✇❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ❲✐r❡❧❡ss ◆❡t✇♦r❦s✱ ✶✶✭✸✮ ✿✸✸✸✕✸✹✵✱
✷✵✵✺✳

❬✺❪ ▼✐❤❛❡❧❛ ❈❛r❞❡✐✱ ▼② ❚ ❚❤❛✐✱ ❨✐♥❣s❤✉ ▲✐✱ ❛♥❞❲❡✐❧✐ ❲✉✳ ❊♥❡r❣②✲❡✣❝✐❡♥t t❛r✲
❣❡t ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ ■◆❋❖❈❖▼ ✷✵✵✺✳ ✷✹t❤ ❆♥♥✉❛❧
❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❙♦❝✐❡t✐❡s✳
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ■❊❊❊✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✱ ♣❛❣❡s ✶✾✼✻✕✶✾✽✹✱ ✷✵✵✺✳

❬✻❪ ❋❛❜✐❛♥ ❈❛st❛ñ♦✱ ❆♥❞ré ❘♦ss✐✱ ▼❛r❝ ❙❡✈❛✉①✱ ❛♥❞ ◆✉❜✐❛ ❱❡❧❛s❝♦✳ ❆ ❝♦❧✉♠♥
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡①t❡♥❞ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤
❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱
✺✷✭❇✮ ✿✷✷✵✕✷✸✵✱ ✷✵✶✹✳

❬✼❪ ❖♣t✐♠✐③❡r ❈P▲❊❳✳ ■❜♠ ✐❧♦❣ ❝♣❧❡① ♦♣t✐♠✐③❡r✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ✿ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✲
✵✶✳✐❜♠✳❝♦♠✴s♦❢t✇❛r❡✴✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✴♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✴❝♣❧❡①✲♦♣t✐♠✐③❡r✴✱ ✷✵✶✵✳

❬✽❪ ❳✐✉ ❉❡♥❣✱ ❉♦♥❣①✐❛♦ ❨✉ ❏✐❣✉♦ ❨✉✱ ❛♥❞ ❈♦♥❣❝♦♥❣ ❈❤❡♥✳ ❚r❛♥s❢♦r♠✐♥❣
❛r❡❛ ❝♦✈❡r❛❣❡ t♦ t❛r❣❡t ❝♦✈❡r❛❣❡ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②
❢♦r ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❙❡♥s♦r
◆❡t✇♦r❦s✱ ✷✵✶✷✱ ❆rt✐❝❧❡ ■❉ ✷✺✹✸✶✽ ✿✶✕✶✷✱ ✷✵✶✷✳

❬✾❪ ❑❛r✐♥❡ ❉❡s❝❤✐♥❦❡❧✳ ❆ ❝♦❧✉♠♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ ❡①t❡♥❞ ❧✐❢❡t✐♠❡
✐♥ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦✳ ❙❡♥s♦rs ✫ ❚r❛♥s❞✉❝❡rs ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✹✭✷✮ ✿✷✹✷✕✷✺✸✱
✷✵✶✷✳

❬✶✵❪ ❘♦❜❡rt ❋♦✉r❡r✱ ❉❛✈✐❞ ▼✳ ●❛②✱ ❛♥❞ ❇r✐❛♥ ❲✳ ❑❡r♥✐❣❤❛♥✳ ❆▼P▲ ✿ ❆ ▼♦❞✲
❡❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❈❡♥❣❛❣❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ✷♥❞
❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✷✳

❬✶✶❪ ❙❤✐❜♦ ❍❡✱ ❳✐❛♦✇❡♥ ●♦♥❣✱ ❏✉♥s❤❛♥ ❩❤❛♥❣✱ ❏✐♠✐♥❣ ❈❤❡♥✱ ❛♥❞ ❨♦✉①✐❛♥ ❙✉♥✳
❈✉r✈❡✲❜❛s❡❞ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❢♦r ❜❛rr✐❡r ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳
■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✶✸✭✷✮ ✿✼✷✹✕✼✸✺✱ ✷✵✶✹✳

❬✶✷❪ ❈❤✐✲❋✉ ❍✉❛♥❣ ❛♥❞ ❨✉✲❈❤❡❡ ❚s❡♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ✇✐r❡❧❡ss
s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦✳ ▼♦❜✐❧❡ ◆❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✶✵✭✹✮ ✿✺✶✾✕✺✷✽✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✸❪ ❑❛✲❙❤✉♥ ❍✉♥❣ ❛♥❞ ❑✐♥❣✲❙❤❛♥ ▲✉✐✳ P❡r✐♠❡t❡r ❝♦✈❡r❛❣❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐♥ ✇✐r❡✲
❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ✉s✐♥❣ s❡♥s♦rs ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦✈❡r r❛♥❣❡✳
❊❯❘❆❙■P ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦✐♥❣✱ ✷✵✶✵✱
✷✵✶✵✳

❬✶✹❪ ❆❧✐ ❑❛❞❤✉♠ ■❞r❡❡s✱ ❑❛r✐♥❡ ❉❡s❝❤✐♥❦❡❧✱ ▼✐❝❤❡❧ ❙❛❧♦♠♦♥✱ ❛♥❞ ❘❛♣❤❛ë❧ ❈♦✉✲
t✉r✐❡r✳ ❈♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥❡r❣② ✇✐r❡❧❡ss
s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ ■❈◆ ✷✵✶✹✱ ❚❤❡ ❚❤✐rt❡❡♥t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
◆❡t✇♦r❦s✱ ♣❛❣❡s ✹✾✕✺✹✱ ✷✵✶✹✳

❬✶✺❪ ❆❧✐ ❑❛❞❤✉♠ ■❞r❡❡s✱ ❑❛r✐♥❡ ❉❡s❝❤✐♥❦❡❧✱ ▼✐❝❤❡❧ ❙❛❧♦♠♦♥✱ ❛♥❞ ❘❛♣❤❛ë❧ ❈♦✉✲
t✉r✐❡r✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r
♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ❘❘✲❋❊▼❚❖✲❙❚✲✷✻✷✸✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❋r❛♥❝❤❡✲
❈♦♠t❡ ✲ ❋❊▼❚❖✲❙❚ ■♥st✐t✉t❡✱ ❉■❙❈ ❘❡s❡❛r❝❤ ❉❡♣❛rt♠❡♥t✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✺✳

✷✸



❬✶✻❪ ◆✳ ❏❛❣❣✐ ❛♥❞ ❆✳❆✳ ❆❜♦✉③❡✐❞✳ ❊♥❡r❣②✲❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦✈❡r❡❛❣❡ ✐♥ ✇✐r❡✲
❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ♦❢ ✹t❤ ❆s✐❛♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ▼♦❜✐❧❡ ❈♦♠✲
♣✉t✐♥❣ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❆▼❖❈✷✵✵✻✱ ♣❛❣❡s ✼✼✕✽✻✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✼❪ ❍②✉♥❜✉♠ ❑✐♠ ❛♥❞ ❏♦r❣❡ ❆ ❈♦❜❜✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ❜❛rr✐❡r✲
❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ ✶✾t❤ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r✲
❡♥❝❡ ♦♥ ◆❡t✇♦r❦s ✭■❈❖◆✮✱ ✷✵✶✸✱ ♣❛❣❡s ✶✕✻✱ ✷✵✶✸✳

❬✶✽❪ ❏✳ ❑✉♠❛❣❛✐✳ ▲✐❢❡ ♦❢ ❜✐r❞s ❬✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❜✐r❞ st✉❞②❪✳ ❙♣❡❝tr✉♠✱
■❊❊❊✱ ✹✶✭✹✮ ✿✹✷✕✹✾✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✹✳

❬✶✾❪ ❊✈❛ ❑ ▲❡❡✱ ❘✐❝❤❛r❞ ❏ ●❛❧❧❛❣❤❡r✱ ❉❛✈✐❞ ❙✐❧✈❡r♥✱ ❈❤❡♥❣✲❙❤✐❡ ❲✉✉✱ ❛♥❞
▼❛r❝♦ ❩❛✐❞❡r✳ ❚r❡❛t♠❡♥t ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❢♦r ❜r❛❝❤②t❤❡r❛♣② ✿ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♣r♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ t✇♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤
♣❡r♠❛♥❡♥t ♣r♦st❛t❡ ✐♠♣❧❛♥t ♣❧❛♥♥✐♥❣✳ P❤②s✐❝s ✐♥ ▼❡❞✐❝✐♥❡ ❛♥❞ ❇✐♦❧♦❣②✱
✹✹✭✶✮ ✿✶✹✺✱ ✶✾✾✾✳

❬✷✵❪ ▼♦ ▲✐ ❛♥❞ ❆t❤❛♥❛s✐♦s ❱ ❱❛s✐❧❛❦♦s✳ ❆ s✉r✈❡② ♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss
s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ✿ ❚❛①♦♥♦♠②✱ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞②✱ ❛♥❞ ♦♣❡♥ ✐ss✉❡s✳ Pr♦❝❡❡❞✲
✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊✱ ✶✵✶✭✶✷✮ ✿✷✺✸✽✕✷✺✺✼✱ ✷✵✶✸✳

❬✷✶❪ ❨✐♥❣s❤✉ ▲✐✱ ❈❤✐♥❤ ❱✉✱ ❈❤✉♥②✉ ❆✐✱ ●✉❛♥t❛♦ ❈❤❡♥✱ ❛♥❞ ❨✐ ❩❤❛♦✳ ❚r❛♥s✲
❢♦r♠✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ♣❛rt✐❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r
✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞
❙②st❡♠s✱ ✷✷✭✹✮ ✿✻✾✺✕✼✵✸✱ ✷✵✶✶✳

❬✷✷❪ ❍✉✐ ▲✐♥❣ ❛♥❞ ❚❛✐❡❜ ❩♥❛t✐✳ ❊♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥t ❛❞❛♣t✐✈❡ s❡♥s✐♥❣ ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝
❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞
◆❡t✇♦r❦✐♥❣ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✷✵✵✾✳ ❲❈◆❈ ✷✵✵✾✳ ■❊❊❊✱ ♣❛❣❡s ✶✕✻✱ ✷✵✵✾✳

❬✷✸❪ ❆♥❞r❡✇ ▼❛❦❤♦r✐♥✳ ❚❤❡ ❣❧♣❦ ✭❣♥✉ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❦✐t✮✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ✿
❤tt♣s ✿✴✴✇✇✇✳❣♥✉✳♦r❣✴s♦❢t✇❛r❡✴❣❧♣❦✴✱ ✷✵✶✷✳

❬✷✹❪ ❙✳ ▼✐sr❛✱ ▼✳ P✳ ❑✉♠❛r✱ ❛♥❞ ▼✳ ❙✳ ❖❜❛✐❞❛t✳ ❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❧♦❝❛❧✲
✐③❡❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❛r❡❛ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳
❈♦♠♣✉t❡r ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✸✹✭✶✷✮ ✿✶✹✽✹✕✶✹✾✻✱ ✷✵✶✶✳

❬✷✺❪ ❚✳❱✳ P❛❞♠❛✈❛t❤② ❛♥❞ ▼✳ ❈❤✐tr❛✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ✇✐r❡❧❡ss
s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ✉s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ❡♥❡r❣② ❡①tr❛❝t✐♦♥✲❤②❜r✐❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✳ ■♥t✳ ❏✳ ♦❢ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ◆❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❙②st❡♠ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✸✭✶✮ ✿✾✽✕
✶✵✻✱ ✷✵✶✵✳

❬✷✻❪ ❉❛♥✐❡❧❡ P✉❝❝✐♥❡❧❧✐ ❛♥❞ ▼❛rt✐♥ ❍❛❡♥❣❣✐✳ ❲✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ✿ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♦❢ ✉❜✐q✉✐t♦✉s s❡♥s✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s
▼❛❣❛③✐♥❡✱ ✺✭✸✮ ✿✶✾✕✸✶✱ ✷✵✵✺✳

❬✷✼❪ ❆r✉♥ ❑ P✉❥❛r✐✳ ❍✐❣❤✲❡♥❡r❣②✲✜rst ✭❤❡❢✮ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r ❡♥❡r❣②✲❡✣❝✐❡♥t t❛r❣❡t
❝♦✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆❞ ❍♦❝✱ ❙❡♥s♦r ✫ ❯❜✐q✉✐t♦✉s
❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✷✭✶✮ ✿✹✺✕✺✽✱ ✷✵✶✶✳

❬✷✽❪ ❨✐♣❡♥❣ ◗✉ ❛♥❞ ❙t❛✈r♦s ❱ ●❡♦r❣❛❦♦♣♦✉❧♦s✳ ❆ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛r❡❛ ❝♦✈❡r❛❣❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❡♥s♦rs ✇✐t❤ ❛❞❥✉st❛❜❧❡
s❡♥s✐♥❣ r❛♥❣❡✳ ■♥ ■❊❊❊ ●❧♦❜❛❧ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭●▲❖❇❊✲
❈❖▼✮✱ ✷✵✶✸✱ ♣❛❣❡s ✷✽✻✕✷✾✶✱ ✷✵✶✸✳

✷✹



❬✷✾❪ ❚✐❢❡♥♥ ❘❛✉❧t✱ ❆❜❞❡❧♠❛❞❥✐❞ ❇♦✉❛❜❞❛❧❧❛❤✱ ❛♥❞ ❨❛❝✐♥❡ ❈❤❛❧❧❛❧✳ ❊♥❡r❣② ❡✣✲
❝✐❡♥❝② ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ✿ ❆ t♦♣✲❞♦✇♥ s✉r✈❡②✳ ❈♦♠♣✉t❡r ◆❡t✇♦r❦s✱
✻✼ ✿✶✵✹✕✶✷✷✱ ✷✵✶✹✳

❬✸✵❪ ❆❧♦❦ ❙✐♥❣❤✱ ❆♥❞r➹➞ ❘♦ss✐✱ ❛♥❞ ▼❛r❝ ❙❡✈❛✉①✳ ▼❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❢♦r q✲❝♦✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✈❡rs✐♦♥s ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣
❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✹✺✭✺✮ ✿✻✵✾✕✻✷✻✱ ✷✵✶✸✳

❬✸✶❪ ❆✳ ❱❛r❣❛✳ ❖♠♥❡t✰✰ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ✿
❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳♦♠♥❡t♣♣✳♦r❣✱ ✷✵✵✸✳

❬✸✷❪ ❈✳ ❚✳ ❱✉✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❡♥❡r❣②✲❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛r❡❛ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠s
✐♥ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ●❡♦r❣✐❛ ❙t❛t❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✷✵✵✾✳

❬✸✸❪ ❈❤✐♥❤ ❱✉✱ ❙❤❛♥ ●❛♦✱ ❲✐✇❡❦ ❉❡s❤♠✉❦❤✱ ❛♥❞ ❨✐♥❣s❤✉ ▲✐✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞
❡♥❡r❣②✲❡✣❝✐❡♥t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❦✲❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✲
✇♦r❦s✳ ■♥ ■❊❊❊ ▼✐❧✐t❛r② ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✷✵✵✻✳ ▼■▲❈❖▼
✷✵✵✻✱ ♣❛❣❡s ✶✕✼✱ ✷✵✵✻✳

❬✸✹❪ ❇❛♥❣ ❲❛♥❣✳ ❈♦✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ✿ ❆ s✉r✈❡②✳ ❆❈▼
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙✉r✈❡②s ✭❈❙❯❘✮✱ ✹✸✭✹✮ ✿✸✷✕✺✸✱ ✷✵✶✶✳

❬✸✺❪ ❳✐❛♦❢❡✐ ❳✐♥❣✱ ❏✐❡ ▲✐✱ ❛♥❞ ●✉♦❥✉♥ ❲❛♥❣✳ ■♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❢♦r
t❛r❣❡t ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ ▼♦❜✐❧❡ ❆❞✲
❤♦❝ ❛♥❞ ❙❡♥s♦r ◆❡t✇♦r❦s ✭▼❙◆✮✱ ✷✵✶✵ ❙✐①t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥✱
♣❛❣❡s ✼✾✕✽✹✱ ✷✵✶✵✳

❬✸✻❪ ❨❛ ❳✉✱ ❏♦❤♥ ❍❡✐❞❡♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❉❡❜♦r❛❤ ❊str✐♥✳ ●❡♦❣r❛♣❤②✲✐♥❢♦r♠❡❞ ❡♥❡r❣②
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❞ ❤♦❝ r♦✉t✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✼t❤ ❛♥♥✉❛❧ ✐♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼♦❜✐❧❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✼✵✕✽✹✱ ✷✵✵✶✳

❬✸✼❪ ❚✐♥❣ ❨❛♥✱ ❨✉ ●✉✱ ❚✐❛♥ ❍❡✱ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❆ ❙t❛♥❦♦✈✐❝✳ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❡♥s✐♥❣ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝✲
t✐♦♥s ♦♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙②st❡♠s ✭❚❊❈❙✮✱ ✼✭✸✮ ✿✸✸✱ ✷✵✵✽✳

❬✸✽❪ ❈❤❛♥❣❧✐♥ ❨❛♥❣ ❛♥❞ ❑✇❛♥✲❲✉ ❈❤✐♥✳ ◆♦✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡ t❛r❣❡ts
❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥s ▲❡tt❡rs✱ ✶✽✭✶✮ ✿✶✶✽✕✶✷✶✱ ✷✵✶✹✳

❬✸✾❪ ❈❤❛♥❣❧✐♥ ❨❛♥❣ ❛♥❞ ❑✇❛♥✲❲✉ ❈❤✐♥✳ ❆ ♥♦✈❡❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
❝♦♠♣❧❡t❡ t❛r❣❡ts ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥ ❡♥❡r❣② ❤❛r✈❡st✐♥❣ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥
■❊❊❊ ■❈❈ ✷✵✶✹✲ ❆❞✲❤♦❝ ❛♥❞ ❙❡♥s♦r ◆❡t✇♦r❦✐♥❣ ❙②♠♣♦s✐✉♠✱ ♣❛❣❡s ✸✻✶✕
✸✻✻✱ ✷✵✶✹✳

❬✹✵❪ ▼❡♥❣♠❡♥❣ ❨❛♥❣ ❛♥❞ ❏✐❡ ▲✐✉✳ ❆ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❍✐❞✐♥❣ ❛♥ ❞▼✉❧t✐✲
♠❡❞✐❛ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ❯❜✐q✉✐t♦✉s ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✱ ✺✭✷✮ ✿✷✾✻✕✸✵✶✱ ✷✵✶✹✳

❬✹✶❪ ❏❡♥♥✐❢❡r ❨✐❝❦✱ ❇✐s✇❛♥❛t❤ ▼✉❦❤❡r❥❡❡✱ ❛♥❞ ❉✐♣❛❦ ●❤♦s❛❧✳ ❲✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r
♥❡t✇♦r❦ s✉r✈❡②✳ ❈♦♠♣✉t❡r ♥❡t✇♦r❦s✱ ✺✷✭✶✷✮ ✿✷✷✾✷✕✷✸✸✵✱ ✷✵✵✽✳

❬✹✷❪ ❍✳ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❏✳ ❈✳ ❍♦✉✳ ▼❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ s❡♥s✐♥❣ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐♥
❧❛r❣❡ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❆❞ ❍♦❝ ✫ ❙❡♥s♦r ❲✐r❡❧❡ss ◆❡t✇♦r❦s✱ ✶✭✶✲✷✮✱ ✷✵✵✺✳

❬✹✸❪ ❩♦♥❣❤❡♥❣ ❩❤♦✉✱ ❙❛♠✐r ❘ ❉❛s✱ ❛♥❞ ❍✐♠❛♥s❤✉ ●✉♣t❛✳ ❱❛r✐❛❜❧❡ r❛❞✐✐ ❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ s❡♥s♦r ❝♦✈❡r ✐♥ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙❡♥s♦r ◆❡t✲
✇♦r❦s ✭❚❖❙◆✮✱ ✺✭✶✮ ✿✽✱ ✷✵✵✾✳

✷✺



❬✹✹❪ ❉✐♠✐tr✐♦s ❩♦r❜❛s✱ ❉✐♠✐tr✐s ●❧②♥♦s✱ P❛♥❛②✐♦t✐s ❑♦t③❛♥✐❦♦❧❛♦✉✱ ❛♥❞ ❈❤r✐st♦s
❉♦✉❧✐❣❡r✐s✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ✉s✐♥❣
❝♦✈❡r s❡ts✳ ❆❞ ❍♦❝ ◆❡t✇♦r❦s✱ ✽✭✹✮ ✿✹✵✵✕✹✶✺✱ ✷✵✶✵✳

✷✻




