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❱✐s✉❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛ t✉r❜✐❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡❞✐❛ ❜② ♠❡❛♥s ❧✐❣❤t✲❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞s ✐s ♥♦t ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t❛s❦ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣✱
✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s ✐♠❛❣❡ ❜❧✉r✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛❧❧❡❞ ❙tr✉❝✲
t✉r❡❞ ▲❛s❡r ■❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ P❧❛♥❛r ■♠❛❣✐♥❣ ✭❙▲■P■✮ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
✜❡❧❞ ♦❢ s♣r❛② ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧✐❣❤t ❝♦❞✐♥❣ str❛t❡❣② t♦ ❞✐s✲
t✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧② s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
❢r♦♠ t❤❡ ❧❛tt❡r t♦ ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙▲■P■ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❞❡✈✐✲
❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦
❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡
❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❙▲■P■ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉♥❞❡r ✇❡❧❧✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛tt❡r❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛❞✐❛t✐✈❡ ❚r❛♥s❢❡r ❊q✉❛t✐♦♥ ❜✉t
♠♦❞✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞
t♦ ✭✶✮ ✐❣♥♦r❡ ❛❧❧ ♦✛✲❛①✐s ✐♥t❡♥s✐t② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ✭✷✮ t♦ tr❡❛t ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞✲
❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞✲s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ❡q✉❛❧❧② ❛s ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡s❡ t♦ t❤❡ r✉❧❡s ❣♦✈❡r♥✐♥❣
t❤❡ ❙▲■P■ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡❧② s❤♦✇s t❤❛t ♦♣t✐❝❛❧ ♠❡✲
❛s✉r❡♠❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞✴♦r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐♥ t✉r❜✐❞ ♠❡❞✐❛ ❝❛♥ ❜❡
s✉❜❥❡❝t t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡rr♦rs ✐❢ ♥♦t ❛❧❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❧✐❣❤t✲♠❛tt❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡✱ ❛s ✇❡r❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❛t ❢♦r✇❛r❞✲s❝❛tt❡r✐♥❣
❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❡s♣❡✲
❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ♣r♦❜✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❛t❤❡r ✉♥❡①♣❡❝t❡❞❧②✱
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s♣r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❧✐❣❤t✲♣r♦❜❡ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦rs ♦♥❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✳
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♦❢ ❧✐q✉✐❞ ✐♥t♦ ✜♥❡✱ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞r♦♣❧❡ts ❬✶❪✳ ❙▲■P■ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✭✶✮ ❧❛s❡r s❤❡❡t ✐♠❛✲
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✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❬✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ❡♠♣❧♦②s ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t♦ ♣❡r♠✐t ❛❞❞❡❞
♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❛ ❧❛s❡r s❤❡❡t ✐s t♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡ ♦♥❧② ❛
s✐♥❣❧❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ♦♣t✐❝❛❧❧② s❡❧❡❝t ❛ ✧s❧✐❝❡✧ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆ ❝❛♠❡r❛
♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t ❛ ✾✵ ❞❡❣r❡❡s ❛♥❣❧❡ r❡❝♦r❞s t❤❡ s✐❣♥❛❧ t❤❛t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛s❡r
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❞♦♠✐♥❛t❡s ✐♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t ♠❡t❤♦❞ ❛ss✉♠❡s ❞✐r❡❝t s❝❛tt❡r✐♥❣
♦♥❧②✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧② s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ❝❛✉s❡s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs s✉❝❤ ❛s
❛ r❡❞✉❝❡❞ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st✱ ❝♦♥❝❡❛❧♠❡♥t ♦❢ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✐♥❝♦rr❡❝t ✐♥t❡♥s✐t② ❧❡✈❡❧s
❬✻❪✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡✱ ❧❛s❡r s❤❡❡t ✐♠❛❣✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡❞
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✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✖ ❛ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❛♠❡❞ ❙▲■P■✳ ❲✐t❤ ❙▲■P■✱ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ ✐s
❣✉✐❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❘♦♥❝❤✐ ❣r❛t✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞s ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡
t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✭t♦♣✲❤❛t ❧✐❦❡✮ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t✳ ❚❤❡
❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡ ❤❛s ♦♥❡ ♣r✐♠❛r② ♣✉r♣♦s❡✿ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠❡❛♥s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥
❧✐❣❤t t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❡❛t❡❞❧② s❝❛tt❡r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❧✐❣❤t t❤❛t ❤❛s ♦♥❧②
✐♥t❡r❛❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦♥❝❡✳ ❖♥❧② ❧✐❣❤t t❤❛t ✐s ❞✐r❡❝t❧② s❝❛tt❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛s❡r
s❤❡❡t t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥
t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♠❛❣❡✱ ✇❤❡r❡❛s ❧✐❣❤t t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ s❝❛tt❡r❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ❧♦s❡ t❤✐s
str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❇② ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✉♥✇❛♥t❡❞
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❣r❡❛t❧② s✉♣♣r❡ss❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✐❞✱
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✳

■♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙▲■P■
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❑r✐st❡♥ss♦♥ ❛♥❞ ❝♦✇♦r❦❡rs ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❝✉✈❡tt❡s
✇✐t❤ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ♣♦❧②st②r❡♥❡ s♣❤❡r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ s❝❛tt❡r❡❞
❛♥❞ ❛❜s♦r❜❡❞ ❧✐❣❤t ❬✼❪✳ ◆✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ✇❡r❡ ❛❧t❡r❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
❢❛s❤✐♦♥✱ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡♠ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ❇♦✉❣✉❡r✲❇❡❡r ❧❛✇✳✶ ■t ✇❛s
❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❙▲■P■ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✐❞ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ t❤✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❧❛✇✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❧❛r❣❡r
❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❛ tr❡♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ t❤❡ s✐③❡✲r❛♥❣❡ ✶ t♦ ✸✵
µ♠✱ ❧❛r❣❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧♦❜❡ t❤❛t ❣r♦✇s ✐♥ ♠❛❣✲
♥✐t✉❞❡ ✇✐t❤ s✐③❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✖ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❙✐♥❝❡ ❧✐❣❤t t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠
✐ts ✐♥✐t✐❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐❧❧ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❙▲■P■✱ ✐t ❝❛♥♥♦t
❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤✉s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ❇♦✉❣✉❡r✲❇❡❡r ❧❛✇✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ❢♦r✇❛r❞✲s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧♦❜❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r
t❤r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡s✳
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4.5 µm 15 µm 25 µm

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ▼✐❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡s ✭λ = 447 ♥♠✮✱ s❤♦✇♥
✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ✭✉♥❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧✮ ❧✐♥❡❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ str♦♥❣ ❢♦r✇❛r❞✲s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳

✶❆❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❇❡❡r✬s ❧❛✇✱ t❤❡ ❇❡❡r✲▲❛♠❜❡rt ❧❛✇✱ t❤❡ ▲❛♠❜❡rt✲❇❡❡r ❧❛✇✱ ♦r t❤❡ ❇❡❡r✲▲❛♠❜❡rt✲
❇♦✉❣✉❡r ❧❛✇ ❡t❝✳✱ ❜✉t ✐t ✐s ✐♥❝♦rr❡❝t t♦ ❛❝❝r❡❞✐t ▲❛♠❜❡rt t♦ t❤✐s ❧❛✇✱ s✐♥❝❡ ❇♦✉❣✉❡r ♠❛❞❡ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❬✽❪✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ s❡❡ ❬✾❪✳
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❚❤✐s ♣❛♣❡r s❡❡❦s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ❚♦
❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❡♥❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❧✐❣❤t✲♠❛tt❡r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❙▲■P■ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❙▲■P■ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉♥❞❡r ✇❡❧❧✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛❞✐❛t✐✈❡ ❚r❛♥s❢❡r ❊q✉❛t✐♦♥
✭❘❚❊✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛tt❡r❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts

✷✳✶ ❙▲■P■ ♦♣t✐❝❛❧ s❡t✉♣

❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❚❤❡ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t
✭λ = 447 ♥♠✮ ✇❛s ✜rst ❡①♣❛♥❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡ ♦❢ t✇♦ ❧❡♥s❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ❣✉✐❞❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛♣❡rt✉r❡ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✱ t♦♣✲❤❛t ❧✐❦❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t ✇❛s t❤❡♥
❣✉✐❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❘♦♥❝❤✐ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❣r❛t✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛r❛❝ts t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t✱ ❛♥❞ ❛
❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❧❡♥s ❢♦❝✉s❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡rs ♦♥t♦ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝✉tt❡r✳ ❚❤❡
♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❞❡✈✐❝❡ ✇❛s t♦ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❜❧♦❝❦ ❛❧❧ ❜✉t t❤❡ t✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦r❞❡rs✳
❆s t❤❡s❡ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ✐♥t❡♥s❡ ❜❡❛♠s ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ t❤❡② ❝r❡❛t❡❞✱ ❜② ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ ❛
s✐♥✉s♦✐❞❛❧❧② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❧❡♥s ✇❛s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦
❢♦❝✉s t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❧✐❣❤t ✐♥t♦ ❛ t❤✐♥ s❤❡❡t ♦❢ ❧✐❣❤t ✭≈ ✶✵✵ µ♠✮✳ ❆ s❡❝♦♥❞ t❡❧❡s❝♦♣❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✭❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❧❡♥s❡s✮ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❛❧t❡r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❆ s❡♥s✐t✐✈❡ ❊▼✲❈❈❉ ✭❆♥❞♦r ▲✉❝❛✮✱ ♠♦✉♥t❡❞ ❛t ❛ ✾✵ ❞❡❣r❡❡s ❛♥❣❧❡✱
✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t✳

CL SFG CL CL

EM-CCD

SL SL

Top view

Side view

A

1000
50

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✳ ❙▲ ❂ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ▲❡♥s✳ ❆ ❂ ❆♣❡rt✉r❡✳ ● ❂
●r❛t✐♥❣✳ ❈▲ ❂ ❈②❧✐♥❞❡r ▲❡♥s✳ ❙❋ ❂ ❙♣❛t✐❛❧ ❋✐❧t❡r✳

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ s✐♥❣❧②✲ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧② s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t✳ ▲✐❣❤t
t❤❛t ✐s r❡♣❡❛t❡❞❧② s❝❛tt❡r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❡♥❞ t♦ ❧♦♦s❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡
t❤❛t ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s ❞✐r❡❝t❧② ✭s✐♥❣❧②✮ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t r❡✲
♠❛✐♥s ❢❛✐t❤❢✉❧ t♦ t❤✐s s♣❛t✐❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ■❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡
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✐s s❧✐❣❤t❧② ❛❧t❡r❡❞✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t❧② s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t s❤✐❢ts ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧② s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t
r❡♠❛✐♥s ✉♥❛✛❡❝t❡❞✳ ❇② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣✐①❡❧✲✇✐s❡ r♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ✭❘▼❙✮ ❜❡t✇❡❡♥
t❤r❡❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s✉❜✐♠❛❣❡s ❤❛✈✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ♣❤❛s❡s ♦❢ ✵✱ 2π/3 ❛♥❞ 4π/3 t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✖ t❤❡ s✐♥❣❧② s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ✖ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❉❈✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✖
t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧② s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ✖ ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳

φ = 0 φ = 2π/3 φ = 4π/3

SLIPIConventional

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❚❤❡ ❙▲■P■ ♣r♦❝❡ss✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉✈❡tt❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
st✉❞②✳ ❚♦ s✉♣♣r❡ss t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧② s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ✭❛♥❞ ♦t❤❡r s✐❣♥❛❧
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✮✱ t❤r❡❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s✉❜✐♠❛❣❡s ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞✱ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧
♣❤❛s❡ ✐s ❛❧t❡r❡❞ 1/3 ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ✧❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧✧
✐♠❛❣❡ s❤♦✇s t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧② s❝❛tt❡r❡❞
❧✐❣❤t✱ ✇❤❡r❡ ✉♥✇❛♥t❡❞ s✐❣♥❛❧ st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♥♦♥✲✐rr❛❞✐❛t❡❞ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❙✉❝❤ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② r❡♠♦✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙▲■P■ ❞❛t❛
♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

❚❤❡ ❙▲■P■ ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❆❧❧
s✐❣♥❛❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤✐❧❡ ✉♥✇❛♥t❡❞
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♦t❤❡r ✭♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧♦✇✮ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥✲
❝✐❡s✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣✐①❡❧✲✇✐s❡ ❘▼❙ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ s✉❜✐♠❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r
s❤❡❡t✳

✷✳✷ ❙❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥

❙✐① ♠✐①t✉r❡s ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ♥♦♥✲❛❜s♦r❜✐♥❣ ♠✐❝r♦s♣❤❡r❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱
❤❛✈✐♥❣ ❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢ ✹✳✺✱ ✻✱ ✶✵✱ ✶✺✱ ✷✵ ❛♥❞ ✷✺ µ♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s♣❤❡r✐❝❛❧✳ ❆❧❧ ♠✐①t✉r❡s ✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ♦♣❛❝✐t② ♦❢ OD = 2
✭♦♣t✐❝❛❧ ❞❡♣t❤✮ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✹✹ ♠♠✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ♦❢
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✵✳✵✹✺ mm−1✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ✐♥ ✺ ♠❧ ❝♦♥t❛✐♥❡rs✱ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❜❛t❝❤✳ ❇② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ✭σs✮
❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛✈❡r❛❣❡
❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❊❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ♣r❡♣❛r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿

✶✳ ❆♥ ❡♠♣t② ✷ ❧✐t❡rs ❜♦tt❧❡ ✇❛s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ s❝❛❧❡ ✇✐t❤ ♠✐❧❧✐❣r❛♠ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞
✐ts ✇❡✐❣❤t ✇❛s ♥♦t❡❞✳

✷✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ❡♠♣t✐❡❞ ✐♥t♦ t♦ t❤❡ ❜♦tt❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡r ❝❛r❡❢✉❧❧② r✐♥s❡❞✳
❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❛s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

✸✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇❛t❡r s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ✇❛s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦tt❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡
s❝❛❧❡ t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ❛❞❞❡❞ ✈♦❧✉♠❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇❛t❡r ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤
❝❛s❡ ❞✐✛❡r❡❞✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✈❛r✐❡❞ s❧✐❣❤t❧②✳

✹✳ ✶✵✵ ♠❧ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ✇❛s ♣♦✉r❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❣❧❛ss ❝✉✈❡tt❡ ✭44× 34× 100 mm3✮✳

✺✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s st✐❝❦✐♥❣ ♦♥t♦ t❤❡ ❣❧❛ss s✉r❢❛❝❡s✱ t❤❡ ❝✉✈❡tt❡ ✇❛s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥
❛♥ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ❝❧❡❛♥❡r ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❙✐③❡ ❬µ♠❪ ✹✳✺ ✻ ✶✵ ✶✺ ✷✵ ✷✺

N ✷✳✹✾✺·109 ✶✳✵✺·109 ✷✳✷✼✺·108 ✻✳✼✺·108 ✷✳✽✹·107 ✶✳✹✺✺·107
σs ❬µm

2] ✸✺✳✵ ✻✵✳✾ ✷✵✽ ✹✵✼ ✺✼✶ ✾✽✹
H2O ❬ml] ✶✾✽✻✳✹✻ ✶✸✼✻✳✶✺ ✽✸✶✳✺✵✻ ✺✻✶✳✺✻✹ ✹✶✶✳✺✾✹ ✸✷✶✳✶✾✷
C ❬mm−3] ✶✸✸✵ ✽✵✼ ✷✶✽ ✶✵✾ ✽✺✳✼ ✹✼✳✼

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❙❛♠♣❧❡✲r❡❧❛t❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ N ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ✺ ♠❧ ❜♦tt❧❡✱ σs ✐s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱ H2O ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
✇❛t❡r ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ C✱ t❤❛t ❣✐✈❡s ❛♥ OD ♦❢ ✷ ♦✈❡r ✹✹
♠♠✳ ❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❞✐❛♠❡t❡rs ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r ✇❡r❡✿ ✹✳✺✶✽✱ ✺✳✾✹✱ ✶✶✳✵✵✱
✶✺✳✻✻✱ ✶✽✳✼✾✱ ✷✹✳✾✵ µ♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✳✸ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t s❝❤❡♠❡

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✇❛s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥
t❤❡ ▼✐❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛ ❙▲■P■ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱
❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡❛✲
s♦♥s✳ ❲❤❡♥ ✈✐s✉❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ▼✐❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ❢r♦♠ ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s❛♠♣❧❡
✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ♠✐♥✉t❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✲ ❛♥❞
❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❛♣✐❞ ❛♥❣✉❧❛r ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ▼✐❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❡①❛❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥✲
❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛s❡r s❤❡❡t ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❛♥❣❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❈r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❡❧❛st✐❝❛❧❧② s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ✇❛s
❝♦❧❧❡❝t❡❞✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❇♦✉❣✉❡r✲❇❡❡r
❧❛✇ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❇♦t❤ ❙▲■P■ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ▼✐❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧♦❜❡s ♠❛❦❡ ❛♥② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳

❜♦t❤ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛ss❡ss ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s ▼✐❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❜❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡✳

❚♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ✐ss✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐❞❡✲s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧♦❜❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ❛ s♠❛❧❧
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢✉♦r❡s❝✐♥❣ ❞②❡ ✇❛s ❛❞❞❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♠✐①t✉r❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✲❡❧❛st✐❝ ✢✉♦r❡s✲
❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♥❡❛r❧② ✐s♦t♦♣✐❝ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r ❛❧❧ ♠✐①t✉r❡s ✉♥❞❡r st✉❞②✱ t❤❡ ❡①❛❝t
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r✳ ❇②
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞❡❞ ❞②❡ ✭OD ≈ 0.1✮✱ t❤❡ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ t❤✉s ❛❧❧♦✇❡❞ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❧♦ss ♦❢ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❞✐st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❝✐✜❝s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✺
✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❜❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢✉♦r❡s❝✐♥❣ ❞②❡ ✇❛s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉✲
✈❡tt❡✳ ❙▲■P■ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜♦t❤ ♣r✐♦r t♦ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❞②❡ ✇❛s
❛❞❞❡❞✱ t❤✉s ♣❡r♠✐tt✐♥❣ ✉s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ OD ✭❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮✳ ❆s t❤❡
❞②❡ ❡♠✐tt❡❞ ❧✐❣❤t ♥❡❛r❧② ✐s♦tr♦♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝✉✈❡tt❡
❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ♦♥❧② t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❡♥❡r❣② ❝❛✉s❡❞ ❜② s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇❛s
♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ t❤❡ ❛❞❞❡❞ ♦♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❞②❡ ✇❛s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❢♦r ✭r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮✳



✼

❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡s ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ✇❛t❡r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❬✶✵❪

n(λ) = A+
B

λ2
+

C

λ4

✇❤❡r❡✱ ✐❢ λ ✐s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ♥♠✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts A = 1.5725✱
B = 3108.0✱ ❛♥❞ C = 34779 · 104✳

✸ ❚❤❡♦r②

❚❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❙▲■P■ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ♥♦✇ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡
❛✐♠ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❙▲■P■
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❜♦t❤ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♥❡❡❞s t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❙▲■P■ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ t✇♦
♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♦❢ t❤✐s t❛s❦ ❛r❡✿ ✭✶✮ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❧❛s❡r s❤❡❡t ❛♥❞ ✭✷✮
❧✐❣❤t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✭❛s t❤❡s❡ ❛r❡ s✉♣♣r❡ss❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❙▲■P■ t❡❝❤♥✐q✉❡✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥
❝♦rr♦❜♦r❛t❡s ❛❧❧ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❝❛♥✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ❞❡s✐❣♥ ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❚❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❘❚❊✮ ❬✶✶✱ ✶✷❪ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❛❞♦♣t❡❞ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧
❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ r❛♥❞♦♠ ♠❡❞✐❛✳ ❚❤❡ ❘❚❊ q✉❛♥t✐✜❡s
t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② I(r, n̂) ❛t ❛ ♣♦✐♥t r ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥ n̂✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ✐❣♥♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝❛❧❛r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❘❚❊✳ ❆
✈❡❝t♦r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❚❊ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts
❜② ❛♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❙t♦❦❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❬✶✸✱ ✶✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛✈❡ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
s❝❛❧❛r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❘❚❊ s✉✣❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❘❚❊ ❤♦❧❞s ❢♦r s♣❛rs❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

❚❤❡ ❘❚❊ ❤❛s ♥♦ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛♣♣❧②✱ ✇❤✐❝❤
❧❡❛❞s t♦ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❣r❡❛t ✈❛❧✉❡✳ ❖♥❡ s✉❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡ s❝❛tt❡r❡r ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ■♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s
♣❛♣❡r t❤❡ s❝❛tt❡r❡rs ❛r❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡✱ ka ≈ [30, 165]✱ ✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦s♣❤❡r❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝✉✈❡tt❡ ❬✶✵❪✱ ❛♥❞ a
✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✸✳✶ ❚❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣❡rt✐♥❡♥t s❝❛❧❛r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❘❚❊✮✱ ♦r tr❛♥s♣♦rt
❡q✉❛t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② I(r, n̂) ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ r ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ n̂ ✐s✱ s❡❡ ❡✳❣✳✱
❬✶✷✱ ❈❤✳ ✼ ✫ ✶✶❪ ♦r ❬✶✸✱ ❊q✳ ✭✽✳✶✶✳✺✮❪

n̂ · ∇I(r, n̂) = −n0(r)σext(r, n̂)I(r, n̂) +
n0(r)

4π

∫∫

Ω

dσ

dΩ
(r, n̂, n̂′)I(r, n̂′) dΩ′



✽

✇❤❡r❡ Ω ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡✱ dΩ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡✱ n0(r)
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ s❝❛tt❡r❡rs ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡✮ ❛t r✱ σext(r, n̂) t❤❡
❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛t r ✭✐♥❝✐❞❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s n̂✮✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡
dσ
dΩ

(r, n̂, n̂′) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡r ❛t r ✐♥
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ n̂ ✭✐♥❝✐❞❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ n̂′✮✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ σs(r, n̂

′) ✐s

σs(r, n̂
′) =

1

4π

∫∫

Ω

dσ

dΩ
(r, n̂, n̂′) dΩ

■♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ p(r, n̂, n̂′) ❞❡✜♥❡❞ ❛s✷

p(r, n̂, n̂′) =
1

4πσext(r, n̂
′)

dσ

dΩ
(r, n̂, n̂′)

✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
∫∫

Ω

p(r, n̂, n̂′) dΩ =
σs(r, n̂

′)

σext(r, n̂
′)
= α(r, n̂′)

✇❤❡r❡ α(r, n̂′) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✐♥❣❧❡ s❝❛tt❡r❡r ❛❧❜❡❞♦✳ ❋♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❛ ❤♦✲
♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s n̂ ❛♥❞ n̂′ ✭♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱✸ |n̂− n̂′|✮✳
❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❝❛tt❡r❡rs t❤❡♥ ❤❛s t❤❡
❢♦r♠

p(n̂− n̂′) =
1

4πσext

dσ

dΩ
(n̂− n̂′)

❛♥❞ t❤❡ ❘❚❊ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦

n̂ · ∇I(r, n̂) = −n0σextI(r, n̂) + n0σext

∫∫

Ω

p(n̂− n̂′)I(r, n̂′) dΩ′

♦r ✐❢ ❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❖❉ ✭s❝❛❧❡ ✇✐t❤
n0σext✮

n̂ · ∇ODI(rOD, n̂) = −I(rOD, n̂) +

∫∫

Ω

p(n̂− n̂′)I(rOD, n̂
′) dΩ′ ✭✸✳✶✮

✸✳✷ ▲❛r❣❡ s❝❛tt❡r❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ s❧❛❜ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❚❤❡ s♣❤❡r❡s ❛r❡ s✉❜✲
♠❡r❣❡❞ ✐♥ ✇❛t❡r ❜❡t✇❡❡♥ 0 ≤ z ≤ d ♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ τ = n0σextz✱
❜❡t✇❡❡♥ 0 ≤ τ ≤ τ0 = n0σextd✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡❞ ❧❛t❡r❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ η =
n0σext(xx̂+ yŷ)✳

✷❖t❤❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❝❝✉r ✖ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 4π ❞✐✛❡rs ❛♥❞ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
✐s ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳

✸❚❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s cos θ = n̂ · n̂′
= 1− |n̂− n̂

′|2/2✳



✾

k̂i 2w

z = 0

y

z = d

z(τ)

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❛ s❧❛❜ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❡❛♠ ✭❧❛s❡r s❤❡❡t✮ ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞
❡①t❡♥t ❛s s❡❡♥ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t ❛t τ = 0 ✐s 2w✱ ❛♥❞ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r✐♦r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s k̂i ✭♥♦r♠❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✮✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ■s❤✐♠❛r✉ ❝❧♦s❡❧② ❬✶✷✱ ❈❤❛♣t❡r ✶✸❪
❛♥❞ ❬✶✺❪✳ ❆♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡ ♦❜❥❡❝t s❝❛tt❡rs str♦♥❣❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞
❧❡ss ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛tt❡r❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ♥❡❣❧❡❝ts ❛❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ ❝♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ n̂ = sxx̂+syŷ+szẑ✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✐s s✉❜❥❡❝t
t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s2x + s2y + s2z = 1✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
❞✐r❡❝t✐♦♥ sz ≈ 1✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ✐s ❛❧✇❛②s s♠❛❧❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤

n̂ · ∇OD = sz
∂

∂τ
+ s · ∇OD ≈ ∂

∂τ
+ s · ∇OD

■♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡✱ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ s = sxx̂+ syŷ ✐s r❡str✐❝t❡❞
❜② s2x + s2y ≤ 1✱ ❜✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡♥
s2x + s2y > 1✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ s ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥t✐r❡ x✲y ♣❧❛♥❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❛
♠❛❥♦r ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❘❚❊ ✐♥ ✭✸✳✶✮ ✐s ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❞ ❜②

∂

∂τ
I(η, τ, s) + s · ∇ODI(η, τ, s) = −I(η, τ, s) +

∫∫

R2

p(s− s′)I(η, τ, s′) ds′



✶✵

✇❤❡r❡ s = sxx̂ + syŷ✱ η = n0σext(xx̂ + yŷ)✱ τ = n0σextz✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡
❢✉♥❝t✐♦♥ p(s− s′) ✐s✹

p(s− s′) ≈ 1

4πσext

dσ

dΩ
(n̂− n̂′)

■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ✐ts ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r s♠❛❧❧ ❛r❣✉♠❡♥ts
|s− s′|✳

Pr♦❝❡❡❞ ❜② ❛ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❘❚❊ ✇✳r✳t✳ t♦ η✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s

d

dτ
I(κ, τ, s) = −(1− is · κ)I(κ, τ, s) +

∫∫

R2

p(s− s′)I(κ, τ, s′) ds′

✇❤❡r❡

I(κ, τ, s) =

∫∫

R2

I(η, τ, s)eiκ·η dη

✇✐t❤ ✐♥✈❡rs❡

I(η, τ, s) =
1

4π2

∫∫

R2

I(κ, τ, s)e−iκ·η dκ

❆ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

I(κ, τ, s) = F (κ, τ, s)e−(1−is·κ)τ

❛♥❞ F (κ, τ, s) s❛t✐s✜❡s

d

dτ
F (κ, τ, s) =

∫∫

R2

p(s− s′)e−i(s−s
′)·κτF (κ, τ, s′) ds′

◆♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥
✐s ✉s❡❞✿

p(q) =

∫∫

R2

p(s)eiq·s ds, F (κ, τ, q) =

∫∫

R2

F (κ, τ, s)eiq·s ds

✇✐t❤ ✐♥✈❡rs❡s

p(s) =
1

4π2

∫∫

R2

p(q)e−iq·s dq, F (κ, τ, s) =
1

4π2

∫∫

R2

F (κ, τ, q)e−iq·s dq

❈♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥

d

dτ
F (κ, τ, q) = p(q − κτ)F (κ, τ, q)

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✭♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❜❛❝❦ ✇❛❧❧✮

F (κ, τ, q) = F (κ, 0, q) exp

{∫ τ

0

p(q − κτ ′) dτ ′
}

✹❍♦❧❞s ❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦
❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ s− s′ ✖ ✐♥ r❡❛❧✐t② |n̂− n̂

′|2 = |szẑ + s− s′zẑ − s′|2 ≈ |s− s′|2✳



✶✶

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ κ ❛♥❞ q

❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ s❧❛❜ ❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ (η, τ) ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐r❡❝t✐♦♥
s ✐s

I(η, τ, s) =
e−τ

16π4

∫∫

R2

∫∫

R2

I(κ, 0, q)e−i(η−sτ)·κ−iq·s

· exp
{∫ τ

0

p(q − κτ ′) dτ ′
}

dκ dq ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡

I(κ, 0, q) =

∫∫

R2

I(κ, 0, s)eiq·s ds

❲✐t❤♦✉t ❛♥② ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ p(s) = 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡✱ ❛♥❞

I(η, τ, s) = I(η − sτ, 0, s)e−τ

❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ ✭✸✳✷✮ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ η ❛♥❞ ❞❡♣t❤ τ ✐♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ s✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t t❤✐s ✐♥t❡♥s✐t② ❡①❝✐t❡s t❤❡ ✢✉♦r❡s❝✐♥❣ ❞②❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥
❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐ss✉❡s ✇✐t❤ ▼✐❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✮ ❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚♦
♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣❤②s✐❝s t❤❛t ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❙▲■P■ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❜❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜②✱ ✇❡ ✐❣♥♦r❡
✐♥t❡♥s✐t② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝✐♥❣ ❞②❡ ❢r♦♠ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❡①❝❡♣t t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ▲✐❣❤t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t
❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❝❛rr② t❤❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❙▲■P■ ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡
r❡♠♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛❧❧ ❧✐❣❤t t❤❛t ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ str❛✐❣❤t
♣❛t❤ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❞❡s♣✐t❡ ❜❡✐♥❣ s❝❛tt❡r❡❞ ♦♥ ✐ts ✇❛②✱ ✇✐❧❧ ❦❡❡♣ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧
✐♠♣r✐♥t ❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛r❡ ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❙▲■P■ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s = 0✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s

I(η, τ,0) =
e−τ

16π4

∫∫

R2

∫∫

R2

I(κ, 0, q)e−iη·κ exp

{∫ τ

0

p(q − κτ ′) dτ ′
}

dκ dq ✭✸✳✸✮

❚❤✐s ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛tt❡r❡rs ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ p(s)✱ t❤❡ t✇♦✲❢♦❧❞ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❤❛s t♦ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② I(η, τ, s) ♦r I(η, τ,0)✳

■❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛t τ = τ0 ✇✐t❤
r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t R✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦ ✇❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥
✐s ❛❧t❡r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t τ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❛t
t❤❡ ❝❡♥t❡r η = 0✱ ✐s

Itotal(0, τ,0) = I(0, τ,0) +RI(0, τ0 − τ,0)



✶✷

✸✳✸ ▲❛s❡r s❤❡❡t

❆ss✉♠❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t τ = 0 ❤❛s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ η = ηyŷ ❞✐r❡❝t✐♦♥
✇✐t❤ ❜❡❛♠ ✇✐❞t❤✺ 2w✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r s♣r❡❛❞ ❛t τ = 0 ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
σx ❛♥❞ σy✳ ❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t τ = 0 ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡

I(η, 0, s) = I0

√

8

π3

1

wσxσy

e−2η2y/w
2−2s2x/σ

2
x−2s2y/σ

2
y

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ σx✱ s❤♦✇s ❧✐tt❧❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✱
❜✉t ❛✈♦✐❞s ❛ ❞❡❧t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②✳

❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t I0 ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣♦✇❡r ✢✉① ♣❡r ✉♥✐t ❧❡♥❣t❤ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ x
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✱ s✐♥❝❡

∫∫

R2

∫ ∞

−∞

I(η, 0, s) dηy ds = I0

❚❤✐s ✐♥t❡♥s✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t✱ r❛❞✐❛t✐♥❣ ✐♥ ẑ✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❬✶✻✱ ✶✼✱ ✶✽❪✳

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0
21.51.00.50

θ (degrees)

p
(θ

) 
/ 

p
(0

)

Exact

1/2 width

e   width-2

Intersection

points

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ p(θ) ❢♦r ❛ s♣❤❡r❡ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r d =
24.90µm✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✭❡①❛❝t✮ ❛♥❞ t✇♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥s ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞✳

❖♥❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ p(s)✳
❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳

p(s) =
2α

πβ2
e−2s2/β2

✇❤❡r❡ β ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥
✭♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ λ/D✮✱ ❛♥❞ α ✐s t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❧❜❡❞♦✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ∫∫

Ω

p dΩ ≈
∫∫

R2

p(s) ds = α

✺❚❤❡ 1/e2 ❜❡❛♠ ✇✐❞t❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳ ■❢ ❛♥♦t❤❡r ❜❡❛♠ ✇✐❞t❤✱ s❛② ❤❛❧❢ ✐♥t❡♥s✐t② ✇✐❞t❤ w1/2✱

✐s ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❧❡t w = w1/2

√

2/ ln 2 ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ③❡r♦ ❜❡❛♠ ✇✐❞t❤✱ ❛ ❞❡❧t❛
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳



✶✸

❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s❡❡ ✭✸✳✷✮✱ ✐s ✭❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛r❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮

I(η, τ, s) =
I0
8π3

e−τ

∫∫

R2

∫ ∞

−∞

e−κ2
yw

2/8−q2yσ
2
y/8−iκy(ηy−syτ)−iq·s

· exp
{

α

∫ τ

0

e−(q2x+(qy−κyτ ′)2)β2/8 dτ ′
}

dκy dq

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧
♣♦s✐t✐♦♥ η ❛♥❞ ❞❡♣t❤ τ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡
❝✉✈❡tt❡✱ τ = 0✱ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

• ◆♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ηx✳

• ●❛✉ss✐❛♥ ❜❡❛♠ s❤❛♣❡ ♦❢ ✇✐❞t❤ 2w ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ηy✳

• ❚❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♥st❛♥t σy✳

• ❚❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♥st❛♥t σx✳ ■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❣✐✈❡ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡ t♦ ❛✈♦✐❞
❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②✳

❋r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t✇♦ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳

✶✳ ■❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ p(s) = 0✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s

I(η, τ, s) = I((ηy − syτ)ŷ, 0, s)e
−τ

✷✳ ■❢ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✐♥✜♥✐t❡❧②
s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r w ✭❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t ✐s ✈❡r②
✇✐❞❡✮✱ ✐✳❡✳✱ ❧❡t β → 0✱ t❤❡♥

I(η, τ, s) =
I0
8π3

e−(1−α)τ

∫∫

R2

∫ ∞

−∞

e−κ2
yw

2/8−q2xσ
2
x/8−q2yσ

2
y/8−iκy(ηy−syτ)−iq·s dκy dq

= e−(1−α)τI((ηy − syτ)ŷ, 0, s) = e−n0σazI((ηy − syτ)ŷ, 0, s)

✇❤❡r❡ σa ✐s t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✸✳✶ ❚❤❡ ❲❡♥t③❡❧ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

❚♦ ♣r♦❝❡❡❞✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❲❡♥t③❡❧ ♠❡t❤♦❞✱ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s

I(η, τ,0) =
∞∑

m=0

Im(η, τ,0)



✶✹

✇❤❡r❡✱ s❡❡ ✭❆✳✷✮

Im(η, τ,0) = I(0, 0,0)
αm

m!
e−τAm

∫ τ

0

dτ1 . . .

∫ τ

0

dτm
e−2η2y/am

√
am

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Am ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ τ1, . . . , τm

Am =
wσxσy

√

σ2
x +mβ2

√
σ2
y +mβ2

❛♥❞ ✇❤❡r❡

am = w2 + (τ 21 + . . .+ τ 2m)β
2 − (τ1 + . . .+ τm)

2β4

σ2
y +mβ2

❚❤❡ t❡r♠ m = 0 ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✳r✳t✳ t❤❡ τ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ t❡r♠s ❤❛✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s = 0✱

s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✶✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ m = 0✱ ✐s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

I0(η, τ,0) = I(η, 0,0)e−τ ✭✸✳✹✮

❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ m = 1✱ ✐s ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t✱ ηy = 0

I1(0, τ,0) = I(0, 0,0)e−τ αwσx

β
√

σ2
x + β2

arcsinh(ξ) ✭✸✳✺✮

✇❤❡r❡

ξ =
βσyτ

w
√

σ2
y + β2

=
(β/w)

√

1 + (β/σy)
2
τ ✭✸✳✻✮

❚❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠✱ m = 2✱ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ηy = 0 ✐s

I2(0, τ,0) =
I0α

2

2π2
e−τ 1
√

σ2
x + 2β2

1
√

σ2
y + 2β2

∫ τ

0

dτ1

∫ τ

0

dτ2

√
8π

a2

✇❤❡r❡

a2 = w2 + (τ 21 + τ 22 )β
2 − (τ1 + τ2)

2β4

σ2
y + 2β2

❚❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s ❝♦♥t❛✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✳r✳t✳ τ ✳ ❆ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❲❡♥t③❡❧ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✷✳ ■t ✐s
s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❧✇❛②s ❝♦♥✈❡r❣❡s✳

✹ ❘❡s✉❧ts

❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛tt❡r❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ t♦
s♦❧✈❡ t❤❡ ❘❚❊✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❲❡♥t③❡❧ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦
✜♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ■t ✇❛s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤✐s s✉♠♠❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ❛❧✇❛②s ❝♦♥✈❡r❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t s✉✣❝✐❡♥t ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇
t❡r♠s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ♠❛❞❡ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s✉♠ ✐♥
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M ✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺

∆M✭✪✮ ✹✸ ✶✹ ✺✳✺ ✶✳✾ ✵✳✻ ✵✳✶

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ♠❛❞❡ ✐♥ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ✐♥t❡♥s✐t② ❜② t❤❡ ✜rst M
t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❲❡♥t③❡❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st s♣❤❡r❡ d = 24.90µm ❢♦r t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s♣❤❡r❡ s✐③❡ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡rr♦r✳

d ✭µ♠✮ ✹✳✺✶✽ ✺✳✾✹ ✶✶✳✵✵ ✶✺✳✻✻ ✶✽✳✼✾ ✷✹✳✾✵

β ✭r❛❞✮ ✵✳✵✼✻✶ ✵✳✵✻✵✻ ✵✳✵✸✸✷ ✵✳✵✷✸✷ ✵✳✵✶✾✷ ✵✳✵✶✹✺

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ β ✐♥ r❛❞✐❛♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡
s♣❤❡r❡s✳ ❚❤❡ e−2 ✇✐❞t❤ ✐s ❣✐✈❡♥✳

❲❡♥t③❡❧ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❥✉st t❤❡ M ✜rst t❡r♠ ✐s ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱ s❡❡
❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✸✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❡①❛❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ w✱
β✱ σx✱ ❛♥❞ σy✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛ss❡ss ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✇✐t❤ ❛❞❡q✉❛t❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳
❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ β ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ▼✐❡ s❡r✐❡s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳ ❚❡♥
❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❡❛❝❤ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♣❡r♠✐tt✐♥❣ ✉s t♦ ✜♥❞ t❤❡ s❡tt✐♥❣s ✇❤✐❝❤ ❜❡st ❛❣r❡❡❞ ✖ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②
✖ ✇✐t❤ ♦✉r ❙▲■P■ r❡s✉❧ts✳ ◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st✉❞② ✐s ♥♦t
❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛❜s♦❧✉t❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✖ t❤✐s ✇♦✉❧❞
r❡q✉✐r❡ ❛ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s ♦♣t✐❝❛❧ s❡t✉♣ ✖ ❜✉t r❛t❤❡r ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡
tr❡♥❞s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❙▲■P■✳ ❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs
❢♦r t❤❡ t❡♥ ❝❛s❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳

◆♦ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵

w ✭µm) ✺✵ ✺✵ ✶✵✵ ✶✵✵ ✷✵✵ ✷✵✵ ✸✵✵ ✸✵✵ ✹✵✵ ✹✵✵
σy (rad) ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✶ ✵✳✵✷ ✵✳✵✶ ✵✳✵✷ ✵✳✵✺ ✵✳✶ ✵✳✷ ✵✳✹

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ s♣r❡❛❞✱ σx✱ ✇❛s s❡t t♦ ✵✳✵✷ ❢♦r ❛❧❧ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❝❛s❡s✳ ◆♦ ✻✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st
❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✽ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙▲■P■ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ t❡♥
s✐♠✉❧❛t❡❞ ❝❛s❡s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥
✭❛ss✉♠✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❞❡❝❛②✮✳ ❚❤❡ ✜❢t❤ ❝❛s❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
❜❡st ❛❣r❡❡♠❡♥t ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ✧❜❛s❡❧✐♥❡✧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝❛s❡✱ ❜♦t❤
s❤♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r tr❡♥❞ ✕ ❛s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❇♦✉❣✉❡r✲❇❡❡r ❧❛✇✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ❝♦♥st❛♥t
❡①t✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✵✹✺ mm−1 ❢♦r ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡s ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❜✐❧✐t②
t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤✐s s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ tr❡♥❞ ❛s ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ♦❢ ♦✉r
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦✇ st✉❞② ✐ts ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
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BB-law

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ t❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❝❛s❡s✳ ❚♦
q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✭✐♥ mm−1✮✳ ❚❤❡ ❡①✲
t✐♥❝t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r 11 < x < 33 mm✱ ✐✳❡✳✱ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✉✈❡tt❡✳ ❚❤❡
✜❢t❤ ❝❛s❡ ❛❣r❡❡s ❜❡st ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s❡t ❛s ❛ ✧❜❛s❡❧✐♥❡✧✳

❖✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❡❞✉❝❡❞ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t②
❝♦✉♣❧❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢♦r✇❛r❞✲s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦r ❧❛r❣❡r s❝❛tt❡r❡rs ❛s ✇❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜②
❑r✐st❡♥ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ r❡✈❡❛❧s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧✱ r❛t❤❡r ✉♥❡①♣❡❝t❡❞
❢❛❝t♦rs t❤❛t ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛tt❡♠♣ts t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t
❝❛✉s❡❞ ❜② s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t✱ w✱ ❛♥❞ ✐ts s♣r❡❛❞ ❛❧♦♥❣
t❤❡ y✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ σy✱ ✭t❤❡ s♣r❡❛❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ σx✱ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❛✛❡❝t t❤❡
♦✉t❝♦♠❡ ❧❡ss✮✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✱ s❤♦✇✐♥❣ ❜♦t❤
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s✳ ❈❛s❡ ✶ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥
✐❞❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ t❤✐♥ ❧❛s❡r s❤❡❡t ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
✖ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r②✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s st✐❧❧ s❤♦✇ ❛
s♣r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❧❛r❣❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❡①t✐♥❝t ❧✐❣❤t ❧❡ss ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✱ ②❡t t❤❡
❡✛❡❝t ✐s ♥♦t t♦♦ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❡rr♦r ✐❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ❈❛s❡ ✸ ✐s ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ t❤❡
✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t ❛♥❞ ✐ts s♣r❡❛❞✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞✳
❚❤❡ ❡✛❡❝t s❡❡♥ ✐♥ ❝❛s❡ ✶ ✐s ♥♦✇ ❛✉❣♠❡♥t❡❞✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✽✺✪ ❤✐❣❤❡r ✐♥t❡♥s✐t② ❛t
τ = 2 ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣❛rt✐❝❧❡s ✭✷✺ µm✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♦♥❡ ✭✹✳✺ µm✮✳
❚❤❡ ✧❡①tr❡♠❡✧ ❝❛s❡ ✖ ❝❛s❡ ✶✵ ✖ ❞✐s♣❧❛②s str♦♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❇♦✉❣✉❡r✲
❇❡❡r ❧❛✇✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t✇♦ st❛❣❡s❀
✐♥✐t✐❛❧❧② ❛ ✇❡❛❦ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♠♦r❡ r❛♣✐❞ ♦♥❡✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❛s ❛♣♣❛r❡♥t✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳
❚❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✖
t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r M ✲t❡r♠s✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ M ✲t❡r♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❢t ❣r❛♣❤s s❤♦✇ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ t❡r♠ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ OD✳ ❍❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❤♦✇ t❤❡ M = 1 t❡r♠ st❡❛❞✐❧② ✐♥❝r❡❛s❡
✉♣ t♦ OD ≈ 0.6✱ t❤✉s ✢❛tt❡♥✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t
M = 0 t❡r♠✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ❣r❛♣❤s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✭✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡✮
♦❢ ❡❛❝❤ M ✲t❡r♠ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛❧❧ ❧✐❣❤t ❜❡✐♥❣ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❋♦r ✹✳✺ µm✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t M = 0
t❡r♠ ✐s ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
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t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❇♦✉❣✉❡r✲❇❡❡r r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r s❝❛tt❡r✐♥❣ ✉♣♦♥ s♠❛❧❧❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❤✐❣❤❡r M ✲t❡r♠s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❆t OD = 2
✐♥ t❤❡ ✷✺ µm ❝❛s❡✱ t❤❡ M = 0 t❡r♠ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ♠❡r❡❧② ✇✐t❤ ✹✶✪ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❛❧❧ ❞❡t❡❝t❡❞ ❧✐❣❤t✮ ❛♥❞ M = 1 ✇✐t❤ ✸✷✪✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡✐r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢
s✐♠✐❧❛r ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✭M > 1 t❡r♠s✮ ✐s ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣✳ ❆t
OD = 5✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ❢♦✉r ✜rstM ✲t❡r♠s t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
❡q✉❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s✱ ❢♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ✜✈❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ tr❡♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙▲■P■ ❞❛t❛
✐s ❝❧❡❛r❧② ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❢✉rt❤❡r ♣r❡❞✐❝ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ❇♦✉❣✉❡r✲❇❡❡r ❧❛✇ ❛s t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t
✐♥❝r❡❛s❡✳

❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽ ❛♥❞ ✾✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r t❤❛t ❢♦r✇❛r❞✲s❝❛tt❡r✐♥❣
✭✐✳❡✳✱ t❤❡ β t❡r♠✮ ✐s ♥♦t s♦❧❡❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡
❇♦✉❣✉❡r✲❇❡❡r ❧❛✇✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❢❛❝t♦rs✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t✱ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳
❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs w ❛♥❞ σy ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳ ◆♦t❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ✭▲❡❢t ❣r❛♣❤s✮ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ M ✲t❡r♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ OD
❢♦r t❤r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ M = 1 t❡r♠ ❛r♦✉♥❞ OD ≈
0.6✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ✭❘✐❣❤t ❣r❛♣❤s✮ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ M ✲t❡r♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ OD✱
❣✐✈❡♥ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡✳ ❲❤❡♥ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡rs ✉♣♦♥ s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t
❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❇♦✉❣✉❡r✲❇❡❡r ❧❛✇ ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ❛❝❝✉r❛❝② ✭✾✹✪ ❛t OD = 2✮✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦
❧♦♥❣❡r tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ✷✺ µm ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ M > 1 t❡r♠s ✭t❤❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✮
❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♥❡❛r❧② ✻✵✪ ♦❢ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❛t OD = 2✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
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t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉♥✐ts t❤❛t ✐s ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts
t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ♦♥❧② r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ♠❛❦❡
s❡♥s❡✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡♣t❤ ✇✐❧❧
✈❛r② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ✐♥❝r❡❛s❡s ❜♦t❤
✇✐t❤ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ tr❡♥❞ ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t
❢♦r t❤❡ σy ♣❛r❛♠❡t❡r❀ ❧❛r❣❡r ♣❛rt✐❝❧❡s st✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t ❛
❣✐✈❡♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡♣t❤ ❛s σy ✈❛r✐❡s ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s♠❛❧❧❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✮✱ ❜✉t✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱
t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❛t ❤✐❣❤❡r ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡♣t❤s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♠❛② s❡❡♠ ❝♦✉♥✲
t❡r✐♥t✉✐t✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t✇♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❛✛❡❝t t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❖❉✳
❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ✖ t❤❡ ❇♦✉❣✉❡r✲❇❡❡r ❧❛✇ ✖ ❝❛✉s❡s ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲
t❡♥s✐t② t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t τ = 0✱ s❡❡ ✭✸✳✹✮✳
❚❤✐s ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♣✐❝t✉r❡✱ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐✈❡r❣❡ ♠♦r❡ ❛s t❤❡ ❖❉
✐♥❝r❡❛s❡s✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤✐s ❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ✖ ❝❛✉s❡❞ ❜②
♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✖ ❝❛✉s❡s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② t♦ ❧✐♥❡ ✉♣ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡✛❡❝t ❛♥❞ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡♥s✐t②✳ ❆ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ t❡r♠ I1(0, τ,0) ✐♥ ✭✸✳✺✮ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
w ❛♥❞ σy ✐♥ ✭✸✳✻✮ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇✳r✳t✳ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❖❉ t❤❡r❡❢♦r❡
❛❝ts ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r ❖❉✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t t❤❡ s❡❝♦♥❞✱
✐♥❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✱ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡
♦✈❡r t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✐♥t❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✇✳r✳t✳ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ σy ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❖❉
❢♦❧❧♦✇ t❤❡ tr❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ✐♥t❡♥s✐t②✳
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Theory - BaselineMeasurement

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❉❡✈✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❇♦✉❣✉❡r✲❇❡❡r ❧❛✇ ❛♥❞ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞
❜② ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s s❤♦✇ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ s♠❛❧❧❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❣r❡❡ ❜❡tt❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❇♦✉❣✉❡r✲❇❡❡r ❧❛✇ ✇❤❡r❡❛s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❧❛r❣❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❣✐✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❡①t✐♥❝t✐♦♥✳

✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❙▲■P■ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ s❡✈❡r❛❧ t✉r❜✐❞ ✭OD = 2✮✱
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❤❛✈✐♥❣ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t✐♦♥s✳ ❙▲■P■ ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ s✉♣♣r❡ss ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧② s❝❛tt❡✲



✷✵

τ d ✭µ♠✮ ∂wI(µ♠
−1) ∂σy

I(r❛❞−1)

✷ ✷✹✳✾✵ ✺✳✻ ✶✳✶
✵✳✺ ✷✹✳✾✵ ✷✳✷ ✷✳✽
✷ ✹✳✺✷ ✵✳✺✸ ✵✳✶✾
✵✳✺ ✹✳✺✷ ✵✳✹✵ ✵✳✻✷

❚❛❜❧❡ ✺✿ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② I(0, τ,0)/I(0, 0,0) ❢♦r t✇♦ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❞❡♣t❤s ✭τ✮ ❛♥❞ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡s ✭d✮✱ ❢♦r t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✐♥✲
t❡♥s✐t② ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s ✐♥ ❲❡♥t③❡❧ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✐✳❡✳✱
I(0, τ,0) = I0(0, τ,0) + I1(0, τ,0)✳

r❡❞ ❧✐❣❤t t❤❛t ♦t❤❡r✇✐s❡ ♠❛❦❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥ s✉❝❤ t✉r❜✐❞ s✐t✉❛t✐♦♥s ❞✐✣❝✉❧t✱ ♣❡r♠✐tt✐♥❣
✉s t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡ s✐❞❡✳ ❆ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❛s
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❛t ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ❤♦✇ ❛ ❧❛s❡r s❤❡❡t ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t❤r♦✉❣❤ s✉❝❤ s❝❛tt❡r✐♥❣
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡s t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛tt❡r❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❘❛✲
❞✐❛t✐✈❡ ❚r❛♥s❢❡r ❊q✉❛t✐♦♥✱ ②❡t ❤❛s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥s t♦ ❜❡st ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❙▲■P■
♣r♦❝❡ss✳ ▲✐❣❤t t❤❛t ❞✐✈❡r❣❡s ❢r♦♠ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❞✉r✐♥❣ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥t ✐s
s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❙▲■P■ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❤♦✉❧❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ❜❡ ♠❛✐♥✲
t❛✐♥❡❞ ❛s ❧✐❣❤t s❝❛tt❡rs ✉♣♦♥ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧✱ ♥♦♥✲❛❜s♦r❜✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✐ts ❡♥❡r❣② ✐s
✉♥❛✛❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦t❤❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s ✇❡❧❧✱ ✇❛s
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✮✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ❜♦t❤
❝❧❡❛r❧② s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✖ t❤❡ ❇♦✉❣✉❡r✲❇❡❡r
❧❛✇ ✖ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥ t❤❡s❡ t✉r❜✐❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♦♣❛❝✐t② ♦❢ ❛ ❤♦♠♦✲
❣❡♥❡♦✉s s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ✷✺ µ♠ ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② r♦✉❣❤❧② ✶✹✵✪ ❛t
❛♥ ✭❡①♣❡❝t❡❞✮ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✷ ✖ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ q✉❛♥✲
t✐t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐❣❤t ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ♣❛rt❧② ♦r ❡♥t✐r❡❧②
❜② s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❇♦✉❣♦✉r✲❇❡❡r ❧❛✇ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✜♥❞✐♥❣ r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② t❡r♠s ♦❢ ✈❛r②✐♥❣
❧♦❝❛❧ str❡♥❣t❤s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✮✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤✉s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡
❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✖ t❤❡ ❇♦✉❣✉❡r✲❇❡❡r r❡❧❛t✐♦♥ ✖ t❤❛t ♣r❡❞✐❝ts ❧✐❣❤t t♦ ❞❡❝❛②
❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳ ❲❤❡♥ ♣r♦❜✐♥❣ s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭❛♥❞✴♦r ❛t ❛ ❧♦✇ ♦♣❛❝✐t②✮✱
❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r M ✲t❡r♠s ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡② ❣r♦✇ ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢♦r s❛♠♣❧❡s
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✲
✈❡❞ ❛s ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✭❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ M = 1✮✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♠♦r❡
r❛♣✐❞ ❞❡❝❛② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✾✮✳

❲❡ ❤❛✈❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st✉❞② ❜❡❧♦✇✿

• Pr♦❜✐♥❣ t✉r❜✐❞✱ s❝❛tt❡r✐♥❣ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡s
❜✉t ✭t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✮ ❡q✉❛❧ ♦♣❛❝✐t✐❡s ❧❡❛❞s t♦ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❧✐❣❤t ❡①t✐♥❝t✐♦♥✳

• ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❖❉✱ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♣♣❡❛r ❧❡ss ♦♣❛q✉❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡②
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tr❛♥s♠✐t ♠♦r❡ ❧✐❣❤t✳ ❚❤✐s✱ ✐♥ t✉r♥✱ ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ②❡t
♠❛② r❡♥❞❡r ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♠❛❦✐♥❣ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛ss❡ss♠❡♥ts✳

• ❚❤❡ ❇♦✉❣✉❡r✲❇❡❡r ❧❛✇ ✐♥ ✐ts ❝✉rr❡♥t ❢♦r♠ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞✲
❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞✲s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t ✭✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡✮ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡✳

• ▲✐❣❤t ❡♥❡r❣② ❜❡✐♥❣ ♣r❡s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♥❝❡r♥
❢♦r ❙▲■P■ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜✉t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❧✐❣❤t✲♠❛tt❡r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡✱ ❛✛❡❝t✐♥❣✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛❧❧ ❧✐❣❤t✲❜❛s❡❞ ♣r♦❜✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳

• ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t ❛❧s♦ ❛✛❡❝ts
t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❇♦✉❣✉❡r✲❇❡❡r ❧❛✇✳

• ❚❤❡ t❤✐❝❦❡r t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t✱ t❤❡ ❧❡ss t❤❡ ❧✐❣❤t ❡①t✐♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡
✭✐♥✜♥✐t❡ t❤✐❝❦♥❡ss✮✱ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧♦ss❡s ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ♦♣t✐❝❛❧
❞❡♣t❤✳

• ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t✱ t❤❡ ❧❡ss t❤❡ ❧✐❣❤t ❡①t✐♥❝t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤✐s ❡✛❡❝t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡♣t❤✳

• ❚❤❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t tr❛❥❡❝t♦r② ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② t❡r♠s✳ ❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✭t❤❡
❇♦✉❣✉❡r✲❇❡❡r r❡❧❛t✐♦♥✮ ✐s ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡s❡ t❡r♠s✳

• ❉✐✛❡r❡♥t t❡r♠s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❛♥❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞
t❡r♠ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❧♦✇❡r ❡①t✐♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧❧②✳

• ❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t t❡r♠ ✭M = 0✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❧♦ss❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t t❡r♠s ✭M > 1✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡♥s✐t②
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❢♦r✇❛r❞✲s❝❛tt❡r✐♥❣✳

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ tr❡♥❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t✇♦ ❢❛❝t♦rs✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ❇♦✉❣✉❡r✲❇❡❡r ❧❛✇ ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❧♦✇ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡♣t❤s ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣ t❤r♦✉❣❤✴✐♥
t✉r❜✐❞ ♠❡❞✐❛ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣r❡❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐✣❝✉❧t②✳ ❖♥❧② ❛ ❢❡✇ ♦♣t✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ t❤✐s ❝❛♣❛❝✐t② ❞♦ ❡①✐st✱ ❙▲■P■ ❜❡✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✳ ❇❛❧❧✐st✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ❬✶✾❪✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❜♦t❤ ❢♦r t✐ss✉❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦r s♣r❛② ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❤❛s t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②
♦❢ ✈✐s✉❛❧✐③✐♥❣ t❤♦r♦✉❣❤ str♦♥❣❧② s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡❞✐❛✱ ②❡t ♣r♦✈✐❞❡s ✧♦♥❧②✧ ❧✐♥❡✲♦❢✲s✐❣❤t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❛r❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❧♦❝❛❧❧② ✇✐t❤✐♥
t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡② ❛r❡ ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❧✐♥❡✲♦❢✲s✐❣❤t t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐❞❡✲s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts
❛r❡ ♦❢t❡♥ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡❞ ❜② ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧✐❣❤t
s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② t♦ ♠✐♥✉t❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
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❉❡s♣✐t❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♠♦❞❡❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s❡✈❡r❛❧ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❡rr♦r t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❋✐rst✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✈❛r✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ s❛♠♣❧❡s✱ s♦ ❞✐❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦♥
t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡ s✐♠✐❧❛r tr❡♥❞s ❛s t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱
②❡t ✇❡ ✜♥❞ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✉♥❧✐❦❡❧②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✉♥❧✐❦❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉✲
r❡♠❡♥ts ❢❛❝❡ ♦❜st❛❝❧❡s s✉❝❤ ❛s ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡✱ ❞❡t❡❝t♦r ♥♦✐s❡✱ ❧❛s❡r ♣♦✇❡r
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ❡t❝✳✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❛❧s♦
t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐r❞✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✢❛tt❡♥❡❞ ❞❡❝❛② t❤❛t ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡
t♦ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ✐♥❝♦❤❡r❡♥t t❡r♠ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✈✐❣♥❡tt✐♥❣✱
❛❧t❤♦✉❣❤ ♠❡❛s✉r❡s ✇❡r❡ t❛❦❡♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐t ✭✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✮✳

■♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♣❛♣❡r ✇❡ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡
s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❙▲■P■ ❧❛s❡r s❤❡❡t ✐♥t❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s
❛❧t❡r❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ st✉❞② ✐s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐❢ ❛♥❞ t♦ ✇❤❛t
♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❙▲■P■ ❧❛s❡r s❤❡❡t ❛✛❡❝ts t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ♦❢
❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ▲❛s❡r s❤❡❡t ✭●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡✮

❚❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❢♦r ❛♥ ✐♥✲
❝✐❞❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ❛t τ = 0 ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❢♦r♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❢♦r
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❛s❡r s❤❡❡t ❛t τ = 0 ✐s ✭♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ηx✮ s✐♠✉❧❛t❡s ❛ ❧❛s❡r s❤❡❡t ♦❢ ✇✐❞t❤ 2w✳

I(η, 0, s) = I0

√

8

π3

1

wσxσy

e−2η2y/w
2−2s2x/σ

2
x−2s2y/σ

2
y

❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ s♣r❡❛❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ σx ❛♥❞ σy✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❞✐✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ σx✱ ❤❛s ❧✐tt❧❡
❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✱ ❜✉t ✐s s❡t t♦ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ❞❡❧t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✱ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳

I(κ, 0, q) =

∫∫

R2

∫∫

R2

I(η, 0, s)eiκ·η+iq·s dη ds = I02πδ(κx)e
−κ2

yw
2/8−q2xσ

2
x/8−q2yσ

2
y/8

❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

p(s) =
2α

πβ2
e−2s2/β2

❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

p(q) =
2α

πβ2

∫∫

R2

e−2s2/β2+iq·s ds = αe−q2β2/8



✷✸

❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s❡❡ ✭✸✳✷✮✱ ✐s

I(η, τ, s) =
I0
8π3

e−τ

∫∫

R2

∫ ∞

−∞

e−κ2
yw

2/8−q2xσ
2
x/8−q2yσ

2
y/8−iκy(ηy−syτ)−iq·s

· exp
{

α

∫ τ

0

e−(q2x+(qy−κyτ ′)2)β2/8 dτ ′
}

dκy dq

❚❤✐s ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t✳

❆✳✶ ❚❤❡ ❲❡♥t③❡❧ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

❚♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ✐♥ ❛ ♣♦✇❡r s❡r✐❡s✳

exp

{

α

∫ τ

0

e−(q2x+(qy−κyτ ′)2)β2/8 dτ ′
}

=
∞∑

m=0

αm

m!
e−mq2xβ

2/8

{∫ τ

0

e−(qy−κyτ ′)2β2/8 dτ ′
}m

❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ q ❛♥❞ κy ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✜rst✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❲❡♥t③❡❧ ❬✶✼✱ ✷✵✱ ✷✶❪ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✐s
❤❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② I(η, τ, s)✳ ■♥
❡ss❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✖
t❤❡ ♠♦r❡ t❡r♠s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

I(η, τ, s) =
∞∑

m=0

Im(η, τ, s) ✭❆✳✶✮

✇❤❡r❡

Im(η, τ, s) =
I0α

m

8π3m!
e−τ

∫ τ

0

dτ1 . . .

∫ τ

0

dτm

∫ ∞

−∞

dκy

∫∫

R2

dq

· e−κ2
yw

2/8−q2xσ
2
x/8−q2yσ

2
y/8−iκy(ηy−syτ)−iq·s−mq2xβ

2/8−(qy−κyτ1)2β2/8−...−(qy−κyτm)2β2/8

❚❤❡ t❡r♠m = 0 ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✳r✳t✳ t❤❡ τ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❊①♣❧✐❝✐t❧②✱
t❤❡ m = 0 t❡r♠ ✐s

I0(η, τ, s) =
I0
8π3

e−τ

∫ ∞

−∞

dκy

∫∫

R2

dq e−κ2
yw

2/8−q2xσ
2
x/8−q2yσ

2
y/8−iκy(ηy−syτ)−iq·s

= e−τI0

√

8

π3

1

wσxσy

e−2(ηy−syτ)2/w2−2s2x/σ
2
x−2s2y/σ

2
y = I((ηy − syτ)ŷ, 0, s)e

−τ

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ I0(η, τ, s) s❤♦✇s ❛ ❞❛♠♣✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t τ = 0✳
❚❤❡ m = 0 t❡r♠ ✐s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t✱ ❛♥❞



✷✹

t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s✱ m = 1, 2, . . .✱ ❛r❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t✱ ♦r ❞✐✛✉s❡✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s
③❡r♦ ♦r❞❡r t❡r♠ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s❝❛tt❡r❡rs ♣r❡s❡♥t✳

❙✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r m = 1, 2, . . .✳

Im(η, τ, s) =
I0α

m

8π3m!
e−τ

∫ τ

0

dτ1 . . .

∫ τ

0

dτm

∫ ∞

−∞

dκy

∫∫

R2

dq

· e−κ2
y(w

2+(τ21+...+τ2m)β2)/8−q2x(σ
2
x+mβ2)/8−q2y(σ

2
y+mβ2)/8−iκy(ηy−syτ)−iq·s+qyκy(τ1+...+τm)β2/4

■♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s = 0✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦

Im(η, τ,0) =
I0α

m

8π3m!
e−τ

∫ τ

0

dτ1 . . .

∫ τ

0

dτm

∫ ∞

−∞

dκy

∫∫

R2

dq

· e−κ2
y(w

2+(τ21+...+τ2m)β2)/8−q2x(σ
2
x+mβ2)/8−q2y(σ

2
y+mβ2)/8−iκyηy+qyκy(τ1+...+τm)β2/4

❚❤❡ qx ❛♥❞ qy ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ❣✐✈❡

Im(η, τ,0) =
I0α

m

8π3m!
e−τ

√

8π

σ2
x +mβ2

√

8π

σ2
y +mβ2

∫ τ

0

dτ1 . . .

∫ τ

0

dτm

∫ ∞

−∞

dκy

· e−κ2
y(w

2+(τ21+...+τ2m)β2)/8+κ2
y(τ1+...+τm)2β4/(8(σ2

y+mβ2))−iκyηy

❛♥❞ t❤❡ κy ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❡♥t❛✐❧s

Im(η, τ,0) = I(0, 0,0)
αm

m!
e−τAm

∫ τ

0

dτ1 . . .

∫ τ

0

dτm
e−2η2y/am

√
am

✭❆✳✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Am ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ τ1, . . . , τm✱ ❣✐✈❡♥ ❜②

Am =
wσxσy

√

σ2
x +mβ2

√
σ2
y +mβ2

❛♥❞ ✇❤❡r❡

am = w2 + (τ 21 + . . .+ τ 2m)β
2 − (τ1 + . . .+ τm)

2β4

σ2
y +mβ2

❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ {Am}∞m=1 ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡

w = A0 > . . . > Am > Am+1, m = 1, 2, 3, . . .

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢❛❝t♦rs am ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✱ s✐♥❝❡ ✭❧❡t p = 2 ✐♥ ✭❈✳✶✮✱ τi ≥ 0✱
i = 1, . . . ,m✮

m

m∑

i=1

τ 2i ≥
(

m∑

i=1

τi

)2

, m = 1, 2, . . .

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s

am ≥ w2 + (τ 21 + . . .+ τ 2m)β
2 − m(τ 21 + . . .+ τ 2m)β

4

σ2
y +mβ2

= w2 + β2(τ 21 + . . .+ τ 2m)
σ2
y

σ2
y +mβ2

≥ 0



✷✺

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ {am}∞m=1 ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ m ✐❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs ❛r❡ ❦❡♣t ✜①❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳✷ ✭x = (τ1+. . .+τm)β✱
y = τm+1β✱ ❛♥❞ a = σ2

y/β
2✮ ✐♠♣❧✐❡s

w2 = a0 ≤ . . . ≤ am ≤ am

+ τ 2m+1β
2 +

(τ1 + . . .+ τm)
2β4

σ2
y +mβ2

− (τ1 + . . .+ τm + τm+1)
2β4

σ2
y + (m+ 1)β2

= am+1

✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t② ✇❤❡♥ (τ1 + . . .+ τm)β = τm+1β(σ
2
y/β

2 +m)✳

❆✳✶✳✶ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠s

❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❡r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ✜rst
t❡r♠✱ m = 0✱ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✮✱ ✐s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

I0(η, τ,0) = I(η, 0,0)e−τ

❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ m = 1✱ ✐s

Im(η, τ,0) = I(0, 0,0)αe−τA1

∫ τ

0

dτ1
e−2η2y/a1

√
a1

A1 =
wσxσy

√

σ2
x + β2

√
σ2
y + β2

❛♥❞ ✇❤❡r❡

a1 = w2 + τ 21β
2 − τ 21β

4

σ2
y + β2

= w2 +
τ 21β

2σ2
y

σ2
y + β2

❆t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t✱ ηy = 0✱ t❤❡ t❡r♠ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇

I1(0, τ,0) = I(0, 0,0)e−τ αwσx

β
√

σ2
x + β2

arcsinh(ξ)

✇❤❡r❡

ξ =
βσyτ

w
√

σ2
y + β2

❚❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠✱ m = 2✱ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ηy = 0 ✐s

I2(η, τ,0) = I(0, 0,0)
α2

2
e−τ wσxσy
√

σ2
x + 2β2

√
σ2
y + 2β2

∫ τ

0

dτ1

∫ τ

0

dτ2
e−2η2y/a2

√
a2

✇❤❡r❡

a2 = w2 + (τ 21 + τ 22 )β
2 − (τ1 + τ2)

2β4

σ2
y + 2β2

❚❤✐s t❡r♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣r♦❜❧❡♠s✳
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❆✳✶✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① t❤❡ ❲❡♥t③❡❧ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❚♦ ❛❝❝♦♠✲
♣❧✐s❤ t❤✐s✱ ✇❡ ✉t✐❧✐③❡ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ {am}∞m=1 ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ m ✐❢
❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❦❡♣t ✜①❡❞✱ ❛♥❞ t❤❛t s❡q✉❡♥❝❡ {Am}∞m=1 ✐s ❛♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ✐♥ m✳ ❚❤❡s❡ ❢❛❝ts ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❲❡♥t③❡❧ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s = 0✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ηy ❛♥❞ τ ✐s✱ s❡❡ ✭❆✳✷✮

I(η, τ,0) = I(0, 0,0)e−τ

∞∑

m=0

Am
αm

m!

∫ τ

0

dτ1 . . .

∫ τ

0

dτm
e−2η2y/am

√
am

■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s❡r✐❡s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ✐✳❡✳✱

I(η, τ,0) ≤ I(0, 0,0)e−τ

∞∑

m=0

A0
αm

m!

∫ τ

0

dτ1 . . .

∫ τ

0

dτm
1√
a0

= I(0, 0,0)e−τ

∞∑

m=0

(τα)m

m!
= I(0, 0,0)e−τ(1−α) ≤ I(0, 0,0)

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ q✉❛♥t✐t②✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❲❡♥t③❡❧ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡
r❡❛❧ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤✐s ❡st✐♠❛t❡ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❆✳✶✳✸ ❊st✐♠❛t❡ ♦❢ ❡rr♦r

▲❡t ∆M ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡rr♦r ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s = 0✱ ✐❢ t❤❡ ✜rstM t❡r♠s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❲❡♥t③❡❧ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ s✉♠ ✐♥ ✭❆✳✶✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s✱ t❤❡ ❡rr♦r ✐s

∆M = I(0, 0,0)e−τ

∞∑

m=M+1

αm

m!
Am

∫ τ

0

dτ1 . . .

∫ τ

0

dτm
e−2η2y/am

√
am

✇❤❡r❡

am = w2 + (τ 21 + . . .+ τ 2m)β
2 − (τ1 + . . .+ τm)

2β4

σ2
y +mβ2

❚❤❡ ❧❛r❣❡st ❡rr♦r ♦❝❝✉rs ❛t ηy = 0✳

∆M ≤ I(0, 0,0)e−τ

∞∑

m=M+1

αm

m!

wσxσy
√

σ2
x +mβ2

√
σ2
y +mβ2

∫ τ

0

dτ1 . . .

∫ τ

0

dτm
1√
am

❋♦r ✜①❡❞ m ❛♣♣❧② t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ✇✐t❤ p = 2✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s

am = w2 + β2
(τ 21 + . . .+ τ 2m)(σ

2
y +mβ2)− (τ1 + . . .+ τm)

2β2

σ2
y +mβ2

≥ w2 + (τ 21 + . . .+ τ 2m)
β2σ2

y

σ2
y +mβ2

=
β2σ2

y

σ2
y +mβ2

(
w2(σ2

y +mβ2)

β2σ2
y

+ τ 21 + . . .+ τ 2m

)



✷✼

❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ✐s

∆M ≤ I(0, 0,0)e−τ

∞∑

m=M+1

αm

m!

wσx

β
√

σ2
x +mβ2

×
∫ τ

0

dτ1 . . .

∫ τ

0

dτm
1

√
w2(σ2

y+mβ2)

β2σ2
y

+ τ 21 + . . .+ τ 2m

❊st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇✳

∆M ≤ I(0, 0,0)e−τ wσx

β
√

σ2
x + (M + 1)β2

∞∑

m=M+1

αm

m!

× τm−M

∫ τ

0

dτ1 . . .

∫ τ

0

dτM
1

√
w2(σ2

y+(M+1)β2)

β2σ2
y

+ τ 21 + . . .+ τ 2M

♦r

∆M ≤ I(0, 0,0)e−τ wσx

β
√

σ2
x + (M + 1)β2

τ−M

×
∫ τ

0

dτ1 . . .

∫ τ

0

dτM
1

√
w2(σ2

y+(M+1)β2)

β2σ2
y

+ τ 21 + . . .+ τ 2M

∞∑

m=M+1

(ατ)m

m!
︸ ︷︷ ︸

eατ−
∑M

m=0
(ατ)m

m!

■t ✐s ❡❛s② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤✐s ❡rr♦r✱ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ τ ✱ ❛tt❛✐♥s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠
✈❛❧✉❡ ❛t τ = τ0✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ❯s❡❢✉❧ ✐♥t❡❣r❛❧s

❆ ❢❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✐♥❡♥t ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ❤❡r❡✱ s❡❡ ♣❛❣❡ ✸✸✼ ✭✸✳✸✷✸✮ ✐♥ ❘❡❢ ❬✷✷❪✳

∫ ∞

−∞

e−2x2/a2±bx dx = a

√
π

2
ea

2b2/8, Re a2 > 0

❆♥♦t❤❡r ✉s❡❢✉❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ❬✷✷✱ ♣❛❣❡ ✾✹ ✭✷✳✷✻✶✮❪✳

∫
dx√

a2 + b2x2
=

1

b
arcsinh

(
bx

a

)

❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ■♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

❆ ❢❡✇ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① t❤❡s❡
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ♣r♦✈❡❞✳



✷✽

❈✳✶ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✶

▲❡t 1 ≤ p < ∞ ❛♥❞ m ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✳ ❚❤❡♥

(
m∑

i=1

xi

)p

≤ mp−1

m∑

i=1

xp
i , x ∈ R

m
+ ✭❈✳✶✮

❚❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ m✳ ❋♦r m = 1 ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ tr✐✈✐❛❧
✐♥❡q✉❛❧✐t②

xp
1 ≤ xp

1

◆❡①t ❛ss✉♠❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❝♦rr❡❝t ❢♦r m = 1, 2, . . . , k✱ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
❢♦r m = k + 1✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❞❡✜♥❡

f(x) = (k + 1)p−1
k+1∑

i=1

xp
i −

(
k+1∑

i=1

xi

)p

, x = (x1, x2, . . . , xk+1) ∈ R
k+1
+

❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❛t f(x) ≥ 0 ✐♥ x ∈ R
k+1
+ ✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

kp−1

k∑

i=1

xp
i −

(
k∑

i=1

xi

)p

≥ 0 ✭❈✳✷✮

❆ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ R
k+1
+ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

∂f(x)

∂xj

= p



(k + 1)p−1xp−1
j −

(
k+1∑

i=1

xi

)p−1


 = 0, j = 1, 2, . . . , k + 1

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s

(k + 1)xj =
k+1∑

i=1

xi, j = 1, 2, . . . , k + 1

♦r
x1 = x2 = x3 = . . . = xk+1

❛t ✇❤✐❝❤ f(x) = 0✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛t t❤❡ ❜♦❛r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ R
k+1
+ ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r p ≥ 1

f(xj = 0) = (k + 1)p−1
k+1∑

i=1
i 6=j

xp
i −

(
k+1∑

i=1
i 6=j

xi

)p

, j = 1, 2, . . . , k + 1

✇❤✐❝❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✭❈✳✷✮✱ ✐s ❣✉❛r❛♥t✐❡❞ t♦ s❛t✐s❢②

f(xj = 0) ≥ 0, j = 1, 2, . . . , k + 1

s✐♥❝❡ (k + 1)p−1 > kp−1✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x) ≥ 0 ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ R
k+1
+ ✱ ❛♥❞ t❤❡

✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭❈✳✶✮ ✐s ♣r♦✈❡❞✳



❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙ ✷✾

❈✳✷ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✷

❆ s❡❝♦♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞✳ ▲❡t x, y, a ≥ 0✱ m = 1, 2, 3, . . .✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡

y2 +
x2

a+m
− (x+ y)2

a+m+ 1

=
y2(a+m)(a+m+ 1) + x2(a+m+ 1)− (x2 + y2 + 2xy)(a+m)

(a+m)(a+m+ 1)

=
y2(a+m)2 + x2 − 2xy(a+m)

(a+m)(a+m+ 1)
=

(y(a+m)− x)2

(a+m)(a+m+ 1)
≥ 0

❆♣♣❡♥❞✐① ❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❊✳ ❇❡rr♦❝❛❧ ❡t ❛❧✳ ✏❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡✲
r✐♥❣ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ♣❧❛♥❛r ❧❛s❡r ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ ❞❡♥s❡ s♣r❛②s✑✳ ❖♣t✐❝s ❊①♣r❡ss ✶✻✳✷✷
✭✷✵✵✽✮✱ ♣♣✳ ✶✼✽✼✵✕✶✼✽✽✶✳

❬✷❪ ▼✳ ❏✳ ❉②❡r ❛♥❞ ❉✳ ❘✳ ❈r♦s❧❡②✳ ✏❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ ♦❤ ❧❛s❡r✲✐♥❞✉❝❡❞
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♥ ❛ ✢❛♠❡✑✳ ❖♣t✐❝s ▲❡tt❡rs ✼✳✽ ✭✶✾✽✷✮✱ ♣♣✳ ✸✽✷✕✸✽✹✳
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