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Résumé

La qualification d’un produit, lors des phases de développement, est une étape importante dans
un projet qui vérifie que les performances et la fiabilité atteignent les objectifs. Les essais de
qualification sont souvent couteux en temps et en nombre de produits testés. Les essais accélérés
consistent à soumettre des unités à des niveaux de stress plus élevés qu’en condition d’exploi-
tation afin de réduire le temps d’apparition des défaillances. Ils permettent de construire plus
rapidement la fonction de fiabilité à partir d’un modèle appropriée reliant durée de vie et stress.
De plus, un plan d’essai doit être construit, précisant les paramètres du plan (niveaux de stress,
allocation de l’échantillon) pour trouver le meilleur compromis entre le coût d’essai et la qualité
d’estimation. L’objectif de la thèse a été de définir une méthodologie de construction de plans
d’essai accéléré optimaux et robustes. Nous avons donc développé un cadre général basé sur
la minimisation du coût global et une approche bayésienne. Les distributions a priori, issues
de la connaissance des paramètres de fiabilité et du modèle d’accélération, sont utilisées dans
l’inférence bayésienne et dans une simulation de Monte Carlo d’exploration des fiabilités pos-
sibles. Le plan optimal et robuste est obtenu à partir de méthodes d’optimisation (Surface de
réponse, Algorithmes génétiques). Enfin, une méthodologie de suivi des essais est développée en
observant la pertinence des résultats par rapport aux informations a priori à partir d’un facteur
de similitude. Il permet de vérifier si la décision quant à la qualification peut être prise plus
rapidement, ou d’optimiser le plan en cours de réalisation.

Mots-clés : Fiabilité, Essais accélérés, optimisation, estimation bayésienne, coût des essais,
coût d’exploitation, robustesse

Abstract

Qualification of a product during the development phases is an important step in a project. It
permits to verify that the performances and reliability achieve the objectives. The qualification
tests are often costly in time and number of products tested. Accelerated tests consist of sub-
mitting units to stress levels higher than operating condition to reduce the time to failures and
allow building faster the reliability function. This requires the determination or development
of appropriate life-stress relationship model. In addition, a test plan should be built, accurate
the design parameters (number of test levels, stress levels, sample allocation at each stress level
...) to find the best compromise between cost test and quality estimation. The objective of the
thesis is to define a methodology to obtain optimal and robust accelerated test plans. So, we
have developed a general framework based on the minimization of a global cost function and a
Bayesian approach. The prior distributions, from the available knowledge on the parameters of
reliability and acceleration model, are used in Bayesian inference and in a Monte Carlo simula-
tion to explore possible reliabilities. The optimal and robust plan is obtained by optimization
methods (Response surface and Genetic algorithms). Finally, a methodology of monitoring dur-
ing test realization is developed. The relevance of the results in relation to prior information is
studied using a similarity factor between observed and a priori data. It allows verifying whether
the decision on the qualification can be taken more quickly in presence of more reliable product
than expected or optimizing the plan under realization.

Keywords: accelerated test, reliability, optimisation, Bayesian estimation, testing cost, opera-
tion cost, robustness





Remerciements

Je souhaite remercier en premier lieu mon directeur de thèse, le professeur Fabrice Guérin,
pour avoir accepté de diriger ma thèse. Je lui suis également reconnaissant pour sa disponibilité,
ses qualités pédagogiques et scientifiques. J’ai beaucoup appris à ces côtés. J’en profite pour lui
exprimer ici ma plus profonde gratitude.
J’adresse mes remerciements les plus chaleureux à mon autre co-encadrant Laurent Saintis,
maître de conférences à Université Angers, pour tous les précieux conseils qu’il m’a donné,
pour la confiance qu’il m’a témoigné, son enthousiasme, sa disponibilité et le partage de ses
nombreuses connaissances lors de nos nombreuses discussions.
Je remercie très sincèrement le professeur Abdessamad Kobi, directeur du Laboratoire en Sûreté
de fonctionnement, Qualité et Organisation (LASQUO), de l’Université d’Angers de m’accepter
et de me permettre d’utiliser le laboratoire.
Je voudrais remercier les rapporteurs de cette thèse professeur Patrick Lyonnet, ENISE, et M.
Léo Gerville-Réache, maître de conférences HdR à université Bordeaux, pour l’intérêt qu’ils ont
porté à mon travail.
Je tiens également à remercier les professeurs David Bigaud et Christian Bès pour avoir accepté
d’examiner mon travail et de participer au jury.
Enfin, je souhaite remercier ma famille, Je pense tout d’abord à mes parents pour leur soutien au
cours de ces années d’études et sans lesquels je n’en serai pas là aujourdhui. Il m’est impossible
de trouver des mots pour dire à quel point je suis fier d’eux, et à quel point je les aime. Je suis
reconnaissant à ma mère pour ses efforts et pour m’encourager à continuer mes études. Elle est
toujours dans mon cur et dans mon esprit. Je la loue et je l’adore.
Je tiens à remercier mon fils Ali qu’il est toute ma vie, pour son excellente compréhension. Mes
derniers remerciements vont à mes soeurs et mon frère pour leur soutien constant, j’associe à ces
remerciements ma soeur Dr. Fatemeh Fatemi pour sa gentillesse et sa loyauté et spécialement
ma soeur Dr. Sedigheh Fatemi en tant que consultant et un exceptionnel compagnon dans ma
vie. Pour conclure, je souhaite bien évidemment remercier mon mari Saeid pour son soutien, sa
patience et sa tolérance dans tous ces quatre ans.





Table des matières

Table des matières 9

Introduction générale 11

Rappels sur la Fiabilité 17

2.1 Sûreté de Fonctionnement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.1.1 Le concept FMDS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.1.2 Grandeurs associées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2 La fiabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2.1 La fiabilité tout au long du cycle de vie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.2.2 Mesures des performances . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3 Estimation de la fiabilité par une approche paramétrique . . . . . . . . . . . . . . 26
2.3.1 Le modèle standard de durée de vie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.3.2 Les estimations de paramètres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.3.3 Estimation des caractéristiques de fiabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

Estimation de la fiabilité par les essais accélérés 35

3.1 Les essais accélérés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.1.2 Le plan d’essais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.2 Le modèle standard de vie accélérée (SVA) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.2.1 Principe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.2.2 Lois d’accélération courantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.2.3 La construction d’un modèle paramétrique . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.3 Application numérique sur le modèle de durée de vie des roulements à billes . . . 46
3.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

Estimation bayésienne 53

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.2 L’inférence Bayésienne dans le cadre de modèles SVA . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.2.1 Application de l’inférence Bayésienne au modèle SVA paramétrique . . . . 57
4.3 L’information a priori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4.3.1 Sources d’information . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.3.2 Le choix de la loi a priori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.3.3 Construction de la loi a priori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

4.4 Application numérique d’estimation bayésienne d’un modèle SVA . . . . . . . . . 71
4.4.1 A priori cohérent et peu informatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
4.4.2 A priori cohérent et très informatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
4.4.3 A priori très informatif et incohérent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

9



10 TABLE DES MATIÈRES

Planification optimisée et robuste d’essais accélérés dans un contexte de qualifi-
cation 77
5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
5.2 Problématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
5.3 Principe de l’optimisation des plans d’essai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

5.3.1 Hypothèses générales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
5.3.2 Critère de planification et formulation du problème . . . . . . . . . . . . . 80
5.3.3 Plan d’essai pour un seul stress . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

5.4 Analyse des méthodes existantes de construction de plans optimaux . . . . . . . 83
5.5 Proposition d’un plan d’essai optimal et robuste . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

5.5.1 Définition de l’objectif de fiabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
5.5.2 Plan d’essai à optimiser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
5.5.3 Connaissance a priori sur le produit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
5.5.4 Définition de la fonction coût . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
5.5.5 Formulation du problème d’optimisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

5.6 Méthodes d’optimisation d’un plan d’essai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
5.6.1 Optimisation à l’aide d’une surface de réponse . . . . . . . . . . . . . . . 89
5.6.2 Exemple numérique pour un plan de qualification de roulements à billes . 90
5.6.3 Recherche de l’optimum à l’aide des algorithmes génetiques . . . . . . . . 98
5.6.4 Exemple numérique pour un plan de qualification . . . . . . . . . . . . . . 103

5.7 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

Conduite d’un plan d’essais accélérés 107
6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
6.2 Compatibilité de l’a priori avec les données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

6.2.1 Le principe de calcul d’un facteur de compatibilité normalisé . . . . . . . 111
6.2.2 L’utilisation du facteur de compatibilité comme facteur de pondération de

l’a priori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
6.2.3 Application au modèle SVA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

6.3 Analyse finale ou périodique des résultats d’essai . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
6.4 Analyse périodique des résultats et ajustement du plan d’essai . . . . . . . . . . 118
6.5 Exemple numérique de l’analyse périodique des résultats d’essai . . . . . . . . . . 119

6.5.1 Stratégie de conduite de l’essai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
6.5.2 Cas 1 : Acceptation du test à la première étape . . . . . . . . . . . . . . . 121
6.5.3 Cas 2 : Acceptation du test à la deuxième étape . . . . . . . . . . . . . . 122
6.5.4 Cas 3 : Refus du test à la troisième étape . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
6.5.5 Cas 4 : Acceptation du test à la troisième étape . . . . . . . . . . . . . . . 124

6.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

Conclusions et Perspectives 127

Bibliographie 131

10



Introduction générale

Plus les caractéristiques d’un produit ou d’un système sont appréhendées tôt dans son cycle
de vie, moins les risques financiers ou reliés à la sûreté des installations dus à la non réalisation
des performances attendues sont élevés. Dans un contexte d’exigences de systèmes de plus en
plus fiables et sûrs, et de durées de garanties croissantes, il est impératif de vérifier le plus tôt
possible que les performances des systèmes sont conformes au cahier des charges.

Pour ce faire, l’idéal est de procéder à des séries d’essais sur des prototypes quand ils existent.
Le problème est l’investissement en temps et en quantité de matériel important demandé car
les matériels étant de plus en plus fiables, l’observation de défaillances est de moins en moins
probable. Les industriels ne peuvent plus se permettre de tels coûts financiers. A l’extrême,
certains systèmes se fabriquent à l’unité, ce qui rend les politiques d’essai difficiles.

Ainsi, cette problématique a été la source, pour la communauté scientifique, de nombreuses
voies de recherche. Celles-ci sont basées principalement sur la modélisation stochastique des
apparitions des défaillances au cours du temps et sur l’estimation statistique des paramètres
des modèles à partir des résultats d’essai. Les premiers travaux ont consisté à étudier les essais
réalisés en conditions nominales (on reproduit les conditions normales d’utilisation du produit),
provoquant des temps d’essai importants, et avec des tailles d’échantillon élevées. Par la suite
des travaux ont été menés pour réduire les tailles d’échantillon et temps d’essai :

– P. Sander, R. Badoux , H. Procaccia, C. Clarotti, A. Lannoy, J. Ringler, ...
([Sander and Badoux, 1991a], [Procaccia et al., 1992a], [Procaccia and Morilhat, 1996a],
[Clarotti, 1998a], [Ringler, 1979a], [Lannoy and Procaccia, 1994a]) ont proposé d’intégrer
toute la connaissance disponible sur la fiabilité des systèmes testés dans les plans d’essais,
à l’aide des statistiques bayésiennes, permettant de réduire le nombre de produits à tester.

– W. Nelson, E. Elsayed, O’Connor, H. Caruso, Kececioglu, P. Hoang, V. Bagdo-
navicius, M. Nikulin, ... ([Nelson, 1990b], [Shyur et al., 1999b],[O’Connor, 2003a],
[Caruso and Dasgupta, 1998], [kececioglu, 1944], [Hoang, 2003a], [kececioglu, 1944],
[Bagdonavicius and Nikulin, 2002], ...) ont proposé d’utiliser les essais accélérés (sévéri-
sation des conditions d’essai permettant de provoquer les défaillances plus rapidement)
pour estimer la fiabilité d’un produit et les essais bayésiens

– S. Voiculescu, W. Meeker, ... ([Voiculescu and Guerin, 2005], [Zhang and Meeker, 2006])
ont étudié l’estimation bayésienne des modèles de vie accélérée utilisés pour l’analyse des
résultats d’essais accélérés.

Aujourd’hui, ces techniques sont souvent utilisées par les industriels pour évaluer la fiabilité
d’un équipement. Ainsi, les essais accélérés sont couramment utilisés pour la qualification afin
de démontrer que l’exigence de fiabilité est tenue avec un certain niveau de confiance.

11



12 CHAPITRE 1 — Introduction générale

La figure 5.1 montre comment peut être définie une exigence de fiabilité.

Figure 1.1 – Exigence de fiabilité

Ces exigences de qualification sont fixées dans les conditions opérationnelles d’utilisation de
l’équipement caractérisées par un profil de mission plus ou moins complexe. Le profil de mission
peut être constitué de deux composantes :

– Phases d’utilisation : cycle de vie du produit composé de plusieurs phases pendant les-
quelles le produit rend service (cf. 1.2),

Figure 1.2 – Exemple d’un profil de mission avec plusieurs phases de vie

– Environnement de fonctionnement (climatique, mécanique, ) comme l’illustre la figure 1.3

12



CHAPITRE 1 — Introduction générale 13

Figure 1.3 – Exemple d’un profil de mission avec plusieurs phases de vie et de des environnements
spécifiques

Aussi, il est important de définir des essais de qualification intégrant ces profils de mission
complexes. Les différents environnements (climatique, électrique, mécanique, ...) intègrent des
stress (température, humidité, cyclage thermique, vibration, ) pouvant solliciter des modes de
défaillance indépendants (cf. table 1.1). Ainsi, il est possible de décomposer l’essai de qualification
en une série d’essais indépendants avec des stress de sévérisation spécifiques.

Stress Effets
Température Oxydation : dégradation des performances électriques

Electromigration : dégradation des performances électriques
Fluage : dégradation des performances électriques et mécaniques
Interdiffusion : dégradation des performances électriques et mécaniques

Température cyclée Fatigue thermique par dilatation différentielle : rupture de connexion
Humidité corrosion (accélérée avec la température élevée)
Tension isolation

Dégradation des contacts
Intensité Oxydation : dégradation des performances électriques

Electromigration : dégradation des performances électriques
Champs magnétiques :interférence

Vibration Fatigue mécanique (fissuration, rupture, )

Table 1.1 – Influence des principaux stress sur les mécanismes de défaillance en électronique

Ainsi, la construction du plan d’essai consiste à définir la série d’essais accélérés à réaliser en
considérant que la fiabilité globale Rglobale dépend des fiabilités associées aux différents stress et
phases de vie. Dans le cas où nous avons plusieurs modes de défaillances indépendants (associés
des stress différents), il est usuel de procéder à des essais accélérés distincts. Lors de la qualifi-
cation (fin de la phase de développent avant de lancer la production), il est très rare de disposer
d’une taille d’échantillon importante et l’ingénieur est confronté à un problème de répartition
des produits à tester entre les différents essais. Il s’agit ensuite pour l’ingénieur de définir les
plans d’essais accélérés (combien de niveaux d’essai, allocation des produits à tester à chaque
niveau, temps d’essai, ...) garantissant une bonne qualité d’estimation. Plusieurs méthodes de
construction de plan optimal d’essais accélérés ont été proposées afin de maîtriser la qualité

13



14 CHAPITRE 1 — Introduction générale

d’estimation. La plupart de ces méthodes sont basées sur la minimisation de la variance d’es-
timation, afin de garantir une précision du résultat. Ces méthodes nécessitent de connaître la
fiabilité potentielle de l’équipement à tester et les paramètres du modèle de vie accélérée. Cette
caractérisation est souvent réalisée de manière déterministe. Pourtant, il est communément ad-
mis que les prévisions de fiabilité sont soumises à une grande incertitude. De plus, l’industriel
doit avant tout maîtriser le risque pris lors de la qualification (relié à la qualité d’estimation) et
les coûts associés :

– Coût d’essai augmentant avec la qualité d’estimation (diminution de la variance)
– Coût d’exploitation augmentant avec le risque pris lors de la qualification (dégradation de

la qualité d’estimation) pouvant provoquer un nombre de défaillances supérieur à l’objectif.
C’est ainsi que nous proposons de construire un plan optimal et robuste permettant de

prendre en compte les considérations citées précédemment :
– minimisation d’une fonction coût basée sur approche globale économique (essai et exploi-

tation),
– prise en compte du critère de qualification intégrant l’objectif de fiabilité contractuel,
– intégration des incertitudes sur les prévisions de fiabilité et des paramètres du modèle de

vie accélérée,
– estimation bayésienne des paramètres de modèle.
Finalement, on obtient un plan qui permet de garantir la prise de décision quant à la qua-

lification. Toutefois, ce plan permet de couvrir un domaine assez vaste de la fiabilité de l’équi-
pement et des paramètres du modèle de vie accélérée. Aussi, lors de la réalisation de l’essai,
nous proposons d’évaluer le critère de qualification afin de savoir s’il est possible de prendre
une décision plus rapidement et d’agir directement sur les paramètres de plan. Pour ce faire,
nous étudierons la cohérence des résultats d’essai avec les connaissances a priori qui ont per-
mis de construire le plan en utilisant le facteur de pondération développé par S. Voiculescu
([Voiculescu and Guérin, 2009]) pour les modèles de vie accélérée.

Ainsi, le document est organisé de la manière suivante :
• Le premier chapitre rappelle brièvement les définitions de quelques indicateurs de fiabilité

et techniques d’estimation statistique de paramètres de modèles qui seront utilisés dans la
suite du document ([Villemeur, 1988a], [Cocozza-Thivent, 1997], [Pages and Gondran, 1980],
[Afnor, 1988]).

• Le deuxième présente les essais accélérés en insistant sur le modèle Standard de Vie Ac-
célérée (SVA) paramétrique ([Nelson, 1990b], [Crowe and Feinberg, 2001a], [ASTE, 1993],
[O’Connor, 2003a], [Ligeron and et M. Neff, 1984]).

• Le troisième introduit l’inférence bayésienne et son application aux modèles SVA paramé-
triques. ([Crowe and Feinberg, 2001a], [McLean, 2000], [kececioglu and Sun, 1999])

• Le quatrième présente la problématique de la construction de plans optimaux. Les limites
des méthodes actuelles seront précisées afin de dégager les objectifs pour développer une
nouvelle approche. Ainsi, nous présenterons une nouvelle approche permettant d’obtenir
un plan optimal et robuste en précisant :
– la fonction Coût basée sur une approche économique intégrant la métrique de fiabilité

contractuelle,
– la procédure de construction de plan utilisant la simulation de Monte Carlo et l’inférence

bayésienne,
– les méthodes d’optimisation permettant de rechercher le plan optimal

• Le cinquième chapitre présente différentes approche pour l’analyse des résultats d’essai au
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CHAPITRE 1 — Introduction générale 15

cours de la réalisation du plan optimal et robuste. Ces approches consistent à évaluer le
critère de qualification pour vérifier si la décision peut être prise plus rapidement car la
fiabilité réelle le permet.

Enfin le document se termine par des conclusions et des perspectives.

15





Rappels sur la Fiabilité

Ce chapitre a pour objectif d’introduire brièvement quelques notions de fiabilité et les tech-
niques d’estimation statistique de paramètres de modèle.

2.1 Sûreté de Fonctionnement

La Sûreté de Fonctionnement (SdF) est l’aptitude d’une entité à satisfaire une ou plu-
sieurs fonctions requises dans des conditions données, la propriété qui permet aux utilisateurs
du système de placer une confiance justifiée dans le service qu’il leur délivre, la capacité de
maintenir le niveau de performance dans le temps.

La sûreté de fonctionnement désigne à la fois un ensemble de moyens et un ensemble de
résultats produits par ces moyens [Mortureux, 2001]:

– les méthodes et outils pour caractériser et maîtriser les effets des aléas, des pannes, des
erreurs [Villemeur, 1988b], [Pagès and Gondran, 1980], [O’Connor, 2002];

– les caractéristiques des systèmes pour exprimer la conformité de leurs comportements et
leurs actions à long terme [Pagès and Gondran, 1980], [Procaccia and Morilhat, 1996b],
[Pham, 2003].

Au sens large, la SdF est considérée comme la science des défaillances et des pannes. Différents
auteurs définissent la SdF comme :

– la science des défaillances [Villemeur, 1988b];
– la confiance justifiée dans le service qu’il délivre [Laprie et al., 1995];
– le maintien de la qualité dans le temps [Mortureux, 2001];
– l’ensemble des propriétés qui décrivent la disponibilité et les facteurs qui conditionnent la

fiabilité, la maintenabilité et la logistique de maintenance [ISO 9000].
Plus personne aujourd’hui n’accepterait d’utiliser un produit, un système dont tous les as-

pects liés à son usage ne soient pas optimisés sous ses quatre aspects de la Sûreté de Fonction-
nement [Fournier, 1993]:

1. La F iabilité

2. La Disponibilité

3. La Maintenabilité

4. La Sécurité

Dans les paragraphes suivants, nous allons définir ces quatre attributs FMDS de la SdF et
les métriques associées.

2.1.1 Le concept FMDS

Le concept FMDS est apparu aux États-Unis dans les années 1960 dans l’industrie du
spatial et de l’armement.

C’est un ensemble d’outils et de méthodes qui vont permettre sur toutes les phases de la
vie d’un produit de s’assurer qu’il va réaliser la (les) mission(s) pour laquelle (lesquelles) il a

17



18 CHAPITRE 2 — Rappels sur la Fiabilité

été conçu dans des conditions de Fiabilité, de Maintenabilité, de Disponibilité et de Sécurité
définies. Ainsi, la SdF doit être prise en compte tout au long du cycle de développement du
produit. Les quatre attributs de la FMDS sont définis de la manière suivante:

La fiabilité

La fiabilité (reliability en anglais) est l’aptitude d’un dispositif à accomplir une fonction
requise dans des conditions données pour une période de temps donnée [Chapouille, 1972]. Elle
se caractérise par la probabilité R (t) que l’entité E accomplisse ces fonctions, dans les conditions
données pendant l’intervalle de temps [0, t], sachant que l’entité n’est pas en panne à l’instant 0.

R (t) = P [E non défaillante sur [0, t]]

La maintenabilité

La maintenabilité (maintainability en anglais) est l’aptitude d’une entité à être maintenue ou
rétablie dans un état dans lequel elle peut accomplir une fonction requise, lorsque la maintenance
est réalisée dans des conditions données avec des procédures et des moyens prescrits. Elle se
caractérise par la probabilité M (t) que l’entité E soit en état, à l’instant t, d’accomplir ces
fonctions, sachant que l’entité était en panne à l’instant 0.

M (t) = P [E est réparée sur [0, t]]

La disponibilité

La disponibilité (availability en anglais) est l’aptitude d’une entité à être en état d’accomplir
les fonctions requises dans les conditions données et à un instant donné. Elle se caractérise par
la probabilité A (t) que l’entité E soit en état, à l’instant t, d’accomplir les fonctions requises
dans des conditions données :

A (t) = P [E non défaillante à l’instant t]

La sécurité

La sécurité (safety en anglais) est l’aptitude d’un produit à respecter, pendant toutes les
phases de sa vie, un niveau acceptable de risques d’accidents susceptibles d’occasionner une
agression du personnel, une dégradation majeure du produit ou de son environnement.

S (t) = P [E évite les événements critiques ou catastrophiques sur [0, t]]

Nous admettrons par la suite que le temps est la variable principale dont dépend la fiabilité.
Pour certains appareils, il peut être plus approprié de considérer une autre variable : le nombre
de cycles d’ouverture-fermeture pour un relais, le nombre de tours pour un moteur, le nombre
de kilomètres pour une voiture, voire une composition de celles-ci, etc.

La fiabilité est une composante essentielle de la sûreté de fonctionnement. Elle participe
à la disponibilité d’un équipement. Afin d’envisager une étude de sûreté de fonctionnement
exhaustive, il sera nécessaire de réaliser des études complémentaires dans les domaines de la
maintenabilité, de la sécurité et des calculs probabilistes de la disponibilité.
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CHAPITRE 2 — Rappels sur la Fiabilité 19

2.1.2 Grandeurs associées

Des métriques, basées sur l’estimation de moyennes de temps, peuvent être utilisées pour
caractériser la sûreté de fonctionnement d’un système [Villemeur, 1988b] :

– MTTF : La durée moyenne de fonctionnement d’une entité avant la première défaillance
(anglais Mean Time To Failure)

MTTF =
temps cumulés de fonctionnement jusqu′à la 1ère dèfaillance

nombre de 1èresdèfaillances
(2.1)

– MUT : Durée moyenne de fonctionnement après réparation (anglais Mean Up Time)

MUT =
temps cumulés de fonctionnement après la 1ère défaillance

nombre d′intervalles entre 2 défaillances successives
(2.2)

– MDT : Durée moyenne d’indisponibilité après défaillance (anglais Mean Down Time)

MDT =
temps cumulés d′arrêts

nombre total de défaillances après la 1ère
(2.3)

– MTBF : Durée moyenne entre deux défaillances (anglais Mean Time Between Failure)

MTBF =
temps cumulés d′exploitation après la 1ère défaillance

nombre total de défaillances après la 1ère
(2.4)

– MTTR : Durée moyenne de réparation (anglais Mean Time To Repair)
Ces durées sont représentées dans la figure (2.1.2).
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Figure 2.1 – Grandeurs associées à la sûreté de fonctionnement

La disponibilité asymptotique est donnée par :

Disponibilité =
MUT

MTBF
(2.5)

Dans la suite de cette thèse, nous allons nous focaliser tout particulièrement sur la fiabilité
qui est un élément essentiel de la sûreté de fonctionnement.
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20 CHAPITRE 2 — Rappels sur la Fiabilité

2.2 La fiabilité

L’analyse de la fiabilité constitue une phase indispensable dans toute l’étude de la sûreté
de fonctionnement. A l’origine, la fiabilité concernait les systèmes à haute technologie et à fort
potentiel de risque (nucléaire, aéronautique, spatial, ...). Aujourd’hui, la fiabilité est devenue un
paramètre clef de la qualité et de l’aide à la décision dans l’étude de la plupart des composants,
produits et processus "grand public": transport, énergie, bâtiments ... .

De nombreux industriels travaillent à l’évaluation et l’amélioration de la fiabilité de leurs pro-
duits au cours de leur cycle de développement, de la conception à la mise en service (conception,
fabrication et exploitation) afin de développer leurs connaissances sur le rapport Coût/Fiabilité
et maîtriser les sources de défaillance.

La dégradation de la fiabilité d’un produit est directement liée aux mécanismes de dégra-
dation de produit et/ou de ses composants. Parmi les mécanismes de défaillance nous pouvons
citer :

– la fatigue,
– le fluage,
– la fissuration,
– l’usure,
– la corrosion, l’oxydation,
– l’électromigration, etc.
Les étapes nécessaires à la réalisation d’une étude complète de fiabilité pour obtenir soit des

mesures de performance soit des grandeurs associées au produit sont :

1. Les objectifs de l’étude;

2. L’analyse fonctionnelle;

3. La conception (bureau d’études);

4. L’identification des risques potentiels;

5. La modélisation du système;

6. Les essais de validation sur prototypes, présérie;

7. La validation par l’analyse de retour d’expérience (REX).

On observe que jusqu’à l’étape 5 incluse, on peut parler d’une approche prévisionnelle, avant
la réalisation du produit final ou de prototypes. Cette approche très utile est apte à fournir
des informations pertinentes sur les caractéristiques de la fiabilité du produit en cours du dé-
veloppement. Elle permet rapidement et avec de ressources limitées de décider quelles sont les
actions à mener pour améliorer l’équipement. Néanmoins, il est rarement possible d’intégrer les
interactions entre les composants et les différents modes de défaillance qui peuvent pourtant
dégrader significativement la fiabilité.

Aussi, lors de l’étape suivante, les essais de validation sur des prototypes ou des produits de
présérie permettent d’étudier le comportement et les performances en simulant les conditions
d’utilisation (stress, sollicitations, environnement, ...) : on parle alors d’une approche expéri-
mentale.

La dernière étape (étape 7) permet de mesurer la fiabilité opérationnelle du produit en
traitant les données issues de l’exploitation. Cette étape permet de confirmer les différentes
hypothèses prises (mécanismes de défaillance influents, lois de fiabilité, ...) et de capitaliser cette
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information à travers des recueils de données ou pour servir comme information a priori dans le
cadre de démarches Bayésiennes pour de futures versions du produit.

Dans le cadre de la thèse, nous nous sommes intéressés à la fiabilité expérimentale. Dans
les paragraphes suivants, nous présentons les différentes techniques d’essais de fiabilité et les
statistiques qui peuvent être estimées à partir des résultats d’essais.

2.2.1 La fiabilité tout au long du cycle de vie

La fiabilisation d’un produit au cours du cycle de vie de développement fait appel à de
nombreuses phases dans lesquelles on utilise divers méthodes et outils (voir Figure 2.2).

Figure 2.2 – Position des essais dans le cycle de développement d’un produit

L’ensemble des essais de fiabilité (robustesse, estimation et déverminage) contribue largement
à la croissance de la fiabilité du produit au cours de son développement et de sa production (voir
Figure 2.3).

Les dernières techniques d’essais développées consistent à accélérer cette croissance de fiabi-
lité par l’utilisation d’essais séverisés [Crowe and Feinberg, 2001b]. Ainsi, on peut citer :

– essais de robustesse : les essais HALT (Highly Accelerated Life Test)
– essais d’estimation : les essais accélérés ALT (Accelerated Life Test)
– essais de déverminage : les essais HASS (Highly Accelerated Stress Screen)
La cohérence entre les différentes études de fiabilité doit être gardée d’une manière constante

pendant les cycles de vie d’un produit comme une partie intégrante de l’ensemble d’outils SdF.
Les estimations expérimentale et opérationnelle de la fiabilité sont basées principalement sur

l’analyse et l’interprétation des instants de défaillance. La grande différence entre les deux est
les moyens utilisés pour obtenir les temps de défaillance. Par contre, les méthodes et les outils
d’analyse sont communs. Lorsque la fiabilité expérimentale utilise des instants de défaillance
obtenus à partir d’essai sur des prototypes, la fiabilité opérationnelle utilise les instants de
défaillance obtenus à partir de l’exploitation du produit.

Nous allons nous intéresser aux essais d’évaluation qui vont permettre d’évaluer des mesures
de performance. Il s’agit principalement de mesures statistiques que nous allons présenter dans
le paragraphe suivant.
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22 CHAPITRE 2 — Rappels sur la Fiabilité

Figure 2.3 – Croissance de la fiabilité au cours du développement d’un produit

2.2.2 Mesures des performances

On définit la défaillance comme la cessation de l’aptitude d’une entité à accomplir une
fonction requise [Villemeur, 1988b]. On va considérer T la variable aléatoire qui représente le
temps écoulé entre la mise en marche d’un matériel et la première défaillance observée.

Une variable aléatoire est une fonction définie sur l’ensemble des résultats possibles d’une
expérience aléatoire, telle qu’il soit possible de déterminer la probabilité pour qu’elle prenne une
valeur donnée ou qu’elle prenne une valeur dans un intervalle donné [Tiplica, 2007].

La théorie des probabilités est l’étude mathématique des phénomènes caractérisés par
le hasard et l’incertitude. Plus précisément, les probabilités sont utilisées pour modéliser des
situations dans lesquelles une même expérience réalisée à des différents moments mais dans les
mêmes conditions, peut produire des résultats différents.

Toutes les mesures des performances suivantes sont déclinées de la théorie des probabilités
pour une variable aléatoire X, adaptée pour le cas concret X = T , et interprétée en association
avec leurs sens physiques.

Fonction de fiabilité

La fonction de fiabilité ou fonction de survie R(t), est définie comme l’aptitude d’une entité
à accomplir une fonction requise, dans des conditions données, pendant un intervalle de temps
donné.

La fiabilité à l’instant t est la probabilité qu’une entité E soit non défaillante sur la durée
[0; t], en supposant qu’elle n’est pas défaillante à l’instant t = 0.

Par extension, on appelle également fiabilité, la probabilité associée R(t) définie par :

R (t) = P (T > t) (2.6)

Les aspects théoriques de la fiabilité consisteront donc en une application particulière de la
théorie des probabilités aux problèmes de durée de fonctionnement sans incidents qui va utiliser
toutes les informations autour du sujet.

La figure 2.4 ci-dessous présente une allure de la fonction R(t) en fonction du temps.
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Figure 2.4 – Courbe de fiabilité

Pour compléter l’approche théorique de la notion de fiabilité, il est nécessaire de définir aussi
les notions suivantes, qui sont dérivées de la théorie des probabilités.

La fonction de répartition

La fonction F (t) de l’équation 2.7 représente la fonction de répartition de la variable aléatoire
T . C’est la défiabilité R (t) (la probabilité de défaillance du système) ou le complément à 1 de
la probabilité de fiabilité R(t) définie par:

F (t) = P (T ≤ t)

F (t) = R (t) = 1 −R (t) (2.7)

La fonction de répartition est la primitive de la densité de probabilité f(t) (voir le paragraphe
suivant). La fonction de répartition a les propriétés suivantes :

– F (t) est croissante ;
– F (t) est partout continue à droite ;
– lim

t→0
F (t) = 0 ;

– lim
t→∞

F (t) = 1.

Densité de probabilité

Si dt est un nombre réel positif infiniment petit (pour nous un intervalle de temps), alors la
probabilité d’obtenir T inclus dans l’intervalle [t; t+ dt] est égale à f(t)dt, soit:

P (t < T < t+ dt) = F (t+ dt) − F (t) (2.8)

avec :
F (t+ dt) − F (t)

dt
= f (t) (2.9)

Finalement, on obtient la relation générale de la fonction de densité :

f (t) =
dF (t)

dt
= −dR (t)

dt
(2.10)
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24 CHAPITRE 2 — Rappels sur la Fiabilité

sachant que f(t) est une fonction localement intégrable pour la mesure de Lebesgue .
De même, nous pouvons ajouter les relations suivantes :

F (t) =

t
∫

0

f (u)du

R (t) = 1 − F (t) = 1 −
t
∫

0

f (u)du =

∞
∫

t

f (u)du (2.11)

Le taux de défaillance instantané

Il est aussi possible de définir la notion de taux instantané de défaillance au temps t, notée
λ(t). La valeur λ(t)dt représente la probabilité d’avoir une défaillance dans l’intervalle de temps
[t; t+ dt], sachant qu’il n’y a pas eu de défaillance dans l’intervalle de temps [0; t].

Ainsi, en appliquant le théorème des probabilités conditionnelles, puis le théorème des pro-
babilités totales, λ(t) s’écrit :

λ(t)dt =
Prob(défaillant sur [t; t+ dt] sans défaillance sur [0; t])

Prob(non défaillant sur [0; t])

λ(t)dt =
Prob(défaillant sur [0; t+ dt]) − Prob(défaillant sur [0; t])

Prob(non défaillant sur [0; t])

soit finalement

λ(t) =
f(t)

R(t)
= − 1

R(t)
· dR(t)

dt
(2.12)

On peut aussi remarquer que :

λ (t) = −d ln [R (t)]

dt

d′où : ln [R (t)] = −
t
∫

0

λ (u)du

et : R (t) = exp



−
t
∫

0

λ (u)du



 (2.13)

Au cours de la vie d’un matériel, de manière empirique, nous pouvons distinguer trois phases
sur l’évolution du taux de défaillance λ(t) au cours du temps t, à travers une courbe caractéris-
tique dite en "baignoire" (figure 2.5).

Les trois phases sur l’évolution du taux de défaillance sont:
– la première concerne les défaillances précoces dues à des problèmes de conception (mauvais

dimensionnement d’un composant, ...) ou de production (dérive d’un process de fabrica-
tion,...) ;
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Figure 2.5 – Courbe en baignoire

– la deuxième partie, pouvant être plus ou moins importante selon le type de matériel (plus
pour l’électronique et moins pour la mécanique), est caractéristique des défaillances aléa-
toires ;

– la troisième partie correspond aux défaillances dues à des phénomènes d’usure, de vieillis-
sement, etc.

Le percentile

Le P éme percentile d’une distribution F (t) est l’instant τP par lequel une proportion P de
la population est défaillante. C’est la solution de

τP = F−1 (P ) (2.14)

Les moments

On appelle moment d’ordre k de la variable T, lorsqu’il existe, le réel défini par :

E
[

T k
]

=

∫ +∞

−∞
tkf(t)dt (2.15)

E[X] est l’espérance mathématique ou moyenne. La moyenne peut être estimée directement à
partir d’un échantillon de taille n par :

E [T ] = m =

∑

ti
n

(2.16)

On appelle variance le réel V[T], lorsqu’il existe, défini par :

V [T ] =

∫ +∞

−∞
(t− E[T ])2f(t)dt (2.17)

La variance peut être également estimée par :

V [T ] =

∑

(ti −m)2

n− 1
(2.18)
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√

V [T ] est appelé écart type (noté σ(T )) ; d’où V [T ] = σ(T )2

La moyenne et l’écart type permettent de caractériser, respectivement, la tendance et la
dispersion.

Mode

Le mode permet également de caractériser la tendance. C’est la valeur du caractère statistique
qui apparaît le plus fréquemment. Dans le cas d’une variable continue, on peut entendre parler
de classe modale qui serait la classe de plus grand effectif.

2.3 Estimation de la fiabilité par une approche paramétrique

La plupart des cas d’analyse de fiabilité utilisent comme données les instants de défaillance
résultant d’essais ou de l’exploitation.

La figure 2.6 présente, des instants de défaillance ti ainsi que des suspensions τi pour un
échantillon de taille n. La suspension matérialise le fait que l’on ne connait pas exactement le
temps de défaillance d’un équipement. Plusieurs situations peuvent produire des suspensions :

– l’essai est arrêté avant l’apparition de toutes les défaillances (censure à droite),
– la défaillance est constatée après son apparition lors d’une inspection par exemple (censure

à gauche),
– la défaillance est apparue entre deux instants d’inspection (temps de censure par intervalle)

�
�

τ
�

Figure 2.6 – Les types de données

A partir de ces données, des conclusions sur la loi de fiabilité peuvent être tirées. En fonction
des informations dont on dispose déjà sur le produit testé, on peut faire des hypothèses plus ou
moins restrictives afin d’améliorer les estimations, comme :

– l’existence ou non d’une loi paramétrique de la fonction de fiabilité
– un mode de défaillance unique,
– plusieurs modes de défaillance, etc.
Dans le cadre de la thèse, nous considérons le cas d’un seul mode de défaillance et de données

censurées à droite correspondant à la majorité des cas observés lors des essais.
A partir de ces hypothèses, différentes approches sont possibles ; une classification rapide

en deux catégories peut être opérée selon la connaissance ou non d’une loi paramétrique pour
décrire la courbe de fiabilité :

– L’approche non paramétrique : elle est basée sur aucune hypothèse sur l’existence d’une
loi pour approximer la courbe de fiabilité.
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– L’approche paramétrique : elle fait l’hypothèse d’une loi continue, dépendante de certains
paramètres et qui approxime la courbe réelle de fiabilité.

La phase de qualification d’un produit intervient en aval des études de fiabilité. Nous nous
plaçons ici dans le cas où la connaissance du produit est suffisamment forte, notamment par la
connaissance d’une loi caractérisant la durée de vie. Nous présentons uniquement par la suite
l’approche correspondante à cette hypothèse.

L’approche paramétrique, d’après son nom, utilise des lois paramétriques pour approximer
la fonction de fiabilité. Pour ce faire, il est nécessaire de choisir la loi adaptée au mécanisme
de défaillances ou au produit. Pendant des années, de nombreux chercheurs ont développé dif-
férentes lois statistiques et/ou ont associé les lois mathématiques avec le processus physique de
défaillance. Dans l’analyse statistique des données, un modèle paramétrique est supposé pour
la distribution inconnue ; mais le modèle est employé juste comme une approximation de la
distribution inconnue. Il est alors permis de considérer que le degré de confiance d’une ana-
lyse paramétrique s’appuie sur la façon dans laquelle le modèle choisi approche la distribution
inconnue.

2.3.1 Le modèle standard de durée de vie

Une forme générale de fonctions de fiabilité est décrite par le modèle standard de durée de vie.
On dit que la variable aléatoire T , temps jusqu’à la première défaillance, suit une loi de fiabilité
R(t) si elle représente la probabilité que T soit supérieur à t (équation 2.6). La probabilité que
la durée de vie soit supérieure à t, R(t) est continue à droite en tout point.

On suppose que la fonction de fiabilité R appartient à une classe de fonctions qui ne dépend
que des paramètres d’échelle, de forme et de décalage [Bagdonavicius et al., 2000]:

R (t) = R

((

t− ω

η

)υ)

, (η, υ > 0) (2.19)

avec θ = {η, υ, ω} vecteur des paramètres inconnus (η, υ et ω respectivement les paramètres
d’échelle, de forme et de position (ou de décalage)).

Si ω ̸= 0, alors ce terme matérialisera la durée de vie consommée lors d’un déverminage trop
agressif (ω > 0) ou d’un délai de mise en service (ω < 0). Dans le cas des essais, on ne retrouve
pas cette situation car les équipements à tester sont produits pour l’essai, le déverminage est
contrôlé et le vieillissement est considéré négligeable. Aussi, nous n’allons traiter que les cas ou
ω = 0.

Les loi classiquement utilisées en fiabilité (Weibull, loglogistique et lognormale) appartiennent
à cette famille de modèles. Dans les paragraphes suivants, nous détaillons uniquement la loi de
Weibull utilisée dans les applications numériques ultérieures, ainsi qu’un de ses cas particuliers,
la loi exponentielle.

La lois Weibull En considérant R (t) = e−t dans l’équation 2.19 on obtient la classe de
fonction de fiabilité de Weibull avec :

R (t) = e
−
(

t
η

)υ

(2.20)

et la fonction de densité de probabilité :
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f(t) =
υ

η

(

t

η

)υ−1

e
(

− t
η

)υ

(2.21)

C’est un modèle pouvant caractériser l’ensemble de la courbe en baignoire tout au long de
la vie d’un produit. Ce type de loi est plutôt utilisé pour les composants mécaniques.

Le paramètre de forme υ donne des indications sur le mode des défaillances et sur l’évolution
du taux de défaillances dans le temps [Lannoy, 1996] :

– υ < 1 ⇒ λ(t) décroît ⇒ période de jeunesse
– υ = 1 ⇒ λ(t) constant ⇒ indépendance du temps, loi exponentielle (paragraphe 2.3.1)
– υ > 1 ⇒ λ(t) croît ⇒ période de vieillissement ou d’usure :

– 1.5 < υ < 2.5 → phénomène de fatigue
– 3 < υ < 4 → phénomène d’usure (remarque : υ = 3.5 ⇒ distribution normale)

La loi exponentielle C’est une loi Weibull de paramètre υ = 1 :

R (t) = e−λt, avec λ =
1

η
(2.22)

La loi exponentielle est la plus populaire car elle est la plus simple, mais elle suppose un
taux de défaillance constant. Elle ne dépend que d’un seul paramètre : le taux de défaillance λ.
Cette loi est associée au processus de Poisson qui génère des évènements (défaillances) dont les
temps d’occurrence t sont indépendants et distribués identiquement selon une loi exponentielle.
La loi exponentielle est souvent utilisée en fiabilité pour mesurer la durée de vie des composants
et des circuits électroniques. L’une des spécificités de cette loi est donnée par le fait q’il n’y a pas
d’effet mémoire. L’équation 2.19 permet aussi, pour R (t) = 1

1+t
d’avoir la classe loglogistique et

si R (t) = 1−Φ (ln t) , avec Φ la fonction de répartition de la loi normale standard, on a la classe
lognormale. Les méthodes d’estimation des paramètres à partir d’un nombre fini d’observations
sont basées principalement sur la modélisation stochastique des apparitions des défaillances au
cours du temps et sur l’estimation statistique des courbes de fiabilité à partir des résultats
d’essai.

2.3.2 Les estimations de paramètres

Une fois la classe de loi définie, la démarche statistique permet d’avoir des estimations des
paramètres inconnus en considérant les instants de défaillance.

L’estimation d’un paramètre, considéré comme une variable aléatoire, comprend l’estimateur
ponctuel et son intervalle de confiance. Plusieurs méthodes possibles sont à la disposition de
l’analyste (méthode des moments, maximum de vraisemblance, bayésienne non informative,
etc.). La suite de la thèse va utiliser les méthodes du maximum de vraisemblance et bayésienne.

Pour chaque méthode, des techniques spécifiques existent pour déterminer les intervalles de
confiance des estimateurs. Pour la méthode de maximum de vraisemblance, nous exploiterons
l’information de Fisher en prenant une hypothèse de normalité sur les estimateurs. Pour la
méthode bayésienne non informative, nous allons utiliser la construction des fonctions marginales
pour caractériser complètement la variable aléatoire.

Les deux méthodes sont basées sur l’utilisation de la fonction de vraisemblance qu’il convient
de préciser ici.
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Les durées successives de fonctionnement de n produits identiques sont observées jusqu’à
l’instant de censure tc. Au cours de l’observation, on enregistre les instants de défaillance (t =
(t1, ..., tk) avec k le nombre de défaillance observées).

On considère la fonction de fiabilité R de paramètres θ = (θ1, ...θr) ∈ Ω. Alors, en utilisant
f (t, θ), on définit la fonction de vraisemblance par :

L (t, θ) =





k
∏

j=1

f
(

tj , θ
)



R (tc, θ)
(n−k) (2.23)

Les estimations par la méthode du maximum de vraisemblance (MV) : La méthode
du maximum de vraisemblance consiste dans un premier temps à évaluer la vraisemblance L (t, θ)
des observations, c’est-à-dire la probabilité d’avoir obtenu un certain nombre de défaillances et
de censures à des instants ou des intervalles de temps donnés pour un échantillon, x.

Si L (t, θ) est dérivable et si le maximum de vraisemblance θ̂ =
(

θ̂1, .., θ̂r

)

existe, alors il
satisfait l’équation suivante :

θ̂ = Argmax (L (t, θ)) (2.24)

qui implique :

∂L (t1..tn, θ1..θr)

∂θj

∣

∣

∣

∣

∣

θ
j
=θ̂

j

= 0 (2.25)

L’information de Fisher est définie comme la matrice des dérivées d’ordre deux de la log
vraisemblance calculée pour θ = θ̂ qui satisfait 2.25 :

I(θ) = E

[

(

∂ logL(T, θ)

∂θ

)2

|
θ̂

]

(2.26)

Dans l’hypothèse où la distribution de probabilité dépend de plusieurs paramètres, θ n’est
plus un scalaire mais un vecteur θ = (θ1, θ2, · · · ), la recherche du maximum de vraisemblance ne
se résume donc pas à une seule équation mais à un système :

E

[

∂

∂θi
log f(T ; θ)

]

= 0, ∀i (2.27)

Enfin, l’information de Fisher n’est plus définie comme une variance scalaire mais comme
une matrice de covariance :

I(θi, θj) = E

[

(

∂

∂θi
log f(T ; θ)

)

(

∂

∂θj
log f(T ; θ)

)]

(2.28)

En effet, le passage de l’espace des observations à l’espace des paramètres est un changement
de système de coordonnées. L’inverse de cette matrice permet quant à elle de déterminer les
covariances relatives aux estimations conjointes des différents paramètres à partir des obser-
vations. Le fait que tous les paramètres soient à estimer simultanément rend l’estimation plus
difficile. Ce phénomène est une manifestation de ce qui est parfois appelé le fléau de la dimension
[Bellman, 1961].
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Soit ψ(θ) le vecteur d’estimateur E[T] avec T = (T1, ..., Tn)T .
La borne Cramér-Rao impose que la matrice de covariance pour T respecte :

covθ (T) ≥ ∂ψ (θ)

∂θ
[I (θ)]−1

(

∂ψ (θ)

∂θ

)T

(2.29)

avec :
– l’inégalité des matrices A ≥ B signifie que la matrice A−B est une matrice semi définie
– ∂ψ(θ)/∂θ est une matrice qui a le ij élément donné par ∂ψi(θ)/∂θj .
Si T est un estimateur non biaisé de θ (i.e., ψ (θ) = θ), alors l’inégalité de Cramér-Rao se

simplifie [Fisher, 1922] :

covθ (T) ≥ I (θ)−1 (2.30)

Alors, pour calculer la variance de θ̂i , V̂ ar
(

θ̂i

)

, la log vraisemblance Li (ti, θi) doit être
dérivable d’ordre deux. Ensuite, nous construirons la matrice symétrique de Ficher ainsi :

Î =

















−∂2Li

∂θ2
i1

− ∂2Li

∂θ
i1∂θ

i2
... − ∂2Li

∂θ
i1∂θ

ir′

− ∂2L
i

∂θ
i2∂θ

i1
−∂2L

i

∂θ2
i2

... − ∂2L
i

∂θ
i2∂θ

ir

... ... ... ...

− ∂2Li

∂θ
ir

∂θ
i1

− ∂2Li

∂θ
ir

∂θ
i2

... −∂2Li

∂θ2
ir

















(2.31)

La matrice inverse Î−1 de Ficher représente la matrice estimée de variance – covariance
dénommée ˆ∑ :

ˆ∑
=















V ar
(

θ̂i1

)

Cov
(

θ̂i1, θ̂i2

)

... Cov
(

θ̂i1, θ̂ir

)

Cov
(

θ̂i2, θ̂i1

)

V ar
(

θ̂i2

)

... Cov
(

θ̂i2, θ̂ir

)

... ... ... ...

Cov
(

θ̂ir, θ̂i1

)

Cov
(

θ̂ir, θ̂i2

)

... V ar
(

θ̂ir

)















= Î−1 (2.32)

Le théorème de la limite centrale est un ensemble de résultats sur la convergence faible d’une
suite de variables aléatoires en probabilité.

Généralement, les évaluations de MV des paramètres sont asymptotiquement normales, si-
gnifiant que, pour des grandes tailles d’échantillon, une distribution de paramètre de la même
population serait très près de la distribution normale. Ainsi, si θ̂ est l’estimateur de MV pour θ,
dans le cas d’une distribution d’un seul paramètre, estimée à partir d’une grande taille d’échan-
tillon, on a :

z =
θ̂ − θ

√

V ar
(

θ̂
)

(2.33)

avec :

P (x ≤ z) → Φ (z) =
1√
2π

z
∫

−∞

e− t2

2 dt (2.34)

Pour C1 et C2 respectant :
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P (C1 < θ < C2) = α (2.35)

avec α un niveau de confiance donné, l’équation 2.34 devient :

P









−w1− α
2
<

θ̂ − θ
√

V ar
(

θ̂
)

< w1− α
2









∼= α (2.36)

avec wα définit par α = 1√
2π

∞
∫

wα

e− t2

2 dt

Alors, en simplifiant l’équation 2.36, pour un certain niveau de confiance α, on a les limites
de confiance :

θ̂ − w1− α
2

√

V ar
(

θ̂
)

< θ < θ̂ + w1− α
2

√

V ar
(

θ̂
)

(2.37)

Les limites de confiance pour le cas ou θ doit être positif sont obtenues en traitant le log(θ)
comme une variable normal distribuée ; l’équation 2.37 devient :

θ̂e
−

w1−
α
2

√
V ar(θ̂)

θ̂ < θ < θ̂e

w1−
α
2

√
V ar(θ̂)

θ̂ (2.38)

La méthode bayésienne non informative : Cette méthode consiste à appliquer la démarche
bayésienne (qui sera très largement présentée dans le Chapitre 4) en considérant un a priori non
informatif. Le théorème de Bayes s’écrit dans le cas général :

g(θ|t) =
L(t, θ) × g(θ)

∫

Ω L(t, θ) × g(θ)dθ
(2.39)

Les fonctions de densité g(θ) et g(θ|t) représentent respectivement l’a priori et l’a posteriori.
En faisant l’hypothèse que chaque variable θi est indépendante, alors la distribution a priori de
θ peut s’écrire comme le produit de fonctions de densité associées à chaque paramètre θi :

g(θ) =
r
∏

i=1

gi(θi) (2.40)

En prenant des lois uniformes non informatives (comme définie dans la figure 2.7) les fonctions
de densité deviennent indépendantes des paramètres θi.

Figure 2.7 – Lois uniformes non informatives

Alors, la fonction de densité a posteriori dépend uniquement de la vraisemblance :
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g(θ|t) =
L(t, θ)

∫

Ω L(t, θ)dθ
(2.41)

La fonction de densité gi(θi) du paramètre θi s’écrit :

gi(θi) =

∫

j=1..n, j ̸=i

. . .

∫

g(θ|t)dθj (2.42)

Dans ce contexte, l’estimateur ponctuel est le moment initial d’ordre 1 :

θ̂i =

∫

Ωθi

θigθi
(θi)dθi (2.43)

La variance est définie par le moment centré d’ordre 2 :

V (θ̂i) =

∫

Ωθi

gθi
(θi)(θi − θ̂i)

2dθi (2.44)

La méthode présentée nécessite de recourir à des méthodes numériques lorsque les expressions
analytiques n’existent pas. Les variances sont utilisées pour faire les estimations des intervalles
de confiance selon les relations 2.37 et 2.38. Il est possible également de définir l’intervalle de
confiance bilatérale symétrique au niveau de confiance 1 − α tel que :

prob(θmin
i ≤ θi ≤ θmax

i ) = 1 − α (2.45)

avec θmin
i et θmax

i solutions de :

∫ θmin
i

D(θi)
gi(θi)dθi = α/2 (2.46)

∫ θmax
i

D(θi)
gi(θi)dθi = 1 − α/2 (2.47)

2.3.3 Estimation des caractéristiques de fiabilité

A partir des estimations des paramètres θ de la loi de fiabilité, il est possible d’évaluer des
caractéristiques particulières de fiabilité comme par exemple : une probabilité de défaillance pour
un temps donné, le MTTF, le L10, ... Ces évaluations doivent s’accompagner d’une estimation
d’un intervalle de confiance intégrant la variabilité sur chaque paramètre θi. Pour ce faire, nous
utiliserons l’algèbre des variables aléatoires.

Soit la caractéristique y de fiabilité à estimer reliée à la fonction de fiabilité, de paramètre
θ, par la relation f(θ) (par exemple, la durée L10 est définie par : L10 = f(θ) = R−1(0, 1, θ))

L’estimateur ponctuel de la grandeur y est donné par :

ŷ ≈ f(θ̂) (2.48)

L’intervalle de confiance sur y peut être estimé à partir des relations 2.37 et 2.38 en utilisant
la variance V (ŷ) définie par :

V (ŷ) ≈
r
∑

i=1

r
∑

j=1

(

∂f(θ)

∂θi

)

θ̂

(

∂f(θ)

∂θj

)

θ̂

COV (θ̂i, θ̂j) (2.49)
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Pour des cas complexes, il est possible de faire appel à des méthodes numériques ou de
recourir à la technique du Bootstrap.

2.4 Conclusion

Dans les cas d’essais classiques, l’estimation de la fiabilité nécessite de tester de nombreux
individus pendant longtemps afin de précipiter suffisamment de défaillances. Ces conditions sont
nécessaires pour obtenir une bonne qualité d’estimation. Toutefois, ces conditions sont devenues
incompatibles avec les contraintes industrielles. Aussi, une alternative est apparue avec les essais
accélérés qui permettent de palier à la contrainte de temps. Dans le chapitre suivant, nous
présentons les essais accélérés.
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3.1 Les essais accélérés

3.1.1 Introduction

Les essais accélérés se composent d’une variété de techniques d’essai pour diminuer la durée
de vie des produits ou accélérer les processus dégradation. Ils sont utilisés pour obtenir plus vite
des informations concernant la vie du produit ou concernant le rapport performance/dégradation
dans le temps. Les unités testées sont employées plus fréquemment que d’habitude ou sont sou-
mises à des niveaux de sollicitation plus élevés (par exemple l’augmentation de la température,
de la tension électrique, de l’humidité, etc.), pour obtenir la loi de fiabilité ou d’autres caracté-
ristiques de fiabilité (taux de défaillance, temps de défaillance, etc.) des produits (systèmes ou
composants) dans des délais plus courts. Pour cela, les niveaux de stress subis par le produit sont
augmentés afin d’obtenir des données de vie plus rapidement, qui seront utilisées pour estimer
la fiabilité dans les conditions normales de fonctionnement. Les résultats sont employés, par un
modèle statistique approprié basé sur la physique de défaillance des composants, pour faire des
prévisions de durées de vie du produit soumis aux conditions normales d’utilisation.

Les essais accélérés peuvent s’appliquer à toutes les catégories de matériels en employant
différents types de contraintes (mécaniques, électriques, climatiques ...) les plus adaptées vis-à-
vis des modes de défaillance attendus sur ces matériels /

– Contraintes mécaniques : torsion, flexion, flexion rotative, chocs mécaniques, vibra-
tions, vibrations acoustiques, traction/compression, etc. La fatigue est le mode de dégra-
dation le plus communément utilisé pour les composants mécaniques qui sont testés sur
des pots vibrants,

– Contraintes électriques : cela inclue la tension, l’intensité du courant, la fréquence,
choc électrique ... La tension est le stress électrique le plus communément utilisé puisqu’il
génère rapidement des défaillances,

– Contraintes climatiques (ou environnementales) : la température et les cycles ther-
miques sont les stress les plus couramment utilisés. Il est nécessaire d’appliquer des niveaux
appropriés pour conserver les modes de défaillance d’origine. D’autres stress peuvent être
appliqués comme les ultraviolets, le brouillard salin, la poussière, l’humidité, etc.

– Contraintes spécifiques au matériel.

Ces différentes contraintes peuvent être appliquées combinées ou non aux produits. Dans
le cadre général, les stress X peuvent varier au cours du temps et être multidimensionnels
[Nelson, 1990a] :

X = X (τ) , τ ≥ 0 (3.1)

3.1.2 Le plan d’essais

La définition d’un plan d’essai accéléré dépend de plusieurs paramètres ( [Hoang, 2003b],
[Nelson, 1990a], [Vassilious and Mettas, 2001], [Meeker and Escobar, 1998], ...) :

– Les stress d’accélération et les limites opérationnelles : on appelle stress l’ensemble
des conditions et facteurs susceptibles d’affecter le bon fonctionnement d’un produit. Les
stress peuvent être de toute nature (mécanique, électronique, climatique, ...) et leurs durées
de manifestation de tout ordre (constante, échelonnée, progressive, cyclique ou aléatoire).
Les nombres et les niveaux des stress appliqués sont choisis en fonction du produit étudié
avec la conservation du mécanisme de défaillance d’origine tout en accélérant suffisamment
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l’essai. Les stress sont parfois désignés par les termes : contraintes et sollicitations. Les
limites opérationnelles du produit sont déterminées par un essai aggravé par exemple
(donnant les niveaux de stress extrêmes à ne pas dépasser afin d’éviter les fonctionnements
dégradés des produits) ou changement de mécanisme de défaillance,

– Les modes et mécanismes de défaillance : dans un essai accéléré, les mécanismes
d’endommagement provoqués doivent être représentatifs des conditions normales d’emploi.
Chaque mode de défaillance peut être provoqué par un ou plusieurs types de contraintes,

– Les nombres de dispositifs testés à chaque niveau de contrainte, donnant la
précision des estimations,

– Un modèle de vie accélérée, qui relie la durée de vie sous les conditions accélérées
à celles sous les conditions normales d’utilisation, permet d’analyser les résultats d’essai
pour estimer la fonction de fiabilité dans les conditions nominales.

La conception du plan d’essai (quels essais faut-il faire pour montrer que le système est
fiable ?) peut intervenir dès le début de la conception du système, dès que les fonctions requises
du cahier des charges sont connues.

Les stress peuvent être appliqués sur les produits selon différents profils :

1. Le chargement constant (indépendant du temps) : on soumet chaque composant à un
niveau de contrainte constant supérieur à la normale (figure 3.1),

Figure 3.1 – Profil d’essai sous stress constant

2. Le chargement variable (en fonction du temps) : la contrainte choisie, évolue en fonction
du temps. Elle peut être augmentée d’une manière échelonnée, progressive, cyclique ou
aléatoire etc.:
– La contrainte échelonnée : la contrainte est appliquée de manière échelonnée par des

niveaux croissants ou décroissants dans le temps (par paliers) jusqu’à l’apparition d’une
défaillance (figure 3.2),

Figure 3.2 – Profil d’essai sous stress échelonné
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– La contrainte progressive : la contrainte est augmentée de manière linéaire dans le temps
(croissance linéaire),

– La contrainte cyclique : la contrainte est appliquée selon une amplitude et une fréquence
données (figure 3.3),

Figure 3.3 – Profil d’essai sous stress cyclique

– La contrainte aléatoire : la sollicitation suit un profil aléatoire (couramment utilisée en
vibration)

Dans le cadre de cette thèse, nous allons utiliser le plan d’essais par chargement constant
[Nelson, 1990a] avec des données censurées à droite, des niveaux de stress X1, ..., Xk constants
accélérés : X1 < X2 < ... < Xk, avec X0 le stress usuel,(X0 < X1). On considère que k groupes
d’unités sont observés. On teste le i-ème groupe sous le stress Xi ∈ ε0 jusqu’à l’instant Ti. Le
stress usuel X0 n’est pas utilisé.

A chaque niveau de stress Xi on teste ni produits et on note les temps de défaillance
ti1, .., tiq

i
, qi ≤ ni , produits testés jusqu’à l’instant Ti ; il s’agit donc d’essais censurés à droite.

Dans la figure 3.1, les temps de défaillance observés inférieurs à l’instant Ti sont marqués avec
x et les temps de défaillance possibles supérieurs à l’instant Ti avec o.

Ce plan de test a les avantages suivants :
– simple car il sollicite les produits selon des stress constants,
– nombreux modèles disponibles pour traiter les résultats d’essai,
– plusieurs techniques d’estimation peuvent être utilisées.
Dans le cadre de cette thèse, nous proposons d’utiliser le modèle stan-

dard de vie accélérée qui a été très largement étudié par l’équipe de M.
Nikulin ([Bagdonavicius and Nikulin, 1995b], [Bagdonavicius and Nikulin, 1995a],
[Bagdonavicius and Nikulin, 1997b], [Bagdonavicius et al., 2000],
[Bagdonavicius and Nikulin, 2001], [Bagdonavicius and Nikulin, 2001])
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Figure 3.4 – Représentations graphiques d’un Modèle Statistique de vie Accéléré (durée de vie
en fonction de la contrainte, tirée de [Nelson, 1990a])

3.2 Le modèle standard de vie accélérée (SVA)

Les modèles statistiques de vie accélérée sont généralement utilisés quand la relation exacte
entre les contraintes appliquées et le temps de défaillance du composant est difficile à déterminer
selon des principes physico-chimiques. Dans ce cas, les composants sont soumis à différents
niveaux de contraintes et les instants de défaillance sont utilisés pour ajuster la distribution de
vie la plus adéquate. Les instants de défaillance ont le même type de loi à chaque niveau de
contrainte, en particulier dans les conditions normales de fonctionnement.

Les modèles statistiques de vie accélérée peuvent s’appliquer à plusieurs domaines comme
celui du vivant (sciences médicales), de l’électronique et de la mécanique. Ce qui différencie les
diverses applications sont les lois de fiabilité utilisées, les stress employés pour aggraver les essais
et la nature des lois d’accélération.

Dans la littérature, on trouve plusieurs définitions théoriques des modèles Statistiques de Vie
Accélérée ([Nelson, 1990a], [Bagdonavicius and Nikulin, 1995a], [Hoang, 2003b]). En général, ils
sont constitués de deux composantes principales, la figure 3.4 illustre ce genre de modèles:

– un modèle analytique "Durée de vie/stress" appelé aussi loi d’accélération ou modèle
d’accélération, traduisant la durée de vie "nominale" du produit soumis à l’essai en fonction
des niveaux de contraintes appliquées. Cette durée de vie "nominale" est représentée par
une caractéristique de la loi de fiabilité telle que la moyenne, la médiane, l’écart type, un
quantile ou un quelconque paramètre de la loi.

– une distribution statistique des durées de vie : Dans un test accéléré, un modèle
analytique seul, ne décrit pas le comportement des durées de vie du produit. À chaque
niveau de contrainte (stress), le système a une distribution statistique de vie; d’où la
combinaison : équation d’accélération et distribution de vie de base.

Devant une telle variété de modèles, un grand intérêt apparaît à unifier ces modèles dans un
seul formalisme. C’est le but du modèle standard de vie accélérée que nous allons présenté dans
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40 CHAPITRE 3 — Estimation de la fiabilité par les essais accélérés

la sous-section suivante.

3.2.1 Principe

Supposons que la durée de vie TX(•) sous n’importe quel stress X (•) est une variable aléatoire
non négative absolument continue de fonction de survie:

RX(•) (t) = P
{

TX(•) > t
}

, t ≥ 0 (3.2)

Considérons un ensemble de stress ε. Formellement, on dit qu’un stress X1 (•) est supérieur
à un stress X0 (•) si RX0(•) (t) > RX1(•) (t) pour tout t ≥ 0 . Soit ε0 ⊂ ε un ensemble de stress
constant dans le temps et X0 ∈ ε0 . On peut définir la fonction inverse de RX0

(t) comme :

R−1
X0

(p) = inf
{

t : RX0
(t) ≥ p

}

(3.3)

On note le produit de convolution entre R−1
X0

et RX(•) comme fX(•) (t) = R−1
X0
RX(•) (t), avec

fX(•) (0) = 0 . Alors, pour tout X (•) ∈ ε on a :

P
{

TX0
≥ fX(•) (t)

}

= P
{

TX(•) ≥ t
}

(3.4)

Il résulte que pour tout X (•) ∈ ε la probabilité de survivre jusqu’à l’instant t sous le stress
X (•) est la même que la probabilité de survivre jusqu’à l’instant fX(•) (t) sous le stress X0 .
On appelle la fonction fX(•) (t) la ressource utilisée sous le stress X (•) jusqu’à l’instant t ou
fonction de transfert.

Le modèle standard de vie accélérée (SVA) est défini sur ε s’il existe une fonction r : ε → ℜ+

telle que pour tout X (•) ∈ ε :

d

dt
fX(•) (t) = r [X (t)] (3.5)

La fonction r exprime une vitesse de dégradation. Le modèle SVA signifie que la vitesse
d’utilisation de la ressource à l’instant t ne dépend que de la valeur du stress appliqué à l’instant
t.

La formule 3.5 implique :

RX(•) (t) = RX0

(∫ t

0
r [X (τ)] dτ

)

(3.6)

Dans le ce cas où X (τ) ≡ X = constant, le modèle 3.6 implique :

RX (t) = RX0
(r (X) t) (3.7)

Donc le stress ne change que l’échelle. Notons que r (X0) = 1.
Le modèle SVA permet d’estimer la fiabilité d’un composant sous des contraintes expé-

rimentalement indisponibles à partir de la fiabilité du même composant sous des conditions
d’utilisation. L’analyse statistique du modèle SVA consiste à estimer les paramètres de ce mo-
dèle (fiabilité, taux de défaillance,. . .). Les techniques d’estimation, dépendent de ce modèle
statistique, c’est-à-dire de la connaissance de la fonction de survie RX0

et du choix de la vitesse
de dégradation r .
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Si la fonction r est complètement inconnue, la fonction RX0
ne peut pas être estimée même

si l’on connaît la famille de distributions à laquelle RX0
appartient.

Par exemple, si RX0
(t) = e[−( t

θ )
α
] on obtiens RX

i
(t) = e

[

−
(

r(X
i)

θ
t

)α]

. A partir de temps

de défaillance on peut estimer le paramètres α,
r(X1)

θ
, ...,

r(X
k)

θ
mais puisque r est complètement

inconnue, r (X0) et donc SX0
(t) ne peuvent pas être estimés.

Donc la fonction r doit être choisie dans une certaine classe de fonctions. Si le modèle 3.7
est vérifié sur un ensemble de stress ε , alors, pour tous Xi, Xj on a

RX
j

(t) = RX
i





r
(

Xj

)

r (Xi)



 = RX
i

(

ρ
(

Xi, Xj

))

(3.8)

D’abord, supposons que le stress x ∈ ℜ soit unidimensionnel. Le taux de changement d’échelle
est déterminé par la dérivée :

δ (x) = lim
∆x→0

ρ (x, x+ ∆x) − ρ (x, x)

∆x
= [log r (x)]

′

(3.9)

Donc pour tout x ∈ ε

r (x) = e

∫ x

x
0

δ(v)dv
(3.10)

Supposons que δ (x) soit proportionnelle à une fonction connue u (x) du stress

δ (x) = β1u (x) , β1 > 0 (3.11)

Alors
r (x) = eβ0+β1z(x) (3.12)

où z (x) est une fonction primitive de u (x) , β0, β1 sont des paramètres inconnus.
Pour généraliser, si le stress et multidimensionnel : X = (x1, ..., xm)T , on considère des

caractéristiques infinitésimales δi (x) données par :

δi (X) = lim
∆x

i
→0

ρ (X,X + ∆xiei) − ρ (X,X)

∆xi

=
∂ log r (X)

∂xi

(3.13)

où ei =

(

0
1
, ..., 1

i
, ... 0

m

)T

. L’unité est dans la i -ème coordonnée. Généralisant le cas unidi-

mensionnel, δi (X) devient :

δi (X) =

ki
∑

j=1

βijuij (X) (3.14)

où les uij (X) sont des fonctions connues et βij sont des constantes inconnues. Dans ce cas

r (X) = eβ0+
∑m

i=1

∑k
i

j=1 βijzij(X) (3.15)

avec zij (X) des fonctions connues.
Alors, en généralisant, les modèles 3.6 et 3.7 peuvent s’écrire :
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42 CHAPITRE 3 — Estimation de la fiabilité par les essais accélérés

RX(•) (t) = RX0

(∫ t

0
eβT Z(τ)dτ

)

(3.16)

où, pour des stress constants :

RX (t) = RX0

(

t.eβT Z
)

(3.17)

où β = (β0, .., βm)T un vecteur de paramètres et Z = (φ0 (X) , .., φm (X))T avec le fonctions
φi spécifiées et la première composante z0 égale à 1.

Dans la littérature ([Nelson, 1990a],...) on trouve une grande variété de modèles d’accéléra-
tion, définis pour chaque type de composants et matériaux. Nous présentons quelques modèles
d’accélération les plus utilisés pour des stress à profil constants, des cas particuliers de modèles
SVA. Désormais, la durée de vie " nominale " est représentée par la moyenne.

3.2.2 Lois d’accélération courantes

3.2.2.1 Loi d’Arrhenius

Utilisée lorsque le mécanisme d’endommagement est sensible à la température (en particu-
lier : diélectrique, semi-conducteur, batterie, lubrifiant et graisse, plastique et filament de lampe
incandescente). La loi d’Arrhenius modélise la durée de vie τ du produit comme fonction de la
température T :

τ = Ae(
+B
T ) (3.18)

avec :
– A et B constantes positives,
– T température absolue.

Le facteur d’accélération (FA) d’Arrhenius entre la durée de vie τ1 pour une température
T1 et la durée de vie τ2 pour une température T2 est :

FA =
τ1

τ2
= e

B

(

1
T1

− 1
T2

)

(3.19)

3.2.2.2 Loi de Peck

Utilisée lorsque le mécanisme d’endommagement est sensible à la température T et à l’humi-
ditéH (en particulier : composants électriques, conducteur aluminium et composants mécaniques
soumis à la rupture). Le modèle est défini par :

τ = A (H)−m e(
Ea
kT

=) (3.20)

avec
– T : température absolue en K̊
– H : humidité en %
– k : 8.6171 10−5 eV/K constante de Boltzmann
– Ea : énergie d’activation en eV
– m paramètre du modèle
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3.2.2.3 Loi puissance inverse

Elle est utilisée lorsque le mécanisme d’endommagement est sensible à un stress particu-
lier (par exemple : diélectrique, roulement à billes ou rouleaux, composants optoélectroniques,
composants mécaniques soumis à la fatigue et filament de lampe incandescente).

La loi de puissance inverse décrit la cinétique d’une dégradation sous stress constant V, la
durée de vie est donnée par l’équation :

τ =

(

A

V

)γ

(3.21)

avec :
– V : stress constant,
– A et γ : constantes dépendantes de la défaillance et de l’essai.

Cas particulier : quand le stress est la température, la loi est appelée la loi de Coffin-Manson.
Le facteur d’accélération entre la durée de vie τ1 pour un stress V1 et la durée de vie τ2 pour

un stress V2 est :

FA =
τ1

τ2
=

(

V2

V1

)γ

(3.22)

3.2.2.4 Loi d’Eyring

Utilisée lorsque le mécanisme d’endommagement est sensible à la température et un stress
V (en particulier : composants électriques, conducteur aluminium et composants mécaniques
soumis à la rupture). Le modèle est défini par :

τ =

(

A

T

)

e(
B

kT )e(V (C+ D
kT )) (3.23)

avec:
– T : température absolue
– V : Stress donné
– k : 8.6171 10−5 eV/K constante de Boltzmann
– A, B, C et D les paramètres du modèle
Dans les paragraphes suivants, nous abordons l’estimation du modèle SVA selon l’approche

paramétrique.

3.2.3 La construction d’un modèle paramétrique

Les modèles paramétriques sont généralement employés lorsqu’il existe une connaissance
suffisante sur les lois de dégradation et les fonctions de fiabilité appropriées au produit à tester.
Ainsi, le plan d’essai consiste à solliciter les composants à différents niveaux accélérés de stress.
On fait l’hypothèse que la distribution des temps de défaillance est identique aux différents
niveaux de stress (y compris dans les conditions initiales) et que le paramètre de forme de la
distribution soit le même pour tous les niveaux de stress. Les temps de défaillance aux différents
niveaux de stress sont utilisés pour déterminer la distribution de probabilité la plus appropriée
[Shyur et al., 1999a].

En reprenant l’équation 2.19, on peut noter :
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R (t) = R
(

et
)

, t ∈ ℜ , σ = 1
υ

, υ = (υ0, ..., υm) , γ0 = ln η − β0 et γi = −βi , i = (1, ...,m),
on peut écrire le modèle 3.16 sous la forme :

RX (t) = R

(

ln t− γTZ

σ

)

(3.24)

Notons Tij la durée de vie observée ou censurée de la j -ème unité du i -ème groupe, on a :

Tij = ln
(

Tij ∧ ti

)

, δij = I
{

Tij ≤ ti

}

, f(u) = −S′, λ (u) = f(u)
S(u) avec ∧ le minimum entre

deux valeurs.

Dans ce cas, la fonction de vraisemblance est :

L (γ, σ |T ) =
k
∏

i=1

ni
∏

j=1

[

1

σ
λ

(

Tij − γTZ(i)

σ

)]δij

R

(

Tij − γTZ(i)

σ

)

(3.25)

En dérivant par rapport à γi et σ la fonction lnL(γ, σ), on obtient :

Ul(γ, σ) = ∂ ln L(γ,σ)
∂γl

= 1
σ

k
∑

i=1
zil

ni
∑

j=1
aij (γ, σ) , (l = 1, ...,m),

Um+1(γ, σ) = ∂ ln L(γ,σ)
∂σ

= 1
σ

k
∑

i=1

n
i
∑

j=1
{vij (γ, σ) aij (γ, σ) − δij},

avec

vij (γ, σ) =
Tij−γT Z(i)

σ
, aij (γ, σ) = λ (vij (γ, σ)) − δij (ln λ)′ (vij (γ, σ))

(3.26)

Les estimateurs du maximum de vraisemblance σ̂, γ̂ peuvent être obtenus en résolvant le
système d’équations :

Ul(γ, σ) = 0 (l = 1, ...,m+ 1) (3.27)

et l’estimateur de la fonction de survie RX0 est

R̂X0
(t) = R

(

ln t− γ̂TZ(0)

σ̂

)

(3.28)

Pour calculer l’intervalle de confiance (1-α) sur l’estimateur de la fonction de fiabilité, on
définit la matrice d’information de Fisher IL(γ, σ) avec les éléments suivants :
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IL
ls (γ, σ) = −∂2 lnL (γ, σ)

∂γl∂γs

=
1

σ2

k
∑

i=1

zilzis

ni
∑

j=1

cij (γ, σ), l, s = 0, ...,m (3.29)

IL
l,m+1 (γ, σ) = −∂2 lnL (γ, σ)

∂γl∂σ

=
1

σ
Ul (γ, σ) +

1

σ2

k
∑

i=1

zil

ni
∑

j=1

vij (γ, σ) cij (γ, σ), l = 0, ...,m (3.30)

IL
m+1,m+1 (γ, σ) = −∂2 lnL (γ, σ)

∂σ2

=
2

σ
Um+1 (γ, σ) +

1

σ2

k
∑

i=1

ni
∑

j=1

(

v2
ij (γ, σ) cij (γ, σ) + δij

)

(3.31)

avec : cij (γ, σ) = λ′ (vij (γ, σ)) − δij(lnλ)′′ (vij (γ, σ)).
On observe que l’estimateur R̂ est une fonction régulière de γ et σ. On définit les fonctions :

QX0 (t) = ln
RX0 (t)

1 −RX0 (t)
et Q̂X0 (t) = ln

R̂X0 (t)

1 − R̂X0 (t)
(3.32)

La fonction QX0 prend ses valeurs dans ℜ donc la vitesse de convergence de Q̂X0vers sa loi
limite est plus grande que celle de R̂X0 vers sa loi limite. La loi de

Q̂X0 (t) −QX0 (t)

σ̂Q0

est approximée par la loi normale N(0, 1), avec :

(

σ̂Q0

)2
=

(

∂Q̂X0

∂γ̂0
, ...,

∂Q̂X0

∂γ̂m
,
∂Q̂X0

∂σ̂

)

(

IL (γ, σ)−1
)

(

∂Q̂X0

∂γ̂0
, ...,

∂Q̂X0

∂γ̂m
,
∂Q̂X0

∂σ̂

)

=





R′
(

R−1
(

R̂X0 (t)
))

σ̂2R̂X0 (t)
(

1 − R̂X0 (t)
)





2

×
[

σ̂4
m
∑

l=0

m
∑

s=0

z0lz0sI
ls
L (γ̂, σ̂)

−2σ̂2γ̂TZ(0)
m
∑

l=0

z0lI
l,m+1
L (γ̂, σ̂) +

(

γ̂TZ(0)
)2
Im+1,m+1

L (γ̂, σ̂)

]

(3.33)

avec I l,s
L les termes de la matrice

(

IL(γ, σ)
)−1

.
L’intervalle de confiance bilatéral symétrique approximatif de niveau de confiance (1-α) pour

R̂X0
(t) est :

(

1 +
1 − R̂X0 (t)

R̂X0 (t)
exp

{

±σ̂Q0w1−α/2

}

)−1

(3.34)
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avec wα la α-quantile de la loi N(0, 1).
Alors, à partir du modèle générique 3.7 on peut créer une multitude de modèles dérivés

en choisissant différentes lois d’accélération Arrhenius, Eyring, Peck, ... . Le plus souvent, ces
modèles sont appliqués de la façon suivante : on suppose que la fonction RX0(t) appartient à
une certaine classe Γ de répartitions et on observe plusieurs groupes des composants sous des
stress accélérés en conformité avec le plan d’essais classique présenté dans 3.1.2. On estime alors
les paramètres inconnus γ̂ et σ̂ de r(X) et la fonction RX0(t). Un estimateur de la fonction de
fiabilité sous le stress "‘normal"’ X0 est obtenu en changeant dans 3.7 X par X0 ainsi que les
estimateurs des paramètres inconnus.

Les points faibles de cette méthodologie sont les suivants [Bagdonavicius and Nikulin, 1997a]:

1. impossibilité de vérifier l’hypothèse que la loi obtenue en conditions sévères est celle ob-
servée dans le cadre de stress "‘normal"’ à partir de telles expériences,

2. choix limité de la fonction r(X) (log-linéaire en particulier),

3. erreur de prédiction du modèle de régression car le stress nominal X0 n’est pas utilisé
pendant les expériences.

Pour traiter des deuxième et troisième points, des plans ont été proposés, basés sur le modèle
non-paramétrique par exemple, où quasiment aucune hypothèse n’est faîte sur la classe d’ap-
partenance de r(X) [Tebbi, 2005] et de la fonction de fiabilité. Ces plans ne seront pas traités
dans le cadre de cette thèse car ils ne présentent pas d’intérêt dans le contexte abordé. En effet,
nous nous plaçons dans le cas d’essais de qualification permettant d’utiliser les modèles SVA
complets (fonction de fiabilité et loi d’accélération connues) pour estimer la fonction de fiabilité
d’un produit soumis à un environnement complexe.

3.3 Application numérique sur le modèle de durée de vie des
roulements à billes

Dans cette section, les essais accélérés sont appliqués pour évaluer la fiabilité de roulements
à billes qui ont fait l’objet de nombreux études et développement. Ainsi, il est possible aisément
de développer un simulateur numérique d’essai permettant d’obtenir des instants de défaillance
dans différentes conditions d’essai.

Pour commencer nous présentons les modèles de fiabilité des roulements. Ensuite, nous dé-
finissons le modèle de simulation et détaillons la procédure d’estimation du modèle SVA para-
métrique à partir des résultats d’essai simulés.

Les roulements à billes sont couramment utilisés dans le guidage en rotation de nombreux
équipements et machines (moteurs, compresseurs, réducteurs, ...). Ces composants ont fait l’objet
de nombreuses études et analyses ayant permis de bâtir des modèles de fiabilité. Ainsi, il est
courant de caractériser la fiabilité des roulements par la durée L10, qui est également notée B10..
Cette durée représente le temps atteint sans défaillance par au moins 90% d’une population
homogène de roulements dans des conditions d’utilisation identiques. En pratique, la durée L10

(en millions de cycles) est caractérisée par le modèle de Palmgreen :

L10 =

(

C

P

)p

(3.35)
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où
– C est la charge dynamique de base,
– P est la charge radiale équivalente,
– p = 3 pour les roulements à billes et p = 10/3 pour les roulements à rouleaux.
La fonction de fiabilité est usuellement définie par une loi de Weibull combinée au modèle

de Palmgreen :

R (u, P ) = e
−0.105

(

u
L10

)1.5

(3.36)

Le paramètre d’échelle η est donné par :

η (P ) = L10

(

1

0.105

)
1

1.5

(3.37)

ou ηH en heures:

ηH (P ) = L10
106

60.N

(

1

0.105

)
1

1.5

(3.38)

Avec N la vitesse de rotation. Le paramètre de forme β est fixé à 1.5.

3.3.0.1 Définition du modèle de simulation

Le simulateur de résultats d’essai est défini en considérant les caractéristiques d’un roulement
à billes données dans le tableau 3.1.

D = 32 mm : diamètre extérieur
d = 15 mm : diamètre intérieur
B = 8 mm : largeur
C = 400 daN : charge dynamique de base
N =1500 tr/min : vitesse de rotation

Table 3.1 – Caratéristiques du roulement
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Pour illustrer le modèle SVA, la charge P est utilisée pour sévériser les conditions d’essai. Le
plan d’essai utilisé est à deux niveaux constants de charge P1 et P2 , sans censure et des tailles
d’échantillon identiques aux deux niveaux n1=n2=20. Ainsi, les paramètres de simulation sont
définis dans le tableau 3.2.

Charge P en daN Paramètre d’échelle
η
(eq 3.38) en heures

Paramètre de forme β

conditions opérationnelles 125 1635.86 1.5
Test 1 150 946.68 1.5
Test 2 175 596.16 1.5

Table 3.2 – Paramètres de Simulation

De ces paramètres de simulation, les valeurs Nij sont simulées des lois de Weibull suivantes :

Test 1: N1j ∝ W (946.68, 1.5) Test 2 : N2j ∝ W (596.16, 1.5)

Les résultats de simulation sont donnés dans le tableaux 3.3.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Test 1 156.5 280.4 378.3 421.5 433.2 558.4 601.8 699.1 716.4 726.9
Test 2 499.5 534.9 794 808.4 825.4 834.3 868.8 1126.2 1143.5 1492.2

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Test 1 749.6 778.8 800.9 884.9 1061.5 1229.9 1269.3 1468.9 1804.2 1910.1
Test 2 499.5 534.9 794 808.4 825.4 834.3 868.8 1126.2 1143.5 1492.2

Table 3.3 – Résultats de simulations (N en heures)

Le modèle SVA utilisé pour l’analyse des résultats d’essai est défini par :

RP (u) = e
−
(

u

eβ0+β1ln(P )

)ν

Les estimateurs ponctuels du modèle SVA sont obtenus par la méthode du maximum de
vraisemblance.

β̂0 β̂1 ν̂

18.2422 -2.2758 1.7086

βthéorique
0 βthéorique

1 νthéorique

21.8849 -3 1.5

Table 3.4 – Estimateurs ponctuels
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Pour finir, la fonction de fiabilité dans les conditions opérationnelles (P0=125 daN) peut être
estimée (voir 3.5).

Figure 3.5 – Fonction de fiabilité dans les conditions opérationnelles (P0=125 DaN)

Pour analyser le comportement asymptotique des estimateurs, une simulation de Monte Carlo
est répétée (20 simulations avec des tailles d’échantillons n1 = n2 = 100 unités). Les estimateurs
de paramètres inconnus sont caractérisés par leur moyenne et écart-type (Tableau 3.5).

paramètre moyenne écart-type
β̂0 20.98 2.96
β̂1 -2.82 0.59
ν̂ 1.49 0.099
η̂ 1574.3 216.7

Table 3.5 – Résultats de simulation de Monte Carlo
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La figure 3.6 représente les fonctions de fiabilité RP0(N) dans les conditions opérationnelles
estimées à chaque répétition de la simulation de Monte Carlo.

Figure 3.6 – Fonctions de fiabilité pour 20 répétitions de la simulation de monte Carlo

On observe que les fonctions de fiabilité estimées encadrent correctement la fonction de
fiabilité théorique avec une variabilité modérée malgré les tailles d’échantillons importantes n1
= n2 = 100 unités.

Dans la simulation précédente, tous les roulements étaient défaillants. Dans la simulation
suivante (avec les mêmes paramètres de simulation et 200 répétitions), l’estimation des para-
mètres de modèle paramétrique en présence de données censurées (Tcensure = 900 h et 300 h) et
pour différentes tailles d’échantillon (n=10, 15, 25 et 50) est étudiée. Pour simplifier l’analyse,
on considère l’estimation de la probabilité de défaillance Pf , tirée du modèle paramétrique SVA,
pour une durée de fonctionnement de t=100 h et dans les conditions opérationnelles (P0=125
daN):

Pf = 1 − e
−
(

t

eβ0+β1.ln(P )

)β

Les figures 3.7 et 3.8 donnent l’évolution de l’estimation de Pf (estimateur ponctuel et
intervalle de confiance à 90%) en fonction de la taille de l’échantillon et le temps de censure
(valeur théorique en trait plein).

On peut remarquer que l’estimation Pf est sensible à de faibles tailles d’échantillon et aux
temps de censure courts. On montre évidemment qu’avec l’augmentation de la taille d’échantillon
les estimateurs ponctuels convergent vers les valeurs théoriques, utilisées pour la simulation, et
que les intervalles de confiance (au niveau de confiance 90%) diminuent rapidement.
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Figure 3.7 – Estimation de Pf au niveau de confiance 90% pour une censure à 900 h

Figure 3.8 – Estimation de Pf au niveau de confiance 90% pour une censure à 300 h
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3.4 Conclusion

Ce chapitre a présenté les essais accélérés comme une alternative pour d’accéder à des es-
timations, de bonne qualité et rapidement, de la fiabilité lorsque les produits à tester sont très
fiables conduisant à des censures importantes s’ils sont testés dans les conditions nominales.
Une des plus importantes contraintes de ces essais est de ne pas modifier le mode de défaillance
par la sévérisation des conditions d’essai. Le plan étudié est celui par régression qui a pour
effet de propager les incertitudes d’estimation obtenues aux niveaux accélérés à celui nominal.
Ainsi la figure 3.9 illustre le phénomène de propagation d’incertitudes en considérant des couples
d’échantillons différents.

Figure 3.9 – Propagation de l’incertitude

Pour maîtriser les incertitudes, il est possible de rechercher la meilleure configuration de
plan d’essai en minimisant l’incertitude d’estimation. De nombreux auteurs traitent la problé-
matique de l’optimisation des plans d’essais accélérés [O’Connor, 2003b], [Guerin et al., 2001],
[Arizono et al., 2008].

Une autre possibilité pour augmenter la qualité d’estimation sur les paramètres de modèles
est d’introduire toute la connaissance disponible sur la fiabilité du système à étudier. En effet,
lors du développement d’un produit de nombreuses études sont réalisées afin d’évaluer sa fiabilité
(estimation prévisionnelle de la fiabilité par des standards de fiabilité (RdF2000, Mil Hdbk 217,
Fides), AMDEC, ...). De plus, assez souvent un nouveau produit est une amélioration d’un ancien
se trouvant en exploitation depuis longtemps et pour lequel nous avons des informations sur sa
tenue en terme de fiabilité. D’autre part, il est toujours possible d’interroger un ou plusieurs
experts sur le niveau de fiabilité potentiel du produit.

Aussi, nous proposons d’utiliser une démarche bayésienne, pour estimer les modèles stan-
dards de vie accélérée, permettant d’intégrer l’information disponible sur la fiabilité du produit.
L’objectif est d’obtenir des estimations de bonne qualité (i.e un intervalle de confiance "‘raison-
nable"’) pour des tailles d’échantillon faibles. Le chapitre suivant présente la formalisation de
cette démarche.
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4.1 Introduction

La connaissance est l’état de celui qui connaît ou sait quelque chose. Ce qu’est la connaissance
fait encore débat chez les philosophes : il n’y a pas de définition unique sur laquelle ils s’accordent.

On distingue traditionnellement trois types de connaissance :

1. La connaissance propositionnelle est le fait de savoir qu’une certaine proposition est vraie,
par exemple, savoir que la Terre est ronde,

2. La connaissance objectuelle, aussi appelée acquaintance, est le fait de connaître une chose,
par exemple, connaître Paris,

3. Le savoir faire est le fait d’être capable de réussir une action, par exemple, savoir faire des
crêpes.

La définition de la connaissance propositionnelle est celle qui a le plus attiré l’attention des
philosophes. Ils s’accordent généralement sur le fait qu’une connaissance est une croyance qui est
vraie, mais aussi qu’elle n’est pas seulement cela. Une autre condition est requise: il faut qu’elle
soit justifiée, ou non accidentelle, ou fiable, ou certaine. C’est sur cette condition supplémentaire
que les philosophes sont en désaccord.

Le terme a priori désigne les connaissances supposées par l’expérience, et qui ne peuvent se
réduire à elles. Le concept d’a priori au sens kantien désigne ce qui est pensé comme nécessaire et
universel et qui, à ce titre, peut être conçu "<indépendamment/indépendant de l’expérience">.
Une connaissance est donc a priori si elle peut être prouvée sans aucune référence à l’expérience.

Comme nous l’avons montré précédemment, les essais d’estimation sont coûteux en temps.
Ainsi, il est indispensable d’optimiser les campagnes d’essai en sachant que les niveaux de per-
formances souhaitées à valider sont élevés (probabilité de défaillances et taux de défaillance
très faibles) et que la taille des échantillons est telle que l’on a peu de chance d’observer des
défaillances.

Dans cette optique, l’approche Bayésienne s’impose puisqu’elle va permettre :

1. d’utiliser le maximum de connaissances disponibles en exploitant les résultats des essais
sur des produits similaires et les données issues de l’expertise,

2. d’obtenir des intervalles de confiance plus resserrés par rapport au cas classique,

3. d’intégrer à la connaissance les résultats des séries d’essais au fur et à mesure du dévelop-
pement du produit,

4. d’exploiter le cas du "zéro" défaillance difficile à traiter avec une approche statistique
classique qui demanderait une taille d’échantillons très importante.

Il existe de nombreux travaux traitant les techniques bayésiennes. Nous pou-
vons citer les travaux fondamentaux : [Robert, 1992], [Robert, 2001], [Congdon, 2001],
[Ibrahim et al., 2001]... et les travaux concernant les applications à la fiabilité : [Ringler, 1979b],
[Procaccia et al., 1992b], [Procaccia and Morilhat, 1996b], [Lannoy and Procaccia, 1994b],
[Lannoy and Procaccia, 2001], [Sander and Badoux, 1991b], [Marts and Walter, 1982],
[Ross, 2003].... Le problème difficile à résoudre dans le cadre des techniques bayésiennes
reste la modélisation de la connaissance a priori (connaissance initialement disponible).
Pourtant, il existe de nombreuses sources de données de fiabilité (des études de sûreté de
fonctionnement, étude d’évaluation de risques, d’avis d’expert, du retour d’expérience et des
recueils de données).

54



CHAPITRE 4 — Estimation bayésienne 55

L’inférence Bayésienne est fondée sur la manipulation d’énoncés probabilistes. Ces énoncés
doivent être clairs et concis afin d’éviter toute confusion. Les méthodes bayésiennes se distinguent
des méthodes dites standards par l’application systématique de règles formelles de transforma-
tion des probabilités.

On nomme inférence Bayésienne la démarche logique permettant de calculer ou réviser la
probabilité d’une hypothèse. Cette démarche est régie par l’utilisation de règles strictes de combi-
naison des probabilités, desquelles dérive le théorème de Bayes. Dans la perspective Bayésienne,
une probabilité n’est pas interprétée comme le passage à la limite d’une fréquence, mais plutôt
comme la traduction numérique d’un état de connaissance (le degré de confiance accordé à une
hypothèse).

Le théorème de Bayes est une conséquence simple des définitions des probabilités condition-
nelles. La forme continue de théorème Bayes pour la variable aléatoire θ sur le domaine Ω avec
ti, (i = 1..n), des résultats d’essai, est :

πapo (θ/ti) =
L (t1, .., tn/θ)π (θ)

∫

Ω L (t1, .., tn/θ)π (θ) dθ
(4.1)

avec comme notations L (t1, .., tn/θ)la vraisemblance, π (θ) la fonction qui modélise l’information
a priori et πapo (θ/ti) la fonction a posteriori.

Dans l’approche Bayésienne, le paramètre θ à estimer est une variable aléatoire sur l’espace
probabilisable Ω et admet une densité de probabilité.

L’incertitude sur l’occurrence d’un évènement est modélisée par une probabilité subjective,
déterminée à partir de connaissances sur des composants similaires ou d’avis d’experts : c’est
l’information a priori π(θ).

La fonction de vraisemblance va permettre de valoriser les données issues du retour d’expé-
rience ou d’essais sur le composant étudié : c’est l’information objective L (t1, .., tn/θ).

Le théorème de Bayes (équation 4.1) va permettre de combiner l’information subjective avec
l’information objective dans une information a posteriori πapo (θ/ti).

La difficulté d’utiliser les essais accélérés, au cours de phase de conception, est due à la faible
taille de l’échantillon à tester. Dans ce contexte, l’approche Bayésienne peut être utilisée pour
intégrer dans le processus d’estimation toutes les connaissances disponibles sur l’accélération
du modèle de vie (le taux de défaillance, l’énergie d’activation,. . .). L’application concrète du
théorème de Bayes dépend fortement de la capacité à construire une distribution a priori.

Des nombreux articles traitent l’inférence Bayésienne sur les paramètres du modèle de vie ac-
célérée. Dans [Bris, 2000], le cas des essais de démonstration de fiabilité est étudié en considérant
l’hypothèse de mortalité exponentielle intégrant un facteur d’accélération. Dans [Madi, 1997],
l’estimation de paramètres du modèle de vie accélérée est obtenue en utilisant l’inférence Bayé-
sienne et l’échantillonnage de Gibbs. Dans [Somoreville et al., 1997], les auteurs étudient les
essais accélérés définis par une conception des expériences en utilisant la distribution a priori
de Dirichlet. Dans [Dorp and Mazzuchi, 2004], l’approche Bayésienne est appliquée aux tests
accélérés dans la définition des connaissances a priori directement aux niveaux accélérés. Dans
[Dorp et al., 1996], les auteurs étudient l’inférence Bayésienne pour les essais accélérés effectués
en contraintes échelonnées.

L’ensemble des travaux concerne des applications et études particulières de l’inférence bayé-
sienne. Dans la suite de ce chapitre, nous proposons d’étudier l’estimation bayésienne des para-
mètres inconnus des modèles SVA. Nous nous intéresserons tout particulièrement à l’application
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aux plans par régression en considérant les modèles paramétrique et semi-paramétrique. L’ex-
tension aux autres plans et modèles est quasi immédiate car le formalisme utilisé est commun.
Une étude sur l’estimation est réalisée avec une comparaison entre les estimateurs classiques et
MAP (Maximum of A Priori).

La vraie difficulté, lorsque l’on souhaite mettre en place une démarche bayésienne, est la
construction de la loi a priori qui synthétise toute la connaissance disponible sur les paramètres
du modèle. Aussi, nous proposons une démarche permettant la construction de celle-ci. Pour
finir, nous étudierons la problématique de l’incompatibilité entre la connaissance a priori sur
la fiabilité du produit et les premiers résultats d’essais. Aussi, nous proposons un facteur de
compatibilité qui indique le degré de cohérence entre l’a priori et la vraisemblance. Cet indicateur
est ensuite utilisé , lorsque l’incohérence est révélée, pour pondérer l’ a priori afin de diminuer
son informativité.

4.2 L’inférence Bayésienne dans le cadre de modèles SVA

L’intérêt du théorème de Bayes (équation 4.1) dans le cadre d’essais est de compenser la
faible taille d’échantillon à tester et les censures nombreuses par l’intégration de l’information
préalable obtenue par l’expertise ou la prise en compte de résultats d’essais des produits iden-
tiques, semblables ou de premières générations. L’information préalable en condition normale
d’utilisation du produit sera assimilée à un résultat d’essais hypothétique (a priori) combiné aux
valeurs de tests réels en utilisant l’inférence bayésienne.

On peut dire que la distribution a posteriori πapo (θ/ti) est le produit entre l’information
priori π (θ) et l’information obtenue à partir des essais, modulés par la fonction de vraisemblance
L (t1, .., tn/θ) , le tout divisé par un facteur de normalisation afin d’obtenir une fonction densité
de probabilité.

L’application du théorème de Bayes à l’estimation de la fiabilité d’un système consiste à
appliquer l’inférence Bayésienne représentée dans la figure 4.1.

La figure 4.2 montre un exemple de représentation de ces différentes distributions.

En inférence Bayésienne, le choix crucial est celui de la distribution a priori. Lorsqu’on
souhaite dissocier l’apport des données de celui des croyances initiales, on peut prendre une
distribution qui ne reflète pas ces croyances, mais qui au contraire formalise un état d’ignorance
(distribution neutre ou "non informative"); la distribution finale exprime alors l’apport propre
des données: on obtient ainsi, dans la tradition de Laplace à Jeffreys, l’Analyse Bayésienne des
Données. Un résultat fondamental est la ré-interprétation laplacienne du seuil observé, pour les
modèles d’échantillonnage usuel.

Nous rappelons que, lorsque le nombre d’observations devient important, la subjectivité de
la connaissance a priori perd de son importance au profit des données observées. Par contre,
dans le cas d’essais où aucune défaillance n’est observée, l’inférence Bayésienne apporte une
solution [Procaccia et al., 1992b], [Lannoy and Procaccia, 1994b], [Sander and Badoux, 1991b],
[Usureau et al., 2004].

Dans le cadre de cette thèse, nous proposons d’étudier l’estimation Bayésienne des paramètres
des modèles Standard de Vie Accélérée (SVA) paramétriques.
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Figure 4.1 – Inférence Bayésienne

Figure 4.2 – Représentation des distributions a priori, vraisemblance et a posteriori

4.2.1 Application de l’inférence Bayésienne au modèle SVA paramétrique

4.2.1.1 Formulation du problème

L’intégration de l’inférence Bayésienne dans le modèle SVA paramétrique présenté dans la
section 3.2.3 nous permet de compléter le cadre d’analyse de données de fiabilité proposé par
[Nikulin et al., 2007].

La vraisemblance, donnée par l’équation 3.25, est :

L (γ, σ |T ) =
k
∏

i=1

ni
∏

j=1

[

1

σ
λ

(

Tij − γTZ(i)

σ

)]δij

R

(

Tij − γTZ(i)

σ

)

(4.2)

Les paramètres inconnus à estimer sont σ et le vecteur γ de m éléments, considérés comme
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des variables aléatoires. On considère une information a priori sur les paramètres inconnus
modélisée par les fonctions de densité π(γi) et π(σ). Dans l’hypothèse des variables aléatoires
indépendantes, on peut caractériser la totalité de l’information a priori sur les paramètres par :

π(γ, σ) = π(σ)
m
∏

i=1

π(γi) (4.3)

En intégrant l’équation de la fonction de vraisemblance définie par l’équation 3.25 dans la
forme générale continue du théorème du Bayes (équation 4.1), on obtient :

πapo(γ, σ |T ) =

[

∏k
i=1

∏ni
j=1

[

1
σ
λ

(

Tij−γT Z(i)

σ

)]δ
ij

R

(

Tij−γT Z(i)

σ

)

]

π (γ, σ)

KI
(4.4)

avec KI =
∞
∫

0

{

∫∞
0 · · ·

∫∞
0

[

∏k
i=1

∏ni
j=1

[

1
σ
λ

(

Tij−γT Z(i)

σ

)]δij

R

(

Tij−γT Z(i)

σ

)

]

π (γ, σ)dγ1 · · · dγm

}

dσ, une

constante de normalisation qui assure la propriété d’une densité de probabilité pour la fonction
πapo(γ, σ |T ).

4.2.1.2 Estimation bayésienne des paramètres de modèles

Nous proposons deux approches pour estimer les paramètres inconnus des modèles SVA :

1. la méthode classique consistant à définir les estimateurs ponctuels à partir des premiers
moments des fonctions marginales associées aux différents paramètres et les intervalles de
confiance par les estimations des variances obtenues par les deuxièmes moments,

2. la méthode MAP (Maximum of A Priori) qui détermine les estimateurs ponctuels à partir
des modes des fonctions marginales et les intervalles de confiance par les estimations des
variances par la matrice de Fisher.

méthode classique En faisant l’hypothèse que les variables γi et σ sont indépendantes, alors il
est possible de définir les fonctions de densité marginale a posteriori g(γi) et g(σ) des paramètres
γi et σ par :

gi(γi) =

∫ 0

∞

∫

j=1..m, j ̸=i

. . .

∫

πapo(γ, σ|T )dγjdσ (4.5)

et

g(σ) =

∫

i=1..m

. . .

∫

πapo(γ, σ|T )dγi (4.6)

Dans ce contexte, les estimateurs ponctuels sont les moments initiaux d’ordre 1 :

γ̂i =

∫

Ωγi

γigi(γi)dγi (4.7)

et
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σ̂ =

∫

Ωσ

γig(σ)dσ (4.8)

Les variances sont définies par les moments centrés d’ordre 2 :

V (γ̂i) =

∫

Ωγi

gi(γi)(γi − γ̂i)
2dγi (4.9)

et

V (σ̂) =

∫

Ωσ

g(σ)(σ − σ̂)2dσ (4.10)

La méthode nécessite de recourir à des méthodes numériques. Les variances sont utilisées
pour faire les estimations des intervalles de confiance selon les relations 2.37 et 2.38. Il est possible
également de définir l’intervalle de confiance bilatéral symétrique au niveau de confiance 1 − α
tel que :

prob(γmin
i ≤ γi ≤ γmax

i ) = 1 − α (4.11)

avec γmin
i et γmax

i solutions de :

∫ γmin
i

Ωγi

gi(γi)dγi = α/2 (4.12)

∫ γmax
i

Ωγi

gi(γi)dγi = 1 − α/2 (4.13)

On procède de la même manière pour le paramètre σ.

méthode MAP (Maximum of A Priori) Cette méthode considère la fonction de densité a
posteriori πapo(γ, σ |T ) et les estimateurs ponctuels des paramètres inconnus (γ, σ) sont estimés
de telle sorte qu’ils maximisent :

(γ̂, σ̂) = Arg max(πapo(γ, σ |T )). (4.14)

Comme dans le cas de la méthode MV classique, ces estimateurs sont obtenus par le calcul
des dérivées à l’ordre 1 de la logvraisemblance qui sont :
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Ul(γ, σ) =
∂ (ln [πapo (γ, σ |T )])

∂γl
=
∂ ln

[

L(γ,σ)π(γ,σ)
KI

]

∂γl

=
∂ ln [L (T |γ, σ )]

∂γl
+
∂ ln [π (γ, σ)]

∂γl
− ∂ ln [KI ]

∂γl

=
∂ ln [L (T |γ, σ )]

∂γl
+

d ln [π (γ, σ)]

dγl

=
1

σ

k
∑

i=1

zil

ni
∑

j=1

aij (γ, σ) +
b− 1

γl
+

d ln

[

π (γ, σ)

]

dγl
, (l = 1, ...,m)

Um+1(γ, σ) =
∂ (ln [πapo (γ, σ |T )])

∂σ
=
∂ ln

[

L(γ,σ)π(γ,σ)
KI

]

∂σ

=
∂ ln [L (T |γ, σ )]

∂σ
+
∂ ln [π (γ, σ)]

∂σ
− ∂ ln [KI ]

∂σ

=
∂ ln [L (T |γ, σ )]

∂σ
+

d ln [π (γ, σ)]

dσ
(4.15)

=
1

σ

k
∑

i=1

ni
∑

j=1

{vij (γ, σ) aij (γ, σ) − δij} +
d− 1

σ
+

d ln

[

π (γ, σ)

]

dσ

avec :

vij (γ, σ) =
Tij − γTZ(i)

σ
,

aij (γ, σ) = λ (vij (γ, σ)) − δij (ln λ)′ (vij (γ, σ)) ,

∂ ln [πσ (γ, σ)]

∂σ
=

d
(

ln
[

d
(

σ
c

)d
]

+ ln [π (γ, σ)]
)

dσ
,

∂ ln [πγl
(γ, γl)]

∂γl
=

d
(

ln
[

b
(γl

a

)b
]

+ ln [π (γ, σ)]
)

dγl
.

Les estimateurs de maximum d’a posteriori σ̂, γ̂ peuvent être obtenus en résolvant le système
d’équations :

Ul(γ, σ) = 0 (l = 1, ...,m+ 1) (4.16)

et l’estimateur de la fonction de fiabilité RX0 est :

R̂X0
(t) = R

(

ln t− γ̂TZ(0)

σ̂

)

(4.17)

L’information de Fisher, dans ce cas, respecte le principe de l’équation 2.26 et s’applique à la
fonction qui décrit l’information apportée sur les paramètres, πapo(γ, σ |T ), [Manry et al., 1996] :
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IMAP (γ, σ) = E

[

(

∂ log πapo(γ, σ |T )

∂γ∂σ

)2

|γ̂, σ̂

]

= E

[

(

∂ logL(T |γ, σ)

∂γ∂σ

)2

|γ̂, σ̂

]

+ E

[

(

∂ log π (γ, σ)

∂γ∂σ

)2

|γ̂, σ̂

]

= IL(γ, σ) + IAP
π (γ, σ) (4.18)

avec :

IL(γ, σ) définie dans les équations 3.29 − 3.31 et

IAP
π (γ, σ) = E

[

(

∂ log π (γ, σ)

∂γ∂σ

)2

|γ̂, σ̂

]

.

On observe rapidement que l’information apportée sur les paramètres γ et σ augmente par
rapport à l’approche classique avec IAP

π (γ, σ). Ceci implique la diminution des variances/covariances
des estimateurs ponctuels des paramètres γ et σ, (donnés par l’inégalité Cramer-Rao (équation
2.30)).

En reprenant les équations 3.29 - 3.34, pour calculer l’intervalle de confiance (1-α) sur l’es-
timateur de la fonction de fiabilité, on obtient la matrice de Fisher IMAP (γ, σ) avec les termes
suivants:

IMAP
ls (γ, σ) = IL

ls (γ, σ) +

[

−∂2 ln π (γ, σ)

∂γl∂γs

]

IMAP
l,m+1 (γ, σ) = IL

l,m+1 (γ, σ) +

[

−∂2 ln π (γ, σ)

∂γl∂σ

]

IMAP
m+1,m+1 (γ, σ) = IL

m+1,m+1 (γ, σ) +

[

−∂2 ln π (γ, σ)

∂σ2

]

(4.19)

avec :

∂2 ln π (γ, σ)

∂γl∂γs
=

{

0 pour l ̸= s

−2(−1+b)
γ2

l

pour l = s,

∂2 ln π (γ, σ)

∂σ∂γl

= 0,

∂2 ln π (γ, σ)

∂σ2
= −2 (−1 + d)

σ2

Nous avons considéré une indépendance totale entres les variables (équation ??).
De la même manière que pour le cas non-Bayésien, on observe que l’estimateur R̂ est une

fonction régulière de γ et σ. On va définir :

QX0 (t) = ln
RX0 (t)

1 −RX0 (t)
et Q̂X0 (t) = ln

R̂X0 (t)

1 − R̂X0 (t)
(4.20)
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La fonction QX0 (t) prend ses valeurs dans ℜ donc la vitesse de convergence de Q̂X0vers la
loi limite est plus grande que celle de R̂X0 vers sa loi limite, et on obtient que la loi de

Q̂X0 (t) −QX0 (t)

σ̂Q0

est approximée par la loi normale centrée réduite N(0, 1), avec :

(

σ̂Q0

)2
=

(

∂Q̂X0

∂γ̂0
, ...,

∂Q̂X0

∂γ̂m
,
∂Q̂X0

∂σ̂

)

[

IMAP (γ, σ)
]−1

(

∂Q̂X0

∂γ̂0
, ...,

∂Q̂X0

∂γ̂m
,
∂Q̂X0

∂σ̂

)

=





R′
(

R−1
(

R̂X0 (t)
))

σ̂2R̂X0 (t)
(

1 − R̂X0 (t)
)





2

×
[

σ̂4
m
∑

l=0

m
∑

s=0

z0lz0sI
ls
MAP (γ̂, σ̂)

−2σ̂2γ̂TZ(0)
m
∑

l=0

z0lI
l,m+1
MAP (γ̂, σ̂) +

(

γ̂TZ(0)
)2
Im+1,m+1

MAP (γ̂, σ̂)

]

(4.21)

avec I l,s
MAP les termes de la matrice

[

IMAP (γ, σ)
]−1

.

L’intervalle de confiance approximatif (1-α) pour R̂X0
(t) est:

(

1 +
1 − R̂X0 (t)

R̂X0 (t)
exp

{

±σ̂Q0w1−α/2

}

)−1

(4.22)

avec wα le α-quantile de la loi N(0, 1).
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4.3 L’information a priori

L’introduction d’une loi a priori π(θ) sur les paramètres divise toujours les statisticiens. Le
passage de la notion d’un paramètre inconnu à celle d’un paramètre aléatoire représente un saut
que beaucoup se refusent à effectuer [Robert, 1992]. Si, dans certains modèles, le paramètre à
estimer résulte de l’action de multiples facteurs en amont et peut donc effectivement être perçu
comme partiellement aléatoire (on pourrait ainsi citer la physique quantique et sa représentation
probabiliste du monde), il est d’autres modèles où la perception du paramètre comme produit
d’une expérience aléatoire semble impossible. Ainsi, les adversaires de l’approche Bayésienne
avancent l’exemple de l’estimation de quantités physiques, telle la vitesse de la lumière, c. On
peut rétorquer à cette objection que la véritable valeur de c n’est jamais connue, du fait de la
limitation des appareils de mesure, et qu’il est donc légitime de considérer c comme une variable
uniforme dans [c0 − ϵ, c0 + ϵ], ϵ étant la précision maximale des instruments de mesure et c0 la
mesure retenue. Nous soulignons que l’importance de la loi a priori n’est pas tant dans le fait
que le paramètre puisse ou ne puisse pas être conceptuellement envisagé comme la réalisation
d’une variable aléatoire, que dans le fait que π(•) représente un moyen efficace (le seul?) de
résumer l’information a priori disponible sur les paramètres, ainsi que l’incertitude sur la valeur
de cette information, et donc de permettre une appréciation quantitative de ces paramètres. C’est
également l’unique manière cohérente de raisonner conditionnellement (au sens probabiliste) aux
observations [Robert, 2001].

L’utilisation d’une loi π(θ) implique trois niveaux de discussion :
– La source : quelle est la source d’information
– La forme : quelle est le choix de la loi
– Les paramètres : quelles sont les valeurs des paramètres à choisir

4.3.1 Sources d’information

Il existe plusieurs sources d’informations où sont synthétisées toute la connaisssance dis-
ponible sur les paramètres influençant la fiabilité des composants. Nous distinguerons, dans le
cadre de cette thèse, deux sources distinctes :

– recueils de données issus d’analyse de REX,
– avis d’expert.

4.3.1.1 Recueils de données

Le recueil des données est un ensemble de données validées et/ou élaborées après un long
processus d’expertise et de traitement, relatif à un domaine de connaissance et organisé pour
être offert aux consultations d’utilisateurs.

En électronique, un domaine dans lequel le calcul de la fiabilité est pratiqué depuis de nom-
breuses années, les bases de données de fiabilité sont disponibles et nombreuses. En mécanique
l’utilisation des recueils de données est plus récente. Il y a une certaine difficulté à constituer
ces recueils, compte tenu de la complexité des composants. Néanmoins, ils sont de plus en plus
utilisés.

En pratique, on utilise souvent des bases de données connues ou, mieux encore, quand cela
est possible, les données issues de retours d’expériences auprès des fabricants des composants.
Pour les composants mécaniques ces données sont difficiles à obtenir parce qu’elles ne sont pas
communiquées ou publiées et, dans la plupart des cas, elles sont exploitées confidentiellement.
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Ces recueils sont mis à jour régulièrement pour tenir compte des évolutions technologiques.
En électronique, la durée de vie des données fournies par les recueils est relativement courte (de
3 à 6 ans) ; elle est plus longue en mécanique (de 30 à 40 ans). En électronique, les recueils des
données sont souvent exhaustifs sachant que les composants suivent une loi exponentielle. En
mécanique, l’hypothèse du taux de défaillance constant est rarement justifiée.

Dans la majorité des recueils, les informations disponibles sont la dénomination du com-
posant, la moyenne des temps de bon fonctionnement (MTTF), le taux de défaillance moyen
ou calculé dans l’hypothèse selon laquelle il est constant, l’intervalle de confiance associé et un
coefficient de pondération du taux de défaillance dépendant de l’environnement. Le tableau 4.1
est un extrait d’un tableau du recueil NPRD-3 [NPRD-3, 1985] avec les données suivantes sur les
composants : le taux de défaillance (caractérisé par les valeurs minimale, moyenne et maximale),
le nombre des défaillances et les temps cumulés d’exécution. Ainsi dans le même tableau, nous
observons que le nombre de défaillances est directement lié à l’intervalle de confiance, un faible
nombre de défaillances implique un grand intervalle de confiance et vice-versa [Mihalache, 2007].

Composant λmoy Limite inf. Limite sup 20% Nbr. de Temps cumulé
10−6h−1 20% 20% défaillances h−6

soupape 214.286 109.372 396.948 3 0.014
Capteur 672.367 651.597 693.921 747 1.111

Actioneur 1111.11 1053.916 1171.927 270 0.243
Led 0.267 0.264 0.289 363 1312.883

Table 4.1 – Extrait du recueil NPRD-3

Un autre exemple traite le lien entre les modes de défaillances et les valeurs d’énergie d’ac-
tivation. La figure 4.3 présente un extrait d’un recueil dans le domaine de l’électronique.

Dans le domaine du logiciel il y a peu de recueils de données. Les erreurs sont introduites lors
de la conception ou bien lors de la programmation. Microsoft a estimé qu’un programmeur in-
troduit environ 6 défaillances sur 1000 lignes de code [Lyonnet, 2006], [MIL-HDBK-338B, 1998].

Les données collectées permettent d’établir des modèles de fiabilité prévisionnelle pour les
composants mécaniques, électroniques et logiciel.

4.3.1.2 L’avis d’experts

En sûreté de fonctionnement comme dans d’autres domaines, le jugement d’expert peut être
considéré comme l’une des réponses possibles à un problème technique, un appoint à un retour
d’expérience déficient ou un support d’aide à la décision. Il est en effet utilisé pour compléter
ou suppléer les données objectives éventuellement disponibles sur le problème considéré lorsque
ces données sont peu nombreuses, dispersées voire inexistantes ou lorsqu’elles sont douteuses ou
inapplicables. C’est bien souvent la seule source d’information disponible pour effectuer un état
de l’art sur un sujet difficile, complexe, nouveau ou peu compris [Poncet, 2005].

Dans le domaine technique, l’expertise peut être considérée comme une source de données,
souvent qualitative, quelquefois quantitative. Mais comme toute donnée, les données d’expertise
sont une représentation imparfaite et incertaine de ce qu’elles sont censées représenter. La qualité
de ces données dépend essentiellement :

– de l’information disponible et de l’expert et, en particulier, de sa formation : son éducation,
sa culture, sa profession, sa formation théorique et pratique sur le sujet, son expérience, son
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Figure 4.3 – Des valeurs pour l’énergie d’activation par rapport aux modes de défaillances

environnement, sa personnalité, et d’une façon générale de la qualité intrinsèque de l’ex-
pert, mais aussi de sa motivation et de son sérieux, de sa façon de recueillir, appréhender,
transmettre, corriger et agréger ses connaissances,

– de la complexité relative du problème et de l’état général des connaissances sur ce problème,
et de la manière dont cette complexité est modélisée dans l’esprit de l’expert,

– de la façon dont va s’instaurer le dialogue entre l’expert et l’analyste chargé de recueillir
puis d’interpréter son expertise.

D’après Meyer et Booker [MEY93], est considéré comme un expert dans un domaine, toute
personne ayant une connaissance particulière avec le niveau de détail nécessaire à l’étude de ce
domaine.

L’inférence Bayésienne peut se porter sur l’avis d’un ou des plusieurs experts.

4.3.2 Le choix de la loi a priori

Le choix d’une distribution a priori est une démarche complexe et peut laisser place à une
appréciation subjective. Ce choix dépend principalement de la connaissance préalable, de la
qualité des informations disponibles sur le paramètre étudié.

La distribution a priori doit intégrer, d’une part, toutes les connaissances disponibles sur
le paramètre étudié et, d’autre part, toutes les incertitudes liées à ce paramètre. En fonction
de la connaissance disponible, nous pouvons définir les principales distributions susceptibles
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de caractériser la distribution a priori. Si la connaissance initiale est faible, l’a priori sera une
distribution simple, peu informative. Si tout paramètre cherché a la même probabilité d’être
choisi, l’a priori suit une distribution uniforme. Si la connaissance initiale est solide, l’a priori
sera une distribution plus sophistiquée.

Concernant la modélisation effective de la loi π(θ) a priori à partir de la connaissance a
priori, de nombreuses méthodologies ont été développées pour modéliser la connaissance a priori
à partir du type d’informations disponibles.

Plusieurs principes peuvent être appliqués :
– le maximum d’entropie : la loi a priori π(θ) maximisant l’entropie correspond en effet à la

loi minimisant l’information a priori apporté sur θ,
– les méthodes Bayésiennes empiriques : utilisent les observations et la loi marginale pour

estimer les paramètres de la loi a priori,
– les modèles hiérarchiques : modélisent le manque d’information sur les paramètres de la

loi a priori par une nouvelle distribution sur ces paramètres, etc.
Même dans les situations où l’information a priori est disponible, il est rare de pouvoir

proposer une détermination exacte de la loi a priori. Il importe ainsi de pouvoir mesurer les
conséquences de cette imprécision sur l’inférence a posteriori, afin de contrôler que l’apport
arbitraire dans la loi a priori n’est pas prédominant. Cette étude est dite analyse de sensibilité
ou de robustesse. Nous proposons d’utiliser les pseudo-lois conjuguées. En effet, pour étendre
le concept d’indifférence au choix de la meilleure connaissance a priori en fonction des données
observées, Claroti démontre dans [Clarotti, 1998b] et [Procaccia, 1998] l’intérêt particulier des
lois conjuguées.

4.3.2.1 Lois conjuguées

Pour des raisons de calcul purement théorique, la distribution a priori dépend de la famille
mathématique de la fonction de vraisemblance ; cette dernière condition n’est pas obligatoire
pour une résolution numérique.

En fait, le problème consiste à définir quelle densité a priori sera susceptible de laisser le
pouvoir le plus cohérent entre les données et la connaissance a priori. Il est donc nécessaire de
trouver une série de densités de probabilités a priori qui permette de déterminer avec bon sens
quel pouvoir de décision sera laissé aux données.

Il est ainsi démontré que les familles de lois dites conjuguées ne se contentent pas unique-
ment de simplifier les calculs mais surtout que ce type de lois maximise le pouvoir des données
observées.

Le tableau 4.2 donne les principales lois conjuguées utilisées - [Procaccia et al., 1992b],
[Suhner, 1994]

La recherche de ces lois peut être problématique car nous ne disposons pas des expressions
analytiques pour définir la loi a priori conjuguée d’une vraisemblance définie par un modèle SVA.
Néanmoins, nous proposons de trouver une loi a priori par simulation vérifiant les propriétés de
conjugaison.

4.3.2.2 Détermination de la loi a priori pseudo conjuguée par simulation

Pour obtenir la forme de la distribution a priori qui soit la conjuguée bayésienne d’une
vraisemblance donnée, il est nécessaire de procéder en deux étapes :
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f(x|θ) π(θ) πapo(θ|x)

Normale Normale
N(θ, σ2) N(µ, τ2) N(ρ(σ2µ+ r2x), ρσ2r2)

avec ρ−1 = σ2 + r2

Poisson Gamma
P (θ) G(α, β) G(α+ x, β + 1)

Gamma Gamma
G(υ, θ) G(α, β) G(α+ υ, β + x)

Binomiale Bêta
B(n, θ) Be(α, β) Be(α+ x, β + n− x)

Négative Binomiale Bêta
Neg(m, θ) Be(α, β) Be(α+m,β + x)

Multinomiale Dirichlet
Mk(θ1, ..., θk) D(α1, ..., αk) D(α1 + x1, ..., αk + xk)

Bêta Exponentielle
Be(α, θ) Exp(λ) exp(λ− log(1 − x))

Normale Gamma
N(µ, 1/θ) G(α, β) G(α+ 0.5, β + (µ− x)2/2)

Table 4.2 – Lois conjuguées naturelles des familles exponentielles classiques

1. la première consiste à déterminer la distribution a posteriori en considérant un a priori
non informatif :

Πapos1(θ|ti) =
L(t1, ..., tn|θ).Π0(θ)

∫

Ω L(t1, ..., tn|θ).Π0(θ).dθ

2. dans un deuxième temps, nous construisons la distribution a priori Π1(θ) selon la forme
définie par Πapos1(θ|ti) et ensuite nous déterminons la distribution a posteriori :

Πapos2(θ|ti) =
L(t1, ..., tn|θ).Π1(θ)

∫

Ω L(t1, ..., tn|θ).Π1(θ).dθ

Nous vérifions que le type de distribution de Πapos2(θ|ti) est identique à Π1(θ). Si cela est
le cas, ce type respecte les conditions de conjugaison bayésienne.

Dans le cas des modèles SVA, il est difficile de traiter ces deux étapes analytiquement. Aussi,
nous proposons de déterminer approximativement les lois conjuguées bayésiennes par simulation.

La procédure des simulations est la suivante :

1. on fixe le plan d’essai (niveau d’accélération, taille des échantillons à tester sous chaque
niveau de stress) permettant de construire la vraisemblance,

2. à l’aide des informations a priori sur les paramètres, on cherche les valeurs les plus probables
associées aux paramètres [Poncet et al., 2004],

3. on construit la simulation de Monte-Carlo en répétant (n fois) les étapes suivantes :
– on simule des instants de défaillance aléatoires sur les hypothèses estimées au point 2,
– on calcule les estimations des paramètres par MV.
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Figure 4.4 – Recherche d’une pseudo loi conjuguée

4. on construit les histogrammes des estimateurs MV,

5. on fait des hypothèses sur les formes des lois les plus proches des histogrammes et on vérifie
la validité de ces hypothèses (test du Chi-Deux, test de Kolmogorov Smirnov, ...).

6. on construit les lois a priori selon les formes obtenues dans l’étape 5 à partir des informa-
tions de l’étape 2,

7. on réitère les étapes 3, 4 et 5.

8. on vérifie que les formes des distributions obtenues dans l’étape 7 sont identiques à celles
de l’étape 5.

La construction d’a priori serait faite en respectant la forme de lois validée au point 8.
La figure 4.4 synthétise la procédure.
Une fois la modélisation a priori réalisée et les décisions prises, concernant le type de loi, il

reste un point à traiter. Il faut en effet vérifier que la loi a priori déterminée est la plus pertinente
et, notamment, qu’elle n’influence pas la vraisemblance de manière à dégrader le résultat. Cette
partie constitue un élément peu étudié à ce jour. Les figures 4.5 et 4.6 montrent que la forme
des distributions a posteriori des paramètres d’un modèle SVA paramétrique (Weibull-Puissance
Inverse défini dans l’exemple sur le roulement à billes de la section 3.3 ) de paramètres C, p et
β ne changent pas de forme notablement avec la taille d’échantillon (n = 15 et n = 50).

Figure 4.5 – Application pour un Modèle SVA Weibull-Puissance inverse avec n=15

Il reste à déterminer les paramètres des lois a priori à partir des informations disponibles.
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Figure 4.6 – Application pour un Modèle SVA Weibull-Puissance inverse avec n=50

4.3.3 Construction de la loi a priori

Une fois que l’on a choisi les types de loi à utiliser pour modéliser la distribution a priori, il
reste ensuite à déterminer les paramètres de lois à partir des différentes informations disponibles.
Rappelons que l’n fait l’hypothèse que tous les paramètres de modèles sont indépendants qui
implique de la distribution a priori est le produit des distributions a priori individuelles associées
aux différents paramètres (Π(θ) =

∏q
i=1 Πi(θi)). En fonction du nombre de paramètres de la loi

à modéliser, il faudra disposer d’un ou de plusieurs types d’informations.
En fonction des informations fournies, plusieurs méthodes sont disponibles pour estimer les

paramètres de lois [Suhner, 1994], [Finetti, 1974] et [Goldstein, 1999] :
– la méthode séquentielle,
– la méthode des échantillons équilibrés,
– la méthode des moments pondérés,
– la méthode des doubles moments,
– la méthode des similitudes comme l’ADEPT ou autre
– la méthode du maximum d’entropie,
– les techniques de transformation de groupe,
– la méthode des moments (moyenne et écart - type),
– la méthode des fractiles.
La plupart des sources d’informations donne celles-ci sous forme d’intervalle. Aussi, nous

proposons dans la suite de la thèse d’utiliser la méthode des moments. Le principe consiste à
déterminer la moyenne et la variance de loi uniforme informative bornée par les limites d’inter-
valle. Ainsi, lorsque l’on dispose d’une information a priori, sur le paramètre θi, par un intervalle
θi ∈ [θmin

i , θmax
i ], il est possible d’estimer la moyenne et la variance par :

θ̄i =
θmin

i + θmax
i

2
et V (θi) =

(θmax
i − θmin

i )2

12
(4.23)

Ensuite, nous choisissons un type de loi a priori et estimons ses paramètres permettant de
respecter la moyenne et la variance obtenues ci-dessus.

Pour illustrer cette méthode, considérons le cas d’un modèle SVA paramétrique (modèle
Weibull-Puisance Inverse présenté précédemment pour l’exemple des roulements à billes) pour
lequel nous disposons des informations a priori (tableau 4.3).
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paramètre limite inférieure limite supérieure

C 300 400
p 2 4
β 2 3

Table 4.3 – Connaissances a priori

Les figures 4.7 et 4.8 montrent le résultat de la recherche des pseudo lois conjuguées bayé-
siennes par simulation. Ainsi, la figure 4.7 permet d’observer que la loi Gamma est adaptée pour
modéliser les distributions a posteriori sur C, p et β en considérant des distributions a priori
non informatives (des tests d’hypothèse ont été appliqués pour la validation des lois).

Figure 4.7 – Distribution a posteriori avec un a priori non informatif pour une taille d’échantillon
n=15

Ensuite, nous recherchons les paramètres α et β des lois Gamma par la méthode des moments.
La moyenne et la variance pour une loi Gamma, en fonction des paramètres, sont définies par :

θ̄i =
α

i
β et V (θi) =

α

β2
(4.24)

Aussi, nous pouvons déterminer les paramètres de la loi Gamma pour θi par :

α =
θ̄2

i

V (θi)
et β =

θ̄i

V (θi)
(4.25)

Pour les paramètres du modèle SVA du tableau 4.3, nous obtenons les paramètres des lois
Gamma suivants :

paramètre α β

C 48 0.12
p 27 9
β 75 30

Table 4.4 – Paramètres des lois Gamma a priori

Finalement, nous simulons le modèle SVA Weibull-Puissance Inverse avec la connaissance a
priori définie par les trois lois Gamma précisées au dessus et une taille d’échantillon n=15. La
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figure 4.8 montre que les distributions a posteriori sur C, p et β sont de nouveau des lois Gamma
(des tests d’hypothèse ont été appliqués pour la validation des lois).

Figure 4.8 – Distributions a posteriori avec connaissance a priori

4.4 Application numérique d’estimation bayésienne d’un mo-
dèle SVA

L’exemple numérique reprend en partie les paramètres de simulation de l’exemple d’un essai
accéléré sur des roulements à billes de la section 3.3. Ainsi, nous avons simulé les résultats d’un
plan d’essai complet (sans censure) à deux niveaux de charge (P1=150 daN et P2=175 daN)
et pour différentes tailles d’échantillon. Un modèle Weibull-Puissance Inverse a été utilisé pour
simuler les instants de défaillance :

R (u, P ) = e

−

(

u

( C
P )

p
( 1e6

60·N )( 1
0.105 )

1
1.5

)1.5

(4.26)

avec
– C est la charge dynamique de base,
– P est la charge radiale équivalente,
– p = 3 pour les roulements à billes et p = 10/3 pour les roulements à rouleaux,
– N la vitesse de rotation
Les simulations ont été réalisée avec les paramètres suivants :
– vitesse de rotation N=1500 tr/min,
– charge dynamique C=400 daN,
– paramètre de forme β=1.5,
Pour le cas Weibull-Puissance Inverse, aucune forme analytique ne permet de trouver la

forme des lois conjuguées. Alors, nous avons considéré, pour des questions de simplification, que
le paramètre p était fixé à 3 (valeur pour les roulements à billes) et que les distributions des
paramètres C et β étaient définies par des lois normales. L’analyse se fera sur l’estimation de la
probabilité de défaillance pour une durée de fonctionnement T=100 h et une charge nominale
P0=125 daN selon l’équation :
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Pf = 1 − e

−

(

u

( C
P )

p
( 1e6

60·N )( 1
0.105 )

1
1.5

)1.5

(4.27)

Pour étudier l’effet aléatoire de la simulation, 200 répétitions sont réalisées pour chaque
configuration de plan (taille d’échantillon n=10, 15, 25 et 50).

Trois cas de connaissances a priori sont présentés :

1. un cas d’un a priori cohérent (c’est-à-dire centré sur la valeur théorique) et peu informatif
(variance importante),

2. un cas d’un a priori très informatif et cohérent,

3. un cas d’un a priori très informatif et incohérent (décentré par rapport à la valeur théo-
rique).

4.4.1 A priori cohérent et peu informatif

Pour le premier cas, des distributions a priori peu informatives sur les paramètres θ = {C, β}
ont été considérées.

Le tableau 4.5 donne l’opinion d’un expert sur les paramètres.

paramètre limite inférieure limite supérieure

C 100 700
β 0,5 2,5

Table 4.5 – Intervalles a priori

Nous déduisons les paramètres des loi normales a priori par la méthode des moments (tableau
4.6).

paramètre moyenne µ écart-type σ

C 400 173,2
β 1,5 0,58

Table 4.6 – Paramètres des lois Normales a priori

Les résultats de simulations sont présentés dans la figure 4.9. Les courbes en trait plein et
pointillé représentent, respectivement, les estimations classiques et bayésiennes.

Nous constatons par rapport aux résultats :
– l’estimateur ponctuel reste proche de la valeur théorique ce qui se justifie par le fait que

les deux distributions Normales a priori sont centrées sur les valeurs théoriques,
– la taille d’échantillon, entre n1 = n2 = 10 et n1 = n2 = 15, a une influence importante sur

l’estimation de l’intervalle de confiance de Pf ,
– l’estimation de l’intervalle de confiance montre une sensibilité à l’apport d’une faible in-

formation a priori.
On constate que l’intérêt de la démarche Bayésienne diminue avec l’information objective

(taille d’échantillon).
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Figure 4.9 – Résultats du Monte Carlo pour les estimations classique et bayésienne de Pf avec
les intervalles de confiance à 90%

4.4.2 A priori cohérent et très informatif

Pour le deuxième cas, des distributions a priori très informatives et cohérentes sur les para-
mètres ont été considérées.

Par une distribution a priori très informative, on comprend une distribution caractérisée par
une variance très faible. Par une distribution a priori très cohérente on comprend une distribution
avec une moyenne très proche de la valeur théorique.

Le tableau 4.7 donne l’opinion d’expert sur les paramètres.

paramètre limite inférieure limite supérieure

C 300 500
β 1 2

Table 4.7 – Prior intervalles

Nous déduisons les paramètres des loi normales a priori par la méthode des moments (tableau
4.8).

paramètre moyenne µ écart-type σ

C 400 57,73
β 1,5 0,29

Table 4.8 – Paramètres des lois Normales a priori

Les courbes présentées dans la figure 4.10 présentent :
– l’estimation classique (en trait plein),
– l’estimation bayésienne avec un a priori cohérent et très informatif (en pointillé),
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– la valeur théorique (en trait mixte).

Figure 4.10 – Résultats du Monte Carlo pour les estimations classique et bayésienne de Pf avec
les intervalles de confiance à 90%

Nous constatons que pour le cas bayésien avec l’a priori cohérent et très informatif (trait
plein) :

– les estimateurs ponctuels bayésiens sont très proches des valeurs théoriques,
– les écart-types des estimateurs sont peu influencés par la taille d’échantillon (cela s’explique

par le fait que l’information apportée par les résultats d’essai est faible par rapport à celle
contenue dans les a priori),

– les intervalles du paramètres η pour les trois cas, sont relativement proches montrant une
certaine insensibilité de ce paramètre à l’apport d’information.

4.4.3 A priori très informatif et incohérent

Pour le troisième cas, une très mauvaise information a priori sur les paramètres a été consi-
dérée. Le tableau 4.9 donne l’opinion de l’expert sur les paramètres.

paramètre limite inférieure limite supérieure

C 400 800
β 1,5 2,5

Table 4.9 – Prior intervalles

Nous déduisons les paramètres des loi normales a priori par la méthode des moments (tableau
4.10).

paramètre moyenne µ écart-type σ

C 600 115,47
β 2 0,29

Table 4.10 – Paramètres des lois Normales a priori
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Les courbes présentées dans la figures 4.11 présentent :
– l’estimation classique (en pointillé)
– la valeur théorique (trait mixte),
– l’estimation bayésienne, présentée dans ce paragraphe, avec un a priori incohérent et très

informatif (trait plein).

Figure 4.11 – Résultats du Monte Carlo pour les estimations classique et bayésienne de Pf avec
les intervalles de confiance à 90%

La forte information a priori s’impose face aux résultats d’essai. Ainsi, à cause de l’écart
existant entre les intervalles a priori et les valeurs théoriques, tous les résultats sont décalés par
rapport aux vraies valeurs :

– les estimateurs ponctuels pour C et pour β sont sur-évalués,
– l’estimateur ponctuel pour η est sous évalué
Puisque les a priori sont très informatifs, les écart-types sont faibles et peu sensibles aux

tailles d’échantillon. Il en découle des intervalles de confiance serrés mais décentrés.
Comme dans ce cas, la connaissance objective donnée par la vraisemblance peut être dégradée

par le choix d’un mauvais a priori. L’analyse Bayésienne peut amener à prendre une décision a
posteriori erronée. Dans le chapitre 6, nous proposons d’étudier le problème de la compatibilité
de l’a priori et les premiers résultats d’essais.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté l’estimation bayésienne des modèles SVA paramé-
triques. La qualité de l’estimation dépendra principalement de la quantité de produits défaillants
lors de l’essai. Ainsi, la taille d’échantillon, les niveaux de sollicitation, la durée d’essai, ... sont
des paramètre importants qui conditionnent fortement la dynamique de défaillance. Par consé-
quent, le choix de ces paramètres sont importants et doit faire l’objet d’une attention toute
particulière en termes industriel et statistique. Aussi, dans le chapitre suivant nous proposons
d’étudier la construction de plans optimaux.
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5.1 Introduction

La définition d’un plan d’essai est une étape importante pour garantir une prise de décision
(qualification ou non) rigoureuse. La réalisation d’un plan d’essai accéléré est coûteuse en terme
de temps, de produits testés, de moyens d’essais et de "‘monitoring"’, ... freinant leur mise en
place. De plus, lorsque les essais ne permettent pas de précipiter suffisamment de défaillances,
dans le cas d’un produit plus fiable que prévu, il est souvent difficile, voir impossible, de prendre
une décision quant à la qualification car les intervalles de confiance sont trop larges. D’autre
part, un produit qualifié avec un risque important, ou pas, pour lequel le retour d’exploitation
(période de garantie, ...) montre un nombre de défaillances supérieur à ce qui était escompté,
peut engager financièrement et pénalement l’entreprise.

Ainsi, cela montre l’importance de chercher un compromis optimal entre les coûts d’essai et
d’exploitation qui soit peu sensible à la variabilité des paramètres du plan d’essai et à l’incertitude
sur la fiabilité réelle du produit.

5.2 Problématique

L’objectif d’un plan d’essai est de juger des performances d’un produit vis à vis d’un cahier
des charges et d’une exigence de fiabilité souhaitée. Ainsi, à l’issue de l’essai, il est possible
de statuer sur la tenue de l’objectif de fiabilité avec un certain niveau de confiance (niveau de
confiance = 1-risque). En effet, les essais étant réalisés sur un nombre limité de produits, il est
nécessaire de définir un critère d’acceptation intégrant les intervalles de confiance. La figure 5.1
montre comment peut être défini un critère d’acceptation.

Figure 5.1 – Exemple de critère d’acceptation

Cette exigence est fixée dans les conditions opérationnelles d’utilisation de l’équipement qui
peut intégrer un profil de mission plus ou moins complexe. Les différents stress (température,
humidité, cyclage thermique, vibration, ) peuvent solliciter des modes de défaillance indépen-
dants permettant de décomposer l’essai de qualification en une série d’essais indépendants avec
des stress de sévérisation spécifiques.

Ainsi, la construction du plan d’essai consiste à définir la série d’essais accélérés à réaliser et
pour chaque essai de proposer un plan optimisé (la meilleure qualité d’estimation pour un coût
minimal en termes de taille d’échantillon et de durée d’essai).
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5.3 Principe de l’optimisation des plans d’essai

Il existe aujourd’hui plusieurs façons d’appréhender la définition d’un plan d’essai permettant
d’estimer tous les paramètres du modèle de vie accélérée. On peut prendre en considération des
contraintes industrielles (capacité et performances des moyens d’essai, délai, nombre de produits
à tester disponibles, ) mais également les aspects statistiques pour rechercher le meilleur plan.
Il y a divers types de plan accéléré et en particulier nous pouvons citer les plans : Traditionnel,
Traditionnel amélioré; Optimal statistiquement et le meilleur compromis.

– Plans traditionnels ou standards : Essentiellement, ces plans sont définis de manière empi-
rique. Les niveaux de stress bas et haut sont donnés par expérience. De plus, pour réduire
le nombre de variables de décision, on fixe quelques paramètres du plan comme : le ni-
veau de stress intermédiaire se trouve au milieu de l’intervalle de stress bas et haut et
une répartition égale de l’échantillon total aux différents niveaux. Ces plans fournissent
généralement des estimations assez pauvres dans les conditions nominales et sont donc à
éviter.

– Plans standards améliorés : Dans ces plans, on fixe quelques paramètres du plan : le
niveau de stress intermédiaire se trouve au milieu de l’intervalle de stress bas et haut
et une répartition égale de l’échantillon total aux différents niveaux. Toutefois, le niveau
bas est optimisé afin de minimiser la variance du percentile de la durée de vie dans les
conditions nominales.

– Plans optimal statistiquement : Lorsque l’on a un seul stress d’accélération, les plans
utilisent uniquement deux niveaux de stress. Le niveau de stress bas, en respectant une
certaine allocation de l’échantillon, est optimisé afin de minimiser la variance du percentile
de la durée de vie dans les conditions nominales. Le niveau de stress est fixé préalablement
permettant de précipiter beaucoup de défaillances réduisant la variance des estimations.
Par contre, ces plans sont très sensibles aux erreurs de spécifications (type de lois, valeurs
a priori nécessaires à la construction des plans, ). Ainsi, l’optimalité d’un plan peut être
impactée par les choix incorrects. De plus, avec seulement deux niveaux de stress il n’est
pas possible de vérifier la validité de certaines hypothèses.

– Plans de meilleur compromis : Lorsque l’on a un seul stress d’accélération, les plans utilisent
trois (ou plus) niveaux de stress. Le niveau de stress intermédiaire se trouve au milieu de
l’intervalle de stress bas et haut. Le niveau de stress bas et l’allocation de l’échantillon
total à ce niveau, sont optimisés afin de minimiser la variance du percentile de la durée de
vie dans les conditions nominales.

Dans la suite de cette section, nous détaillons le principe de l’optimisation et les hypothèses
considérées communément dans la littérature (voir [Yang and Yang, 1998], [Nelson, 1990b],
[Meeker and Escobar, 1998]...).

5.3.1 Hypothèses générales

Il est possible de formuler le problème de la recherche d’un plan optimal en posant les hy-
pothèses, présentées ci-dessous, permettant de traiter la plupart des problèmes de plans d’essais
accélérés.

1. Le logarithme du temps à défaillance de chaque équipement suit une distribution « position
et échelle » telle que :
prob(Y ≤ y) = Φ

(

y−µ
σ

)
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Où µ et σ sont les paramètres de position et d’échelle de la distribution et Φ(.) est la forme
standard d’une distribution « position-échelle ».

2. Les temps de défaillances de tous les équipements en test, à tous les niveaux de stress, sont
statistiquement indépendants.

3. Le paramètre de position µ est une fonction linéaire du stress z1. Plus particulièrement,
nous traiterons : µ = µ(z1) = γ0 + γ1.z1

4. Le paramètre d’échelle σ ne dépend pas des niveaux de stress. Tous les équipements sont
testés jusqu’à un temps d’essai fixé préalablement.

5. Deux des principales lois utilisées dans les essais accélérés sont les lois de Weibull et
LogNormale. La loi de Weibul est donnée par : Y ∝ DV E(µ(z1) = γ0 + γ1 · .z1, σ)
Où DEV représente la distribution des valeurs extrêmes. La loi logNormale est donnée
par : Y ∝ Normal(µ(z1) = γ0 +γ1 · .z1, σ). C’est le logarithme de la durée de vie Y qui est
décrit par un distribution DEV et Normale de paramètre de position ?(z), défini comme
une fonction linéaire de stress z, et d’un paramètre d’échelle constant ?.

5.3.2 Critère de planification et formulation du problème

Il est possible de standardiser le stress, sans perdre la généralité, par :

ξ =
x− xN

xH − xN
(5.1)

Où
– xN est le niveau nominal du stress correspondant aux conditions opérationnelles de l’équi-

pement.
– xH est le niveau le plus élevé du stress.
Les valeurs de x, xD et xH sont associées aux valeurs de stress ou à leurs transformations (par

exemple l’inverse de la température pour la loi d’Arrhenius ou la transformation logarithmique
pour la loi puissance inverse). La valeur la plus élevée du stress doit être choisie de telle sorte
que l’on conserve le même mécanisme de défaillance et par conséquent les mêmes hypothèses de
lois de fiabilité et d’accélération. Elle peut être choisie en considérant les aspects technologiques
tout en sachant que ce niveau permettra de précipiter rapidement des défaillances. Finalement,
nous obtenons ξ=0 pour le niveau nominal et ξ=1 pour le niveau le plus élevé. La plupart du
temps, les essais accélérés sont construits pour estimer une valeur particulière de percentile Tp

(probabilité de défaillance p), de la distribution des durées de vie en conditions nominales. Le
critère naturel est d’optimiser V (T̂p) ou V (Ŷp) avec Yp = ln(Tp). V (Ŷp) mesure la précision de
l’estimation du quantile p. Un « bon » plan doit permettre d’obtenir une valeur faible, si n’est
pas le minimum, de V (Ŷp) . Pour le problème de minimisation, les variables de décision sont ξi

(les niveaux de stress standardisés) et πi (les pourcentages de la taille d’échantillon total alloués
aux différents niveaux de stress). Le problème d’optimisation peut être formulé de la manière
suivante :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Minimiser V (Ŷp) = f(ξi, πi)
sous contrainte : 0 ≤ πi ≤ 1, i = 1, 2, , n

où
∑n

i=1 πi = 1

(5.2)
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La recherche d’un plan optimal nécessite de recourir à des algorithmes pour minimiser V (Ŷp).
La construction de plans doit être un compromis entre efficacité et précision d’extrapolation.
Plus il y a de défaillances, meilleure est l’efficacité d’estimation nécessitant de hauts niveaux
de stress mais imposant une extrapolation importante pour passer aux conditions nominales.
Choisir le « meilleur » plan consiste donc à rechercher le meilleur compromis entre efficacité et
extrapolation. Les plans d’essai avec plusieurs niveaux de stress sont plus robustes que les plans
avec peu de niveaux car ils ne permettent pas de tester la validité du modèle de vie accélérée.
Toutefois, ces derniers plans sont plus simples à mettre en place.

5.3.3 Plan d’essai pour un seul stress

Ce paragraphe présente plusieurs plans couramment utilisés quand seulement un stress est
appliqué sur les équipements en essai. Pour construire les plans, il est nécessaire de fournir
quelques informations :

– Le stress nominal xN et le stress le plus élevé xH .
– La durée d’essai (temps de censure) ηi par niveau de stress.
– La valeur du paramètre d’échelle σ.
Ces informations permettent de formuler V (Ŷp).

Formulation de V (Ŷp) :

Nous avons Ŷp = γ̂0 + γ̂1 · xN + zp · σ
Où zp est le percentile estimé par [z − p = log[-log(1-p)] pour le cas d’une loi de valeurs

extrêmes SEV (Weibull) ou par [zp = Φ−1
nor(p)] dans le cas de la loi normale (LogNormale) Alors

la variance asymptotique V (Ŷp) peut être estimée par

V (Ŷp) = [1 xN zp]Σ







1
xN

zp







Où la matrice de variance-covariance Σ est donnée par

Σ =







V ar(γ̂0) Cov(γ̂0, γ̂1) Cov(γ̂0, σ̂)
Cov(γ̂0, γ̂1) V ar(γ̂1) Cov(γ̂1, σ̂)
Cov(γ̂0, σ̂) Cov(γ̂1, σ̂) V ar(γ̂)







Et la matrice de Fisher par I =
∑n

i=1 Fi

avec Σ =







A(ςi) xiA(ςi) B(ςi)
xiA(ςi) x2

iA(ςi) xiB(ςi)
B(ςi) xiB(ςi) C(ςi)







où ςi = (ηi − γ0 − γ1 · xi)/σ avec i = (1, 2, 3) représentant respectivement les niveaux de
stress xB, xM et xH .

Les termes A(.), B(.) et C(.) sont déterminés par : A(ςi) = Φ(ηi − γ0 − γ1 · xi)/σ)
B(ςi) =

∫ eςi

0 ln(w)we−wdw + (1 − Φ(ςi)) ς
2
i e

ςi

C(ςi) =
{

Φ(ςi) +
∫ eςi

0 ln(w)we−wdw + (1 − Φ(ςi)) ς
2
i e

ςi

}

Dans les articles de Escobar et Meeker ([Meeker and Escobar, 1986a], [Meeker and Escobar, 1986b]
et [?]), on trouve les algorithmes permettant d’estimer les termes A(.), B(.) et C(.).

Plusieurs plans optimaux sont couramment proposés dans la littérature : Plan optimal
statistiquement à deux niveaux de stress Le plan optimal statistiquement à deux niveaux
de stress est le plus important des plans. Pour ce plan, le niveau de stress le plus élevé xH

et celui au niveau nominal xD sont prédéterminés. Le niveau de stress bas d’essai xB, et la
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taille d’échantillon allouée à ce niveau xB, sont calculés tels qu’ils minimisent V (Ŷp) . Meilleur
Plan standard à trois niveaux de stress Dans ce plan, 3 niveaux de stress sont utilisés.
Considérons ξB, ξM ,ξH les 3 niveaux de stress standardisés avec le niveau moyen ξM au milieu
des niveaux bas ξB et haut ξH :

Une répartition égale de la taille d’échantillon total est considérée à chaque niveau de test
(πB = (πM = (πH = 1/3). Ainsi, le plan d’essai est (ζB, ζM ,ζH , πB, πM , πH) = (ζB, (ζB+1)/2,
1, 1/3, 1/3, 1/3) où seule la variable ζB est à estimer telle qu’elle minimise V (Ŷp) .

Meilleur compromis de plan à trois niveaux de stress
Dans ce plan, 3 niveaux de stress sont utilisés tels que (ζB, (ζB+1)/2, 1). La proportion de la
taille d’échantillon total au niveau moyen πM est égale à 0.2 (ou 0.1) qui donne de bons résultats.
Ainsi, le plan d’essai est (ζB, ζM ,ζH , πB, πM , πH) = (ζB, (ζB+1)/2, 1,πB , πM , 1-πB-πM ) où
seules les variables ζB et πB sont à estimer telles qu’elles minimisent .
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5.4 Analyse des méthodes existantes de construction de plans
optimaux

Pour ce faire, nous allons considérer un exemple. Un essai accéléré doit être conduit à plu-
sieurs niveaux de tension pour estimer le quantile 10 % de la durée de vie d’un condensateur
chimique à la tension nominale 15kV. L’essai ne devra pas dépasser une durée de 672 heures. Le
nombre total d’unités disponible pour l’essai est de 100 condensateurs. Pour éviter d’introduire
de nouveaux modes de défaillance que ceux observés lors des conditions opérationnelles, il est
décidé, d’après les avis d’expert, de ne pas dépasser la tension de 38kV. De plus, on fait l’hypo-
thèse que la distribution des durées de vie est de type Weibull et que la loi d’accélération est
un modèle puissance inverse. Le tableau 5.1 suivant donne le résultat pour les 3 plans présentés
précédemment.

Plan optimal
statistiquement à
deux niveaux de
stress

Meilleur Plan
standard à trois
niveaux de stress

Meilleur compro-
mis de plan à trois
niveaux de stress

Stress standardisé ζB 0.0535 0.3933 0.4943
ζM - 0.6967 0.7472
ζH 1 1 1

Proportion de
l’échantillon al-
louée par niveau
de stress

πB 0.7665 0.3333 0.5840

πM - 0.3333 0.2
πH 0.2335 0.3333 0.2160

Probabilité de dé-
faillance

pB 0.2980 0.1180 0.2254

pM - 0.6533 0.7793
pH 0.9999 0.9999 0.9999

Variance standar-
disée

VY 10% 27.47 36.42 31.90

Table 5.1 – Résultats pour plusieurs types de plans

Cet exemple montre que le plan optimal statistiquement à deux niveaux de stress est celui
qui permet d’obtenir la variance la plus faible 27.47. Par contre, ce plan est très sensible aux
erreurs de spécifications (type de lois, valeurs a priori nécessaires à la construction des plans, ).
Ainsi, l’optimalité du plan peut être impactée par les choix incorrects. De plus, avec seulement
deux niveaux de stress il n’est pas possible de vérifier la validité de certaines hypothèses. Le plan
meilleur compromis à trois niveaux de stress permet de lever ces difficultés avec un variance un
tout plus élevée 31.90.

Dans le cas où la fiabilité réelle est bien meilleure, ou plus mauvaise, l’analyse des résultats
d’essai conduira à une estimation dégradée (par exemple, aucune défaillance observée aboutira
à aucune estimation).

Il est donc important, de proposer une méthode de construction de plan permettant de palier
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à ces différentes difficultés.

5.5 Proposition d’un plan d’essai optimal et robuste

L’objectif de la méthode proposée est de définir un plan d’essais accélérés optimisé en consi-
dérant une approche économique. La fonction objectif est définie par deux termes :

– les coûts associés à l’activité d’essai
– les coûts reliés à l’exploitation des équipements
Dans de nombreux travaux, les plans d’essais optimaux sont définis en considérant les

connaissances a priori sur les paramètres de fiabilité (choix de fonction de fiabilité, valeurs
des paramètres d’échelle et de forme, ...) et de modèle d’accélération (choix de loi d’accélération,
valeurs des paramètres de lois, ...) pour évaluer les probabilités de défaillance aux différents
niveaux sévérisés.
Cette connaissance a priori n’est pas intégrée dans l’inférence statistique lors du processus d’op-
timisation (minimisation de la variance de la métrique de fiabilité) et de l’analyse des résultats
d’essai (estimation des paramètres du modèle SVA). Pourtant, cette information peut être utili-
sée dans une approche bayésienne pour optimiser le plan d’essai. De plus, elle contient également
l’incertitude sur la fiabilité réelle du nouvel équipement.
Aussi, nous proposons une méthodologie qui consiste à définir un plan d’essai optimal en consi-
dérant une fonction objectif basée sur une approche économique, l’inférence bayésienne pour
optimiser le plan et la prise en compte de l’incertitude sur les paramètres du modèle SVA pour
obtenir un plan robuste.
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La figure 5.2 présente les différentes étapes de méthodologie.

Figure 5.2 – Principe de la méthode proposée

85



86
CHAPITRE 5 — Planification optimisée et robuste d’essais accélérés dans un contexte de

qualification

5.5.1 Définition de l’objectif de fiabilité

Le plan de test est construit pour démontrer un objectif de fiabilité. Différentes métriques
sont utilisées pour caractériser la fiabilité d’un produit : MTTF, B10, probabilité de défaillance
sur la période de garantie, ... La qualification consiste à évaluer le risque de ne pas atteindre
l’objectif de fiabilité en considérant la borne de l’intervalle de confiance unilatéral (voir figure
5.3.

Figure 5.3 – Définition du critère de qualification

Ainsi, la métrique de fiabilité mα est définie par une fonction m(γ, σ) qui dépend des para-
mètres du modèle SVA.

La qualification du produit est validée lorsque la métrique mesurée vérifie :

Prob(mα ≥ m0) ≤ α (5.3)

Avec m0 l’objectif de fiabilité à tenir, α le risque fixé et mα la borne unilatérale.

Remarque : Il est possible que certaine métrique se formule par une inégalité inverse. Tou-
tefois, le problème général se formule de la même manière et dans la suite de la thèse nous
continuerons avec cette formulation.

La borne unilatérale mα est estimée par :

– mα = m̂e
−u1−αV (m)

m̂ pour m ∈ [0,+∞[

– mα = m̂
[

m̂+(1−m̂)e

−u1−α

√
V (m)

m̂(1−m̂)

]m̂e
−u1−αV (m)

m̂ pour m ∈ [0, 1]

avec
– m̂ = m(γ̂, σ̂)

– V (m) ≈ ∑m
l=0

(

∂m(γ,σ)
∂γl

)2

γ̂,σ̂
V (γl) +

(

∂m(γ,σ)
∂σ

)2

γ̂,σ̂
V (σ)

Les variances V (γl) et V (σ) sont obtenues par la méthode MAP.

5.5.2 Plan d’essai à optimiser

Selon le degré de connaissance sur la fiabilité du produit et la loi d’accélération, nous pouvons
être amenés à sélectionner a priori le type de plan (statistiquement optimal, meilleur compro-
mis...). Une fois ce choix réalisé, on définit les paramètres du plan à rechercher par optimisation :

– les niveaux de stress (Si),
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– les temps de censure à chaque niveau τi,
– les tailles d’échantillon alouées (ni) à chaque niveau,
– . . .
Certains des paramètres peuvent être fixés pour prendre en compte, par exemple, des consi-

dérations technologiques (par exemple la capacité des moyens d’essai), et/ou industrielles (par
exemple le délai de qualification) etc.

Ainsi, le plan à optimiser sera désigné par P(ω) avec ω les paramètres à optimiser.

5.5.3 Connaissance a priori sur le produit

La connaissance a priori sur le nouveau produit (γ, σ, . . .) est obtenue des experts, des données
de fiabilité issues d’équipements équivalents, des recueils de données de fiabilité, ... On considère
l’hypothèse d’indépendance entre les variables et ainsi la distribution a priori est définie par :

π(γ, σ) = π(σ)

[

m
∏

l=0

πγl
(γl)

]

(5.4)

Le choix de la forme de π(·) dépend du degré de connaissance sur les paramètres (γl et
σ) et/ou de l’analyse de construction d’une distribution pseudo conjuguée bayésienne selon la
procédure présentée dans le paragraphe 4.3.2.

5.5.4 Définition de la fonction coût

On définit la fonction coût C(.) en considérant une formulation économique. En effet, la
définition d’un plan d’essai de qualification consiste à statuer sur la fiabilité d’un équipement
vis à vis de l’objectif contractuel au moindre coût et pour un risque acceptable de se tromper
dans la prise de décision. Ainsi, deux dimensions antagonistes interviennent dans le coût de la
qualification, celle :

– associée à l’activité d’essai (Moyens d’essai, Développement du monitoring, Échantillon de
produits à tester, ...),

– reliée à la non tenue de l’objectif de fiabilité en exploitation impliquant une prise en charge
des coûts de non qualité (Rechange, réparation, pénalités, perte de marché, ...).

Lorsque l’on diminue le risque de se tromper dans la prise de décision quant à la qualifica-
tion (diminution du coût d’exploitation), cela implique de réduire la variance d’estimation de la
métrique de fiabilité. Par conséquent, le coût d’essai augmente notablement puisqu’il sera néces-
saire de tester un échantillon de produits important et suffisamment longtemps pour précipiter
des défaillances. Inversement, lorsque que l’on réduit le coût d’essai on augmente le risque de ne
pas tenir l’objectif de fiabilité et d’augmenter le coût d’exploitation. Aussi, nous proposons de
définir une fonction coût intégrant ces deux dimensions :

C(ω, ϑ,mα(γ, σ),m0) = Cessai(ω, ϑ,mα(γ, σ),m0) + Cexploitation(ω, ϑ,mα(γ, σ),m0) (5.5)

avec
– ω les paramètres du plan à optimiser,
– ϑ les paramètres d’estimation des coûts,
– mα(γ, σ) l’estimateur de la métrique au niveau de risque α déduit du modèle SVA de

paramètres γ et σ,
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– m0 la valeur de la métrique contractuelle.
La figure 5.4 illustre ces deux dimensions de la fonction coût en indiquant le paramètre

optimal ω̃i du plan P(ω).

Figure 5.4 – Définition des coûts et paramètre de plan optimal

5.5.5 Formulation du problème d’optimisation

Finalement, le problème d’optimisation se formule de la manière suivante :
Rechercher les paramètres du plan ω du plan choisi P(ω) tels que

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Minimiser C(ω, ϑ,mα(γ, σ),m0)
sous contraintes :

− gi(ωi) ≥ 0, i = 1, . . . , r
− γl ∈ πl(γl)l = 1, . . . ,m

−, σ ∈ π(σ)

(5.6)

La fonction gi(ωi) représente la fonction contrainte sur la contrainte ωi comme par exemple
∑

ni = n. Cette formulation permet de fixer certains paramètres de plan d’essai (comme par
exemple le niveau intermédiaire de stress fixé au milieu de l’intervalle défini par les valeurs min et
max) et de prendre en compte le domaine possible des paramètres de modèle SVA pour obtenir
un plan optimal robuste vis à vis de la fiabilité réelle du produit testé.

5.6 Méthodes d’optimisation d’un plan d’essai

La recherche d’un optimum à la formulation du coût telle que présenté dans dans le pa-
ragraphe 5.5.5 n’est pas résoluble analytiquement. L’emploi de méthodes numériques s’impose
pour trouver le plan de test optimum du point de vue du coût. Plusieurs algorithmes d’optimi-
sation peuvent être appliqués : surface de réponse, algorithme du gradient stochastique, recuit
simulé... Dans la suite nous proposons deux approches d’optimisation :

– en utilisant une surface de réponse,
– par les algorithmes génétiques.
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5.6.1 Optimisation à l’aide d’une surface de réponse

La méthode de surface de réponse (RSM), introduite par Box et Wilson en 1951, est un en-
semble de techniques développées pour rechercher des paramètres de conception x = x1, · · · , xk

(par exemple les paramètres d’un plan) optimaux qui optimisent une réponse cible Y (par
exemple la minimisation de la fonction coût). Pour ce faire, la méthode de surface de réponse
consiste à construire une expression approchée f̃ de la fonction objective Y = f(x) à partir d’un
nombre limité d’évaluations de la fonction réelle. Lensemble des points x est choisi à partir dun
plan d’expérience, et la fonction f(x) est construite en utilisant une méthode d’approximation.
Plusieurs modèles mathématiques peuvent être utilisés :

– modèle du premier ordre (sans interaction entre les variables) :
f̃(x) = b0 +

∑k
i=1 bi.xi + ϵ

– modèle du deuxième ordre (avec interaction entre les variables) :
f̃(x) = b0 +

∑k
i=1 bi.xi +

∑k
j=2

∑j−1
i−=1 bijxixj +

∑k
i=1 bi.x

2
i + ϵ

Pour la minimisation de f(x), on peut utiliser des méthodes (Méthode des gradients conju-
gués, BFGS, ...) faisant un grand nombre d’appels à la fonction f̃(x), car lévaluation fréquente
de la fonction approchée ne pose plus de problèmes.

Ainsi, dans notre cas la méthode consiste à construire une surface de réponse sur l’espace des
solutions permettant de définir le coût global C(ω, ϑ,mα(γ, σ),m0) en fonction des paramètres
du plan ω. La construction se fera pas simulation de Monte Carlo assurant une mise en oeuvre
simple mais qui peut être coûteuse en temps de calcul. Pour commencer, il est nécessaire de
définir un certain nombre de paramètres caractérisant la qualification à traiter :

– le plan d’essai P (ω) à optimiser et les paramètres associés ω = ω1, · · · , ωr,
– l’intervalle possible de solution pour chaque paramètre ωi ∈

[

ωmin
i , ωmax

i

]

avec i = 1, · · · , r,
– le modèle SVA RS(t) = R

(

ln(t)−γT .Z0

σ

)

caractérisant la fiabilité en fonction des sollicita-
tions de sévérisation S et des paramètres γ = γ1, · · · , γm et σ,

– les distributions a priori Πγi
(γi) et Πσ(σ) pour les paramètres γi et σ,

– l’objectif de fiabilité contractuelle m0, fonction coût C(ω, ϑ,m(γ, σ),m0) et les paramètres
de coût associés ϑ,

Ensuite, on construit la surface de réponse en discrétisant l’espace des solutions [ωmin, ωmax]
et pour chaque point ω̆ de cette espace on détermine la fonction coût C(ω̆, ϑ,mα(γ, σ),m0)
par simulation de Monte Carlo afin de prendre en compte les effets d’échantillonnage et les
incertitudes sur la fiabilité réelle et la loi d’accélération (caractérisée par Πγi

(γi) et Πσ(σ)). Les
étapes de construction sont les suivantes :

1. discrétisation de l’espace des solutions

ω̆ =
{{

ωmin
1 , · · · , ωi

1, · · · , ωmax
1

}

· · ·
{

ωmin
j , · · · , ωi

j , · · · , ωmax
j

}

, · · ·
{

ωmin
r , · · · , ωi

r, · · · , ωmax
r

}}

2. génération aléatoire des paramètres γ̃ et σ̃ du modèle SVA RS(t) = R
(

ln(t)−γT .Z0

σ

)

à partir
des lois a priori Πγ(γ) et Πσ(σ) en respectant les paramètres ω̆

3. génération aléatoire des résultats d’essai respectant le modèle SVA RS(t) =

R
(

ln(t)− ˜gammaT .Z
σ̃

)

, le plan P (ω̆) et ses paramètres ω̆,

4. estimation MAP des paramètres de modèle SVA (γ̂, σ̂) à partir des résultats d’essai simulés
et détermination de la métrique mα = m(γ̂, σ̂)
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5. répétition k fois de l’étape 2 à 4 afin d’obtenir un échantillon de métriques mα = m1
α,··· ,mk

α

(cette répétition permet de balayer le domaine possible de la fiabilité réelle et ainsi de
définir un plan robuste),

6. estimation du percentile mα′

α de la métrique au risque α′

7. évaluation de la fonction coût global C(ω̆, ϑ,mα′

α ,m0)

8. répétition des étapes 1 à 5 pour chaque point de l’espace discrétisé des solutions pour
construire l’ensemble de la surface de réponses.

Pour finir, l’hypersurface du coût global est approximée par un polynôme quadratique pour
lisser les effets de simulation de Monte Carlo. Le plan d’essai optimum est obtenu par une
méthode d’optimisation classique en minimisant le coût défini par le polynôme.

5.6.2 Exemple numérique pour un plan de qualification de roulements à billes

Dans ce paragraphe, la méthodologie est appliquée à la définition d’un plan de qualification de
roulements à billes. Pour cela, on reprend les éléments de simulation détaillés dans les chapitres
précédents.

5.6.2.1 Définition de la métrique de qualification

Le plan de test est construit pour démontrer une probabilité de défaillance p sur la durée de
garantie.

Figure 5.5 – Fonction de densité de l’estimation de la probabilité de défaillance

L’estimateur ponctuel est défini par :

p̂ = 1 −RX0(Tgarantie) = R
((

ln(Tgarantie) − γ̂TZ0

)

/σ̂
)

(5.7)

Et la variance

V (p̂) ≈
m
∑

l=0

(

∂(1 −RX0(Tgarantie))

∂γl

)2

γ̂l,σ̂

V (γl) +

(

∂(1 −R(t))

∂γl

)2

γ̂l,σ̂

V (σ) (5.8)
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Les paramètres γ̂1, σ̂, V (γl) et V (σ) seront obtenus par simulation de Monte Carlo définie
après. La probabilité de défaillance sur la période de garantie est estimée par la borne maximale
de l’intervalle unilatéral pour le risque α (voir figure 5.5). Pour résoudre des problèmes numérique
d’estimation, la distribution Beta f(p) est considérée pour caractériser la distribution de p. Ses
paramètres sont estimés par la méthode des moments :

α0 = p̂2

V (p)(1 − p̂) − p̂

β0 = p̂
V (p)(1 − p̂)2 + p̂− 1

La probabilité de défaillance est déduite de :

pgarantie = Beta−1 (1 − α |α0, β0) (5.9)

Pour finir, la qualification est validée lorsque pgarantie ≤ pobjectif avec pobjectif la probabilité
contractuelle.

5.6.2.2 Définition du plan de test

Pour cet exemple, un cas simple de plan d’essai (avec deux niveaux de stress constants) est
traité avec les paramètres suivants :

– Temps de censure unique τ fixé
– Taille d’échantillon n donnée
– Stress maxi S2 fixé
– Stress intermédiaire S1 inconnu
– Proportion de la taille d’échantillon p1 allouée au niveau de Stress S1 inconnue (n1=

ent(p1 · n) and n2 = n− n1)

Figure 5.6 – Plan d’essai à optimiser

Les paramètres du plan à rechercher par optimisation sont :
– La proportion de la taille d’échantillon p1 allouée au niveau de Stress S1.
– Le stress intermédiaire S1.
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5.6.2.3 Modèle SVA pour les roulements à billes

Le modèle SVA Weibull-Puissance Inverse est celui qui sera utilisé pour simuler les instants
de défaillance pour les roulements à billes. Il est défini par :

R (u, S) = e

−

(

u

( C
S )

p 60.N

106 ( 1
0.105 )

1
1.5

)1.5

(5.10)

avec
– C est la charge dynamique de base
– S est la charge radiale équivalente
– p = 3 pour les roulements à billes et p = 10/3 pour les roulements à rouleaux
– N la vitesse de rotation.
Le paramètre de forme est fixé à 1.5. Le plan d’essai de qualification est construit pour des

roulements à billes dont les caractéristiques sont données dans le tableau 5.2.

D = 32 mm : outside diameter
d = 15 mm : diamètre intérieur
B = 8 mm : largeur
C = 400 daN : charge dynamique de base
N =1500 tr/min : vitesse de rotation

Table 5.2 – Caratéristiques du roulement

5.6.2.4 Connaissance a priori sur le produit

La connaissance a priori disponible sur le nouveau roulement à billes (γ, σ, . . .) est obtenue
des experts qui donnent des intervalles sur les deux paramètres inconnus (C, ν). On considère
l’hypothèse d’indépendance entre les variables et ainsi la distribution a priori est définie par :

π(C, ν) = π(C) · π(σ) (5.11)

Pour des questions de simplicité, nous avons choisi des lois normales pour définir les distri-
butions a priori.

92



CHAPITRE 5 — Planification optimisée et robuste d’essais accélérés dans un contexte de
qualification 93

5.6.2.5 Fonction objectif

L’objectif de l’optimisation du plan d’essai accéléré est de minimiser le coût global (intégrant
les coûts d’essai et d’exploitation),qui est défini par :

Coûtglobal = Coûtessai + Coûtexploitation (5.12)

Le coût d’essai intègre :
– le coût des produits testés : n.coût unité +coût fixe d’essai,
– le coût fixe : coût fixe d’essai
– le coût d’essai associé à la durée de l’essai : coût par heure d’essai.Tessai
– le coût lié au nombre de séries d’essais à mettre uvre : (n1/nombre maxi d’unités par lot

d’essai)γessai +(n2/nombre maxi d’unités par lot d’essai)γessai

Le paramètre γessai permet de matérialiser une augmentation non linéaire du coût associé au
nombre de séries d’essai (immobilisation de plusieurs moyens d’essai, nécessité d’avoir plusieurs
monitoring, ...).

Le coût d’exploitation permet de prendre en compte :
– le coût fixe de prise en charge de la garantie : coût fixe garantie,
– le coût de prise en charge des défaillances lors de la période de garantie : (pexploitation −
pcible).taille de la population en exploitation.coût de l’unité,

– le coût de perte d’image de marque de l’entreprise lorsque la proportion de défaillance est
supérieure à l’objectif : Coût de la perte d’image.(pexploitation − pcible)γexploitation

Le paramètre γgarantie permet de matérialiser une augmentation non linéaire du coût de perte
d’image de marque, de part de marché, ...

5.6.2.6 Procédure d’optimisation

La procédure d’optimisation est simplifiée en définissant l’espace des solutions sur le domaine
possible des variables (p1 =]0, 1[, S1 =]S0, S2[). Le domaine possible est discrétisé selon la grille
suivante:

p1 = {p1min, · · · , p1i, . . . , p1max} avec i = 0,m1

S1 = {S1min, · · · , S1j, . . . , S1max} avec j = 0,m2

Le coût global est estimé par Monte Carlo pour chaque point (i,j) du domaine discrétisé
selon la procédure suivante:

1. Générer des valeurs aléatoires C and σ à partir des distributions a priori πC(·) and πν(·).
2. Générer des instants de défaillance aléatoires et de censure τ à chaque niveau de stress

avec les variables aléatoires C et ν obtenues lors de l’étape 1.

3. Estimer C, ν, V(C) et V(ν) par les relations 5.7 et 5.8

4. Estimer p et V(p)

5. Répeter les simulations (de l’étape 1 à 4) k fois (Cette répétition permet de prendre en
compte l’effet de taille d"’échantillon et d’incertitude sur la fiabilité réelle du nouveau
produit caractérisée par les distributions a priori)
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6. Estimer la probabilité de défaillance en exploitation en considérant les moyennes p and
V(p) sur l’ensemble des répétitions.

7. Evaluer le coût global pour le point(i,j)

Finalement, l’hypersurface du coût global est approximée par un polynôme quadratique. Le
plan d’essai optimal est obtenu par une méthode d’optimisation classique en minimisant le coût
défini par le polynôme.

C [400; 28.86]
π(C) Normale(400; 28.86) définie par la méthodes des moments
ν [1.3; 1.7]

π(ν) Normale(1.5; 0.1155) définie par la méthodes des moments

Table 5.3 – Informations a prior sur le modèle SVA

Le tableau 5.3 donne l’information disponible sur les paramètres C et ν. Notons que pour les
roulements à billes, le paramètre p est fixé à 1.5. On définit les distributions a priori par deux
lois Normales.

Les conditions de sévérisation utilisées pour générer les instants de défaillance et de censure
sont définies dans le tableau 5.4.

T temps de censure 300 h
Ck : variable aléatoire tirée de π(C) Ck

νk : variable aléatoire tirée d π(ν) νk

S2 : Niveau maximal du stress 175 DaN
S1 : Niveau intermédiaire du stress défini à partir de l’espace
a priori discrétisé (p1, S1).

Sj
1

n : taille d’échantillon totale 60
n1 :taille d’échantillon allouée au niveau S1 déduite de p1

définie de l’espace a priori discrétisée (p1, S1).
ni

1

n2 :taille d’échantillon allouée au niveau S2 déduite de n1

par n2 = n− n1

ni
2

Table 5.4 – Paramètres du plan à optimiser

5.6.2.7 Construction de la surface de réponses

L’espace des solutions discrétisé (p1 et S1) est défini comme suit:

p1 = {0.050.15, 0.25, 0.35, 0.45, 0.55, 0.65, 0.75, 0.85, 0.95}

S1 = {125, 130, 135, 140, 145, 150, 155, 160, 165, 170}
Pour chaque point (i, j) du domaine discrétisé, la probabilité de défaillance est estimée à

partir des résultats d’essai simulés selon la méthode présentée précédemment. Cette étape est
répétée 500 fois pour prendre en compte les effets de taille d’échantillon et de l’incertitude sur
la fiabilité réelle du produit testé caractérisée par les distributions a priori. La probabilité de
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défaillance sur la période de garantie est déterminée en considérant la moyenne et la variance
tirées des 500 répétitions. Cette approche a été implémentée dans l’environnement MATLAB.
Finalement, la fonction coût (essai et exploitation) peut être obtenue. Les paramètres pour
évaluer la fonction coût sont donnés dans le tableau 5.5

n 60 équipements
Temps de censure 300 hours
Coût d’un équipement testé 500
Coût fixe d’essai 10.000
Coût par heure d’essai 100
Coût par lot 1000
γessai 2.6

Table 5.5 – Valeurs des paramètres du Coût d’essai

pobjectif 0.01
Population vendue 1000 unités
Période de garantie 100 heures
Coût de rechange 100
Coût du service après-vente 10.000
Coût de perte d’image de marque 100
γexploitation 1.3

Table 5.6 – Valeurs des paramètres de coût d’exploitation
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La figure 5.7 représente le coût d’essai dans l’espace des solutions (p1, S1) en considérant la
fonction coût définie par l’équation et le paramètres donnés le tableau 5.5.

Figure 5.7 – Coût d’essai dans l’espace des solutions (p1 et S1)

La figure 5.8 représente le coût d’exploitation dans l’espace des solutions (p1, S1) en consi-
dérant la fonction coût définie par l’équation et le paramètres donnés le tableau 5.6.

Figure 5.8 – Coût d’exploitation dans l’espace des solutions (p1 et S1)
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La figure 5.9 représente le coût global dans l’espace des solutions (p1, S1).

Figure 5.9 – Coût global dans l’espace des solutions (p1 et S1)

La figure 5.10 représente les iso-coût global et nous pouvons voir où se situe la zone optimal.

Figure 5.10 – Iso-Coût global dans l’espace des solutions (p1 et S1)
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Les paramètres du plan de test optimal sont obtenus précisément en approximant la surface
du coût global par une surface polynomiale quadratique dont les coefficients sont donnés dans
le tableau 5.7.

a0 119785.123
a1 -127.372
a2 -27037.498
a3 0.420
a4 25142.345
a5 -1.082

Table 5.7 – Valeurs des paramètres du polynome

Les paramètres du plan de test optimal sont obtenus finalement par une méthode d’optimi-
sation classique en minimisant le coût décrit par la surface polynomiale. Le minimum est atteint
pour p1 = 0.541 et S1 = 152.33 et Coût Global = 102770 . Le tableau 5.8 donne l’ensemble des
paramètres du plan optimal.

n 60 unités
n1 32 unités
n2 28 unités
S1 152.33 DaN
S2 175 DaN
Temps de censure 300 hours

Table 5.8 – Paramètres du plan optimisé

5.6.3 Recherche de l’optimum à l’aide des algorithmes génetiques

Dans cette section, nous proposons une procédure d’optimisation utilisant les algorithmes
génétiques (GA) pour définir le plan de test optimal. Dans un premier temps, en détaillant notre
problématique, nous expliquerons les raisons de ce choix, puis nous proposerons une méthode
d’optimisation en conclusion basée sur les algorithmes génétiques. Dans un deuxième temps,
nous détaillerons la méthode choisie ainsi que la procédure itérative de recherche de l’optimum.

5.6.3.1 Choix des algorithmes génétiques pour la recherche d’un optimum

La définition d’un plan d’essai accéléré en section 5.5.2 contient des paramètres de décision
hétérogènes, discrets ou continus. Les paramètres de décision discrets, c.-à-d. les allocations de
composants à tester par niveaux de stress, sont bornés. Le nombre de possibilités est donc fini,
toutefois sa combinatoire rend son exploration coûteuse en temps de calcul.
Lorsque le nombre de paramètre de décision devient important, l’utilisation d’une surface de
réponse précédemment employé 5.6.1 devient inappropriée en raison de l’explosion de la dimen-
sion. Hors, dans la mise en place d’un plan d’essai accéléré, l’ensemble de ses paramètres ω (dont
les niveaux de stress Si, les temps de censure à chaque niveau τi, les tailles d’échantillon alouées
(ni) à chaque niveau . . .) peut être considéré comme des paramètres de décision.
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Les algorithmes génétiques sont une technique d’optimisation simple et efficace qui peut être
appliquée en particulier dans le contexte d’entrées hétérogènes. Le nombre de variables consi-
dérées simultanément par les algorithmes génétiques peut aller jusqu’à plusieurs centaines. De
plus, la croissance en temps de calcul liée au nombre de variables reste faible en comparaison
d’autres méthodes. Il s’agit donc d’une méthode extrêmement flexible qui ne nécessite pas de
continuité, de dérivabilité, et de convexité de la fonction objectif à maximiser. Cette flexibilité
permet donc de libérer les paramètres de décision voulus d’un plan d’essai en fonction de la
problématique sans complexité supplémentaire.

Dans la dernière décennie, ces méthodes ont été introduites dans le cadre d’application statis-
tiques liées à l’ingénierie de la fiabilité. Plusieurs exemples d’applications d’optimisation et d’allo-
cation de la fiabilité d’un système sont régulièrement produits comme [Marseguerra et al., 2006]
ou encore [Taboada, 2008]. Dans son éditorial, [Levitin, 2006] fournit une bibliographie des ap-
plications des algorithmes génétiques en fiabilité des systèmes. Plus récemment, l’utilité des
algorithmes génétiques a été montrée dans les travaux [Hamada et al., 2001] permettant de
trouver l’optimum d’un plan d’expérience bayésien pour des modèles de régression. De même,
[Lantieri and Guérin, 2012] présente une application à l’optimisation d’un plan d’essai accéléré
par pallier de stress.

En conclusion, les algorithmes génétiques fournissent un complément utile à l’expérimenta-
tion statistique pour l’optimisation de plan d’essai. Dans la prochaine section, nous détaillerons
l’application des algorithmes génétiques à notre problème d’optimisation et les spécificités de
celle-ci.

5.6.3.2 Utilisation des algorithmes génétiques

Les algorithmes génétiques appartiennent à la famille des algorithmes évolutionnistes. Leur
but est d’obtenir une solution approchée à un problème d’optimisation, lorsqu’il n’existe pas de
méthode exacte (ou que la solution est inconnue) pour le résoudre en un temps raisonnable. Ils
utilisent la notion de sélection naturelle (sélection, croisements, mutations, etc.) et l’appliquent
à une population de solutions potentielles au problème donné. Les algorithmes génétiques ont
déjà une histoire relativement ancienne puisque les premiers travaux de John Holland sur les
systèmes adaptatifs remontent à 1962 [Holland, 1992].

Un algorithme génétique recherche le ou les extrema d’une fonction définie sur un espace de
données. Pour l’utiliser, il est nécessaire de formaliser les cinq éléments suivants :

1. Un principe de codage de l’élément de la population : Cette étape associe à chacun
des points de l’espace d’état une structure de données. Elle se place généralement après une
phase de modélisation mathématique du problème traité. La qualité du codage des données
conditionne le succès des algorithmes génétiques associé à la problématique. En effet, c’est
sur celui-ci que vont s’appliquer les opérateurs de croisement et de mutation. Les codages
binaires ont été très utilisés à l’origine. Les codages réels sont désormais largement utilisés,
notamment dans les domaines applicatifs pour l’optimisation de problèmes à variables
réelles.

2. Un mécanisme de génération de la population initiale : Ce mécanisme doit être
capable de produire une population d’individus non homogène qui servira de base pour les
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générations futures.
Le choix de la population initiale d’individus conditionne fortement la rapidité de l’al-
gorithme. Si la position de l’optimum dans l’espace d’état est totalement inconnue, il est
naturel de générer aléatoirement des individus en faisant des tirages uniformes dans chacun
des domaines associés aux composantes de l’espace d’état en veillant à ce que les individus
produits respectent les contraintes. En effet, il est essentiel que la population initiale soit
répartie sur tout le domaine de recherche afin d’explorer au plus tôt cet espace

3. Une fonction d’évaluation : Celle-ci retourne une valeur réelle positive appelée fonction
d’évaluation de l’individu. Il s’agit de la fonction à optimiser par l’algorithme.

4. Des opérateurs permettant de diversifier la population au cours des généra-
tions et d’explorer l’espace d’état : L’opérateur de croisement recompose les gènes
d’individus existant dans la population, l’opérateur de mutation a pour but de garantir
l’exploration de l’espace d’états et d’éviter la convergence vers des extremums locaux.

5. Des paramètres de dimensionnement : taille de la population, contrainte d’opti-
misation, nombre total de générations ou critère d’arrêt, probabilités d’application des
opérateurs de croisement et de mutation.

Le principe général du fonctionnement d’un algorithme génétique est représenté sur la figure
5.11.

Figure 5.11 – Principe général des algorithmes génétiques

On commence par générer une population d’individus de façon aléatoire. Pour passer d’une
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génération k à la génération k+1, les trois opérations suivantes sont répétées pour tous les élé-
ments de la population k. Des couples de parents P1 et P2 sont sélectionnés proportionnellement
à leur aptitude à la sélection naturelle pour la prochaine génération.. L’opérateur de croisement
leur est appliqué avec une probabilité Pc (généralement autour de 0,6) et génère des couples
d’enfants E1 et E2. D’autres éléments P sont sélectionnés en fonction de leur adaptation. L’opé-
rateur de mutation leur est appliqué avec la probabilité Pm (Pm est généralement très inférieur
à Pc) et génère des individus mutés E. Le niveau d’adaptation des enfants (E1,E2) et des indivi-
dus mutés E sont ensuite évalués avant insertion dans la nouvelle population. Différents critères
d’arrêt de l’algorithme peuvent être choisis :

– Le nombre de générations que l’on souhaite exécuter peut être fixé à priori. C’est ce que
l’on est tenté de faire lorsque l’on doit trouver une solution dans un temps limité.

– L’algorithme peut être arrêté lorsque la population n’évolue plus ou plus suffisamment
rapidement.

Les algorithmes génétiques nécessitent généralement plus d’une dizaine d’individus pour for-
mer une population et à partir de celle-ci, beaucoup de générations pour trouver la solution
optimale. Cependant, pour beaucoup d’applications industrielles, l’évaluation d’un individu de-
mande beaucoup de temps de calcul. Dans notre cas, le nombre de simulation de Monte Carlo
pour simuler un plan d’essai induit un temps de calcul important. Comme il a été précisé, les
choix d’opérateurs et de leurs paramètres associées conditionnent l’efficacité de l’algorithme sui-
vant une problématique précise. Nous allons maintenant exposer les choix effectués sur chacun
de ces éléments dans le cas de l’optimisation d’un plan d’essai accéléré, ceci dans le but d’amé-
liorer l’efficacité des algorithmes génétiques, c-à-d. trouver l’optimum en limitant le nombre de
générations d’une population.

Codage de la population Un plan d’essai accéléré est défini : Par souci de commodité, la
définition d’un individu de la population est restreinte à des variables continues et indépendantes.
Ainsi, chaque élément d’une population est défini par une combinaison de facteurs (/pii, Si)
respectant les contraintes du plan d’essai 5.6.

Initialisation Dans le cadre de notre problématique, nous ne connaissons pas la pas la position
de l’optimum. Pour constituer un individu, des tirages uniformes sont effectués sur chacun des
paramètres du plan. L’individu est sélectionné s’il respecte les contraintes.

Choix de la procédure Dans les algorithmes génétiques classiques, chaque nouvelle généra-
tion de la population remplace la précédente. Il peut alors arriver que la meilleure solution de la
génération k+ 1 soit inférieure au sens de son évaluation à la meilleure solution de la génération
k. En conséquence, de très bonnes solutions peuvent être perdu. Une solution à ce problème
est d’utiliser un algorithmes génétiques dit élitiste. A chaque génération, nous gardons solutions
avec les meilleures solutions pour la prochaine génération.

Les performances des algorithmes génétiques dans la recherche d’un optimum global dé-
pendent fortement de l’efficacité des algorithmes de croisement et de mutation. En effet, une
proportion trop faible de mutation augmente le risque d’obtenir un optimum local différent de
la solution globale. Afin d’améliorer les performances des algorithmes génétiques, notamment
l’efficacité des procédures de croisement et de mutation, les algorithmes génétiques adaptatifs
sont souvent utilisés dans les études d’optimisation relatives à la fiabilité comme [] .
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Au début d’un processus d’algorithme génétique, certains individus peuvent avoir une meilleure
évaluation que d’autres. Lorsque le tirage aléatoire est effectué, ces individus sont choisis avec
une plus forte probabilités et conduisent à une solution prématurée. Les algorithmes génétiques
adaptatifs sont développés pour palier à cet inconvénient. Cependant, il existent de multiples
versions d’algorithmes génétiques adaptatifs dans la littérature. En suivant les méthodes d’ajus-
tement des taux de mutation et de croisement, les algorithmes génétiques adaptatifs peuvent
être classifiés en trois catégories : les algorithmes génétiques adaptatifs donnant la priorité à la
mutation, dits "mutation-first", ceux donnant la priorité au croisement, dits "crossover-first" et
ceux avec un ordre incertain.
Les approches "mutation-first" mettent l’accent sur l’utilisation d’un taux de mutation plus élevé
et un taux de croisement faible au début puis un taux de mutation plus faible et un taux de
croisement plus élevé à la fin. Le taux initial élevé de mutation permet d’explorer l’espace des
solutions alors que le taux final supérieur de croisement circonscrit la solution optimale.

Les approches "crossover-first" fonctionnent à l’opposé des approches "mutation-first". Elles
adoptent un fort taux de croisement au début, puis un fort taux de mutation à la fin. Le taux
final élevé de mutation permet d’éviter l’homoplastie (greffe d’un élément de même espece) des
individus, pouvant conduire à un problème d’optimum local.

Les algorithmes génétiques adaptatifs sont capables de réduire l’étendue de la population et
donc de réduire le temps de simulation. De nouvelles méthodes d’ajustement utilisant la moyenne
et l’écart-type d’une population sont employées dans le cas d’algorithmes dit mutation-first et
crossover-first. Les travaux de [Ye et al., 2010] montrent que les algorithmes génétiques adapta-
tifs dit mutation-first sont plus efficaces à notre problématique. Nous les appliquerons donc avec
un coefficient de mutation décroissant et un coefficient de croisement croissant proportionnelle-
ment au nombre de générations.

Pour résumer, les opérateurs de sélection, de croisement et de mutation choisis sont les
suivants :

1. Méthode de sélection :

(a) Après évaluation de chaque parent par la fonction de coût ??, les deux meilleurs
éléments sont conservés pour la génération suivante (EliteCount = 2).

(b) Ensuite, la sélection des parents pour les opérateurs de croisement se fait uniformé-
ment (SelectionFcn = @selectionstochunif).

2. Méthode de croisement :
Pour un croisement, deux parents P1 et P2 sont choisis suivant une probabilité proportion-
nelle à leur évaluation. Ils génèrent deux enfants E1 et E2 définis par la moyenne de chaque
gène des parents. Ainsi, meilleurs les plans P1 et P2 sont, plus des enfants similaires sont
générés. Lorsqu’il devient difficile de produire une évolution, un optimum local est atteint.
La proportion d’enfants issus de croisement, CrossoverFraction, augmente au fur et à
mesure du nombre de générations Nbgen.
CrossoverFraction = 0.4 +Nbgen ∗ (0.6/50)
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3. Méthode de mutation :
Pour une mutation, le deux derniers éléments, i.e les plus mal évalués, sont remplacés
par deux autres choisis aléatoirement dans le champ des possibilités. Si les mutations ne
conduisent pas à des bons plans, une mauvaise évaluation leur sera attribuée ainsi qu’une
faible probabilité d’être choisi par la suite. De plus, la probabilité qu’une mutation inter-
vienne sur chacun des facteurs va décroître inversement au nombre de génération comme
le phénomène connu d’"équilibre ponctué". Cet équilibre correspond à un phénomène gé-
nétique observable où les mutations s’atténuent au cours du temps avec des sauts dans le
processus.
mutationRate = 0.9 ∗ (1 −Nbgen/50)

L’algorithme est implémenté sous MATLAB à partir de la fonction d’algorithme génétique,
les options de celle-ci correspondant aux spécificités de la méthode énoncée plus haut.

5.6.4 Exemple numérique pour un plan de qualification

Dans cet exemple numérique, le niveau de stress maximal est fixé au préalable. Il doit être
aussi élevé que possible afin de provoquer des défaillances et ainsi diminuer la variance de
l’estimation au niveau de stress en condition nominale. Cependant, il ne doit non plus pas être
trop élevé pour entraîner des modes de défaillance différents de ceux en condition nominale. Le
niveau de stress bas et l’allocation correspondante sont optimisés en minimisant la variance de
l’estimation de la moyenne du logarithme de la durée de vie en condition nominale. Le niveau
de stress intermédiaire est positionné à égale distance entre le niveau maximum et le niveau
bas et l’allocation du nombre de composants à tester est fixée à la moitié de celle au niveau
maximum. Dans cet exemple, nous considérons une durée de vie suivant une loi de Weibull avec
une seule variable d’accélération sur un module électronique de contrôle d’une pompe. Ce module
opère en condition normale à 45̊ C environ. Pour estimer sa fiabilité en condition nominale, 50
unités doivent être testées à trois niveaux de température. Le niveau haut est positionné à
105̊ C, correspondant à 5̊ C en dessous du maximum possible sans modification des modes de
défaillance. Les temps de censure sont fixés pour les niveaux de stress bas, intermédiaire et haut
respectivement à 1080, 600 et 380 heures.

– La durée de vie X suit une loi de Weibull de paramètre de forme β et de paramètre
d’échelle α. DE manière équivalente, le logarithme de la durée de vie t = ln (X) suit une
loi de valeurs extrêmes avec un paramètre d’échelle σ et de location µ tels que σ = 1

β
et

µ = ln (α).
– Le paramètre de forme β ne dépend pas du niveau de stress.
– Le paramètre de location µ est une fonction linéaire de la transformée du niveau de stress
S tel que µ (S) = γ0 + γ1 ×S, avec γ0 et γ1 les paramètres inconnus à estimer à partir des
données d’essai.

Sur les paramètres inconnus de la fonction de fiabilité β, γ0 et γ1, les informations a priori
sont :

5.6.4.1 Comparaison des résultats

Yang, ??, détermine le plan d’essai du meilleur compromis qui minimise la variace du maxi-
mum de vraisemblance de la moyenne du logarithme de la durée de vie en conditions nominales.
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βmin β̂ βmax

1,3 1,5 1,7
γ0min γ̂0 γ0max

-31,65 -21,65 -11,65
γ1min γ̂1 γ1max

7500 9980 12460

Table 5.9 – Informations a priori pour l’exemple

Pour la loi des valeurs extrêmes, la moyenne équivaut au 43ème percentile. La variance du
maximum de vraisemblance de la moyenne, noté t̂0,43, en conditions nominales est donnée par

V ar
(

t̂0,43

)

= σ2

n
V où V est appelé la variance standard.

Groupe 1 2 3
Plan du meilleur compromis issu [Yang, 2007] Nombre d’unités testées 34 5 11

Température (̊ C) 74 89 105
Résultats obtenus avec les mêmes contraintes Nombre d’unités testées 34 5 11

Température (̊ C) 74,54 88,98 105

Table 5.10 – Comparaison des résultats avec ceux de Yang

La table 5.10 compare les résultats des deux approches. Les résultats sont quasi identiques
et montre que l’optimisation par les algorithmes génétiques fournit des résultats équivalents.
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5.6.4.2 Plan d’essai du meilleur compromis obtenu

Une des principales valeur ajoutée de l’optimisation avec les algorithmes génétiques est de
permettre l’ajout d’un grand nombre de variables sans augmenter la complexité et le temps de
calcul. Dans cet exemple, le plan de test peut être améliorer en libérant les variables π2 et S2

pour la recherche de l’optimum. La table 5.11 donne les résultats obtenus par notre approche
en relâchant les contraintes sur π2 et S2.

Les résultats montrent un optimum différent du premier cas. La prise en compte de variables
supplémentaires permet donc d’améliorer le coût sur investissement.

Coût global Groupe 1 2 3
Plan du meilleur
compromis issu
[Yang, 2007]

43 364 Nombre d’unités
testées

34 5 11

Température (̊ C) 74 89 105
Résultats obtenus avec
les mêmes contraintes

43 354 Nombre d’unités
testées

34 5 11

Température (̊ C) 74,54 88,98 105
Résultats obtenus 32 265 Nombre d’unités

testées
9 7 34

Température (̊ C) 75,34 87,93 105

Table 5.11 – Résultats avec les algorithmes génétiques et comparaison

5.7 Conclusion

Chacune des méthodes d’optimisation développée présente un intérêt distinct. L’optimisation
d’un plan d’essai à l’aide d’une surface de réponse permet une visualisation de l’espace des
solutions. Une fois la surface construite, la modification de l’un des paramètres du plan permet
de trouver aisément les autres paramètres pour atteindre un optimum. L’optimisation d’un
plan d’essai à l’aide d’algorithmes génétiques ne permet pas cette visualisation. Par contre, elle
permet d’obtenir un ensemble de solutions optimales lorsque le nombre de variables du plan est
important, ceci dans un temps de calcul raisonnable.
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6.1 Introduction

Une fois que le plan d’essai est défini, il est mis en oeuvre et les résultats sont collectés afin
d’estimer les paramètres du modèle SVA. Ce dernier est ensuite utilisé pour déduire la métrique
de fiabilité et vérifier la validité du critère de qualification. Comme nous l’avons précisé dans le
chapitre précédent, le critère de qualification est défini par :

Prob(mα ≥ m0) ≤ α (6.1)

avec m0 l’objectif de fiabilité à tenir, α le risque fixé et mα la borne unilatérale.
La méthodologie employée pour définir le plan d’essai optimal et robuste a consisté à définir

les paramètres du plan garantissant la prise de décision quant à la qualification quelque soit la
fiabilité réelle du produit au risque α donné. Dans le cas où la fiabilité réelle correspond à celle
attendue, il est possible de statuer plus rapidement. Aussi, au cours de l’essai il est envisageable
de réaliser périodiquement l’estimation des paramètres du modèle SVA et de la métrique de
fiabilité pour vérifier le critère de qualification.
Lors de l’analyse, il est possible de se rendre compte que la connaissance a priori sur les para-
mètres du modèle n’est pas totalement compatible avec les résultats d’essai. Cette problématique
a été traitée dans le cadre des thèses d’Emmanuel Usureau et Sorin Voiculescu. Ainsi, il a été
défini un coefficient de compatibilité entre l’a priori et la vraisemblance permettant de mesurer
le degré de cohérence entre les deux sources d’information (subjective et objective). Ce coef-
ficient peut être employé pour pondérer l’a priori afin de donner plus de poids aux données
(vraisemblance).

Ces différentes possibilités peuvent amener l’ingénieur à conduire le plan d’essai selon plu-
sieurs voies. Dans le cadre de la thèse, nous étudierons trois voies :

– l’estimation est effectuée à la fin de la réalisation du plan d’essai en vérifiant la compati-
bilité entre l’a priori et la vraisemblance pour tester le critère de qualification,

– l’estimation est effectuée périodiquement au cours de l’essai avec vérification de la compa-
tibilité et la qualification est vérifiée pour arrêter le plan plus rapidement,

– l’estimation est effectuée périodiquement au cours de l’essai avec vérification de la com-
patibilité et le plan d’essai est ajusté (modification des temps de censure, ...) pour tenir
compte de la fiabilité réelle du produit et ainsi statuer efficacement sur la qualification
(plus rapidement, à coup sûr, ...

L’ensemble de ces voies est basé sur l’étude de la compatibilité de l’a priori avec les données.
Dans les sections suivantes, nous rappelons la méthodologie développée par Sorin Voiculescu
([Voiculescu and Guérin, 2009]).

6.2 Compatibilité de l’a priori avec les données

Parmi les articles sur l’inférence Bayésienne subjective pour estimer le paramètre θ, un grand
nombre d’entre eux insiste pour le comportement contrariant du résultat a posteriori quand
l’information préalable est mal conditionnée. Ainsi nous considérons une information fausse
fournie par les avis experts (ou toute autre source d’information subjective) et une distribution
a priori π(θ) dans la limite de la région de confiance de l’approche fréquentielle sur le paramètre
θ apportée par des données observées.
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Il faut noter que, en cas de données fortement censurées et de petites tailles d’échantillons,
quand l’approche Bayésienne informative est très recommandée [Robert, 2001], l’hétérogénéité
de données peut avoir les mêmes effets qu’un mauvais a priori avec des données correctes. Un a
priori peut être très bien choisi mais l’a posteriori peut impliquer de mauvaises décisions. Par
exemple, imaginer un système industriel dont les données de défaillance ont été notées dans
le passé. Après quelques amendements le système fonctionne actuellement. Un expert donne le
temps probable de défaillance à l’avenir qui peut être décalé, en raison de l’évolution technique.
Dans ce cas, certaines données antérieures peuvent être considérées comme une pollution de
la connaissance objective.Dans la plupart des cas, les articles sont portés sur un renfort de la
robustesse a posteriori. Cependant, une première difficulté est justement de considérer que la
connaissance a priori n’est pas contradictoire.

De plus, une connaissance a priori et une vraie connaissance peuvent avoir des rôles sy-
métriques en conflit ; particulièrement dans un contexte industriel, les réponses antérieures de
calibrage répondent bien au tremblement des données observées. Curieusement, ce sujet ne
semble pas avoir été beaucoup étudié bien qu’il constitue, de notre point de vue, un préliminaire
important à l’inférence subjective Bayésienne. Il n’existe pas d’outils simples de statistique pour
définir l’accord entre une distribution antérieure et une connaissance objective apportées par des
données observées.

Il faut noter dans l’observation stricte du paradigme bayésien que la distribution a priori et la
vraisemblance constituent un modèle entier de décision et il semble à première vue non approprié
de déterminer les degrés d’anomalie entre eux, d’un point de vue théorique. C’est pourquoi
beaucoup d’articles sur l’inférence Bayésienne sont portés sur l’étude de l’accord des données
avec le choix du modèle bayésien et la détection de la surprise [Bayarri and Berger, 1998]. À
notre connaissance, il y a peu d’articles traitant la détection du conflit entre l’a priori et la
vraisemblance. Le principe est de mettre en place des indicateurs habituellement construits
pour permettre de modifier l’antérieur ou la probabilité en détectant et en enlevant des données
mal positionnées ou des données trop influentes. La question est d’obtenir des a priori robustes
permettant un impact a posteriori négligeable quand un conflit est détecté.

[Han, 1997] a développé des méthodes pour construire la distribution antérieure hiérarchique.
Récemment, quelques résultats ont été obtenus sur la méthode Bayésienne hiérarchique pour
traiter des données de la vie. Mais tous ces résultats obtenus au moyen de méthodes bayésiennes
hiérarchiques comportent des intégrations compliquées.

[Dunson and Taylor, 2005] suppose que les données se composent d’un échantillon aléatoire
d’une fonction de distribution FY , qui est inconnue, et que l’intérêt s’appuie sur les inférences
de paramètres données comme un vecteur des quantiles de FY . Quand la fonction de probabilité
n’est pas entièrement indiquée, une densité postérieure ne peut pas être calculée et l’inférence
Bayésienne est difficile. Les auteurs prennent en considération une approche qui se fonde sur
une vraisemblance de substitution caractérisée par un vecteur des quantiles.

[Cross et al., 2007] propose une technique Bayésienne pour l’évaluation simultanée de la taille
initiale équivalente flaw size (EIFS) et les distributions de taux de propagation de la fissure dans
les modèles de prévision de la vie basés par mécanique de rupture des données d’inspection. La
méthode d’inférence mesure séparément les différentes sources de variabilité pour obtenir une
distribution indépendante EIFS sans contraintes pour la connaissance a priori des incertitudes
sur d’autres paramètres. La capacité prévoit simultanément et exactement le bruit du taux de
propagation de la fissure de distribution et d’EIFS d’une petite taille d’échantillon.

Le théorème de Bayes (equation 4.1) témoigne d’une certaine audace, puisqu’il met sur un
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pied d’égalité causes et effets, tous deux pouvant être probabilisés. La différence entre obser-
vations et paramètres s’estompe, les manipulations conditionnelles permettant d’interchanger
leurs positions respectives.

Quand le paradigme bayésien doit être mis en œuvre pour estimer les paramètres d’un modèle
de décision, la modélisation a priori de ces paramètres doit être calibrée très soigneusement. Si
la vraisemblance des données observées et la connaissance a priori se révèlent en trop grand
désaccord sur la zone de confiance qu’elles induisent pour chacun des paramètres, l’inférence
Bayésienne peut conduire à des mauvaises décisions. La détection d’un tel conflit revêt un aspect
important - et curieusement sous-estimé - en statistique appliquée à des problèmes concertes.

Dans l’ ouvrage [Tribus, 1972], qui constitue une somme des techniques bayésiennes dont
la grande émergence se fait à cette époque, il est montré que le χ2 constitue un exemple de
passage à la limite du psi-test (test de plausibilité) bayésien lorsque le nombre de valeurs en
présence devient important - ce qui est la condition de travail des statistiques classiques, mais pas
nécessairement des bayésiennes. Le raccord entre les deux disciplines, qui sont asymptotiquement
convergentes, est ainsi complet.

Le psi-test bayésien (qui est utilisé pour déterminer la plausibilité d’une distribution par rap-
port à des observations) est asymptotiquement convergent avec le χ2 des statistiques classiques
dans la mesure où le nombre d’observations devient grand. Le choix apparemment arbitraire
d’une distance euclidienne dans le χ2 est ainsi parfaitement justifié a posteriori par le raisonne-
ment bayésien.

[Idée et al., 2001] propose d’employer un test de Fisher entre les mesures antérieures et
empiriques de l’incertitude. Aussi, dans le cadre de [Usureau, 2001], on trouve une méthode
de vérification des lois a priori modélisées en étudiant la compatibilité avec la vraisemblance
([Usureau et al., 2004], [Guerin et al., 2003], [Guerin et al., 2004]). Ces auteurs ont défini un in-
dicateur évaluant la pertinence de la loi a priori et ont mis en place une méthode permettant
une meilleure utilisation de celle-ci par rapport à la distribution de vraisemblance. Le domaine
d’existence de cet indicateur est [0, 1]. Plus la valeur est proche de 1, plus les deux distributions
sont cohérentes. Les auteurs vont plus loin en pondèrant l’information a priori avec ce facteur
pour diminuer son influence sur l’a posteriori.

L’un des plus récents travaux sur ce sujet a été dirigé dans [Bousqet, 2006]. Dans le cadre
de ce rapport, l’auteur propose la validation de l’a priori en employant un critère de cohérence
qui mesure la comparabilité entre la modélisation a priori π et l’information apportée par les
données. Le critère consiste à calculer le ratio :

DACJ (π |yn) =
KL

(

πJ (. |yn) ∥π
)

KL (πJ (. |yn) ∥πJ )
(6.2)

avec KL (π1 ∥π2 ) =
∫

Θ π1 (θ) log π1(θ)
π2(θ)dθ la divergence Kullback-Leibler entre les distributions

π1 et π2 et πJ l’a priori non informative. DAC est considéré comme critère de concordance
entre les données. Une valeur DACJ (π |yn) ≤ 1 caractérise une concordance entre les données
. |yn et l’a priori π. Une valeur DACJ (π |yn) > 1 signale un conflit. La méthodologie n’est
pas applicable aussi facilement pour des cas plus complexes que les cas idéaux à cause des
ajustements nécessaires à faire sur πJ suite à sa impropreté (

∫

Θ π (θ) dθ → ∞).
Une fois que l’une de ces modélisations a été vérifiée et qu’il est prouvé que l’a priori n’est pas

compatible avec l’information apportée par les données, trois solutions peuvent être envisagées :
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– revenir à l’utilisation des méthodes classiques, ce qui implique soit la perte d’intérêt pour
les méthodes Bayésiennes, soit la disparition d’une partie d’information qui se traduit dans
des pertes économiques,

– recommencer la modélisation de la connaissance a priori, ce qui peut se révéler long et
coûteux en terme d’analyse de données ou d’interrogation des experts,

– pondérer la connaissance a priori pour la rendre compatible avec les résultats réellement
obtenus (vraisemblance) et donc ne retenir qu’une partie des informations a priori. En
effet, même mal modélisée, la connaissance a priori est en partie basée sur des données
correctes qui peuvent être exploitées dans le cadre de l’inférence Bayésienne.

6.2.1 Le principe de calcul d’un facteur de compatibilité normalisé

Dans le cadre Bayésien, la probabilité retrouve sa sémantique naturelle: évaluer l’incertitude
allant du connu (les données statistiques) vers l’inconnu (les hypothèses d’intérêt). En combinant
les données avec une distribution initiale qui synthétise les informations autres que les données,
la règle de Bayes conduit à une distribution finale qui permet de calculer les probabilités des
hypothèses.

L’inférence Bayésienne classique dans le cadre de l’analyse de la fiabilité expérimentale, par la
formulation mathématique donnée par l’équation 4.1, en faisant le produit direct entre la fonction
a priori et la vraisemblance, donne le même poids aux deux distributions : la vraisemblance et
la connaissance a priori.

Pour les cas où l’une des deux serait trop informative, on observe que l’autre ne compte plus.
Dans le cadre de la démarche présentée dans [Usureau, 2001], il est montré une approche

qui permet de pondérer l’information a priori en fonction du degré de compatibilité entre l’a
priori et la vraisemblance. Nous proposons d’étudier l’application de cette approche à notre
problématique.

Cette méthodologie permet de déterminer un facteur K de pondération normalisé compris
entre 0 et 1 qui permet :

– de déterminer le degré de compatibilité de la modélisation de la connaissance a priori avec
les données réelles,

– de pondérer la distribution a priori afin de la rendre compatible avec les données observées
et pour ne pas biaiser les résultats de l’analyse.

Un tel facteur de pondération doit pouvoir être utilisé dans le cas général, exploitable et
efficace dans tous les cas extrêmes possibles.

La méthodologie compare l’information a priori qu’on a pour chaque paramètre θi avec
l’information contenue par la vraisemblance définie par les fonctions marginales (voir section
2.3.2).

Ce facteur doit mesurer la similitude entre la distribution a priori initiale modélisée à partir
des avis d’experts, des données et/ou simulations sur des produits similaires et la fonction de
vraisemblance représentant, elle, les données réelles observées.

Cette similitude est proportionnelle au produit de convolution (voir Figure 6.1) entre l’a
priori g0(θ) et la vraisemblance f(θ). Il est ainsi possible de définir le réel C(δ) par le produit
de convolution g0(θ) ⊗ f(θ), soit :
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Figure 6.1 – Principe de détermination du coefficient de pondération normalisé

C(δ) =

∫

D(θ)
g0(θ)f(θ − δ)dθ (6.3)

Certes, on peut procéder d’une autre manière en écrivant C(δ) =
∫

D(θ) g0(θ − δ)f(θ)dθ, cela
ne change en rien le calcul.

La valeur de C(δ) évolue bien avec la similitude entre la distribution a priori g0(θ) et la
distribution de vraisemblance f(p) puisque plus les deux fonctions se recoupent et plus C(δ) est
élevée. Dans le cas contraire, plus les deux fonctions ne sont pas similaires et plus C(δ) est faible.

Il reste maintenant à trouver une solution pour réaliser la pondération de la distribution a
priori. Pour ce faire, il suffit de définir un valeur cohérente avec C(δ) qui évolue uniquement
entre 0 et 1 . L’expression normalisée de C(δ) suffit à répondre à ce problème, notons la K :

K =
C(0)

Cmax(δ)
(6.4)

avec
– C(0) obtenue pour δ = 0
– Cmax(δ) représentant la valeur maximum de C(δ), c’est-à-dire pour simplifier le maximum

de l’aire qui se trouve sous la courbe produit des deux fonctions g0(θ) et f(θ) quand on
fait glisser les deux courbes l’une sur l’autre (voir figure 6.1).

Finalement, K n’est autre qu’un facteur de compatibilité normalisé entre la distribution a
priori et la distribution de vraisemblance.

6.2.2 L’utilisation du facteur de compatibilité comme facteur de pondération
de l’a priori

Nous disposons maintenant d’un facteur K de pondération qui permet de statuer sur la bonne
cohérence entre la modélisation a priori et les essais réels symbolisés par la vraisemblance. Bien
entendu, le facteur K est déjà utile dans le sens où il va permettre de statuer sur la pertinence
de l’a priori.
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Il est possible d’aller plus loin dans la démarche. En effet, quel que soit l’état de la distribution
a priori, le facteur K peut être utilisé pour pondérer cette connaissance afin d’améliorer la
compatibilité avec la vraisemblance.

Plus K sera proche de 1 et plus la connaissance a priori originale sera intégrée, permettant
ainsi d’exploiter au mieux l’un des intérêts des méthodes bayésiennes, à savoir de réaliser des
gains considérables sur les plans d’essais de Sécurité/Fiabilité.

Plus K sera proche de 0, moins la connaissance a priori initiale sera intégrée dans l’inférence
Bayésienne, évitant ainsi de prendre des décisions pouvant être lourdes de conséquences sur le
plan de la Sécurité ou sur le plan économique, ceci sur la base de résultats faux.

Le but ainsi serait de pondérer une distribution de telle façon que la distribution pondérée
soit 1/K fois moins informative.

L’information de Fisher est une notion qui quantifie l’information relative à un paramètre
contenu dans une distribution. Sa définition est fortement liée à la variance 2.26. On interprète
la variance comme l’espérance des carrés des écarts à l’espérance. Elle permet de caractériser
la dispersion des valeurs par rapport à la moyenne. Ainsi, une distribution avec une même
espérance et une variance plus grande apparaîtra comme plus étalée.

Le résultat est qu’on ne modifie pas le mode de la distribution a priori, par contre la variance
devient plus importante affaiblissant cette distribution. Le facteur de pondération K évoluant
avec le niveau de pondération entre a priori et vraisemblance, la modélisation a priori initiale sera
d’autant plus intégrée dans l’inférence Bayésienne qu’elle est compatible avec la vraisemblance. Il
en sera de même en cas d’incompatibilité entre l’a priori et la vraisemblance car le facteur K sera
proche de 0. Le poids de la vraisemblance dans l’inférence Bayésienne sera donc prépondérant.
Aussi, la modélisation a priori incompatible au départ sera très peu exploitée.

Ainsi, le premier moment de la nouvelle distribution serait identique avec l’ancien mais le
deuxième moment serait 1/K fois plus grand.

Pour le calcul pratique nous distinguons deux cas possibles :
– Le cas où l’on peut trouver la solution en résolvant directement les égalités entre les

équations décrivant les moments d’ordre 1 et 2.
Par exemple, considérons le cas d’une distribution a priori f(x) de type gamma de pa-

ramètres α et λ, de densité de probabilité f (x) = xα−1 e−
x
λ

Γ(α)λα , avec l’espérance αλ et

la variance αλ2. La pondération de la distribution a priori par le facteur K donne une
nouvelle distribution de paramètres tels que :

{

αλ = α′λ′

αλ2 = Kα′λ′2 (6.5)

Qui donnent α′ = Kα et λ′ = λ
K

.
– Le cas où, pour résoudre les égalités précédentes, il faut appliquer une méthode numérique

d’optimisation.
Par exemple, considérons le cas d’une distribution a priori f(x) de type Weibull de pa-

ramètres β et η, de densité de probabilité f(x) = β
η

(

x
η

)β−1
e

−
(

x
η

)β

, avec l’espérance

ηΓ
(

1 + 1
β

)

et la variance η2Γ
(

1 + 1
β

)

−
(

ηΓ
(

1 + 1
β

))2
. La pondération de la distribu-

tion a priori par le facteur K donne une nouvelle distribution de paramètres vérifiant :
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ηΓ
(

1 + 1
β

)

= η′Γ
(

1 + 1
β′

)

η2Γ
(

1 + 1
β

)

−
(

ηΓ
(

1 + 1
β

))2
= Kη′2Γ

(

1 + 1
β′

)

−
(

η′Γ
(

1 + 1
β′

))2 (6.6)

Les paramètres β′ et η′ sont obtenus en résolvant numériquement ces équations.
A titre d’illustration, les figures suivantes présentent des exemples d’inférence Bayésienne

utilisant une distribution a priori pondérée dans la construction de celle correspondant à l’a pos-
teriori en considérant les systèmes à mortalité exponentielle (à gauche) et binômiale (à droite).

Distributions a priori très pessimiste ou optimiste => K très faible

Dans les figures ci-dessous, que la distribution a priori soit très optimiste (figure 6.2) ou bien
très pessimiste (figure 6.3), le facteur de pondération K est très faible.

Figure 6.2 – Distribution a priori décalée et trop optimiste

La pondération, par ce facteur, de la distribution a priori permet de donner un maximum
de poids à la vraisemblance.

La distribution a posteriori est donc modélisée principalement en exploitant les résultats
de la vraisemblance puis, à une moindre échelle, par les données cohérentes de l’a priori. Les
résultats sont donc plus proches de la réalité et l’inférence Bayésienne a mieux été optimisée.

Distribution a priori non cohérente => K minimum

Dans le cas de la figure 6.4, la distribution a priori n’est absolument pas cohérente et beaucoup
trop optimiste. La pondération par K, qui cette fois-ci est nul, permet de ne pas prendre en
compte l’erreur liée à l’a priori. La distribution a posteriori est identique à la distribution de
vraisemblance, ce cas correspond au cas des essais classiques.

Distribution a priori cohérente => K maximum

Dans le cas de la figure 6.5, la pondération entre a priori et la vraisemblance est maximale.
La pondération par le facteur K égal à 1 n’a aucun effet sur l’a posteriori.

Distribution a priori en partie cohérente => 0 < K <1
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Figure 6.3 – Distribution a priori décalée et trop pessimiste

Figure 6.4 – Distribution a priori incohérente

Figure 6.5 – Distribution a priori cohérente
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Le cinquième cas (figure 6.6) est une illustration de toutes les éventualités comprises lorsque
K n’est ni minimum, ni maximum. Dans ce cas, seule la partie cohérente de l’a priori est prise
en compte dans l’inférence Bayésienne, laissant plus ou moins de poids à la vraisemblance en
fonction de la similitude des deux fonctions. Ceci permet d’inhiber les erreurs liées à la première
modélisation a priori et de fournir des résultats fiables à l’analyste et au décideur.

Figure 6.6 – Distribution a priori partiellement cohérente

6.2.3 Application au modèle SVA

La recherche de la compatibilité entre la connaissance a priori et la vraisemblance consiste à
déterminer les facteurs K pour chacun des paramètres du modèle SVA considéré (paramétrique
ou semi-paramétrique). Pour ce faire, nous déterminons les fonctions marginales (gθ(θ)) associées
aux paramètres θ ((fθi

(θi) pour le paramètre θi) du modèle par :

fθi
(θi) =

∫

j=1...q,j ̸=i · · ·
∫

L(θ1, ..., θq).
∏

j=1...q,j ̸=i dθj
∫

j=1...q · · ·
∫

L(θ1, ..., θq).
∏

j=1...q dθj
(6.7)

Ensuite, nous déterminons le facteur Kθi
selon la méthode présentée dans le paragraphe 6.2.1

en considérant les distributions marginale fθi
(θi) et a priori Πθi

(θi). Une fois les facteurs Kθi

estimés, nous déterminons les distributions a priori pondérées d’après la méthode détaillée dans le
paragraphe précédent. Cette étape n’est pas systématique, car l’incompatibilité peut s’expliquer
par d’autres causes qu’un problème d’a priori. Ainsi, nous obtenons la nouvelle formulation de
l’inférence bayésienne :

πapo (θ/ti) =
L (t1, .., tn/θ)

∏q
i=1 π (θi,Kθi

)
∫

Ω L (t1, .., tn/θ)
∏q

i=1 π (θi,Kθi
) dθi

(6.8)

avec comme notations L (t1, .., tn/θ) la vraisemblance (définie par les équations 4.2), pi (θi,Kθi
)

la distribution a priori pondérée pour le paramètre θi et πapo (θ/ti) la fonction a posteriori.
Pour illustrer cette technique de pondération, considérons l’exemple présenté dans le pa-

ragraphe 4.4.3 en étudiant uniquement le paramètre υ. La figure 6.7 présente les fonctions de
densité de l’a priori (courbe 1) et de la vraisemblance (courbe 2) et l’ a posterionri (courbe 3).
On observe que l’a posteriori est décalé par rapport à la valeur théorique et quasiment superposé
à l’a priori. Cela s’explique par le choix d’un a priori incohérent et très informatif.
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Figure 6.7 – Estimation classique pour υ

L’application du critère DAC ([Bousqet, 2006]) donne une valeur de 1.4 ce qui invalide le
choix d’a priori pour le jeu de données. Le calcul de facteur de pondération K donne une valeur
de 0.135, valeur qui est suffisamment petite pour invalider aussi le choix d’a priori. En plus, en
allant plus loin, la pondération de l’a priori avec le facteur K = 0.135 donne la courbe (4) de la
figure 6.8. L’application de démarche Bayésienne sur l’a priori ainsi pondérée donne l’estimation
a posteriori (courbe 5), estimation moins informative mais proche de la valeur théorique.
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Figure 6.8 – Pondération pour υ
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6.3 Analyse finale ou périodique des résultats d’essai

Ces deux cas de figure reprennent en grande partie l’analyse présentée précédemment. La
différence concerne la vraisemblance qui intégrera l’ensemble des résultats d’essai ou évoluera
au cours de l’essai afin d’intégrer les nouveaux instants de défaillance et de censure. Ainsi, à une
date d’analyse, on relève les différents résultats. Il est imaginable, en fonction des contraintes
industrielles, que certains niveaux d’essai ne soient pas encore réalisées (car, par exemple, il y
a une seule machine). On recherche la compatibilité entre la connaissance a priori et la vrai-
semblance en déterminant les facteurs K pour chacun des paramètres du modèle SVA considéré
selon la même méthodologie.

fθi
(θi) =

∫

j=1...q,j ̸=i · · ·
∫

L(θ1, ..., θq).
∏

j=1...q,j ̸=i dθj
∫

j=1...q · · ·
∫

L(θ1, ..., θq).
∏

j=1...q dθj
(6.9)

Ensuite, nous déterminons le facteur Kθi
selon la méthode présentée dans le paragraphe 6.2.1

en considérant les distributions marginale fθi
(θi) et a priori Πθi

(θi). Une fois les facteurs Kθi

estimés, nous déterminons les distributions a priori pondérées d’après la méthode détaillée dans le
paragraphe précédent. Cette étape n’est pas systématique, car l’incompatibilité peut s’expliquer
par d’autres causes qu’un problème d’a priori. Ainsi, nous obtenons la nouvelle formulation de
l’inférence bayésienne :

πapo (θ/ti) =
L (t1, .., tn/θ)

∏q
i=1 π (θi,Kθi

)
∫

Ω L (t1, .., tn/θ)
∏q

i=1 π (θi,Kθi
) dθi

(6.10)

avec comme notations L (t1, .., tn/θ) la vraisemblance (définie par les équations 4.2 pi (θi,Kθi
)

la distribution a priori pondérée pour le paramètre θi et πapo (θ/ti) la fonction a posteriori.

Par la méthode MAP, on détermine les paramètres du modèle SVA θ̂ = {γ̂, σ̂}. Ensuite
on détermine la matrice de Fisher IMAP (γ̂, σ̂) pour déduire la matrice de Variance-Covariance
Σ(γ̂, σ̂). Finalement, nous déterminons la métrique de fiabilité et on vérifie le critère de qualifi-
cation. Dans le cas cas où le critère de qualification n’est pas vérifié, on poursuit le plan d’essai
initial.

6.4 Analyse périodique des résultats et ajustement du plan d’es-
sai

Cette dernière approche de suivi de plan d’essai reprend toute l’analyse présentée dans la
section précédente mais dans le cas où le critère de qualification n’est pas vérifié, on propose
de rechercher de nouveaux paramètres optimaux de plan. Évidement, ce nouveau plan P (ω∗)
reprend en partie la configuration initiale. En effet, les contraintes industrielles ne permettent pas
de repartir sur un nouveau plan mais par contre il est possible d’agir que sur certains paramètres
ω∗ du plan initial P(ω) (comme par exemple les temps de censure, les niveaux de stress lorsque
les essais n’ont pas commencé, ...).

Ainsi, le problème d’optimisation se formule de la manière suivante :
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Rechercher les paramètres ω∗ du plan ajusté P(ω∗) tels que
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Minimiser C(ω∗, ϑ,m(γ, σ),m0, α)
sous contraintes : gi(ωi) ≥ 0, i = 1, . . . , r

γmin
l ≤ γl ≤ γmax

l , l = 1, . . . ,m
σmin ≤ σ ≤ σmax

(6.11)

L’implémentation du problème d’optimisation s’effectue selon l’approche par algorithme gé-
nétique.

6.5 Exemple numérique de l’analyse périodique des résultats
d’essai

En reprenant l’exemple 5.6.4, nous définissons une stratégie de suivi de plan permettant
d’examiner la pertinence de poursuivre le plan initial ou de proposer une modification de plan
en prenant en compte les premiers résultats. Pour ce faire, nous suivons la méthodologie suivante :

1. Estimation de la métrique de fiabilité avec les premiers résultats d’essai et estimation des
facteurs de compatibilité entre les fonctions marginales des paramètres inconnus et les
distributions a priori associées.

2. Selon le niveau des facteurs de compatibilité, nous proposons :
– Kθ proche de 1, on teste le critère de qualification. Dans le cas où le test est positif alors

on arrête l’essai sinon on poursuit le plan selon la définition initiale.
– Kθ proche de 0, on détermine de nouveaux paramètres de plan optimisant le coût en

prenant en compte qu’une partie du plan initial a été réalisée. Dans ce cas seuls certains
paramètres peuvent faire l’objet d’une optimisation.

– Kθ entre 0 et 1, on choisit la meilleure stratégie en réalisant le test de qualification et
la recherche de nouveaux paramètres de plan.

3. Poursuite de l’essai selon la stratégie choisie jusqu’à la prochaine étape danalyse où les
points 1 et 2 sont de nouveau testés.
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6.5.1 Stratégie de conduite de l’essai

Pour la conduite du plan d’essai présenté à l’exemple 5.6.4, plusieurs hypothèses sont prises
pour définir la stratégie de mise en place des essais.

Hypothèses :
– Un seul banc d’essai, ce qui implique que les essais sur les différents niveaux de stress sont

effectués à la suite.
– La conduite des essais commence par le niveau de stress le plus élevé, puis va décroissant

vers les niveaux de stress les plus faibles. Cela permet d’observer le maximum de défaillance
au départ pour un temps minimum afin de vérifier la compatibilité. Ici, il peut y avoir
plusieurs stratégies, mais celle-ci semble la plus adaptée.

– Les résultats intermédiaires d’essai sont exploités une fois le temps de censure terminé
pour un niveau de stress donné sur un banc d’essai.

Le déroulement des essais sont représentés par la séquence schématisée sur la figure 6.9.

Figure 6.9 – Séquence de réalisation des essais aux différents niveaux au cours du temps

Dans les paragraphes suivant, nous présentons différentes situations possibles.
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6.5.2 Cas 1 : Acceptation du test à la première étape

Cette situation concerne le cas d’acceptation dès le premier palier réalisé, il est possible de
statuer sur la qualification du produit.
Les valeurs initiales choisies pour la simulation du plan sont :
γ0 = −21, 65,
γ1 = 10000,
β = 1, 5.
Il s’agit des valeurs moyennes de chaque paramètres issues des informations a priori.

Les résultats sont donnés sur la figure 6.10 suivante.

Figure 6.10 – Cas 1 : Acceptation du test à la première étape

La distribution représentée sur la figure caractérise la probabilité de défaillance estimée à
partir des données simulées et des informations a priori. La droite horizontale à 0.01 marque
la valeur objectif et nous pouvons constater que l’intervalle de confiance bilatéral symétrique
(au niveau de risque α = 0.05) tiré de la distribution de Pf est largement en dessous du
seuil. La borne inférieure (Prejet) permet dans certaine situation de rejeter la qualification. Il
est possible de construire un intervalle de confiance dissymétrique pour prendre en compte des
valeurs de risque client et fournisseur différentes. Les essais sont réalisés au niveau de stress le plus
élevé pour provoquer rapidement des défaillances. Dans ce cas, nous obtenons des informations
précoces de nos paramètres permettant une acceptation de la qualification du produit de manière
anticiper. L’anticipation de la décision de qualification permet ici de préserver une partie des
coûts d’essai.
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6.5.3 Cas 2 : Acceptation du test à la deuxième étape

Cette deuxième situation concerne le cas d’acceptation au deuxième palier réalisé. Là encore,
il est possible de statuer sur la qualification du produit avant la fin des essais.
Les valeurs initiales choisies pour la simulation du plan sont :
γ0 = −27,
γ1 = 11500,
β = 1, 6.

Les résultats sont donnés sur la figure 6.11 suivante.

Figure 6.11 – Cas 2 : Acceptation du test à la deuxième étape

Dans ce cas, nous obtenons des informations précoces de nos paramètres permettant une ac-
ceptation de la qualification du produit de manière anticiper à la deuxième étape. L’anticipation
de la décision de qualification permet là encore de préserver une partie des coûts d’essai.

6.5.4 Cas 3 : Refus du test à la troisième étape

La troisième situation concerne un cas de refus à la fin de la réalisation des essais. Dans ce
cas, la décision de refus de la qualification ne peut être prise avant la fin des essais.

Les valeurs initiales choisies pour la simulation du plan sont :
γ0 = −27,
γ1 = 11000,
β = 1, 6.

Les résultats sont donnés sur la figure 6.12 suivante.
Dans ce cas, l’analyse intermédiaire ne permet pas d’anticiper le résultat quant à la décision

de qualification. Une optimisation du plan d’essai à la deuxième étape permettrait peut-être
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Figure 6.12 – Cas 3 : Refus du test à la 3ème étape

d’augmenter le nombre d’éléments testés au niveau de stress intermédiaire afin de provoquer des
défaillances plus rapidement et améliorer la précision de l’estimation à la deuxième étape.
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6.5.5 Cas 4 : Acceptation du test à la troisième étape

Les valeurs initiales choisies pour la simulation du plan sont :
γ0 = −26, 2,
γ1 = 11000,
β = 1, 6.

Les résultats sont donnés sur la figure 6.13 suivante.

Figure 6.13 – Cas 4 : Acceptation du test à la 3èmeétape

Ce quatrième cas, comme le précédent, montre l’utilité de la nécessité d’une optimisation
intermédiaire du plan d’essai.

6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au suivi lors de la réalisation des essais. En
effet, la méthodologie présentée au chapitre précédent peut être réemployée pour anticiper la
décision de qualification et améliorer le coût des essais.

Pour permettre ce suivi, il est d’abord dutiliser un facteur de compatibilité avec les données
a priori. Ce facteur permet d’estimer la fiabilité à chacune des étapes de la réalisation du plan
en cohérence entre les données dessai et les informations a priori.

Cette utilisation est illustrée sur un exemple avec différents cas de données dessai amenant
des conclusions différentes. Dans certains cas (1 2), il est ainsi possible de prendre une décision
de qualification plus rapide permettant une sauvegarde de la dépense dessai. D’autres cas, par
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contre, nécessite une amélioration intermédiaire du plan à partir dune nouvelle optimisation du
plan d’essai.
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Conclusions et
Perspectives

Dans le monde d’aujourd’hui, la fiabilité prend une place de plus en plus importante et
progresse dans tous les domaines industriels, de recherche, et également de la vie courante.
Une fiabilité significative induit la possibilité d’un retour sur investissement dans un temps
plus court pour une meilleure rentabilité, assurant une haute qualité de produits et surtout
la possibilité d’atteindre les objectifs industriels, correspondant aux buts et aux intérêts des
investisseurs, des entrepreneurs et des dirigeants d’entreprises ou d’organisations. Il est typique
dans le développement d’une nouvelle technologie ou d’un système complexe d’avoir des objectifs
de fiabilité. La fiabilité est une exigence obligatoire pour la satisfaction du client car il est possible
qu’un produit non fiable nuise gravement à celle-ci, à contrario d’un produit fiable qui n’influe
pas considérablement d’une manière positive. Si un produit ne fonctionne pas durant la période
de garantie, les frais de remplacement et de réparation affecteront les profits, à l’inverse de
l’attention négative qui lui sera porté. L’introduction des analyses de fiabilité est une étape
importante dans la prise en compte de mesures correctives, conduisant finalement à un produit
plus fiable.

Les industriels dépensent des sommes considérables afin d’améliorer la fiabilité de leurs pro-
duits chaque année avec beaucoup d’effort pour évaluer la fiabilité en organisant des collectes de
données et des essais. La conception est souvent basée sur des données expérimentales de durée
de vie, obtenues régulièrement à partir de seulement quelques unités. Pour certains produits,
le temps d’essai nécessaire pour fournir avec assurance une estimation de la fiabilité dans des
conditions normales de fonctionnement peut être excessivement long et très coûteux.

La collecte de données de fiabilité ne doit pas retarder le développement et doit être aussi
économique que possible. Il est donc important d’être en mesure de procéder à des essais de
fiabilité le plus rapidement possible, ceux-ci compatibles avec l’obtention de résultats significatifs.

Dans un essai classique, l’estimation de la fiabilité nécessite de tester de nombreux éléments
pendant une longue période pour précipiter des défaillances; condition nécessaire à l’obten-
tion d’une bonne estimation. Toutefois, ces conditions sont devenues incompatibles avec les
contraintes industrielles actuelles.

Les essais de vie accélérée utilisent une variété de méthodes de tests avec contraintes élevées
visant à raccourcir la durée de vie d’un produit ou accélérer la dégradation de sa performance.
Le but est d’obtenir efficacement des données de performance qui, lorsqu’elles sont correcte-
ment analysées, permettent d’obtenir des estimations raisonnables en conditions normales de
fonctionnement. Dans l’élaboration de ces essais, les ingénieurs sont souvent confrontés à deux
problèmes :

– Quelle est la durée de fonctionnement équivalente selon la contrainte normale ?
– Les défaillances induites dans les conditions d’essais accélérés sont-elles les mêmes que

celles qui pourraient se produire dans des conditions normales ?
Pour développer des modèles d’essais accélérés précis et légitimes répondant aux questions

précédentes, le niveau de stress doit être proche ou sur la plage de fonctionnement normal. Des
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extrapolations des résultats d’essai peuvent être alors effectués en utilisant des modèles empi-
riques de stress, plutôt que des modèles théoriques.

C’est dans ce contexte que les travaux de cette thèse se sont inscris.
Dans le troisième chapitre, nous avons présenté les essais accélérés comme une alternative

pour une estimation de la durée de vie, rapide et de bonne qualité, lorsque les produits à tester
sont très fiables, conduisant à une censure importante si les essais se déroulent en conditions
nominales. Une des limitations importante de ces essais consiste à ne pas changer le mode de
défaillance par une sévérisation des conditions de test.
Le plan déterminé par régression sur la loi d’accélération a pour effet de propager estimation de
l’incertitude obtenue en condition nominale. Par conséquent, nous avons proposé d’utiliser une
approche bayésienne pour estimer les modèles standards de vie accélérée, en intégrant les infor-
mations disponibles sur la fiabilité du produit. L’objectif est d’obtenir des estimations de bonne
qualité (intervalle de confiance "raisonnable") pour de petits échantillons. Dans le quatrième
chapitre, la formalisation de cette approche d’estimation bayésienne des modèles SVA paramé-
trique est donc présentée. La qualité de l’estimation dépend principalement de la quantité de
produits défaillants durant le test. Ainsi, la taille de l’échantillon, les niveaux de stress, les temps
d’essai... sont des paramètres importants qui influencent fortement l’apparition de défaillances.
Par conséquent, une attention particulière doit être portée sur le choix de ces paramètres en
termes de statistiques industrielles.
En outre, nous avons proposé d’étudier la construction de plans optimaux dans le cinquième
chapitre. Nous avons étendu notre approche pour développer une formulation théorique des
paramètres suivant les différents degrés de liberté afin de définir un plan d’essai accéléré. Ce
développement inclut plusieurs méthodes pour obtenir l’optimum, l’une utilisant les surfaces
de réponses permettant d’avoir une vue globale de l’espace de solutions pour un plan d’essai
comportant peu de paramètres, puis une méthode utilisant les algorithmes génétiques permet-
tant d’obtenir l’optimum dans un cadre plus général. Les deux méthodes sont illustrés sur des
exemples numériques, l’un permettant l’optimisation robuste d’un plan d’essai sur des roulements
à billes, l’autre permettant la définition d’un plan d’essai accéléré optimal pour un module élec-
tronique de contrôle d’une pompe.
Dans le dernier chapitre, nous avons abordé la conduite d’un plan d’essai accéléré suivant une
stratégie préalablement définie. En planifiant les essais dans un ordre judicieux, comme de com-
mencer le test à la contrainte la plus élevée, il est possible d’obtenir rapidement des défaillances
pour que nous puissions disposer d’informations préliminaires sur les paramètres. Ainsi, il est
envisageable de tester le critère de qualification, pour prendre plus rapidement la décision, ou
d’ajuster un plan d’essai en considérant ces premiers résultats. La démarche proposée s’appuie
sur les facteurs de compatibilité entre les résultats d’essai (Vraisemblance) et les distributions a
priori.

Plusieurs voies d’amélioration de la méthodologie peuvent être envisagées afin de la rendre
plus efficace. La difficulté principale de la méthodologie proposée concerne les temps de calcul.
Ceci s’explique par un recours important à la simulation de Monte Carlo. Ainsi, il est possible de
remplacer l’estimation de l’espérance de la matrice de Fisher, par simulation de données d’essai,
par la méthode des fonctions marginales ([Srivastava and Mittal, 2010]) permettant d’accélérer
les temps de calcul. Il serait intéressant également étudier des cas d’optimisation plus complexes
que ceux traités jusqu’à présent. En effet, l’intérêt des algorithmes génétiques est justement leur
capacité à réaliser des optimisations en considérant des variables continues et discrètes. Ainsi, il
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est possible de construire un plan optimal en recherchant le nombre de niveaux, nombre de lots,
allocation de l’échantillon à chaque niveau, Ceci devrait faire l’objet d’une étude complémen-
taire en traitant plusieurs exemples simulés. Cela permettrait de valider le choix d’algorithmes
génétiques utilisé en termes de performances. Il pourrait être intéressant également de tester
d’autres formulations des coûts d’essai et d’exploitation et voir leurs impacts sur le résultat de
l’optimisation. De plus, une méthodologie de conduite des essais est présentée dans le dernier
chapitre. Elle est élaborée à partir d’une stratégie de conduite définie en ce sens. La formalisation
des différentes stratégies permettrait de donner un cadre général à la conduite de plan d’essai
accéléré.

D’autres plans d’essai accéléré pourraient être intéressants à optimiser comme ceux, par
exemple, à contraintes échelonnées. En effet, ils présentent l’intérêt de pouvoir construire la mé-
trique de fiabilité à partir d’un seul essai dès lors que l’on puisse mettre plusieurs produits en
test en même temps. C’est souvent le cas en électronique où il est possible de mettre plusieurs
unités dans une enceinte climatique, sur un pot vibrant, ... La formulation du problème d’op-
timisation et de robustesse proposée permet d’ouvrir la méthodologie à d’autres types de plans
d’essai. En particulier, il serait intéressant d’étudier la construction de plans de dégradation.
Plusieurs développements seront nécessaires pour l’intégration dans la méthodologie proposée.
En particulier, il faudra traiter :

– Formulation des essais accélérés de dégradation pour les différents modèles d’analyse de
données de dégradation (méthode des trajectoires inversibles, processus de Wienner, Pro-
cessus Gamma, ),

– Estimation bayésienne des paramètres de modèle de dégradation accélérée,
– Capitalisation de la connaissance sur les processus de dégradation pour la construction

des distributions a priori,
– Validation sur des cas simulés.

Une dernière voie de développement concernerait le traitement de la robustesse. En effet,
dans la thèse, la seule source de variabilité considérée porte sur les valeurs des paramètres
du modèle SVA. Or, lorsque l’on souhaite construire un plan de qualification sur un nouveau
produit, avec un degré d’innovation plus ou moins important, il est possible que la variabilité
concerne également les choix de modèle. Aussi, il serait intéressant d’étudier la robustesse en
intégrant la méconnaissance des modèles réels.
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Planification des essais accélérés : optimisation,
robustesse et analyse

Seyyedeh Zohreh Fatemi

Résumé

La qualification d’un produit, lors des phases de développement, est une étape importante dans
un projet qui vérifie que les performances et la fiabilité atteignent les objectifs. Les essais de
qualification sont souvent couteux en temps et en nombre de produits testés. Les essais accélérés
consistent à soumettre des unités à des niveaux de stress plus élevés qu’en condition d’exploi-
tation afin de réduire le temps d’apparition des défaillances. Ils permettent de construire plus
rapidement la fonction de fiabilité à partir d’un modèle appropriée reliant durée de vie et stress.
De plus, un plan d’essai doit être construit, précisant les paramètres du plan (niveaux de stress,
allocation de l’échantillon) pour trouver le meilleur compromis entre le coût d’essai et la qualité
d’estimation. L’objectif de la thèse a été de définir une méthodologie de construction de plans
d’essai accéléré optimaux et robustes. Nous avons donc développé un cadre général basé sur
la minimisation du coût global et une approche bayésienne. Les distributions a priori, issues
de la connaissance des paramètres de fiabilité et du modèle d’accélération, sont utilisées dans
l’inférence bayésienne et dans une simulation de Monte Carlo d’exploration des fiabilités pos-
sibles. Le plan optimal et robuste est obtenu à partir de méthodes d’optimisation (Surface de
réponse, Algorithmes génétiques). Enfin, une méthodologie de suivi des essais est développée en
observant la pertinence des résultats par rapport aux informations a priori à partir d’un facteur
de similitude. Il permet de vérifier si la décision quant à la qualification peut être prise plus
rapidement, ou d’optimiser le plan en cours de réalisation.

Mots-clés : Fiabilité, Essais accélérés, optimisation, estimation bayésienne, coût des
essais, coût d’exploitation, robustesse

Abstract

Qualification of a product during the development phases is an important step in a project. It
permits to verify that the performances and reliability achieve the objectives. The qualification
tests are often costly in time and number of products tested. Accelerated tests consist of sub-
mitting units to stress levels higher than operating condition to reduce the time to failures and
allow building faster the reliability function. This requires the determination or development
of appropriate life-stress relationship model. In addition, a test plan should be built, accurate
the design parameters (number of test levels, stress levels, sample allocation at each stress level
...) to find the best compromise between cost test and quality estimation. The objective of the
thesis is to define a methodology to obtain optimal and robust accelerated test plans. So, we
have developed a general framework based on the minimization of a global cost function and a
Bayesian approach. The prior distributions, from the available knowledge on the parameters of
reliability and acceleration model, are used in Bayesian inference and in a Monte Carlo simula-
tion to explore possible reliabilities. The optimal and robust plan is obtained by optimization
methods (Response surface and Genetic algorithms). Finally, a methodology of monitoring dur-
ing test realization is developed. The relevance of the results in relation to prior information is
studied using a similarity factor between observed and a priori data. It allows verifying whether
the decision on the qualification can be taken more quickly in presence of more reliable product
than expected or optimizing the plan under realization.

Keywords: accelerated test, reliability, optimisation, Bayesian estimation, testing cost,
operation cost, robustness


