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I n t r o d u c t i o n  

On consid@re une feuille de papier, qu 'on plie sur elle-m@me un grand hombre ou une 

infinit@ de fois, toujours dans le re@me sens. On d@plie ensuite cette feuille de papier et 

on observe que les traces des p l i s se  pr@sentent sous forme d'angles tant6t  rentrants V 

tant6t  saillants A, de la mani~re suivante : 

VVAVVAAVVVAAVAA .... 

On code la suite binaire par V = + l ,  A = - I ,  et on a ainsi une suite 8 : ( S n ) n ~  1 qu'on peut  

caract~riser par l 'une ou l 'autre des propri@t@s suivantes (voir [ALM] pour les d@tails) : 

(i) s2,,=Sn, n~>l ; s2 , ,+1=(-1)  n, n~>O; 

(ii) Sn=(-1)  b si n = 2 ~ ( l + 2 b ) .  

La suite (sn) apparai t  naturellement dans l'@tude de la s@rie enti~re ~(z) =~n~>0 z-2~" 

Cette s@rie repr@sente une fonetion analytique pour [z[>l ,  s 'annulant  ~ l'infini. Si on 

d@compose eette fonction en fraction continue (J-fraction),  on volt de suite que cette 
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d~composi t ion commence  c o m m e  suit [ALM], [Km], [Sh]: 

1 1 1 
z + ~  - 1 = [0, z - l , z + l ] ,  

z - l +  - -  
z + l  

1 1 1 
-z + z - 2 + ~  = [0, z -  1, z + 2 ,  z, z -  1], 

et de mani~re g@n@rale, si 

avec q-,(z)=z 2m, alors 

1 1 

n =2  m et 

1 1 1 15n 
z + z -~  + . . .4  . . . . .  [0, a~, ..., an] Z2"n a n  

z + ~ - + . . - +  z2,~+, 
_ ~,~ + 1 = [0, a l ,  . . . ,an- l ,an  + 1 , a n - 1 ,  an- l ,  ...,al]. 

qn 

En d ' au t r e s  termes,  si ~ est le m o t  a l , . . . ,  an (dans cet ordre),  c 'es t-g-dire  si 15n/qn = [0, ~ ] ,  

a l o r s / S n / q n + l / q 2 = [ 0 ,  ~ ] ,  Off on a d6sign6 par  ~ le mo t  

_...,~..._ 

w p w = a l , . . . , a n - l , a n +  l, a n - l , a n - 1 , . . . , a l ,  n~>2, 

et ainsi, on peu t  d@finir un op@rateur S: ~ - - * S ~ = ~ ,  de sorte que pa r  exemple  : 

--~ S - -~--~-  S --~--*+---~--~--~-- S 
w > w p w  , w p w p w p w  >... 

et Ic dSveloppement  en fract ion cont inue de ~(z)  s'@crit ([ALM], [Km], [Sh]) 

= [0, S (z-1, z+ l ) ]  

avec la no ta t ion  @vidente : 

S ~ ( z - l , z + l ) =  l im S N ( z - - l , z + l ) ,  s N = S o S  .. . . .  S. 
N - - - * + o a  

La suite des fl~ches dans  l'@criture de s N ~ ,  ~ = z - 1 ,  z + l ,  est en bi ject ion avec la suite 

des plis dans  les pliages de papier  d~finis auparavan t ,  avec la cor respondance  suivante  : 

g V, on associe la fi~che --~ et g A, on associe la fl~che +--. Si l 'on  @crit plus s implement  

c~(z) = S  ~ ( z -  1, z +  1), alors on a aussi tSt  : 

= [0, - -  [0,  .- .]  

et c o m m e  cela a @t@ remarqu@ dans [ALM] les an(z)  sont dans  Z[z], et de fa~on plus 

pr@cise : an(Z)=Z+an ,  avec 

c h = - i  et an=-(--1)[nl2]+l+(--1)ns[n/2], n ~ 2 ,  
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off [n/2] est la partie enti~re du r6el n/2, et s[n/2] est le [n/2] ~ terme de la suite de pliages 

de papier (s~). On a clairement a l = - i  et a n = 0 ,  + 2 , - 2 ,  ce qui sugg~re la d~finition 

so=O. 

La th~orie g6n~rale des fractions continues nous apprend que si Pn(z) et Qn(Z) 

sont les num~rateurs et les dSnominateurs des r~duites Pn/Qn de la fraction continue 

[0, S~(z-1,  z + l ) ] ,  c 'est-g-dire si 

Pn(z) 
Qn(z) - -  [0, O I(Z), . . . ,  OLn(Z)] , 

alors Pn et Q,~ satisfont g des relations g trois termes, et en particulier, on a : 

Q,~+l(z) = (z +an+l)Qn(z)+Q,~_l(z), 

Q_l(z)  = 0 ,  Q0(z) = 1. 

Dans [ALM], on montre que Qn(z) est un polyn6me en z, de degr~ n e t  g coefficients 

dans l 'ensemble {0, • 

C'est  cette relation de r~currence qui constitue l 'objet  du present travail, plus par- 

ticuli~rement, nous nous int6ressons g la question suivante : Y a-t-il une mesure (ou plus 

g~n&alement une fonctionnelle g pr~ciser) pour laquelle la suite (Qn) est orthogonale. 

On verra trbs vite qu'il ne peut  exister de mesure ~ support  (compact) port~ par l 'axe 

r6el r~pondant g cette question. Cela est dfi g la nature des points singuliers des deux 

s6ries enti~res 

E z< E z-< 
n~0  n~0  

situ~s sur le cercle unitS, vu comme bord des domaines de convergence des s~ries X(z) 

et ~(z).  Le cercle unit~ est en fait une coupure analytique et m~me quasi-analytique des 

deux s~ries. Ceci est dfi g la lacunarit~ des s~ries en question mais ce n 'est  pas suffisant 

pour d~terminer une quelconque mesure - -  si on suppose son existence - -  qui soit g 

support  dans le plan et qui r~pond g la question d'orthogonalit6 pr~c~dente. On verra 

dans les prochaines sections qu'en gros, notre probl~me peut  se formuler comme suit :  

Soit r >  1 un nombre r~el et soit 

= r - %  - ' 2 ~ 1 7 6  = 

n~>o 

Xr(0) est une fonction C ~,  2~r-p~riodique. Elle d~finit une distribution sur le cercle unit6. 

Quelle est la limite (et en quel sens) de Xr(0), lorsque r tend vers 1 ? La m~me question 

vaut bien naturellement pour x(re i~ =Xr (0), 0 < r < 1. 
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I1 se trouve que les fonctions X(z), ~(z) ont une certaine nature arithm@tique et 

g@om@trique qui fait que les limites limr--,1- Xr(0), lim~__.l+ ~ ( 0 )  vont @tre d~termin@es 

par les limites radicles limr--.1- x(re2i~h/k), lim~__.l+ ~(re 2i'~h/k) aux points rationnels du 

cercle unit~. 

L'origine des natures arithm@tique et g@om@trique de la fonction X(z) r@side dans les 

rapports qu'a cette s@rie avec le probl~me de Waring. On donnera plusieurs formules liant 

X(z) aux puissances quatri~mes des fonctions th@ta elliptiques. Les puissances quatri~mes 

des fonctions th@ta sont tr~s significatives comme on l'expliquera, elles sont li~es aux 

aspects de presque-p@riodicit~ au sens de Besicovitch de la suite (an), 

an = ( -  1) [n/2]+1 + ( -  1)nS[n/2]. 

La m~thode du cercle de Ramanujan-Hardy-Li t t lewood-Rademacher  appliqu6e aux puis- 

sances quatri~mes des fonctions th@ta permettent  finalement d'@crire pour la s@rie enti~re 

X(z) une repr@sentation de la forme : 

X(Z ~ -  ~-" a t ~l ze  -2i~rh/k~-l 
J - L . ,  h/k~ - -  j , l z l < l .  

Comme dans [E], on appellera cette @galit@ repr@sentation de Wigert de X(z). Elle exprime 

X(z) ~ l'aide de s@ries singuli~res. Ce type de representation a @t@ @tudi@ en grand d@tail 

par Ramanujan, Hardy et Hardy-Lit t lewood [Hall, qui consid@raient les s@ries singuli~res 

seulement dans le disque unit~. Rademacher, dans son ~tude sur la fonction de partit ion 

[Ral] ou dans son @tude sur la fonction modulaire J [Ra2] ajoutait  aussi l'ext@rieur du 

disque unit~. C'est cette prise en compte simultan@e des deux disques unit6s, centr@s 

en 0 et ~ l'infini qui constitue l'essence m@me de la representation de Wigert. Elle permet 

des lois d 'at tr ibuer des valeurs naturelles ~ des s6ries enti~res hors de leurs coupures 

analytiques ([Ral], [Ra2] pour des exemples). On fera la re@me chose pour notre s@rie X(z), 

au w du pr@sent travail, en explicitant l 'analogue du ph6nom~ne dit du (( d~veloppement 

de z~ro ~. 

Les auteurs tiennent ~ remercier M. I. Knopp pour des indications bibliographiques 

sur la m@thode du cercle, M. Balazard, R. Gay et J .Y. Yao pour de nombreuses et 

fructueuses discussions et enfin L. Habsieger pour avoir pos@ la question de l'existence 

d'une mesure pour laquelle la famille (Q,,(z)) est une famille de polyn6mes orthogonaux. 

Et un grand merci k Nadia M@chalakh. 

1. Sur  cer ta ines  re la t ions  de  rdcurrences  

Dans cette section, nous @tudions certaines relations de rdcurrences ~ trois termes na- 

turellement associ@es aux fractions continues. 
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On introduit la famille s des suites c=(cn+l)~>0 telles que : 

Cn+l= ~n+1-7/~, n/> 0, 

To=O, 7)~==kl, n~>l. 

Alors c1=~/1--+1 et cnE{0,+2} pour n~>2. On va 6tudier l'dquation : 

Xnq- 1 - -Cnq- lXn - - X n _  1 ~ 0 (1) 

Off X--1 et x0 sont donn~s. 

De m6me, on consid~re la famille s des suites v = ( v ~ ) ~ l  d~finies par: 

Vn = (-1)hen+l,  c = (Cn+l)n>~O e L. 

On peut remarquer que l'~quation 

Y n + l - - V n Y n q - Y n - 1  = O~ (2) 

appel6e ~quation de SchrSdinger discrete de potentiel v =  (v,~), est relide ~ l'~quation (1). 

En effet, si on d6finit V=(%)~>0, % = ( - 1 ) [  ~/2], alors %%~+1=(-1) ~ et toute solution 

(x~) de l'~quation (1) donne une solution (Yn), x~=~ny,~, de l'~quation (2) avec une suite 

(v~) donn~e par v~ = ( -  1) '~cn+ 1. La r6ciproque est aussi vraie. 

On peut donner une caract6risation de la famille s de la faqon suivante : 

T H I ~ O R E M E  1.  - -  Les trois dnoncds sont dquivalents : 

(i) c Z:; 

(ii) il existe une suite (qn), q0 =1, q - l = 0 ,  qn ==kl pour n>~O telle que: 

Cn+l : qn(qn+l - - a n - - l )  ; 

(iii) il existe une suite (q,~), q - l=O,  qn==kl pour n~O,  telle que : 

qn+l  : en+lqn-']-qn--1. 

Preuve. - -  Pour montrer que (i) ~ (ii), on ~crit c,~+1 = ?~nq-1- ?~n, C= (Cn)E ~ et 7o = 0, 

~ n = + l ,  n~>l. On d~finit ensuite (qn) par qn=~h ... ~n. Alors q~qn+l=~l,~+l, q~_lqn=~n et 

e ,~+l=~+l-~ l ,~=qn(q~+l-q~) .  Pour d~finir complbtement la suite (qn), on prend qo=l .  

Pour montrer (ii)==~ (i), on prend simplement ~)n=qnqn_z, done Cn+l----qn(qn+l--qn_l)= 

~b~+l--qn" L'implication ( i i ) ~  (iii) est claire: si q,~+l=Cn+lqn+q~_z, q,--=kl pour n~>0 

et q- l--0,  alors Cn+l-~qn+lqn--qnqn_l et r~ciproquement. 
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On va expliciter  h prdsent un peu  plus les liens entre  les dquat ions (1) et (2) avec les 

fract ions continues.  Considdrons pour  ce faire deux  solutions (p,~), (qn) de l 'dquat ion (1), 

p - l = l ,  p 0 = 0  et q _ l = 0 ,  q 0 = l .  Alors : 

Pn+l Pn)~_ (Pn Pn-l~(Cnl+l 10) :  (P0 P-1)(11  ; ) . . .  (Cn+l 1 )  , 
qn+l qn q~ qn-1}  qo q-1 1 0 

En p renan t  les d~te rminants  des deux membres  de cet te  dernibre dgalitd, on voit  que : 

Pn+l (--1) n Pn 

qn + l qn qn + l qn 

et par  suite 

( - 1 )  k-1 P___~ 
= ~_~ (3) 

qn qk - 1 qk k=l 

Supposons  h prdsent que c = ( c n ) E s  c 'est-h-dire  que Cn+l--~?n+l-~?,~. Alors pa r  la pro- 

pridtd (iii) du thdor~me, on a, avec une suite (qn), q - l = 0 ,  q 0 = l  et q n = •  n ~ l ,  la 

re lat ion q,~+l=(~n+Z--~n)q,~+qn_l. I1 en rdsulte que la suite (qnq~-l-rh~) est une suite 

cons tan te  et en p renan t  n = 0 ,  on t rouve  que cet te  cons tan te  est nulle et donc : 

q,~=~lnq,~-l=rh...7/n, n~> 1. (4) 

De plus Cn- -~2  si et seulement  si rln~n_l=--l. On en ddduit  a isdment  que 

qn = c ~ ( - 1 )  ~(1)+''+~(n), rl,~ = c l ( - 1 )  ~(~), (5) 

off 6(n) est le nombre  d ' appa r i t ions  des + 2  dans  le m o t  ClC2 ... c,~. La relat ion (3) s 'dcrit  

aussi : 

Pn = E ( - - 1 ) k - l q k - l q k  = (--1)k-lr}k 
q~ k=l k=l 

et par  la re lat ion (5) : 
n 

p n = c l q ~ E ( - 1 )  z(k) 

k=l 

off cet te  lois z(k) est  le nombre  d ' appa r i t ions  des 0 dans  le m o t  Cl... ck. On peu t  rdsumer  

tou t  ce qui prdcbde dans  le rdsul ta t  suivant  : 

THEOR~iME 2. -- Soit C=(Cn+I)n~>0Es Soient (Pn) et (qn) deux solutions de l'dqua- 

tion (1) d trois tervnes Xn+l--an+lXn--Xn--l=O satisfaisant aux conditions initiales 
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p _ l = l ,  p o = 0  et q_z=O, q0=l .  Si [0, c~, ..., c,] ddsigne la n e rdduitc P , / q n  de la fraction 

continue formelle  

1 

1 
C 1 + - -  

C2 + "'. 

alors on a pour tout n>>.O : 

n 

[0, Cl, ..., Cn] = Cl E (--1)z(k)" 

k = l  

2. P l i a g e  de  p a p i e r s  

I1 y a deux mani~res de plier une feuille de papier, soit dans le sens positif (+) soit dans 

le sens n6gatif ( - ) ,  voir Figure 1. 

+ 

�9 : ") (~1=1) 

= : ~ (~1=-1) 

Fig. 1 

On suppose qu'on se donne une suite ~=(~n),~>l, ~i=q-1 (~i est consid~r~ alors 

comme une instruction), et on plie une feuille de papier en respectant les instructions 

Zn ,cn- l , . . . ,~ l .  Alors lorsque le papier est d~pli~, on voit que les traces des p l i s s e  

pr5sentent sous les formes A ou V. Si on fait tendre l 'entier n (le nombre d'instructions) 

vers l'infini, on obtient une suite (s~)n~>l appel6e suite de pliages, no%e s = s  ~, ~ valeurs 

dans l 'a lphabet  {A, V}. 

I1 est assez ais5 de voir qu 'une suite s=(s,~)~>o k valeurs dans {A, V} est une suite 

de pliages de papier ou une suite P.P si et seulement si 

(i) (s2~+l)~>o est la suite altern6e A, V, A, V, ... ou la suite altern6e V, A, V, A, ..., 

(ii) (s2n)n~>l est une suite P.P. 

D~sormais, on note V = + I  et A = - - I  de sorte que nos suites P.P sont ~ valeurs dans 

{ - 1 ,  +1}. On peut  ~noncer alors : 
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THI~ORI~ME 3 . -  Soit  s --(Sk)k>~l une suite de + et de - correspondant d u n e  

suite de pliages de papier suivant les instructions ...E3E2E1, et soit e o = l .  Alors on a 

l'e'galitd formelle  suivante, avec cl = - e l  et c,~ = - e l  ( -  1)In/s] + (_  1)ns~/s] ,  n >12, o~t T e  = 

@2, e3, ...) est la ddcalde de la suite e, 

e n X  -2n = [0, X + c l ,  X +c2, ..., X +cn,  ...]. 

n>~O 

P r e u v e . -  On commence  tou t  d ' abord  par  dtudier le ddveloppement  en fract ion 

continue, dfi g Kmo~ek [Km] et Shallit [Sh], de la sdrie formelle a ~ = ~ n > 0 e n X  -s~, 

e 0 = l  et (ek)k~>l est la suite d ' ins t ruct ions  de l 'dnoncd du thdorbme. Comme on l 'avait 

ddjg observd dans l ' introduct ion,  on a :  

~ - I -  ~ - " ~ 1  E1 = [0, X - - E 1 ,  X-I-E1] ,  

--X+ X 2  +--X el es = [ O , X - e l , X + e l + e 2 , X + e l - e 2 , X - e l ] ,  

et de faqon g6ndrale, s i n  est un entier pair et si 

A 
= [0, a l ,  a s ,  ..., a n ]  

alors 

A i = [O, a l ,  an + l, an :~ l, al],  - ~  -'[- - ~  . . . ,  a n - l ,  a t , - 1 ,  . . . ,  

~ _  2 n 
de sorte  si a -~n>~0  e n X -  , on a :  

a ~ = [0, X + c l ,  ..., X + c n ,  ...] 

off on peut  mont rer  [ALM] que : 

t ~ l + [ n / 2 ] - - ,  ~ n  T e  
C n = ~ l ( - l )  ~ ( - l )  s[,,/2], n~>2;  c l = - e l ,  

off (s Te) est la suite des t races des plis, considdrde comme g valeurs dans { - 1 ,  1}, associde 

au pliage suivant la suite Te  = (e2, e3, ...), ddcalde de e. On remarque quecn  E {0, +2} pour  

n~>2. 

L E M M E  4. - -  c E • .  

En effet, posons 

Te 
~ 2 n  = 8 n 

A]ors : 

et ~2n .1- - - - -e1( -1)  n = - e l s 2 n . l e ,  r/nC {=t=1}. 

csn = e l ( - - 1 ) l + n  + s  T ,  = ~2n-- Vsn-1, 

c 2 n + 1  = e l ( - - 1 )  l + n  
Te 

- - 8  n ~ T]2n+ 1 - -  r]2n. 
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C O R O L L A I R E  5 .  - -  Soient  P a ( X )  et Q a ( X )  le numdrateur et le ddnominateur  de la 

n ~ rdduite de la fraction continue de a~=~-~a~>o e a X  -2".  Alors 

n 

P a ( O ) = - Q a ( O )  ~-~ s~, 

k=l  

Qa(O) = (--1)[(n+ l) /2l s~ ... 8 n. 

Au trement  dit, on a formel lement  : 

~a ~176  = - ~ 4 .  
n/>0 k ~ l  

R e m a r q u e . -  Dans cette derni~re ~galit~ compl~tement formelle les termes de la 

premiere s~rie sont tous infinis, tandis que ceux de la seconde sSrie valent :t:1. Nous 

reviendrons sur ce point au w pour s a = + l ,  n~>0. 

Preuve. - -  D~s lors qu'on salt que cEs on peut reprendre la preuve du th~or~me 2. 

Mais plus simplement on peut se contenter de v~rifier que les deux formules donnant 

Pn(0) et Q~(0) satisfont ~ la relation de r~currence 

Xn+ 1 ~ en_k l Xn-~-Xn_ 1 

off 

ca = el ( -1 )  1+[a/2] + ( -  1)as~'n~2] �9 

R e m a r q u e . -  I1 est montr~ dans [ALM] que les polyn6mes Q a ( X )  sont des poly- 

n5mes de degrd n, s coefficients nuls ou =t=1. 

3. Polyn6mes orthogonaux,  6tude des z~ros 

Dans cette section, on aborde la question de l'orthogonalit~ des polyn6mes Qa(z) ,  satis- 

faisant ~ la relation de r~currence : 

Q n + l ( Z )  : (z..~.-Oln_~_l)Qn(z)-.~-Qn_l(Z), 

Q-l(Z)  = O, Qo(z) = 1, (1) 

oh (aa)  coincide avec la suite (Ca) de la section pr5ce!dente avec e,~=l. Elle est donc 

d~finie par : 

~ = (_1)E~/21+1 + ( _ l y s i ~ / 2 1 ,  s m =  ( - 1 )  b si .~ = 2%1+2b) .  
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On se propose de d6terminer une fonctionnelle # telle que #(QnQ,~)=A,~5,~,n oh (AN) 

est une suite de hombres complexes h pr~ciser. Tout d 'abord,  on rappelle que d'apr~s 

un th6or~me bien connu ([Sz, p. 42]), trois ~ldments cons~cutifs d 'une suite (Pn(X)) de 

polynSmes orthogonaux satisfont toujours h une relation de la forme 

P,~+I(X)=(An+IX+Bn+I)Pn(X)-Cn+IPn-I(X),  n>~O, 

An ~ 0. (2) 

D 'au t re  part ,  h toute  relation de r6currence de cette forme, avec des coefficients r6els tels 

que : 

Cn+-----------L-1 >0 ,  n~>0, (3) 
AnAn+ l 

on peut  associer au moins une fonction r  h variation born6e, v6rifiant 

f~-fPn(x)P,~(x) d~p(x) = )~,~,~,n. 

Le r6sultat, dfi ~ Favard IF], dit essentiellement que la condition (3) est suffisante pour 

r6soudre un certain probl~me de moments.  Dans le cas de la relation (1), An--1 et Cn- - - -  1 

pour n~>l, et on ne peut  pas faire appel au th6or~me de Favard pour conclure quant 

l 'existence d 'une mesure de(x) port6e par  l 'axe r6el pour laquelle les polynbmes forment 

une famille orthogonale. On peut  cependant part ir  de certaines observations g6n6rales 

et classiques concernant les syst~mes orthogonaux de fonctions (comparer avec [Ge]). 

Supposons qu'une famille de polynSmes {Pm:m~>0} v6rifie une relation h trois termes 

sur R ou C, et pour laquelle il y a une mesure de la forme p(x) dx, 

Alors 

~_ P k ( x ) P s ( x ) p ( x ) d x = ) ~ k S k , s ,  )~kEC.  
1 

2ire Pk(z)P~(z)q(z) dz = )~kSk,~ 

o~t C est un contour simple entourant l 'intervalle [ -1 ,  1], et ceci pourvu que la transformde 

de Canchy : 

q(z) = p(x) dx 
l Z - - X  

existe. Ceci est le cas par exemple, avec une condition du genre : 

'__ II~ dx < +c~. 
1 (1-z2) 1/2 

D'aut re  part ,  si Xl(Z) =~n>~0 a~ z-n-1 est une fonction holomorphe en dehors d 'un  voisi- 

nage de l'origine, dont les d6nominateurs des r~duites de la fraction continue associ~e sont 
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orthogonaux par rapport  g une mesure r@elle d#(x), alors X1 se prolonge analytiquement 

g tout  C \ supp (# )  et on a l'@galit@ 

Xl(z) = / ~  d~(X)z_x ' z ~ supp(#). 

I1 est donc naturel de chercher ~ @tablir l'orthogonalit@ sur les cercles, de rayons assez 

grands, relativement g la mesure ~(z) dz. On suit dans un premier temps la pr@sentation 

de Pollaczek [Poll]. 

Les polyn6mes Qn(z) de la relation (1) sont de degrds n pour n~>0, et ils engendrent 

donc l'espace vectoriel C [z], des polynCmes en z, g coefficients complexes. On peut v5rifier 

par rdcurrence que : 

(a) Chaque monCme s'exprime comme combinaison lin@aire de Qo(z)=1 et des po- 

lynCmes : 

Q~,(z)Q~,+l(Z), 0 < v ~ < [ � 8 9  et Qv(z)Q~,+2(z), 0 ~ v ~ < [ � 8 9  

et par suite, on a avec des constantes an, bnv et Cn~, : 

zn=an§ ~ b,~,Q~,(z)Qv+l(z)+ ~ cn~,Q~,(z)Qv+2(z). 
0~v~[(n- -1) /2 ]  0~v~[n /2 ] - -  1 

(b) Les produits Qm(z)Qn(z), m~n, s'expriment lindairement g l'aide des seuls 

polynCmes : 

Q~,(z)Q~,+l(z), 0<~,<<. [ � 8 9  et Q~,(z)Q~,+2(z), O<~v<~ [ l ( m + n ) ] ,  

! ! 
et par suite, on a avec des cons tan tes  bm+n, am+ n : 

Qm(z)Qn(z)= ~ b~+n,,Q,(z)Q~,+l(z)§ ~ c',~+n,~,Q ~, ( z )Q~+2( z ). 

0~<~<[(m+n-1)/2] 0~<~<[(m+n)/2] 

Ceci ~tant, on d@finit sur l'espace C[z] la forme lin@aire L par : 

L(Qo) = 1, L(Q~,Q~+I) =0, L(Q~,Q~,+2) =0, 

et grs g la propri@t5 (a) ci-dessus L e s t  bien d~finie, lorsqu'elle est prolong~e g C[z] 

par lin@arit@. 

On peut r@sumer notre premiere approche g l'orthogonalit@ des polynCmes Qn(z) 

d@finis par la relation (1) dans le r@sultat suivant : 
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THI~OREME 6. - -  Soit ~ la fonction holomorphe pour Izl >1 et s'annuIant ~ l'in]ini, 

ddfinie par ~(z)=~-'~n~>o z -2". La suite des ddnominateurs Qn(z) des rdduites de ~(z) 

vdrifient pour tout r > 1 : 

1 &f(o,~)Q~(z)Q~(z)~(z)dz= 2i~ (-1)nS~'m" 

De plus pour N > I  : 

~(z) = E L(zn)z-n-1.  

n>~O 

En d'autres termes L ( z 2 ~ - l ) = l  et L(zm)=0  si m r  

Preuve. - -  Elle est simple mais nous la donnons pour voir comment la fonetionnelle 

L intervient. On remarque d 'abord que si on suppose que la sdrie 

~l(z) = E L(z'~)z-'~-I 
n>~O 

est holomorphe pour Izl ~>r0~>2, alors pour tout  entier m :  

1 ~c Zm~l(Z) dz = L(zm), 
2i7r (ox) 

et ceci pour tout r>ro, oh C(O, r) est le cercle orientd positivement. Par  consdquent, pour 

tout  polyn6me Q(z) �9  C[z]: 

1 fc q ( z )~ l ( z )dz=L(Q) ,  (4) 
2i~ (0x) 

et ainsi 

1 fc(o,~)qm(z)Qn(Z)~l(Z)dz 2i~ = L(QmQ~) = i(Q~)Sm,,~. 

Calculons L(Q 2) pour n � 9  On a L ( Q ] ) = I ,  et de la relation (1) on obtient : 

L(Q2)=L(zQ,~Qn_I), n>~l, 

= L 2 L(zQ~Q,~_I) - (Q,~-l), n>~l, 

et ainsi 

L(Q 2) = -L(Q2_I)  = ( -  1)nL(Q 2) = ( -1 )  n. 

La relation (4) donne enfin 

1 Jcf(o,r) Qm(z)Qn(z)~(z) dz = ( - 1 F 5  
2i~r 

I1 nous reste ~ montrer l'dgalitd ~ ( z )=~ l ( z )  pour Izl assez grand. On utilise pour 

cela les rdsultats gdndraux sur les fractions continues. Soient Pn et Qn le numdrateur et 

le ddnominateur de la n e rdduite de la fraction continue associde h ~(z). Alors 

Pn Pn-1 1 
Q~ Qn_I-(-1)'~-IQ~Q,~_--I, n )  l. 

Afin d'dtudier la sdrie de fractions rationnelles de terme gdndral (-1)'~-l/QnQn_l, on 

montre la : 
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PROPOSITION 7 .  - -  (i) Tons les polyndmes Q,n ont leurs zdros situds dans la cou- 

r o n n e  C={1<1z1<2}. 
(ii) Pour tout entier n, la sdrie de terme gdndral (-1)"+~/Qn+,+l(z)Q,~+~(z) con- 

verge uniformEment pour Izl >12. 

Preuve. - -  Dans [ALM] il est montr6 que tons les Q ,  sont ~ coefficients dans {0, 4-1} 

et le point (i) est une propri~t~ g~n~rale pour de tels polyn6mes lorsque le terme constant 

est non nul. Pour montrer le point (ii), on note Q,(z)=qnz'~+qn_lZn-l+...+qo, q3=qi 

et l=l(n) le nombre de coefficients non nuls dans Qn(z). Alors si Izl~>2: 

IQ (z)l Izl -Izl' -l-...-Izl 

I z ln-  lzl -Z§ l ( l + lzl +... + lzl 

IZl n-l-F1 
> > . - -  

Izl-1 

) 2  "-~, l = l ( n ) .  

On ~crit pour simplifier U,~(z)=l/IQ,~(z)Qn_l(z)l. Alors 

1 
Vn(Z) ~ 22n_l(n)_l(n_l) , Izl ~ 2. 

LEMME 8. - -  Si l(n) est le nombre de coefficients non nuls dans Qn(z), alors 

l(n): o(n), 

En effet, il est mont% dans [ALM] que la suite (l(n)) est li~e s la suite de Stern- 

Brocot v=(v(m)) par la formule l(n)=v(2n), off: 

v(2n) -- v(n) + v ( n -  1), (5) 

v (2n+l )  = v(n). (6) 

Posons 

A' = lim sup v(2n) A" = lim sup v(2n+ 1) A = max(A', A") = lim sup v(n) 
2n ' 2 n + l  ' n 

D'apr~s la relation (6), ~ " - ! ~  "" --2"', et d'apr~s la relation (5) : 

v(2n)2n - 21(~-)-+ v ( n -  1 ) ) n  ' A' ~< �89 (,V+A"), 

) j r  ! ), ) p  1 ).11 donc ,V~<A" et A=max(,V, M')=A". Or on a vu que .. - 2 " ' ,  donc .. =~ . .  et A"=0, par 

suite A'=A=0, donc l(n)=o(n). 
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La s6rie de terme g6n6ral U,~(z) converge pour [z]~>2, et ainsi on a l'~galit6 entre 

fonctions holomorphes, pour [z] ~> 2 : 

P.(z) 

Qn(z) 

P,~(z) 

Q,~(z) 

On en d6duit que si m<n : 

~>~o \ Qn+,+l(z) Qn+~(z) ] 

~ - E  (-1)'~+~ 
,,>1o Q~+,+l(z)Qn+,(z)" 

(7) 

1 Jcf(o,r) Qm(z)Qn(z) (z) dz = 0  2i7r 

pour r~>2 et aussi pour r > l  ~ cause du th6or~me de Cauchy et ~ cause de la relation 

Qm(z)Qn(z) = o(]zl . . . .  2~-1) = O([z[-2), [z[ ~ +oc.  
Qn+v+l(z)Qn+~,(z) 

D'aut re  part  si re=n, l'~galit~ (7) permet  d'~crire pour r >  1: 

1 fc(o,~,)e2(z)~(z)dz_ ( - 1 )  ~ f c  O~(z) d z = ( _ l ) ~  = L(Q2). 
2i7r 2i7r (oa-) Q,~+l(z) 

En r6sum6, les moments  

z"~(z) dz et ~ (0,~) 
2i7r (0,r) 

sont 6gaux en vertu de la propri~t~ (a) ci-dessus. La fonction Xt(z) est ainsi convergente 

pour Iz[>~ro pour un r0~>2, et elle est 6gale ~ ~(z) pour [z[>l .  

Lorsqu'on prend une famille de polyn5mes, orthogonale par rappor t  s certaine 

mesure d#, port~e par l 'axe r~el, il est connu que les z~ros des polyn6mes en question 

sont contenus dans l 'enveloppe convexe du support  de la mesure d#. Nous avons observ~ 

ci-dessus que les polyn6mes Qn admet tent  leurs z6ros situ~s dans la couronne de peti t  
1 rayon ~ et de grand rayon 2, et on peut  se demander  comment  se comportent  les zdros 

lorsque n croit. On va r~pondre ~ cette question en utilisant les t ravaux de Polya-Bloch 

et Erd5sZl-hrs sur des questions similaires. 

Nous avons d6j~ dit que les polyn6mes Q,~(z) sont de la forme : 

qn(z)=qnz,~§247 q3=qj, qoqnr 

Ils sont de plus lacunaires, avec un nombre l(n)=o(n) de terrnes non nuls (lemrne 

precedent). On introduit [[Qnll, la longueur de Q,~, c 'est-s : 

[[Q~[[ = Iqo[-kJql[§247 
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par suite, [[Qn[[=l(n)=o(n). Le lemme 2 de [BP] assure que si l < q < 2 ,  le nombre de 

z~ros de Qn, se trouvant dans la couronne 

Cq = {1/q < Izl < q), 

ne ddpasse pas ( B / ( q - 1 ) ) l o g ( 1 / ( q - 1 ) ) .  En prenant q = l + ( l o g a ) / a ,  avec a= logn ,  on 

volt que le nombre de z6ros de Qn (compt6s avec multiplicit6s) ne d6passe pas B log n, 

avec une constante B, positive et ind6pendante de n e t  ce pour n assez grand. Ainsi, 

lorsque n augmente, les couronnes Ca, q = l + ( l o g  a)/a,  a=log  n, se r6tr~cissent de plus 

en plus autour du cercle unit6, et seule une petite proportion ( ~ B  log n) se trouve hors 

de Ca. On rappelle le r6sultat suivant qu'on 6nonce dans sa forme g6ndrale : 

THI~OREME (d'nrdSs-Turs [ET]). - -  Soit P ( z )=anz~+. . .+ao  un polyndme it coef- 

ficients complexes, aoanr On note IlPll la longueur de P,  l I P l l = l a o l + . . . + l a ~ [ ,  et 

zj=[zj[e i~j les zdros de P, avec 0~qaj<2~r, l<.j<~n. Soient a, t3 deux rdels vdrifiant 

0 ~ a < f l ~ 2 n .  Alors 

1 - - ~  a n  ~<161n log  [[P[[ 

,~<~ok<f~ ~ " 

Ce th~or~me, appliqu~ ~. nos polyn6mes Q,~, permet d'~crire : 

lira -1 ~ 1 _ ~ 3 - a  
n-~o~ n 27r 

Cela signifie donc que les z~ros des polyn6mes Q,~ sont ~quidistribu~s (au sens de H. Weyl) 

dans les diff~rents secteurs centr~s ~ l'origine. En conclusion, on a obtenu le r~sultat 

suivant, concernant la famille (Q~). 

THI~ORI~ME 9. - -  Soit Q,~(z) la suite des polynSmes ddfinie it l'aide de la relation it 

trois termes: 

Qn+l(z) = (z + a n + l ) Q ~ ( z ) + Q ~ _ l  (z), 

Q_l(z)  =0 ,  Q0(z) = 1. 

Alors le cercle unitd { Iz l=l  } est contenue dans l'ensemble des valeurs d'adhdrences 

des zdros des Q~. De far plus prdcise, pour n assez grand, les zdros de Q,~ sont 

dquidistribuds dans les diffdrents secteurs, et seule une proposition de l'ordre B l o g n  

est hors de la couronne 

{1 loga loga } 
- < l z l < l + - - : a = l o g n  . 

a a 
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Remarque. - -  Les polyn6mes Qn peuvent avoir des z6ros entiers. On peut v6rifier 

que Q10(1)=0 et il serait int6ressant de d6terminer ceux des Q,~ qui sont irr6ductibles 

dans Z[X], et de savoir, lorsque Q~ n'est pas premier dans Z[X], s'il admet un facteur 

irr6ductible de degr6 ~> Cn off C est une constante ind6pendante de n pour n assez grand. 

On conclut cette section par quelques remarques : 

(1) Posons pour simplifier d~+l=L(zn), n>~O. Alors 

= a +lz Izl > 1. 

n~>0 

On d6finit la fonctionnelle analytique T par la formule 

n~>0 

c'est-~-dire que T est la fonctionnelle h support l'origine : 

T = ~ - ~  ( - 1 ) "  n! d'~+lS(n) 
n ) O  

off fi est la distribution de Dirac. Alors 

(T,z  n)=dn+a, n~>O, 

et la transformation de Fourier-Laplace de T e s t  justement 

izl 1. 

On peut montrer que comme :~, T a certaines propri6t~s d'orthogonalit6 pour la famille 

de polyn6mes (Qn). A cette fin, on axiopte les notations de [JT, p. 249 et suivantes]. On 

6crit le d~veloppement en fraction continue de :~(z) de la mani~re suivante : 

kl k2 k3 

Z + l l  - z + 1 2 -  z + 1 3  "'" 

avec k n = - l ,  n~>2, k l=l  et l==~n off la suite (c~n) est la suite de pliages de papier 

d6finie au d6but du w On applique la formule 7.2.4t de [JT] pour 6crire 

dl d2 ... dn dn+l 

d2 d3 ... d,~+l d=+2 

Q~(z) = 1 : . : "" 

dn d,~+l " "  d2n-1 d2n 

1 z . . .  Z n - 1  Z n 
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oh H (1) est le d6terminant de Hankel (d'ordre n) associ6 g ~(z). I1 est non nul par le 

th6or~me 7.14 de [JT]. En outre, Qn (z) = z n + bn, 1 z n -  1 +. . .  + bn,n avec des coefficients bn,j, 

l<.j<~n, donn6s par les formules 7.2.20 de [JT]. Ceci dit, on peut v~rifier ~ p%sent que 

{T, QmQn}=O si m#n. Si O<~j<~m<n, 

d l d2 ... dn dn+l 

d2 d3 ... dn+l dn+2 
1 : . .  : 

(T, z ,  Qn(z))  = 

d~ d~+l ... d=n-1 d2,~ 

dj+l  dj+  ... dj+n d +n+l 

I1 en r6sulte les ~galit~s (T, zJQn(z)}=O, O<~j<~n-1, et par suite (T, QmQ~)=0 ,  men. 

Par  contre : 
/(1) 

+1 
(T, Q b  = (T, z "Q,d  - H((1) 

Les formes lin~aires T, L coincident sur les polyn6mes ; les calculs precedents montrent  

par  exemple que H 0) - ( - l ' ~ n H  (1) n + l - - k  ] n �9 

(2) Notre seconde remarque est de nature plut6t fonctionnelle et ayant trait  ~ la 

notion de dualit~ de K5the. On se r6f'ere ~ [BG] pour les d~tails sur cette notion. On note 

K le disque unit~ ferm~ et on d~signe par H(K) l 'espace des fonctions holomorphes au 

voisinage de K ,  muni de  la topologie limite projective induite par l'~galit~ : 

H(K)= (7 H(fl) 
KC~ 

oh [2 est un ouvert quelconque contenant K et H([2) est l 'espace des fonctions holo- 

morphes dans ft. La fonction ~(z) est une fonction holomorphe hors de K ,  s 'annulant  

l'infini. Elle d6finit une forme lin6aire continue SEH'(K) sur l 'espace H(K) et ceci de 

la mani~re suivante. Si f E H ( f t ) ,  KCft, on pose 

1 L {S, f} = ~ :~(z)f(z) dz 

off "y est un lacet contenu dans ft, entourant K et d'indice 1 par rapport  ~ K .  On montre 

que S est bien un ~Mment de H'(K). Par  suite, si e > 0  et si Ke={[z]<~l+e}, alors par 

le th~or~me de Hahn-Banach,  il existe une mesure #~ ~ support  dans K, ,  telle que : 

/K O~On d#e = (-1)nSm,n, 
E 

et notre but consiste ~ ~tudier ce que devient cette ~galit~ lorsque ~ tend vers z~ro. 
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4. Etude de la s~rie X(Z), l'~quation (ED) 

Nous avons vu dans la section pr~c6dente qu'il y a trois approches h la r6alisation de 

l 'orthogonalit6 des polynSmes Qn(z), n>~O. Le but de la pr6sente section est de ren- 

dre possible une construction effective de cette orthogonalit6. Nous allons ~tudier, sous 

plusieurs angles, la s~rie enti~re X(Z)=~-~n~>0 z 2" et surtout  son comportement  au bord 

de son disque de convergence I z[ < 1. 

On trouve dans la li t t6rature quelques r6sultats sur cette s~rie en relation avec les 

questions de representations conformes. Soient D--{ iz  I < 1} et B l 'espace de Bloch, c'est- 

h-dire l 'espace des fonctions f analytiques dans le disque, telles que : 

sup(1- lz l2) l . f ' ( z ) l  < + ~ .  
z 

De m~me, on d6signe par H 2 et BMO les espaces habituels de Hardy et celui des fonctions 

h oscillation moyenne born6e sur le disque. I1 est montr6 dans [Ga, p. 282] que : 

(i) BMONH2CB, 

(ii) X(z)EB, X(z)q~BMONH 2. 

Le fait que X soit un 616ment de B e s t  un ph6nom~ne g6n6ral: toutes les s6ries 

entibres lacunaires 

f ( z ) = E b k z q k  , q>~2, Ibkl<~ l, 
k>>.O 

ont cette propri~t6 [Pom]. 

Notre approche i c i e s t  diff~rente de celles qui viennent d 'etre rappel6es. Elle va 

utiliser le fait que X(Z)=~-~k>>. o z 2k v6rifie une 6quation fonctionnelle et est solution d 'une 

6quation diff~rentielle d 'ordre infini. On a clairement : 

X(z)-x(z  2)=z, [z 1<1. (EF) 

Pour d6terminer l '6quation diff~rentielle d 'ordre infini satisfaite par la fonction X on 

rappelle tout  d 'abord  quelques notions. Soit (An)~>0 une suite croissante de nombres 

positifs telle que : 
n 

lim = A 
n---~ -{-OO ~ ~ 

Le produit  infini [Be, p. 267] 

C(z) = 1 - ~  

d~finit une fonction enti~re paire de la variable z, de type exponentiel A. En d 'autres  

termes pour tout e>0 ,  il existe une constante C~ >0  telle que pour tout  z c C :  

IC(z)l ~< C~e (~+~)lzl. 
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Si A n : 2  n, alors A = 0  et la fonction C(z) est alors de type exponentiel nul. Dans ce cas, 

si on consid~re le d~veloppement en s@rie enti~re de C(z) : 

C(z) :- ~ a2kz2k~ z E C~ 

k>~O 

alors pour toute fonction g holomorphe pour Iz-zol <h, h>0,  la s@rie 

C(z)  = ~ a~kg(2k~(z) 

k>~O 

est convergente et d@finit une fonction holomorphe dans le m@me disque Iz-z01< h. On 

pent donc d@finir l 'opSrateur diff@rentiel d'ordre infini 

(dT  C( V) = ~-~. a2k \ ~z ] , 
k~O 

qui envoie les fonctions holomorphes dans un disque en fonctions holomorphes dans le 

re@me disque. On peut obtenir la m@me fonction G par cet autre proc@d~ : 

C(z) =n 1 ~ Tz~ g(z) 

A la fonction X, on associe la fonction X,  donn@e par la s@rie de Dirichlet suivante : 

x(~)  = x(z)  (z = e-c,  ~ = ~+ i t ,  ~ > o) 

= ~ e  -2"~ (Re~>0). 
n~>0 

Alors l'@quation diff@rentielle d'ordre infini ~ coefficients constants est tout  simplement : 

C(D)X(~)=O, Re~ >0 .  (ED) 

Pour terminer ces remarques, ajoutons que d'apr~s les th@or~mes classiques de Fabry 

( l imk~+~ k/2 k =0) ou seulement de Hadamard (limk--++~ 2k+1/2 k =2 > 1), le cercle unit@ 

{Iz l=l}  est une coupure analytique. Notre objectif est d 'obtenir un r~sultat plus fort 

comme cons@quence des 5quations (EF) et (ED) (voir la remarque ~ la fin de cette 

section). 

THI~ORI~ME 10. (i) Toute fonction f ,  ddfinie sur [0, 1[, continue en 0 et solution 

de l'dquation (EF) coincide ndcessairement avec X(x)+ f(O), 0~<x< 1. 
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(ii) Toute solution f de l'dquation (EF), holomorphe dans le disque unitd et holo- 

morphe au voisinage d'un point zo, ]z0]=l, est ndcessairement holomorphe au voisinage 

du cercle unitd {]z]=l}.  Par suite le cercle unitd est une eoupure analytique pour la 

fonetion X(Z). 

(iii) Toute solution holomorphe f de l'dquation (EF) dans D* = D \ { 0 }  telle que la 

fonction F, F(~)=f(z) ,  z=e -~, vdrifie l'dquation (ED) coincide ndcessairement avec la 

fonction X(Z) dans D. 

(iv) Toute solution f de l'dquation (ED), holomorphe dans un ouvert 12, qui ne se 

prolonge pas analytiquement au voisinage d'un point zo situd sur le bord de ~, ne se 

prolonge pas quasi-analytiquement au voisinage de zo. 

Preuve. - -  (i) On ~crit tout  simplement que pour tout  entier m > 0  et 0 ~ x  < 1 : 

I(x) 

et on fait tendre m v e r s  +oc. 

(ii) Supposons que f est holomorphe dans un petit  disque ouvert Do centr~ en Zo, 

Izo[=l. Par la d~composition de (i), f(z)=Pm(Z)+gm(z), Pm est un polyn6me et gm est 

holomorphe dans Do. Or 9m(Ze 2i€ k ~tant un entier quelconque, donc 9m 

est holomorphe dans Do, D1,..., Dm-a off chaque D j,  l ~ j ~ m - 1 ,  est obtenu ~ partir  

du precedent par rotation. S i m  est pris assez grand, DoUDIU...UDm est un ouvert sur 

lequel f est holomorphe et qui contient une couronne de la forme {~< ]z] < 1/~: 0 < ~ <  1}. 

Si X ~tait holomorphe au voisinage d 'un point Zo, ]Zo]=l, le rayon de convergence de la 

s~rie repr~sentant X serait sup~rieur ~ 1, ce qui est impossible. 

(iii) La fonction F(~) est holomorphe dans le demi-plan Re~>0  et est solution de 

l'~quation C(D)F(~)=O. D'apr~s un th~or~me de Ritt [Ri], F admet un d~veloppement 

uniform~ment et absolument convergent sur les compacts de {Re~>0} de la forme : 

= + 

n>~O n~>O 

avec a~ E C, b~ E C et Re ~ > O. Par consequent 

0<lzl<l. 
n~>0 n~>0 

L'6galit~ f ( z )= f ( z~ )+z  montre que a n = l ,  bn=0 pour n~>0. 

(iv) Ce point exige certains d~veloppements et on se r~f'ere ~ [Se] pour ce qui suit. 

Consid~rons la fonction enti~re 7r de type exponentiel nul d~finie par : 
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Alors C(z)=Tr(z2). Soit n(r) le nombre de z6ros de la fonction 7r dans le disque de centre 

0 et de rayon r. On a n(r)<~logr/ log2+l  pour r~>l, et n ( r ) = 0  pour 0~<r<l .  On peut  

donc @crire, grhce ~ l'in6galit@ de Jensen : 

logl~(z)l~<j~ t Jr t 

f r log 2+log t _. f+oo log 2+log t 

<~Jl tl-~g2 cl t+rj l t  ~---t log2 dr, I z l = r ,  

ce qui montre : 

log I~(z) l = O((log Izl)2), 

log IC(z) l= O((log Izl)2). 

La fonction C(z) appart ient  donc h ce qui est appel@ la "classe normale" de [Se]. Ceci 

@tant, revenons h la preuve du point (iv). Le th@or~me du prolongement des solutions 

des op@rateurs diff@rentiels d 'ordre infini de [Se] dit que si f~ est convexe, alors toutes les 

solutions u, holomorphes dans f~, de l'@quation C(D)u=O se prolongent holomorphique- 

merit k un ouvert ~, maximal  convexe, tout en restant solutions de la m~me @quation. Ce 

th@or~me du prolongement dit aussi comment construire ~ ~ part ir  de l 'ouvert gt et de 

la foncti0n caract6ristique de l'op@rateur diff@rentiel C(D) ,  c'est-h-dire la fonction C(z). 

I1 va avoir la forme d 'une bande verticale : 

~ 2 = { z E C : a < R e z < b } ,  f~C~2. 

Maintenant,  un th@or~me de Polya [Poly] dit que si u est une solution holomorphe de 

C(D)u=O, alors son domaine d'existence est convexe, donc ce qui pr@c~de concernant le 

prolongement s 'applique puisqu'on peut  supposer l 'ouvert  f~ du point (iv) convexe sans 

diminuer la g@n@ralit@. L'ouvert  ~ ci-dessus a la propri@t@ que routes les solutions u, 

holomorphes dans f~, de C(D)u=O se prolongent h ~. Mais si l 'on consid6re une solution 

u0 qui est holomorphe dans f~, il se peut  qu'elle se prolonge au-delb, de ~ !  De toute 

fagon, le point z0 est sur la fronti~re de ~. Pour fixer les id@es, supposons que Re z 0 = a ;  

alors la solution f @voquSe dans le point (iv) ne va p a s s e  prolonger analytiquement au 

voisinage d 'aucun point de la droite Re z=a.  On va montrer  qu'elle ne se prolonge pas 

quasi-analytiquement au voisinage de z0 non plus, c'est-~-dire qu'on ne peut  pas trouver 

un segment horizontal de la forme : 

A = {Im z = yo : -Co < a < Re z < l~ < +c~, a < a < ~ } 

sur lequel existe une fonction F(z) ,  ind@finiment diff@rentiable, appar tenant  ~ une classe 

quasi-analytique C{Mn}  telle que f ( z ) = F ( z ) ,  z E A  et Re z>a.  A cette fin, on introduit 
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selon [Be] l'indice de condensation de la suite (An)n>~o, An=2 n. I1 est d6fini par : 

- -  1 1 . 

6 =  lim log 

Un calcul direct montre que pour la suite A,~--2 n, on a ~--0. On peut aussi faire appel 

au r@sultat g@n6ra] ([Be, note II]) selon lequel ~--0 dbs que : 

n 
J i m  ~-~n----0 et lim ( ~ n + l - - ~ n ) > 0 .  

n---*-~cx~ 

Pour conclure on utilise un crit~re @tabli par Leont'ev dans [Le, th6or~me 1]. Ceci ach~ve 

la preuve du th6or~me. 

Afin d'6tudier le comportement au bord du disque unit6 de notre fonction x(q), on 

cherche une autre solution particulibre de l'6quation (EF). (La variable z sera d6sormais 

not@e q pour respecter un certain usage.) Plusieurs d@marches sont possibles. Une pre- 

miere m6thode consiste h partir  de la fonction x(q) elle-m6me et y effectuer des transfor- 

mations plus ou moins formelles, en proc6dant par (z@ta)-r6gulaxisations, et c'est ainsi 

qu'on aboutit  h cette solution remarquable de l'6quation (EF) : 

xo(q)=~-~n!(2n_l) log - - ~ l o g  log , 0 < q < l .  
n~>l 

La fonction x(q)-Xo (q) est solution de l'6quation fonctionnelle homogbne (EFo) : 

f(q2) _-- f(q) (EFo) 

dont toutes les solutions sont connues. Ce sont des fonctions p@riodiques de la variable 

log log 1/q, de p@riode log2. Pour d6terminer la fonction p@riodique X-Xo, on proc6de 

comme Hardy [Ha2], en observant cependant qu'il y a moyen de d@velopper une formule 

sommatoire assez g6n6rale pouvant s'appliquer ~ des s6ries telles que : 

x~(q)=~--~e~q2~, e n e { - 1 , 1 } , 0 < q < l ,  

n)O 

pour certains choix des en. Dans la suite, on d@signe par S u n  ensemble discret contenu 

dans l'axe imaginaire iR.  

THI~ORkME 11 (premier th@or~me de d6composition). Soit 

~: N--+ C + = { z E C : R e z > 0 }  
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une suite telle que pour ~n=d-1, la sdrie de Dirichlet 

= E 
n>~O 

converge pour Rez>0 vers une fonction holomorphe. On suppose que cette somme se 

prolonge analytiquement 5 tout C - S ,  OES, et que les points de S sont des pSles sim- 

ples sauf eventueUement l'origine qui est un p6le d'ordre k. On suppose enfin, que ce 

prolongement notd encore ~ vdrifie l'estimation suivante : Pour tout e>0 et tout 

- c ~  <<. a < Re z < b<O 

on peut trouver C~>0 telle que : 

Alors avec S*=S\{0} : 

E ~ne--~(n)= E (--1)m 
m! 

n~>0 m>0  

ou O < a < R e z < b < + o o  

a <<. Re z <~ b. 

1 d (k) 
- -  { ~ ( - m )  + ~. lira ~ ~ (uk+l r F(u) ) 

+ E F(2ikTr) aes(r 

zk  C S* 

Preuve. - -  Elle est standard. La formule d'inversion de Mellin : 

e-  u 1 fk+ioc 
= F( z )u -Zdz ,  k>0 ,  R e u > 0 ,  

2i7r Jk- i~  

donne grs aux hypotheses faites : 

E ~ne-~(n ) I f  k+i~ ---- F(z)r dz. 
2i~r Jk- i~  

n~>0 

Ensuite, on d6place le chemin d'intdgration vers la gauche. 

COROLLAIRE 12 (Hardy). - -  On a pour 0 < q < l  : 

(i) 

1 7 1 k~ez i, 2k i~r , r l  ~}2k~./log 
x (q )=x~  log2 ~ - ~  V ~ - ~ ) ~ o g -  

o~t ~ est la constante d'Euler ; 
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(ii) 

E (-1)nq2" 

n~>0 

( -1)  ~ (log 1//q) " 

= E n! " 2n+1 
n>~0 

_t_ 10~ E F ( (2k-f-1)i7r'~ ,,  ;)(2k+l)i~r/log2 
) t  ' ~  �9 

Remarque. - -  Dans le point (i) ci-dessus, les fonctions x(q), xo(q) sont deux solutions 

de l'6quation (EF). Leur diff6rence 

1 7  1 / - 2 i k r \ r  1_.~ 2ik~r/l~ 

P(q)--2 log2 t - ~ k e ~  z.Ft  1--~g2 )tlOg--qJ " 

est bien une fonction p~riodique de la variable loglogl/7, de p~riode log2. On peut 
donner des representations ~ l'aide d'int~grales de contours des fonctions x(q), Xo(q) 

et P(q). Si p ( n ) = 2  n log t/q, n)O, alors : 

�9 vs,- 2i~rz,  ( l ) - ~ - ~ e  2 - '~  logq A.~ S = ~--~ ~ ( z )  = n , Rez  > 0, 

n)0 

:et On a avec s163163163 (Figure 2) : 

'L x(q) = ~ F ( z ) ~ ( z )  dz, 

1 L Xo(q) = ~ F ( z ) ~ ( z )  dz, 
o 

1 LluLr(z)(~(z)dz" e_(q) = 

s 

s 

s 

Fig. 2 
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Les exemples du corollnire 12 sont en fait un cas particulier de celui off l'on se donne une 

suite (zn)~>0, ~ valeurs dans {=t=l}, p~riodique de p~riode N>0,  c'est-k-dire e,~+N=en, 

n~>0. Avant d'~noncer un r~sultat g~n~ral, on fixe quelques notations. On pose : 

U = { w E C : w N = I } ,  Q ( X ) = e o + e l X + . . . + ~ N _ l X  N- l ,  ZQ={WEU:Q(w)r  

On peut donc 6crire, avec un polyn6me Q)(X) qui divise Q(X): 

q(x) Q(x) 
X ' XN--1 ~-Io~e:cQ( -w)  

et par suite, si 1EEQ, alors 0 est p61e double de la fonction 

r(z) (log 1/q)-~Q(2 -z) r (z) (log 1/q),Z~)(2 -~) 
1--2 -Nz 1-Iwe~Q(2 -z -w)  

et tousles autres p61es wEEQ, w # l ,  sont simples. Et si I~EQ, alors 0 est un p61e simple 

de la fonction ci-dessus. 

THI~ORI~ME 1 3 . -  Si (e,~)n>~o 

n < N ,  la sdrie de Dirichlet r 

2'~logl/q, et on a pour 0 < q < l :  

(i) Si I~EQ: 

2" ( - - 1 )  m - 1  

= m !  
n~0 m>O 

est une suite pdriodique de pdriode N,  en=•  0~< 

vdrifie les hypotheses du thgor~me 11, avec ~(n)= 

~)(2 m ) (log ~ T  - ~)(1) 

1 F((2ik~r+logw)/-log2)(log 1/q)-(2ikTr+l~176 

log  E E 
Wt~to 

(ii) Si 1 E EQ : 

2" (-1) m-1 ~)(2m) ( 1 )  m 

x ~ ( q ) = E  e"q = E m! " ' l-Le~Q(2'~-w) logq 
n>/0 rn>0 

( _1"~, (~(1) 1 .  0(1) 1 log log 
2 I-I~oe~Q(1-w ) log2 q] 1-[~e~.Q(1-w ) 

w#l  wr  

_I_ ~._7__. 0(1) ~)'(11 Q(I) 1 

log2 1-1~esQ(1-w ) H~emQ(l_w) +F[ e-"~_o) ) E 1-~ 
wEE, Q 

~:~1 w:A1 w:fil o,,,~ 1 

1 F((2ikTr +log w) / - log  2)(log 1/q) Q(w). 

log2 ~ezqE kEz*E wI-Iw,~Q(2-~_w, ) 

COt ~ LO 
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On observe que le comportement de x~(q), lorsque q tend vers 1, 0 < q < l ,  d~pend de 

Q(1)--r +r  +.. .  +EN- i .  S i dans le pliage de papier, au cours du N premieres operations, 

il y a autant de plis dans un sens que dans l 'autre, alors I~EQ,  et comme l'expression 

( - 1 )  m - i  Q ( 2 ~ _ ~ ) ( l o g  ~ )  m 

reprdsente une fonction enti~re de log 1/q et tend vers 0 lorsque q tend vers 1, on voit 

que le comportement de X~ (q) est oscillant grace ~ la presence du facteur 

1 V((2ikzr+logw)/-log 2) (log 1/q) (2ik~'+l~176 
log2 E ~ ) ( w ) E  - - - - - -  ~e~.Q kCZ* w l-IJ~Q (2-~-w' )  

Tandis que si Q(1) r  on a torsque q tend vers 1, 0 < q < l  : 

x~(q) " 
log 21--[,~e ~zQ(1-w) 

w:#l 

Enfin, on peut ajouter que si (e,)n~>0 est une suite quelconque k valeurs dans {• 

p~riodique ou non, on a pour qEC, 0~<lql<l et Iql tend vers 1 : 

1 
i log log ~ log( i - [qD.  

]x~(q) l ~< x([q]) '~ -log----2 log2 

Remarque. - -  Pour q tendant  vers 1, q< 1, les comportements asymptotiques de x(q) 

et de x(qe -2~k~/2~) sont ~videmment les m~mes car les deux s~ries ne different que par 

un nombre fini de termes. I1 s'ensuit que X n'est born~e dans aucun secteur du disque 

unit~ centr~ k l'origine. 

5. L iens  avec  les fonct ions  th~ta  

Dans cette section, on ~tablit une relation entre la fonction x(q) et les fonctions th~ta 

elliptiques. Ceci r~v~le un certain caract~re modulaire de la fonction X et c'est l'ingr~dient 

pour le d~veloppement de la m~thode du cercle de la prochaine section. L'outil principal 

pour ~tablir cette relation avec les fonctions th~ta est un th~or~me de Jacobi. Pour 

clarifier l'exposition, on commence par un rappel des principales formules sur les fonctions 

elliptiques dont nous avons besoin. Nos principales rSf~rences sur le sujet sont [Ral], [Ha]. 
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Pour 0 < k < 1, on ddfinit 

K(k) K =  ~01{(1-t2)(1-k2t2)}-l/2dt= 
~ / 2  

= JO ( l - k 2  sin2 0)-1/2d0' 

~ 1  ~r /2 (1  - 
K'(k) = {(1-tu)(1-(k ')2t2)}-l /2dt  = (k') 2 sin 2 0)-1/2d0, 

O h  k2+(k')2----1. On a la relation 

1 1 1 2 K -  ) 

off F est la fonction hypergdomdtrique. Ceci permet de ddfinir ces expressions m6me pour 

un nombre complexe k, ]kl<l .  On pose: 

q = e -~KTK = e i€ r = iK~/K, Im r > 0. 

La fonction modulaire A est telle que A(~-)=k 2 et les quatre fonctions th6ta sont d6finies 

comme dans [Ral, p. 166], les sommations dtant sur tous les  entiers : 

Ol(V['r) = --i ~ (--1)n q(n+ l/2)2e(2n+ l)rriv, 

O2(v[~') = ~ q(n+l/2)2e(2n+l)'iv, 

O3(VlT ) = ~ q'~2e2'~in", 

O4(vlT ) = ~-~ (-1)n qn:e 2i'nv. 

Ce sont des fonctions holomorphes de v, I m v > 0 ,  de la fonction O3(VlT ) en translatant 

la variable v. On pose plus simplement : 

02(q) = 02(01~-), 03(q)=O3(OIT), 04(q)=O4(OlT). 

Les liens entre les fonctions th~ta et les fonctions K, K ' ,  k, ... sont par exemple donnds 

par : 

= 0~(q), = 04(q), = 04(q)=04(q)+O~(q). 

Ceci termine notre forrnulaire sur les fonctions th6ta. On peut dnoncer ~ prdsent les 

relations de Jacobi. Elles relient la fonction x(q) aux fonctions introduites ci-dessus. On 

les trouve dans Jacobi [J, p. 161, 162]. 
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THI~ORI~,ME (de Jacobi). - -  On ales cinq dgalitds suivantes : 

3 _ 4 n  3_8n l~ql6n }. (a) l o g k = l o g 4 v / ~ - 4  E '  ~ {q._aq2._.gq - g q  ___ -.. .  , 
n 

! 
(b) l o g 2 K = 4 E  al(n){q"-q2"~-qan-qS"-ql6n-. . .};  

7~ n 

4K 2 
(c) ~ = 1+8 E j al(n){q~+3q2'~+3qan+3qS'~+3ql6n+...} ; 

{2k 'K~ 2 
(d) ~ - ~ - )  =l+8E'al(n){-qn+3q2n+3q4n+3qSn+3q16"+.. .};  

4k'K2 -- 1+ 8 E '  al (n){-q2n + 3q4n + 3qSn + 3q16~ +3q32,~ +... }, (e) 

oi ~' ddsigne la sommation sur les hombres impairs n, et ai(n)  ddsigne la somme des 

diviseurs de n. 

La preuve des 6galit~s consiste ~ partir des d~veloppements en s~rie de Lambert.  

On parlera dans la prochaine section de ces d~veloppements. Celui de 4K2/~r2= O](q) est 

donnd par [Ral, p. 198]: 

mq____~ ~ m_q2m 
O](q) = l + S  l _q2  m - 8  E ( - 1 )  TM _u2m 

m = l  m = l  (1) 

mqm 

= 1 + 8  E l+(_l)mqm" 
m = l  

La formule (e) s'obtient en d6veloppant en s~ries de puissances le d~veloppement en 

s6ries de Lambert. On peut 6erire la formule (e) comme suit : 

!(O](q)+16F(q) = E ' a l ( n ) x ( q n ) ,  [q[ < 1, 

av~c 

F(q) = E'Crl(n)q n. 

O r  

04(q) = = 16F(q), 

et tenant compte de l'6galit~ 

O] (q) = 04 (q) +04 (q) 

E ' a l ( n ) x ( q  n) = ~(20~(q)-O4(q)- l), 

il vient : 

et comme 04(-q)=O3(q), on a finalement l'~galit~ fondamentale : 

E ' O . l ( n ) x ( q n ) _ =  1 4 ~(293(q)-9](-q)-l). (2) 
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THI~OI~EME 14 (second th~or~me de d~compos i t ion) . -  Soit g la fonction multi- 

plicative dgfinie par : 

g(1)----1, g(2~)=O, a>~l ,  g(p)=-( l+p) ,  g(p2)=p, g(pa)=O,  

pour a>~3 et p>~3 premier. Alors pour ]q[<l : 

x ( q ) = E ' g ( n ) ,  x,204,qn, 04, n, 1" ~ 3~ ) -  3~-q ) -  ) (3) 

o~t ~1 dgsigne la somme sur les entiers impairs. La somme dans (3) est absolument 

convergente. 

Preuve. - -  La fonction ~ de Riemann v~rifie les ~galit~s pour Re s > 2 : 

~(8)r O'l(n-''~) O'l(n)~-~ E d' r  I I  ( 1 - 1 ~ - 1 "  
u s 

n~l din p premier \ P / 

Comme 

on a pour Re s > 2 : 

E '  --1 = ( l_2_s) r  
U s 

(1--2--s)(1--2-s+l)r162 ( E '  ~ ) ( E '  n~-l ) : E '  5rl(n)ns 

Cette derni~re ~galit~, jointe ~ la formule du produit infini permet d'~crire : 

1 l + p +  p -1 
E'al(-~ n ) -  H ( 1 - ~ ) - 1 ( 1 - p ~ 1 - 1 )  - 1 =  r I  k -  pS ~-~) " 

p/~3 p~3 
p premier p premier 

La fonction g du th6or~me, prolong6e ~ tousles entiers par l'6galit6 g(mn)--g(m)g(n) 

s i m  et n sont premiers entre eux, satisfait donc ~ la relation : 

E ' g(__n) H ( 1 -  I + P  + p - ~ ) "  
n ~ pS 

n~l p~3 
p premier 

De plus g est l'inverse de al pour la convolution des fonctions multiplicatives : 

1 si m = l ,  

E a l ( d ) g ( m / d ) =  0 si m >  1, impair, d[m 
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et par  suite si on a une relation de la forme 

~-~f a,(n)f(q n) = F(q) ,  

alors 

d'ofi le th6or~me. 

~-~fg(n)F(q=)=f(q) 

On conclut  cet te  section par  quatre  remarques  : 

(a) Ig(k)]<~k 2 pour  tou t  entier. 

(b) Si # est la fonction de MSbius, on a l'~galit~ 

Z -o. 
n 

n~>l 

Par  cons6quent 

g(k) 
k2 - -0  

et la relation (3) dit que la fonction x(q) est une sorte de moyenne des valeurs prises en 

les diff6rents qn par  des fonctions t?a(q) et O~(-q) qui sont F0(4)-modulaires  de poids 2. 

(c) La  s~rie de Dirichlet 

g(n)n-" 
n ~ l  

converge pour  Re s > 3 sous l 'hypoth~se de Riemann.  

(d) Tout  comme pour  034 (q), on peut  donner  un d6veloppement  en s6rie de Lamber t  

pour  la fonction x(q), [q[ < 1. On  sait en effet que pour  [q] < 1 ! 

q 2~ _ q 

~--~ 1 - q  2~+~ l - q "  
i~>O 

On en d6duit que : 

x(q)= ~_~,#(n ) qn 
1 - q n  " 

6. M ~ t h o d e  d u  c e r c l e  

C o m m e  il a 6t~ dit dans l ' introduct ion,  le probl~me est d '~tudier  les limites lorsque r---~ 1 

des fonctions d6finies pour  r < l  et r > l  respect ivement  : 

Xr(O)= x(re i~ et ~r(O)= ~(rei~ 

x(re i~ = ~ r2'~e i2'~o e t  ~(re i~ = ~ r-2~e -i2"O. 
n>~O n>~O 
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Les fonctions X~, X~ ddfinissent des distributions sur le cercle unitd et nous allons ddter- 

miner l'hyperfonction limite ou m~me la distribution en prdcisant les espaces fonctionnels 

sur lesquels elle op~re. Notre mdthode est basde sur la relation entre la fonction x(q) et 

la fonction 03, donnde dans le thdorbme 14 de la section prdcddente. Elle utilise les iddes 

de Hardy [Hall dans son dtude sur les sommes de carrds et les iddes de Rademacher dans 

son dtude sur la fonction de partition. D'ailleurs, on peut exprimer la fonction des pliages 

de papier x(q) 50 l'aide de la fonction de partition : 

1 
f(x) = 1+ E p(n)x n = (l_x)(l_x2)(l_x3) ..., Ixl < 1, 

n ~ l  

est ceci de la manibre suivante : 

La fonction ~ta de Dedekind est ddfinie par : 

I I  Imp>0. 
m = l  

Si x=q2=e2iTrr~ alors : 

xl/24 =ql/12 fi(l_q2~) 
f(x) 

m = l  

et grgce 50 la formule de triple produit de Jacobi pour 03 : 

on arrive 50: 

oo 

O3(q)=II (1 -q~ . ) ( l+q2 . -~)  2 
n = l  

03(q) = f(_q)2'f(q2) 204(q)-O4(-q)=f(q2)4 { f(_q)S2 f(q)sl }, 

ce qui permet d'exprimer la fonetion x(q) 50 l'aide de la fonction f .  

Suivant Hardy, Hardy-Littlewood [Hall, on pose q=~e 2iTrh/k et on a:  

k c~ 

O3(q) = 1+2 Z r 
j = l  /=0  

(x) 

= 1+2 Z e2i~j~h/k E 4(tk+J)~' 
l~<j~<k l=o 

et ainsi on a l e  comportement suivant asymptotique : 

,--Sh,k /, 1~ -1/2 
Oa(q) ,~, vTr ~ -  ~,log ~ )  (r 1) 
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011 Sh, k e s t  la somme de Gauss : 

Sh, k -~ 

Et si sEN* et f~(q)=O~(q), alors : 

E e2i~j2h/k. 

f~ (q) ~ ~s/2 log 

avec la convention suivante : Si Sh,k =0 (par exemple si h--2 (mod 4)), alors : 

f s ( q ) = o ( l o g ~ )  -s/2. 

La fonction fs (q) est relide au probl~me de Waring par l'identit6 : 

5 @  = O~(q) = 1+2 ~ r~(n)q n 

n=l 

off rs(n) est le nombre de repr6sentations de n e n  sommes de s car%s. On introduit la 

fonction polylogarithme : 

L i ~ ( z ) = E  n-~z'~' Izl < 1. 
n ~ l  

C'est une fonction ~l~mentaire s i s  est un entier n6gatif. 

D'apr~s ILl, p. 139] on a:  

0~ z)~ Ilog zl < 2~. Li~(z) = F ( 1 - s ) ( -  logz) s - l + E  ~( s -n )  r ( n +  1)' 
n~>o 

Par cons6quent si on d6finit la nouvelle fonction 

lis(Z) = E nS/2-1zn' Iz] < 1, 

n/>l 

la fonction li~(z)-r(�89 1/z)-~/2 est une fonction ana]ytique et uniforme au voisi- 

nage de z= 1. On consid~re l 'approximation 

,ffsl2 ( S _ ~ ) s  7~sl2 / o  \s 
I Oh,k ~ li " e -2iTrh/k~ 

Sh,Kq) = r(�89 ) lis(r -- ~ ~--~--)  ~(q ) 

qui a la propri6td que lorsque q tend v e r s  e 2ivh/k : 

fh,k (q) ~ fs (q), 
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c'est-/~-dire que fh,k(q) imite f(q) au voisinage de e 2i'~hlk. On introduit finalement la 

fonetion : 

Cs(q) = 1+ E fh,k(q) 
h,k 

qui s'dcrit pour ]q]<l : 

Cs(q) = 1 + ~ ( ~  ) h E  k n=lE nS/2-1e-2i'rnh/kqn" (4) 

0 s Dans l 'oeuvre de Hardy, l 'hypothbse 5~<s~<8 est cruciale pour montrer que Cs(q)= 3(q), 

Iql<l. L'hypoth~se 5 4 s  assure l'absolue convergence de la sdrie (4), afin de permuter 

les sommations et d 'aboutir  ~ une certaine expression disant que r est une forme 

modulaire de poids 2 pour le groupe F0(4), tout comme O~(q). L'hypoth~se s~<8 montre 

enfin que le quotient r est dgal t~ 1. 

Si s=4,  la ddmarche prdcddente ndcessite d'autres justifications pour prouver que 

r = 84(q), [q[ <1. On combine les rdsultats de Mordell [Mo], Bateman [Ba] relatif au 

cas s = 4  dans l'dnoncd suivant : 

THI~OREME 15. - -  On ales identitds suivantes, q=e ~'~, I m T > 0 :  

(i) 04(q)=r ; 

(ii) 04(q)=1-t-2 ~n~>~ r4(n)qn=r 

(iii) r4(n)=~r2n ~k>~l ~(h,k)=l(Sh,k/k) 4e-2~'~h/k ; 

(iv) r4 (n )=8  EdIn,4id d; 

(V) 17r2r 1 2 4 1 2)(_l)k/(h.kT)2. gTl" 03(q)= ~ Ek/>l Eh=k+l(mod 

On commence par quelques remarques afin d'dclairer ce qui va suivre. 

(1) Si on 6tait seulement interess6 par la distribution des singularit6s de la fonction 

O](q) sur le cercle unitd, on pourrait utiliser les ddveloppements en sdrie de Lambert  

(relation (1), w 

034(q) = 1+8 E mq~ 
ra=l 1-+ ( -----~-)ra qm " 

Elle explique pourquoi le cerele unitd est une coupure analytique pour O](q), et elle 

entraine la relation (iv) du thdorbme ci-dessus. Elle n'est par contre pas tr~s commode 

pour donner la partie singuli~re de O](q) en un point e 2i~rh/k. 

(2) Dans sa lettre ~ Poincard, Mittag-Leflter [Mi] expose la mdthode de Fredholm 

utilisant le thdorbme de Cauclay-Kowalevska, pour montrer que les sdries tfiSta 

oo  

~( t , u )=Ee~2 t+~ ,  R e u  < 0, 

p ~ 0  
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sont continues, ainsi que leurs d~riv~es sur l'axe imaginaire, mais que cet axe imaginaire 

est une coupure analytique (voir plus loin, th6or~me 16). 

(3) Dans [Ka], M. Kac interpr~te de mani~re absolument remarquable les r6sultats 

de Hardy (5~<s~<8) ~ l'aide de ta presque-p6riodicit6 de Bohr et obtient d~j~ l'~galit~ (iii) 

du th6or~me ci-dessus dans le sens suivant : 

Soit 3'(n) l'entier d~fini par 2~(n)ln, 2~(n)+l{n, c'est-s que 3,(n) est le hombre 

a qui intervient dans la suite des pliages de papier (s ,)  (voir Introduction). M. Kac 

interpr~te le point (iv), dfi ~. Jacobi, du th~or~me 15 sous la forme : 

r4(n) l+2w2(n) X-~ ~03(n) 
8 /_., n 2"y(n) +1 - 1 3 

j = l  

o~ w j ( n )  est 1 ou 0 suivant que j divise n ou non. M. Kac montre que (r4(n)/n)n>>.l 

est une suite presque-p~riodique B 2 (au sens de Besieoviteh), et que l'~galitfi (iii) du 

th~or~me precedent est ~ prendre au sens B 2. De cette fa~on, 034 et ;~ sont d6termin~es 

par les limites radiales aux points rationnels sur le cercle. 

On reprend l'~galit~ : 

r = 1+~--~ ~ l is(qe-2i~rh/k) - 

k=l( 1 

Pour s=4,  la fonction li~ est ~l~mentaire mais on lui applique un principe g~n6ral dfi 

Wigert [W]: Si P e s t  un polyn6me, la s~rie enti~re ~n>~0 P ( n ) z  '~ se prolonge analy- 

tiquement ~ C \ { 1 } en polyn6me de 1 / ( 1 -  z), et inversement. Le prolongement est donn~ 

successivement par : 

P(n)z n, Izl<l, 
n ) 0  

(1) 
Q , z r 1, Q ( x ) � 9  

- y ' ~  P ( - n ) z  - n ,  Izl > 1. 

n>/1 

Dans le cas qui nous int~resse, la fonction li4(z) est donn~e dans C\{1} par: 

li4(z) = ~ n z  n, Izl < 1, P ( X )  = X ,  

n ) l  

z 1 1 

l i , ( z )  = (l_z)------ - (l_z)---- 

li4(z) = ~ n z  - n  =- li4(1/z), Iz I > 1, 

n ) l  

z T ~ l ,  
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et ainsi Q ( X ) = - X + X  2. Par  suite si f est une fonction holomorphe au voisinage du 

disque fermd K,  et si ~/est un lacet d'indice 1 par rappor t  ~ K,  on a :  

1 ~ 1 ~ f ( z )  1 ~ f(z) dz=f (1)+f ' (1) .  
2i7r f(z) li4(z) dz = ~ 7 - 1  dz+ ~z~ ( l - z )  2 

En d 'autres  termes li~, agissant sur les fonctions holomorphes au voisinage de K ,  reprd- 

sente l 'hyperfonction (fi-5~ sur le cercle. On a ainsi les rdsultats suivants : 

THI~OREME 16. - -  On a la ddcomposition en (( dldments simples )) de 04(q) : 

h.~k) h,k li4(qe_2i~h/k). 04(q) = 1+ 7r 2 E ---ff- 
k~>l( , --1 

Cette ddcomposition n'est pas du type Mittag-Lel~er, les points e 2i~rh/k, k>/1, ( h , k ) = l ,  

dtant denses sur le cercle unitd. Chaque point rationnel sur le cercle e 2i'rh/k est un pSle 

double de li4(qe -2i~h/k) (mais pas O~(q)). na fonction 04(q) est ainsi analytique dans 

{Iq l< l}U{Iq l> l}  et comme fonction de la variable T (q----ei~r), la fonction r est 

holomorphe dans C \ R  et y reprdsente une fonction modulaire de poids 2 pour le groupe 

r0(4). 

Ce thdorbme est donc analogue ~ ceux de Rademacher  ([Ral], [Ra2]) et il va nous 

prdciser les fonctionnelles T et L dont il a dtd question au w D'aprbs la remarque (2) 

prdcddente, les fonctions ~(iT, u), R e u < 0 ,  induisent des mesures sur le cercle, mais ce 

n 'est  pas le can de la fonction 03(q)=~(iT, 0), q=e i'r, ou de la fonction x(q). En effet 

les coefficients de Taylor sont formds seulement de 0 et 1, et ne sont pas ul t imement 

pdriodiques, d'ofi le rdsultat grace au thdor~me de Helson ([Ru, thdorbme 3.1.6, p. 61]). Les 

fonctions 03(q), x(q) induisent cependant des distributions sur le cercle car les coefficients 

de Taylor sont ~ croissance lente, et il en est de m~me pour 04(q) car 

lim ra(n) = 6e ~ 
- - , + ~  n log log n 

off "~ est la constante d 'Euler [Ba]. De fa~on plus prdcise, on a vu que 

Ix(q)l~<Clog((1-1q])-l), [q ]< l .  

Alors pour tout m c N * :  

];~(q)[----IX(1/q)[ = O ( [ q [ - 1 )  - '~ ,  [q]--* 1, [q[ > 1. 

Donc la fonction ~ peut ~tre identifide s un dldment ~ de l 'espace B '  de [TW], des dis- 

tributions sur le cercle dont les coefficients de Fourier d'indice positif sont nuls. L'espace 
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B' est le dual de l'espace A m (D) des fonctions C a sur le disque unit~ ferm~ K et holo- 

morphes dans le disque unit~ ouvert D. La distribution ~ agit donc sur les fonctions 

f ( z ) = ~ - ~ , ~ o a ~ z ~ E A ~ ( D )  par:  

( ~ , f > = l i m  1 fo 2~ E d e  = 

r > l  n/>0 

La derni~re s~rie est convergente car f E C ~ ( O D )  et par suite [ak[=O(k -m)  pour tout  

entier positif m. La fonction x(q) induit une distribution X sur le cercle appartenant au 

sous-espace B"  de 7)'(OD) des distributions sur le cercle ayant les coefficients de Fourier 

d'indices ndgatifs tous nuls. De plus I ) ' (OD)=B'@B"  ([TW]). On a la representation 

x(q)----<Xr 1 }, [q [< l .  

THI~OR~ME 17. - -  La sdrie 04(q), ]q[ < 1, induit sur le cercle la distribution, dldment 

de l'espaee B", donnde par : 

Sh, k 2i~h/k ~_eai~h/k~l 
T3 = 7r 2 E ~ -  (e 5e2,~,/~ e2,,~h/k, 

k 2 1  ( h , k ) = l  x -- 

et la sdrie 04(q) induit sur le cercle la distribution, dldment de B", donnde par : 

h~k ) ~h,k e 2 i l r h / k ~  2~,~h/k T2 = ~2 E ~ ( -  -~ " --• '_~2,€ 

k~l(  1 

et enfin la fonction x(q) induit la distribution, dldment de l'espace B"  : 

f Sh,k T T , ,  

p ~ l  k ~ l  ( h , k ) = l  

o~ 

It 21 2ivh/k(~ -- 4i~rh/kcp ~ _4i~h/k~t T~, k = ~e e2~h/k t e  Oe21~h/k }'~-e2i~rh/k~_e2i~h/k -- ~ O e 2 ~ h / k  --  1. 

En consequence, le th~or~me du w s'~nonce comme suit : 

THI~OR~ME 18. - -  Soit (Qn(z))  la suite de polyn6mes vdrifiant : 

Qn+l(z) = (z +an+l )Q~(z )+Q~_l (Z) ,  

= o,  Qo( ) = 1, 

a,~ = ( - 1 )  ['V2]+1 + ( -  1)ns[,~/2], 
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oiz (sn) est la suite de pliages (rgguliers) du papier Alors : 

! n (T,Q~Qm> = ( - 1 )  5~m 

o~ 

p)l k>~l (h,k)=l 
avec 

Th' o { ~ 2 i l r h / k x  - -  4 iTrh/kc!  \ - -  2 i~rh /k~  ~ 4 i l r h / k x !  1 
,k ~ ~k ~ Ue--21~vh/k -]-e O e _ 2 ~ h / k  ) -[-e O_e--2 i~h/k  - -  t; U_e_21~rh/k - -  .t. 

Ce thdor~me constitue la r~ponse au probl~me de ddpart. La relation (v) du th~o- 

r~me 15 permet d'~crire : 

4 ( - 1 )  k = ei,~" 
r  (h q 

k h----(k+l) (mod 2) 

Cette s6rie n'est pas absolument convergente, mais elle le devient si on groupe en- 

semble les deux termes avec h = 2 # - 1 ,  k=2~, et h=2# ,  k = 2 v - 1 ,  respectivement Cela 

montre que r  4 (q) vue comme une fonction holomorphe sur le demi-plan {Ira T >0} 

induit sur la droite l 'hyperfonction 

-~ E ( 1 , 1 ~ 2 n / ( 2 m q - 1 ) } "  
m , ~ e Z ' ~ 5 5 ( 2 n + l ) / 2 m  (2 re+ l )  2 

Nous aimerions conclure sur deux remarques. 

Remarque 1. - -  Dans un article precedent [MS] nous essayions de donner un sens 

~(0) en faisant appel ~ des mdthodes arithm~tiques. Ici nous r~examinons le probl~me 

du point de vue de l'analyse : donner une valeur en 0 h la fonction ~ initialement d~finie 

pour [z[ > 1, ayant la circonf~rence unit~ pour coupure. Or on peut interpreter ~(0) de la 

fa~on suivante : la m~thode du cercle ddvelopp~e ici permet de ((prolonger >> ~ au disque 

unit~ [z[ < 1 par la fonction X- Ainsi ~(0) aurait pour valeur X(0), c'est-~-dire 0. 

A la fin de notre w (voir aussi [MS]), ~(0) ~tait identifi~ ~ la s~rie divergente - ~ -~s~  

dont la somme serait donc nulle. 

Remarque 2. - -  On aimerait d~velopper une ~tude analogue pour les fonctions 

O~(z) = 1 + 2 E  r~(n)z~' [z[ < 1, 

et 

= Izl > 1. 

Est-il possible de pr6ciser la J-fraction continue de 0~(z)? D'~tudier les convergents et 

en particulier de localiser les z~ros des d~nominateurs ? Dans le cas s=4 ,  ces polyn6mes 

satisfont ~ une relation r~currente ~ trois termes qui sont orthogonaux par rapport  ~ la 

fonctionnelle T3. Cette remarque devrait aider ~ analyser de plus pros ces d~nominateurs. 
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