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POINTWIS E  CONVERGENCE  OF  HERMITE- FEJER
INTERPOLATION  OF  HIGHER  ORDER

FOR  FREUD  WEIGHTS

YU ICH I  KAN JIN  AND  RYOZI  SAKAI
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Abstract.  This  paper  is  concerned  with  the  approximation  by  Hermite- Fejer
interpolation  of  higher  order based  at  the zeros  of  orthogonal polynomials  with  respect
to  the  typical  F reud  weight.  We  will  prove  a  convergence  result  for  even  order  and  a
divergence  result  for  odd  order.

1.  Introduction.  The  purpose  of  this  paper  is  to  investigate  the  pointwise

convergence  of  Hermite- Fejer  interpolation  of  higher  order  based  at  the  zeros  of

orthogonal  polynomials  with  respect  to  a  F reud weight  of  the form  exp( —xm)  with  an

even  positive  integer  m.

LetzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q(x) = xm/ 2  and let w(x) =  exp( - Q(x)), where  m =  2, 4, 6 , . . .  . The orthonormal

polynomials  pn(w
2  x)=pn(x)  = ynx

n+   , where  yπ > 0,  are  defined  by  the relation

ί:
These polynomials  were  investigated  first  by  F reud, e.g.  [ F r l ] ,  [F r2],  and  recently

by  many  authors in connection with  approximation  theory. F or detailed  references  and

an  extensive  survey,  readers  may  refer  to N evai  [N e3].

We  denote  the zeros  of pn(x)  by  xkn,  k=  1, 2 , . . . ,  n9  where

X
ln

> X
2n

>
  '  '  '

  > X
nn

Let v be  a positive  integer.  F or a  function/ (x)  defined  on  the real  line R,  the H ermite-

Fejer  interpolation  polynomial  L π(v;/ , x)  of  order  v  based  at  the  zeros  x l n , . . . ,  xnn  is

defined  to  be  the unique  algebraic  polynomial  of  degree  at  most  vn — 1 which  satisfies

L n(y;/ ,  xkn)  = / ( * J ,  fe  =  1, 2, . . . ,  n ,

4 r ) ( v ; / , x J =  0 ,  fe= l,2,...,n,  r = l , 2, . . . ,  v - 1  ,

where  L(

n

Γ)(v;/ , xkn)  is  the r- th derivative  of  Ln(y;/ ,  x)  at xkn.  I t is  known  that,  for  every

n =  1, 2 , . . .  and k =  1, 2, . . . , «,  there exists a unique polynomial hkn(v  x) of degree vn — 1

satisfying
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( ι ι ,  hkn(v;xpn)  = δpk,  p=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  1 , 2 , . . . , « ,

hti(v;xpn)  = O,  p=l92,...,n,  r = l , 2 , . . . ,  v - 1 ,

(cf.  [Na, Ch. I, §4]). Thus the interpolation polynomial Ln(v;/ ,  x) is written in the form

(1.2)  4(v; / , χ )
k= l

Since Ln(v;/ ,  x)=  1 for/ (x) =  1, we  see that

(1.3)  ΣV,(v  ;*)= !•
k= l

We  call Λkπ(v  x)  the fundamental  polynomial  of  Hermite- Fejer  interpolation  of  order
v. We  note that Ln{\ ;/ ,  x) is the Lagrange  interpolation  polynomial.

Pointwise convergence  of Lagrange  interpolation for  the Hermite weight exp( — x2)
was first investigated  by  Freud  [F r3].  Kis  [Ki]  studied  the pointwise  convergence  of
Lagrange  interpolation  for  the  weights  |x|αexp( —x2),  α > - l .  Nevai  [N el],  [Ne2]
discussed  in detail  the Laguerre  weight case.  Recently,  Knopfmacher  [Kn]  estimated
the  order of approximation  of pointwise  convergence  of Lagrange  interpolation for  the
class of  regular  Freud weights which  includes  the weights exp( —xm), m = 2, 4, 6, . . . .

The second  author  studied  in  the series of  works  [Sal],  [Sa2],  [Sa3],  [Sa4]  the
approximation  by  Hermite- Fejer  interpolation  of  order v for  the Hermite weight and
the  Laguerre  weight,  and  he  and  Vertesi  [SV]  studied  the  convergence  of Hermite-
Fejer  interpolation with base at the zeros  of Jacobi polynomials.  In this paper, we will
consider  the  approximation  and  the  pointwise  convergence  problems  of Hermite-
Fejer  interpolation  of  order v for  the  typical  Freud weights exp( —xm), m = 2, 4,  6, . . .
applying  the  method  developed  in the  previous  papers.  We  will  prove  a  conver-
gence result  (Theorem 1) for  even order v, and a divergence  result  (Theorem 2) for  odd
order v.

Let qn  denote the unique positive solution  of  the equation qnQ
f{qn) = n, that is,

Let  C(R) be  the  space  of  continuous  functions  on R. We  define  the modulus  of con-
tinuity  of fe C(R) on an interval  [α, fc] by

ω(/ ;[α , *>];/*)=   sup |/ ( x) - / ( y) |,  ft>0.
\ χ- y\ < h
x,ye[a,b]

We  may  write  briefly  ω(h) if there is no possibility of  misunderstanding.
Our first theorem is a result  on the pointwise  convergence  of  Hermite- Fejer  inter-

polation  of  even  order  v =  2d,  d= 1, 2, ...  for  the weights exp( - xm),  m =  2, 4, 6,... .
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THEOREM  1.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Let  d be a positive  integer.  Then,  there exist  positive  constants  K, K',
K, µ , C  and a number n0  such  that, for  feC(R),

I Ln(2d / , x) -   / (x) I < C exp(dρ(x)) L 2d(x) j c / /   [ -   κqn,  κqn~\  A  log n)

+  n
2d

e- *
ίn
ω(f; [_ - Kq

n
, KqJ  A  log n)  1 +  ω(f  [ - ^ π ,   κ^J  A |  feπ(x)  Al

/ or  xε[- κqn9  κqn~]  and n>n0,  where kn(x) = pn(x)w(x)qjt
12.

I t  is  known  that  there  exists  a  constant  C "> 0  such  that  |fc π (x) |< C  for  xe

[  — κqn, κq^\ and n = l , 2, . . .  (see  [Kn, Lemmas 4.1  and  3.7]).  If feC(R)  is uniformly

continuous,  that  is, ω ( /   R  /ι)  - •  0 (h - * 0), then  we have by  our  theorem

I LJtld f, x)- / (x) I <   C"e
d
*

x
4ω(f;R; -̂ logn

; ; g )
n  J

for  every  xe[  — κqn, κqn2  and n>n0  with a  constant  C "> 0 not depending on x, n and

/ .  Thus, we have the following corollary:

COROLLARY  1.  Let fe  C(R)  be  a  uniformly  continuous function  on  R.  Then,  for

every  M>0,  the  sequence  of  Hermite- Fejer  interpolation  polynomials  of  even  order 2d

converges  uniformly  to fin  the  interval  [ — M, M ] , that  is,

lim  max  \Ln(2d;f, χ ) - / ( χ ) |= 0.
π- >oo  - M< x< M

On  the  other  hand,  for  the  Hermite- Fejer  interpolation  of  odd  order, we  have

a  divergence  result.  Let  An(y  [α, b])  be  the  Lebesgue  constant  of  Hermite- Fejer

interpolation  of  order  v=  1, 2 , . . .  over an interval  [a, b], that  is,

n

A( v  la, bj)   =   ma x  X  | hjy  ; x ) \ .
a< x< bfc= i

Then, we have the following  theorem:

THEOREM  2.  Let  d  be  a positive  integer.  For  a  and  b  with  a<b,  there  exists  a

positive  constant  C such  that

Λn(2d- l;la,bJ)>C\ogn,  n=l,2,....

Standard  argument (cf.  [Ri, Theorem  4.3]) leads us  to the following:

COROLLARY  2.  For  a and b with a<b,  there exists  feC(R)  such  that
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lim sup  max  |zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL n(2d- l;f,  x)\  =  oo .
n- >oo  α < x< b

In  §2,  for  later  convenience,  we  will  summarize  some  known  properties  of  pn(x).

Theorems  1 and  2 will  be  proved  in  §3  and  §4,  respectively.

2.  Properties of  pn(x).  Let

where  yn  is  the  leading  coefficient  of  pn(x) =  ynx
n  +   .

(A)  [BC,  Theorem  4]:  an = [_βnllm~\ , where  β  denotes  F reud's  constant  β =

(l/ 2){π 1/ 2Γ(m/ 2)/ Γ(m+ l/ 2)}1/ m  and,  αΠ =  [j8n 1/ m]  is  the  notation  of  Bonan  and  Clark

[BC,  p .  216],  that  is,  an = βnllm  + O{n~1  + 1/ m)  as  n - κx>.

(B)  [BC, Theorem  5 and  p.  213]:  pf

n(x) = An(x)pn_1(x)- Bn(x)pn(x),  where

m/ 2- l

Λ
n
(x)  =  m  Σ

m/2- 2
B

n
(x) =  m  X

\   I

Bn(x)  = 0  (m =  2) .

(C)  [BC, p.  220]  and  [M h, Proposition  3.5]:

An(χK(χ)  -   (mxm ~
n -n - l

j
(D )  [Kn, Lemma 4.1]:  ( i)  There exists a constant K1  > 0  such  that  x l n

Λ = 1 , 2 , . . . .

(ii)  There  exist  constants  C l 5  C 2 , / c ^ O  such  that  C1qn/ n<xk_ln  —  xkn<C2qn/ n,

n=  1, 2 , . . .  for  xk_ l n ,  - x^ e C - fc ^ ,  i c ^ J .

(E)  [Kn,  Lemma  4.5]:  There  exist  constants  C 3 ,  C 4 ,  κ :2> 0  such  that

C3(Jnί/ 2<\Pn- l(Xkn)\HXkn)<C4q- 1/ 2

9  Λ = l , 2 ,  . . .  for  Xfcw  With  | Xfc J  < K 2 ^ .
Let  x(xn)  denote  the  zero  of pn(x)  closest  to  x.  If  x  is  the  midpoint  of  two  zeros,

then  we  define  x(Xtn)  to  be  the closest  zero  of pn(x)  to  the  left.

(F )  [Kn, Theorem  3.7]:  There  exist  constants  C 5, C 6 , κ3>0  such  that

C 5 1*- *< ». , ) I — ^ 1 / 2 < I Λ W | W ( X ) < C 6 | X - X ( J C , Π ) | —  q- V\

n—  1,2, ...  for  x  with  |x|< κ : 3 ^ π .
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Throughout  the paper,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cl9  C 2, C 3, C 4, C 5, C 6, Kl9  κu  κ2,  κ3  with  subscript  are
always the constants in  the properties (A)- (F)  F °Γ  the rest  of  the paper, the letter C
denotes a positive  constant which may differ  at each different  occurrence, even  in the
same chain of  inequalities.

3.  Proof of Theorem 1.  We  start by  a lemma to prove Theorem 1.

LEMMA  1.  Let  κ = min{κ1,  κ2, κ3}.  Then, there exists <5>0 such that  if  1  <k<n,
*kn£[- K<ln- n Mn-  J  ond *kn~δqjn<x<xkn  +  δqjn,  then

C—qή  "MxJ- x  < I Pn(x) I < C —q~  1/ 2w(xkM)"1  ,
< ln  (In

where C  is independent ofk,  n and x.

PROOF.  Let xe[—κqn,  κ^J. By (B) and (F), we have

I p'Jtx) I w(x) > AJLx) \Pn- ί(x)\  w(x)  - 1  Bn(x)  \ \ pn(x)  \  w(x)

q
n
- i

Since An(x)>Cn/ qn  and | Bn(x) \ < Cn/ qn by (B), we have

n

An,

with  some positive  constants D and D' independent  of k, n and x.
We will show  that  there exist δ' > 0 and A > 0 such  that, for every δ with  <5' > δ > 0,

if  ^ ^ π / «> |x - x ( X M ) | ,  then  \x- x(x,n- 1)\>A(\ - δ)qn/ n.  Let  x(n) be  a  zero  of pB(x)
satisfying  x(n )e[ — κqn_x,  κqn- {\ .  Let y(n— 1) and / ( n — 1) be  the successive zeros  of
Pn- xix)  such  that  y'{n — l)<x(ri)<y(n   — 1). Suppose  that  there exists a subsequence  {«f}
such  that  (̂Wf— 1) — x{n^<&iqnjnh  where εf- ^O (/ - ^ oo). Then, by (F ) and (E), we have

q.m- 1

with  C not depending on /, a contradiction. Thus, we have  y(n— 1) — x(n)>λqn/ n  with
some constant / l>0. Similarly, we have x(n)- yr(n- l)>λqn/ n.  Clearly, these imply the
existence of δr and A.

Therefore,  there exists  £ > 0  such  that  \pf

n(x)\w(x)>C(n/ qn)qn~
1/ 2 for  xkn- δqjn<

x<xkn  + δqn/ n, where C is independent of k, n and x. The opposite inequality is obtained
by  a  similar  argument.  F or xe[xkn  — δqn/ n, xkn + δqn/ ή],  we  see  that  Dw(xkn)<w(x)<
D'w(xkn),  where D and D ' are some positive constants  independent of k, n and x.  Thus,
we have  the desired  inequalities.  q.e.d.
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We  begin  the  proof  of  Theorem  1.  LetzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  lkn(x),  fc= l,  2, . . .  be  the  fundamental

polynomials  of  Lagrange  interpolation polynomials Ln(l;f,   x), that is,  lkn{x) = hkn(l  x).

Then,

(3.1)  lkn(x)=  ^  =   ^  ,  fc  =   l , 2 , . . . , n ,
(X -   X kn) W\xkn)  (X -   xJV&)

where  W(x) = Y\n

k=0(x  — xkn).  We  note  that  the  fundamental  polynomial  hkn(v;x)  of

Hermite- Fejer  in teφ olat ion  polynomial  Ln(v;f,x)  of  order  v  is  divisible  by  lkn(x)

( =   {l kn(x)}v).  We  define  e^v ;k,ri),  i =  0 , 1 , . . . , v — 1 to  be  the  coefficients  of  hkn(v  x)  in

the  expression

(3.2)  hkn(v  x) = Γkn(x) V £  et(v  fc,  n)(x-  xkny  ,  k =  1, 2 , . . . ,  n  .
i = O

By  (1.1), we  have

(3.3)  ' !zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
  '= °

  ( l ~ r ) !

^ 0 ( v; k , n ) = l ,

where  (lkn)
is)(xkn)  is  the .y- th derivative  of  /*„ at  xfcπ.

We  now  evaluate  Ln(v;f,  x)- f(x).  By  (1.2), (1.3)  and  (3.2), we  have

L
n
(v;f

9
x) - f(x)=   t  Σ

k= l  i= 0

'I  Σ
i= 0k= l

v - 1  «

=   Σ  Σ   Ri(v,Kn;x),  say.
i =  0  k= 1

Let  K be a constant such that 0 < K < it, where  ίc is  the constant in Lemma  1. We  choose

<5>0  so  that  5< m in {C 1/ 2, <5}, where  £ a n d  Cx  are  the  constants  in  Lemma  1 and  in

(D ),  (ii), respectively.  Let  xe\_ — κqm  κq^\ . Put

j)  = {k;jδqn/ n<\x- xkn\<(j+l)δqjn,\x kn\<κqn},   ; =  1,2, ...,

I  = {k;δqjn<\x- xkn|,  κqn<\xkn|}  .

Although  the  sets  / ,  J(j)  and  /   may  depend  on  x  and  n,  each  of  the  sets  J  and  J(j),

j =  1,2, ...  consists  of  at  most  two  elements  and  {1, 2 , . . . ,  n} =  ( J ^  JO') u J u / ,  where

A(n) is  the  smallest  number exceeding  IK^n/ d.  H ere, Kt  is  the constant in  (D ), (i). Let
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Σi =  Ϊ  ΣzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Rfc, k, n x)  Σ2 =  Ί f  Σ  Σ  R&, k,n;x),
i =  0  keJ  i =  0  j= ίkeJ(j)

Σ 3 = Σ  Σ  J?, - i(v,M;x);  V

j l  ifcJU) i = 0

Then, £π(v  / , x)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -   f(x)= £  +  Σ2 +  Σ 3 + Σ *  T o  estimate Σ p , P =  1, 2, 3,4, we need the
bounds of  e;(v fc, n) given in Lemma 6, which  follows  from  Lemmas  2- 5.

LEMMA  2.  Let τ > 0.  77;e«, / or every x with \ x \ < τqn and r =  0, 1, . . . ,

l4 r ) WI< C| x| < r > < - ( r + 1 + < r > ) ,

fflx)   I < C I X I1
 - < '>

q
*- (r+ 2- < r»

  t

where

I 0 (r:  even),

*\ \ {r:odd),

and C  is independent  of n and x.

PROOF.  Apply  the property  (B).  q.e.d.

In  order  to simplify  notation, we write  the differential  equation of  (C) as  follows:

Φ)p'ή(x) +  b(x)Pn(x)+ ΦΦ»(*)= 0,  where

α (x)= A
n
(x) ,   b(x) =  -   {mx

m " *AJix) +  A'
n
(x)} ,

c(x):  a
- ^Al(x)A

n
  _ i(x) +  A

n
{x)B

n
{x)B

n
 _  x(x)

(3.4)

—AJLx)A
H
 _  ί(x)B

n
(x) +  A

n
{x)B'

n
(x) -   A'

n
(x)B

n
(x)

α»- i

=  Ci(x)+ c2(x) +  c3(x) +  c 4(x)+ c 5(x) ,  say .

We  differentiate  the equation y- times.  Then,

(3.5)  α ( xK +  Hx)p'
n
 +  c(x)p

n
= 0,   j= 0;

(3.6)  α ( xK ' +  {α'(x) +  b(x)}P;' +  {fe'(x) +  c(x)}P; +  c '(x)p= 0,  j=ί;

(3.7)  a(x)p<J+  2» +  { α'(x)

c^(x)pn=0  ,  j =  2, 3, . . . .

For  convenience, we denote these equations  by
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(3.8)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Aψ\ x)p'; +  Aψ\ x)p'
n
 +  A™(x)p

n
 =  0 ,  j= 0

(3.9)  4 " W P :  +  4 1 ] WP ; , ' + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Aψ{x)p'n + Ai\x)ptt  =  0,  =  1

(3.10)  A ψ + 2 r 2 )  ψ r i ) Σ ψ

Our  task  is to estimate Aψ(x\  Ϊ =  0, 1, ...,7 +  2 for \x\<τqn.  To do so, let us consider
the  bounds of the derivatives  α (s)(x), fc(s)(x), c(s)(x). Since a(s\x) = A^\x),  Lemma 2 gives
directly an estimate for a(s\x). We have

Σ ( V  ,
r = o \ r / ( m - r - l ) !

By Lemma 2, we have

- (s- r+ l+ <s- r».  V  [  S  I   m  I  γ  iw- r - l  +  <s- r> m

r = o \ r /   ( m - r - 1 ) !

for  I x \<τqn,  where  C is independent of n and x. The sum X*= o  on the right hand- side
is bounded by C | x | w " s " x ^ " x if s< m - 1 . If s> m - 1 , then sum £ * = 0  is equal to  Σ?Io;
Thus,  it is bounded  by C\ x\

< s
'
im

'
1)>   ^- ( s - ( m- i)+ i  +  <s- (m- i)»  / s i n c e  m  i s  e v e n '  w e

have

(3.11)  \b^Kx)\^C\x\^<M>qim'M- 3  + <M> 9  5 =  0 , 1 , . . .

for  I x I < τ^π, where C is independent of « and x. To estimate c(s)(x), we first  deal with
the  term cx(x) in the expression  (3.4) for c(x). The s- th  derivative  (An{x)An_ί(x)){s)  is a
linear combination of the teϊms Λ^A^A^l  ̂ t + u + v = s. By Lemma 2, we have

\ c
{s)

(χ)\ < C  Y  I x  |< O+  <«>+  < »>^3m- ( s+ 3+  <f>+  <«> +  < »»

t,u,v
t+u+v=s

for  I x I < τ# π, where C is independent of n and x. Here, we use the following fact  which
follows  from  (A); D<an/ an^ι<D f  with  some positive  constants D and D'  independent
of n. For even s, we adopt the estimate  \ciι\x)\<Cq^m~s~3  which follows  immediately
from  the above  inequality. We note that if s is odd, then <ί> +  <t/> +  <ι;> > 1. Thus, we
have  Ic<f>{x)\<C\xkn

3m~s"4  for odd s. It follows that

l ^ ^ - 5 - 3 - ^ ,  5 =  0, 1, . . . .

For  the derivative  of c2(x) in c(x), the inequality
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Π  19Λ  IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A
s
)(γ\   I < T Γ  V  I v | 2  +  < ί>- < M >- < ϋ>Λ3m- ( s+ 5 +  < ί> - < "> - < y»

\ jΛL)   I C 2  [X)   |  S s ^  ^  | X |  4 Π

ί,M,  V

follows  similarly  from  Lemma  2.  N ote  that  1 +  <£> — <M> — <tf>>0  for  oddzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  s.

Consequently,  we  see  that  c(

2

s)(x)  and cψ{x) have  estimates  of  the same  order  for

s =  0 , 1, . . . . We have

Π  1TI
  r

(
s)
(γ}  — —^—(A  (x\ Λ  (γ\ R  (Ύ \ Ϋ

S
-̂ \   (A  (γ\ A  (γ\ R  (γ\ Ψ~

l)

a
n
- i

  a
n- i

+ c32(x),  say,

for  the s- th derivative  of c3(x) in (3.4). F or (^4fI(x)>ln_1(x)βn(x))(s), we have

(3.14)  K ^ x µ
t,u,v

t+ u+ v=

F rom  this,  it  follows  that  \ (AJix)An^x(x)BJix))ia)\^Cq3m~a~3  for arbitrary  s. By this

inequality and D < qn/ αn _ t < D' with some positive constants D and D', we see that  c31(x)

has the same estimate as c(is)(x). F or c32(x), we note that if ί, M and t; satisfy  ί +  w +  t; =  s—1,

then  <ί> +  <M> — < u> > 0 for odd s. We see that  c32(x)  also  has the same  estimate as

c(!S)(x). Thus, c(

3

s)(x) and c{l\x)  have  the same  bound. The s- th derivative  of c4(x) in  the

expression  (3.4) for c(x) is estimated as  follows:

t,u
t +  u =  s

< C Σ
t,u

We  take  the estimate  |c (

4

s ) ( x) |< C ^ m " s " 3 if s  is even.  If ^ is odd, then  <£> =  <w +  l> .

Thus, we have  | cϊ}(x) | ̂  C | x |< s>g2m- a - 3- < s> β τ h e ^_ t h derivative  cψ(x) of the last  term

in  c(x)  satisfies

(3.16)  I4S )WI< C  Σ  \ A«
+ 1

\ x)\ \ &:Kx)\
t,u

— ^  2u  I ̂   I  Qn
t,u

By  the inequality, we see that c(

5

s) and c  ̂ have  the same  bound. Therefore, we have

(3.17)  |c<*

for  I xI <τqn,  where C is independent of n and x. Combining (B), Lemma 2, (3.11) and

(3.17), we have  the following  lemma  easily.
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LEMMA  3.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Let τ > 0 .  Then, for every x with  \x\<τqn  andj=Q,  1 , . . . ,

=  0 , 1 , . . . ,

and C is independent  of n and x.

The  lemma  leads us to estimates of the derivatives  Pn\xkn)
  a t xkn-

LEMMA  4.  Let r =1,2,  Then,

(3.18)  I t f \ x J I < C M π ( x J 1  - W^ - 2  +  wxm - 1 ) i p ; ( x J |  ,

ybr fc=  1, 2 , . . . , «, where C is independent  of k and n.

PROOF .  We first  note  that  |xk n\ <K 1qn  by (D ), (i). The  inequality  (3.18) is  trivial

for  r=  1. By (3.8), (3.9)  and  Lemma 3, we see that  (3.18)  holds for r = 2, 3. We assume

that  (3.18)  holds for r=  1, 2, . . . J  + 1 .  Let Mn stand for Mn(xkn).  By (3.10)  and  Lemma

3, we have

I nO" +  2 )/ γIzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Pn  \
X
kn)

I

i  V  | γ  |< s> / 1 3rn- s - 3 - < s>|  α - s)/
'  Z- (   I Λ

kn  I  Hn  I Vn  V
s =  0

It  follows  from  the assumption of induction that

\p{r2\χj\<c\p'n(χkn)\

+  Σ \ χ*

The  terms  |xfcπ |
< s>^π~

< s>  and  jvf^"°'~ s>^"1 +  o ' " s > ) ( m " 1 ) are bounded by some constant,

and  thus  the sum ̂ ' " ^ is  bounded  by  C<?ί/ + 1) ( m"1).  N oting  Λfί +  O ' > ^ " o " > ) ( m " 1 ) ^

C ^  +  1 ) ( m ^ 1 ) , we have  |r f ' + 2 ) ( x f c l l ) |< C ^ + 1 ) ( m ~ 1 ) |p ί l ( x k l l ) |. This gives (3.18) if7- h2  is odd.

If y +  2 is even,  then we write  the  sum  X^~^  in the  form

j - i  j - i

5 = 0  S=0

Since  |^ f c n |< s > ^ n ~ 2 < s > M ^ "°~ s > < M M for even j ,  the sum Σ;j~J is bounded by  CMnq}l'm~ί).
This  implies  (3.18)  with  even  r.  q.e.d.

The  next  lemma  gives  an  estimate  for  the r- th derivative  (lkn)
(r\xkn)  ( =
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(d/ dx)r{l kn(x)}v\ χ=χzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ), where  lkn(x)  is the  fundamental  polynomial  of Lagrange  inter-

polation  polynomial  given  by (3.1).

LEMMA  5.  Let v be a positive  integer, and let r =  1,2, ...  . Then,

(3.19)  I {ΓJ'VJ  I < CM n(xJ< '>q$~<'>*»" »,  k =  1,2, ..., n ,

where C is independent  of k and n.

PROOF .  By the equation

(
χ
-

χ
kn)Pn(

X
kn)

p'(xkn)  I   I !  2!  ^  -   n !

we  have

(3.20)  / g ( x j / ^

which  implies  (3.19) for v=  1 by Lemma 4. We  have

r

\ ^kn  )  \
X
kn)  —  /

 Λ

i =  0

By  induction on v, we have

\ (iL
+ i

n*kn)\ < ciM
f

i =  0

where C is independent of A: and n. F rom this, the inequality  (3.19) follows  immediately

for  even r. To get (3.19) for odd r, we note  that  <i> +  (r — i) =  1, i =  0, 1, . . . , r.  q.e.d.

We  now  prove  the main  lemma.  Let  ef(v; k, ή) be the coefficients  given  in (3.2).

LEMMA  6.  Let v be a positive  integer, and let i=0,1,...,  v— 1.  Then,

(3.21)  Iei(v;  k, ή) \<CMn(xJ<ί>qίI

ί"<ί>)(m"1),  k=  1, 2, . . . , n ,

where C is independent  ofk  and n.

PROOF .  We  prove  this by  induction on /. Since eo(v  k, n) =  1, (3.21) holds for  i =  0.

By  (3.3), Lemma 5 and  the assumption of induction, we have

I ejy ;k,n)\<CΣ\  es(v  ; k , n ) \ \   ( / f c

v) ( ί"s ) (x J  |
s =  0

ί - 1

< c  Σ M<
S
>

s =  0



192  Y. KANJIN AND R. SAKAI

ί - l

<C  Y  M^s>  +  <i~s>q^~<s>~<i~s>)(m~1)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.
s = 0

Clearly, we  have  | et(v  fc, ή) \ < C$m~1}.  This gives  (3.21)  if  i is  even.  If  /  is  odd,  then it

is  enough  to note that  <S) = (s)  + (j — s},  s =  0 , 1 , . . . , i— 1.  q.e.d.

We  continue the proof  of  Theorem  1.  Let  x e [  — κqn,  κq^\ . We  first  estimate  £ r

We  may  assume  that JΦ0,  Then, J={k(x,  w)}, where  k(x, ri)  is  the number  satisfying

**<*.»>» =  *<,.»)•  We  have

v - l

|Σ i  |<  Σ  l^(v,fe(x,n),n;x)|
i =  0

v - l

^  Σ  IΛxk(x,n)n) - Ax)  114(x, „)„(*) Γl Φ  fc(x,  n), n) 11 x -   xk( x>  π ) J f .
i =  0

We  h ave  lk(x> n)n(x)  = Pn(ζ)/ p'n(X(Xt n ))  with  som e  ξ  between  x  a n d  xk(Xr  n)n.  Let  K:' be  a

constant  such  that  κ<κ'<κ.   Since  JCG [ —/ c^Λ, κ ^ J ,  we  have  xk(Xt  n)n€\_ — κ'qn,  κrq^\  a

[ — κqn- l9  ?c^n_i]  for  n>n0,  where  n0  is  a  number  depending  only  on  m,  K'  and  ίc.

Since  |x — Xfc(X,Π)nl<^π/ n?  it  follows  from  Lemma  1 that  \ lk(X,n)n(x)\^C  f°Γ  «^ r t o  ^vith

C  independent of  n and  x.  If  follows  from  (F) that  | x — xk(x, n )n\ <C\  kn(x)\qn/ n  with  C

independent  of  x  and  n, and  thus  |/ (xfc(X,Π)Π)—/ (x)|<Cω'(|feπ(x)|^π/ n) for  n>n0,  where

^\kjix)\qjή)  = ω(f;l- κfqn,κ
fqn];\k n(x)\qjή).  Thus,  Lemma  6  leads  us  to  the

inequality

I Σ x  I<Cω'flMx)I<?»  Σ 1 M ^ , ^ ^ r f - < ' »o - -
i= o

< Cω'fl kπ(x)  I  β./ π ) ?  {qmjn)1 < Cω'fl fcB(x) |  qjn).
i = 0

We  next  treat ^ 2 .  Let 0 < i < v —2 and7 =  1,2,...  . Let  k  be  the number  satisfying

δjqjn<Ix- xkJ<(5(;  +  1^ / π  and  \xkn\<κqn.  We  have  |f ( x ) -   f(xkn)\<ω(\x- xkn|)<

{1 +  δ(j +  l)/ j}ω(jqjn) 9  where  ω (^ n / n ) =  ω ( /   [ -   κqn,  κqn~] j^ / n ) .  I t follows  from (D ),

(ii), (F ) and (E) that | #„(*) | < Cj~v{| feπW \Φ  J™~\x)Y  with  C independent of x, n and

k. Combining  these  inequalities  and  Lemma 6, we  have

IΣil^ΣΣ  Σ  |K, (v,fc,n;x)|

^ c Ϋ  ?  Σ  I / (* J  -  /W114nM Iv I  -̂ (v  K n) \  \ x -  χkn \
ι

i =  0  j= l  keJU)

v- 2  λ(n)  /   :
a
  \

Σ  Σ  Σ  ω  —  Γ ϊ{IM χ)|w(χ k> - 1(χ)}v

0  l  fcJϋ)  W  /
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SincezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  w(xkn)<l,   M (x f c n )< i> ^ i - < i> ) ( m - 1> < C ^ ( m - 1 ) ,  q?/ n<C  and J{j)  consists  of at most

two  elements, we have

IΣ 21 < C{\  kn(x) I w- \x)Y  Σ 2 f  ω f ^ - )
i= oj= i  \   n  J

Γ
v+ i

Since X^ )

1 7 " 2 ( l  + y/ log«)< C , the estimation of Σ 2 is complete.

REMARK.  T O estimate Σ i a n d Σ 2 ' w e  d 0 n o t n e e ^ ̂ e  assumption  that v is even.

We  have  the following  inequality  which  is essentially  proved  in the estimation  of Σ i

and Σ 2 : Let τ > 0 , and let v =  2, 3 , . . . .  Then,

max "Σ  Σ  lU^N^v  M ϊllx- ^N C,
|x |< τ  f =  o  k:\ x

kn
\ < τ

where C is independent of n and x. The inequality will be used in the proof of Theorem 2.

We  will  prove  the required  inequality  for Σ 3  I t is essential  in this  proof  that the

order v of Hermite- Fejer interpolation is even: v =  2d, d =  1, 2 , . . . . By the same argument

as  in the case of Σ 2>
 w e  s e e  that

IΣ3 I £ C Σ  Σ  ω(- )  V - v{l K(x

(^)^  Σ  M(x
kn

)w(x
kn

γ.

We  estimate  the sum £/π =  Σ ^= i  We may assume  x > 0 since  the case  x < 0 is sim-

ilar.  Let N  be  the nonnegative  integer  such  that  Nδqn/ n<x<(N+l)δqJn.  Since

M (xfcπ)w(xkn)
v<min{D / |xkπ |,  Ό '}  with  positive  constants D and D' independent of fe, n

and x, we see that

n

1
n  J  Nn  J=N+I   \  n  J  jn

1  .(AWo-
\   n  J jn  {
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nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  / L J - I  \   Jog"/   J= I  V  logn

N  \   q,  ψ
logn )  Nn  J=N+I

Since three sums and the term (1 +  TV/logn)qJ(Nή)  in [  • ] are uniformly bounded with
respect  to n and N, we have  the desired  estimate for  £ 3 .

Lastly, we will estimate £ 4 . We  have

v - l

I Z—ι4-  I  ί—i  ί- - t  I J  ^  fcw/   /̂  v  /   I  I  kn\   )   I  I  iv  ?  '  /   I  I  fcw  I
i =  0  k e /

We  let  K = K1  be  the constant  in  (D), (i). Since xkne  [ - Kqn, KqJ  for  all fc and  xe
[- κqn,  κqn~]^[- Kqn9  Kqn~],   it  follows  that  \x- xkn\<2Kqn  and  |/ (xk n ) - / (x) |^( l +
2Kn/ \ogn)ώ(qnlogn/ n), where  ώ(qnlogn/ ή)  stands  for  coifll  — Kq^Kq  ̂ q^
By Lemma 6, we have  | ef(v fc, n) | < Cq*m" υ .  Since | x — xkn  \ > δqjn,  we have

Thus, we have

W(X)

where C is independent of fc, n and x. The sum ]Γfce/1 p'n(xkn) Γ
v  is treated by the  following

lemma.
Let  λkn,  fe= l,2,...  be  the  Cotes  numbers  which  appear  in  the  Gauss- Jacobi

quadrature  formula

Γoo

J - o

valid  for  all polynomials p(x) of degree at most 2n— 1 (cf. [Ne3]).

LEMMA  7.  Let τ>0.  Then,

Σ

C  is independent of n.

PROOF.  It  follows  from  (D), (i)  that  \xkn\<K 1qn  for  all  zeros  xkn.  Then,  by
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(B),  we  havezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Cn/ qn<An{xJ,  k=l,  2,...,«.  By  [Ba,  (5.2)]  and  (A),  we  have

P'n{* knY
2  =aAnAn{Xk«)~l<Canλknqnln<Cq2

nλkJn.  By  the  formula  λkn<\ x^  w2(x)dx

(cf.  [N e3, (4.7.27)]  and  also  [Sz, Th.  3.41.1]),  we  have

Σ  λkn<cΓ  w2(x)dx.
k:\ x

kn
\ > τq

n
  J

  τqn

Integration  by  part  (or  an  asymptotic  formula  for  the  incomplete  gamma  function)

shows  that  the last  integral  is  bounded by  Cq~m  +  ιw2(τqn),  which gives  the  inequality.

q.e.d.

By  the lemma  and  the fact  that v/ 2> 1, we  have

Σ \ P'n(xJΓ\

where  µ = vκm/ m  and  C  is  independent of  n  and  x.  Therefore,  we  have  the  inequality

which  completes  the proof  of  Theorem  1.

4.  Proof  of  Theorem  2.  We  need  to  find  the  lower  bound  of  the  coefficient

ev_i(v;  k, n) (cf.  (3.21))  with  odd  v  for  our  purpose  (see  Lemma  14). To  this  end,  we

begin  by  estimating  the following  two  coefficients  A^l2(x)  and Λψ(x)  in  (3.8), (3.9) and

(3.10).

LEMMA  8.  Let

\2j  U / 2- l

Letj=0,1,...  and letO<θ<Θ.  Suppose θ < | x  | < Θ. Let  εn(j  x) and εr

n(j  x) be  functions

defined  by  the  equations

respectively.  Then,  |ε π (7";x) |< C  and  \ε'n(j;x)\<C9  where  C  is  independent  of  n  and  x,

and may  depend on j , θ, Θ  and  m.

PROOF .  Clearly,  (B) leads  to  |εn(j;  x)\<C.  By  (3.4)- (3.10), we  see  that Aψ(x)  has

the  following  expression

(*)+  Σ  Φ).
r = l
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We first deal with the termzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c^x). We note that ajan- ι  = \+ (an — an_ ̂ jan_  x, | (an — an_  1)/

θn- i\^Cq-m  by  (A),  and  qn- Jqn=   1 + (9, - 1- «„)/ «„,  \ (qn- i- <ln)/ <ln\^Cq;m.  From

these inequalities and (B), it follows  that c^x) =  α 3<?3(m~  υ  +  ρnql{m~  υ " 2 , | ρn \ < C. Thus,

it  is  enough  to  show  that  the other  terms  have  orders  not exceeding  <?3w~ 5.  Since

a"(x) = A^{x\  it  follows  from  Lemma  2  that  K ( x) |< C ς C ~ 3 .  By  (3.11),  we  have

\b'(x)\<Cqϊm~3.  The inequality  |c 2(x) |< C tfπ

3 m - 5  follows  from  (3.12)  with  s =  0. F or

c3(x),  (3.14) with  s =  0 leads  to \c2)(x)\<Cqlm~5.  I t follows  from  (3.15) with  s =  0 that

\c4(x)\<Cqϊm- 3.  By  (3.16)  with  s =  0,  we  have  k 5 ( x ) | < C ^ " 5 .  Thus,  we  have

\ ε'n(j;x)\<C.   q.e.d.

By  using  the lemma, we find the lower  bounds for p^s+1\xkn),  s= 1, 2,  —

LEMMA  9.  Lei $ = 1 , 2 , . . .  0w</  to 0<θ<Θ.  Suppose  θ<\xkn\<Θ.  Ifζn(s;xkn)  is

defined by

^  ;  xjq;2)p'n(xkn),

then

(4.1)  \ ζn(s;χkn)\<c,

where C is independent  of n and xkn, but may depend on s, θ, Θ and m.

PROOF .  We first note by Lemma 3 that, for 7 =  0,  1, . . . ,

(4.2)

(4.3)

(4.4)

for  θ< I xkn  I < Θ, where C is independent of k and n, and may depend on 0, Θ, m,  and

j .  By Lemma 4, we have

(4.5)  \p(ΛxJ\<Cqr2  + <r>)(m- υ\Pn(xJ\ ,  r=l,2,...

for  θ < I x^ I < β , where  C is  independent of k and n. By Lemma 8, we see that, for

7 = 0 , 1 , . . . ,

Λ
j+ 2\

X
kn)

N ow, we show  (4.1) by induction on s. Let 5 = 1 . I t follows  from  (3.9) that

( 3)/ γ  ^ _

By (4.2), (4.3) and (4.5), the first term on the right side of the above equality is bounded

by  CI p'n(xkn)  |. This and (4.6) lead to (4.1) with s= 1. Suppose that (4.1) with s-1  holds.
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I t  follows  from  the expression  (3.10) that

(4.7)  p ( 2 s + D =  ^2szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  p(2s)  A2s- 1  p(2s- l)  A2s- 22̂s- 2)  Al  (1)

^  ^  ^  ^

where Ar  and/ ? ( r ) stand for A[2s~~1](xkn)  and p!, r)(xkπ), respectively.  By the assumption of

induction  and (4.6), we see that the second  term on the  right- hand  side of (4.7) has an

estimate

_..zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Λ
2s- 1

  p
(2s- l)

^2s+ l

=  ( -  l jα 2 ^ "" 1 ^  + P A2 )  ( -  iγ- ^s~^s- ^m- '\ l  +ζn(s-1  xkn)q;2)p'n(xkn)

=  ( -  l y α 2 ^ - " "  V

where  p ; =  C n ( s - l ; x J  +  p π +  C π ( s - l ; xJp π gn ~ 2 .  Combining  (4.2H 4.5), we see easily

that the other terms on the right - hand side of (4.7) are bounded by Cq2s(m  " υ  " 2 1 p'n(xkn)  \ .

q.e.d.

To  estimate  the lower  bound  for ev_!(v; fc, ri)  with  odd v, we need  more  refined

estimates of (lkn)
(2j\xkn).  Let φj(\ ) = (2j+l)~ 1J=0i  1,2, ....  Let O< 0< < 9, and  suppose

θ<\xkn\<Θ.  Then, by (3.20) with r =  2/  and Lemma 9, we have

( 4  g )  e ( x J ̂ ( l ) (  l y α ^ ^  +  C(1 j ;
i α i J I < c ,  . 7= 0 , 1 , . . . ,

where  ζn(l'j'',x kn)  = ζn(j;x kn)  for j>\ ,   C π ( l;0;xk n ) =  0, and C is independent of n  and
xkn,  and may  depend on j , θ, Θ and m. By induction on v, we can estimate (/ fc

v

n)
(2j)(xkn).

LEMMA  10.  For v=  1, 2 , . . . ,  ίΛere ex/ ste uniquely a sequence {φj(v)}jl 0  of positive

numbers  and ζn(v;j;  xkn) such  that

(4.9)

and

\ζn(v;j;x kn)\<C,

for  xkn  with 0 <  θ < \ xkn  \ < Θ, where C is independent  ofn  and xkn, and may  depend on v,

j ,  θ, Θ and m.

PROOF .  The case v=  1 follows  from  (4.8). Suppose  that the case v - 1 holds. We

have

i= o
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j  /  2j\
=
  jL  I  ~   Wkn  )  \

x
kn)ikn  \

x
kn)

r=o\2rj

hn  )   \
x
kn)

ι
kn  \

x
kn)

r = i 2 r - l

It  follows  from  Lemma  5 that  K C P " 1 ^ ) ! ^ ^ 2 ' " 2 ^ " 1 ^  t= l, 2 , . . .  . Thus, the

second  sum  on the  right- hand side of the  above equality is bounded by C ^ 2 j~ 2 ) ( m ~ 1 ) .

By  (4.8)  and  the  assumption of induction, the first sum  YJr=Q is estimated as

Σ;=o=  Σ ( 2! V^v- lX- iyα ^^ - ^H - α
r =  0 \ λTJ
•  ψj- jM-   iy- r

a
2J- 2r

q
^J- 2r

)im
- l

){ί  +    ̂ . ; _
 γ

  .  χ J g -   2 )

=   Σ  . . .  \   , ( J ) ψ
r
( v - i ) ( - l y ^q ^ - 'K i + p ^;

2
) ,  j= o, l, . . . .

r=o  2(;- r) +  l  \ 2r/

where  p π = ζ B ( v - l ;r;xj   + ζn{ί;j- r;xj+ζ n(v- l  r ; x k B ) ζ π ( l ; i - r ; xJ q n - 2 .  If we

put

(4.10)  Ψj(v)=ί  l ^

then  {̂ 7(v)}jl0  satisfies  the  required  condition.  q.e.d.

We  rewrite  the  relation  (4.10) in the  form

( 4  H )  1  ^ / 2 / + l \

^ ) ^ )  Σ  (  W v - 1 ) ,  7 = 1 , 2 , . . . ,  v =   2 , 3 , . . . .

F or  every 7, we  will  introduce an  auxiliary  polynomial  determined by {̂ (v)}J°= 1.  This

polynomial  will  play  an  important role in estimating  e v_i(v; k, n) from  below.

LEMMA  11.  ( i)  Forj=0,   1, . . . ,  / λere exists a unique polynomial  Ψj(y) of degree

j such  that  ψj(v)  = φj(v),  v=  1, 2 , . . .  .

(ii)  Ψ0(y)=

PROOF .  Since a polynomial  Ψj(y) satisfying  Ψj(v) = φj(v),  v=  1, 2 , . . .  is unique, it

is  enough to show  the  existence,  which we will  show  by induction onj.  In case 7 =  0,

we  can  choose  Ψ0(y)=  1.  Suppose  that  Ψ0(y\  Ψi(y\...,  Ψj- iiy)  are  chosen. By (4.11),

we  have

r= o
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If  7= 1,  then  the  last  sum  is  assumed  to  be  zero.  SupposezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Ψr(y) = YJ

r

s=1cs(r)y
s,

r =  1, 2, ... J  — 1. Then, it follows that

where  φs(x)  are  the  Bernoulli  polynomials  of  degree  s  defined  by  the  equation

t(ext- 1)^~l)~1=Σ7=o  <^M  f/ s!  L e t  ψi(y)  = y/3  a n d  y M  /  =  2, 3, ... be the functions
defined  by  the last  formula  with y  instead of v. Then, since φs(0) =  0, s> 2, we see that
Ψj(y) has  the desired condition.  q.e.d.

Since Ψj(y) is a polynomial of degree 7, we can replace ψj(v) in (4.10) with Ψj(y),
that  is,

Ψj(y)=  Σ
o - r ) + l  \2r

for  arbitrary  real y  and j =  0, 1, . . . . We  use  the notation Fkn(x, y) = {l kn(x)}y  which co-
incides with  lln  if y  is  an integer.  Since  lkn(xkn)=   1, we have  / kπ(x)>0 for  x  in a neigh-
borhood of xkw. Thus, F kn(x, y) is well- defined  for x in the neighborhood of xkn  and arbi-
trary  real y.

We will show that (d/ dx)jFkn(xkn, y) is a polynomial of degree at most j  with respect
to  y  for y'= 0, 1, . . . ,  where  (d/ dx)jFkn(xkn9  y) is  the y'- th partial  derivative  of  Fkn  with
respect to x  at (xkn, y). We prove  these facts  by  induction on /   The case 7 =  0 is  trivial.
Suppose  that  the case j  holds. To  simplify  notation, fix y  and  let F(x) = Fkn(x, y) and
/(x) =  / kπ(x). Then, F(x)l(x) = yΓ(x)F(x).  By Leibniz's  rule, we easily see that

( 4.13)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  "
1

X  Σ

which shows  that Fu+1\xkn)  is a polynomial of degree at most7+  1 with  respect  to y.
Let P[£{y) be defined  by

(4.14)  (J^
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Then  Pjt2(y) is a polynomial of degree at most 2/ .

LEMMA  12.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Let j= 0,  I,....  Let M > 0 andO< θ< Θ.  Suppose  that  θ< \ x
kn

\ < Θ

and\ y\ < M.  Then,

d

dy

and

( i) - =-  Hfflω

(ϋ)
d  \

2j+ 1

—  F
kn{Xkm y)

dx

where C is independent ofn  and k, and may  depend onj, 0,  Θ, M and m.

PROOF .  By (4.9), we have

By  Lemma  10,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \P)Si(v)\<Dvq
2jim~1)~2,  v = l , 2 , . . . ,  where  Dv  are positive  constants

independent of n and k, and may depend ony', θ, Θ, v and m.  Since P\£l(y) is a polynomial

of  degree  at most  2/ , we see that  P^(y) coincides  with  the Lagrange  interpolation

polynomial of degree 2/  with values P^π

](v) at base points v, v =  1, 2 , . . . ,  2j'+  1. Evaluating

the  Lagrange  interpolation polynomial  and its derivative  on the interval  [ — M, M ] , we

see  that (i) holds  with  a constant C determined  only by Du  ...,  D2j+ι  and M.

N ext,  we prove  (ii).  Since  (d/ dx)Fkn(xkn,y)  = yllcn(xkn),  the case 7 =  0 follows  from

Lemma  5. Suppose  that  (ii) holds  for 1,2, . . . , y - l .  By (4.13),  (d/ dx)2j+1Fkn(xkn9y)  is

written  in the form

^

F rom  (i), it  follows  that  \F{2s\xkn)\<Cq2s(m- 1\   5 =  0 , 1 , . . . . By Lemma  5, we  have

\ l
i 2 s )

( x
k n

) \ < C q
2 s i m

~
1 )  a n d  \ l

i 2 s + 1 )
( x

k n
) \ < C q

2 s { m
-

1
\   s =  0 , 1 , . . . .  F r o m  t h e s e  i ne qua l i t i e s

and  the assumption of induction, it follows  that every  sums in the formula  is bounded

byCq
2
*"

1
- ".  q.e.d.

By  (i) of the above  lemma, we can prove  the following  lemma  which  plays an

essential  role in estimating  the lower  bound of *?v_i(v;  k, ή).

L E M M A  1 3 .   I f y < 0 ,  then  ψ j ( y ) ^ 0 f o r j = 0 ,  1 , . . . .
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PROOF .  SincezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Ψ0{y)=l,   we may assume  j>\ .   Since  ψj(0) = 0,  Ψj(y) has an ex-

pression

Then,  it  is  enough  to  show  that  a f(./ )>0,  ί = l , 2, ...,y.  F or, if  y=— u,  w>0,  then

We  will  first  show  that  a1(j)>0,   7=  1,2,  I t  follows  from  (4.14)  and

dy

We  have

d  V  δ

kn(χkn,  y)- Pψn(y)

J

y=0  \dxj  [δy

y =  0

=  - (2j- l)\ Σ
1

S^k  \ Xkn —
  :

H ere, we used  the expression  (3.1).  Thus, we have

If  «  is  large  enough,  then  there  exists  a  number  k(ή) such  that  1 <xk(n)n<2.  F rom

Lemma  12, (i) with  θ =  1 and Θ =  2, it follows  that  | (d/dy)Pj&)π(O)  | <Cq2

n

Km~  1 ) ~ 2 ,  where

C  is  a  positive  constant  independent  of  «.  F rom  this  and (D ), (ii), we  have  a^j)^

0ί
- 2J

q
- 2j(m- l)^

2j
_

1
y

q
2J(

m
- l)_

Cq
2J(rn- l) - 2^^^  Letting  Π ̂

00, we see that  a1(j)>0.
N ext, we treat  the other  coefficients.  We see that

Σ (
r= o\

+ Σ  :
r= i\ 2r- l

v = i , 2 , . . . .

F rom  Lemma  10, it follows  that  the leading  term on the left- hand  side of the  equation

is  ^ . + 1 ( 2v) ( - l )  ' + 1 α 2 ϋ + 1 ) ς [ π

2 ϋ + 1 ) ( m - 1 > .  The leading  term  of  the first sum on the  right-

hand  side is

J
Σ o
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Since |zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {Γkn)
{2t~  l)(x  J  | < Q i 2 i " 2 ) ( m " υ , ί =  1, 2 , . . . by Lemma 5, the second sum is bound-

ed by C(f/m~γ\   Thus, we have

2/4- 2

and  thus

This  leads to

)=  Σ f 2

r = i \

(4.15)  Ψj+  γ{2y) - 2Ψj+   .(y) =  ί (  2j  +  2  ) Ψr(y)Ψj+ ,  - r(y).

We  replace  ΨJ+1(y)  in (4.15) by the  expression   ϊ F i + i ω =  X^ 1

1 ( - l ) J + 1 " i α ί ( 7 +  l ) / . We

have

=  Σ f
r = i \

)ψr(y)Ψj+1.r(y).

If we assume ai(j)>0,  i=  1, 2, . . . ,7, then we see that the right - hand side of the equation

is  a  polynomial  of  degree  j+ 1  whose  coefficients  are alternating.  Thus,  we  have

(?  -  2)aϋ + 1) > 0, which implies a^j + 1) > 0, i =  2, 3, . . . J  +  1. This completes the proof

since we have  already  obtained a1(j)>0,j=   1, 2 , . . .  .  q.e.d.

F or  v=  1, 2 , . . . ,  define  ηkn(v;  s) by the  relation

(4.16)  ^

LEMMA  14.  We have

(4.17)  \ηkn(v,s)\<C

for  k with 0 <  θ < \ xkn \ < Θ and s =  0, 1, . . . , v, where C is independent  of n and k,  and

may  depend on v, s, 0, Θ and m, and v is the largest  integer not exceeding  (v—1)/ 2.

PROOF .  We  prove  (4.17)  by  induction  on s.  Since  eo(v;k,  ή)=l  by  (3.3)  and

Ψ0(y) =  1, (4.7) holds for s =  0. Assume it holds until s — 1. Using (3.3), we write e2s(v fe, n)
in the form

1  (s~1  ί2sV
eφ  k, n)= - - —- <  Σ   „   ^ e φ  k, n)(Γj2s- 2r)(xJ

(2s)!  ( r= o (2s—2r)\

r
= 1

  ( 2 s -
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We  have  | (/ fc

v

π)
(2s~ 2r+  υ  I < C ^ 2 s " 2 r ) ( m - υ  by Lemma 5 and | <?2r_x(vzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  k, ή)\  <C^2r"2)(m - υ

by  Lemma  6. The second  sum Σ r = i  is  bounded  by  C ^ 2 s " 2 ) ( m " υ .  We  have  by  (4.16)

and  (4.9) that

s - lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  O< Λ)   1
W  J  _

  v)a
2r  2r(m -  1)( 1 +   (  }  -  2 )J Γ = 0

  Γ= o (2s- 2r ) !  (2r)!

f " 2where p π =  ηkn(v  r) +  ζn(v  s- r;  xkn) +  Cw(v  s- r;  xjηkn(v  r)^f"2.  Since  | p j < C by Lemma

10 and the assumption of induction, it is enough to show  that Σ *~ Q (  ^  )ψ

r(- v)Ψs- r(v)  =

- Ψs(- v),  s= l , 2 , . . . , v= l , 2 , . . . ,  which  is  equivalent  to  Σ ; = o (

Let  C^^Uo^^ri- y^s- M  It  suffices  to  show  that  Cs(v) =  0,  5= 1, 2, . . . ,

v= l , 2 , . . .  . We have

o=dk-
i+ψs\χkn)=  Σ  (^ift-   f ω e - ' K )

i = 0\  I   )

-   Y  i  2 s  li  YV  (r  n/ < 2s~ 2rVγ
—  ZJ I  Λ  / \ ^ ~ ]   r

kn\
X
kn>  —

ί
)

l
kn  \

X
k

r = o\2r  J\dx  )

r = o \ 2r + l  J\dx

very ^. By (4.8)

form

s- i  /   2s  \ /   d  \
2r+ 1

dx J

for  every ^. By (4.8),  (4.14)  and Lemma  12, (i), we see that  the first sum Σ *  has the

n- l)- 2

r =  0

where  \ ξn\<C.  By Lemma  5 and Lemma  12, (ii), the second  sum Σ ^ I o ̂ s bounded by
Cq(2s- 2)(m- ί)  τ h u s ?  i e t t m g  n _ ^ oo, we see that

r= o

for  every  s.  Suppose  C s(v) =  0 for every  s. We will  show  that  C s(v+ 1) =  0 for every  s.

Using  (4.12)  and changing  the order  of summations, we  have

Σ ( f W ) Σ  ^
= o\2rj  P=o  2(s- r- p)+
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tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  1  (2s- 2r\ (2s

By the relation

/ 2s- 2r

V  2p

and  (4.12), we have

which  leads  to C s(v+ l) =  C s(—v). We are done, since we easily  see C s( - v) =  C s(v).

q.e.d.

Now  we are in a position  to prove  Theorem 2. We find  a  lower  bound  for the

Lebesgue  constants Λn(v; [α, ί>]) =  niaxfl< JC< f,^^= = 11 hkn(v; x) | with a positive  odd order

v and a given interval [α, ft], — oo < α < b < oo. A simple observation allows us to assume

a>0.  By the expression  (3.2), we have

IMv;χ)l>IU*K- i(v;fc,n)(χ^^^
i = 0

Let c =  H ( t - α ) . W e have

ΛΛ(v;  [β, *>])> max  Σ  14VnW^v- i(v; fc, n Xx - x J ^ 1 1
α<x<f»  fc:α<xkn<c

v- 2

-   m a x  Σ   I / fc

v

w(x) Σ  ejy fe, n)(x -  xknγ  \ ,
< jc k n < c  ΐ =  0

=   max Fn(x)— max Gn(x),  say.

It  follows  from  Remark  in the proof  of Theorem  1 that  maxα< JC< bG
!

π(x)<C with C

independent of n. Thus, it is enough to show  that maxα< JC< fcF π(x)>Clogn. Let  Γ(x;j)

be the set of numbers defined by

n

7 = 1 , 2 , . . . ,  where C2  is the constant in (D), (ii). We have

oo

j= lkeΓ(x;j)

Let  n0  be a  number  such  that  c ^ ^ m i i ψ c !, κ 2, κ:3}, where  K 1 ? /C2 and κ3  are the
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constants in (D),  (ii), (E) and (F), respectively. By (B), (E) and (F),  we have

IΛ  M I WM

forzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  a < x < b, n > n0 and a < xkn < c, where C is independent of fc, n and x. From this and
Lemma  14, it follows  that

j= l  keΓ(x j  jq

^IΨίv- iyii^l^WrKlDq;)
(v- 1)!

for  a<x<b  and n > n 0  with some positive constant D independent of x and AZ. Let «x

be  a number such that  1 —Dq~y

2>\β.  Let n2 be a number satisfying  (b — a)>2C2qn2/ n2

and  c< x l n 2 , where C 2 is the constant in (D),  (ii). Then, for every n>n2,  there exist at
least two successive zeros xko- ln,  xkon  in the interval (α, b\  and so there exists a point
x[n]  such that a<x[n] < b and | x[π] - x(x[w], π )  I > C^qjn for «>max {nθ9 n2},  where C x

is the constant in (D),  (ii). Therefore, we have

'
1max  Fn(x)>CΣ  £  j

a<x<b  j=i   keΓ(x[n];j)

for  n>max {n0, nl9  n2},  where C is independent of n. Let ΛΓ(n) be the number such that
N(n)<(c- b)/ (C2qn/ n)<N(n)  + 1. Then, Γ(x;j)φ0  for xe [α, 6], 1 <j<N(n)  and n > n 2 .
Therefore,  maxα< x< fcF π(x)>ClogN (n)>Clogn  for  n>max{«0, «l5  n2}9  which com-
pletes the proof of Theorem 2.
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