
HAL Id: hal-02974410
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-02974410

Submitted on 21 Oct 2020

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Poynting Effects in Pantographic Metamaterial
Captured via Multiscale DVC

Patrick Auger, Thomas Lavigne, Benjamin Smaniotto, Mario Spagnuolo,
Francesco Dell’Isola, François Hild

To cite this version:
Patrick Auger, Thomas Lavigne, Benjamin Smaniotto, Mario Spagnuolo, Francesco Dell’Isola, et al..
Poynting Effects in Pantographic Metamaterial Captured via Multiscale DVC. Journal of Strain Analy-
sis for Engineering Design, SAGE Publications, 2021, 56 (7), pp.462-477. 10.1177/0309324720976625.
hal-02974410

https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-02974410
https://hal.archives-ouvertes.fr


P♦②♥t✐♥❣ ❊✛❡❝ts ✐♥ P❛♥t♦❣r❛♣❤✐❝

▼❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ❈❛♣t✉r❡❞ ✈✐❛

▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❉❱❈

P❛tr✐❝❦ ❆✉❣❡r✱✶ ❚❤♦♠❛s ▲❛✈✐❣♥❡✱✶ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❙♠❛♥✐♦tt♦✱✶✱✷

▼❛r✐♦ ❙♣❛❣♥✉♦❧♦✱✸ ❋r❛♥❝❡s❝♦ ❞❡❧❧✬■s♦❧❛✸✱✹ ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ❍✐❧❞✷

❆❜str❛❝t

▼❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ♦❢t❡♥ st✉❞✐❡❞ ❢♦r t❤❡✐r ♣❡❝✉❧✐❛r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❢❡✇ ✹❉ st✉❞✐❡s ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ✸❉ ♣r✐♥t❡❞ ♣❛♥t♦❣r❛♣❤s✳ ❚❤✐s st✉❞② ❛✐♠s ❛t

❛♥❛❧②③✐♥❣ ❛♥ ✐♥ s✐t✉ t♦rs✐♦♥ t❡st ✐♥ ❛ ❧❛❜ t♦♠♦❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ s❝❛♥s ✇❡r❡ ✉s❡❞

t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ✈✐❛ ❞✐❣✐t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ✇❛s t♦

❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❛♥ ■♥❝♦♥❡❧ ♣❛♥t♦❣r❛♣❤ ❛♥❞ t♦ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡

♣♦t❡♥t✐❛❧ P♦②♥t✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳
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❉✐❣✐t❛❧ ❱♦❧✉♠❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭❉❱❈✮❀ ▼❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s❀ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❛♥❛❧②s❡s❀ ❚♦rs✐♦♥ t❡st❀
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♠❡❝❤❛♥✐❝s ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s❤❡❛r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ✈✐s✐❜❧❡

✇❤❡♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t♦rs✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❛①✐❛❧ ❧❡♥❣t❤

❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❏✳❍✳ P♦②♥t✐♥❣ ❬✶✱

✷✱ ✸❪✳ ❲❤❡♥ ❛①✐❛❧ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦r s❤♦rt❡♥✐♥❣ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞

P♦②♥t✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧

✭✐✳❡✳✱ ❈❛✉❝❤②✮ ❡❧❛st✐❝✐t② ❡①♣❧❛✐♥s P♦②♥t✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s

❛s ❞✉❡ t♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❬✹❪✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ str❛✐♥

❣r❛❞✐❡♥t ♠♦❞❡❧s s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✜❜r♦✉s

♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ P♦②♥t✐♥❣ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ♣❛ss ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭♦r

✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❬✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡

✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ P♦②♥t✐♥❣ ❡✛❡❝t

✐s st✐❧❧ ❛t ❛♥ ❡♠❜r②♦♥❛❧ st❛❣❡✳ ❋✐❧❧✐♥❣ t❤✐s ❣❛♣ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢

❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s ❬✻❪✱ ✇✐t❤ t❛✐❧♦r❡❞

P♦②♥t✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ♠♦✈❡ ♦♥❡ st❡♣ t♦✇❛r❞ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣

♦❢ P♦②♥t✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s ❤❡r❡✐♥ ❞❡✈♦t❡❞

t♦ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ♥❛♠❡❧② s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣❛♥t♦❣r❛♣❤✐❝

✶❊◆❙ P❛r✐s✲❙❛❝❧❛②✱ ❉●▼✕❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ●✐❢✲s✉r✲❨✈❡tt❡✱ ❋r❛♥❝❡

✷❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✲❙❛❝❧❛②✱ ❊◆❙ P❛r✐s✲❙❛❝❧❛②✱ ❈◆❘❙✱ ▲▼❚✕▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✱

●✐❢✲s✉r✲❨✈❡tt❡✱ ❋r❛♥❝❡

✸■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❈❡♥t❡r ❢♦r t❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❈♦♠♣❧❡① ❙②st❡♠s✱ ❯♥✐✈❡rs✐tá

❞❡❣❧✐ ❙t✉❞✐ ❞❡❧❧✬❆q✉✐❧❛✱ ▲✬❆q✉✐❧❛✱ ■t❛❧②

✹❉✐♣❛rt✐♠❡♥t♦ ❞✐ ■♥❣❡❣♥❡r✐❛ ❈✐✈✐❧❡✱ ❊❞✐❧❡✲❆r❝❤✐t❡tt✉r❛ ❡ ❆♠❜✐❡♥t❛❧❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐tá ❞❡❣❧✐ ❙t✉❞✐

❞❡❧❧✬❆q✉✐❧❛✱ ▲✬❆q✉✐❧❛✱ ■t❛❧②

❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r✿
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❢❛❜r✐❝s ❬✼❪✳ P❛♥t♦❣r❛♣❤✐❝ ❢❛❜r✐❝s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ♠✉t✉❛❧❧②

♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ ❡q✉✐❞✐st❛♥t ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜❜❡rs✱ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛♥❡s

❛♥❞ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❥♦✐♥ts ✭❤❡♥❝❡❢♦rt❤ ❝❛❧❧❡❞ ❤✐♥❣❡s✮✱ ❛s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡✐r t♦rs✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❢♦r t❤❡

✜rst t✐♠❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❉✐❣✐t❛❧ ❱♦❧✉♠❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s❡s ❛♣♣❧✐❡❞

t♦ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡s ❛❝q✉✐r❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ✐♥ s✐t✉ t♦rs✐♦♥ t❡st ✐♥ ❛♥ ❳✲r❛②

s❝❛♥♥❡r✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ st❛♥❞❛r❞ t♦rq✉❡ ❛♥❞ ❛①✐❛❧ ❢♦r❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

P❛♥t♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s ✇❡r❡ ♠♦st❧② st✉❞✐❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢

✈✐❡✇ ✭❡✳❣✳✱ s❡❡ ❘❡❢s✳ ❬✽✱ ✾✱ ✶✵✱ ✶✶❪✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♥❣

♣❛rts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✜❜❡r ❢❛♠✐❧✐❡s ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

✇❤❡♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ s✉❝❤ s②st❡♠s ❬✶✷❪✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱

s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡✐r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t♦rs✐♦♥✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ❧❡ss ♥✉♠❡r♦✉s ❛♥❞ ✉s✉❛❧❧② r❡❧② ♦♥ ❣❧♦❜❛❧

r❡❝♦r❞✐♥❣s s✉❝❤ ❛s t❤❡ str♦❦❡ ❛♥❞ r❡s✉❧t❛♥t ❢♦r❝❡ ✐♥ ❜✐❛s ❡①t❡♥s✐♦♥ t❡sts ❬✶✸❪✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦

♠♦♥✐t♦r ✐♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✇❛②s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t

s❝❛❧❡s ❬✶✹✱ ✶✺❪✳ ❖✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ♠♦t✐♦♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ s❤❡❛r t❡sts ✇❡r❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈✐❛

st❡r❡♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❬✶✻✱ ✶✼❪✳ ❙✉❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ t♦rs✐♦♥ t❡sts ❜✉t

✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ ♠✉❧t✐✈✐❡✇ s❡t✉♣ ❬✶✽❪ s✐♥❝❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ✶✽✵➦

♦r ♠♦r❡ ♠❛② ♦❝❝✉r ❬✺❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✇❛s ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ✐♥ s✐t✉ t♦rs✐♦♥

t❡st✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✐♥ s✐t✉ t♦rs✐♦♥ t❡st ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✱

❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❖♥❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ❝♦♥s✐sts

✐♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❢♦r t❤❡ ✼ ❛❝q✉✐r❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ s❝❛♥s ✈✐❛ ❉❱❈✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♥❣✉❧❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧✱

✈❛r✐♦✉s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❡♣s ❤❛❞ t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❋❊✲❜❛s❡❞ ❉❱❈ ❛♥❛❧②s❡s

t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✇❤❡♥ ❞✐r❡❝t r❡❣✐str❛t✐♦♥s ✇❡r❡ s♦✉❣❤t✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ♣r✐♥t❡❞ ❣❡♦♠❡tr②

✇❛s ♥♦t ❝❧♦s❡ t♦ ✐ts ♥♦♠✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❉❱❈ st❡♣ ✇❛s t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞
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t♦ ❜❛❝❦tr❛❝❦ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦♥t♦ t❤❡

♣r✐♥t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❡♥❛❜❧❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s t♦ ❜❡

♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❞ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛♥❞

t❤❡✐r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s t♦ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞✳ ❚❤✐r❞✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

✜❡❧❞s✱ t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t

P♦②♥t✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦✲ ❛♥❞ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡s✳

❚♦rs✐♦♥ t❡st

❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡✐♥ ✇❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✈✐❛ ❙❡❧❡❝t✐✈❡

▲❛s❡r ▼❡❧t✐♥❣ ✭❙▲▼✮✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❢♦r

♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❘❡❢✳ ❬✶✾❪✳ ❚❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧

✇❛s ■♥❝♦♥❡❧ ✻✷✺ ✭✐✳❡✳✱ ♥✐❝❦❡❧✲❝❤r♦♠✐✉♠ s✉♣❡r❛❧❧♦②✮✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡

s❛♠♣❧❡ ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❡ s✐❞❡ ✇❛s t❤r❡❡ t✐♠❡s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r

♦♥❡✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❛♥t♦❣r❛♣❤✐❝ str✉❝t✉r❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✭❛✲❜✮✮ ❤❛❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢

❛ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♦❢ s✐❞❡s ✸ ❝♠ ❛♥❞ ✾ ❝♠✳ ❚❤❡ ❵✜❜❡rs✬ ❤❛❞ ❛ sq✉❛r❡ s❡❝t✐♦♥ s✐❞❡ ✶ ♠♠

❧♦♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❤✐♥❣❡s ✇❡r❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ✇❤♦s❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✇❛s ✵✳✷ ♠♠✱

❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ✶ ♠♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✭❝✮✮✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❛♥❞ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦

❞❡s✐❣♥ t❤❡ ♣❛♥t♦❣r❛♣❤ ✐♥ t❤❡ ❈❆❉ ♠♦❞❡❧❡r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❈❆❉ ✜❧❡ ✇❛s t❤❡♥

✉s❡❞ t♦ ♣r✐♥t t❤❡ s❛♠♣❧❡✳
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✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳ ✭❛✮ Pr✐♥t❡❞ ♣❛♥t♦❣r❛♣❤ ✭t❤❡ r✉❧❡r ✐s ✐♥ ♠♠✮✳ ❚❤❡ ♣✉r♣❧❡ ❜♦① ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❘❖■ ✈✐❛ ❉❱❈✳ ✭❜✮ ◆♦♠✐♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❘❖■✳ ✭❝✮ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♠✐❞✲❤❡✐❣❤t s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❤✐♥❣❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❡❛♠s

❚❤❡ t♦rs✐♦♥ t❡st ✇❛s ♠♦♥✐t♦r❡❞ ✉s✐♥❣ ♠✐❝r♦✲❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤②✳ ❙✉❝❤

✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♥♦♥✲✐♥tr✉s✐✈❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ✸❉ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❡st❡❞

✐♥ s✐t✉ ❬✷✵❪✳ ❚❤❡ t♦rs✐♦♥ t♦rq✉❡ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② t✇♦ ❛♥❣✉❧❛r ❛❝t✉❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♥

s✐t✉ t❡st✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❜♦t❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✐♥ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t♦rq✉❡

❛♥❞ ❛①✐❛❧ ❢♦r❝❡ ✇❡r❡ r❡❣✉❧❛r❧② r❡❝♦r❞❡❞✳ ❚❤❡ t❡st ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣

❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ θ = 180➦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣ ♣❧❛t❡♥s

✭❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ ❆ ❧❛st st❡♣ ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ ❣❡tt✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥✳
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳ ✭❛✮ ✸❉ r❡♥❞❡r✐♥❣s ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ s❛♠♣❧❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣✉❧❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s θ ✐♥

t♦rs✐♦♥✳ ✭❜✮ ■♥ s✐t✉ ✈✐❡✇ ❢♦r t❤❡ ✶✽✵➦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

❚❤❡ s❡r✐❡s ♦❢ ✻✵✵ r❛❞✐♦❣r❛♣❤s ♣❡r s❝❛♥ ✭✐✳❡✳✱ s✐♥♦❣r❛♠s✮ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦

r❡❝♦♥str✉❝t ✸❉ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡st ✭❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ ❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✐♥ s✐t✉ s❡t✉♣ ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❖♥❝❡ ❝r♦♣♣❡❞✱ t❤❡

r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈♦❧✉♠❡s ❝♦✈❡r❡❞ 43.5× 42× 48.3 ♠♠3 ✇✐t❤ ❛ ✺✺ ➭♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
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❚❛❜❧❡ ✶✳ ❉❱❈ ❤❛r❞✇❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

❚♦♠♦❣r❛♣❤ ◆♦rt❤ ❙t❛r ■♠❛❣✐♥❣ ❳✺✵✰

❳✲r❛② s♦✉r❝❡ ❳❘❛②❲♦r❳ ❳❲❚✲✷✹✵✲❈❚

❚❛r❣❡t ✴ ❆♥♦❞❡ ❲ ✭r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡✮

❋✐❧t❡r ❈✉ ✭✵✳✺ ♠♠✮

❱♦❧t❛❣❡ ✷✵✵ ❦❱

❈✉rr❡♥t ✶✵✵ ➭❆

❋♦❝❛❧ s♣♦t s✐③❡ ✺ ➭♠

❚✉❜❡ t♦ ❞❡t❡❝t♦r ✺✶✵ ♠♠

❚✉❜❡ t♦ ♦❜❥❡❝t ✶✽✺ ♠♠

❉❡t❡❝t♦r ❉❡①❡❧❛ ✷✾✷✸

❉❡✜♥✐t✐♦♥ 1536× 1944 ♣✐①❡❧s ✭2× 2 ❜✐♥♥✐♥❣✮

◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✻✵✵

❆♥❣✉❧❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✸✻✵➦

❋r❛♠❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✽ ♣❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❋r❛♠❡ r❛t❡ ✻ ❢♣s

❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥ ✷✶ ♠✐♥ ✷✺ s

❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜❧t❡r❡❞ ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥

●r❛② ▲❡✈❡❧s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✽ ❜✐ts

❱♦❧✉♠❡ s✐③❡ 791× 764× 879 ✈♦①❡❧s ✭❛❢t❡r ❝r♦♣✮

❋✐❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ 43.5× 42× 48.3 ♠♠3 ✭❛❢t❡r ❝r♦♣✮

■♠❛❣❡ s❝❛❧❡ ✺✺ ➭♠✴✈♦①❡❧

P❛tt❡r♥ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹

❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t♦rq✉❡ ❛♥❞ ❛①✐❛❧ ❢♦r❝❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞

✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ t❡st✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t♦rq✉❡ ❛♥❞ ❛①✐❛❧ ❢♦r❝❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s❝❛♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✳ ❆♥ ❛①✐❛❧ ❢♦r❝❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✭❜✮✮✱ ✇❤✐❝❤
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✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ P♦②♥t✐♥❣ ❡✛❡❝t ❬✺❪✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ P♦②♥t✐♥❣ ❡✛❡❝t s❤♦✉❧❞

❝♦♥s✐st ♦❢ ❛♥ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦r s❤♦rt❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t♦rs✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❛✈✐♥❣ ❝❧❛♠♣❡❞ t❤❡ s❤♦rt ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛♥t♦❣r❛♣❤ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛

❝♦♥st❛♥t ❧❡♥❣t❤ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡st✱ s✉❝❤ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥✴s❤♦rt❡♥✐♥❣ ✇❛s ♣r♦❤✐❜✐t❡❞ ❛♥❞ ❛

r❡❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♠❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞

✐♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛rt✳ ❋✐rst✱ ❛ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ♣❛rt ✭θ ∈ [0➦✱ 30➦❪✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ t♦rq✉❡

✐♥❝r❡❛s❡s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r❧② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢♦r❝❡ st✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡s q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r❧② ❜✉t ✇✐t❤ ❛

❧♦✇❡r s❧♦♣❡ ✭θ ∈ [30➦✱ 70➦❪✮ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦② ✭❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ ❚❤❡

❢♦r❝❡ r❡❛❝❤❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧ ❛t θ ≈ 70➦✱ ❛♥❞ s❧♦✇❧② ❞❡❝r❡❛s❡s q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r❧②

✇❤✐❧❡ t❤❡ t♦rq✉❡ t❡♥❞s t♦ s❛t✉r❛t❡ ✭θ ∈ [70➦✱ 180➦❪✮✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♠❡s

✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ r❡✈❡rs❡ P♦②♥t✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡

t♦rs✐♦♥ t❡st✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❚♦rs✐♦♥ t♦rq✉❡ ✭❛✮ ❛♥❞ r❡s✉❧t❛♥t ❢♦r❝❡ ✭❜✮ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥❧♦❛❞✐♥❣

♣❛rts ♦❢ t❤❡ t❡st

■♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛rt s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✭❜✮✱ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❢♦r❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s

✭✐✳❡✳✱ P♦②♥t✐♥❣ ❡✛❡❝t✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜❡❣✐♥s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❡st✱ s✉❝❤

❢♦r❝❡ ♥❡✈❡r ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r❡✈❡rs❡ P♦②♥t✐♥❣ ❡✛❡❝t✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t s♦♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ r✐❣✐❞✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠s ❛♥❞ ❤✐♥❣❡s

✇♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ r❡✈❡rs❡ P♦②♥t✐♥❣ ❡✛❡❝t✳



P♦②♥t✐♥❣ ❊✛❡❝ts ✐♥ P❛♥t♦❣r❛♣❤✐❝ ▼❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ❈❛♣t✉r❡❞ ✈✐❛ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❉❱❈ ✾

❚❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❡st ✇❛s ❛ ❢✉❧❧ ❛♥❣✉❧❛r r❡✈❡rs❛❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✮✳ ❚❤❡ ✜rst

st❡♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❧✐♥❡❛r ✉♥❧♦❛❞✐♥❣✱ ✇✐t❤ ❛ s❧♦♣❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝✉r✈❡ ✭t❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② tr✉❡ ❢♦r t❤❡ t♦rq✉❡✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✭❛✮✮✳ ❚❤❡♥

t❤❡r❡ ✐s r❡✈❡rs❡ ♣❧❛st✐❝✐t② t❤❛t ✐♥❞✉❝❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳

❍❛✈✐♥❣ ✐♠❛❣❡❞ ✼ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✭❛✮✮✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ✇❡r❡

♠❡❛s✉r❡❞ ✈✐❛ ❉❱❈✳ ❱❛r✐♦✉s st❡♣s ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝

❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ t♦rs✐♦♥ t❡st✳

❉✐✛❡r❡♥t ❉❱❈ ❙t❡♣s

❆s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❞❡❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐♥t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✭❛✮✮✱

❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❉❱❈ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧

❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥t❡❞ s❤❛♣❡ t♦ ❜❛❝❦tr❛❝❦ t❤❡ ♠❡s❤ t❤❛t ✇❛s

❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❉❱❈ ✇❛s ❛❧s♦ r✉♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ♦♥

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞✐r❡❝t❧②✱ ❜♦t❤ ✇✐t❤

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❬✷✶❪✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇❛s r❡q✉✐r❡❞ s✐♥❝❡ ✈✐rt✉❛❧❧② ♥♦

❝♦♥tr❛st ❡①✐st❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✮✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞

❍❡♥❝❦②✲t②♣❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ ✭✐✳❡✳✱ ♦♥❧② t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❢r♦♠

♦♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡①t ✇❡r❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❬✷✷❪✮✳
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳ ✭❛✮ ✸❉ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

✭❜✮ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ❤✐st♦❣r❛♠

❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡s ✇❡r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈♦rr❡❧✐ ✸✳✵ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬✷✸❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤

t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✭❚❛❜❧❡ ✷✮ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❛❧❧ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳

❚❛❜❧❡ ✷✳ ❉❱❈ ❛♥❛❧②s✐s ♣❛r❛♠❡t❡rs

❉■❈ s♦❢t✇❛r❡ ❈♦rr❡❧✐ ✸✳✵ ❬✷✸❪

■♠❛❣❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♥♦♥❡

❊❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ✭♠❡❛♥✮ ✷✼✱ ✷✹ ❛♥❞ ✽ ✈♦①❡❧s

❙❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❧✐♥❡❛r ✭❚✹✮

▼❡s❤❡s s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✼ ❛♥❞ ✶✶

▼❛t❝❤✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❬✷✶❪

❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭s❡❡ t❡①t✮

■♥t❡r♣♦❧❛♥t ❝✉❜✐❝

❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ✢♦♦r s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✷

❙tr❛✐♥ ♥♦✐s❡ ✢♦♦r s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✸



P♦②♥t✐♥❣ ❊✛❡❝ts ✐♥ P❛♥t♦❣r❛♣❤✐❝ ▼❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ❈❛♣t✉r❡❞ ✈✐❛ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❉❱❈ ✶✶

■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▲❛r❣❡ ❘♦t❛t✐♦♥s

❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s❝❛♥s ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❧❛r❣❡ r♦t❛t✐♦♥s

♦❝❝✉rr❡❞ r❡q✉✐r❡❞ s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛r❡ t♦ ❜❡ ❡①❡r❝✐s❡❞ ✇❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ ❉❱❈ ❛♥❛❧②s❡s✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s❝❛♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✮✱ ❉❱❈

❛♥❛❧②s❡s ✇❡r❡ ✜rst r✉♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧②✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢

❛ ❣✐✈❡♥ ❛♥❛❧②s✐s ❜❡❝❛♠❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡ ✭❛♥❞ s♦

♦♥✮✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ✇❛s ❞❡❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts

s♦ t❤❛t ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❡st✐♠❛t❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❡❛❝❤ ❉❱❈ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s

✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❛ t♦rs✐♦♥ t❡st ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣✉❡ss❡❞✳ ■♥

t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❋❊ ♠❡s❤ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✮✱

❛ ✷❉ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s r✉♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

✭❋✐❣✉r❡ ✺✭❛✮✮✳ ❚❤r❡❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✇❡r❡ s♦✉❣❤t✱ ♥❛♠❡❧②✱ t✇♦ ✭✐♥✲♣❧❛♥❡✮

tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥❡ ✭♦✉t ♦❢ ♣❧❛♥❡✮ r♦t❛t✐♦♥ ✈✐❛ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❉■❈ ❬✷✹❪✳ ❖♥❝❡ t❤❡②

✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

s❡❝t✐♦♥✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✈❛r✐❡❞ ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡✐❣❤t

✭❋✐❣✉r❡ ✺✭❜✮✮

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳ ✭❛✮ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❡❞ ✭❜♦tt♦♠✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ✷❉ ❉■❈

❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ✭❜✮ ❈❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡

s❛♠♣❧❡ ❤❡✐❣❤t ❢♦r ❛ r♦t❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ✸✵➦



✶✷ ➞▲▼❚✴❉●▼ ✷✵✷✵

❖♥❝❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

s♣❡❡❞ ✇❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✭✐✳❡✳✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡ ❛ ❢❛❝t♦r ✹

r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✮✳ ◆♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❡♣s ✇❡r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ r✉♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧

❛♥❛❧②s❡s✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦♥❡s ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s

❛r❡ ❝✉♠✉❧❛t❡❞✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ s✉❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ❞✐r❡❝t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ r✉♥ ✇❤❡♥

✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✭❛♥❞ ❝✉♠✉❧❛t❡❞✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡

r♦t❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥❝r❡❛s❡✱ ♦♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❡♣ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❬✷✺✱ ✷✻✱ ✷✼❪

s✐♥❝❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ s❝❤❡♠❡ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥

♠❛tr✐① ✇r✐tt❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❛t ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♣♣❧✐❡s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s❡s✱ t❤❡ r♦✉t❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●✉❡r② ❡t ❛❧✳ ❬✷✺❪ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞✳

■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r F ❢♦r ♥♦❞❡s s✐♥❝❡

t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛r❡ t♦ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② F✳ ❚❤❡ t❡♥s♦r

F ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ ✐t ✇❛s

❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ❛t ♥♦❞❡s ✈✐❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡s✳ ❲✐t❤ s✉❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛❧❧

❞✐r❡❝t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ❤❡r❡✐♥ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡

❜❡st ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st ❘▼❙ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ r❡s✐❞✉❛❧✮ ✇❛s ❦❡♣t

♦♥❝❡ t❤❡ ▲✷✲♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✇❛s ❧❡ss t❤❛♥ 10−3 ✈♦①❡❧✳

❋❡❛s✐❜✐❧✐t② ❆♥❛❧②s✐s

❚❤❡ ✈❡r② ✜rst st❡♣ ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❉❱❈ r✉♥s✳ ❆

♠❡s❤ ❡♥❝♦♠♣❛ss✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✭t♦♣✮✮ ✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞

✭❋✐❣✉r❡ ✼✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♣r✐♥t✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡❢♦r♠❡❞

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ✭❋✐❣✉r❡ ✻✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♠❛♥② ❡❧❡♠❡♥ts

❞✐❞ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛♥t♦❣r❛♣❤✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❉❱❈ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❬✷✶❪✱ s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❛s tr❛❝t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❛s



P♦②♥t✐♥❣ ❊✛❡❝ts ✐♥ P❛♥t♦❣r❛♣❤✐❝ ▼❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ❈❛♣t✉r❡❞ ✈✐❛ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❉❱❈ ✶✸

❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ✸✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♣❡r st❡♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✇❛s

♦♥❧② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✐♥ t❤♦s❡ ③♦♥❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❙❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ✭❜♦tt♦♠✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡

❣r❡❡♥ ❜♦①❡s ❞❡♣✐❝t t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ✭❛✉①✐❧✐❛r②✮ ♠❡s❤ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✮

❚❤✐s ✜rst ✭❛✉①✐❧✐❛r②✮ ♠❡s❤ ✇❛s str✉❝t✉r❡❞ ❛♥❞ ♠❛❞❡ ♦❢ ✹✲♥♦❞❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤

❧✐♥❡❛r s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✼✮✳ ■ts ♠❡❛♥ s✐③❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s t❤❡ ❝✉❜✐❝

r♦♦t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✈♦❧✉♠❡✱ ✇❛s ❡q✉❛❧ t♦ ✷✼ ✈♦①❡❧s✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❧❡♥❣t❤ ℓr ✇❛s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✺✵ ✈♦①❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡

♠❡s❤❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✭✐✳❡✳✱ ✷✵✵ ✈♦①❡❧s✮✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✇❛s ♠❛❞❡ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❉❱❈ ❝♦❞❡

t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♠❛♥② ❡❧❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥② ♣❛rt ♦❢ t❤❡

st✉❞✐❡❞ ♣❛♥t♦❣r❛♣❤✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳ ❋✐rst ✭❛✉①✐❧✐❛r②✮ ♠❡s❤ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ❡♥❝♦♠♣❛ss t❤❡ ♣r✐♥t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

✭❋✐❣✉r❡ ✻✭t♦♣✮✮
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❋✐❣✉r❡ ✽ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❢♦r t❤❡ s✐① ❛♥❛❧②③❡❞ s❝❛♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡

❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣❛♥t♦❣r❛♣❤ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡

❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡

✈❡r② ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② s♣❡❝✐❛❧ ❝❛r❡ ✭✐✳❡✳✱ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✮

❤❛❞ t♦ ❜❡ ❡①❡r❝✐s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ s✉❝❤ r❡s✉❧ts✳

✭❛✮ θ = 30➦ ✭❜✮ θ = 60➦ ✭❝✮ θ = 90➦

✭❞✮ θ = 120➦ ✭❡✮ θ = 150➦ ✭❢✮ θ = 180➦

❋✐❣✉r❡ ✽✳ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ y ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✈♦①❡❧s✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣✉❧❛r

❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

❍❛✈✐♥❣ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t ❉❱❈ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ r✉♥ ✉♥❞❡r s✉❝❤ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✇❛s t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ♠❡s❤ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ■t ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❛❧s♦

✉s❡s ❉❱❈ ❛♥❛❧②s❡s ❬✷✷✱ ✷✽❪✳

❇❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ▼❡s❤❡s

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s t♦ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧

✈♦❧✉♠❡✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ✸❉ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t

❝❛s❡✱ ✐t ✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ✜rst ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛♥t♦❣r❛♣❤



P♦②♥t✐♥❣ ❊✛❡❝ts ✐♥ P❛♥t♦❣r❛♣❤✐❝ ▼❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ❈❛♣t✉r❡❞ ✈✐❛ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❉❱❈ ✶✺

✭❋✐❣✉r❡ ✾✮✳ ❚❤✐s ♠❡s❤ ✇❛s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ss❡♠❜❧✐❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❡❧❧s ✭❡✳❣✳✱ ❤✐♥❣❡s✱

❤✐♥❣❡s ✰ ❜❡❛♠s✱ ❡♥❞ ❝❡❧❧s✮✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❡❧❧s ✇❡r❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞✱ ♦♥❡ ❦❡②

♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❛s t❤❡ ❞❡❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♠❛tr✐① s♦

t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡s❤✳ ❍❛❞ s✉❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥

❢❛✐❧❡❞✱ ❉❱❈ r✉♥s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❡r❡ t♦♦ s♠❛❧❧

✭✐✳❡✳✱ ✽ ✈♦①❡❧s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❛t ❤❛♥❞✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠❡s❤ ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ❢r♦♠

t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❡❧❧s

❖♥❝❡ t❤✐s ♠❡s❤ ✇❛s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ♥❡①t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❛s t♦ ❜❛❝❦tr❛❝❦ ✐t t♦

✜t ❛s ❜❡st ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ♣r✐♥t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s✳ ❚❤✐s ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✸❉

✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ ✈♦①❡❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✇❡r❡

❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✷✵✵✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s ❦❡♣t ❛ ③❡r♦ ❧❡✈❡❧✳ ❆ ●❛✉ss✐❛♥

✜❧t❡r ♦❢ r❛❞✐✉s ✷ ✈♦①❡❧s ✇❛s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧❡ss s❤❛r♣ ✐♠❛❣❡ t❤❛t ✇❛s

❡❛s✐❡r t♦ r❡❣✐st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ s❤❛r♣ ❡❞❣❡s✳ ❖♥❝❡ t❤❡ t✇♦ ✈♦❧✉♠❡s ✇❡r❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r✉♥ ❛ ❉❱❈ ❛♥❛❧②s✐s ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❞❛t❛ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡

♣r✐♥t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ ❞❛t❛ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s

r❡❣✐str❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ♠❡s❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡

t♦ t❤❡ ♠❡s❤ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✭❋✐❣✉r❡ ✼✮✳ ❆ ❧❛r❣❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
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❧❡♥❣t❤ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✐✳❡✳✱ ℓr = 150 ✈♦①❡❧s✮ ❢♦r t❤❡

s❛♠❡ r❡❛s♦♥s ❛s ❜❡❢♦r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠❡s❤❡s ✭❧❡❢t✮

t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐♥t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮ ✈✐❛ ❉❱❈ ❛♥❛❧②s❡s

❖♥❝❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❛s ❦♥♦✇♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r✐♥t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■t t❤❡♥

s✉✣❝❡❞ t♦ ❞❡❢♦r♠ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ♠❡s❤ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

✜❡❧❞✱ t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♠❡s❤

❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✱ ❛♥❞ ❜❛❝❦tr❛❝❦ ✐t ❜② ❞❡❢♦r♠✐♥❣ ✐t ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♣r✐♥t❡❞

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❛s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♥❡✇ ♠❡s❤ ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝

s❝❛❧❡ t❤❛t ♥♦✇ ❡♥❝♦♠♣❛ss❡❞ ❜❡tt❡r t❤❛t ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✶✮✳ ❚❤❡

♠❡❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡s❤ ✇❛s ❡q✉❛❧ t♦ ✷✹ ✈♦①❡❧s✳
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳ ❇❛❝❦tr❛❝❦❡❞ ♠❛❝r♦s❝❛❧❡ ✭❛✮ ❛♥❞ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ✭❜✮ ♠❡s❤❡s t♦ t❤❡ ♣r✐♥t❡❞

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❯♥❝❡rt❛✐♥t② ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ s❝❛♥s t❤❛t ✇❡r❡

❛❝q✉✐r❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❆ s♠❛❧❧ r✐❣✐❞

❜♦❞② r♦t❛t✐♦♥ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛❝t✉❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♥ s✐t✉ t❡st✐♥❣

♠❛❝❤✐♥❡✳ ❉❱❈ ❛♥❛❧②s❡s ✇❡r❡ r✉♥ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s ✭❋✐❣✉r❡s ✼ ❛♥❞ ✶✶✮ ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ℓr r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✸✵ t♦ ✸✵✵ ✈♦①❡❧s✳ ❚❤❡ r✐❣✐❞ ❜♦❞②

♠♦t✐♦♥s ✇❡r❡ s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ✐ts ♠❡❛♥

σu ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✷✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s σu ✈s✳ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ℓr ❢♦r t❤❡

t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s ✭❋✐❣✉r❡s ✼ ❛♥❞ ✶✶✮✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♣♦✇❡r ✲✸✴✷ tr❡♥❞

❋♦r ❡❛❝❤ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② σu✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ tr❡♥❞ ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛s ❧❛r❣❡r

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♠♦r❡ ✇❡✐❣❤t ♣✉t ♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✜❧t❡r ♦✉t ♠♦r❡ ♥♦✐s❡✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡

−3/2 ♣♦✇❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ σu ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❜❛❝❦tr❛❝❦❡❞ ♠❡s❤❡s✱

✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ♦t❤❡r s♦✉r❝❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r❡✈❛❧❡♥t✳ ❙✉❝❤

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❬✷✾❪✳

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ −3/2 ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ tr❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ♠❡s❤

✭❋✐❣✉r❡ ✼✮✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✈♦①❡❧s ❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s

♠♦r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❧❡ss ❜② ♦t❤❡r ❛rt✐❢❛❝ts✳

❚❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ♠❡s❤ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✮ ②✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝❧♦s❡ t♦

t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝❛❧❡ ♠❡s❤ ❢♦r ❧❛r❣❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♠♦st

♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❋♦r s♠❛❧❧❡r

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s t❤❡ ♠❡s❤ ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ s✐♥❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s

♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ ❧❡ss t❤❡ ❉❱❈ r❡s✉❧ts✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ♠❡s❤ ❝❛♥♥♦t
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❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ♥♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ③♦♥❡s ✇✐t❤ ♥♦ ❝♦♥tr❛st ♣r❡✈❡♥t

t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❉❱❈ ❝♦❞❡✳

❋♦r t❤❡ ♠❛❝r♦s❝❛❧❡ ♠❡s❤ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✶✭❛✮✮✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡

✈❡r② ❧♦✇ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❬✸✵❪✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❞✉❡ t♦

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛st t❤❛t

✐♥❞✉❝❡s ✈❡r② s♠❛❧❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ❉❱❈ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❢♦r t❤❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝

♠❡s❤ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✶✭❜✮✮✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ✹ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r

✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡s❤✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

t❤❡r❡ ✐s ✈✐rt✉❛❧❧② ♥♦ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❞❡ t❤❡ ❉❱❈

❛♥❛❧②s❡s ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t♦♦

s♠❛❧❧ ✐❢ ✜♥❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ✇❡r❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳

■♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ t✇♦ str❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣♦rt❡❞✱

♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❛✐♥ ǫ1 ❛♥❞ t❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥ ǫxy✳ ❚❤❡✐r

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳ ❋♦r ❛♥② ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ ✈❡r②

❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳ ❙✉❝❤ tr❡♥❞ s❤♦✇s t❤❡

❜❡♥❡✜t ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❝ts ❛s ❛ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r ❢♦r ❦✐♥❡♠❛t✐❝

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭✐✳❡✳✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡

♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♠❡s❤❡s ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝❛❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❛t

t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❣❛✐♥ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ✇❡r❡ ✈❡r②

❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✸✳ ❙t❛♥❞❛r❞ str❛✐♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s σǫ ✭❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❛✐♥ ǫ1 ✭❛✮ ❛♥❞

s❤❡❛r str❛✐♥ ǫxy ✭❜✮✮ ✈s✳ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ℓr ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s ✭❋✐❣✉r❡s ✼

❛♥❞ ✶✶✮✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♣♦✇❡r ✲✺✴✷ tr❡♥❞

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦✇❡r −3/2 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇❛s

r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ♠❡s❤✱ ✐t ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ str❛✐♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

✇♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♣♦✇❡r −5/2 ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳ ❙✉❝❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ♠❡s❤❡s ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✳ ❆s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s tr❡♥❞ ✐s

♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str❛✐♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❆♥❛❧②s❡s

❯s✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦tr❛❝❦❡❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡s❤ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✶✭❛✮✮✱ ❞✐r❡❝t ❉❱❈ ❛♥❛❧②s❡s

❝♦✉❧❞ ❜❡ r✉♥✳ ❚❤❡② st❛rt❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✭✐✳❡✳✱ ℓr =

300 ✈♦①❡❧s✮ ❛♥❞ ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❢r♦♠

t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♥❡✇ ♠❡s❤✳ ❖♥❝❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❛s

♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥

♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬✷✶❪✳

❋✐❣✉r❡ ✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ r❡s✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ t❤❡ t♦rs✐♦♥ t❡st✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s✳
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❚❤✐s tr❡♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞

❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡s❤ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡

❛❝t✉❛❧ ♠♦t✐♦♥s✳ ❙✉❝❤ r❡s✉❧t ✐s ♥♦t ❛ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❉❱❈ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐ts❡❧❢✱ ❜✉t

r❛t❤❡r ✐t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s✳ ■t ✐s ❛❧s♦

✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❛s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✇❛s ❞❡❝r❡❛s❡❞✱ s♦ ❞✐❞ t❤❡

❘▼❙ r❡s✐❞✉❛❧s ✭✐✳❡✳✱ ❧❡ss ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❡r❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❣❧♦❜❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❧❡♥❣t❤ ✇❡r❡ ✈❡r② ❤✐❣❤✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐sq✉❛❧✐✜❡❞ s✉❝❤ r❡s✉❧ts s✐♥❝❡ t♦♦ ♠✉❝❤ ✇❡✐❣❤t ✇❛s

♣✉t ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ✇❛s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✈❛❧✐❞ ✭✐✳❡✳✱ ♣❧❛st✐❝✐t② ❤❛❞

♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛♥t♦❣r❛♣❤✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✹✳ ❘▼❙ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ r❡s✐❞✉❛❧s ✈s✳ ❛♥❣✉❧❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❧❡♥❣t❤s ✐♥ ❉❱❈ ❛♥❛❧②s❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡s❤

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ ❉❱❈ ❛♥❛❧②s❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ r✉♥ ✇✐t❤ ♥♦ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛t

❛❧❧ ✭✐✳❡✳✱ ℓr = 0✮✳ ❚❤❡ ❘▼❙ r❡s✐❞✉❛❧s ❤❛❞ ❧❡✈❡❧s ✈✐rt✉❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤♦s❡

♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ℓr = 30 ✈♦①❡❧s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s

❧❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st r❡s✐❞✉❛❧s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✇❤❡♥ ℓr = 75 ✈♦①❡❧s

❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡

❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t♦♦ s♠❛❧❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✷✮✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✺✱ t❤❡
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❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐① ❛♥❛❧②③❡❞ s❝❛♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥

♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣❛♥t♦❣r❛♣❤ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡s❡ ♥❡✇ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ❞✐r❡❝t

❉❱❈ r✉♥s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡

♠♦❞✐✜❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥❝r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r✳

✭❛✮ θ = 30➦ ✭❜✮ θ = 60➦ ✭❝✮ θ = 90➦

✭❞✮ θ = 120➦ ✭❡✮ θ = 150➦ ✭❢✮ θ = 180➦

❋✐❣✉r❡ ✶✺✳ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ y ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✈♦①❡❧s✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t

❛♥❣✉❧❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r ❉❱❈ ❛♥❛❧②s❡s ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝❛❧❡ ✭ℓr = 75 ✈♦①❡❧s✮✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞s ❛r❡

❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

▼❡s♦s❝♦♣✐❝ ❆♥❛❧②s❡s

❍❛✈✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝❛❧❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s❡s

✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ♠❡s❤ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✶✭❜✮✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥

str❛t❡❣② ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❘▼❙

❣r❛② ❧❡✈❡❧ r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✻✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤

✭✐✳❡✳✱ ℓr = 75 ✈♦①❡❧s✮ ❧❡❞ t♦ r❡s✐❞✉❛❧s t❤❛t r❡♠❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧s ❢♦r ♠♦st

♦❢ t❤❡ t❡st✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ❞❡❣r❛❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st r♦t❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✻✳ ❘▼❙ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ r❡s✐❞✉❛❧s ✈s✳ ❛♥❣✉❧❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❧❡♥❣t❤s ✐♥ ❉❱❈ ❛♥❛❧②s❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ♠❡s❤

❉✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❘▼❙ r❡s✐❞✉❛❧s r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛❝r♦s❝❛❧❡

✭❋✐❣✉r❡ ✶✹✮ ❛♥❞ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✻✮ ♠❡s❤❡s ✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡s❤❡❞

r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇❡r❡ ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ■t ✇❛s ❤♦✇❡✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ t❤❡

♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝❛❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ♠❡s❤ s✐♥❝❡

t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❧✐❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝❛❧❡ ♠❡s❤✳

❚❤❡ ❘▼❙ r❡s✐❞✉❛❧s ✇❡r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♥❡✇ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡

r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ♠❡s❤✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✼ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛t

t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧❡❞ t♦ ❧♦✇❡r ❣r❛② ❧❡✈❡❧ r❡s✐❞✉❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡②

✇❡r❡ ♠♦r❡ tr✉st✇♦rt❤②✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✇♦ r♦t❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝❛❧❡ r❡s✉❧ts ✇❛s ♥♦t ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ r❡❣✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝✉r✈❡s

✭❋✐❣✉r❡ ✸✮ ❜♦t❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❢❛✐t❤❢✉❧❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✳ ■♥

t❤❡ t❤✐r❞ r❡❣✐♠❡✱ t❤✐s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ❝❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡st r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤

❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✳ ❙✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐♥❣❡s✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥

✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✼✳ ❘▼❙ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ r❡s✐❞✉❛❧s ✈s✳ ❛♥❣✉❧❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❧❡♥❣t❤s ✐♥ ❉❱❈ ❛♥❛❧②s❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ✭s♦❧✐❞

❧✐♥❡s✮ ♠❡s❤❡s

❋✐❣✉r❡ ✶✽ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❢♦r t❤❡ s✐① ❛♥❛❧②③❡❞ s❝❛♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡

❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣❛♥t♦❣r❛♣❤ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss❡❞ t♦

❡✈❛❧✉❛t❡ ✈❛r✐♦✉s str❛✐♥ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳



P♦②♥t✐♥❣ ❊✛❡❝ts ✐♥ P❛♥t♦❣r❛♣❤✐❝ ▼❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ❈❛♣t✉r❡❞ ✈✐❛ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❉❱❈ ✷✺

✭❛✮ θ = 30➦ ✭❜✮ θ = 60➦ ✭❝✮ θ = 90➦

✭❞✮ θ = 120➦ ✭❡✮ θ = 150➦ ✭❢✮ θ = 180➦

❋✐❣✉r❡ ✶✽✳ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ y ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✈♦①❡❧s✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t

❛♥❣✉❧❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r ❉❱❈ ❛♥❛❧②s❡s ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ✭ℓr = 75 ✈♦①❡❧s✮✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞s ❛r❡

❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts

❙tr❛✐♥ ❋✐❡❧❞s

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡s❤ ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ℓr = 75 ✈♦①❡❧s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ str❛✐♥

✜❡❧❞s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ str❛✐♥s ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❡①❛❝t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚✹ ❡❧❡♠❡♥ts ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r

F ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r✮✳ ◆♦

✜❧t❡r✐♥❣ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ❧❛r❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❝❝✉rr❡❞✱ t❤❡ ●r❡❡♥ ▲❛❣r❛♥❣❡

♠❡❛s✉r❡ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✶✾ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ s✐① ❛♥❛❧②③❡❞ s❝❛♥s✳

■♥ t❤❡ ❜❡❛♠s✱ t❤❡ str❛✐♥s r❡♠❛✐♥❡❞ s♠❛❧❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❣❡tt✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡

❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❛✇❛②
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❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳ ❊✈❡♥ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐♥❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞

♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✐✳❡✳✱ θ > 90➦✮✳

✭❛✮ θ = 30➦ ✭❜✮ θ = 60➦ ✭❝✮ θ = 90➦

✭❞✮ θ = 120➦ ✭❡✮ θ = 150➦ ✭❢✮ θ = 180➦

❋✐❣✉r❡ ✶✾✳ ▼❛①✐♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❛✐♥ ǫ1 ✜❡❧❞s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣✉❧❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r

❉❱❈ ❛♥❛❧②s❡s ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ✭ℓr = 75 ✈♦①❡❧s✮✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ t❤❡

❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

❚♦ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②③❡ t❤✐s ❧❛st ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥ ǫxy ✜❡❧❞s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✵✳ ❚❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ✇❛s ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ❢♦❝✉s ♠♦r❡ ♦♥ t❤❡ ❤✐♥❣❡s ❢❛rt❤❡r

❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ❝❡♥t❡r✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst r♦t❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ t❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥s

✐♥ t❤❡ ❤✐♥❣❡s ✇❡r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ②✐❡❧❞ str❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭✐✳❡✳✱ ≈ 1✪✮✳

❋r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦♥✱ t❤❡ str❛✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞

✐♥ t❤❡ ❤✐♥❣❡s✱ ❛♥❞ r❡❛❝❤ r❛t❤❡r ❤✐❣❤ ❛❜s♦❧✉t❡ ❧❡✈❡❧s ✭✐✳❡✳✱ ✉♣ t♦ ✵✳✹ ❢♦r t❤❡ ❧❛st

s❝❛♥✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣❛♥t♦❣r❛♣❤✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐s ✈❡r②

❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐♥❣❡s t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦❛❞✳
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✭❛✮ θ = 30➦ ✭❜✮ θ = 60➦ ✭❝✮ θ = 90➦

✭❞✮ θ = 120➦ ✭❡✮ θ = 150➦ ✭❢✮ θ = 180➦

❋✐❣✉r❡ ✷✵✳ ❙tr❛✐♥ ǫxy ✜❡❧❞s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣✉❧❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r ❉❱❈ ❛♥❛❧②s❡s ❛t t❤❡

♠❡s♦s❝❛❧❡ ✭ℓr = 75 ✈♦①❡❧s✮✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

▼❡s♦✲P♦②♥t✐♥❣ ❊✛❡❝t

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❡♥❝♦♠♣❛ss✐♥❣

t❤❡ ❤✐♥❣❡s✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛t t❤❡ ♠❡s♦❧❡✈❡❧✱ ✇❛s ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❉❱❈

❛♥❛❧②s❡s r❡♣♦rt❡❞ ❤❡r❡✐♥✱ ❛♥❞ ♠❛❦❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡

♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ♦t❤❡r✇✐s❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢

✈✐❡✇✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❤✐♥❣❡s ✇❡r❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ♠✉❧t✐❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣s✱

t❤❡② ♠❛② ❤❛✈❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ t♦rs✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② P♦②♥t✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❛t t❤✐s r❡❞✉❝❡❞

s❝❛❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠❡s♦✲P♦②♥t✐♥❣ ❡✛❡❝t✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦♥❧② ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❤✐♥❣❡s✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❤✐♥❣❡✱ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ str❛✐♥s ✇❡r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s✐① ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t

❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡✐r ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✶ s❤♦✇s t❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥ ǫxy ❧❡✈❡❧s ❢♦r t❤❡

s✐① ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛st ❢♦✉r ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥s✱ t❤❡ str❛✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ❜✉t t❤❡✐r ♦✈❡r❛❧❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞
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❛♥❣❧❡✳ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧②✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t❤✐r❞ r❡❣✐♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t♦rq✉❡

✢❛tt❡♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❢♦r❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ s❤❡❛r

str❛✐♥s ✇❡r❡ r❛t❤❡r ❧♦✇ ✐♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ②✐❡❧❞

str❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭✐✳❡✳✱ ≈ 1%✮ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❣❧❡✳

✭❛✮ θ = 30➦ ✭❜✮ θ = 60➦ ✭❝✮ θ = 90➦

✭❞✮ θ = 120➦ ✭❡✮ θ = 150➦ ✭❢✮ θ = 180➦

❋✐❣✉r❡ ✷✶✳ ❆✈❡r❛❣❡ str❛✐♥s ǫxy ✐♥ t❤❡ ❤✐♥❣❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣✉❧❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❚❤❡

✜❡❧❞s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❚❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥ ǫxy r❡♣r❡s❡♥ts s❤❡❛r ♦❢ ❤✐♥❣❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝②❧✐♥❞❡rs ✇✐t❤

t❤❡✐r s②♠♠❡tr② ❛①✐s ❛❧♦♥❣ y✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

t❤❡ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✸✶❪✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥ ♦❢ t❤❡

❤✐♥❣❡s ✇❛s st✉❞✐❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣❛♥t♦❣r❛♣❤✐❝

str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s s❤❡❛r str❛✐♥ ✐♥❞✉❝❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦

❵✜❜❡rs✬ t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐♥❣❡ ✐ts❡❧❢✳

❆♥♦t❤❡r ✜❡❧❞ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈♦♥ ▼✐s❡s str❛✐♥ ǫeq✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s

❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ str❛✐♥ t❡♥s♦r✳ ❚❤✐s ✜❡❧❞ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r

t❤❡ s✐① ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✷✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✷✶✱ t❤❡ ǫeq ✜❡❧❞s ❛r❡

♠♦r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ♣❛rts✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❧❡✈❡❧s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②



P♦②♥t✐♥❣ ❊✛❡❝ts ✐♥ P❛♥t♦❣r❛♣❤✐❝ ▼❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ❈❛♣t✉r❡❞ ✈✐❛ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❉❱❈ ✷✾

❤✐❣❤❡r✳ ❚❤❡s❡ ❧❛st ✜❡❧❞s s❤♦✇ t❤❛t ♣❧❛st✐❝✐t② ♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥ s♠❛❧❧❡r r❡❣✐♦♥s t❤❛♥

✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥ ✜❡❧❞s ǫxy✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst

❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥s ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ②✐❡❧❞ str❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t♦rq✉❡ ✈s✳ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❣❧❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞

❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥✱ s♦♠❡ ❤✐♥❣❡s ✇❡r❡ ②✐❡❧❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ❞✐❞ ♥♦t✳ ❋♦r t❤❡ t❤✐r❞

❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥✱ ❛❧❧ ❤✐♥❣❡s ✇❡r❡ ②✐❡❧❞✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ǫeq str❛✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❣❧❡✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛st ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ t♦♣ r♦✇ r❡❛❝❤❡❞ ❧❡✈❡❧s ✉♣

t♦ ✵✳✺✳

✭❛✮ θ = 30➦ ✭❜✮ θ = 60➦ ✭❝✮ θ = 90➦

✭❞✮ θ = 120➦ ✭❡✮ θ = 150➦ ✭❢✮ θ = 180➦

❋✐❣✉r❡ ✷✷✳ ❆✈❡r❛❣❡ str❛✐♥s ǫeq ✐♥ t❤❡ ❤✐♥❣❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣✉❧❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❚❤❡

✜❡❧❞s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

■❢ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ t❤❡

❉❱❈ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❥✉♠♣s ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ♣❛rts ♦❢ ❡❛❝❤ ❤✐♥❣❡✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✸ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❥✉♠♣s JuyK ✐♥ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥

❢♦r ❛❧❧ ❤✐♥❣❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛st ❢♦✉r ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ JuyK ❛r❡

✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ②❡t t❤❡✐r ♦✈❡r❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❣❧❡✳ ❋♦r t❤❡
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✜rst ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❣❧❡✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t♦t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s✳ ■♥

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳

✭❛✮ θ = 30➦ ✭❜✮ θ = 60➦ ✭❝✮ θ = 90➦

✭❞✮ θ = 120➦ ✭❡✮ θ = 150➦ ✭❢✮ θ = 180➦

❋✐❣✉r❡ ✷✸✳ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❥✉♠♣s JuyK ✭❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✈♦①❡❧s✮ ✐♥ t❤❡ ❤✐♥❣❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

❛♥❣✉❧❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❥✉♠♣s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✸ s❤♦✇ ❛ s❤♦rt❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤✐♥❣❡s✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞ s❤♦rt❡♥✐♥❣ ✇❛s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✸✵✵ ➭♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜♦✉t

♦♥❡ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ ❤✐♥❣❡ ❤❡✐❣❤t ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❤♦rt❡♥✐♥❣

❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛ P♦②♥t✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉r❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜②

t❤❡ ❤✐♥❣❡s ✐s r❡♣♦rt❡❞✳

❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❥✉♠♣s ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡❛♥ r♦t❛t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❤✐♥❣❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✹ r❡♣♦rts t❤❡ ♠❡❛♥

r♦t❛t✐♦♥ ❥✉♠♣s JωyK ✐♥ t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ❤✐♥❣❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛st

t❤r❡❡ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ JuyK ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ②❡t t❤❡✐r ♦✈❡r❛❧❧

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❣❧❡✳ ❆❧❧ ❤✐♥❣❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❧❛r❣❡ ❧❡✈❡❧s
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♦❢ t♦rs✐♦♥❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❣❧❡s✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❣r❛❞✉❛❧❧② tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t st❡❛❞② st❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✭❛✮ θ = 30➦ ✭❜✮ θ = 60➦ ✭❝✮ θ = 90➦

✭❞✮ θ = 120➦ ✭❡✮ θ = 150➦ ✭❢✮ θ = 180➦

❋✐❣✉r❡ ✷✹✳ ❘♦t❛t✐♦♥ ❥✉♠♣s JωyK ✐♥ t❤❡ ❤✐♥❣❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣✉❧❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❚❤❡

✜❡❧❞s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❥✉♠♣s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

❥✉♠♣s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✸✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❥✉♠♣s

✇❡r❡ ❞✉❡ t♦ t♦rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐♥❣❡✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❛ ♠❡s♦✲P♦②♥t✐♥❣ ❡✛❡❝t t♦ ❜❡

r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐♥❣❡s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❜② ♥♦ ♠❡❛♥s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛s

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❤✐♥❣❡ s❤♦rt❡♥✐♥❣ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♦♥❡ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

❧❡♥❣t❤✳

❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❋✐♥❛❧ ❙❝❛♥

❚❤❡ ✜♥❛❧ s❝❛♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❣❧❡ ✇❛s

❜r♦✉❣❤t ❜❛❝❦ t♦ ③❡r♦ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❣r✐♣s r❡❝♦✈❡r❡❞ t❤❡✐r r❡❢❡r❡♥❝❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤✐s ✇❛s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ s❤❛♣❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♣❧❛st✐❝✐t②

❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
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✇❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s

✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡

♣❛♥t♦❣r❛♣❤ ♣❧❛♥❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✺✭❛✮✮✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❛✐♥s ❞✐❞

♥♦t ✈❛♥✐s❤ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✺✭❜✮✮ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ ❤✐♥❣❡s ✇❡r❡

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✺✭❝✲❡✮✮ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥

θ = 180➦ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✵✭❢✮✮✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ t♦rq✉❡ ❛♥❞

❛①✐❛❧ ❧♦❛❞s t♦ ❤❛✈❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✮✳

✭❛✮ uy ✭✈♦①❡❧s✮ ✭❜✮ ǫ1 ✭❝✮ ǫxy

✭❞✮ ǫeq ✭❡✮ ǫxy

❋✐❣✉r❡ ✷✺✳ ✭❛✮ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t uy✱ ✭❜✮ str❛✐♥ ǫ1✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ǫxy ✜❡❧❞s ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ ❛♥❣✉❧❛r

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭θ = 0✮ ❢♦r ♠❡s♦s❝❛❧❡ ❉❱❈ ✭ℓr = 75 ✈♦①❡❧s✮✳ ❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ✜❡❧❞s ❛r❡

❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ✭❞✮ ❆✈❡r❛❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ǫeq✱ ❛♥❞ ✭❡✮ s❤❡❛r

str❛✐♥ ǫxy ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ❤✐♥❣❡s✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t JuyK ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ JωyK ❥✉♠♣

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✻✮ ✇❡r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤♦s❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛t ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❣✉❧❛r

♣♦s✐t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✷✸✭❢✮ ❛♥❞ ✷✹✭❢✮✮✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ♠❛♥② ❤✐♥❣❡s

❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥ ❥✉♠♣s✳
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✭❛✮ JuyK ✭❜✮ JωyK

❋✐❣✉r❡ ✷✻✳ ✭❛✮ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❥✉♠♣ JuyK ✭❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✈♦①❡❧s✮✱ ❛♥❞ ✭❜✮ r♦t❛t✐♦♥ ❥✉♠♣

JωyK ✐♥ t❤❡ ❤✐♥❣❡s ❢♦r t❤❡ ✜♥❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭θ = 0✮✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆♥ ✐♥✲s✐t✉ t♦rs✐♦♥ t❡st ♦♥ ❛ ♣❛♥t♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ✇❛s ❛♥❛❧②③❡❞ ✈✐❛ ❋❊✲

❜❛s❡❞ ❉❱❈ ✭✐✳❡✳✱ ❚✹✲❉❱❈ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✮✳ ❚✇♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❝❛♥s✱ s✐① s❝❛♥s ♦❢

❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✉♣ t♦ ✶✽✵➦ ❛♥❣✉❧❛r ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ ❛ ❧❛st ♦♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛s ❜r♦✉❣❤t ❜❛❝❦ t♦ ✵ ✇❡r❡ ❛❝q✉✐r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡s

✇❡r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr❛st ✇❛s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡

✐♠❛❣❡❞ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❉❱❈ ❛♥❛❧②s❡s ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣

❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡✳

❆ ✜rst ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② st✉❞② ♦❢ ❉❱❈ r✉♥s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤ ❛t

t❤❡ ♠❛❝r♦s❝❛❧❡✳ ❆♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✇❡r❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✭✐✳❡✳✱ t②♣✐❝❛❧❧② ± 30 ✈♦①❡❧s✮✱ ②❡t

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳

❲✐t❤♦✉t s✉❝❤ str❛t❡❣②✱ ❉❱❈ ❛♥❛❧②s❡s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ ❛

♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❞✐❞ ♥♦t s❤❛r❡ ❛♥② ✈♦①❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛♥t♦❣r❛♣❤✐❝ str✉❝t✉r❡

✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♣r✐♥t✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✮✳

❚♦ ♣❡r❢♦r♠ ❉❱❈ ❛♥❛❧②s❡s ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✇❛s t♦ t❛✐❧♦r t❤❡

♠❡s❤ t♦ t❤❡ ✸❉ ♣r✐♥t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❛♥❦s



✸✹ ➞▲▼❚✴❉●▼ ✷✵✷✵

t♦ ❛ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ r❡❣✐st❡r✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡

♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✸❉ ♣r✐♥t❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❉❱❈✳ ❖♥❝❡

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞✱ t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ♠❡s❤ ✇❛s

❜❛❝❦tr❛❝❦❡❞✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ q✉❛♥t✐✜❡❞ t❤❡ s❤❛♣❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❛♥❞ ✸❉ ♣r✐♥t❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s

st❡♣✱ t✇♦ ♠❡s❤❡s ✭✐✳❡✳✱ ♦♥❡ ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡✮

✇❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❉✐r❡❝t ❉❱❈ r✉♥s ✇❡r❡ t❤❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s✳

❚❤✐s ✇❛s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❧❛r❣❡ r♦t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❉❱❈ s❝❤❡♠❡

❛♥❞ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✇❛② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥❝r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢

t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛s ❤✐❣❤ ❛s ± 180 ✈♦①❡❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

✉s❡ ♦❢ ♦♥❧② s✐① s❝❛♥s ♦❢ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❲✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡s ❧❡❞ t♦ s✐♠✐❧❛r r❡❣✐str❛t✐♦♥

q✉❛❧✐t② t❤❛♥ t❤♦s❡ ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛①✐❛❧ ❧♦❛❞ ✇❛s r❡❛❝❤❡❞✳

❇❡②♦♥❞ t❤❛t ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡s ✇❡r❡ ♠♦r❡

tr✉st✇♦rt❤② t❤❛♥ t❤❡✐r ♠❛❝r♦s❝❛❧❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s ❧✐❡❞

✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❤✐♥❣❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✈❡r② ❤✐❣❤ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♦♥❧②

❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡✳

❚❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✜❡❧❞s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ✇❡❛❧t❤ ♦❢

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥ t❤❡ s❤❡❛r str❛✐♥✱ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str❛✐♥ ❛♥❞

❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥ ❤✐st♦r✐❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐♥❣❡s✳ ■❢ ❧✉♠♣❡❞ ❞❛t❛ ✇❡r❡

♣r❡❢❡rr❡❞✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ❥✉♠♣s ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡❞ t♦

❢✉rt❤❡r ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧✳ ❋r♦♠

❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ P♦②♥t✐♥❣ ❡✛❡❝t ❝♦✉❧❞ ❜❡

❛♥❛❧②③❡❞ ❤❡r❡✐♥✳ ❚❤❡ P♦②♥t✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❝❝✉rr❡❞ ♥♦t ♦♥❧② ❛t ♠❛❝r♦❧❡✈❡❧ ✭❛s ✇❛s

❛❧r❡❛❞② r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r s✉❝❤ t②♣❡ ♦❢ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧s ❬✺❪ ❛♥❞ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡❞ ❤❡r❡✐♥✮✱

❜✉t ❛❧s♦ ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ✭✐✳❡✳✱ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤✐♥❣❡s✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❞✉❡



P♦②♥t✐♥❣ ❊✛❡❝ts ✐♥ P❛♥t♦❣r❛♣❤✐❝ ▼❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ❈❛♣t✉r❡❞ ✈✐❛ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❉❱❈ ✸✺

t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦t❛t✐♦♥ ❥✉♠♣s ✭✐✳❡✳✱ ♠❡s♦✲t♦rs✐♦♥✮✳ ❚❤❡ P♦②♥t✐♥❣ ❡✛❡❝t ❣❧♦❜❛❧❧②

✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐♥❣❡s ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧✮

✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜❜❡rs ❧✐❡✳ ❙✉❝❤ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱

❛❧t❤♦✉❣❤ ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡✱ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ q✉❛♥t✐✜❛❜❧❡ ✐❢ ♥♦t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢

t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♥❛❧②s❡s ❛♥❞ ❉❱❈ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦r ❡✈❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡

♠♦❞❡❧s ♦❢ s✉❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛t t❤❡ t✇♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s❝❛❧❡s✳ ❆ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s❡s

✭❡✳❣✳✱ ✈✐❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ✉♣❞❛t✐♥❣ ❬✸✷❪✮ ♦r ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❉❱❈ ❬✸✸✱ ✸✹❪ ♠❛②

❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ♣r♦❜❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❣❛✐♥st ❧♦❛❞ ❞❛t❛✱

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ❛♥❞✴♦r ✸❉ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡s❡ ✹❉ ❛♥❛❧②s❡s ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ✈❡r②

t❤♦r♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛t t❤❡ ♣❛♥t♦❣r❛♣❤✐❝ ❢❛❜r✐❝ ❧❡✈❡❧ ✭✐✳❡✳✱ ❛①✐❛❧ ❢♦r❝❡ ❛♥❞

t♦rq✉❡✮✱ ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦r ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧s ✭✈✐❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❛✐♥

✜❡❧❞s✮✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧ ✭✐✳❡✳✱ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ r❡s✐❞✉❛❧s✮✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ✏❆❣❡♥❝❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛

❘❡❝❤❡r❝❤❡✑ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✏■♥✈❡st✐ss❡♠❡♥ts ❞✬❛✈❡♥✐r✑ ♣r♦❣r❛♠ ✭❆◆❘✲✶✵✲❊◗P❳✲✸✼

▼❆❚▼❊❈❆ ●r❛♥t✮✳ ❚❤❡ ♣❛♥t♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡t❛♠❛t❡r✐❛❧ ✇❛s ❦✐♥❞❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②

❉r✳ ❈♦r✐♥♥❡ ❉✉♣✉② ❛♥❞ Pr♦❢✳ P❛tr✐❝❡ P❡②r❡ ✭P■▼▼ ▲❛❜♦r❛t♦r②✮✳
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