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L’espace des p-cochaines locales de 1'algebre de Lie des opérateurs différentiels
sur une variété, a coefficients dans les fonctions, est naturellement bigradué. On
ordonne totalement les termes homogenes d’une cochaine et on représente les
dérivées symboliquement par des formes linéaires sur IR™. Ceci conduit & une
méthode permettant de calculer les deux premiers espaces de cohomologie.
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First and second cohomology space of the Lie algebra
of differential operators on a manifold,
with coefficients in the space of functions

The space of local p-cochains of the Lie algebra of differential operators on a
manifold, with coefficients in the space of functions, is naturally graded. The
homogeneous terms of a cochain are totally ordered and the derivatives may be
symbolized by linear forms on IR™. This leads to a method giving the first and
second cohomology space.

Chevalley-FEilenberg cohomology, symbolic calculus.

17 B 56, 17 B 66

1 Introduction

Ce travail s’insere dans le cadre général de la théorie des déformations de I’algebre
N = C*(M) des fonctions d’une variété symplectique ou de Poisson.
Le passage de la mécanique classique a la mécanique quantique change completement
la nature des observables. Fonctions de I’espace des phases, elles sont transformées en des



opérateurs sur un espace de Hilbert; au crochet de Poisson se substitue le commutateur
des opérateurs. La quantification de Weyl fait apparaitre le produit * de Moyal-Vey,

frg=Ffo+v{f.gt+> va(f,9),

k>2

ou le second membre est une série formelle en v, a coefficients dans les fonctions. Le
parametre v est lié a la constante de Planck.

Vers 1975, Bayen, Flato, Fronsdal, Lichnerowicz et Sternheimer [1] lancent 'idée de
négliger la représentation par opérateurs et de construire un modele de la mécanique
quantique, en déformant l'algebre N des observables classiques. Essentiellement, on
essaie de définir pour toute variété symplectique ou de Poisson, un produit déformé x,
analogue a celui de Moyal. On munit ainsi 'espace N, = N[[v]] des séries formelles en v &
coefficients dans les fonctions, d’une structure d’algebre associative (non commutative),
a laquelle est associé le crochet d’algebre de Lie

Py(fvg):;/(f*ug_g*uf)

Ces algebres sont des déformations formelles de N muni du produit ordinaire resp. du
crochet de Poisson. C’est la quantification par déformation : la mécanique quantique
apparait comme une déformation de la mécanique classique, liée a la prise en compte du
nouveau parametre v; il s’agit d’'une déformation du commutatif vers le non-commutatif,
la trace de la non-commutativité au niveau classique étant le crochet de Poisson.

Les résultats obtenus a 'aide de ce nouveau formalisme sont physiquement signifi-
catifs.

L’étude des #-produits est d’abord celle de leur existence et de leur classification.
Le cas des variétés symplectiques a été entierement résolu par M. De Wilde et P.B.A.
Lecomte, en 1983 [3, 4, 6], alors que celui des variétés de Poisson quelconques n’a pu
étre traité qu’en 1997, par M. Kontsevich [7].

Les problemes de déformation ont mis en évidence 'importance de certaines struc-
tures algébriques liées aux variétés et des cohomologies associées. Ceci est en particulier
valable pour l'espace & = A(N)ipe,ne. (des applications multilinéaires, antisymétriques
de N x --- x N dans N, qui sont locales et nulles sur les constantes), que le crochet de
Nijenhuis-Richardson [11] munit d’une structure d’algebre de Lie graduée, et la coho-
mologie graduée de & associée a la représentation adjointe, soit Hg(E)_1 0c, les indices
—1 et loc indiquant qu’on se limite aux cochaines locales, de poids —1. Muni de la
multiplication induite, le terme £% = A°(N)ipe ne. = gL(N )ioe, n.c. €st une algebre de Lie,
admettant N comme espace de représentation. Si 6 désigne I'application “restriction des
cochaines alternées & €% x --- x £%7 on a

Halt<5>71,loc = H(ker 9) ©® H((‘:O; N)1007

de sorte que la détermination de la cohomologie de Chevalley locale de I’algebre de Lie
&Y des opérateurs différentiels sur M, a valeurs dans les fonctions, est une partie du
calcul de la cohomologie graduée.

Dans ce papier, nous établirons le



Théoreme 1.1 57 M désigne une variété de classe C*°, de dimension m > 2, séparée,
a base dénombrable et connexe, on a

Hp(govN)loc ~ H%R<M), Vpe {0,1,2},
ot Hpr(M) est la cohomologie de de Rham de M.

Donnons quelques détails. 11 sera prouvé que HP(E°, N),e ~ HY (M), quel que soit
pe{l,...,n} (n € IN"), si la version locale (i.e. relative & M = U, U ouvert contractile
de IR™) de ce résultat est valable. Les fondements de notre méthode (conduisant a
'absence de cohomologie dans le cas M = U) sont la bigraduation naturelle de ’espace
des p-cochaines (p € IN*), l'ordre total sur I'ensemble des termes homogenes d’une
cochaine et la représentation symbolique des dérivées par des formes linéaires de IR™.
On démontrera qu'un cocycle arbitraire, de degré arbitraire est a coefficients constants.
En outre, on exposera des propositions générales, donnant 'invariance sous gl(m,IR)
des cocycles de degré p € {1,2} ou aidant a surmonter certains problemes de dimension.
Finalement, nous appliquerons nos résultats au calcul des deux premiers espaces de
cohomologie.

2 Position et réduction du probleme

2.1 Cohomologies des algebres de Lie et des algebres de Lie
graduées

Les espaces vectoriels considérés ci-dessous sont réels ou complexes et de dimension
quelconque, finie ou non.

Soient une algebre de Lie (aL) L et une représentation p de L sur un espace vectoriel
V. Notons AP(L, V') (p € ZZ).

(i) Pespace des applications p-linéaires, antisymétriques de L? dans V', si p > 0,
(ii) lespace V', si p = 0,
(iii) 'espace {0}, sip <0

et posons

NL, V)= @ N(L,V).

pEZ
Proposition 2.1 L’application 0, : N(L,V) — A(L, V') définie,
(1) pour T € NP(L,V) (p>0) et Ay,..., A, € L, par
(0,T)(Ao, ..., Ap)

= D (-1)'p(A)T(Ag, ... 0. Ay) + D (=) ([A Aj] L Ao, ] Ay,
i=0 i<j
ot k signifie que Ay, est omis et ot [-,:] est le crochet de Lie de L,
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(i) pour T € NP(L,V) (p <0), par
0,T =0,
est une différentielle sur N(L,V').

Simple calcul. n

La cohomologie du complexe (A(L,V),0,) est la cohomologie de Chevalley (associée
a la représentation (V,p)) de L. L’espace A(L, V) des cochaines (sur L a valeurs dans
V') étant Z-gradué et 'opérateur de cobord de Chevalley 0, étant homogene de poids
1, 'espace de cohomologie est lui-méme Z-gradué :

H(L,V) = @ H'(L,V).

pEZ

Définition 2.2 Une algébre de Lie graduée (al.g) est un espace vectoriel Z-gradué
E = ®pez P muni d’'une multiplication o telle que

(i) B o B> C B+,

(i) Ao B = —(—1)"Bo A,

(iii) (=1)*Ao(BoC)+ (=1)"?Bo(CoA)+ (-1)*Co (Ao B) =0
(identité de Jacobi graduée),

Va,b,c € Z, VA € E*, VB € E*, VC € E°.

Exemple 2.3 Soit un espace vectoriel Z-gradué V = @,z V?. Nous désignons par
gl'(V') (¢ € ZZ) Tespace des éléments de gl(V') qui sont homogenes de poids ¢ et nous
posons gly, (V) = @gezgl?(V). On vérifie facilement que le commutateur gradué,

[A,B] = AB — (-1)BA, Va,bec %Z, VA € gl*(V), VB € gl*(V),
munit glg, (V') d’une structure d’aLg.

Définition 2.4 Une représentation d’une aLg E est un couple (V,p), ou V est un
espace vectoriel Z-gradué et p un homomorphisme d’alg de E dans gl . (V).

Soient une allg E et une représentation (V, p) de E.

Définition 2.5 Une application p-linéaire (p > 1) T : E X -+ X E — V est

(i) alternée, si I'échange dans T' de deux arguments consécutifs de degrés respectifs
a et b, multiplie sa valeur par —(—1)%,
(ii) homogéne de poids q (q € ZL), si

T(E® x - x E%-1) c Veot-tawatd s e, . a, € Z.



On note ALL(E, V), (p,q € Z) l'espace des applications p-linéaires de £ X -+ x E
dans V', qui sont alternées et homogenes de poids ¢ (par convention, cet espace est V¢,
sip=0et {0}, si p<0) et on pose

alt(E V @ /\alt E V)

pEX
La généralisation naturelle de la définition de la différentielle de Chevalley fournit

un opérateur de cobord sur Ay (E,V),. En effet, on a la

Proposition 2.6 L’application 0, : Au(E,V)y — Aar(E,V), nulle sur les
T e NL(E, V), (p<0) et définie par

(0,) (Ao, .., A)
p
= Z(—l)azp(Al)T<A0,i —|—Z a”TA OAj, A0>ij7Ap)

=0 1<j

surles T € NVL(E, V), (p > 0), ot A, € E*, o =i+ ai(ao + -+ + ai—1) et oy =
a; + o + a;a;, est une différentielle sur Ng(E,V ).

Simple calcul. n

2.2 Algebre de Lie graduée de Nijenhuis-Richardson

Voici deux exemples d’alg particulierement importants pour 1’étude des algebres
associatives et de Lie et pour celle de leurs déformations [3].

Soit V' un espace vectoriel (réel ou complexe et de dimension arbitraire). On désigne
par MP(V') (p € Z) l'espace L,,1(V) des applications p + 1-linéaires de V**! dans V' (si

p = —1, cet espace est conventionnellement pris égal a V' et si p < —1, c’est {0}) et on
pose
=P MP(V
pEZL

Si A e MYV)et B e M*V), on définit la “composée” jpA € M*(V) (ce qui
justifie le précédent changement de graduation),

(i) sia < —1oub< —1, par 0,
(ii) sia > —1 et b > —1, par

(1BA) (xq, ..., Tarp) = Z(—l)ibA(xo, ey, BTy i)y Tans),

i=0

quels que soient T, ..., Tq1p € V.
Proposition 2.7 La multiplication A : M(V)* — M (V) définie par
AAB = jgA — (—=1)"juB, VYA€ M*(V),VB e M*(V),

munit M (V') d’une structure d’aLg.



Calcul direct. n

Désignons par a : M(V) — M(V) l'opérateur d’antisymétrisation défini pour
Ae M*(V) (a>0) par

1
(aA)(zg,...,2Tq) = @) ;€(V)A($um e T,),
ou Zg,...,r, €V, ou v décrit 'ensemble des permutations de (0,...,a) et ou &(v) est
la signature de v (sur les M*(V) (a < 0), a est évidemment l'identité).
Posons AP(V)) = aMP(V') (p € Z) (AP(V) est alors I'espace des applications (p + 1)-

linéaires et antisymétriques de VP! dans V', si p > 0, Pespace V, si p = —1 et {0}, si
p<-—1)et
A(V) = @ AP(V).
pEZL

Si A€ AY(V) et B € A°(V), on définit le “produit intérieur” ig A par

(a+b+1)!
(a+1)I(b+1)!

iBA = O((jBA> € Aaer(V)

(sta<—1loub< —1, igA est évidemment pris égal a 0).
Proposition 2.8 La multiplication [ ,]: A(V)? — A(V) définie par
[A, B] = igA — (=1)®isaB, VA€ AY(V), VB € AYV),
munit A(V') d’une structure d’aLyg.
Simple calcul. |
L’aLg (A(V),[,]) est 'algébre de Nijenhuis-Richardson de V [11].
Les résultats suivants sont souvent utiles.
Proposition 2.9 (i) VA € A%(V), VB € A%V) (a,b > —1, (a,b) # (—1,-1)) :

(a+0b+1)!

A Bl = LDy o *AAB):
(ii) VA € A(V), Yo € A(V) =V (a > 0) :
A, 2] = ip A (20,...,701) — Al@, T0, .., Ta1), (1)
(iii) VA € A°(V),VB € A*V) :
[A, B] = AAB. 2)
Clest évident. .



2.3 Cohomologie graduée de I’algebre de Nijenhuis-Richardson
de ’espace C*(M)

Soient M une variété de classe C>® et N = C*°(M) I'espace des fonctions de classe
C* sur M.

Nous noterons € = A(N)oe. n.c. le sous-espace des éléments de A(N) qui sont locaux
et nuls sur les constantes. Muni du crochet de Nijenhuis-Richardson, £ est évidemment
une sous-algebre de Lie graduée de ’algebre de Nijenhuis-Richardson de N. L’action de
& sur lui-méme donnée par

ad(A)B =[A,B] (A, B€¢),

fait de (£, ad) une représentation de £ appelée représentation adjointe.

Il est clair que le sous-espace £ = A%(N)ipene. = GUN)ioe.ne. de € hérite d'une
structure d’al.. Le crochet de Nijenhuis-Richardson coincidant sur £° avec le commuta-
teur (cf. (II.2)), I'injection canonique i : £ — gl(N) est une représentation de £° sur

N.
Il apparait ainsi deux espaces différentiels

(Nait(E)g: 9)  (Nait(E)q = Nait(E,E) g, O = Taa)
et
(/\<507 N)va> (a = az)

Se limiter aux cochaines locales semble raisonnable (une cochaine T de AP, (€), par exem-
ple est dite locale, si pour tous les Ag,..., 4,1 de &€ = A(N)iene et tout
U € O(M), I'annulation d'une restriction A;|y entraine celle de T'(Ay, ..., A,1)|v) :
nous noterons A (€)gioe resp. A(E% N)joe les sous-espaces des cochaines locales. Ces
sous-espaces étant stabilisés par le cobord 0 correspondant, ce sont a leur tour des
espaces différentiels.

En poids —1, on peut considérer la restriction

0:T ¢ /\glt(g)—l,loc - T|€0><~~-><80 € /\p<807 N)loca

qui est un homomorphisme d’espaces différentiels. En effet, elle est visiblement linéaire
et (II.1) permet de voir que
fod=000.

Ainsi Oker C ker 6 et (kerf, ) est un sous-complexe de (Ag(€)—1.10c, 0). Soit alors la
courte suite d’espaces différentiels

0 — kerf - Nait(E)-110c 2 AE®, N)ige — 0,

ot 7 désigne I'injection de ker § dans Ay (€)1 0. Comme il existe [9] un homomorphisme
d’espaces différentiels
X /\(807 N)loc - /\alt(g)fl,loc

tel que 6 o X' = id, la suite est exacte et se scinde. Finalement,

Hot(E) 110e = H(ker ) @ H(E®, N)joe-
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Le calcul de la cohomologie graduée est ainsi ramené a ceux de la cohomologie du
noyau et de la cohomologie locale de Chevalley de I'algebre de Lie £Y & valeurs dans les
fonctions de M.

Ce travail est consacré au calcul des premiers espaces de la cohomologie de £° opérant
sur N. De maniere plus précise, nous montrerons que

HP(EY, N)joo ~ HY (M), Vp e {0,1,2},

ou Hpp (M) est la cohomologie de de Rham de M et ou M est une variété de classe
C*°, séparée, a base dénombrable, connexe et de dimension supérieure ou égale a 2.

Cette étude s’insere dans le cadre général de la théorie des déformations, motivée
par la recherche d’une formulation mathématique du principe de correspondance entre
la mécanique classique et la mécanique quantique et initiée vers 1975 par F. Bayen,
M. Flato, C. Fronsdal, A. Lichnerowicz et D. Sternheimer dans [1]. Les problemes
de déformation ont mis en lumiere des structures algébriques naturellement liées aux
variétés et les cohomologies qui leur sont associées, notamment ’alLg £ et la cohomologie
graduée Hui(E)-1.10c [9, 4].

Cette motivation reste plus que jamais d’actualité, en raison notamment du résultat
récent de M. Kontsevich [7], selon lequel I’algebre des fonctions des variétés de Poisson
est toujours déformable : la théorie des déformations de l'algebre des fonctions n’est
donc pas confinée aux seules variétés symplectiques, mais est au contraire de portée tres
générale. Ceci suggere d’ailleurs fortement 'existence, dans la cohomologie graduée, de
classes canoniques “universelles”, liées aux déformations de N et a leur classification.

Une autre justification de notre objectif apparait dans [10]. En effet, si A(Q'(M),
N)joe désigne l'espace des applications multilinéaires, antisymétriques, locales des 1-
formes dans les fonctions, la transposée d* de la différentielle de de Rham

d T e A (M), N)ige = (d*T : (fo,. -, [») = T(dfo,....df,)) € E
engendre la courte suite d’espaces vectoriels
0 — kerd* — A(QY(M), N)joc e .

Il se fait que Pespace A(Q'(M), N)j, admet une structure naturelle d’aLg pour la-
quelle d* est un homomorphisme. La précédente suite est alors une courte suite exacte
d’aLg, qui n’est jamais scindée et 1'espace de cohomologie H?(E?, N),. est susceptible
de contenir des classes admettant des prolongements dans HZ,(£)_1 0 qui sont des
obstructions a sa scission.

2.4 Cohomologie de Cech

Dans toute la suite, M désigne une variété de dimension m, de classe C'™°, séparée,
a base dénombrable et connexe (plus tard, nous supposerons également que m > 2).

Considérons un recouvrement U; (i € IN) de M par des domaines de cartes, qui

est localement fini et contractile (i.e. tel que toute intersection finie non vide Us..i, =
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Ui, N...NU;, soit contractile; rappelons que U € O(M) est contractile, s'il existe xg € U
et a € CU[0,1] x U, U) tels que a(0, ) = x et a(1, ) = g, pour tout € U). Désignons
par X, soit I'espace Q(M) des formes de M, soit I'espace de cochaines A(E%, N ), olt
Q Y(M) resp. A"H(E® N)jo sont cependant pris égaux a IR et non & {0}. Nous notons
Ch = CP(X%) (p,q € Z), Vespace {0} si p < —1 ou g < —1, l'espace X9 si p = —1
et ¢ > —letsip>0etqg> —1, l'espace des applications qui & tout (p + 1)-uplet

10y ..., 10p) € indices différents et tels que l'intersection U;,. ; , associent un

: ») € NPT d’indices différents et tel Vintersection Uy, i, # 0 ient

élément de X[q],o ~ (i.e. de IR, si ¢ = —1 et de 'espace de méme type que X7 construit
K2 Zp

sur Uy,..i,, si ¢ > 0) et qui sont antisymétriques en tous leurs arguments. Posons alors

C(X) = P Cr(xY) (g2 1),

pEZL

 Proposition 2.10 L’application ¢ : C(X9) — C(X) (¢ > —1) nulle sur les ¢ €
CP(X?) (p < —1) et définie par

p+1

k
(5C)i0~-'ip+1 = Z(_l) cio...k...ip+1
k=0
sur les ¢ € CP(X9) (p > —1), ou les valeurs de ¢ sont restreintes a Uy, ;. ,,, est une
différentielle sur C'(X1).
Vérification facile. n

On notera que
s e L(Cr ) (pgeZ),

que l'espace C~1(X9) (¢ > —1) n’a pas été pris égal a {0} (pour des raisons qui
apparaitront clairement ci-dessous) et que l'opérateur de cobord § est sur ces (—1)-
cochaines 1" “application restriction” (du moins pour ¢ > 0).
La cohomologie
[:](M’Xq) = @ ]:Ip(Man) (¢q=>-1)
peEZ

du complexe (C(X9),8) est la cohomologie de Cech de M a valeurs dans X9 (associée
au recouvrement U; (i € IN) considéré).

Soit ; (i € IN) une partition de 'unité localement finie, subordonnée aux U;. En
vue de définir un “opérateur de recollement” k, nous posons pour ¢ € C?(X9) (p,q > 0),

(kc)io...ip_l = Z PiCiig...ip_1-
i

Notons V' resp. V; les ouverts Us,..i,_, et Uijy.i,_, = Ui NV. Si X9 = QI(M), cette série
localement finie est une g-forme de V', dont le caractere C'*° résulte du fait que chaque
terme est de classe C*° dans V; et dans V' \ supp ¢;, donc dans V. Si X9 = AY(E° N)j,.



(et si les notations du genre Eq désignent comme précédemment les espaces de méme
type que F construits sur ), on a pour Ay, ..., A, 1 € &Y,

(Z %Ci,io...z‘p1> (Ao, e >Aq—1) = Z SOiCz‘,io...z‘p,l(A0|\/m s ,Aq—1|w) € Ny,

de sorte que la série appartient bien & AY(EY, Ny )ipe. Ainsi ke € CP~1(X9) et
ke L(CY, 0571) (pe, qg>0)
(& condition de poser k¢ = 0, si ¢ € CP(X9) (p < —1, ¢ > 0)).
Proposition 2.11 Quels que soient p € Z et ¢ > 0, on a la formule d’homotopie
dok+kod=ider.

Cette formule est triviale pour p < —2. Pour p = —1, elle se réduit a ko d =
idxq, égalité évidemment valable, § étant 'application restriction et k l'opérateur de
recollement. Si c € C? (p,q > 0), on a

(0kC)ig...iy, + (KOC)ig...4,

P
= Z(—l)J (kC)ig..;..ip + Z i (0€)i_1i...i,
j=0 i1
= Sy (-1
— R 1) e
- 1-1-1—-1,20---25.-.2 1 0171,10..1]'...1;0
> 2 .(1pic bt 2 (C) e
Jj=0 i i1 j=-1
= Z%‘Cio...z‘p
= Cig...ip-

Corollaire 2.12 Quels que soient p € ZL et ¢ > 0, on a

HP(M, X7) = {0}.

Cette conséquence immédiate de 2.11 est due aux définitions des (—1)-cochaines de
Cech et de leur bord, adoptées ici. En effet, la formule d’homotopie montre que

k€ Isom(C°(X%) Nkerd, X?) (¢ >0)
(d’inverse §). Donc, si I'on pose C~(X9) = {0}, il vient

HO(M, X7) ~ X1,
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2.5 Passage de la solution locale a la solution globale
Rappelons que 'objectif de ce travail est de prouver que
HY(EY N)poe = Hb (M), Vq € {0,1,2},

M étant une variété vérifiant les conditions imposées en 11.4.
Le cas ¢ = 0 est trivial. En effet, les 0-cocycles de Chevalley et de de Rham sont
manifestement isomorphes aux réels, de sorte que

HY(EY N)joe ~ R ~ H® ,(M).
Proposition 2.13 Soit n un entier strictement positif. Si
Hq<€8> NU)loc = {O}a

pour tout ¢ € {1,...,n} et pour tout U domaine contractile de coordonnées locales de
M, alors
HY(E, N)ioe ~ Hp (M),

quel que soit q € {1,...,n}.

En vue d’établir ce théoreme de réduction, désignons par (X, ) le complexe (Q(M),
d) ou le complexe (A(EY N)ie,d), ot X1 est - comme ci-dessus - égal & IR et ot 9
de X! = IR dans X° = N est I'injection canonique. Il est clair que le g-iéme espace
de cohomologie de chacun de ces complexes redéfinis coincide avec celui du complexe
original correspondant, sauf pour ¢ = 0, car H°(X,9) = {0}.

Signalons encore que 9 opeére naturellement sur les cochaines de Cech. En effet, si
'on définit 9 par dc = 0 sur les ¢ € CP (p < —1ou g < —1) et par

(aC)io...ip = 8Cio...ip7
surles c € CF (p > —let ¢ > —1),
@EC(C’?, Cngl) (paqez)
On remarquera que 0 de C?; dans C} (p > —1) est I'injection et que

dod=20400.
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Considérons a présent le diagramme commutatif

0 0 0
| | !

0 - Ci=R 2 ¢g'=x"2% ... % ¢ctl=x1 2
5| 5| )

0 — C°% =CR) 2 Co N 9, o N
5| 5| )
5 5] J]

0 — C?, =C?(R) 2 /4 N LN Ccr 5,

5| 5| )

Lemme 2.14 Les lignes et les colonnes du précédent diagramme sont exactes, sauf
la ligne du haut et la colonne de gauche. Cependant, si (X,0) est le complexe (redéfini)
de Chevalley, les lignes ne sont exactes que jusqu’en ¢ = n et seulement sous [’hypothése
de la proposition 2.13.

L’exactitude des colonnes n’est autre chose qu'une réécriture du corollaire 2.12.
En ce qui concerne les lignes, notons d’abord que pour tout domaine contractile U
d’une carte de M,
Hq(XU7 a) = {0}7

quel que soit ¢ € Z, dans la premiere interprétation de (X, d) et pour tout ¢ < n, dans
la seconde. Cette cohomologie étant ainsi nulle (du moins jusqu’au degré n) sur les
intersections Uj,. 4, les lignes sont (partiellement) exactes pour p > 0. De maniere plus
précise, considérons ¢ € CP Nkerd, avec p > 0 et ¢ € Z resp. ¢ < n. Il est clair que
ce€ dCy 4, si ¢ < —1. Sinon,

0= (ac)i0~-~ip = acio...ipa

de sorte que ¢, est un g-cocycle de (XUZ-O.“@-,ﬂa) et donc un bord 9b;,. i, (biy..., €
E_OIP) On peut alors définir b € C¥_; tel que ¢ = 0b. ]

La proposition 2.13 peut maintenant étre prouvée comme suit.
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Fosons CT N ker 600
ero o
=t Z
O =seriracy, ee?)

et remarquons que pour q > 0,

q
Q' = W = HYX,0) (i.e. Hr(M) resp. H1(E N)joe)
et .
q .
0", — CYR)Nkerdod — [9(M,R).

6C1-1(IR)
Ces résultats sont dus aux faits que o est I"“application restriction” sur C "(¢ >0)
resp. que O est 'injection de C'?; dans Cf (¢ > —1).

Soient maintenant p > —1 et ¢ € Z ou ¢ < n (selon l'interprétation de (X,0)).
Considérons 'application

oh ] e @ — || e @it

ol CZ’J_F% est tel que
och = 9.
En effet, comme ¢ € CPNker do0, il découle de 2.14 que dcb € Cg“ Nker 0 = (?C'p+1
Ainsi 6 = dchty, avec cp+ € CP* Nkerd o 0.
L’application ¢ est blen deﬁnle ie. si qu est tel que

P —ch =00 o, (e Cr b eCl )

/p+l

et si ¢,y vérifie

D __ 'p+1
ocy = ey,
alors
e — It e 50T+ acT.

De fait 8clp+1 — 9t = §(cP —cb)y = 9obl,_,. Ainsi c — = obh_ € CP Nkerd =

GC’q 5, de sorte qu’on a bien cpJrl c’q)ﬂ € 503;,1 + 8Cp+1
Finalement,

+1
oh e L(Q, Q1) (p>—1, g€ Zresp. ¢ <n).

En utilisant I'exactitude des colonnes établie en 2.14, on prouve de maniere analogue
que, si p € Z et ¢ > 0, I'application

¢ {Cp+1} c Qp+1 { q} c QZ?
ou cf vérifie

act! = ock,

q—1
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est bien définie et linéaire :

Ur e L(QP1,Q0) (p€eZ, q=>0).

Il est clair que pour p > —1l et ¢ > O resp. 0 < g < n, ¢ et ) sont deux
isomorphismes inverses.
Considérons & présent la composée ¢, = ;' o)) ;o0 PIZ ol (¢>0)

q—1 q—2 0 —1
HUMR) = Q1 " Q' QL Q) = H(X,0). (3)
Si (X,0) désigne le complexe redéfini de de Rham, les ¢% (i € {-1,...,q — 1},
j €10,...,q}) sont des isomorphismes, de sorte que
HY(M,R) ~ Hpp(M) (¢ > 0). (4)

De maniere analogue, si (X, 0) est le complexe redéfini de Chevalley et si 0 < ¢ < n,
la composée 1), est un isomorphisme et on a

HYE N)jpe ~ Hhp(M) (0 < g < n).

Remarques 2.15 (i) Le résultat
HY(E®, N)ioe = Hpyp(M) (g €{0,1,2})

que nous nous proposons d’établir (et qui vient d’étre ramené a sa version locale), permet
de voir que les premiers espaces de la cohomologie de Chevalley ne dépendent pas du
choix de la structure différentielle de M, a condition que sa topologie soit conservée.

(ii) On notera également que si 'on identifie les cohomologies de Cech et de de Rham,
I'application linéaire (3) associe a toute g-classe de de Rham, une g¢-classe de Chevalley
et ceci quel que soit ¢ > 0 (et indépendamment de 1’hypothese - de nullité des premiers
espaces de la cohomologie de Chevalley des domaines contractiles de cartes - du théoreme
de réduction 2.13).

3 Graduation et symbolisation des cochaines

3.1 Rappels et exemples

Le théoreme suivant du a J. Peetre [12] sera utile dans la suite.

Proposition 3.1 Soient une variété M, des fibrés vectoriels Ey, . .., E, et F' sur M
et une application (p + 1)-linéaire et locale

O :T(Ey) x---xI'(E,) — I'(F),
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ou I'(E;) (i € {0,...,p}) et I'(F) désignent les espaces des sections de classe C™ de
E; resp. F. Si U est un domaine de carte de M (de coordonnées locales (z',...,x™))
au-dessus duquel les E; et F' se trivialisent (par p; et 1 respectivement), la restriction
de O a U

Oly : C®(U, Ey) x - x C®°(U, E,) — C=(U, F),

ot les E; et F sont les fibres types des E; et de F, s’écrit

O|U(0'Q, .. ,Up) = Z OMOw-wﬂp (DMOO'(), . ,DMPUP) ,

HO5--sp

la série (pu, = (fas-- - em) € N, Yk € {0,...,p}) étant localement finie et les
coefficients . -
Ouo,...“up S COO(U, £p+1(E0 X ... X Ep,F))

étant univoquement déterminés par Oly (les arguments D' oy (k € {0,...,p}) sont
évidemment les fonctions Doy : x € U — (Dgf’l . D;‘fi{mak) (z) € Ex).

Rappelons qu’en analyse on associe a tout opérateur différentiel linéaire et a coef-
ficients constants

Af =) A.Df
|a|<k
Qe O(R™), feC®), a=(a1,...,an), o] =01+ -+ oy, k€N, A, € R)
son polynome caractéristique ou symbolisant

A = D AuL”
lal<k
(€ € R™, &> = €. ¢m).  Llopérateur A étant completement déterminé par

(A)(xo) € (VSFR™)* ~ V=FIR™, ot x, désigne un point arbitraire de R™ (V=FIR™
et VSFIR™ sont les espaces des tenseurs symétriques de degré < k covariants resp. con-
travariants sur IR"™ i.e. les espaces des polynomes de degré < k sur IR™ resp. IR’”*), il
semble naturel de le représenter par un polynéme sur IR™ ; ceci justifie la décision de
symboliser D f par £*, ¢ € R™ . L’intérét de cette correspondance biunivoque A = A
découle du fait que toute identité algébrique sans division entre polynomes symbolisants,
reste exacte entre les opérateurs correspondants et inversement : a la manipulation des
opérateurs de dérivation se substitue ainsi celle de leurs polynomes caractéristiques,
évidemment de loin plus aisée.

Soient a présent €2 un ouvert de IR™, V' et W des espaces vectoriels réels de dimension

finie et
O € L(C™(Q, V), C(2,W))ie-

Il résulte de la proposition 3.1 que O a la forme

0 =Y 0,(D"), (5)
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ou la série est localement finie et ou O, € C>(Q,L(V,W)). L’opérateur O étant
entierement déterminé par ses valeurs sur les fv (f € C*(Q2), v € V) et O(fv) étant
donné par

O(fv) =>_Ou((D"f)v),
o
il s'impose de définir le polynéome symbolisant @ de O en posant

D(v;v) = O, (vt

ott v € R™ . On notera que
0 e C*(Q,VIR" @ L(V,W)).

Exemple 3.2 Considérons le cas particulier V =W = IR. De maniere plus précise,
soit A € €% = &Y = gl(C®())ioeme. = LC®(Q), C°(2))ioeme. Silon identifie
L(IR,R) a IR a I'aide de I'isomorphisme 6 — 6(1), il découle de (5) que A s’écrit

A=Y AD* (A, €N =C=(Q)).
a#0

Nous dirons qu'un opérateur A € £° est différentiel, s’il est de la forme

A= 3 AD* (reN*, A, €N)

0<|e|<r

et nous noterons Diff” (r € IN*) le sous-espace (de £°) des opérateurs différentiels ho-
mogenes d’ordre r

AT =3 A,D

laf=r

Conformément a ce qui précede,
Ac& et A" cDiff”
sont représentés symboliquement par

A() =Y Aal™ tesp. AT(€) = > Aug",

a0 |la|=r
avec £ € R™. On a
A€ C®(Q, VI'IR™) et A" € C®(Q,V'IR™),
ott VZUIR™ (V'IR™) désigne I'espace des polynomes sur IR™ qui sont sans terme in-
dépendant (homogenes de degré r). Il est clair que la symbolisation A™ ~ A" est un

isomorphisme de ’espace vectoriel Diff" sur ’espace vectoriel C*°(2, V'IR™) : dans la
suite, nous identifierons ces espaces.
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Exemple 3.3 Traitons, pour terminer, le cas V = V'IR™, W = IR. Soit une 1-
cochaine

T eN(E N (E°=E, N=C%(Q)
et soit T, (r € IN*) la restriction de T a Diff” ~ C*°(Q, V'IR™) :
T, € L(C(Q, VTIR™), C*(2))0c-

Vu (5), on a pour f € C®(Q) et P" € V'IR™,
T,(fP") Z%:TK((DAf)PT)a (6)
avec 75 € C(, L(V'IR™,IR)). Le polynéme symbolisant de 7} est donc donné par
= ;T;(PT)UA (n€R™)

et on a

T, € C®(Q,VR™ ® L(V'R™,R)).

3.2 Décomposition des cochaines

Soient encore Q € O(IR™), €Y = &5, N = C®(Q), T € AY(E°, N)je et A € EC.

Comme . .
A:ZAaDa:Z Z AQDO‘:ZA”,
r=1

01750 r=1 |a‘:r

o A" =30 AaD® = Y= Aa()® et ol la série sur 7 est localement finie, il résulte
de la localité de T et de (6) que

=Y T, (AN =YY (D A").
r=1 r=1 X

Dans la suite, nous graduerons non seulement par le degré r, mais aussi par l'ordre
a = |A|. En effet,

avec une série sur a qui est, pour chaque r, localement finie. Si l’on pose alors

THA) = > {(D*7) (aeN, reNY),
[A|l=a

on peut écrire

T=% Y T

r=1 a=0



On obtient ainsi une double graduation des cochaines T' € A1(EY) N);,.. Nous appellerons

monome de T de (bi)degré < “ ), la somme T des termes de 7' qui ne sont pas iden-
r

tiquement nuls a priori sur les A” € C*(2, V'IR™) et qui dérivent les coefficients des

A" exactement a fois. Il est clair que

T'=0&VYaelN, Ve N*: T =0.

De fait, si T = 0, les coefficients 73§ sont tous nuls (car ils sont univoquement déterminés
par les 7T}.), donc T)* = 0 quels que soient a et 7.

Ce qui vient d’étre établi pour les 1-cochailnes, reste évidemment valable - mutatis
mutandis - pour les cochaines de degré p > 2 : toute cochaine T € AP(E% N se
décompose sous la forme

o0 o0

T= > > T (7)

r0y-,Tp—1=1 ag,...,ap—1=0

ol
T (AR, AP ) = Y e (DYAR, L DY A (8)
[Nil=a;, Vi
avec
Ty € C%(Q, Ly(VOIR™ x - -+ x V7' R™, R)).
Afin de simplifier I’écriture, nous poserons d’ordinaire @ = (ao, ..., ap—1), 7 = (7o, ..,
Tp—1)s P (Ao, -5 Ap_1), ... et nous utiliserons des notations telles que 79, T§, .... En

sus du résultat ci-dessus relatif a la nullité d’une cochaine et de ses monomes, il importe
de signaler qu'il résulte de I'antisymétrie des cochaines, que si T € AP(E°, N);,. contient
un certain monome 1%, il renferme également les monomesT¢, ot v parcourt [’ensemble

v

des permutations de 0,...,p — 1, 0l v@ = (y,, ...,y ,) et VT = (Tyy,..., 7y, ,) €l 0l
o2 (Apo,... Ayt ) = sign(v) T (AR, ..., A ) (9)

=P QL

Nous ordonnerons les degrés ( > par l'ordre lexicographique associé a l'ordre total

< défini par

" o a+r<a+r
(r ) < ( o ) & ¢ ou (a,a’ € IN; r,r" € IN¥). (10)

a+r=d+r et r<r

La relation d’équivalence
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partitionne I’ensemble des degrés en classes finies, le plus petit représentant de chaque
classe étant le permuté bien ordonné i.e. le permuté ( Cﬁ tel que

(o))< ().

Vu (9), toute cochaine est completement déterminée par ses monoémes de degré bien
ordonné.

<

3.3 Représentation symbolique des monémes et des
cochaines

Les notations utilisées ci-dessous, sont celles des paragraphes précédents.

Rappelons d’abord que la restriction T, (r € IN*) de T € AY(E° N)jo. & Diff" ~
C*(Q2, V'IR™) a la forme
T.(A") =Y (DY)
Y

(ou la série est localement finie et ou les coefficients 75 € C>*(Q, L(V'IR™,IR)) sont
univoquement déterminés par 7)) et admet le polynome symbolisant

7, € C*(Q, VR @ L(V'IR™,IR))
défini par
7.(n; P") ZT/\ (P")n

Un monome
THAT) = Y T (D)
[Al=a
de T est donc a symboliser par
o PT) = > (P,
[Al=a

de sorte que
70 € C*(Q, VIIR™ ® L(V'R™,R)).

De plus, la cochaine
T(A) =Y T(A) =3 3 H(D A7),
A

ou A=737°, A" (avec une série localement finie), sera représentée par

o0

Z -(m; PT) :Z::ZT/\PT
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ou P € VP'IR™ et ot les P" sont les parties homogenes de P. On peut considérer 7°
comme série formelle en € R™ & coefficients dans les formes linéaires sur VZ°IR™, qui
est de classe C° en x € () et dont la série sur A est localement finie pour chaque r et
comme application linéaire en P € VZIR™ & valeurs dans les polynoémes en n € R™,
dépendant de maniere C'° de x € ).

La correspondance entre les monomes 7% des l-cochaines (les 1-cochaines) et les
applications de classe C™® en x € ) et a valeurs dans les polynomes homogenes de
degré a en n € R™, eux-mémes & valeurs dans les formes linéaires sur V' IR™ (les séries
formelles du précédent type, ou la série sur A est localement finie pour chaque r) est
évidemment biunivoque.

Les considérations ci-dessus se généralisent aux p-cochaines T (p > 2) et a leurs
monomes T¢ (@ = (ag, . ..,a,1) € N, 7= (ro,...,7p1) € IN'P).
En effet, vu (8), le monoéme T¢ admet le polynome symbolisant

TE = TG P P
D L0 eD YD RN O (11)

[Nil=as, Vi
La cochaine T est alors symbolisée par (cf. (7))
T = T@0°,....0"" % Py,..., P,

p71>
oo

= > ST (B, B () (e (12)

7’0,...,7";,71:1 Ao,...,)\p,1

Y

Remarquons que si 'on pose P = ¥, =, Pia;(.)* (i € {0,...,p—1}), les coeffi-
cients de 7.9 et T s’écrivent

(B, PP = Y ()% ()™ Y) Poag - Pootiap
loi|=r3, Vi
= Z Tg .P()#)é0 e Pp—l,()ép717 (13)
|ai|=mri, Vi
o 78 = 77 ((.)*,...,()*') € N. Dans la suite, nous utiliserons généralement cette

nouvelle forme des coefficients.

Etant donné que T est antisymétrique et que T¢ P'est en les arguments correspondant
a des colonnes égales de son degré (cf. (9)), leurs représentations symboliques 7 et 7.2
ont les mémes propriétés. De fait, quels que soient & = (ag, ..., a,—1) € (IN™)?, avec
Viir;=loul > 1, = (po, ..., pp—1) € (IN™)? et 29 € Q, on a (cf. p. ex. (6))

T<“,ﬂ@—ﬁwmwg“>@@

Fi:
(#)

S §m<”wDM<1@—xwﬁ(%uya”>

N
Aorhp1 - @)
— Tf’z (.o, ()0
H,Z0 (i)

o).

I
‘:T‘Ql
—
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. . = . fro s Q; ,
Il s’ensuit que les coefficients 77 sont antisymétriques en les colonnes ( ! >, résultat
i
impliquant les propriétés annoncées.
La remarque ci-dessus, concernant la correspondance biunivoque entre les 1-
monomes resp. les 1-cochaines et leurs représentations symboliques, se généralise alors

comme suit :
1l existe une bijection
(i) entre les mondomes des p-cochaines

T =T (AR, ..., APY)

r0...Tp—1 p—l

et les applications

a ag...ap—1 (.0 p—1, 0 Tp—1
e il O/ AU S C RN D

To...-Tp—1 ) p—

qui sont de classe C™® en x € Q, antisymétriques en les arguments (', P[*) corres-

—

pondant a des colonnes égales de ( ; > et a valeurs dans les polynomes homogenes de

e J— * 3 A \
degrés ag, ... ap,_1 enn® ... ,nP~t € R™ respectivement, euz-mémes a valeurs dans les
SN Tp—
formes linéaires en Py° € V/OIR™, ... ,prll e V»1IR™,

(ii) entre les p-cochaines

T =T(Ao,..., Ay_1)

et les séries formelles
T:T(T]O,...,T]pil; P(),...,Pp,l)

enn’,...,n""1 € R™ a coefficients dans les formes linéaires en Py, ..., P,_; € V?°IR™,

qui sont antisymétriques en tous les (n', B;) et de classe C™® en x € Q et dont la série
sur No, ..., A\p—1 (cf- (12)) est localement finie pour chaque uplet (ro, ..., rp—1).

3.4 Représentation symbolique de ’opération de cobord

Rappelons que la proposition 2.13 a réduit l'objectif de notre travail a sa version
locale

Hp(goa Ne = {0} (p € {1,2}),
ot £2 = &Y, N = C°°(Q) et ol Q est un ouvert contractile de IR™. Pour calculer ces
espaces de cohomologie, nous symboliserons l'opération de cobord, ce qui conduira a une

équation de cocycle purement algébrique, nous résoudrons cette équation plus simple que
I'original et nous réinterpréterons nos conclusions dans le langage des cochaines.

Symbolisons donc le cobord de Chevalley i.e. exprimons le polyndéme symbolisant
de la restriction (OT)7 (T € AP(E°, N)je, p € IN*, 0 = E3, N = C*®(Q), Q €
OR™), ™ = (ro,...,rp) € IN*"") de OT & Diff”® x --- x Diff”” au moyen de la
représentation symbolique de T'. Nous traitons - afin de simplifier I’écriture - de nouveau
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le cas p = 1. Rappelons que Diff" ~ C>=(Q, V!IR™) (t € IN*) et que (9T),s (1,5 € IN¥)
est donc compléetement déterminé par ses valeurs sur les (fP", gQ°) (f,g € C*(Q); P" €
VIIR™, @QF € VFIR™). Ainsi, il s’agit de symboliser dans

(OT)rs(fP",9Q%) = [P (T(9Q")) — gQ(T(fP")) = T([fP", 9@Q°]),
les dérivées de f (par n) et de g (par v). Posons

fP" = > fP.()*~ > fP.D* et

la|=r la|=r
9Q° = > gQs()’ = > gQsD’.
|B]=s |B]=s

En ce qui concerne le terme fP"(T(gQ?)), notons que D* dérive les coefficients de T
et g selon la regle de Leibniz. Si l’on représente les dérivées des coefficients, qui ne sont
pas a symboliser (!), provisoirement par *, on obtient

fPI(T(gQ%)) = P"(x +v)T (v; Q).
Passons au terme T'(fP" o gQ)°). Etant donné que

|
DY = X ceppegnet (e = ),

las!
a1 +am=a a1.009.

et que I'évaluation de T sur fD%g(.)***? fait apparaitre des dérivées D (fD%g), on
trouve

T(fP 0 gQ) = T(n+v; P'(v+.)Q").
Ce résultat devient éventuellement plus naturel, si 'on symbolise tout de suite 'argu-
ment par

[P ogQ® =~ Y % > CarRRQpfgr™ (1)

la|=r |Bl=s ai1taz=a
= [P v+ )@
Finalement, si les représentations symboliques de
(OT),s = (OT),s(A",B®) et 0T = (0T)(A, B)
sont notées respectivement
S(aT)TS = S(aT)rs (777 v, PTJ Qs) et SaT - SaT(Tla v, P7 Q)7
on a
SaT(nv v; PT? Qs) = S(aT)'rs (777 v Prv Qs)
= Px+1)T Q%) — Q(++n)T(n; P')
—T(n+v; QnP)+T(n+v; P'mQ°),

oun 7,R=R(u+.)—R() (p€R™,ReVR™).
La symbolisation du bord d’une p-cochaine (p € IN*) ne présente aucune difficulté
supplémentaire et conduit a la
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Proposition 3.4 Si T € AP(E°, N),. (p € IN*) admet la représentation symbo-
lique T, alors son bord de Chevalley OT est représenté par Sgr, completement déterminé
par

Sor(n°, ..., nP; X0, X0P)
zp: DIXT(x + 00 +. AT, P X0 b, X))
=0
+Z<_ )Z+j7-(77i+77j,7]0,---i---j---777p; X;anin”’Xgo’.,.i...j...,X;p)
i<j
Y ()T g 0 g X X X g, X)),
i<j

oti, quel que soit k € {0,...,p}, nF € R™, X, € R™ et r, € IN*, ot X;* € V'*IR™ est
défini par X F (&) = (£(Xk))™ et ot * représente les dérivées des coefficients de T

Dans la suite, nous appellerons termes de type I (Ila, IIb) les termes de la lére (2eme,
3eme) ligne de la précédente expression de Syr a l'aide de 7. D’autre part, en vue de
simplifier au maximum les notations, nous désignerons la représentation symbolique de
tout objet par le méme symbole que l'objet, nous écrirons (X")¢ et X¢ (r € IN, X €
R™, ¢ € R™) au lieu de X7 (€) resp. £(X), de sorte que (X7)e = (X¢)", ce qui justifie
la notation X¢ et finalement, nous noterons X/; le réel X i (i,5,r €N, X; e R™, 1’ €
R™).

Remarquons & présent que certains termes de (9T)(n°, ..., n"; X3°,. .. , X7) se com-
pensent. En effet, en groupant dans X" O it les termes de degré r; en 1/ (j # 1),
on constate que parmi les termes de type I se trouvent en particulier les termes

p

S ESSXET( g ) = ST ). (14)

=0 J#i i#]
Si 'on prend dans

i,17 .

r;
VT 75 ri V4 l r;—~
T Xit =X - X =) GG
=1

le terme ¢ = r; et dans
T 4+, a0 X7 0..0.)

les termes d’ordre 0 en 7, on voit que les termes

Z(—l)”jX;?T(nj,...i...j...; X;j,...i...j...)

i<j

= Y (-1)"7'XIT(a ) (15)
i<j

sont de type Ila. On se persuade de la méme maniere de la présence des termes

(D)X IT( e X )

i<j
i+1 v 7 A X ~
= Z(_l)]+inT(...j...,...j...)
1<)
i+1 yr; ~ . ~
= Z(—1)+Xl-jT(...z...,..z...) (16)
1>)
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parmi ceux de type IIb.
Les suivantes formules fondamentales - donnant les contributions d’un monome ar-

bitraire Tg de T, au bord (0T)(n°,...,n"; X5°,... , X7) et, en fonction du degré ( i

— Y

les degrés de ces contributions - résultent immédiatement de la proposition 3.4 et de
I'observation que la somme des termes (14), (15) et (16) est nulle.

Proposition 3.5 Soient une p-cochaine T (p € IN*) et un mondme TSE de T.

1) Contributions de type I de TE au bord de T
(1) Y E

p -

S0 > Clt TIXG (XPTE) (it X i X) (17)

i=0 Cot-tlp=r; Ji
(les motations sont celles de la proposition 3.4, Cfg""’ep = eo,rillep,, X, = (X}, ...,

fi . g .
X" e R™, X = (ZZ’ZI Xfka) et XfZ.TSQ signifie que X! dérive les coefficients
de T) avec
Degré du terme général :
b0+£0 bi—l—i_gi—l 0 bi—i‘gi_;,_l bp_1+€p
S0 c. Si—1 (0% S; . Sp—1 y (18)

(¢)
ot o = 1; est quelconque dans IN* et oui € {0,...,p}, bo+ -+, = o et {; # «, pour
J# i
(i1) Contributions de type Ila de ng au bord de T :

z l 1 L 1
> (= “XﬂiX I

1<j k=0
(0" Dy )FT2(7 m°, G Py XPTEXP X0, d e X)) (19)

("D, est la dérivée en ' dans la direction de 1), ot

(K, £) # (0, 73).

Degré du terme général :

(bl bk by . bjy bo—k+l by bp_1>

S1 ... S & Sip1 ... Sj—1 SO—CY—FK Sj ... Sp-1
(2) ()
ova=r,€ N“etle{l, .. a}sonttelsquer;=s)y—a+leclN" etoui<yj ke

{0,..., b0} et (k,a) # (0,0).

(20)
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(iii) Contributions de type IIb de ng au bord de T :

T bo 1
DD CXEY
/=1 k=0 k

i<j
(' Dy YFT2(P 0, i Gy X0 X X0 i, X, (21)

avec
(., €) 7 (bo,75).

Degré du terme général

<b1 coo by kL0 by oo by bo—k by ... b,,_1>

S1 ... S « Si+1 .- Sj-1 80-0&4‘6 Sj ... Sp—1

(4) (4)

ova=r, e N, 1</l<rj=sp—a+liel>1eta<syi<j ke{0,...,b} et
(k, ) # (bo, 80)-

Signalons que toutes les contributions de TSE sont de degré inférieur (ro,...,r,), mais
qu’il s’agit de vraies contributions i.e. de contributions qui ne sont pas identiquement
nulles a priori, si et seulement si les ry (k € {0,...,p}) vérifient certaines conditions et
que les degrés inférieurs annoncés en découlent.

(22)

Proposition 3.6 Les termes généraux des contributions de type I, 1la et IIb s’écri-
vent encore :

(i) (=1)Clot T X (XETE) (0, s X3, X,
J#i
(i) (—1)*C, 4 oot XL

(7' Dy )" (XiDx, ) T2(rf ,n°, i jo Py X530 X0, i X,

it —a+0)!
(i) (L) g X

(" Dy )" (XiDx, )T, n°, i g mPs X0 X3, i, X,
Il suffit de noter que

|
(XDy)'Y* = s i'T)|XTYST (X, Y e R",r,s € N,r <s).

4 Résultats généraux et auxiliaires

4.1 Constance des coefficients des cocycles

Proposition 4.1 Soient Q0 un ouvert contractile de R™ et p € IN*. Alors tout
T € NP(E% N)joe Nker @ (E° = EY et N = C™(Q)) est, a des bords pres, a coefficients
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0 . ; A .
constants et sans colonne ( 1 (i.e. les degrés de ses mondmes ne contiennent pas de

colonne ( (1) ))

Considérons d’abord une p-cochaine T' et notons T¢ son mondéme minimum (i.e. de
degré minimum pour 'ordre lexicographique défini par (10)). Vu (9), le degré ( f_f. ) est

bien ordonné (bo) :
o 0...0 Qkg - - - Ap—1 0 Ak,
(F)=(0 ) (e (V) < (5)).

———

(ko colonnes)
Nous nous proposons de déterminer le monome minimum de 97T. Son degré étant
bo, il suffit de chercher les minima bo de (18), (20) et (22). Si l'on crée dans (18),

la colonne ( 2 > = < (1) >, on a nécessairement (; = 0, Vj # i et £; = 1 (ol i est

= QL

I'indice caractérisant la position de < 2 >) Le degré cherché étant bo, cette colonne
doit étre insérée a une de ses places naturelles, de sorte qu’on obtient le degré ( (1) Zsi )
La création de g (v > 2) conduisant a un degré contenant moins de colonnes

( (1) ), le plus petit degré est < (1)

p . . 0 0 a o k 0
nécessairement moins de colonnes L ) aue | | - , la création de 0 ) =1

a
7

). Quant aux degrés (20) et (22), ils renferment

e

resp. ( F ;— ¢ ) = ( (1) ) étant impossible. Le monome minimum du bord est donc donné
par

(OT)S2 (0™ s Koo Xug, Xy, -, Xpr )

ko _ - .
(D)X TH0 Py Xoy oo Xy Xy -, X0rh) - (23)
i=0

(on remarquera qu’il ne dépend que du monéme minimum de la cochaine).

Le monome (97)9% admet une interprétation intéressante.

Notons d’abord qu’il découle de la description générale des polynomes symbolisants
des monomes des cochaines (cf. I11.3) que, si I'on considere dans

TE=TEm™M P Xogoo i, X XSy -, X207,
les ) € R™ et les X' € Vi1IR™ (j € {ko +1,...,p}) comme paramétres, 79 est
une application de classe C™ en z € (2, a valeurs dans les formes ky-linéaires, alternées
sur IR™ i.e. une ko-forme différentielle sur Q. La structure de T¢ résulte de (11) et (13) :

a & vl ~ Lrg—1 3Ok ap—1(,nko+1\ Ak D\Ap—1
T2 =) 755 X"t X 0 X 0y X (0 ) e ()
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ot le symbole de sommation désigne la somme sur ¢; € {1, ..., m} (j € {0,...,kg—1}),
aj = (1,...,0,) € IN™ tel que || =7 (j € {ko,....p —1}) et A\j = (N\j1,...,
Njm) € IN™ tel que |A\j| =a; (j € {ko,...,p—1}), ou

T’j! T’j! .
": 0 ) (]G{kOaap_l})
(O78 QAj1s. .. Qme
a été incorporé dans
ta  AloLig—1 oy Otp 1
Tox = T0 0 g1 © N,

etoﬁXj:(le,...,X;”‘)EIRm (jG{O,...i...,p}), njz(n{,...,n%)EIRm a] ' =

(Xf)eat (Xt et (? )Mot = (p])ovt ()M b (€ (o + 1, ,p})-
Si Yo,..., Yk € H(Q) =~ C®(Q,IR™), la valeur sur (Yp,...,Y},) de la différentielle
extérieure d de la forme TS (ol les parametres sont sous-entendus) est égale &

ko

(AT (Yo, Yie) = D (=1)ViTF(Yo, .. 0., Vi)
=0
(D) T, Y] Yoy e je Yag) o (24)

1<J

Or, le premier terme du second membre s’écrit

ko ko 1—1
S (YT (Yo, i Vi) + S (1) Y TE (Yo, .. VoY, i, Yay)
i=0 i=0 §=0 (9)
ko 0 .
+ S (1) Y TEYo, . d LYY, V)
i=0 j=i+1 (4)

(on Y;.T¢ signifie que 'opérateur différentiel Y; dérive les coefficients de T¢ et ou Y;.Y;
représente 'opérateur Y; appliqué a la fonction vectorielle Y;), soit

ko
Sooo 4+ ()M TE(YY Yo, G d, Yey)
=0 >]
+ S (=0T TE (Y, Y, Yo, §e, Yig)
1<j
Oou encore L
O . . —
S (D) TE (Y3, Y] Yo, i, Yag) (25)
i=0 i<j

En combinant (23), (24) et (25), on obtient finalement

OT)E 15 Yoan o Vi XKoo X)) (@) = (dTE) (Yo, -, Vi) (@),
(26)
ot x désigne un élément arbitraire de 2 et ou la forme T¢ dépend des parametres 77 et
XD (G € {ho+ 1, p}).

Supposons maintenant que 7' soit un p-cocycle.
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Si ko = 0, (23) s’écrit
(Xo.TH) (', onPs X0, X)) = 0.
Vu la structure polynomiale de son premier membre et la connexité de €2, cette identité
entraine que T¢ est & coefficients constants.

Examinons le cas kg > 1. Si A*(Q) est espace des ko-formes différentielles sur
et si € = ﬁ[?:gff:f désigne l'espace (de dimension finie) des polynomes homogenes de

degrés ay,, ..., a,_1 en nfott . nP et de degrés ri,, ..., 7p1 en Xgou1, - .-, X,, Uégalité
a(, ko+1 D. Tkq rp—1
T2 (n v Xy Xigy X hps o, X7 )
Ui 7 ¢
_ La ylo ko—1 ko+1\ Ak D\ Ap—1 v YKo ap—1
= > > 55 Xi0 o X (™) o () Xy X
loej|=r; £=1
1Ajl=a; (5€{0,....ko—1})

(j€{ko,-.p—1})

montre que
Té e N(Q)® 9

(Pantisymétrie de [...] en X7, ..., X, , résulte de celle des coefficients Tg % en les colonnes
de (

ou les P; forment une base de § et ot les w; sont des kg-formes. Il découle alors de (IV.4)
que dT¢ = 0, donc que

i

Vu l'indépendance linéaire des P;, on en déduit que

)) Ainsi, T# s’écrit

=TIEN]
>1 9

a
TF = szpu
i

dwi = O, Vi.
Par conséquent, il existe des p; € AF71(Q) tels que

'g = Z(d:ul)-PZ:

(2

de sorte que

TE Py X X
= d[z L Pi(nk0+1’_..7np; Xk0+17"'7Xp>]'
Or, 3 P (s € AN™7HQ), P, € ﬂ?,fgf.ff;:f) définit (cf. TS = 3, wiP; (w; € AR(Q))) un
mondme S%, avec
a o 0...0 ap...ap—1
(A R N AV R S A ’

——
(kog—1 CcOlonnes)
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dont I'antisymétrisé
_ pa’
S = Z ) pr
o

(ou p décrit 'ensemble des permutations de 1,...,p — 1, ne changeant pas l'ordre des
indices des colonnes égales et ou Sgg est défini - mutatis mutandis - par (9)) est une
(p — 1)-cochaine admettant S& comme monéme minimum. 11 découle des résultats ci-
dessus que S admet le mondome minimum (9S)% et que, si & € Q, prtl ... 9P €
R™, X;,...,X, € R™ et Yi,...,Y), € H(Q) ~ C®(Q,R™), avec Y;, = X, Vj €
{1,... ko},

AS)EmFtt P i Vi XpSs oo, X001 (2)

= <d Z g Iji(nk0+17"'777p; Xk0+17"'>Xp)]> (}/17"'7Yk0>(x)

_ a/, ko+1 . Tko Tp—1

= T%(n o Yigs oo Yig o X Gy -, X7 (x)
_ a (, ko+1 D. Tko Tp—1

= T2(n poen s Xy Xigy X 1o+, X7 )(z).

(Sip =1, S est une 0-cochaine. Dans ce cas limite, la démonstration directe de 1’égalité

(0S)2 = T¢ est simple. En effet, ko valant lui aussi 1, ( ?) = < (1) ) et TY = dS, ou
S € N, de maniere que TP(X) = (dS)(X) = X.S = (09)}(X), VX € R™)
Posons donc
T' =T —05S.
Comme T2 = 0, on peut, quitte & corriger par des bords, annuler le monéme minimum
de T' et ceci aussi longtemps qu’il contient < (1) > (ko > 1).

S’il ne contient plus ( (1) ) (ko = 0), il est a coefficients constants. De plus, les

~ . 0 . N
autres monomes de 7' ne contiennent pas non plus ( L Montrons qu’ils sont aussi a

coeflicients constants. Soit donc Ttg un de ces monomes. Considérons la relation
0z
(8T)17§i =0. (27)

La proposition 3.5 permet de trouver les monomes contribuant au degré < (1)

proposition 3.6 fournit I’écriture de (27) en fonction de ces monomes.

Monomes ayant une contribution de type

I:Silon crée <g>:<(1)>, i=0, =1 4=0( #0) etainsilemonéme??
contribue au degré considéré. La création d'une colonne de j—») (d’élément supérieur

0 ) et qui est donc nul.

nul), conduit & un monéme dont le degré commence par ( 1
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ITa, IIb : La création de ( (1) ) est impossible et celle d'une colonne de < ;) donne de
N 0
nouveau des monomes contenant ( 1 )
Ecriture de (27) :
(Xo.TE)(n',....nP; XPo, ... ,X;P*) =0.
Ceci signifie évidemment que Tt§ est a coefficients constants. ]

4.2 Relation entre les cobords de Chevalley de £° et de gl(m,R)
Proposition 4.2 Soient p € IN*, Q € O(R™), T € N(E°, N)jpe (E° = &J et

0) et TS un

N = C*(Q)) une cochaine a coefficients constants et sans colonne { |

monome de T' de degré bo

(2) (10 o) (neoeenn (1) <():

———
(ko colomnes)

RIERST)

Alors

(i) T¢ peut étre interprété comme ko-cochaine de gl(m,R) a valeurs dans [’espace
E des polynomes homogenes de degrés Qg - -5 Ap—1 €N ko, .. Pt € R™, euz-mémes
\ . s k Tp— .
a valeurs dans les formes linéaires en P, ° € VoIR™, ... P"" € VP 1IR™ et anti-

symétriques en les arguments correspondant a des colonnes égales parmi les ( (;J ) (j €
J
{kfo, ey — 1}),

(i) (8T)%§:—8pT§+I+Ha<( § > ” < : )) +Hb<( bt ) £ ( } ))

ou 0, désigne le cobord de Chevalley associé a la représentation naturelle p de gl(m,1R)
sur E, ou I représente les éventuelles contributions de type I au degré 1 ;, et ou

I]a<( ]Oi ) + ( } )) et IIb(( k;—ﬁ ) + ( } )) sont les contributions éventuelles de

i . De plus,
ces compensations éventuelles du cobord de gl(m,IR) sont dues a des mondmes dont les

type Ila resp. IIb, obtenues par création d’une colonne différente de

degrés ont au moins une colonne ( 1 ) de plus que ( ;’. )

(i) est une conséquence immédiate de la propriété universelle du produit tensoriel.

Pour (ii), déterminons les termes I]a<< Z ) = ( } )> et [Ib(( sz ) = ( } ))
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. Le degré des contributions cherchées étant

1 a) (11...1 ag...ap
L 7)) V1101 rgyeeomp

———
(ko+1 cOlonnes)

de (0T)

—
=

et la colonne a créer étant une des colonnes 1 ), onai € {0,...,ko}, j € {i +

1
L...,p}, a =1, £ =1et k=1o0uk = 0, selon qu’on considere les termes Ila ou

IIb. Comme la correction ( Z:g ) resp. ( alif ) est ainsi égale a < 8 >, on obtient

—

=R

, b ~ . , N
les degrés ( s des monomes contribuant, en transférant dans , la jéme colonne

( i]_i ) a la premiere place. Les contributions sont finalement données par (19) et
e

(21), ot I'on peut substituer T¢ & Tg, quitte & multiplier par (—1)’~! et & mettre le
premier argument “forme” et le premier argument “polynéme” aux places caractérisées
par l'indice 5. On trouve donc

ko ' P ' B ) )
Z(_DZ—I Z Xij(nZDnj)Tﬁ(no,...2...,7]7’; Xoy. o b, X0
=0 J=i+1

ko P . R
+ Z(—:[)Z Z Tj_linTrg(no,...i...,ﬁp; Xo,...i...XiX;J71 ! ...,X;pil)
=0 J=it+1 (4)

(il découle de la condition 0 < k < by = a;j_1, que les termes de type Ila pour lesquels

a;—1 = 0, sont & omettre; or, a;_; = 0 signifie que T3(n°, ... 7...,nP; Xo,...0..., Xp"™")

est indépendant de 1)/, de sorte que les termes apparemment excédentaires sont nuls).
Soient & présent n°,....n7 € R™ et X, ... , X, € R™. Rappelons que 'action

~

naturelle de 7' ® X; € gl(m,R) sur T3(n° ® Xo,...7...,n" ® X},) est donnée par
p(n’ @ X)TE(n° @ Xo, ... i, 0™ @ X )™t 0P Xpdy, o X0 )

T

p
= > Xy D) TEC, i Xy i XD

j=ko+1
p 0 1
_ . . 1
— Z Tj_lXjZ'TFa(’I] ,...Z...,’f]p; Xoy oot XZ'Xj] ! ...,X;pil).
j=ko+1 (9)
Ainsi
(apTg)(no 02y X07 e 777k0 oy Xko)(nk0+1a e 777p; X]::il’ s 7X;p_1)
ko ) p _ B
= DY (=1 > X' Dy)TEM", . i 0P Xoyooni, X (%)
i=0 j=ko+1
ko ) P B .
A DTS X TE® P Koo XX X ) (+)
i=0 j=Fot1 )

31



3N (COHXGTEw, 0GP X Ko G X (++)
i=0 j=i+1
k)() ]Cg L .
A () XGTE, 0P X Koy, X ()
1=0 j=1i+1
Comme
ko ko A
() =D _(=1)" > X' D) T (i 0Py Xoy oo X
i=0 j=it1
et que
ko ko :
- , . R .
() =D (=1 > ra XpTE°, P Xy d L XX LX),
=0 j=it1 ()
(noter que rj—y = 1 ici), le bord est finalement l'opposé des contributions

I]a(( Z ) = ( } )) et IIb(( k;;rf ) = ( } )) calculées ci-dessus (grouper (x) et ()

ainsi que (+) et (+4)). Ceci établit I'égalité (ii).
En ce qui concerne les compensations éventuelles, il suffit de remarquer que les termes
I renferment des monomes du type

Tl 1...1 ako—Zk0+1H.&i.“ap,1—€p
11...1 Tkg R

5
3
s
|
i

(kg+1 colonnes)

oui € {ko,...,p— 1} est tel que a; =0 et ou

Y. L=
Jj=ko+1
Jit

(en effet, la colonne créée a nécessairement un élément supérieur nul et £;; et les
lo, ..., g, sont nuls, la cochaine considérée étant a coefficients constants resp. sans

colonne ( ? )) et que les contributions IIa(( 2 ) #* < 1 )) et [[b(( k;—ﬁ ) 4 ( } >)

sont dues a des monomes du genre

* 1 1...1 ako...i...j...ap,l
T*ll.ul rk04..'2..4j44.rp_1

N—— Y

(ko+1 colonnes)
oui € {kg,....,p—1}etje{i+1,...,p—1} et ou ( : ) représente la colonne obtenue
par correction de ( Zj ) n
Corollaire 4%.3 Les notations et conditions sont celles de la proposition 4.2. Si
ko=p—1 ouT? est le monome minimum de T', il n’existe pas de compensation i.e.

(8T) %g‘ = —8PT§.

Dans le second cas, (OT)1% est aussi le monome minimum de 9T .
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L’absence de toute compensation découle trivialement de ce qui précede.

1 ) dans (20) ou (22),

¢ =1 et la correction a faire est ( 8 ) Les minima bo sont donc ( L > De fait,

Comparons les minima bo de (18), (20) et (22). Si 'on crée

1 7

! ) conduit a

) est impossible et celle d'une colonne supérieure a ( 1

la création de ( (1)

des degrés possédant moins de colonnes ( i ) Quant & (18), il est clair qu’il ne peut

engendrer de degré a kg + 1 colonnes ( 1 ) |

Proposition 4.4 Les notations et hypotheses sont encore celles de la proposition
4.2. Si TE (qui peut étre lu comme ko-cochaine de gl(m,R) a valeurs dans E) est un
ko-cocycle de gl(m,IR), on a

Tg € Eipy ® /\fgv(gl(mv ]R)v ]R)v
(ot Ei, désigne l'espace des éléments de E qui sont invariants par gl(m,IR) et ou
AR (gl(m,TR),IR) est l’espace des ko-cochaines scalaires, invariantes de gl(m,R)), quitte

corriger T (qui est une p-cochaine locale de E° & valeurs dans N) par un bord OU

<

a coefficients constants, sans colonne et de monome minimum (OU)% (ce qui

1
implique évidemment que la nouvelle cochaine est a son tour a coefficients constants

0 . g \ a
et sans colonne | | €t que ses monomes de degré inférieur a = | sont ceux de

lancienne).
Il résulte de la description de la cohomologie de Chevalley de gi(m,IR) [5] que

T% € BM(gl(m,R), E) ® Epny @ AP (gl(m,R),IR),

nv

ot B*(gl(m,R), E) dénote l'espace des ko-cobords. Si d,U (U € A" (gl(m,R), E))
est la composante de T¢ dans cet espace,

U=UD" S Xo, . 1@ Xiga) (07?75 Pty B

i

et ainsi ¢/ est un polynéme homogene de degrés 1, ..., 1, ax,, ..., ap—1 en n°, ..., nko=2

pko=l .. P72 € R™, a valeurs dans les formes linéaires en Xy, ..., Xz, _o € VIIR™,
Tk — . . s .

Py € VRIR™, ... ,P;f 5 € VP 1IR™; en sus, il est antisymétrique en les arguments

correspondant a des colonnes égales de son degré

a\ [ 1...1 ag...ap
(A R N AV S SR A
———

(ko—1 CcOlonnes)

Il s’ensuit (cf. 111.3) que U définit un monéme UZ , dont I'antisymétrisé U est une (p—1)-
cochaine admettant U% comme mondéme minimum (méme raisonnement que dans la
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preuve de la proposition 4.1). Cette cochaine étant a coefficients constants et sans

colonne ( 0 ), le corollaire 4.3 permet de conclure que (OU)2 est le mondome minimum

1

de U (ce qui entraine que QU est sans colonne ( ? )) et que
(OU)E = —0,U.
Si I'on pose alors 7" =T + 0U, on a finalement
T/iii € Einy ® /\fgv(gl(ﬂ% R)7 R)

(Si ko = 0 ou p = 1, la proposition est triviale et aucune correction par un bord n’est
nécessaire. Dans le cas ky = p = 1, on notera que £ = R.) |

Remarque 4.5 Soit 7" un p-cocycle de €Y = £ (p € IN*, Q : ouvert contractile
de IR™). 1II résulte de 4.1 que T est, modulo correction par des bords, a coefficients

constants et sans colonne ( (1) ), de 4.3 que le monéme minimum 7¢ de T est un ko-

) B

=L

cocycle de gl(m,R) a valeurs dans F (ko : nombre de colonnes ( } ) dans (

=Rl

espace de représentation associé a < >) et de 4.4 que

Tg € Eim) ® /\ko (gl(ma R)a R)a

nuv

quitte a corriger encore par un bord (cette correction préserve toutes les propriétés de T').

Si T? est le monome bo suivant (les monomes sont supposés rangés par ordre croissant),
4.2 (ii) donne

—8,,T§+[+Ha((];)7é ( ! )>+Hb(< ’“26)7& ( ! )) 0,

oil les compensations sont dues aux permutés T3 de T¢. Ces permutés étant inva-
riants, il en est de méme des compensations, vu la proposition 3.6. La somme des
compensations n’appartient cependant pas toujours a Ej,, @ A (gl(m, R),R) (ko, E :

mnuv

—

. . PN b ; b
comme ci-dessus, mais relatifs a < s ). Par conséquent, cette somme et —9,T% €

Bfo*1(gl(m,R), E) ne sont pas nécessairement séparément nuls et la preuve par récur-
rence de l'invariance de 1" n’est pas immédiate.

4.3 Propriété du cobord de Chevalley de &°

Dans la suite, le terme monome désigne aussi bien un monome d’une cochaine que
sa représentation symbolique.

Lemme 4.6 Soient p € {2,3,...}, des mondmes a coefficients constants

5 1 « Qyy_
a aQ...0p—2 0 p—2
U =Uy s, avec ( 1 ) < ( o > <...< < rs )
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et les monomes
Vllo‘ = tr U3 a
St Uantisymétrisation de ces familles de monomes fournit deux cochaines U et V', on a

(0V)i7 = —t2(9U)3,

a condition que les colonnes ( i’ ) (1€ {l,...,p}) de ( ;’. ) soient supérieures a ( 1 )
Notons d’abord que si v désigne une permutation de 1,...,p— 1, on a
‘/'111/1;)04 = tr Ul/a

Nous prouverons que tout terme de (9V)12 est un terme de —tr(0U)2 et vice versa.

1d
e
7

Soit donc un terme arbitraire de (0V);

(i) Le terme considéré est de type I

Comme i # 0 (cf. 3.5), (bo;-)fo > = ( } ), de sorte que ( zg > = ( } ) et {o = 0.

Ainsi le monéme contribuant est du genre
lva _ va
Vigs =trUyz

1vp

et la contribution a la forme
Lo Xoy i, Xy R

l1,...,0 ] lua
e | D¢ Vi n°,.. .4
J#i
_ l1,...,L l/a 3 Prg ~ Pry_o
= Xopo(—1)"Ch PHX U3 P X7, X P
J#i

(’i,jE{l,...,p}, £1+"'+£p:a &:O, EJ#OK(]#Z))
Or, les termes de type I de QU sont les termes

(—1 C‘ZO”NHX Uysn®,.. ... Loxpto i,

J#i

>
k)
N
=
N}
~—

(6, €{0,....p =1}, bo+ -+ b1 =, {; =0, {; # o (j #1)),

soit, si I’on numérote les arguments de 1 a p, les termes
; v . Pry_
(1)t [T X5 UL P X X,
JFi

(i,jE{l,...,p}, €1+---+€p:a, XZ:O, 6]7&06(]7&7/))

Par conséquent, le terme considéré de (0V)14 est bien un terme de —tr (OU )2
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(ii) Le terme considéré est de type Ila
Etant donné que ¢ # 0 (sinon, < Z > = < 1 > et le monome contribuant est un permuté

de V,ﬁ =0), ( 2 ) = ( 1 ) Le monoéme contribuant est donc de la forme

bolbg.“bpfl . o 1b0b2 bp 1 1 0 . S0
Vsolsg...sp_l("""') - ‘/13052 Sp— 1(7] Ny X17X07 )
_ bo ba...bp_1 1 . 1
= —XuUgn (1o 1)

et la contribution s’écrit

bo Lba.bp—1 s 5 A . a—{l y so—a+{ A N
(. g XX b ])

7 1 7
( ) +]C€ Xe (77 Dnj)k ng 1s2...5p1

ak,'
= _X00< )z—i-]cf;kll Xé
joop XpTEXm et 0L )

o by (i 0 G

(T,zD ) 80 $2..-Sp—1
ab, ke {0,...,b}, so —a+{le N, (ka«a)#

(te{l,...,p—1}, i< g, L€{l,...,

(0,0)).

Les termes de type Ila de QU étant, pour des arguments numérotés de 1 a p, les termes

| | .
)ZJ”Cf;k' XK(nZD ) U”O‘( 0.0

—1},i<j, Led{l,...,

(=

(te{l,...,p
(0,0)),

le terme considéré est encore un terme de —tr (U )%

al, k€ {0,...,au}, po—a+Le N (ka)#

(iii) Le terme considéré est de type IIb

Raisonnement analogue, méme conclusion

Soit maintenant un terme quelconque de —tr(0U )%
(j) Le terme correspondant de (QU)2 est de type I

Il résulte alors de (i) que le terme choisi de —tr(OU)Z est du genre
~ Pvy,_o
Po Xoyooile, Xp P77)

~

1)iCh ’ZPH illj:f n,...0...,n
J#i
(i,jed{l,...;p}, L+ +l,=a, {; =0, {; #a (j #1)).

Par conséquent, il s’agit d'un terme de (OV)14.
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(jj) Le terme correspondant de (QU)Z est de type Ila

Vu (ii), le terme considéré a la forme

el
gl

(tef{l,....p—1},i<g Le{l,...;a}, ke{0,...,a,}, poo —a+ Ll €N, (ka)#
(0,0))

et est donc un terme de (9V)} .

(—1)HCE— XL Dy ) Voo y o2 g g XeT X g

Prg L Py puy_g

(jijj) Le terme correspondant de (OU)Z est de type IIb

Méme conclusion. [

4.4 Lemmes techniques

Dans les calculs des HP(E%, N)ioe (p € {1,2}, E° = &3, N = C>®(Q), Q ouvert

contractile de IR™), nous prouverons que, modulo des corrections par des bords, les

monomes T2 = T2 (nt,...,n7; X5°,..., X;”"") de tout p-cocycle T sont invariants par

gl(m,R). 1l découle alors d’un théoreme de H. Weyl [5] que ces mondmes sont des
polynoémes en les évaluations Xj; (4,7 € {1,...,p}) et de la proposition 3.6 qu’il en est
de méme des monomes de 0T (sauf qu’ici ¢ et j varient de 1 a n = p + 1). Ainsi, les
calculs feront apparaitre des équations du type

P(Xi1, o X1, Xy, Xom) =0, V!, " € R™, VX4,..., X, € R™,

N - . 2 . . : . .
ou P désigne un polynome sur IR™ . Il s'impose d’examiner si une telle relation entraine
la nullité des coefficients de P, donc si I’équation

771

nX =A, oun= S, X = (X, X)) et A€ gl(nR),
"
admet pour tout A, au moins une solution (7, X).
Lemme 4.7 Soient m,n € IN*. Sim >n,
{nX:nelR,, XeR'} =R}
etsim=n-—1,
X :nelR, Xe R} ={AcR] :detA=0},

ou RY est l'espace des matrices réelles de dimension p X q.
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Il suffit d’expliquer 'inclusion D pour m = n — 1. Soit donc une matrice A € R, de
rang n — k (1 < k < n) et soit A’ € IR"”F une matrice extraite de déterminant non nul.
On peut évidemment supposer que A’ occupe le coin supérieur gauche de A i.e. que A
s’écrit

Al A" " n—k " k " k
A= AT AT (A" e Ry, A" e R, et AY € Ry).

Les colonnes de A” étant des combinaisons linéaires de celles de A', il existe S € IR ™"
tel que A” = A’S. De plus, il existe S’ € RY_, tel que A” = S'A" et A" = S'A", les
lignes de (A”|A”") étant des combinaisons linéaires de celles de (A’|A”). Si 'on pose
alors

n e
n= <n//> (77/ € Rn—?? 77” < IR/":L—I)

et
X =(X|X") (X' eRy}, X"eRp),
I’équation a résoudre s’écrit finalement
WXL = A ()
an// — A/S ( )
T]I/X/ — SIA/ (3)
,r]//X// — S/A/S ( )
Or, si (i, X') est une solution de (1) (il en existe),

.0 = (g5 ) (x1xs))

vérifie le systeme (1)-(4). ]

Lemme 4.8 Soient m,n € IN* et P € V(IR™)* tel que
P(Xi1,.  Xots oo Xins oo, X)) =0, V!, ... ,0" e R™, VX4,..., X, € R™.

(i) Sim > mn ousim =mn—1 et P est indépendant d’une des évaluations, les
coefficients de P sont nuls.

(11) Sim =n —1 et il existe une évaluation, soit Xj;, telle que chaque terme de P
soit de degré 0 ou 1 en Xj;, on a

(det A,)Po(AH, R 7An1; .. A]z Ce ,Aln, Ce ;Ann)
—(det VA — A]z detA/)P1<A11, c. 7An17 c. ]_ c 7A1n7 . 7Ann) = 0,

(41)

quels que sotent Ay, ..., Ap1, . Ajioo Aln, oo, Apn dans IR, Dans cette identité,
Py (Py) est la somme des termes de P qui sont de degré 0 (1) en Aj; et

A | A;
A= =
g ( A | A )
désigne la matrice A = (Aw)re € ), dans laquelle le jéme vecteur-ligne et le iéme
vecteur-colonne ont été placés sur la néme rangée correspondante.
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Posons P(M) = P(Myy, ..., My, ..., My, ..., Myy,), pour tout M = (My)re € IR},.
L’hypothese s’écrit alors P(nX) =0, ¥n € R, VX € R

Si m > n, la nullité des coefficients de P est une conséquence immédiate de 4.7.

Si m = n — 1, nous notons Xj; I'évaluation “privilégiée” définie en (i) ou (ii). Si
A = (Apo)re € IR est tel que det A’ # 0, la formule de G. Frobenius - I. Schur

det vA = (det A")(A;; — A; A71A,)

donne
det vA — Aj; det A’
det A’ ’

ol le numérateur est la somme des termes de det A ne contenant pas Aj;. Ceci étant,
il découle de 4.7 que

. detvA — Aji det A’
e det A’
Si P est indépendant de Xj;, on a donc

det'’A=0detvA=0a A; = A, A7 A, & Ay = —

A

:>P(All,...,Anl,...,Aln,...,Ann):P(tA) :O

P(Au, .o Apry e Ay Ay Ann) =0

dans {(Aq1,..., An1, - flﬂ ooy Ay Apn) € R™ L : det A/ # 0}. Cet ensemble étant
un ouvert non vide de IR ™', P est identiquement nul (cf. formule de B. Taylor), donc
ses coefficients sont nuls.

Si chaque terme de P est de degré 0 ou 1 en Xj;, la précédente implication donne

~

(detA')Po(AH, ce ,Anl, .. Aﬂ Ce 7A1n7 Ce 7Ann)
—(det vA — AjidetA/>P1(A11, C ,Anl, C (1) .. ‘;Alna e ;Arm) =0
ji

sur 'ouvert ci-dessus, donc partout. |

Remarques 4.9 (i) Soit encore un polynsme P sur R” (n € {2,3,...}),
s’annulant sur les évaluations Xy, (n* € R™, X, €¢ R™, k.0 € {1,...,n}, m=n—1).
La seconde égalité du lemme 4.7 restant valable - avec la méme preuve - pour les ma-
trices complexes, il résulte du théoreme des zéros (“Nullstellensatz”) de D. Hilbert [2]
qu’une puissance P?(*A) (p € IN*) de P('A) est divisible par le déterminant de A.

(i) L’hypothese d’existence d’une évaluation “privilégiée” du point (i) ((ii)) du lemme
4.8, est notamment satisfaite si P est un mondéme du type (9T)52 ((0T)?2) qui jouera
un role fondamental dans la suite.

Lemme 4.10 Posons pour x € R™ (m € {2,3,...}), = = (2, 2"), avec 2’ € R™ et
" € R™ (m/,m" € N*, m/ +m" =m). Soient P € V(R™)*—{0}, Q,R € V(R™)* et
ke{l,....m"}. Si
P(2).Q(«',2") = 2. R(a', 2"),

le polynome Q) est divisible par x} i.e. il existe S € V(IR™)* tel que
Q' 2") = .52, 2").
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C’est évident. En effet,

Qx', 2, ... (% s ) =0

dans {(«/,2/,.. k...,2",) e R"': P(z') £ 0} € O(R™ ), donc dans R™ . ]

Lemme 4.11 Soient P,Q € V(IR™)* (n € IN*). Si
XJIP(UX) = XﬁkQ("’/X>7 Vn S ]R:Lm VX € ]R? (m < H\I*)u

avec les notations introduites ci-dessus, si m > n ou st m = n — 1 et il existe une
évaluation n’intervenant pas dans X;;P(nX) — Xu.Q(nX), alors

(i) si(i,j) = (k,{), ona P=Q,
(i1) si(i,j) # (k,£), le polynome P = P(nX) (Q = Q(nX)) est divisible par X (Xji).

C’est encore évident. De fait, les coefficients de R défini par R(nX) = X;;P(nX) —
XoQ(nX), sont nuls, vu 4.8.

Si (i,7) = (k, ), cela signifie que les coefficients correspondants de P et de () sont
égaux.

Si (i,7) # (k, ), le résultat annoncé découle du lemme 4.10. n

5 Calcul des deux premiers espaces de cohomologie

5.1 Premier espace de cohomologie

Proposition 5.1 Si Q est un ouvert contractile de R™ et si E° et N désignent
respectivement les espaces £ et C*°(2), on a

H*(E, N)e = {0}.

Soit T € AYE® N)ie Nkerd. Vu 4.1, on peut supposer que T est a coefficients
constants et de mondéme minimum 7. 1l résulte alors de 4.3 que T} est un 1-cocycle de
gl(m,R) et de 4.4 que

T, X)=catrneX)=cX, (HeR™, X R €R).

Une nouvelle application de 4.3 et 4.4, montre que

= A(7)-0))

est un 0-cocycle de gl(m,IR) et que

Tr(n’X)_{ a=1:¢X] (¢ €R).



Ainsi les seuls mondmes non nuls de 7" sont les 7 (r > 1) et on a
7, X") = ¢ X,, ¥r>1
Exploitons a présent la relation
OT)5r* =0 (r>1). (28)

Monoémes contribuant (cf. 3.5; nous indiquons le type de la contribution, la colonne
créée, les valeurs des indices ¢ et k, les conditions éventuelles, la correction a faire et le
degré du monoéme contribuant) :

e (8) 5 () () e

Ecriture explicite de (28) (cf. 3.6):

2 ) ,
r+1 XOl(XoDxl)T:ill(nlaXfH) =0 ie - 20r+1X§1X11 = 0.

Vu 4.8 (i), il en découle que
c. =0, Vr>2

L’utilisation de
(0T)75 =0 (29)

permettra d’annuler aussi ¢;. Monoémes contribuant :

Ecriture explicite de (29) :
X3 (XoDx )T (', X1) =0 ie. o XpXi =0.
Compte tenu de 4.8 (i), il s’ensuit bien que

01:().
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5.2 Deuxieme espace de cohomologie

Signalons d’abord que ci-dessous nous désignerons par >, et Y, la somme des degrés

—

s . . ;. . , a , . . N .
supérieurs resp. inférieurs d'un bidegré ( 7 ) donné (si aucune confusion n’est a crain-

. , af Ap—1 , .
dre) et que, par souci de clarté, nous noterons Er,..r,~, I’espace de représentation £ de
la proposition 4.2.

Lemme 5.2 Soit W7 (o0 > 1) défini par W7 (n, X7) = ¢, X7, (¢, € R), un monome
a coefficients constants et invariant.

(1) Si o =1, le monéme minimum de OW? = OW} est
@OW1)iz (0" Xo, X7) = XiWi (n'; Xo) = e1 Xon Xy
(ii) Si o > 2, le mondme minimum de OW? est donné par

o\0 o o— 2 o o
(aWo')go'i% (77077]1; Xgaxl 1) = _E X01<X0DX1)W0'(771;X1)

— 2 yo—1

Les contributions de type I sont nulles, vu la contrainte ¢; # « (j # ¢) et la constance
des coefficients de W7.

Passons aux contributions de type Ila et IIb. La création de ( (1) ) est impossible.

Celle de ( } ) conduit au degré < } Z >, mais

(OW)Ig = 0,7 = 0.

En effet, la premiere égalité est une conséquence immédiate de 4.3 et pour la se-
conde, il suffit de remarquer que W7 € EZ,,, C Z°%gl(m,IR),EJ), si ¢ > 2 et que

We e AL (gl(m,R),R) C Z'(gl(m,R),R), si 0 =1 (ZP(gl(m,R), E) désigne I'espace

muv

des p-cocycles de gl(m,R) a valeurs dans E). Si l'on crée alors g , on trouve un
terme (de type Ila) de degré ( (2) Zfi ), a condition que ¢ > 2. C’est le degré mini-

mum, l'insertion de < Z > > < (2) > et celle de < k;ré > > < 0

5 > fournissant des degrés

evidemment plus grands. Si o = 1, la création de engendre un seul terme, a savoir

1

un terme (de type IIb) de degré ( ? ; ), manifestement minimum. ]
Proposition 5.3 Si Q € O(IR™) (m > 2) est contractile et si EY = £ et N =

C* (), on a
H?*(E° N)ioe = {0}
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0

0 ) (cf. 4.1).

Le monéme minimum 77} de T étant un 2-cocycle de gl(m,R) (cf. 4.3), on trouve

T'! =0,

Soit T' un 2-cocycle a coefficients constants et sans colonne (

apres correction de 7' par un bord convenablement choisi (cf. 4.4).

)-(3))
(2)-()

( S )) et notons qu’il

(OT)170= =0T + -+, (30)

1rs

On constate de méme que

11 e Be Aulaitn 1) (]

Ainsi
b
S

le: b%8:07
Ls b=s:tr U (Us € Es

S,inv

IN

<12 N , A 1
Considérons a présent un monome 722 (( . ) < ( i )

découle de 4.2 que

les compensations éventuelles de —9,7%? étant dues aux mondmes T} /[ et T} (t > 2).
Si T2 est tel que 3°, # 3;, il ne peut y avoir de compensation. En effet, les formules

fondamentales montrent que les monomes (& coefficients constants) 711! et T} (t > 2) ne

contribuent qu’a des degrés tels que >, = ;. Ainsi T¢b € Z%gl(m,R), E2?) = E*°

donc rem
s ((1)<(1)5(1) 205

Supposons maintenant que 722 soit tel que -, = 3, et introduisons les cochaines

U= U et V=Y (T T).

£>2 £>2
Le lemme 4.6 permet alors d’écrire 1'égalité (30) sous la forme

(OT)12b = —,Te! + (V)ie! = ~9,T2) — r (U2,

1rs 1rs

La derniere somme étant dans

B'(gl(m,R), E¢Y) ® E¢L ., © Al (gl(m, R), R),

T S,inv

ses deux termes sont séparément nuls. La nullité du premier implique

et ((1)<(1)<(2) Z.-%)

de sorte que T est globalement invariant. Celle du second entraine (9U)*% = 0
(( } ) < ( :f ) < ( 2 ), Y= Zl'). Le lemme 5.2 montrant que le monoéme mini-

mum de IU est (OU)J% et les monomes de QU étant invariants, ceci signifie que U est
un 1-cocycle de £°. 11 suffit alors de reprendre 1’étude de (28) pour voir que

Us=0, Vs>2 ie T}5=0, Vs>2.
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. . . . . 0
Finalement, T est un 2-cocycle a coefficients constants, invariant et sans colonne ( 1 )

et ( } )

Prouvons a présent que 1" est aussi sans colonne ( g
(s > 1) sont nuls. Soient WZ (¢ > 2) des monomes invariants, a coefficients constants.
Posons W = 3,5 WZ et T" =T — OW. Comme il résulte du lemme 5.2 que chaque
0 o+1
2 o—-1

) i.e. que ses monomes Ty 512

W a sa plus petite contribution au bord a l'ordre < ) (c’est d’ailleurs sa seule

), il est clair que T” est & son tour un

1
1

contribution dont le degré commence par ( g

2-cocycle invariant, a coefficients constants et sans colonne ( (1) > et (
s>1,

). De plus, si

TP (s X5, X35) = T2 (%, n's X, X5) — (OW)5 572 (n°,ns X3, X3)
Csxngfl - (aWssill)g §+2 (7707771; X§7Xf)
= (Cs + 205+1)X31X181-

/ s
On annule donc T'g %2 (s > 1), en prenant ¢, = ——.

2

Dans ce cas, le plus petit monéme du cocycle (que nous rebaptisons T') est TZ,). Si
W] est de nouveau un mondéme vérifiant les conditions du lemme 5.2 et si 'on pose
T' =T — W}, on obtient un 2-cocycle possédant toutes les propriétés de I'ancien et la
particularité supplémentaire que

T/1221 (7707771; X07X12) =€ XooX10X11 + (€5 —C1)X01X120

ne contient pas de terme en Xy X7 (prendre ¢; =€). Nous ne retrancherons plus de
bord dans la suite, de sorte que le cocycle (il sera encore noté T') ne perd plus cette
spécificité : T' est un 2-cocycle invariant, a coefficients constants et tel que le coefficient
de Xo1 X%, dans son monéme minimum TE) = TE) (n°,n'; Xo, X3?) est nul.

Nous démontrerons ci-dessous qu'un quelconque des monémes bo restants 72
<< (2) > < < ;f ) < < z > y Do = Zi> est nul, si ceux du méme type qui le précedent,

le sont. On remarquera que I’hypothese de récurrence implique que tous les mondmes
de degré inférieur a celui du monome étudié, sont nuls. Signalons aussi que les égalités

du type < (; 5 ) = 0 apparaissant ci-apres, signifient évidemment que Tpaf =0.

()

Equation :
(0T)p5417 = 0. (31)
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Monodémes contribuant :

o

(b # 0, sinon T¢2 = Tr+59 n’est pas bo)

me (5) 320 () (00) (0 m) =
(1)) [2)-

o () (9

Ecriture explicite de (31) :
2
_; X01<X0DX1)Tﬁsb(n17 7727 XI, X28> = 0.

En faisant Xq = X; et en utilisant le lemme 4.11 et ’hypothese m > 2, on en déduit que
T = 0.
@
La situation r» = s = 1 ne pouvant se présenter, il s’agit du dernier cas a traiter.

Equation :
(0T)y1251 =0. (32)

Monoémes contribuant :

)

(noter que a > 2 (et b > 1))
e . (O) (=1 (-1 a—1 b+1 b
“ A 2) k=0\ 11 2 s—1 s 1
a
1

S
N——



Ecriture explicite de (32) :

2
_X01<X0DX1)Ta 1b+1(n 77 X127XS 1) 7X02(X0DX2)Tlasb(n 7] X17X ) (33>

Il en résulte que
T3t (o X2, X571 = X P(Xa1, Xg, Xor, Xoo),

ou P est un polynoéme. Si I'on remplace dans (33), on obtient

2
—X01(Xo2P + X12(XoDx,)P) = 3 Xo2(XoDx, )Tt % X4, X3),

ce qui entraine que P est divisible par Xi,. Ainsi
T o XX = OXXET XY (C )

et une nouvelle substitution dans (33) donne

1 abr, 1 2, S\ __ a—1 yb—1

. Xo2(XoDx) )TV (07,075 X1, X3) = —C X Xoo X12 X5 Xy
On en déduit que

Tlasb (7717772; X17X5> = _CX12X XSQ 17

de sorte que (33) s’écrit finalement

Cla — 8)Xo1 X2 X12 X5 ' X0+ C(b— 1) X5 X12X5, X552 = 0.

Par conséquent,
ab
T4, =0,

sauf sia=set b=1.
Il reste donc a annuler

Tyy (s X0, X3) =€ XoX5, (s> 2).
Le coefficient-€5 ayant été annulé précédemment, on peut prendre s > 3. Considérons
I’équation
@1)i " =0. (34)

Monodémes contribuant :

1 )/

_ 2 (=1 +1 s 1 2 s—=11\
H“‘<1> k=2<b (0) (1 s) <s 1 )_O
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wo (1) e () (1) ()
()

Ecriture explicite de (34) :

1 s s s s
_5 XOl(TIODﬁl)QTl;(nl?nQ; X17X2> +Xlo(noDnl>(X0DX1>Tl;(7]17”2; X17X2) =0

ou encore 1
9 s(s — 1)€; ‘XOl‘XU‘XQQO)(QS;2 + 5€5 X02X10X20X51_1 = 0.

D’ou finalement,

£ =0, Vs>3.

Remarques 5.4 (i) La précédente preuve est valable en dimension m > 2 (cf. 4.8 -
4.11). On peut établir le résultat H*(E%, N)jo. = {0} également si m = 1, mais la fin de
la démonstration change radicalement. Ce calcul ne sera pas donné ici.

(i) On sait (cf. [10]) qu'aux classes de H3 (M) sont associées des obstructions a la
scission de la suite

0 — kerd* — A(Q (M), N)jpe & € — 0.

Finalement, 'espace H%(E?, N)je (= H3r(M)) contient donc exactement les “obstruc-
tions” en question (cf. I1.3).

(iii) Les espaces H*(E%, N)jpe €t H?(E?, N)jo. peuvent étre déterminés par une autre
méthode.

Voici le fil d’Ariane de ce procédé (décrit dans le cas du deuxieme espace de cohomolo-
gie). L’équation de cocycle 9T = 0 (EC), écrite pour trois champs de vecteurs, montre
que T est un 2-cocycle de la cohomologie des champs de vecteurs a valeurs dans N. En
symbolisant dans E'C' transcrit pour deux champs X et Y et un opérateur arbitraire A,
les dérivées respectivement par les formes linéaires A, i et 77 et en sélectionnant les termes
de degré 0, on sait établir que tout 2-cocycle est cohomologue a un 2-cocycle T, nul sur
les couples de champs de vecteurs et tel que T'(\,n; X, A) soit a coefficients constants.
Le tri des termes de degré 1, permet de faire intervenir la cohomologie de gl(m,R) et
de corroborer que tout 2-cocycle T' est - modulo un bord et en sus des propriétés déja
obtenues - invariant par gl(m,IR), a condition de I'évaluer sur (A, n; X, A). On vérifie
ensuite que T'(X, A) est nul quitte a soustraire les bords des invariants, en explicitant
completement les termes de degré 2. Finalement, ce sont 'utilisation de EC avec un
champ de vecteurs X et deux opérateurs quelconques A et B et les choix successifs des
termes de degré 0,1 et 2, qui conduisent a la nullité de T'(A, B).
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Ces calculs seront publiés ailleurs [13].
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