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PROBABILITY  GENERATING FUNCTIONS  FOR 

DISCRETE  REALVALUED RANDOM VARIABLES
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This  work  is dedicated  to Jose  de Sam Lazaro, 

my  friend  and my teacher  in General  Mathematics, 

Analytic  Functions  and Probability  Theory, 

as a token  of respect  and  gratitude 

Вероятностные  производящие  функции  являются  мощным ин

струментом  изучения  распределений  конечных  сумм  независимых 

дискретных  случайных  величин,  принимающих  целые  положитель

ные  значения.  Для  вещественнозначных  дискретных  случайных 

величин  хорошо  известная  элементарная  теория  рядов  Дирихле  и 

доступные  сейчас  программы  символьных  вычислений,  такие  как 

Mathematica  5ТМ,  позволяют  применить  этот  инструмент  и к об

щим  дискретным  случайным  величинам.  Ввиду  этого,  настоя

щая  статья  имеет  двоякую  цель.  Вопервых,  мы показываем,  что 

дискретные  случайные  величины,  принимающие  вещественные (не 

обязательно  целые  или рациональные)  значения,  можно  изучать  с 

помощью  вероятностных  производящих  функций.  Вовторых, мы 

стремимся  привлечь  внимание  к  некоторым  практическим  путям 

выполнения  необходимых  вычислений. 

Ключевые  слова  и  фразы: вероятностные  производящие  функ

ции,  конечные  суммы  независимых  вещественнозначных  дискрет

ных  случайных  величин,  ряды'  Дирихле. 

1.  Classical  probability  generating  functions 

Generating  functions  are  a useful  and  uptodate  tool  in nowadays prac

tical  mathematics,  in particular,  in  discrete  mathematics  and  combinatorics 

(see  [7])  and,  in  the  case  of  probability  generating  functions,  in  distribu

tional  convergence results  as  in  [6,  p.  84].  Their  uses  in  basic  probability 

are  demonstrated  in  the  classic reference  [2, Chap. XI]. More  recently,  prob

ability  generating  functions  for  integervalued  random  variables  have  been 
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studied  intensively  mainly  with  some  applied  purposes  in  mind.  See,  for 

instance,  [1], [8][12],  [15], and  [16]. 

The  natural  extension  of the  definition  of probability  generating  func

tion  to  a  nonnegative  realvalued  random  variable  X ,  as  the  expectation of 

the  function  t x ,  is  very  clearly  presented  in  the  treatise  [4,  p.  288],  where 

some  of the  consequences,  drawn  directly  from  this  definition,  are  stated. 

Let  us  briefly  formulate  some classical results  on probability  generating 

functions  for  integervalued  random  variables  recalling  the  useful  connec

tion  between  the  topics  of probability  generating  functions  and  of  analytic 

function  theory.  Let  X  be  a  random  variable  taking  values  in  Z  and  let 

P k  P { X =  k}  e  [0,1] for  all  к  e  Z . 

The  probability  generating  function  (PGF)  of  X ,  denoted  by  фх,  is 

given  by  фх{%)  — Щгх]  —  fQz
x  dP  for  all  z  in  the  set  T>x  in  which  it  is 

well  defined,  that  is, 

= j*€C: j  z x  dP GCJ= j ^ e C :  j  |*|x  dP <+00J. 

Since the  law of X  is the probability measure  p,x  given by ц х  =  Sn=°oo Рп^пч 

where  Sa  represents  the  Dirac measure  with  support  in  { a } , we can conclude 

that,  by  the  standard  result  on  the  integration  with  respect  to  the  law of X , 

n=+oo 

VzeDx  V x ( * ) =  E  (1.1) 
7 1 = — O O 

That  means  that  the  PGF  of  X  is  given  by  a  Laurent  series  around  zero 

in  its  domain  of  existence  as  a  complex  function.  The  domain  of  simple 

convergence  of such  a  series  is  a  set  of the  form  C(pi , p2)  =  { 0 ^  pi  ^  \z\  ^ 

p2  ^  +00},  where  by Hadamard's  formula  we have:  рг  =  l im.sup n _ ) ( + 0 0  tfpn 

and  p 2  — 1/lim  sup n _> + 0 0  tfp^.  Since  the  series  in  (1.1)  is  absolutely  (and 

uniformly)  convergent  in  the  closure of C(r*i, r 2 )  for  every  рг  <  гг  <  r2  < p2 

we  have  that  Dx  — С(Ръ Рг)  If  for  all  n  <  0 we have  that  pn  — 0,  then  фх 

is  represented  by  a  Taylor  series  around  zero,  {\z\  <  1} С D x  and  so, 

n! 

thus  showing  that  фх  generates  the  probabilities  in  a  very  nice  way  that, 

in  some  cases,  is  useful  in  practice.  In  the  general  case,  one  can  still,  in  a 

sense,  generate  the  probabilities  from  the  PGF  since  we  have  for  some  7 r , 

the  border  of the  circle of radius  r  €  ] pi, p2[  centered  at  zero,  that 

V n  €  Z  Vn  = — I  j^r  #  • 

The main  purpose  of this paper  is to extend  probability generating  func

tion  techniques  to discrete  random  variables  taking real values  nonnecessarily 

integer. 
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2.  Probability  generating  functions  for  realvalued  random 

variables 

Consider,  from  now  on,  a  discrete  random  variable  X  taking  the  se

quence  of  real  values  {ak)kez  such  that  for  some  sequence  of  probabilities 

(Pk)kez  6  [0, l ] z ,  thus  verifying  Y%=ooPk  =  1,  we  have  P{X  =  ak}  =  pk 

for  all  к  G Z .  The  law of X  is  the  probability  measure  fix  which is given by 

fix  — ^2t=ooPkfiak  We will  constantly  use  that  for  any  t  >  0  and  x  G R , 

tx  :=  e x l n t  is well defined.  The  formal  definition  follows  naturally. 

D e f i n i t i o n  2.1.  The  probability  generating  function  (PGF)  of  X 

is  defined  for  all*  >  0 by 

i/>x(t)  =  E[tx]  =  /  txdfix  =  £ 

R e m a r k  2.1.  Let  us  observe  that  E[tx]  is  always  well  defined  as 

a  Lebesgue  integral  of  a  well  defined  positive  function  although,  possibly, 

equal  to  + o o , and  that  фх  takes  at  least  a  real  value  since 

+oo 

k= — oo 

A  natural  question  is then  to  determine  the  exact  description  of the  conver

gence domain of фх,  that  is,  the  set  :=  {t  >  0: фх(Ь)  <  + o o } ,  where  the 

PGF  of X  is,  in  fact,  a realvalued  function.  We will address  this  question  in 

Theorem  2.1 below  referring  to  Section 5 for  some of the  results on  Dirichlet 

series  that  we use  in  the  proof. 

It  is  convenient  to  notice that  PGF  is  one  among  other  very  important 

functional  transforms,  namely  the  characteristic  function  and  the  moment 

generating  function.  For future  reference  let  us define precisely these  notions. 

Let  X  be  a  realvalued  random  variable  with  law  \xx.  Following [6, p.  84] 

we  denote  by  jlx  the  characteristic  function  of X ,  defined  for  a l l t  G R  by 

$x(t)  = E[eitx}=  f  eitxdnx(x). 
Jn 

For  s  G С  write  s  — a  + it.  Another  functional  transformation  of the  law of 

a  random  variable  gives us  the  moment  generating  function. 

D e f i n i t i o n  2.2.  The  moment  generating  function  (MGF) Jlx  of 

a  realvalued  random  variable  X  is  defined  to  be 

Jlx(z)  =  E[ezX}=  [  ezxdfix(x)  (2.1) 
Jn 

for  all  z  in  the  set  T)x  =  {z  G C:  J R  \ ezx\  d/j,x(x)  <  + 0 0 } ,  that  is,  such  that 

the  integral  on  the  right  exits. 
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R e m a r k  2.2.  For  any  random  variable  X  the  natural  domain  of 

its  MGF  is  never  empty  since  0  E  D x   However,  important  properties 

depend  crucially  on  D x  having  a  nonempty  interior.  For  that  reason  some 

authors  (see  [13, p.  294]) assume  that  Jlx  is  defined  only  in  that  case.  In 

subsection  5.2 we will deal  more  thoroughly  with  this  question. 

There  are  natural  relations  between  these  functional  transforms.  For 

all  t  for  which  the  functional  transforms  involved are  well defined  we  have 

Jix(it)=  f  eitxdfi{x)  =  j2(t)  and  Jix(\nt)  =  ipx(t).  (2.2) 
Jn 

Consider  the  following  further  convention on  the  notation  used  above, 

namely,  X  is a  random  variable  taking  as values  the  ordered  sequence of real 

values  (ak)kez  each  one with  the  corresponding probability pk  and  suppose 

that  for  к  <  0 we have  ak  <  0,  aQ  =  0 and  for  к  >  0 we have  ak  >  0. 

Theorem  2.1.  LetX  be a random  variable  and  Ыфх  denote  its  PGF. 

Then 

1)  If  X  takes  a  finite  number  of  real  values,  then 

Bx  = ] 0 , + o o [ ; 

2)  if  X  takes  an  infinite  number  of  real  values  without  accumulation 

points,  then 

there  exist  щ,  v0  €  ]   oo, 0]  such  that  ] eUo,  e'Vo[  С  Bx  С  [ eUo,  e " V o ] ; 

(2.3) 

3)  if  X  is  a  discrete  random  variable  with  exponentially  decaying  tails, 

that  is,  if  for  some  k,c  >  0  we  have  that  P{\X\  >  x}  ^  ke~cx  then  we  get 

also  the  condition  expressed  by  (2.3). 

P r o o f .  In  the  first  case  the  PGF  takes  the  form 

+N 

ы*)=  E  Pktak  =  ^  +    +  ^ + P o + p ^  +  '.+pNt«\ 

к—М  1  1 

for  some integers  M  and  iV and  the  result  announced  is  obviously  true.  For 

the  second result,  defining 

Г Чк  =Рк, 

\Рк  =  ak, 

we  have 

f oo  +oo 

Mt)  =  £ « *
Е

"
Л , П

*  + P O  +  £ >
E _ A

*
L N ( 1 / T )

'  ( 2 . 4 ) 

k=l  k=l 

where  the  sequences  {ак)кет$*  and  (/Зк)кеы*  are  increasing  with  the  notation 

N*  =  N \ { 0 } .  Under  the  hypotheses that  these  sequences do not  have a  limit 

in  R ,  in relation  (2.4) above we have  expressed  фх  as  a  sum  of a  constant  p0 

( 
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and  two  Dirichlet  series  taken  at  kit  and  at  l n ( l / t ) .  The  description  of  the 

set  of  convergence of  фх  can  then  be  tied  up  with  the  description  of  the 

convergence  sets  of  two  Dirichlet  series,  one  for  the  positive  values,  other 

for  the  negative  values  of the  random  variable.  Consider  the  Dirichlet  series 

defined  by 

+00  +00 

£ > е " л '  and  £ p * e  a f c S 

k=l  k=l 

and  apply  the  results  on  absolutely  convergent  series,  recalled  in  subsec

tion  5.1,  to  obtain  щ  and  v0,  the  abscissas  of  absolute  convergence of  the 

series  on  the  left  and  on  the  right,  respectively.  Since  ^2t=ooVk  =  1  we 

have  v0,  щ  ^  0.  This  now obviously  implies  the  result  because 

ln*  >  ?/o &  t  >  eUo  and  ln i  >  v0  t  <  e~Vo. 

The  last  result  stated  in  the  theorem  is an  immediate  consequence of Propo

sition  5.2  in  the  last  section  since  Dx  =  {\ez\:  z  €  D x } .  Theorem  2.1  is 

proved. 

R e m a r k  2.3.  The  use of Dirichlet  series or MGF is further  justified 

since  it  allows one to  determine  the  parameters  u0)  v0  in  the  theorem  above. 

In  fact,  if X  takes  an  infinite  number  of values without  accumulation  points, 

then  u0,v0  are  given  by  (5.2) or  (5.3).  If  X  is  discrete  and  have  an  expo

nential  decaying tail,  then  we may  get  cfq  and  a s  defined  in  the  proof of 

Proposition  5.2  and  then  it  is  clear  that  u0  =  &q  and  v0  =  —<Jq. 

2.1.  Generating  the  probabilities.  One  reason  for  the  denomina

tion  used  in  the  definition  is  the  following  result.  We  will  recall  first  some 

notation.  Let  t  >  0  and  define,  for  such  t,  the  floor  function  as 

[t\  — sup{n  G N :  n  ^ t } , 

that  is,  the  greatest  integer  less  or  equal  to  t  and  the  fractional  part  of t  as 

frac(t)  =  t    [t\. 

Also,  as  a  notation,  let  us  say  that  П7=о  ai  — 1

Theorem  2.2.  Let  X  be a random  variable  taking  only  a  finite  number 

of  values  (ctk)M^k^Ni  suppose  that  the  values  in  this  sequence  are  ordered 

as  an  increasing  sequence,  and  let 

+N 

Ы * ) =  E  Pktak  =  ^  +  ''  +  ^+Po+Pitai  +''+PNtaN  (2.5) 
k — M 

denote  the  PGF  of  the  random  variable  X.  Then,  obviously, 

PM  =  P{X  =  a _ M }  =  lim  (ta~M  фхф) 
i*0  + 
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and  derivating  enough  times,  we  have 

1  ( £ a  ^ x ( t ) ) L «  M  a  M + i J 

P _ M + 1  =  t  Ш 1 +  t f r a c ( a _ M  a _ M  +  1 )  n L   M   M + 1 J  l  ( ^  _  _  ^  " 

J5y  induction  we  can  get  the  formulas  for  the  remaining  values  of  X. 

P r o o f .  For  the  first  result  it  is  enough  to  observe  that 

ta~M  фх®  =  P  M  +PMit
aMaM~1  +  • • ' +  Pota~M 

+  p i t a i + «  M  +  . . .  ш  (2.6) 

For  the  second  result  in  the  statement  of  the  theorem,  in  case  [ a _ M — 

a_ M +iJ  >  15  just  derivate  (2.6)  [с*м    a _ M + 1 J  times.  Theorem  2.2  is 

proved. 

R e m a r k  2.4.  The  practical  interest  of this  theorem  if  reduced  by 

the  fact  that  with  the  software  allowing symbolic calculus it  is easy  to  extract 

the  coefficient  for  a  given  exponent  of  t.  We  will  show  this  in  a  couple of 

examples  in  what  follows  (see  Section 3). 

2.2.  Fundamental  properties  of  P G F .  The  next  result  shows that 

the  PGF,  whenever  properly  defined,  characterizes  the  MGF  of  a  random 

variable  and  consequently  characterizes  the  distribution  of this  random  vari

able. 

Theorem  2.3.  Let  X,  Y  be random  variables  such  that  for  some  neigh

borhood  V  of  1  G  D x  П D y  their  PGFs  фх  and  фу  are  well  defined  and 

verify 

v t e v  il>x{t)  = Mt)  (2.7) 

Then  fix =  Цу  and  consequently  X  =  Y. 

P r o o f .  Condition  (2.7) implies  that  Jix  and  fly  are  well defined  on 

D  =  j s  =  a  + it  G С:  a  €  { \ n u : и  G I n t ( V ) } }  С  D x  П D y 

and  that  for  5  G D  we  have  jix(s)  — Д У ( 5 )   Since,  by  Proposition  5.3,  Дх 

and  jly  are  holomorphic  functions  on  D x  and  D y ,  respectively,  they  are 

certainly  equal  as  two  holomorphic functions  coinciding in  a  set  having  an 

accumulation  point.  In  order  to  conclude  it  suffices  to  observe  that  since 

Дх  =  Ду  we  have 

V t  G R  fix(t)  =  Дх(0 +  it)  =  Ду(0 +  it)  =  j2Y(t). 

That  is,  the  characteristic  functions  of X  and  Y  coincide.  Being  so it  is well 

known  that  X  =  У,  as  wanted.  Theorem  2.3  is proved. 

The  next  result  shows  that  given  a  sequence  of  random  vari

ables  ( X n ) n € N >  the  convergence of the  corresponding  sequence  of PGFs  to  a 

PGF  of a  random  variable  X  on  a  set  having  a  nonempty  interior  is  enough 

to  ensure  that  the  sequence  (Xn)ne^  converges in  distribution  to  X. 
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Theorem  2.4.  Let  X,  X2)...  be realvalued  random  variables  and 

Ф,'ФъгФ2, • • •  the  corresponding  PGFs.  Suppose  that  for  V,  some  neighbor

hood  of  1 £  D x ,  we  have 

V n e N  VcBXn  (2.8) 

and 

MteV  lim  ^n(*) =  ^ ( * ) 
n—>+oo 

Then  ( X n ) n € N  converges  in  distribution  to  X. 

P r o o f .  Let  D  :=  {s  =  a  +  it  E  С :  ea  E  V} 

implies  that 

\/s  =  a  + iteB  lim  JlXn(a)  =  lim  цХп{еа)  =  / i x ( e a )  =  Дх(<х). 
n—^joo  n—>+oo 

Consider  now  s  =  a  +  it  E  D  arbitrary.  Considering  the  complex  measure 

fjixn  — fJ>x  and  its  total  variation  \/лхп  ~  Hx\  it  is  clear  that 

№xn{s)  Jlx(s)\^  f  \esx\d\  /iXn    fix\(x)  =  \fiXn    \ixI  ( O  <  + o o . 
Jn 

Moreover,  we  have  l im n _> + 0 0  \fiXn    / i X | ( e a x )  =  0,  that  is,  (pxJneN  con

verges  over D  towards  j i x .  Being so, by Theorem  5.2 we have  that  ( X n ) n G N 

converges  in  law  to  X.  Theorem  2.4  is proved. 

2.3.  The  P G F  of  a  sum  of  independent  and  identically  dis

tributed  random  variables.  One  important  usage  of PGFs  is  the  deter

mination  of the  law of a sum  of independent  random  variables  when  the  laws 

of  the  terms  are  known.  Examples  of this  usage  will  be  given  in  Section  3. 

As  in  the  case  of  nonnegative  integervalued  random  variables,  the  follow

ing  simple  result  on  the  PGF  of a  sum  of independent  random  variables  is 

obtained  as  a  consequence of elementary  facts  from  probability  theory. 

Theorem  2.5.  Let  X  and  Y  be  two  independent  discrete  realvalued 

random  variables.  Then 

^ x + y ( * )  =  1>x(t)  x  ^ y ( t ) 

and  if  fix  =  Ht=ocPk$*k  and  \iY  =  £^°!ооФ<$/зм  and  D x + y  =  Y>x  П D y , 
then 

+oo 

k,l= — oo 

P r o o f .  The  first  equality  is  a  consequence of the  independence  of  X 

and  Y.  The  second  equality  is  simply  given  by  the  usual  product  of  two 

absolutely  convergent  series.  Theorem  2.5  is proved. 

Using  this  result  it  is  now  possible  to  obtain,  in  a  very  simple  way, 

the  PGF  of a  finite  sum  of independent  and  identically  distributed  random 

variables. 

(2.9) 

Then  condition  (2.9) 
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Corollary  2 .1 .  Let  Xi,  X2,..  •, Xm  be a  sequence  of  random  variables 

which  are  independent  and  identically  distributed  with  a  discrete  realvalued 

random  variable  X.  Then  for  all  t  >  0 

fc+...+Xm(t)  =  ( f c W ) m , 

and  if  fix  =  Т,к=ооРк$ак,  then  for  every  t  e  Bx 

ipXl+...+Xm(t)  =  £  p<i  • •  Pijai>++ai~
ii  ,...,г т = оо 

P r o o f .  The  first  equality  is  a  consequence  of  the  theorem  and  the 

second  one is a consequence of the  product  formula  for  absolutely  convergent 

series. 

3.  Two  calculation  examples 

The  next  examples  show  how  to  take  advantage  of  the  symbolic cal

culation  capabilities  of  usual  software  in  order  to  obtain  the  distribution 

function  of a  sum  of a  finite  number  of independent  copies of a  random  vari

able  taking  a  finite  number  of real  values.  In  the  first  example  the  random 

variable  takes  rational  positive  and  negative  values.  In  the  second  example 

the  random  variable  takes  irrational  values. 

The  discrete  random  variable  taking  rational  values  Хг  defined  below 

appears  naturally  in  the  context  of fair  marking  multiple  choice  questions: 

J_ 
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1 6 ' 
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1 6 ' 
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 1  with  probability 
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~ 3 
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3 
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1  with  probability 

( 3 . 1 ) 
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_3_ 
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1 6 ' 
The  PGF  of Xi  is  given by 

. Г 2 / 3  +  •f 
•1/3  +  1  +  A t v 3 

1 6  1 6 1 6  1 6  1 6 

For  a  deeper  understanding  of fair  marking  an  exam  with  a  set  of,  say, 

ten  multiple  choice  questions  it  is  important  to  know the  distribution  of  the 
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sum  of ten  independent  copies  of Хг  which we denote  by  Y .  We know  that 

фу  —  ( ^ X i ( t ) ) 1 0 .  With  a  symbolic  computation  package  we have  expanded 

this  power  in  a  sum  of 61  terms  of the  form  ata  and  extracted  each  term  of 

the  sum.  Prom each one of these  terms  we extracted  the  coefficient  a  and  the 

power  a  of  t  thus  obtaining  the  probabilities  and  the  corresponding  values 

taken  by  Y. 

In  order  to  fully  demonstrate  the  usefulness  of our  approach  we  present 

next  the  commented  lines  of a  very  crude  program  for  Mathematica  5  T M 

used  to  produce  the  probability  distribution  of  Y ,  and  the  corresponding 

graphic  representation. 

1. This  first  command defines  фХ1  as  a  function  of the  variable t: 

PGF[tJ  := ((l/16)*t~ (1))  + ((3/16)*t~ (2/3)) 

+  ((3/16)*t~(l/3)) + ((2/16)* t~(0)) +  ((3/16)*t~(1/3)) 

+  ((3/16)*t~(2/3)) +  ((l/16)*t~(l)) 

2.  Here  the  full  expansion  of  (фхг)10  as  a  sum  of terms  of the  form  ata 

is  defined  as  a  function  of the  variable t: 

GPGF10[t_]  := Expand [PGF [t] ~ 10] 

3.  The  following  command just  counts  the  number  of terms  of the  form 

ata  in  the  expansion: 

numTer=Count[GPGF10[t] ,_*t_ ~_ ] 

4.  A  list,  which  is  function  of  the  variable t,  is  made  of  the  terms  of 

the  expansion: 

TabProb[t_] = Table [Part [GPGF10 [t] , к] , {к, 1, numTer}] 

5.  This  command  calculates  aata~1/a  the  derivative  of  the  term  ata 

divided  by  a  in  order  to  get  the  exponent  a: 

derTabProb [n_Integer, t_] 

:= D[TabProb[t][[n]], t]/TabProb[1][[n]] 

6. The  exponent  of a  term  ata  is just  the  value  of aata~l/a  when  t  = 1: 

Exponents [n_Integer]  := derTabProb [n, t] /.  t > 1 

7.  The  list ProbExpon  is  just  the  probability  distribution  of  ( ^ x j 1 0 

given  by  the  pairs  having  as  a  first  element  the  value  taken  by  the  random 

variable  and,  as  a  second  term,  the  corresponding  probability: 

ProbExpon = Table[Exponents [k], TabProb[1][[k]], 

{к, 1, numTer}] 

8.  The  probability distribution  is sorted  with  the  lexicographic order  so 

that  smaller  values  of the  random  variable  come  first: 

SortProbExpon = Sort[ProbExpon] 

9.  This  last  command draws  the  graphic: 

DistFunc = ListPlot[SortProbExpon, 

PlotStyle > PointSize[.012]] 

The  graphic  representation  of the  probability  distribution  of Y  is given 

in  Fig. 1.  Note  that  a  first  inspection  of  this  figure  suggests  the  use  of  a 

normal  approximation  for  Y . 
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Fig.  1 

For  a  second  example  consider  a  random  variable  X2  taking  some  irra

tional  values  defined  as  follows: 

X 2  = 

   with  probability  0.34, 

7Г  with  probability  0.33, 

2тг  with  probability  0.33. 

(3.2) 
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Fig. 2 
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Obviously  the  PGF  of X2  is  given by 

О  Я4 

As  above,  we are  interested  in  the  law of Z,  the  sum  of ten  independent  and 

identically  distributed  copies  of X2.  We know that 

/ f t  4 4  \  1 0 

Ы * ) =  ( ^ t t  + 0 . 3 3 * "  + 0 . 3 3 t3*J  . 

Proceeding  as  in the  first  example above,  we get probability  distribution 

of  Z  given Fig.  2.  Obviously,  using  a  normal  approximation for  Z  cannot  be 

thought  in  this case. 

4.  Random  variables  taking  an  infinite  number  of  values 

In  the  preceding  section we  showed how, using  the  PGF,  to  determine 

effectively  the  probability  distribution  of a  finite  sum  of  independent  iden

tically  distributed  random  variables  taking  a  finite  number  of  real  values. 

In  this  section we  will  show  that  for  a  sum  of  independent  and  identically 

distributed  random  variables  taking  an  infinite  number  of real  values  with 

no  accumulation  points,  the  same  procedure  can  be  used  up  to  an  approxi

mation  error,  under  some mild  restrictive  hypotheses. 

Let  X  be  a discrete  realvalued  random  variable  taking  an  infinite  num

ber  of values.  The  method  we  propose  is  as  follows.  First  we  define  a  se

quence of realvalued  random variables  (XM,N)M,iV€N?  taking  a  finite  number 

of  values.  It  is  then  easy  to  see  that  the  sequence  {XMfN)M,NeN  converges 

in  law to  X.  We may  then  use  a  sum  of independent  copies  of XM,N,  for  M 

and  N  large  enough,  to  approach  the  sum  of independent  copies  of  X. 

As  in  the  preceding  section,  let  (ctk)k€N  denote  the  ordered  sequence 

of  real  numbers  which  are  the  values  taken  by  X  with  the  corresponding 

probabilities  (pk)keN  Suppose  that  a 0  =  0  and  that  for  к  <  0  we  have 

а  к  <  0  and  for  к  >  0  we  have  ak  >  0.  Consider  for  each  М Д  G N  the 

random  variable  XM,N  such  that 

(  pk  := P{XM'N  =  ak}  =  P { X =  ak}  =  pk 

V f c € {  M , . . . ,  1 , 1 , . . . , N } , 

 M  l  +oo 

po:=P{XM'N  =  0}=Po+  Y,  Pk+  £  Pk

fc=oo  k=N+l 

(4.1) 

This  random  variable  XM,N  takes  the  values  • • . , a  i ,  a b  . . . ,  aN_±} 

with  same  probabilities  as  X  and  takes  the  value  a 0  =  0 with  a  probability 

equal  to  the  sum  of p 0  plus  the  sum  of remaining  probabilities  for  the  other 

negative  values  taken  by  X ,  plus  the  sum  of remaining  probabilities  for  the 

other  positive values  taken  by  X. 
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Theorem  4.1.  The  sequence  of random  variables  (XM'N)M)Nes  con

verges  in  law to  X. 

P r o o f .  Let  /  be a  continuous  bounded  function  on R.  Since 

and  fix  are given,  respectively, by 

TV  /Ml  + 0 0  \  + 0 0 

fiXM,N  =  ]T  PkSak+[  Pk  +  ^2  Pk)So
  a n d  =  Y2  Pk8ak, 

k=M 

we  then  have  that 

k k= — oo 

 M  l 

/c=7V+l 

'  M  l 

k— — oo 

£  pkf(ak)    £  p J  / (0 ) 

OO  \ / c =  —OO  / 

+  OO  /  +OO  \ 

£  р * / ы    £  p*  / ( ° ) 
= N + 1  \  k=N+l  ) 

 1  + 0 0 

E  ы/ыяо))+ E ы/ыдо)) 

/ c=—  0 0 

+ 
к 

 M  l 

A;=oo  / c = N + l 

Let  К  denote  the  bound  of | / | . We then  will  have 

(
 M  1  + 0 0  \ 

E  рь+  E  p*l
& =  o o  &=7V+1  / 

As  we have  Ylt=00  Pk  — 1, the  theorem  is proved. 
We  may now proceed to the second step of our  approximation  procedure. 
Theorem  4.2.  Let  m  ^  1  be a  fixed  integer,  let  X b . . . , X m  be  m 

independent  copies  of X,  and let  Xx 

M.N  , X^>N  be m  independent  copies 

of  XM,N.  Then  the sequence  of random  variables  (X^,N  \  \X^,N)M,NeN 

converges  in  law to Xi  +  • • • +  Xm. 

P r o o f .  It  is a simple  consequence of the continuity  theorem  of Levy

Cramer. 

We  now show  that  the  sequence  of  the  PGFs  of  the  random  vari

ables  Xм>N  converges uniformly  to the PGF of  X. 

Theorem  4.3.  Let  щ  and  v0  be  as  in  Theorem  2.1.  The  sequence 

(ipxM'N)M,NeN  converges  uniformly  for  ipx  °n  ] e U o ,  e~Vo[. 

P r o o f .  By the definitions  we simply  have  to observe  that 

 M  l 

E  p><tak 

k= — oo 

+ 0 0 

'   M  l  + 0 0 

+  Л
  P K +

  Y2  p* 
.  k=—00  k=N+l 

+  E  p*tak 

k=N+l 
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and  use  the  fact  that  on ] e U o , e~Vo[  the  terms Ek=cZ>Pktak  and  E ^ N + I  Pktak 

are  the  remaining  terms  of two  uniformly  convergent  Dirichlet  series. 

In  order  to  finish  we  will  show  that  the  sequence  of  PGF  of  X™'N  + 

• • • +  X%*N  converges  uniformly  to  the  PGFs  of X1  +  • • • +  Xm. 

T h e o r e m  4.4.  With  the  same  notation  as  used  in  the  statement  and 

in  the  proof  of  Theorem  2.1  suppose  that  u0)  v0  <  0.  Then,  for  every  m  ^  1 

and  every  e  >  0,  there  exist  M 0 , N0  €  N ,  and  u, v  G R  verifying 

le]eu

)ev[C]eUo,eVol 

such  that  for  all  M  ^  M 0  and  N  ^  N0, 

where 

V M ^ M Q ,  iV^TVo,  and  te]eu,e'vl  \R^N(t)\  ^  e(l  + e ^ m .  (4.2) 

P r o o f .  As  a  consequence  of  u0)  Vo <  0  we  have  1  G ] eUo,e~Vo[.  By 

the  results  on  Dirichlet  series,  the  series  defining  фх  converges  uniformly 

on  ]eUo,eVo[  and  so 

lim  sup  \фх{1)  ~~ Фхм<»(1)\  =  0. 
Af,7V—Цоо  t6 ]e u o  , e _ v o  [ 

It  is  then  possible  to  choose  M0,N0  G  N  such  that  for  all  M  ^  M 0  and 

V t G ] e U 0 , e ^ [    ^  | .  (4.3) 

Since  фхм>"  is  continuous  for  £ >  0  and  the  sequence  {фхм'")м^е**  c o n ~ 

verges  uniformly  to  фх  on  Je110, e~ V o [,  the  PGF  фх  is  continuous  at  the 

point  t  =  1,  where  ^ x ( l )  =  1  We  may  then  choose  u,v  such  that 

1  e]eu,ev[C]eU0,ev°[  and 

V t e]e",e  4  | ^ ( t ) | < l  +  | .  (4.4) 

As  a  consequence  of estimate  (4.3) we  then  have 

V t  e}eu,e~v[  \фх">»Ш  <  1+e.  (4.5) 

A  very  wellknown  formula  tells  us  that  for  all  t  G D x 

m—1 

( Ы * ) Г  =  №х".»(«)Г + ( Ы 0    V w ( 0 ) £  ( Ы О Г " 1 " ' ^ . ^ ) ) ' . 
г=0 

Defining 

m —1 

г=0 

it  follows  from  the  previous  estimates  (4.4)  and  (4.5)  that  estimate  (4.2) 

in  the  statement  of  the  theorem  is  valid,  thus  finishing  the  proof  of  this 

theorem. 
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5.  Auxiliary  results 

For  the  reader's  convenience we  present  in  this  section  some  technical 

results  on  Dirichlet  series  and  moment  generating  functions  that  were  es

sential  to  prove  some  fundamental  results  on  PGFs.  We  suppose  that  the 

results  of subsection  5.2  may  have  interest  on  its  own. 

5.1.  A  quick  review  of  Dirichlet  series.  In  this  subsection  we 

recall  from  [3] or  [18] some results  that  were  needed  in  previous  sections.  A 

Dirichlet  series  is  a  series  of the  form 

where  ( a n ) n 6 N *  is  & sequence  of  complex  numbers  and  ( A n ) n ( E N *  is  an  un

bounded  increasing  sequence  of positive  real  numbers.  Let  us  observe  first 

that  if the  series  in  (5.1) converges absolutely  for s0  — а0+й0,  then  the  series 

converges  absolutely  and  uniformly  for  every  s  =  a  +  it  such  that  a  ^  a0, 

as  a  consequence  of Weierstrass  criteria.  This  result  implies  the  existence 

of  a,  named  the  abscissa of absolute convergence,  such  that  for s  = a + it 

such  that  a  >  a  the  series  converges absolutely  and  if a  <  a,  then  the  series 

does  not  converge absolutely.  On  the  line  a  =  a  more  analysis  is  needed  to 

decide  on  the  absolute  convergence of the  series. 

In  what  concerns  simple  convergence,  and  as  an  easy  consequence of 

Abel's  lemma on series  summation,  we get that  if the  series  in  (5.1) converges 

for  s0  =  ( j 0 +  it0,  then 

(a)  The  series  converges for  every  s  =  a  + it  such  that  a  >  cr0; 

(b)  the  series  converges uniformly  in 

Once  again,  this  result  implies  the  existence  of  /3,  named  the  abscissa  of 

convergence,  such  that  for  s  =  a  +  it  such  that  a  >  /3 the  series  converges 

and  if a  <  /3, then  the  series  diverges.  Also  in  this  case,  on  the  line  a  — j3 

more  analysis  is  needed  to  decide  the  simple  convergence of the  series. 

Moreover,  another  application  of the  same  lemma  shows  that  if  /3  >  0 

or  if  (3 =  0 but  J2n=i  an  Ф 0,  then 

(5.1) 
n = l 

j3   lim sup 
n—>f  oo 

E L l  a k 

It  can  also  be  shown  that  if /3 <  0,  then 

(3  —  lim sup 
1  J2k=n+1  ak\ 

n—>+oo 
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As  a  consequence  we  also  have  that  if  a  >  0  or  if  a  =  0  but  J2n=i  \an\  Ф 0> 

then 

a  =  lim sup  E ^  K l  (5.2) 

and  if  a: <  0,  then 

Y ^ + o o  I  I 

а  =  Н т з и р ^ = " + 1  m .  (5.3) 

5.2.  On  the  moment  generating  function  Recall  the  definition  of 

the  moment  generating  function  and  of its  natural  domain  of existence  given 

in  Definition  2.2.  It  is  easy  but  somehow  lengthy  to  show  that  D x  having 

a  nonempty  interior  happens  only  for  random  variables  with  exponential 

decaying  tails. 

Proposition  5.1.  Let  X  be a  realvalued  random  variable.  Then 

In t (Dx)  ^ 0  3 fc, с >  0  P{\X\  >x}^  ke~cx.  (5.4) 

P r o o f .  Suppose  that  the  natural  domain  of  definition  of  MGF  has 

nonempty  interior.  Let  us  deal  with  J R +  eax  d\ix(x)  first.  Suppose  that 

for  cr +  >  0  we  have  / R  e a + x  djix{x)  <  + o o .  Let  X +  and  X~  denote, 

respectively,  the  positive  and  the  negative  parts  of X.  We  then  have 

/  e a + x +  dP=  f  e a + x  dfix(x)  +  fix({0})  <  + o o .  (5.5) 
Jn  Jn+ 

By  Chebyshev's  inequality 

P { e * + X +  >  u}  <    /  e°+x+  dP, 
и  Jn 

which  is  equivalent  by  an  obvious  change  of variable  to 

P { X +  >  t}  <  e°+t  [  e°+x+  dP. 
Jn 

In  the  same  way  if  for  a~  <  0  we  have  J R  ea  xfix(x)  <  foo  we  may 

conclude 

P{X~  >t}^  ea~l  [  e~a~x~  dP, 
Jn 

and  finally 

P { | X |  >  *}  =  P ( { X + >  t} и {х  >  t}) 

<  2 m a x ^  e a + x +  dP,j  e~a~x~  d p )  е  т т ( а + ,  а  ) ^ 

as  wanted.  Suppose  that  the  condition  on  the  right  of  (5.4)  is  verified.  For 

a  ^  0  and  X  a  positive  random  variable  we  can  write  (see  [14, p.  172]) 

/  eaXdP  =  a  /  e f f t P { | X |  >  t}dt. 
Jn  Jo 
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Then  by  (5.5),  for <J+ such  that  0 < <т+ < с 

/  e^xdfix[x)  <  /  e*+x+dP  =  (r+  Г°°  e a + £ P { X +  >  t} dt 
Jn+  Jn  Jo 

/ • + 0 0 

<  a+k  /  e{a  ~c)tdt  < + o o . 
./o 

A  similar  argument  shows that  for a~  such  that  —c<a~^0 

Г  Г      Г + OQ 

/  ea'xdfix{x)  <  /  e (  ' " ) x "  dP =   a "  /  е <  ' ~ > ' Р { Д   > « } d t 
7R_  7Q  ./O 

<  a " f c /  e (  f f " " c ) 1 d t  < + o o . 

As  a  consequence we have 

{s  = a +  it  G С : a  € ]   с, + c [ }  С  D x 

and  so In t (Dx)  ^ 0  as wanted.  Proposition  5.1 is proved. 

R e m a r k  5.1.  It  is this  limitation  that  forces  the use of  character

istic  functions,  which are  always  well defined  for general  random  variables. 

The  next  result  clarifies  the general  form of the natural domain  of defi

nition  of the  MGF. 

P r o p o s i t i o n  5.2.  Let X  be a realvalued  random  variable.  Then  there 

exist  &q  ^ 0  and Cq  ^ 0  such  that 

{s  = a + it  G C: a  G ] сг^, a£[}  С  Ъ х 

С  { 5  =  a + it  G C: a  G [a", or+] }.  (5.6) 

P r o o f .  Recall that  for e ^ 0 

\  > е<* + е> я ,  x < 0, 

and  that  by definition  we have  that  for 5 G 

fix  (s)=  [  esxdfxx(x)  + fix({0})+  [  esxdfix(x). 
Jn  Jn+ 

Now,  if for c~  we have JR_  ea~x  d/j,x(x)  < + o o , then for s =  a + it  such  that 

/  | e s x | d / i X ( x )  =  /  eaxdfjLX(x)^  [  ea~x  dfix(x)  < + o o . 

. / R   i R _ 

Let  <Jq  :=  inf{cr  G  R : / R _ eax  d/ix(x)  <  + 0 0 }  and  observe  that  since 

d / i x ( R  )  <  + 0 0 we  have  ^  0.  Similarly  if  for  < 7 + we  have 

JR+  E < T  X  dHx(x)  < foe, then  for 5 =  a  +  it  such  that  a  ^ <т+ 

/  | e " |  =  /  e™ dfix(x)  <  /  e" + * d / i X ( x )  <  + 0 0 . 
^ R +  J U +  J H + 

( 
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Define  (TQ  : =  sup{cr  £  R :  J R +  eax  (1цх{х)  ^  + 0 0 } .  Since  <  + 0 0 we 

have  <JQ  ^  0.  It  is  now  clear  that  the  pair  {cru)ao)  is  bound  to  verify  the 

statement  above.  Proposition  5.2  is  proved. 

The  next  result  shows  that  MGFs  of random  variables  or  more  gener

ally  complex  Laplace  transforms  of  probability  measures  are  holomorphic 

functions  whenever  the  natural  domain  of definition  is  nontrivial. 

P r o p o s i t i o n  5.3.  Let  \i  be  a  probability  measure.  Denote  by  Ji  its 

complex  Laplace  transform  defined  as  in  (2.1).  Suppose  that  I n ^ D ^ )  ф  0 . 

Then  Ji is  an  holomorphic  function  on  D M . 

P r o o f .  Suppose  first  that  fi is  a positive  finite  measure  with  compact 

support  denoted  by  K.  In  this case  the  result  is  a  simple  consequence of  the 

Lebesgue  dominated  convergence  theorem.  In  fact,  in  case  Ji'(s)  exists,  we 

can  write  for  s  6  Int(D)  fixed  that 

~/  /  \  v  ji(s  +  h)    ji(s)  v  f  a x e h u  l , , . 

Now,  with 

ФвМ  :z=  e&X  j£ 

we  have  l i m ^ o  </>s,x(̂ )  =  xesx  which  is  a  bounded  function  for  x  €  K,  say 

by  a  constant  MK.  For  x  6  К  and  h  small  enough 

\ФаМ\  < \ФвМ  ~  жзх\  +  \xesx\  <£  +  MK. 

By  the  Lebesgue  dominated  convergence theorem  we will  have 

Ji'(s)  =  [  xesxdn(x)  e  C,  (5.7) 

since /1 is a  finite  measure.  For  a general  /i we will consider  an  approximation 

by  a  sequence  of measures  with  compact  support.  Consider  фп  a  continuous 

function  with  compact  support  such  that  0  <  фп  ^  1,  фп  =  1 over  [—n,  +n] 

and  the  support  of фп  is  a  subset  of  [—2n, +2n] .  Let  / i n  :=  </>n/x.  Then  fin  is 

a  finite  measure  with  compact  support  such  that  Jln  is well defined  on D  and 

so  it  is  a  holomorphic  function  on  the  interior  of  this  set  by  the  preceding 

argument.  We will now show that  (Jin)neN  converges uniformly  on  compacts 

to  Ji.  Consider  now an  arbitrary  compact  set  К  С  D .  We have  the  following 

estimates: 

sup | / i n ( s )  ^  sup 
seK  s£K 

f  e9X(l<j>n(x))dfi(x) 
JR. 

f  esx{l<t>n{x))dpL{x) 
JR+ 

+  H{o})Vn({o})\ 

+  sup 
seK 

For  a  start  it  is  obvious that  l im n _^ + 0 0  | / i ( { 0 } )  — ^ n ( { 0 } ) |  =  0.  Observe  also 

that  since  for  all  s  G  К 

\esx(l    фп(х))\  <  e"o *( l    ф п ( х ) )  <  2 e ' » _ I 
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with  the function  on the right  being ц integrable we may apply  the  Lebesgue 

dominated  convergence  theorem  to  have 

lim  sup  /  esx(l    фп(х))  dfi(x)  ^  lim  /  ea°x(l    фп{х))  dfi(x)  = 0. 

n _ + + o o  s € K  I 7R_  n>+oo  y R _ 

The  same  reasoning  applies  to  the  integral  over  R +  and  as  a  consequence 

we  also  have 

lim  sup  /  esx(l    фп(х))  dfi(x) 
n*+oo  век  I  Jn+ 

0. 

In  order  to  conclude  let  us  observe  that  the  sequence  of holomorphic  func

tions  ( / i n ) n € N  converges  uniformly  on the  compact  sets  of Int(D)  to  JI and 

so  this  last  function  is  holomorphic  in  Int(D)  by a  wellknown  theorem of 

complex  analysis  (see,  for instance,  [14, p.  214]). 

T h e o r e m  5.1.  Suppose  that  /i, / х ь ji2,...  are probability  measures  such 

that  (Jln)neN  converges  to JI over  D M  such  that  In t (D M )  ф 0 .  Then  (Jin)n^ 

is  a  tight  sequence  of  measures. 

P r o o f .  Let us prove  that 

V e  >  0  3 r£  >  0  sup  /  d/jLn(x)  < e.  (5.8) 

n€N  J\x\^re 

Consider  erf,  er̂ ~ such  that  0 G [erf, af]  С ]o"jf,  CTQ[  . We will  show  first  that 

3 c > 0  Vse{z  = <r + iteC:cre  [^Г,сг+]}  |1   Ji(s)\  ^  c\s\.  (5.9) 

In  fact,  since  Д is holomorphic  in I n ^ D ^ ) ,  for cr +  it  such  that  er G [erf,  af] 

we  will  have 

|1   Jl(s)\  ^  \s\  sup  |Д'(г)|, 

r€[|0,s|] 

where  [|0, s\] is the  convex envelope  in the  plane  of the set  { 0 , 5 } .  By  (5.7) 

we  have  for r  =  as  with  a  G [0,1] 

|/ВД|  =  I /  xerxdfi{x)\^  [  (x)e^xdfi{x)  + fi({0})+  f  xe^xdfi(x) 
I Jn  I  Jn.  '  Jn+ 

=  [  {x)e{^^)xe^xdfi{x)  +  fi{{Q}) 
Jn

+  f  xe^a^xe^xdfi(x). 
Jn+ 

Now,  since erf  >  <r<f, we have  l im x _^ + 0 0   xe ( < 7 i  ~ a ° ) x  =  0 and so this  function 

is  bounded  by some  constant,  say M _ , in R_ .  By a  similar  argument  the 

function  ze ( < J i  ~ a o ) x  i s  bounded  by  some  constant  M+ in R + .  As a  conse

quence, 

\Ji'{r)\  < M_  /  e°*x  d/jL(x) +  / i ( { 0 } )  + M +  /  e*°+ x  dfi(x)  = С  < + o o , 
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and  so  (5.9)  is  proved.  We  will  now  prove  (5.8).  Consider  a  given  e  >  0. 

As  a  consequence  of the  hypotheses  made  on  the  sequence  ( / i n ) n € N  we  have 

that 

3  n 0  G N  V n  G N  т о  n 0  |1    Д п (0  +  i t) |  <  |1    Д(0 +  +  | . 

Now,  by  a  wellknown  tail  estimate  (see  [6,  p.  85]),  for  every  r  >  0  and 

П  >  7 i 0 , 

Mn(M  >  г)  <    /  (1   Д п (0) dt  <    /  (1   /х п(0 +  it))  dt 

*  J2/r  *  J2/r 

<  5 С  ( " " w o + й ) | + 1 ) *  * iС  ( ф | + i  ' * 

4c  € 

r  4 

We  can  now  choose r 0  such  that  for  n  >  щ  and  r  >  r 0 

M M  > r)  ^ e. 

Also  for  m  G  { 1 , . . . ,  n 0 } ,  since  /x m (R)  =  1,  there  exists  r m  >  0 such  that  for 

r  >  r m  we  have  / i m ( | z |  >  r)  <  e.  Choosing  r£  =  m a x 0 ^ n ^ n o r n  we  will  have 

S U p  fln(\x\  >  r)  <  € 

as  wanted.  Theorem  5.1  is  proved. 

In  fact  more  is true.  The  following result  can  be  deduced  from  an  exer

cise  stated  in  [6, p.  101].  It  is  a  continuity  theorem  for  moment  generating 

functions. 

T h e o r e m  5.2.  Suppose  that  /i, /ii,  /12,  • • • are probability  measures  such 

that  ( / x n ) n G N  converges  to Ji  on  some  setD^  =  {s  =  cr+it  G C:  a  G  [0"~,<т + ]} 

such  that  In t (D M )  ф  0 .  Then  ( /x n )n€N  converges  weakly  to [x. 

P r o o f .  We  show  first  that  if  (fJ>nk)keN  is  a  subsequence  of  ( /x n ) n eN 

converging  vaguely  to  some  probability  distribution  v,  then  for  5 G  In t (D M ) 

we  have 

lim  Jink  =  V(s).  (5.10) 

Let  e  >  0 be  given.  Let  5 =  cr +  it  G In t (D M )  and  consider  for  all  r  >  0,  фг  a 

continuous  function  such  that  0  ^  0 r  ^  1,  фг  =  1 on  [—r,  + r ]  and  such  that 

the  support  of фг  is  contained  in  [—2r,  +2r ] .  We  can  write 

|/V(S)   u(s)\  =  | / / n f c (0    KOI  <    /v(<£rOI 

+  \»Пк(Фге
8Х)    и(фге

зх)\  +  ИФге")    v{e°x)\. 
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By  Holder's  inequality,  for  p  ^  1 such  that  pa  G  ] a  , <r+[  we  have 

1 , ^ ( 0    цПк(Фгезх)\  +  НФге8Х)    u(e")\ 

<  /  e°x(l4>r){x)d{ixnk  +  u)(x) 
JR 

^{IR
EV

°
XD

^
NK  +  U ) { X )

)  1 P

{ I R { 1 ~  Ф Г ) Я ( Х ) D { F L N K  +  U ) { X ) 

<  (Jlnk(pa)  +  u{pa)fp\{»nk  +  u)({\x\  >  2r})f". 

Because  Н т ^ ^ + 0 0  Jink(pa)  =  Ji(pcr) we  have  that  for  some  constant  с >  0 

V f c G N  (J2nk(pa)  + Z(pa))1/p  ^  с. 

Since  by  Theorem  5.1  the  sequence  ( / i n ) n e N  is  tight  it  follows  that  the  se

quence  (fink  +  ^) /cgN  is  also  tight  and  so  there  exists  re  >  0  such  that 

c((Mn f c  +  ^ ) ( { N ^ 2 r e } ) ) 1 / g < | . 

Also  since  </> r ee
sx is a  continuous  function  with  compact  support,  there  exists 

k0  G N  such  that 

V f c G N  lMn fc(0r.e ra)   и(фГя  esx)\  <  \

As  a  consequence  we  have  that  for  all  5 =  a  +  it  G Int(DM)  equality  (5.10) 

holds  as  wanted.  Since  Ji and  и  are  holomorphic  functions,  the  hypothesis 

made  on  the  sequence  ( / i n ) n e N
  a n d  equality  (5.10)  shows  that  Ji =  v.  We 

now  observe that,  in  fact,  if  ( ^ n f c ) ^ G N  is a subsequence  of  ( ^ n ) n e N  converging 

weakly  to  a  probability  distribution  v  then  \i  —  v  since  the  subsequence 

( / i n f c ) / c G N  is  a fortiori  vaguely  convergent  to  v.  By  a  wellknown  result  [17, 

Chap.  Ill,  §3,  Lemma  1,  p.  414]  we  finally  have  that  ( / i n ) n e N  being  tight 

and  such  that  every  weakly  convergent  subsequence  converges  to  the  same 

probability  measure  ( / x n ) n e N  converges weakly  to  \x thus ending  the  proof 

of  the  theorem. 
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