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Resumo

Nascimento, Julliano Rosa. Problema de Particionamento em Subgrafos
Complementares: Complexidade e Convexidade. Goiânia, 2019. 129p. Tese
de Doutorado. Instituto de Informática, Universidade Federal de Goiás.

Nesta tese, introduzimos o problema PARTIÇÃO EM SUBGRAFOS COMPLEMENTARES

(COMP-SUB(Π)), que recebe como entrada um grafo H e uma propriedade de arestas Π,

e o objetivo é determinar se existe uma decomposição do grafo H em subgrafos com-

plementares G e G tal que o conjunto de arestas M entre G e G satisfaça a propriedade

Π. COMP-SUB(Π) generaliza o problema de reconhecimento dos prismas complementa-

res, que é o caso quando Π é um emparelhamento perfeito entre vértices correspondentes

de G e G. Para Π uma propriedade arbitrária, mostramos resultados para grafos livres

de k-clique ou k-conjunto independente. Sobre a propriedade Π /0 que considera M = /0,

mostramos que COMP-SUB(Π /0) é GI-completo para grafos cordais, mas pode ser resol-

vido eficientemente para grafos de permutação, comparabilidade, co-comparabilidade e

co-intervalo. Além disso, obtemos caracterizações para algumas subclasses de grafos cor-

dais. Também obtemos resultados considerando ΠKn,n , o caso em que M possui todas

as arestas possíveis entre G e G e para ΠPERF, o caso que considera M como um em-

parelhamento perfeito. Em particular, mostramos que o problema COMP-SUB(ΠPERF) é

GI-difícil e obtemos caracterizações para este problema quando o grafo H de entrada é um

cografo, grafo cordal ou distância-hereditária. Por outro lado, também abordamos nesta

tese três parâmetros da convexidade geodética para prismas complementares: o número

envoltório, o número geodético e o número de convexidade. Obtemos resultados sobre o

número envoltório para prismas complementares GG quando ambos G e G são conexos.

Sobre o segundo e o terceiro parâmetro, mostramos que seus problemas de decisão são

NP-completos mesmo restritos aos prismas complementares. Além disso, estabelecemos

limites inferiores do número geodético de GG quando G ou G possuem vértices simplici-

ais e determinamos o número de convexidade de GG quando G é desconexo ou G é um

cografo.

Palavras–chave

Particionamento de grafos, Subgrafos complementares, Isomorfismo de grafos,

Convexidade geodética, Prismas complementares.



Abstract

Nascimento, Julliano Rosa. Partition Into Complementary Subgraphs Pro-
blem: Complexity and Convexity. Goiânia, 2019. 129p. PhD. Thesis. Instituto
de Informática, Universidade Federal de Goiás.

In this work, we introduce the PARTITION INTO COMPLEMENTARY SUBGRAPHS

(COMP-SUB(Π)) problem, which receives as input a graph H and an edge set property Π,

and the goal is determining whether is possible to decompose the graph H into comple-

mentary subgraphs G and G such that the edge set M between G and G satisfies property

Π. COMP-SUB(Π) generalizes the recognition of complementary prisms problem, which

is the case when Π is a perfect matching between corresponding vertices of G and G.

When Π is arbitrary, we show results for k-clique or k-independent set free graphs. On pro-

perty Π /0 which considers M = /0, we show that COMP-SUB(Π /0) is GI-complete for chor-

dal graphs, but can be solved efficiently for permutation, comparability, co-comparability

and co-interval graphs. Furthermore, we obtain characterizations for some subclasses of

chordal graphs. We also obtain results for ΠKn,n , the case when M has all the possible

edges between G and G and for ΠPERF, the case which considers M as a perfect mat-

ching. In particular, we show that COMP-SUB(ΠPERF) problem is GI-hard, and we obtain

characterizations for this problem when the input graph H is a cograph, a chordal or a

distance-hereditary graph. On the other hand, we address three parameters of the geode-

tic convexity for complementary prisms: the hull number, the geodetic number and the

convexity number. We obtain results on the hull number for complementary prisms GG

when both G e G are connected. On the second and third parameter, we show that the

decision problems related to the geodetic number and convexity number are NP-complete

even restricted to complementary prisms. We also establish lower bounds on the geodetic

number for GG when G or G have simplicial vertices and we determine the convexity

number for GG when G is disconnected, or G is a cograph.

Keywords

Graph partitioning, Complementary subgraphs, Graph isomorphism, Geodetic

convexity, Complementary prisms.
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CAPÍTULO 1
Introdução

Um grafo é uma estrutura composta por dois conjuntos denominados vértices e

arestas, onde as arestas modelam as relações existentes entre os vértices. Esta estrutura

é bastante útil e vem sendo empregada em diversas áreas do conhecimento para a

modelagem e solução de problemas combinatórios.

Um problema que têm sido alvo de interesse em virtude de suas diversas áreas de

aplicação é o problema de particionamento de grafos. Por exemplo, considere um grafo G

em que seus vértices representam dados e suas arestas representam similaridades entre pa-

res de dados. Existem algoritmos de detecção de agrupamentos que utilizam subrotinas de

particionamento de grafos como uma forma de derivar padrões, correlações, tendências,

grupos, trajetórias, anomalias, dentre outros aspectos que resumam os relacionamentos

subjacentes nos dados [98].

Problemas de particionamento de grafos também possuem aplicações em redes

sociais, computação paralela, processamento de imagens, circuitos digitais, sistemas de

tráfego e bioinformática, e têm sido investigados sob uma ampla variedade de formula-

ções, confira [13]. Um particionamento pode ser visto como uma forma de decomposição

de uma estrutura “grande” em estruturas “pequenas”. A importância do problema de-

riva de que a obtenção dessas estruturas “pequenas” e a descoberta de suas propriedades

podem ser pontos chave no projeto de algoritmos eficientes, isto é, de complexidade poli-

nomial de tempo no tamanho da entrada.

Esta tese aborda dois focos principais: particionamento e convexidade em gra-

fos. Na primeira parte, motivados pelas diversas formulações de problemas de particio-

namento de grafos, introduzimos uma variante de problema de particionamento de grafos

que generaliza o problema do reconhecimento dos grafos prismas complementares. Um

prisma complementar GG é o grafo obtido pela união disjunta de um grafo G e seu com-

plemento G e a adição das arestas para obter um emparelhamento perfeito entre vértices

de mesmo rótulo em G e G. Na variante proposta, denominada PARTIÇÃO EM SUBGRA-

FOS COMPLEMENTARES (COMP-SUB(Π)), onde dado um grafo de entrada H e uma

propriedade de arestas Π, procuramos determinar se é possível decompor o grafo G em

dois subgrafos G e G tais que G seja o grafo complementar de G e o conjunto de arestas
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M entre G e G satisfaça a propriedade Π.

Para COMP-SUB(Π) quando Π é uma propriedade qualquer, mostramos resul-

tados para grafos livres de k-clique ou k-conjunto independente. Além dessa, estudamos

as seguintes propriedades Π: quando M é o conjunto vazio, quando M possui todas as

arestas possíveis entre G e G e quando M é um emparelhamento perfeito. Em particu-

lar, considerando M vazio, denotado COMP-SUB(Π /0), a decomposição também partici-

ona o conjunto de arestas de H em E(G) e E(G). Mostramos que COMP-SUB(Π /0) é

GI-completo, isto é, polinomialmente equivalente ao problema ISOMORFISMO EM GRA-

FOS. Além disso, provamos que COMP-SUB(Π /0) ainda é GI-completo em grafos cordais,

mas se torna mais tratável que o problema de ISOMORFISMO para várias subclasses de

grafos cordais. Apresentamos caracterizações estruturais para grafos split, starlike, bloco

e intervalo unitário. Também obtemos resultados de complexidade para grafos de per-

mutação, cografos, grafos de comparabilidade, co-comparabilidade, co-intervalo e grafos

fortemente cordais.

Considerando ΠKn,n , o caso quando M possui todas as arestas possíveis entre G

e G, mostramos que muitos dos resultados obtidos para COMP-SUB(Π /0) se aplicam para

COMP-SUB(ΠKn,n), através da prova de que COMP-SUB(Π /0) em uma classe de grafos C

é polinomialmente equivalente a COMP-SUB(ΠKn,n) na classe complementar de C .

Sobre ΠPERF, o caso quando M é um emparelhamento perfeito, mostramos

resultados para quando o grafo H de entrada é um cografo, grafo cordal, distância-

hereditária e mostramos que o problema COMP-SUB(ΠPERF) é GI-difícil. Além disso,

obtemos um algoritmo polinomial que determina se um grafo de entrada H pode ser

particionado em dois cografos complementares.

Na segunda parte desta tese, estudamos aspectos de convexidade em grafos

prismas complementares. Antes disso, no Capítulo 5, estabelecemos algumas conexões

entre a convexidade geodética e a classe de grafos composta por grafos particionáveis em

dois subgrafos complementares, isto é, grafos H instâncias-sim para o problema COMP-

SUB(Π). Ressaltamos que os prismas complementares fazem parte desta classe.

Para uma noção da aplicabilidade dos conceitos de convexidade, considere

um grafo G que represente uma rede de computadores. Suponha que caso ocorra uma

determinada falha em dois computadores a e b da rede, esta falha se propaga para todos

os outros computadores que estão situados nos caminhos mínimos entre a e b. Qual é o

número máximo de computadores da rede que podem falhar de forma que a rede toda não

falhe?

Este e outros contextos de convexidade em grafos, exploram a ideia de disse-

minação de alguma informação entre entidades. Em especial, o contexto acima descrito

tem relação direta com a determinação do parâmetro chamado número de convexidade do

grafo G.
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A motivação para a definição de convexidade em grafos partiu da noção de

conjuntos convexos da geometria Euclidiana. Neste caso, um conjunto S é convexo se

todo segmento de reta entre dois pontos de S permanece em S. Em um grafo G, dizemos

que um conjunto de vértices S de G é convexo se todos os vértices de todo caminho

mínimo entre dois vértices de S pertencem a S.

Em especial, a definição de conjunto convexo em grafos acima descrita se refere

à convexidade geodética, definida em termos dos caminhos mínimos em um grafo G.

Outras convexidades bem conhecidas sobre um grafo G, são a convexidade monofônica,

definida em termos dos caminhos induzidos em G e a convexidade P3, definida sobre os

caminhos de tamanho dois entre dois vértices de G.

Os conceitos de convexidade encontram aplicações, em geral, permeando cená-

rios de propagação de uma informação entre elementos. Podemos citar os contextos de

contaminação [6, 8], estratégias de marketing [47, 83], divulgação de opinião [12, 59] e

computação distribuída [70, 89, 94].

Neste trabalho, consideramos C a convexidade geodética. Chamamos os ele-

mentos de C de conjuntos convexos. O fecho convexo de um subconjunto de vértices S de

G é o menor conjunto convexo contendo S. O número envoltório h(G) é a cardinalidade

do menor conjunto S tal que o fecho convexo de S seja o conjunto de vértices de G. O

número geodético g(G) é a cardinalidade do menor conjunto S tal que todo vértice de G

está em um caminho mínimo entre dois vértices de S. O número de convexidade con(G)

é a cardinalidade do maior conjunto convexo próprio de G.

Trabalhamos com os três parâmetros definidos acima, com o foco em prismas

complementares na convexidade geodética. Dando continuidade ao trabalho de Nasci-

mento [90], que determinou o número envoltório geodético para prismas complementares

GG quando G é desconexo, nós obtemos resultados para prismas complementares GG

quando ambos G e G são conexos. Quando G é um grafo split, caracterizamos conjuntos

convexos geodéticos em GG, o que permitiu mostrar que o número envoltório é ilimitado.

Caso contrário, quando G não é um grafo split, mostramos que o número envoltório de

GG é limitado a 3. Também obtemos alguns limites e igualdades para o número envoltório

de GG quando restringimos o diâmetro do grafo G.

Sobre o número geodético, mostramos que para um dado prisma complementar

GG e um inteiro positivo k, é NP-completo decidir se g(GG)≤ k. Estabelecemos limites

inferiores do número geodético de GG quando G ou G possuem vértices simpliciais, que

culminou numa igualdade quando G é um grafo split. Obtemos limites superiores do

número geodético de GG quando G é desconexo, e quando os diâmetros de G e G são no

máximo 3.

Considerando o número de convexidade para GG, estabelecemos um limite

inferior considerando grafos G com diâmetro diferente de 3. Sobre este mesmo parâmetro,
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obtivemos uma igualdade quando G é desconexo, o que implicou imediatamente em

um resultado para prismas complementares de cografos. Por fim, mostramos que para

um dado prisma complementar GG e um inteiro positivo k, é NP-completo decidir se

con(GG)≥ k.

Mencionando algumas publicações em eventos e periódicos, nossos resultados

sobre o número de convexidade foram apresentados no VIII Latin American Workshop

on Cliques in Graphs (LAWCG 2018) [22] e os resultados sobre o número envoltório fo-

ram apresentados no L Simpósio Brasileiro de Pesquisa Operacional (SBPO 2018) [23].

Acerca do problema PARTIÇÃO EM SUBGRAFOS COMPLEMENTARES, nossos resultados

foram aceitos no 14th International Conference and Workshop on Algorithms and Com-

putation (WALCOM 2020). Além disso, os resultados do número geodético para prismas

complementares foram publicados na revista Information Processing Letters [21] e os re-

sultados sobre o número de convexidade geodética para prismas complementares foram

publicados na revista Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science [20].

Esta tese está organizada em mais oito capítulos. O Capítulo 2 abrange os

conceitos e as notações utilizados nesta tese. O Capítulo 3 explora o problema de

particionamento de um grafo em dois subgrafos complementares. O Capítulo 4 contém

as definições de convexidades abstratas e convexidade em grafos. O Capítulo 5 faz

uma breve conexão entre a família de grafos que podem ser particionados em dois

subgrafos complementares e os três parâmetros da convexidade geodética que entraram

no escopo desta tese. Por fim, nos concentramos aos prismas complementares, para os

quais mostramos nossos resultados sobre o número envoltório, o número geodético e o

número de convexidade nos Capítulos 6, 7 e 8, respectivamente. Nossas conclusões e

sugestões de trabalhos futuros seguem no Capítulo 9.



CAPÍTULO 2
Conceitos Preliminares

Neste capítulo apresentamos uma fundamentação teórica necessária para o en-

tendimento do restante do texto. As definições que apresentamos podem ser encontradas

em Bondy e Murty [9], Diestel [46], Hammack et al. [76] e Haynes et al. [80], inclusive

as sugerimos para o leitor que desejar aprofundar em algum assunto relacionado. Por ou-

tro lado, o leitor que estiver familiarizado com estes conceitos, pode sentir-se à vontade

para pular este capítulo. No decorrer dos outros capítulos, podem ser apresentadas outras

definições ou retomadas algumas terminologias daqui, se necessário.

2.1 Sobre Grafos

Um grafo G é um par ordenado (V (G),E(G)) em que V (G) é um conjunto de

vértices e E(G) é um conjunto de pares não ordenados de vértices de V (G), não necessa-

riamente distintos, chamados de arestas. Se não houver ambiguidade, denotaremos V (G)

por V e E(G) por E. Denotamos uma aresta que liga o vértice u ao vértice v por uv. Se

uv ∈ E(G), dizemos que o vértice u é adjacente ao vértice v, ou que u é vizinho de v.

Também dizemos que a aresta uv é incidente a u e a v. Os pares de vértices que formam

cada aresta são chamados extremidades ou extremos da aresta. O número de vértices de

um grafo G é dito ser a ordem de G. Um grafo de ordem igual a um é chamado de grafo

trivial.

Um laço é uma aresta na qual seus extremos são iguais. Duas ou mais arestas com

o mesmo par de extremidades são chamadas de arestas paralelas. Um grafo é simples se

não possui laços nem arestas paralelas, finito se seus conjuntos de vértices e de arestas

são ambos finitos e não orientado se suas arestas uv e vu representam a mesma aresta.

Consideramos nesta tese grafos simples, finitos e não orientados. Denotamos o conjunto

dos inteiros {1, . . . ,k} por [k].

O complemento de um grafo G, denotado por G, possui o mesmo conjunto de

vértices de G e o conjunto de arestas complementares de G, ou seja, se a aresta uv existir

em G, os vértices u e v não são adjacentes em G, porém se os vértices u e v não são

adjacentes em G, a aresta uv pertence ao complemento de G.
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O grau de um vértice v ∈ V (G), denotado por degG(v), é o número de vértices

que são adjacentes a v em G. Se degG(v) = 0, dizemos que v é um vértice isolado, e se

degG(v) = 1, dizemos que v é um vértice pendente. A vizinhança aberta de um vértice v,

denotada por NG(v), ou simplesmente por N(v) caso não haja ambiguidade, é o conjunto

de todos os vértices adjacentes a v no grafo G. A vizinhança fechada de um vértice v

é denotada por N[v] e corresponde ao conjunto N(v)∪{v}. A vizinhança aberta de um

conjunto U de vértices no grafo G, denotada por NG(U), é o conjunto de vértices de

G adjacentes a algum vértice de U . A vizinhança fechada de um conjunto U ⊆ V (G),

denotada por NG[U ], é o conjunto NG[U ] = NG(U)∪U .

Um subgrafo de um grafo G = (V,E) é um grafo G′ = (V ′,E ′) tal que V ′ ⊆ V

e E ′ ⊆ E. Se G′ contém todas as arestas uv ∈ E com u,v ∈ V ′, então G′ é um subgrafo

induzido de G, denotado por G[V ′]. Dizemos que V ′ induz ou gera G′ em G.

Se U é qualquer conjunto de vértices, usualmente de G, denotamos G \U

para G[V (G) \U ]. Em outras palavras, G \U é obtido de G pela remoção de todos os

vértices em U ∩V (G) e suas arestas incidentes. Ao invés de G\V (G′) nós simplesmente

escrevemos G\G′. Se U = {v}, isto é, unitário, escrevemos G\ v ao invés de G\{v}.

Um grafo caminho é um grafo não vazio P no qual V (P) = {x0,x1, ...,xk} e

E(P) = {x0x1,x1x2, ...,xk−1xk}, em que xi são todos distintos. Um caminho em um grafo

G é um subgrafo P de G que é um caminho. O número de arestas de um caminho é seu

tamanho ou comprimento, e o caminho com n vértices é denotado por Pn. Frequentemente

nos referimos a um caminho entre x0 e xk pela sequência natural de seus vértices,

escrevendo P = x0 . . .xk, ou simplesmente (x0,xk)-caminho. Um caminho de menor

tamanho entre dois vértices é chamado de geodésica ou caminho mínimo. A Figura 2.1(a)

apresenta um caminho P3. Dados dois vértices u,v ∈V (G), dizemos que v é alcançável a

partir de u, se existe um caminho P de u a v em G. Seja P = u0u1 . . .uk um caminho em

um grafo G. Para cada vértice ui, para i≥ 1, chamamos de antecessor de ui o vértice ui−1

no caminho P.

A distância dG(u,v) = d(u,v) em G de dois vértices u e v é o tamanho do menor

caminho entre u e v em G. Se tal caminho não existe, fazemos d(u,v) = ∞. Considerando

dois conjuntos de vértices U,X ⊆ V (G), a distância dG(U,X) é o tamanho do menor

caminho entre U e X , ou seja dG(U,X) = min{d(u,v) : u ∈ U,v ∈ X}. Denominamos

excentricidade, exc(v), de um vértice v a maior distância de v a qualquer outro vértice

do grafo G. A maior dentre todas as excentricidades em um grafo G é o seu diâmetro,

denotado por diam(G). Dizemos que H é um subgrafo isométrico de G se H é um

subgrafo de G tal que dH(u,v) = dG(u,v) para todo par u,v ∈V (H).

Considere uma propriedade P e seja S um conjunto de vértices de um grafo

G que tenha a propriedade P . O conjunto S é maximal com relação à propriedade P

se não existir um outro subconjunto de vértices S′ de G com a propriedade P , tal que
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S ⊂ S′. Dado um grafo G e uma propriedade P de G, dizemos que P é hereditária se

todo subgrafo induzido de G possui a propriedade P .

Um grafo G é conexo se para todo par de vértices u,v∈V (G) existir um caminho

de u a v em G e desconexo caso contrário. As componentes, ou componentes conexas,

de um grafo G desconexo são seus subgrafos conexos maximais. Denotamos o número

de componentes conexas de um grafo G por c(G). Se G é um grafo desconexo, então

diam(G) = ∞. Dizemos que G é autoconexo, se G e seu complemento G são ambos

conexos.

Seja G um grafo desconexo e Gi uma componente conexa de G. Dizemos que Gi

é uma componente trivial, se Gi possui apenas um vértice. A componente Gi é dita não

trivial em caso contrário.

Um grafo ciclo é um grafo C com conjunto de vértices V (C) = {x1,x2, . . . ,xk},

com k ≥ 3, e arestas E(C) = {x1x2, . . . ,xk−1xk,xkx1} em que x1, . . . ,xk são vértices

distintos. Um ciclo em um grafo G é um subgrafo C de G que é um ciclo. Um ciclo

de n vértices é denotado por Cn. Veja um ciclo C4 na Figura 2.1(b).

Um grafo completo Kn é um grafo com n vértices no qual há uma aresta entre

cada par de vértices distintos. Um grafo completo K5 pode ser encontrado na Figura

2.1(c). Uma clique é um subconjunto de vértices de um grafo G, tal que cada dois

vértices do subconjunto são adjacentes. Um conjunto independente de um grafo G é

um subconjunto de vértices que tomados dois a dois são não adjacentes. Um vértice v

de um grafo G é simplicial se o grafo induzido por N[v] for uma clique. Uma clique

C é máxima se |C| é o maior tamanho possível de uma clique em G. Similarmente, um

conjunto independente I é máximo se |I| é o maior tamanho possível de um conjunto

independente em G.

Seja r um inteiro e r ≥ 2. Um grafo G é chamado de r-partido se V (G) admite

uma partição em r conjuntos independentes tal que cada aresta tem seus extremos em

partições diferentes. Chamamos o grafo 2-partido de bipartido. Um grafo r-partido no

qual cada dois vértices de diferentes partições são adjacentes é chamado de r-partido

completo. Um grafo bipartido completo com partições de tamanho m e n será denotado

por Km,n. Definimos o grafo estrela Sn como o grafo bipartido completo K1,n, para n≥ 2.

Uma estrela S4 pode ser observada na Figura 2.1(d).

Um grafo sem ciclos é chamado de floresta. Uma floresta conexa é chamada de

árvore. Os vértices de grau um de uma árvore são denominados folhas. Um exemplo de

árvore T pode ser visto na Figura 2.1(e).

Um emparelhamento em um grafo conexo G é um conjunto de arestas M⊆ E(G)

tal que quaisquer duas arestas não compartilham um vértice. Um emparelhamento M é

dito perfeito se todo vértice de G é extremo de alguma aresta de M.

Sejam G = (V,E) e G′ = (V ′,E ′) dois grafos. Dizemos que o grafo G é isomorfo
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(a) Um caminho P3. (b) Um

ciclo

C4.

(c) Um grafo

completo K5.

(d) Uma es-

trela S4.

(e) Uma árvore T .

Figura 2.1: Alguns exemplos de classes de grafos. Fonte: [90].

ao grafo G′ e escrevemos G ≃ G′, se há uma bijeção ϕ : V → V ′ com xy ∈ E ←→

ϕ(x)ϕ(y) ∈ E ′ para todo x,y ∈V . Este mapeamento é chamado isomorfismo. O problema

de decisão relacionado ao isomorfismo é definido formalmente como segue.

Problema 2.1 ISOMORFISMO DE GRAFOS (ISOMORFISMO)

Instância: Grafos G1 e G2.

Pergunta: O grafo G1 é isomorfo ao grafo G2?

Seja C uma classe de grafos. Um grafo G é dito co-C se o seu complemento

G ∈ C . Um grafo G é autocomplementar se G≃ G.

Sejam H1, . . . ,Hℓ grafos. Dizemos que um grafo G é livre de {H1, . . . ,Hℓ} se,

para todo i ∈ [ℓ], o grafo G não contém um subgrafo induzido isomorfo a Hi. Para a

classe de grafos definida por C = {G : G é livre de {H1, . . . ,Hℓ}}, dizemos cada Hi é um

subgrafo proibido de C . Note que a propriedade “livre de” é uma propriedade hereditária.

Um grafo cluster G é um grafo livre de P3. Equivalentemente G é a união disjunta

de cliques. Um cografo G é um grafo livre de P4. Seja G um cografo conexo. Denote por

u o número de vértices universais em G, ou seja, vértices adjacentes a todos os vértices de

G exceto a ele próprio. Considere agora G, denote por G1, . . . ,Gu, . . . ,Gt as componentes

conexas de G, e por G1, . . . ,Gu, . . . ,Gt os subgrafos de G induzidos pelos conjuntos de

vértices das respectivas componentes conexas de G, em que |V (Gi)| ≥ 2 quando i > u.

As seguintes considerações podem ser feitas: as componentes G1, . . . ,Gu são vértices

isolados em G; e as componentes G1, . . . ,Gu são vértices universais em G; e em G os

vértices de uma componente Gu+i, i > 0 são adjacentes a todos os demais vértices de

G\Gu+i (Figura 2.2).

Uma aresta e é uma corda de um ciclo C se e liga dois vértices de C mas e /∈E(C).

Um grafo é cordal se todo ciclo de tamanho pelo menos 4 tem uma corda. Assim, G é
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... ...

(a) Componentes conexas do grafo G.

... ...

(b) Componentes conexas do grafo G.

Figura 2.2: Cografo G e G. Fonte: [29].

cordal se G é livre de Ck, para todo k≥ 4. Um diamond é um grafo K4 menos uma aresta,

observe na Figura 2.3(a). Um grafo G é um grafo bloco se G é cordal e livre de diamond.

Um sunn é um grafo com 2n vértices, n ≥ 3, do qual seu conjunto de vértices

pode ser particionado em um conjunto independente W = {w1, . . . ,wn} e uma clique

U = {u1, . . . ,un} tal que ui é adjacente a w j se e somente se i = j ou i = ( j+1) mod n.

Veja um sun3 na Figura 2.3(b). Um grafo G é fortemente cordal se G é cordal e além

disso, livre de sunk, para todo k ≥ 3. Um grafo bipartido é bipartido cordal se ele não

contém um ciclo induzido de tamanho pelo menos 6.

Uma net é um grafo K3 com três arestas pendentes não incidentes entre si. Um

bull é um grafo K3 com duas arestas pendentes não incidentes entre si. Veja uma net e um

bull nas Figuras 2.3(c) e (d), respectivamente.

Um grafo G é um grafo de comparabilidade se G é transitivamente orientável,

isto é, todas as arestas em E(G) podem ser orientadas de tal forma que se ab e bc são

arestas direcionadas, então ac é uma aresta orientada. O bull é um exemplo de grafo de

comparabilidade. Uma de suas orientações transitivas pode ser vista na Figura 2.4.

Um grafo G = (V,E) com V = {1,2, . . . ,n} é um grafo de permutação se

existe uma permutação π sobre V tal que i j ∈ E se e somente se (i − j)(π(i) −

π( j)) < 0. A classe dos grafos de permutação equivale à classe COMPARABILIDADE∩

co-COMPARABILIDADE. O bull é um exemplo de grafo de permutação.

Um grafo G é um grafo de intervalo se V (G) pode ser representado através

de um modelo de interseção de intervalos na reta real. Em outras palavras, para todo

v ∈ V (G) existe um intervalo Iv ⊆ R tal que uv ∈ E(G) se e somente se Iu∩ Iv 6= /0. Na
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Figura 2.3: Mais exemplos de grafos.

Figura 2.4 há um exemplo de grafo de intervalo e um de seus modelos de intervalo. Um

grafo de intervalo unitário é um grafo de intervalo em que cada intervalo do seu modelo

de interseção na reta real tem tamanho unitário. Equivalentemente, um grafo de intervalo

unitário é um grafo cordal livre de {sun3,net,K1,3}.

Figura 2.4: Um grafo de comparabilidade e de intervalo, uma de

suas orientações transitivas e um de seus modelos de

intervalo.

Um grafo distância-hereditária é um grafo livre de {domino,house,gem,Ck+5},

para todo k ≥ 0. Os grafos domino, house e gem podem ser vistos na Figura 2.5.

Um grafo split é um grafo G no qual seu conjunto de vértices pode ser parti-

cionado em uma clique C e um conjunto independente I, ou equivalentemente um grafo

livre de {2K2,C4,C5}. Definimos algumas propriedades relevantes de grafos split mais

adiante, na Seção 2.2. Um grafo split completo é um grafo split G = (C∪ I,E) no qual

todo vértice em I é adjacente a todo vértice de C. Equivalentemente, um grafo split

completo é um grafo split livre de P3. Um grafo permutação split é um grafo livre de

{2K2,C4,C5,sun3,net,rising sun, co-rising sun}. Veja um rising sun e um co-rising sun

nas Figuras 2.3(e) e (f), respectivamente.

Um grafo G é um grafo threshold se G é livre de {2K2,C4,P4}. Destacamos

que a classe dos grafos threshold equivale a classe COGRAFO ∩ SPLIT. Um grafo G é

2-threshold se G pode ser obtido pela união de arestas de dois grafos threshold.
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Figura 2.5: Subgrafos proibidos em um grafo distância-

hereditária.

Seja A uma família de conjuntos A1, . . . ,An. O grafo de intersecção G de A

é o grafo com V (G) = {A1, . . . ,An}, em que AiA j ∈ E(G) se e somente se Ai ∩ A j 6=

/0. Um grafo starlike é um grafo de intersecção de substrelas de uma estrela [30].

Equivalentemente, um grafo starlike é um grafo livre de {P5,C4,C5,H1,H2,2P3}. Os

grafos H1 e H2 seguem na Figura 2.6.

Figura 2.6: Dois subgrafos proibidos de um grafo starlike.

Seja G = (V,E) um grafo. Um corte (A,B) é uma partição de V em A∪B onde

A e B são disjuntos e não vazios. O conjunto de todas as arestas de G que possuem um

extremo em A e outro extremo em B, denotado por [A,B], é chamado conjunto de corte

(de arestas) do corte (A,B). Um emparelhamento perfeito de corte M em um grafo G é

um emparelhamento M tal que M é perfeito e M também é um conjunto de corte.

Uma k-coloração de vértices própria é uma atribuição de no máximo k cores aos

vértices de um grafo tal que vértices adjacentes não tenham a mesma cor. Definimos seu

respectivo problema de decisão formalmente como a seguir.

Problema 2.2 k-COLORAÇÃO DE VÉRTICES

Instância: Um grafo G = (V,E) e um inteiro positivo k.

Pergunta: O grafo G admite um mapeamento c : V →{1, . . . ,k} tal que c(u) 6= c(v), para

toda aresta uv ∈ E?

Lembramos que um problema de decisão P é composto por uma instância e

por uma pergunta que admite somente duas respostas possíveis, sim ou não. Se uma

determinada instância I é uma resposta correta para P, dizemos que I é uma instância-

sim para P. Caso contrário, I é uma instância-não para P.



2.1 Sobre Grafos 30

Sejam P e P′ dois problemas de decisão. O problema P é polinomialmente

redutível a P′, denotado por P ∝ P′, se existe um algoritmo R que mapeia qualquer

instância I de P em uma instância equivalente I′ de P′, no qual R executa em tempo

polinomial sobre |I|. Os problemas P e P′são polinomialmente equivalentes se P ∝ P′ e

P′ ∝ P. Dizemos que P é trivial se toda instância-sim de P tem tamanho limitado por uma

constante.

Denotamos por GI a classe de problemas polinomialmente redutíveis a ISOMOR-

FISMO DE GRAFOS. A introdução desta classe foi motivada pelo desconhecimento de sua

complexidade: não se conhece algoritmos polinomiais que resolvam ISOMORFISMO DE

GRAFOS nem se sabe se o mesmo é um problema NP-completo [85]. Vários problemas

nesta classe são descritos por Booth e Colbourn [10], Köbler [85] e Mathon [87]. Este úl-

timo autor ainda menciona que, como nenhum problema NP-completo é conhecido para

o qual as suas versões de decisão e contagem sejam polinomialmente redutíveis entre si,

este resultado contribui como uma evidência para a conjectura de que ISOMORFISMO DE

GRAFOS não seja NP-completo.

Dizemos que um problema P é GI-completo se as duas condições são satisfeitas:

1. P ∈ GI;

2. P é GI-difícil, ou seja, para todo problema P′ ∈ GI, P′ ∝ P;

Para a prova da pertinência, isto é P ∈ GI, escolhemos um membro da classe GI,

digamos ISOMORFISMO DE GRAFOS e mostramos que P ∝ ISOMORFISMO DE GRAFOS.

Enquanto que, para a prova da dificuldade, também podemos escolher um membro

de GI (já que a relação de redutibilidade polinomial é transitiva), por exemplo ISO-

MORFISMO DE GRAFOS, e mostramos que ISOMORFISMO DE GRAFOS ∝ P. Em ou-

tras palavras, um problema P é GI-completo se P é polinomialmente equivalente a

ISOMORFISMO DE GRAFOS.

A teoria de Complexidade Parametrizada [45] lida com problemas NP-difíceis

cujas instâncias vêm adicionalmente equipadas com um inteiro k, chamado parâmetro.

Um problema P parametrizado por k pertence à classe FPT, ou é tratável por parâmetro

fixo, se existe um algoritmo para solucionar P em tempo f (k) ·nc, onde n denota o tamanho

da entrada, c é uma constante arbitrária e f é uma função qualquer.

No decorrer do texto, utilizamos a terminologia algoritmo eficiente para designar

um algoritmo que pode ser resolvido em complexidade polinomial de tempo no tamanho

do parâmetro de entrada.

Antes de terminar esta seção, veja na Tabela 2.1 um resumo das definições das

classes de grafos mais utilizadas nesta tese.
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Classe de Grafos Definição (k ≥ 0)

bloco cordal livre de diamond

cluster livre de P3

cografo livre de P4

cordal livre de Ck+4

fortemente cordal cordal livre de sunk+3

intervalo unitário livre de {sun3,net,K1,3}

split livre de {2K2,C4,C5}

split completo split livre de P3

starlike livre de livre de {P5,C4,C5,H1,H2,2P3}

threshold livre de {2K2,C4,P4}, equivalente a COGRAFO ∩ SPLIT

permutação COMPARABILIDADE ∩ co-COMPARABILIDADE

permutação split split livre de {sun3,net,rising sun, co-rising sun}

2.2 Sobre Grafos Split

Esta seção é dedicada à exposição dos conceitos e proposições especificamente

aplicados a grafos split. Nossos fundamentos são baseados em Foldes e Hammer [71],

Golumbic [75] e Ramos [96].

Seja G um grafo split. Chamamos a partição V (G) =C∪I em que C é uma clique

e I é um conjunto independente, ambos com ao menos um elemento, de uma partição

split. Uma partição split não é necessariamente única. Veja um exemplo na Figura 2.7,

onde os vértices em preto pertencem a C e os demais pertencem a I.

Figura 2.7: Exemplo de partições split.

Dado um grafo split G, qualquer partição split V (G) = C∪ I tem que satisfazer

ao menos uma das três possibilidades a seguir.

• C é uma clique máxima e I é um conjunto independente máximo e a partição split

é única;

• C é uma clique máxima e existe um vértice v ∈ C tal que I ∪{v} é um conjunto

independente máximo;
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• I é um conjunto independente máximo e existe um vértice y ∈ I tal que C∪{y} é

uma clique máxima.

A partir disso, podemos concluir que um grafo split qualquer tem exatamente

uma ou duas partições split não isomorfas. Se a partição split é única, é evidente que

C é uma clique máxima e I é um conjunto independente máximo. Caso contrário,

consideramos a partição split de V (G) de acordo com a Observação 2.3.

Observação 2.3 Seja G um grafo split. Se V (G) admite uma partição não única em uma

clique C e um conjunto independente I, consideramos a partição split V (G) = C∪ I em

que

(a) C é uma clique máxima, se C é a única clique máxima em G.

(b) I é um conjunto independente máximo, caso contrário.

Quando necessário, denotaremos por C(G) a clique de G e por I(G) o conjunto

independente de G para evitar ambiguidade. Os grafos G1, G2 e G3, da Figura 2.8, ilustram

cada uma das três possíveis partições consideradas, respectivamente. Em cada grafo Gi,

para todo 1 ≤ i ≤ 3, os vértices pretos representam a clique C(Gi) e os vértices brancos

representam o conjunto independente I(Gi).

Figura 2.8: Grafos que exemplificam os três tipos de partições split

consideradas.

Note que a partição split de V (G1) é única. Porém, as partições split de V (G2)

e V (G3) não são, já que o vértice x1 pode pertencer a C(G2) e I(G2) (resp. C(G3)

e I(G3)). Além disso, a clique máxima de G2 é única, ao passo que {x1,x2,x3,x4} e

{y1,x2,x3,x4} são duas cliques máximas possíveis em G3. No caso deste último grafo,

definimos a partição split de V (G3) de acordo com o item (b) da Observação 2.3, assim

C(G3) = {x2,x3,x4} e I(G3) = {x1,y1,y2,y3,y4}.

Em 1977, Foldes e Hammer [71] caracterizaram grafos split quanto aos seus

subgrafos proibidos. Veja a seguir.
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Teorema 2.4 (Foldes e Hammer [71]) Um grafo G é split se e somente se G não tem um

subgrafo isomorfo a um dos três grafos proibidos: C4, C5, ou 2K2.

A partir desta caracterização dos subgrafos proibidos segue-se que o comple-

mento e todo subgrafo induzido de um grafo split também é split.

Um grafo split completo é um grafo split G = (C ∪ I,E) no qual todo vér-

tice em I é adjacente a todo vértice de C. Equivalentemente, um grafo split com-

pleto é um grafo livre de {C4,P3}. Um grafo permutação split é um grafo livre de

{2K2,C4,C5,sun3,net,rising sun, co-rising sun}. Veja um rising sun e um co-rising sun

nas Figuras 2.3(e) e (f), respectivamente.

Seja G = (C ∪ I,E) um grafo split. Construa o grafo G′ a partir de G através

da remoção das arestas do grafo induzido por C. Chamamos o grafo G′ de grafo de

componentes de G. Denotamos por c(G′) o número de componentes conexas de G′. Além

disso, nos referimos a nt(G′) e t(G′) como o número de componentes não triviais e triviais

de G′, respectivamente. A Definição 2.5 expressa formalmente a ideia de um grafo de

componentes.

Definição 2.5 Seja G = (C∪ I,E) um grafo split. Definimos o grafo de componentes G′

de G como

G′ = G\E(G[C]) =

c(G′)⋃

i=1

Gi.

2.3 Sobre Operações entre Grafos

A união disjunta de dois grafos G e H, denotada por G∪H, é o grafo com

V (G ∪ H) = V (G) ∪V (H) e E(G ∪ H) = E(G) ∪ E(H). O join dos grafos G e H,

denotado G + H, é o grafo formado por V (G + H) = V (G) ∪V (H) e E(G + H) =

E(G)∪E(H)∪{uv : u ∈V (G) e v ∈V (H)}.

Seja C uma classe de grafos. Dizemos que C é fechada sob uma operação •, se

para todo par de grafos G,H ∈ C , vale que G •H ∈ C . Similarmente, C é fechada sob

complemento, se para qualquer G ∈ C , G ∈ C .

Seja G um grafo e G o seu complemento. Para cada vértice v ∈V (G) denotamos

o vértice v ∈V (G) como o seu vértice correspondente. Para um grafo G com conjunto de

vértices V (G) = {v1, . . . ,vn} e conjunto de arestas E(G), o prisma complementar GG de

G é o grafo com conjunto de vértices V (GG) = {v1, . . . ,vn}∪{v1, . . . ,vn} e conjunto de

arestas E(GG) = E(G)∪E(G)∪{v1v1, . . . ,vnvn}, em que V (G) = {v1, . . . ,vn}.

Em outras palavras, o prisma complementar GG de G é o grafo formado a

partir da união disjunta de G e seu complemento G, adicionando as arestas para um

emparelhamento perfeito entre os vértices correspondentes de G e G. Dois exemplos
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de prismas complementares podem ser vistos na Figura 2.9, que mostra o grafo C6C6,

em 2.9(a), e o grafo K4K4, em 2.9(b). Para um conjunto X ⊆ V (G), denotamos por X o

conjunto de vértices correspondentes de X em V (G).

(a) Prisma complementar do grafo C6. (b) Prisma complementar do

grafo K4.

Figura 2.9: Exemplos de prismas complementares. Fonte: [90].

Os prismas complementares foram introduzidos por Haynes et al. [80], como

um caso especial do produto complementar, também definido por eles. Sejam G e H

dois grafos com V (G) = {u1,u2, . . . ,un} e V (H) = {v1,v2, . . . ,vp}. Seja R ⊆ V (G) e

S ⊆ V (H). O produto complementar, G(R)�H(S), é o grafo com conjunto de vértices

V (G(R)�H(S)) = {(ui,v j) : 1 ≤ i ≤ n,1 ≤ j ≤ p} e uma aresta (ui,v j)(uh,vk) está em

E(G(R)�H(S)):

• se i = h, ui ∈ R, e v jvk ∈ E(H), ou se i = h, ui /∈ R, e v jvk /∈ E(H), ou

• se j = k, v j ∈ S, e uiuh ∈ E(G), ou se j = k, v j /∈ S, e uiuh /∈ E(G).

Figura 2.10: Produto complementar G(R)�H(S), com R =
{u1,u3} e S = {v1,v3}. Fonte: [90].

Em outros termos, o produto complementar G(R)�H(S) é formado, para todo

ui ∈ V (G), pela substituição de ui por uma cópia de H, se ui está em R e por uma cópia

de H, se ui não está em R, e para todo v j ∈ V (H), pela substituição de v j por uma cópia

de G se v j está em S e uma cópia de G, se v j não está em S. O produto complementar
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generaliza o produto Cartesiano, que é simplesmente G(V (G))�H(V (H)) = G�H, e o

prisma complementar GG é definido a partir de G(V (G))�K2(S), com |S|= 1.



CAPÍTULO 3
Partição em Subgrafos Complementares

Neste capítulo apresentamos nossos resultados estruturais e de complexidade

sobre a família de grafos que podem ser particionados em dois subgrafos complementares.

Conforme destacado na Introdução, problemas de particionamento têm sido

investigados sob uma ampla variedade de formulações. Um exemplo clássico e bem

conhecido de problema de particionamento é k-COLORAÇÃO DE VÉRTICES. Determinar

se um grafo G possui uma k-coloração de vértices própria nada mais é do que determinar

se V (G) pode ser particionado em k conjuntos independentes. Outro exemplo de problema

de partição relacionado é COBERTURA POR CLIQUES, no qual sua entrada é um grafo

G = (V,E) juntamente com um inteiro k, e a questão é determinar se existe um conjunto

de k cliques em G tais que cada vértice de G está contido em exatamente uma destas

cliques.

Feder et al. [68] consideram um problema de particionamento do conjunto

de vértices V de um grafo G em k partes V1,V2, . . . ,Vk com um padrão de restrições

internas, como Vi é um conjunto independente ou uma clique, e restrições externas, como

pares Vi,Vj são completamente adjacentes ou não adjacentes. Eles codificam de maneira

sofisticada tais restrições através de uma matriz simétrica Mk×k o que chamaram de M-

partição. A definição de M-partição pode ser vista como uma generalização do problema

COLORAÇÃO DE VÉRTICES e estes estudos culminaram, dentre outros resultados, para o

reconhecimento de grafos split generalizados em tempo polinomial.

Um outro contexto, relacionado também a conjuntos independentes e cliques, foi

apresentado por Churchley e Huang [39]. Eles estudam polaridade e monopolaridade de

grafos. Um grafo G é polar se V (G) pode ser particionado em A e B de tal forma que

G[A] e G[B] sejam respectivamente um grafo multipartido completo e uma união disjunta

de cliques, isto é, o complemento de um grafo multipartido. Quando A é um conjunto

independente, G é dito monopolar.

Na célebre obra de Garey e Johnson [72], vários problemas relacionados a

partição também são encontrados. Alguns exemplos são PARTIÇÃO EM TRIÂNGULOS,

EM SUBGRAFOS ISOMORFOS, EM SUBGRAFOS HAMILTONIANOS, EM FLORESTAS,

EM CLIQUES, EM EMPARELHAMENTOS PERFEITOS [GT11–GT16]. Vale mencionar que
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todos esses são problemas NP-completos.

Como observado acima, problemas de cunho teórico formam certamente um

ponto de partida para o estudo de particionamento de grafos. Por outro lado, com um

enfoque mais prático, em um survey por Buluç et al. [13] são discutidas formulações

avançadas de problemas de particionamento, bem como aplicações em detecção de

agrupamentos em redes sociais, processamento paralelo, processamento de imagens,

sistemas de tráfego e bioinformática.

A noção de partição também está presente na definição de algumas classes

de grafos, como os grafos bipartidos e os grafos split. Lembramos que um grafo G

é bipartido se seu conjunto de vértices admite uma partição A∪ B tal que A e B são

conjuntos independentes. Um grafo split G é um grafo cujo conjunto de vértices admite

uma partição C ∪ I, onde C é uma clique e I um conjunto independente. Os prismas

complementares GG também possuem o conceito subjacente de partição, e, além disso,

partições complementares. Isto se deve ao fato de que são obtidos pela união disjunta de

um grafo G e seu complemento G e a adição das arestas para obter um emparelhamento

perfeito entre vértices de mesmo rótulo em G e G.

Diante do exposto acima, motivados pela existência de diversas formulações de

problemas de partição e pela definição de algumas classes de grafos, em especial a de

prismas complementares, introduzimos o problema que diz respeito ao nosso estudo.

Definição 3.1 Um grafo H = (V,E) é decomposto em dois grafos G1 e G2 se V (H) pode

ser particionado em V1 ∪V2, em que H[V1] = G1 e H[V2] = G2. O conjunto de corte

[V1,V2] é o conjunto de corte da decomposição. Além disso, a decomposição (G1,G2) de

H é chamada decomposição complementar se G1 = G2.

PARTIÇÃO EM SUBGRAFOS COMPLEMENTARES (COMP-SUB(Π))

Instância: Um grafo H = (V,E) e uma propriedade de arestas Π.

Pergunta: O grafo H pode ser decomposto em dois grafos, G e seu complemento G,

para algum grafo G, de tal forma que o conjunto de corte M desta decomposição satisfaz

a propriedade Π?

Escrevemos COMP-SUB(Π) como uma abreviação para o problema PARTIÇÃO

EM SUBGRAFOS COMPLEMENTARES com a propriedade de arestas Π para o conjunto de

corte M. Por conveniência, muitas vezes utilizamos COMP-SUB(Π) como uma família de

grafos e usamos H ∈ COMP-SUB(Π) para denotar que H é uma instância sim do problema

COMP-SUB(Π).

Destacamos que ao considerar Π como um emparelhamento perfeito M entre

vértices de mesmo rótulo em G e G, o problema COMP-SUB(Π) coincide com o reconhe-

cimento de prismas complementares, que pode ser feito em tempo polinomial [18]. Além

da generalização de prismas complementares, a introdução do problema COMP-SUB(Π)
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é justificada por aspectos da área de Complexidade Parametrizada [45], que veremos a

seguir.

Seja C a classe de grafos que podem ser decompostos em G e seu complemento

G, para algum grafo G. Um exemplo conveniente do interesse em reconhecer se um grafo

H pertence a C é dado sobre o problema da k-COLORAÇÃO DE VÉRTICES. Sabemos

que o tamanho da clique máxima de um grafo H é um limitante inferior para qualquer

coloração própria dos vértices de H. Assim, se H ∈ C , então pela Teoria de Ramsey, ou

H é uma instância-não de k-COLORAÇÃO DE VÉRTICES, ou a ordem de H é limitada por

uma função de k. Em geral, para todo problema de decisão P em que a existência de uma

k-clique ou um k-conjunto independente é suficiente para certificar sim ou não, segue que

P é trivialmente solucionável em tempo FPT quando parametrizado por k. Sendo assim,

a Teoria de Ramsey para grafos [46, Cap. 9] é um instrumento fundamental para prover

um resultado para COMP-SUB(Π), com Π geral, em classes de grafos definidas por uma

k-clique ou um k-conjunto independente como subgrafo proibido. Tal resultado segue na

Proposição 3.2.

Recordando algumas definições, sejam P e P′ dois problemas de decisão. O

problema P é polinomialmente redutível a P′, denotado por P ∝ P′, se existe um algoritmo

R que mapeia qualquer instância I de P em uma instância equivalente I′ de P′, no qual

R executa em tempo polinomial sobre |I|. Os problemas P e P′ são polinomialmente

equivalentes se P ∝ P′ e P′ ∝ P. Dizemos que P é trivial se toda instância-sim de P tem

tamanho limitado por uma constante.

Proposição 3.2 Sejam k ∈ N uma constante e C uma classe de grafos tal que nenhum

dos seus grafos contém uma k-clique ou nenhum dos seus grafos contém um k-conjunto

independente. Então COMP-SUB(Π) restrito a C é trivial, para qualquer propriedade de

arestas Π.

Prova. Sejam k∈N uma constante, C uma classe de grafos tal que nenhum dos seus grafos

contem uma clique de tamanho k e Π uma propriedade de arestas. Seja H = (V,E) ∈ C .

Se H é instância-sim de COMP-SUB(Π) então V (H) pode ser particionado em V1,V2 tal

que H[V1] é isomorfo ao complemento de H[V2]. Como H é livre de Kk, então H[V1] e

H[V2] não têm nem uma clique de tamanho k nem um conjunto independente de tamanho

k. Assim, pelo Teorema de Ramsey segue que a cardinalidade de V1 e de V2 é limitada

por uma função R(k,k) ≤
(2k−2

k−1

)

[77]. O argumento é similar para classes de grafos tais

que nenhum dos seus grafos contem um conjunto independente de tamanho k. Portanto,

COMP-SUB(Π) restrito a C tem um número finito de instâncias-sim. �

A partir da Proposição 3.2 obtemos que para uma propriedade qualquer de

arestas Π, COMP-SUB(Π) é trivialmente solucionável em tempo polinomial em grafos
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bipartidos, planares e cúbicos, já que cada uma destas classes de grafos são livres de

K5. Obviamente, existem constantes k suficientemente grandes para as quais o problema

COMP-SUB(Π) não se torna eficientemente resolvível na prática.

Embora tenhamos definido o problema COMP-SUB(Π) para uma propriedade de

arestas Π qualquer, estamos particularmente interessados em outras propriedades Π com

estruturas bem definidas para M. Começamos com COMP-SUB(Π) quando Π é M = /0,

denotado por COMP-SUB(Π /0), que segue na Seção 3.1. Em seguida, na Seção 3.2 são

feitas algumas observações do caso ΠKn,n que é definido como M induz um grafo bipartido

completo. Por fim, a Seção 3.3 contém alguns resultados do caso em que M induz um

emparelhamento perfeito, denotado por ΠPERF.

3.1 Quando M é vazio

Nesta seção, consideramos o problema COMP-SUB(Π /0), em que Π /0 denota o

conjunto de corte M igual a vazio. Neste caso, a decomposição complementar (G,G)

também particiona conjunto de vértices e de arestas de H, isto é, V (H) =V (G)∪V (G) e

E(H) = E(G)∪E(G).

Alguns resultados auxiliares nos ajudam a mapear questões relevantes sobre o

problema. Na Proposição 3.3, mostramos condições necessárias relacionadas à quantidade

de arestas e de vértices das instâncias-sim de COMP-SUB(Π /0).

Proposição 3.3 Seja H um grafo de ordem 2n. Se H ∈ COMP-SUB(Π /0), então

(i) H tem exatamente
n(n−1)

2 arestas.

(ii) H tem uma componente conexa com exatamente n vértices.

Prova. Suponha que H ∈ COMP-SUB(Π /0). Então, H pode ser decomposto em G e seu

complemento G, para algum grafo G, tal que o conjunto de corte M da decomposição é

vazio.

(i) Como G é o complemento de G, claramente

|E(H)|= |E(G)|+ |E(G)|= |E(Kn)|=
n(n−1)

2
.

(ii) Sejam H1, . . . ,Hℓ as componentes conexas de H. Como M = /0 então ou

V (Hi) ⊆ V (G) ou V (Hi) ⊆ V (G), para todo i ∈ {1, . . . , ℓ}. Note que ou G ou G é desco-

nexo, portanto ou G ou G possui vértices de apenas uma componente. �

A partir da Proposição 3.3, mostramos no Teorema 3.4 que COMP-SUB(Π /0)

em grafos gerais é polinomialmente equivalente ao problema ISOMORFISMO DE GRA-

FOS. Entretanto, evidenciamos um contraste nas complexidades de COMP-SUB(Π /0)
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e ISOMORFISMO. Por exemplo na classe dos grafos bipartidos, ISOMORFISMO é GI-

completo [10] enquanto que COMP-SUB(Π /0) é trivialmente solucionável em tempo poli-

nomial (Proposição 3.2).

Teorema 3.4 COMP-SUB(Π /0) é GI-completo.

Prova. Mostramos primeiro que ISOMORFISMO ∝ COMP-SUB(Π /0).

Seja (H1,H2) uma instância de ISOMORFISMO. Crie uma instância de

COMP-SUB(Π /0) como o grafo H obtido pela união disjunta H1∪H2.

Seja (H1,H2) uma instância-sim de ISOMORFISMO. Então H1 ≃ H2 e, pela

construção, G = H1 e G = H2 definem uma decomposição de H em G e seu complemento

G, com conjunto de corte M = {uv ∈ E(H) : u ∈ V (G) e v ∈ V (G)} = /0. Por outro

lado, seja H ∈ COMP-SUB(Π /0). Então H pode ser decomposto em dois grafos, G e seu

complemento G, para algum grafo G, tal que o conjunto de corte M da decomposição é

vazio. Sem perda de generalidade, podemos assumir que H1 é conexo. Assim, podemos

assumir que G = H1 e G = H2. Portanto, H1 ≃ H2 e COMP-SUB(Π /0) é GI-difícil.

A seguir, mostramos que COMP-SUB(Π /0) ∝ ISOMORFISMO.

Seja H ∈ COMP-SUB(Π /0). Pela Proposição 3.3, se H é uma instância-sim, então,

H tem uma componente conexa H ′ com exatamente |V (H)|
2 vértices. Crie uma instância

(H1,H2) de ISOMORFISMO tal que H1 = H ′ e H2 = H[V (H)\V (H ′)].

Mostramos que H é uma instância-sim de COMP-SUB(Π /0) se e somente se

(H1,H2) é uma instância-sim de ISOMORFISMO.

Se H ∈ COMP-SUB(Π /0), então H ′ e H[V (H) \V (H ′)] é uma decomposição

complementar de H tal que o conjunto de corte M da decomposição é vazio. Assim,

temos que H ′ ≃ H[V (H)\V (H ′)], logo, pela construção, H1 ≃ H2. Portanto (H1,H2) é

uma instância-sim de ISOMORFISMO.

Para a recíproca, se (H1,H2) é uma instância-sim de ISOMORFISMO, então

H1 ≃ H2. Assim, pela construção temos que H ′ = H1 e H[V (H)\V (H ′)] = H2 é uma

decomposição complementar de H com conjunto de corte M = {uv ∈ E(H) : u ∈

V (H ′) e v ∈ V (H) \V (H ′)} = /0. Portanto H é uma instância-sim de COMP-SUB(Π /0).

Logo, COMP-SUB(Π /0) ∈ GI. �

Nos seguintes Lemas 3.5 e 3.7 apresentamos classes de grafos onde a equivalên-

cia entre COMP-SUB(Π /0) e ISOMORFISMO é válida.

Lema 3.5 Seja C uma classe de grafos fechada sob complemento e fechada sob união

disjunta. Então COMP-SUB(Π /0) em C é polinomialmente equivalente a ISOMORFISMO

em C .
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Prova. Seja H ∈ C uma instância de COMP-SUB(Π /0) com 2n vértices. Criamos uma

instância (H1,H2) de ISOMORFISMO tal que H1 = G e H2 = H[V (H)\V (G)], onde G é

uma componente conexa de H com n vértices.

Suponha que H ∈ COMP-SUB(Π /0). Então H pode ser decomposto em G e seu

complemento G, para algum grafo G, tal que o conjunto de corte M da decomposição é

vazio. Como C é hereditária, então G,G ∈ C . Como H é uma instância-sim, temos que,

pela construção, H1 ≃ H2. Portanto, (H1,H2) é uma instância-sim de ISOMORFISMO em

C .

Suponha que (H1,H2) é uma instância-sim de ISOMORFISMO em C . Então,

temos que H1 ≃ H2 e H1,H2 ∈ C . Logo, G = H1 e G = H2 = H[V (H)\V (G)] definem

uma decomposição de H com conjunto de corte M = /0. Portanto, H é uma instância-sim

de COMP-SUB(Π /0) em C .

Agora, mostramos ISOMORFISMO ∝ COMP-SUB(Π /0) em C .

Seja (H1,H2) uma instância de ISOMORFISMO. Crie uma instância H de

COMP-SUB(Π /0) como H = H1∪H2.

Suponha que (H1,H2) é uma instância-sim de ISOMORFISMO em C . Assim,

temos que H1 ≃ H2 e H1,H2 ∈ C . Pela construção, temos que G = H1 e G = H2 definem

uma decomposição complementar de H com conjunto de corte M = /0. Como H1,H2 ∈ C ,

e C é fechada sob complemento, então G,G ∈ C . Como C é fechada sob união disjunta,

então H = G∪G ∈ C . Logo, H é uma instância-sim de COMP-SUB(Π /0) em C .

Por outro lado, suponha que se H é uma instância-sim de COMP-SUB(Π /0). Então

H pode ser decomposto em dois grafos, G e seu complemento G, para algum grafo G, tal

que o conjunto de corte M da decomposição é vazio. Pela construção, podemos assumir

que G=H1 e G=H2. Como C é fechada sob complemento, temos que H1,H2 ∈ C . Como

H é uma instância-sim de COMP-SUB(Π /0), temos que H2 é isomorfo ao complemento

de H1, e assim, H1 ≃ H2. Logo, (H1,H2) é uma instância-sim de ISOMORFISMO em C , o

que completa a prova. �

Como ISOMORFISMO pode ser resolvido em tempo linear para grafos de permu-

tação [42], o Lema 3.5 anterior implica no resultado seguinte.

Corolário 3.6 COMP-SUB(Π /0) pode ser resolvido em tempo linear para grafos de

permutação.

Prova. Seja C a classe dos grafos de permutação e H ∈ C um grafo com 2n vértices.

Suponha que H ∈ COMP-SUB(Π /0). Então, H pode ser decomposto em dois grafos, G e

seu complemento G, para algum grafo G, tal que o conjunto de corte M da decomposição é

vazio. Como C é hereditária, fechada sob complemento e fechada sob união disjunta [75],
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o Lema 3.5 implica que COMP-SUB(Π /0) é polinomialmente equivalente a ISOMORFISMO

restrito a C .

Sabemos que |V (G)| = |V (G)| = n, e pela Proposição 3.3, |E(H)| = n(n−1)
2 =

O(n2), o que significa que em tempo linear com respeito a E(H) podemos computar G.

Como uma componente conexa de H pode ser determinada em tempo linear com respeito

a V (H), temos que a redução apresentada no Lema 3.5 pode ser realizada em tempo linear.

Como ISOMORFISMO em C pode ser resolvido em tempo linear [42], segue que

COMP-SUB(Π /0) pode ser resolvido em tempo linear para grafos de permutação. �

Lema 3.7 Seja C uma classe de grafos fechada sob complemento. O problema da

determinar se um grafo H pode ser decomposto em dois grafos G e G tal que G ∈ C

e M = /0 é polinomialmente equivalente a ISOMORFISMO na classe C .

Prova. Seja C uma classe de grafos fechada sob complemento. Mostramos primeiro que

COMP-SUB(Π /0) ∝ ISOMORFISMO.

Seja H uma instância de COMP-SUB(Π /0) com 2n vértices. Crie uma instância

(H1,H2) de ISOMORFISMO como segue: H1 = G e H2 = H[V (H)\V (G)], onde G é um a

componente conexa maximal de H com n vértices. (Pela Proposição 3.3 podemos assumir

que tal componente existe).

Suponha que H ∈ COMP-SUB(Π /0). Então, existe uma decomposição de H em G

e seu complemento G tal que M = {uv ∈ E(H) : u ∈V (G) e v ∈V (G)}= /0. Como G ∈ C

e C é fechada sob complemento, temos que G ∈ C . Assim, pela construção, H1,H2 ∈ C e

H1 ≃ H2. Logo, (H1,H2) é uma instância-sim de ISOMORFISMO em C .

Suponha que (H1,H2) é uma instância-sim de ISOMORFISMO em C . Então,

temos que H1 ≃ H2 e H1,H2 ∈ C . Pela construção, temos que G e seu complemento

G definem uma decomposição de H com conjunto de corte M = /0. Portanto, H pode ser

decomposto em dois grafos G e G tais que G ∈ C .

Agora, mostramos ISOMORFISMO ∝ COMP-SUB(Π /0). Seja (H1,H2) uma ins-

tância de ISOMORFISMO. Defina uma instância de COMP-SUB(Π /0) como H = H1∪H2.

Mostramos que (H1,H2) é uma instância-sim de ISOMORFISMO em C se e somente se H

pode ser decomposto em dois grafos G e G tal que G ∈ C .

Suponha que (H1,H2) é uma instância-sim de ISOMORFISMO em C . Assim,

temos que H1 ≃ H2 e H1,H2 ∈ C . Pela construção, temos que G = H1 e G = H2 é uma

partição complementar de H com conjunto de corte M = /0. Como H1,H2 ∈ C , então

G,G ∈ C .

Por outro lado, suponha que H pode ser decomposto em dois grafos, G∈ C e seu

complemento G, tal que M = {uv∈ E(H) : u∈V (G) e v∈V (G)}= /0. Como C é fechada

sob complemento, temos que G∈ C . Pela construção, temos que G = H1 e G = H2. Como
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H é uma instância-sim de COMP-SUB(Π /0), temos que H2 é o complemento de H1, e

assim, H1 ≃ H2. Como G,G ∈ C , pela construção H1,H2 ∈ C . Logo, (H1,H2) é uma

instância-sim de ISOMORFISMO em C , o que completa a prova. �

Lema 3.7 implica nos Corolários 3.8 e 3.9.

Corolário 3.8 COMP-SUB(Π /0) pode ser resolvido em tempo linear para grafos de

comparabilidade ou de co-comparabilidade.

Prova. Seja H um grafo de comparabilidade (resp. co-comparabilidade). Suponha que

H ∈ COMP-SUB(Π /0). Então, existe uma partição de H em subgrafos complementares G

e G tal que M = {uv ∈ E(H) : u ∈V (G) e v ∈V (G)}= /0. Como comparabilidade é uma

propriedade hereditária, G e G são grafos de comparabilidade (resp. co-comparabilidade).

Golumbic [75] mostra que G e seu complemento G são grafos de comparabilidade (resp.

co-comparabilidade) se e somente se G e G são grafos de permutação.

Seja C a classe de grafos de permutação. Como C é fechada sob complemento,

e ISOMORFISMO em C é solucionável em tempo linear [42], o Lema 3.7 implica que

COMP-SUB(Π /0) em C pode ser resolvido em tempo linear. Perceba que a redução

apresentada no Lema 3.7 depende apenas de computar uma componente conexa G de

H e o complemento de H[V (H) \V (G)]. Por argumentação similar à prova do Coro-

lário 3.6, obtemos que tal redução pode ser feita em tempo linear. Portanto, segue que

COMP-SUB(Π /0) pode ser resolvido em tempo linear para grafos de comparabilidade e

de co-comparabilidade. �

Como a classe dos grafos de permutação contém os cografos [43], e os grafos

de intervalo (resp. co-intervalo) formam uma subclasse de co-comparabilidade (resp.

comparabilidade) [75], pelos Corolários 3.6 e 3.8 evidenciamos que COMP-SUB(Π /0)

pode ser resolvido em tempo linear para cografos, grafos de intervalo e grafos de co-

intervalo. Ainda pelo Lema 3.7, obtemos no Corolário 3.9 um resultado de complexidade

de COMP-SUB(Π /0) restrito a grafos cordais.

Corolário 3.9 COMP-SUB(Π /0) em grafos cordais permanece GI-completo.

Prova. Seja H um grafo cordal. Suponha que H ∈ COMP-SUB(Π /0). Então, H pode ser

decomposto em G e seu complemento G, para algum grafo G, tal que o conjunto de corte

M da decomposição é vazio. Como cordalidade é uma propriedade hereditária, segue que

G e G também são cordais. De acordo com Golumbic [75], um grafo G e seu complemento

G são ambos cordais se e somente se G e G são grafos split. Além disso, G é split se e

somente se seu complemento G é um grafo split [75].
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Note que se um grafo H pode ser decomposto em dois grafos G e G tal

que G e G são ambos grafos split, então H é cordal. Portanto, pelo Lema 3.7, temos

que COMP-SUB(Π /0) em grafos cordais é polinomialmente equivalente a ISOMOR-

FISMO em grafos split. Como ISOMORFISMO em grafos split é GI-completo [38], então

COMP-SUB(Π /0) em grafos cordais é GI-completo. �

Tendo em vista o resultado de complexidade obtido no Corolário 3.9 procedemos

nas Subseções 3.1.1–3.1.5 com COMP-SUB(Π /0) em subclasses de grafos cordais.

3.1.1 Grafos Fortemente Cordais

Lembramos que um grafo H é fortemente cordal se H é cordal e livre de sunk,

para todo k ≥ 3. Agora, consideramos COMP-SUB(Π /0) quando o grafo de entrada H é

fortemente cordal.

Proposição 3.10 COMP-SUB(Π /0) para grafos fortemente cordais é polinomialmente

equivalente a ISOMORFISMO para grafos split livres de {sun3,sun4,net}.

Prova. Seja H um grafo fortemente cordal. Considere H ∈ COMP-SUB(Π /0). Então, H

pode ser decomposto em dois grafos, G e seu complemento G, para algum grafo G, tal

que o conjunto de corte M da decomposição é vazio. Como H é fortemente cordal, temos

que G e G também são. Isso implica que G e G são split livres de sunk, k ≥ 3. Como G é

o complemento de G, e vice-versa, temos que G e G são livres de co-sunk, k ≥ 3.

Sabemos que sun4 é autocomplementar e o complemento de um sun3 é uma

net. Como G é livre de net, então G é livre de sunk, para k ≥ 5, (veja na Figura 3.1

um exemplo de uma net induzida em um sun5). Logo, obtemos que G e G são livres de

{sun3,sun4,net}. Como a classe C de grafos livres de {sun3,sun4,net} é fechada sob

complemento, e G ∈ C , o Lema 3.7 implica que COMP-SUB(Π /0) é polinomialmente

equivalente a ISOMORFISMO em C . �

A Figura 3.1 mostra um grafo sun5 com uma net induzida em destaque.

Figura 3.1: Uma net induzida em um sun5.
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Dado um grafo split H = (C ∪ I,E), lembramos que o grafo de componentes

H ′ de H é o grafo bipartido obtido a partir de H através da remoção das arestas do

grafo induzido por C. A notação nt(H ′) especifica o número de componentes conexas

não triviais de H ′.

Até onde sabemos, ISOMORFISMO em grafos split livres de {sun3,sun4,net} é

um problema em aberto. Apesar disso, mostramos como resolver ISOMORFISMO para

dois grafos split H1 e H2 livres de {sun3,sun4,net}, quando o número de componentes

não triviais de H ′1 e de H ′2 é igual a 2. Este resultado é uma consequência do Teorema 3.11

que será apresentado a seguir. Perceba que se nt(H ′1) ≥ 3, então H ′1 contém 3K2 como

subgrafo induzido. Consequentemente H1 não é livre de net, o que está fora do nosso

caso.

Teorema 3.11 Seja H = G ∪ G um grafo fortemente cordal. Se nt(G′) = 2, então

COMP-SUB(Π /0) em H pode ser decidido em tempo polinomial.

Prova. Seja H = G ∪ G um grafo fortemente cordal. Considerando que H ∈

COMP-SUB(Π /0), sabemos pela Proposição 3.10 the G e G são também grafos split

livres de {sun3, sun4, net}. Seja C∪ I uma partição split de V (G) tal que C é uma clique

e I é um conjunto independente. Como G é livre de net, segue que G′ é livre de 3K2.

Suponha que nt(G′) = 2, e sejam A e B as componentes não triviais de G′. Como G′ é

livre de 3K2 e |V (A)|, |V (B)| ≥ 2, obtemos que A e B são livres de 2K2. Afirmamos que G

é um grafo split permutação.

Afirmação 3.12 G é um grafo split permutação.

Prova. (da Afirmação 3.12). Sabemos que um grafo split permutação é livre de

{2K2,C4,C5,sun3,net, rising sun, co-rising sun} [86]. Assim, resta provar que G é livre

de {rising sun,co-rising sun}.

Suponha, por contradição, que G contém um subgrafo induzido rising sun R1

(resp. co-rising sun R2), denotado como na Figura 3.2.

Figura 3.2: Dois subgrafos proibidos de um grafo split permuta-

ção.
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Claramente, ui ∈ I, para todo i ∈ {1, . . . ,3} (resp. i ∈ {1, . . . ,4}), e v j ∈C, para

todo j ∈ {1, . . . ,4} (resp. j ∈ {1, . . . ,3}). Perceba que o grafo bipartido R′1 (resp. R′2),

obtido pela remoção das arestas entre vértices de C, é conexo. Então todos os vértices

u1,u2,u3 (resp. u1,u2,u3,u4) devem pertencer ou a A ou a B. Como nt(G′) = 2, então

existe xy ∈ E(G′), onde x ∈ I, y ∈ C, tal que xvi /∈ E(G), para todo i ∈ {1, . . . ,4} (resp.

i ∈ {1, . . . ,3}), e yu j /∈ E(G), para todo j ∈ {1, . . . ,3} (resp. j ∈ {1, . . . ,4}). Consequen-

temente, temos que {u1,v1,u3,v3,x,y} induz uma net em G, uma contradição. �

Seja C a classe dos grafos split permutação. Como C é fechada sob comple-

mento, e ISOMORFISMO em C é solucionável em tempo Polinomial (cf. [42]), o Lema 3.7

implica que COMP-SUB(Π /0) em C pode ser decidido em tempo polinomial. �

Corolário 3.13 ISOMORFISMO para dois grafos split H1 e H2 livres de {sun3,sun4,net},

quando nt(H ′1) = nt(H ′2) = 2 pode ser decidido em tempo polinomial.

Prova. Pela Proposição 3.10, COMP-SUB(Π /0) para grafos fortemente cordais é polinomi-

almente equivalente a ISOMORFISMO para grafos split livres de {sun3,sun4,net}. Assim,

o Teorema 3.11 implica diretamente no resultado desejado. �

Teorema 3.14 Seja H = H1 ∪ H2 um grafo fortemente cordal tal que nt(H ′1) = 1 e

nt(H
′
1) = 1. Se H1 contém ou um rising-sun ou um co-rising-sun como subgrafo induzido,

mas não ambos, então COMP-SUB(Π /0) para H pode ser decidido em tempo polinomial.

Prova. Suponha primeiro que H1 contém um co-rising-sun e não contém rising-sun como

subgrafo induzido. Se H é uma instância-sim de COMP-SUB(Π /0), então H2 não contém

um rising-sun como subgrafo induzido. Isso implica que H1 e H2 são grafos split livres

de {sun3,sun4,net,rising-sun}. Então, de acordo com Mahadev e Peled [86], H1 e H2 são

grafos de intervalo. Como ISOMORFISMO restrito a grafos de intervalo pode ser resolvido

em tempo linear [11], o resultado segue testando isomorfismo entre H1 e H2.

Se H1 contém um rising-sun e não contém co-rising-sun como subgrafos in-

duzidos, então, por argumentação similar ao parágrafo anterior, temos que H1 e H2 são

grafos de intervalo, o que completa a prova. �

Provamos no Teorema 3.20 que grafos split livres de {sun3,sun4,net} formam

uma subclasse dos grafos split 2-threshold. Lembramos que um grafo H é 2-threshold se

H pode ser obtido pela união de arestas de dois grafos threshold. Apresentamos primeiro

alguns resultados auxiliares e definimos o grafo de conflito H∗ de um grafo H. Duas

arestas de um grafo H conflitam se seus extremos induzem em H um C4, um P4 ou um
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2K2 (note que estes são exatamente os subgrafos proibidos de um grafo threshold, mas

em geral um grafo de conflito pode ser definido para qualquer conjunto de subgrafos

proibidos). Em um grafo split H = (C∪ I,E), se duas arestas e e f de H conflitam, então

e (e f ) tem exatamente uma extremidade em C e uma em I.

Definição 3.15 [86] O grafo de conflito H∗ de um grafo H é construído como segue:

V (H∗) = E(H),

E(H∗) = {e f : e e f conflitam em H}.

Teorema 3.16 [86] Um grafo H é 2-threshold se e somente se o grafo de conflito H∗ é

bipartido.

Veja na Figura 3.3 um grafo H e o seu respectivo grafo de conflito H∗. Note que

H é um grafo 2-threshold. Por exemplo, uma partição 2-threshold de suas arestas pode

ser dada por A = {e1,e2,e3,e7} e B = {e4,e5,e6,e8,e9}. Note que podem existir vértices

que estão tanto em H[A] quanto em H[B].

Figura 3.3: Um co-rising sun H e seu grafo de conflito H∗.

Definimos também um subgrafo induzido X (Ck) do grafo bipartido H ′, para

k ≥ 3, o qual expressa as arestas que conflitam em um ciclo induzido Ck em H∗, que

segue na Definição 3.17. A Figura 3.4 contém um exemplo de K5,5.

Definição 3.17 Seja H = (C ∪ I,E) um grafo split, H∗ o grafo de conflito de H, e

Ck um ciclo induzido em H∗, para k ≥ 3. Além disso, seja V (Ck) = {e1, . . . ,ek}, onde

ei = uivi ∈ E(H), e ui ∈ I, vi ∈C, para todo 1≤ i≤ k.

Seja Kk,k um grafo bipartido completo com conjunto de vértices {ui ∈ I,vi ∈C :

1 ≤ i ≤ k}. Construímos um grafo Kk,k pela remoção das arestas {upvp+1,up+1vp : 1 ≤

p ≤ k− 1}∪{ukv1,u1vk} de Kk,k. Denotamos E(Kk,k) = E0 ∪E+ ∪E− onde, para todo
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i, j ∈ {1, . . . ,k}, e ℓ ∈ {1, . . . , k2−3k
2 },

E0 = {ei = uiv j : i = j}, E+ = {eℓ+ = uiv j : i < j}, E− = {eℓ− = uiv j : i > j}.

Seja H ′ o grafo de componentes de H. O subgrafo induzido X (Ck) de H ′ é

definido por:

X (Ck) = H ′[E(H ′)∩E(Kk,k)].

Na maior parte da prova do Teorema 3.20 analisamos as arestas que podem

estar presentes ou não em X (C5). Para tal, definimos uma representação simplificada de

E(X (C5)) em termos de um vetor ν.

Figura 3.4: Grafo K5,5 com respectivo vetor de conflito ν =
[2,2,2,2,2].

Definição 3.18 O vetor de conflito ν = [ε1, . . . ,ε5] do grafo X (C5) é definido por:

εℓ
ℓ∈{1,...,5}

=



















0, se eℓ− ∈ E(X (C5)) e eℓ+ /∈ E(X (C5))

1, se eℓ+ ∈ E(X (C5)) e eℓ− /∈ E(X (C5))

2, se eℓ−,eℓ+ ∈ E(X (C5)).

Por exemplo, o grafo da Figura 3.4 tem vetor de conflito ν = [2,2,2,2,2].

Agora, definimos algumas transformações em um vetor de conflito ν. Por bre-

vidade, nos referimos ao grafo induzido por ν como o grafo induzido pelas arestas de

E(X (C5)) representadas em ν.

Lema 3.19 Seja ν = [ε1, . . . ,ε5] um vetor de conflito. Então:
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(i) Seja f a função de x-reflexão f (ν) = [ f ′(ε1), . . . , f ′(ε5)] na qual

f ′(εℓ)
ℓ∈{1,...,5}

=



















1, se εℓ = 0,

0, se εℓ = 1,

2, caso contrário.

Os grafos induzidos por ν e f (ν) são isomorfos.

(ii) Seja g a função de y-reflexão g(ν) = [ε5,ε4,ε3,ε2,ε1] onde ν = [ε1, . . . ,ε5].

Os grafos induzidos por ν e g(ν) são isomorfos.

(iii) Os grafos induzidos por ν e f (g(ν)) (resp. g( f (ν))) são isomorfos.

Prova. Itens (i)-(ii) seguem pelo fato de que H[ν] e H[ f (ν)] (resp. H[g(ν)]) são isomorfos,

a menos dos rótulos dos vértices. Item (iii) segue por transitividade. �

Finalmente, podemos proceder com o Teorema 3.20.

Teorema 3.20 Seja H um grafo split livre de {sun3,sun4,net}. Então H é um grafo split

2-threshold.

Prova. Seja H = (C∪ I,E) um grafo split livre de {sun3,sun4,net}. Perceba que H é split

livre de {sun3,sun4,net} se e somente se H ′ = H \E(C) é um grafo bipartido livre de

{C6,C8,3K2}. Em vista disso, argumentamos com base nos subgrafos proibidos de H ′.

Suponha, por contradição, que H não é um grafo 2-threshold. Então, pelo

Teorema 3.16, o grafo de conflito H∗ não é bipartido. Isso implica que H∗ contém um

subgrafo induzido Ck, para algum k ≥ 3 ímpar. Seja X (Ck) um subgrafo induzido de H ′

como na Definição 3.17.

Suponha k = 3. Segue que, para todo i, j ∈ {1,2,3} distinto, existe um conflito

entre ei,e j ∈ E(X (C3)). Lembre que, como H é split, H não contém 2K2 nem C4 como

subgrafo induzido. Logo, se existe um conflito entre duas arestas de H seus extremos

induzem um P4 em H, e um 2K2 em H ′. Então, temos que o par de arestas ei,e j, para todo

i, j ∈ {1,2,3} distinto, induz um 2K2 em X (C3). Consequentemente, {e1,e2,e3} induz

um 3K2 em X (C3). Como H ′ é 3K2 e X (C3) é um subgrafo induzido de H ′, obtemos uma

contradição.

Suponha k = 5. Isso implica que {ei,ei+1} induz um 2K2 em X (C5), para

todo i ∈ {1, . . . ,4}, bem como {e1,e5}. Sabemos que não existe conflito entre ei,e j,

para i ∈ {1, . . . ,4}, j 6= i + 1, e i = 5, j 6= 1. Então, temos que pelo menos uma das

arestas eℓ+,eℓ− pertence a E(X (C5)), para todo ℓ ∈ {1, . . . ,5}. Para o restante da prova,

consideramos todos os casos possíveis de arestas em E(X (C5)), expressos em um vetor

de conflito ν = [ε1 . . . ,ε5] como na Definição 3.18.
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De acordo com o Lema 3.19(i), temos que todos os casos onde ε1 = 0, isto

é, ν = [0,ε2, . . . ,ε5], tem um grafo isomorfo induzido por f (ν) = [1, f ′(ε2) . . . , f ′(ε5)].

Assim, desconsideramos os casos em que ε1 = 1. Os casos onde ε1 = 2, e ε5 = 0,

que significam ν = [2,ε2,ε3,ε4,0], recaem nos casos g(ν) = [0,g′(ε2),g
′(ε3), g′(ε4),2],

pelo Lema 3.19(ii). Finalmente, os casos em que ε1 = 2, e ε5 = 1, que significam

ν = [2,ε2,ε3,ε4,1], recaem nos casos f (g(ν)) = [0, f ′(g′(ε2)), f ′(g′(ε3)), f ′(g′(ε4)),2],

pelo Lema 3.19(iii).

Reunindo tudo, isso significa avaliar [0,ε2 . . . ,ε5], com 81 casos, e

[2,ε2,ε3,ε4,2], com 27 casos. Mencionamos que muitos destes 108 casos são resol-

vidos aplicando funções do Lema 3.19, e da observação de que a adição de arestas que

não são corda nos subgrafos proibidos C6,C8 em X (C5) mantém a existência do mesmo

subgrafo proibido em X (C5).

A título de exemplo, seja ν1 = [0,0,0,0,1], veja na Figura 3.5(a). Temos que ν1

induz um C6 (com arestas em negrito) em X (C5). Aplicando f (ν1) (Figura 3.5(b)), g(ν1)

(Figura 3.5(c)), f (g(ν1)) (Figura 3.5(d)), e adicionando as arestas e3−,e5+ a E(X (C5))

(Figura 3.5(e)), também temos um C6 induzido em X (C5). Perceba que esta argumentação

é possível desde que |C|= |I|, for qualquer subgrafo proibido F ∈ {C6,C8,3K2}.

(a) ν1 = [0,0,0,0,1] (b) f (ν1) = [1,1,1,1,0] (c) g(ν1) = [1,0,0,0,0]

(d) f (g(ν1)) = [0,1,1,1,1] (e) ν2 = [0,0,2,0,2]

Figura 3.5: Casos que exemplificam as funções do Lema 3.19 e a

adição de arestas do tipo não-corda.

Procedemos com os 108 casos, escritos na Tabela 3.1. Perceba que, com os

argumentos mencionados anteriormente, a análise dos 108 casos pôde ser reduzida à

análise de 10 casos, espetificados na primeira coluna da Tabela 3.1. Por brevidade,

omitimos os colchetes e as vírgulas da notação de ν= [ε1, . . . ,ε5]. Cada caso tem um grafo

X (C5) correspondente, veja na Figura 3.6, ilustrando em arestas em negrito o subgrafo

proibido F ∈ {C6,C8,3K2} encontrado. Em todos os casos obtemos uma contradição.
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Tabela 3.1: Casos considerados para a prova do Teorema 3.20.

Caso ν Subgrafo proibido F

induzido em X (C5)
Casos que contém um subgrafo induzido proibido
isomorfo a F

00000 C6, Figura 3.6(a) 00002, 00020, 00022, 00200, 00202, 00220,
00222, 02000, 02002, 02020, 02022, 02200,
02202, 02220, 02222, 20002, 20022, 20202,
20222, 21112, 21212, 22002, 22022, 22202,
22212, 22222

00001 C6, Figura 3.5(a) 00021, 00201, 01111, 01112, 01121, 01211,
01212, 01221, 02001, 02112, 02121, 02122,
02211, 02212, 02221

00010 C8, Figura 3.6(b) 01000, 01002, 01020, 01200, 01202, 01220,
01222, 02010

00011 C6, Figura 3.6(c) 00012, 00111, 00112, 00121, 00122, 00211,
00212, 00221, 02011, 02012, 02111, 20012,
20112, 20122, 20212, 21002, 21022, 21102,
21122, 21202, 21222, 22012, 22102, 22112, 22122

00100 C8, Figura 3.6(d) 00102, 00120, 02100, 20102
00101 C8, Figura 3.6(e) 01011, 01012, 01021, 01022, 02101, 21012
00110 C8, Figura 3.6(f) 01100, 01102, 01120, 01122, 00210, 02102,

02110, 02120
01001 C8, Figura 3.6(g) 01101, 01201, 02201, 02021
01010 3K2, Figura 3.6(h) ∅

01110 C8, Figura 3.6(i) 01210, 02210

Agora, seja k≥ 6. Perceba que o conjunto de vértices {u1,u2,u3,uk−1,uk,v1,v2,v3,

vk−1,vk} induz um X (C5) em X (Ck). Então, encontramos subgrafos proibidos C6,C8 ou

3K2 em X (Ck) obtendo uma contradição como no caso k = 5. Portanto, concluímos que

that H é um grafo 2-threshold, e adicionalmente H∗ é bipartido cordal. �

Pelos Teoremas 3.11, 3.14 e 3.20, vale o seguinte Corolário 3.21. Mencionamos

que, até onde sabemos, ISOMORFISMO em grafos 2-threshold é um problema em aberto.

Corolário 3.21 Seja H um grafo fortemente cordal. Existe um algoritmo que, em tempo

polinomial, ou decide se H ∈ COMP-SUB(Π /0), ou conclui que H é a união disjunta de

dois grafos split 2-threshold H1 e H2 de mesma ordem, tais que nt(H1) = nt(H2) = 1; H1

e H2 ambos contém rising-sun e co-rising-sun como subgrafos induzidos; e H∗1 e H∗2 são

bipartidos cordais.

3.1.2 Grafos de Intervalo Unitário

Tendo em vista que COMP-SUB(Π /0) pode ser resolvido em tempo linear para

grafos de intervalo (Corolário 3.6), obtemos um resultado ainda mais específico na classe
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(a) 00000 (b) 00010 (c) 00011

(d) 00100 (e) 00101 (f) 00110

(g) 01001 (h) 01010 (i) 01110

Figura 3.6: Subgrafos proibidos em X (C5).

dos grafos de intervalo unitário, que segue na Proposição 3.22. Recordamos que um grafo

de intervalo unitário é um grafo livre de {Cn+4,sun3,K1,3,net}, para todo n≥ 0.

Proposição 3.22 Seja H grafo de intervalo unitário com 2n vértices. Então H ∈

COMP-SUB(Π /0) se e somente se H ∈ {(Pℓ+Kn−ℓ)∪ (Pℓ∪Kn−ℓ),2bull}, para 1≤ ℓ≤ 4.

Prova. Primeiro, suponha que H ∈ {(Pℓ+Kn−ℓ)∪ (Pℓ ∪Kn−ℓ),2bull}, para 1 ≤ ℓ ≤ 4.

Perceba que Pℓ + Kn−ℓ é o complemento de Pℓ ∪ Kn−ℓ, para 1 ≤ ℓ ≤ 4, e o bull é

autocomplementar. Logo, H ∈ COMP-SUB(Π /0).

Suponha que H ∈ COMP-SUB(Π /0). Pela Proposição 3.3, existe uma componente

conexa de H, digamos G, com exatamente n vértices. Como H é um grafo de intervalo

unitário, então G e G também o são. Então, G (resp. G) é cordal e livre de {sun3,K1,3,net}.

Consequentemente, G (resp. G) é livre de {K1,3}= {K3∪K1}. Como G e G são cordais,

temos que G e G são split. Seja C∪ I uma partição split de V (G), onde C é é uma clique

maximal e I é um conjunto independente. Como G é um grafo de intervalo unitário split,

temos que |I| ≤ 2 [91]. Consideramos três casos: |I| ∈ {0,1,2}.

Caso 3.23 |I|= 0.

Neste caso temos que G =C = Kn. Assim, para ℓ= 1, temos H = (Pℓ+Kn−ℓ)∪

(Pℓ∪Kn−ℓ).
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Caso 3.24 |I|= 1.

Seja I = {v}. Como G é conexo, existe x ∈ C tal que vx ∈ E(G). Como C é

maximal, temos que existe y ∈ C tal que vy /∈ E(G). Mostramos que |C \NG(v)| ≤ 2.

Suponha por contradição que |C \NG(v)| ≥ 3. Isso implica que (C \NG(v))∪{v} contém

um subgrafo induzido K3∪K1, contradição.

Suponha que C \NG(v) = {y}. Temos que {v,y} induz um P2 e consequente-

mente G = P2 +Kn−2. Logo, (Pℓ+Kn−ℓ)∪ (Pℓ∪Kn−ℓ), para ℓ= 2.

Agora suponha que C \ NG(v) = {y,y
′}. Temos que {v,y,y′} induz um P3 e

consequentemente G = P3 +Kn−3. Logo, H = (Pℓ+Kn−ℓ)∪ (Pℓ∪Kn−ℓ), para ℓ= 3.

Caso 3.25 |I|= 2.

Seja I = {x,y}, X = NG(x) \NG(y) e Y = NG(y) \NG(x). Mostramos primeiro

que |X | ≤ 1 e |Y | ≤ 1. Suponha, por contradição, que ou |X | ≥ 2 ou |Y | ≥ 2. Podemos

considerar que u,v ∈ X . Temos que {u,v,x,y} induz um K3 ∪K1, contradição. O caso

|Y | ≥ 2 é análogo. Agora, considere dois sub-casos.

Caso 3.26 NG(x)∩NG(y) 6= /0.

Lembre que |X |, |Y | ∈ {0,1}. Como G é K1,3, temos que C \NG({x,y}) = /0.

Primeiro, seja |X |= 0 e |Y |= 0. Temos que G = H[{x,y}]+Kn−2 = P2 +Kn−2. Portanto

H = (Pℓ+Kn−ℓ)∪ (Pℓ∪Kn−ℓ), para ℓ= 2.

Seja |X | = 1 e |Y | = 0, com X = {v}. Neste caso, temos que G = H[{v,x,y}]+

Kn−3 = P3 +Kn−3. Logo, H = (Pℓ+Kn−ℓ)∪ (Pℓ ∪Kn−ℓ), para ℓ = 3. O caso |X | = 0 e

|Y |= 1 é similar.

Agora, seja |X | = 1 e |Y | = 1, com X = {v} e Y = {u}. Temos que G =

H[{u,v,x,y}] +Kn−4 = P4 +Kn−4 = P4 +Kn−4. Logo, H = (Pℓ+Kn−ℓ)∪ (Pℓ ∪Kn−ℓ),

para ℓ= 4.

Caso 3.27 NG(x)∩NG(y) = /0.

Sabemos que |X |, |Y | ≤ 1. Como G é conexo, então |X |, |Y |= 1.

Seja W =C\NG({x,y}). Se |W |= 0, como |X |, |Y |= 1, temos que G=P4. Logo,

H = (P4 +K0)∪ (P4∪K0).

Se |W |= 1, como |X |, |Y |= 1, temos que G = bull. Logo, H = 2bull.

Finalmente, considere |W | ≥ 2. Seja w,w′ ∈ W e NG(y) = {u}. Como

u,w,w′ /∈ NG(x) e u,w,w′ ∈ C, o conjunto {u,w,w′,x} induz um K3 ∪ K1, uma con-

tradição. �
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3.1.3 Grafos Starlike

Recordamos que um grafo starlike é um grafo livre de {P5,C4,C5,H1,H2,2P3}

(veja H1 e H2 na Figura 2.6). Nosso resultado de COMP-SUB(Π /0) para esta classe de

grafos segue na Proposição 3.28.

Proposição 3.28 Seja H um grafo starlike com 2n vértices. Então, H ∈ COMP-SUB(Π /0)

se e somente se H = (Kp +Kq)∪ (K p∪Kq), em que p+q = n.

Prova. É claro observar que H = (Kp + Kq) ∪ (K p ∪ Kq) (para p + q = n) é uma

instância-sim de COMP-SUB(Π /0). Agora, considere que H é uma instância-sim de

COMP-SUB(Π /0). Então, H pode ser decomposto em dois grafos, G e seu complemento G,

para algum grafo G, tal que o conjunto de corte M da decomposição é vazio. Além disso,

pela Proposição 3.3, existe uma componente conexa de H, digamos G, com exatamente n

vértices.

Como H é um grafo starlike, então G e G também o são. Por definição, G e G

são livres de {P5,C4,C5,H1,H2,2P3}. Como G é livre C4, obtemos que G é livre de 2K2.

Assim, G é split e G também. Considere uma partição split C∪ I de V (G), onde C é uma

clique maximal e I é um conjunto independente.

Se I = /0, então G = C e G = C. Como |V (G)| = |C| = n, temos que G = Kn e

G = Kn, logo H = (Kp +Kq)∪ (K p∪Kq), para p = n e q = 0.

Agora, considere que I 6= /0. Como C é maximal, |C| ≥ 2. Mostramos na Afirma-

ção 3.29 que G é um grafo cluster, isto é, um grafo livre de P3, ou equivalentemente, uma

união disjunta de cliques. A seguir, mostramos que G tem no máximo uma clique com

dois ou mais vértices.

Afirmação 3.29 G é um grafo cluster.

Prova. (da Afirmação 3.29). Suponha por contradição, que G não é um grafo cluster.

Então, existem u,v,w ∈ V (G) tais que {u,v,w} induz um P3 em G. Podemos considerar

que uv,uw ∈ E(P3) e vw /∈ E(P3). Como H[{u,v,w}] ≃ P3, os três vértices u,v,w não

pertencem simultaneamente ao conjunto intependente C de G nem à clique I de G. Além

disso, perceba que u ∈C implica v,w ∈ I, o que contradiz o fato de que I é uma clique de

G, assim u ∈ I.

Suponha, sem perda de generalidade, que w ∈ C. Se u é um vértice universal

em G então G é desconexo, uma contradição. Assim, u ∈ I, e existe w′ ∈ C tal que

uw′ /∈ E(G), então {u,w,w′} induz um P3 em G. Consequentemente, G∪G não é livre de

P3, uma contradição. �

Pela Afirmação 3.29, temos que G é uma união disjunta de cliques. Sejam

G1, . . . ,Gℓ as componentes conexas de G. Como G é split, temos que G é livre de
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2K2. Isso implica que existe no máximo um i ∈ {1, . . . , ℓ}, tal que |V (Gi)| ≥ 2. Como

|V (G)| = n, para p+ q = n, definimos ∑ j∈{1,...,ℓ}\{i} |V (G j)| = p e |V (Gi)| = q. Logo,

G = K p∪Kq e G = K p∪Kq = Kp +Kq. Portanto, H = (Kp +Kq)∪ (K p∪Kq), comple-

tando a prova. �

3.1.4 Grafos Bloco

Lembramos que um diamond é o grafo obtido pela remoção de exatamente

uma aresta do grafo K4. Um grafo bloco é livre de {diamond,Cn+4}, para todo n ≥ 0.

Especialmente nesta subseção, para facilitar a legibilidade, denotamos por Sn o grafo

bipartido completo K1,n−1, que corresponde a uma estrela com n vértices. Caracterizamos

na Proposição 3.30 instâncias-sim de COMP-SUB(Π /0) quando H é um grafo bloco.

Proposição 3.30 Seja H um grafo bloco com 2n vértices. Então H ∈ COMP-SUB(Π /0) se

e somente se H ∈ {Kn∪Kn,Sn∪Sn,2P4,2bull, (Sn−1∪K1)∪ (Sn−1∪K1)}.

Prova. Seja H um grafo bloco. Se H ∈ {Kn∪Kn,Sn∪Sn,2P4,2bull,(Sn−1∪K1)∪ (Sn−1∪

K1)}, então é simples obter uma decomposição complementar de H em cada caso.

A seguir, suponha que H ∈ COMP-SUB(Π /0). Então H pode ser decomposto em

dois grafos, G e seu complemento G, para algum grafo G, tal que o conjunto de corte

M da decomposição é vazio. Além disso, pela Proposição 3.3, H tem uma componente

conexa, digamos G, de ordem n.

Como H é um grafo bloco, então G e G são grafos bloco. Por definição, G e G

são livres de {diamond,Cℓ+4}, para todo ℓ ≥ 0. Como G (resp. G) é livre de {C4,C5},

então G (resp. G) é livre de 2K2. Logo G e G são grafos split. Seja C∪ I uma partição

de V (G) onde C é uma clique e I é um conjunto independente. Se |I|= 0 (resp. |C|= 0),

então H = Kn∪Kn.

Agora, considere que |I|, |C| ≥ 1.

Afirmação 3.31 Seja G = (C∪ I,E) um grafo bloco split conexo. Então, para todo v ∈ I,

dG(v) ∈ {1, |C|}.

Prova. (da Afirmação 3.31). Como G é conexo, temos que dG(v) > 0. Suponha por

contradição que existe v ∈ I, tal que dG(v) /∈ {1, |C|}. Então, temos que 1 < dG(v)< |C|.

Como dG(v) < |C|, existe u ∈ C tal que uv /∈ E(H). Como dG(v) > 1, existem x,y ∈ C

tais que x,y ∈ NG(v). Como xy ∈ C, então xy ∈ E(G). Isso implica que H[{u,v,x,y}] é

isomorfo a um diamond, uma contradição. �

Se |C|= 1, então, para todo v ∈ I, dG(v) = 1. Isso implica que H = Sn∪Sn.
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Agora, considere que C é maximal, e seja |C| = 2. Este caso segue na Afirma-

ção 3.32.

Afirmação 3.32 Seja G = (C ∪ I,E) um grafo bloco split conexo. Se C é maximal e

|C|= 2, então G ∈ {P4,Sn}.

Prova. (da Afirmação 3.32). Suponha, por contradição, que G /∈ {P4,Sn}. Seja C = {x,y}

uma clique maximal de G. Recordamos que I 6= /0. Como G é conexo, e C é maximal,

temos que todo vértice em I tem grau exatamente um. Considere que I = {v}. Então, ou

vx ∈ E(G) ou vy ∈ E(G).

Se vx∈ E(G) (resp. vy∈ E(G)) então G é uma estrela, contradição. Então, existe

v′ ∈ I \{v} tal que ou v′x ∈ E(G) ou v′y ∈ E(G). Se NG(v
′)∩NG(v) 6= /0, então G é uma

estrela, contradição. Caso contrário, H[{v,v′,x,y}] é isomorfo a um P4, contradição.

Agora, suponha que existe w ∈ I \ {v,v′}. Como |C| = 2, então dois vértices

de {v,v′,w} tem a mesma vizinhança em C. Se NG(v) ∩ NG(v
′) ∩ NG(w) 6= /0, então

G é uma estrela, contradição. Caso contrário, sem perda de generalidade, considere

que vx,v′x ∈ E(G) e wy ∈ E(G). Assim, temos que H[{v,v′,w,y}] ≃ K2 ∪ 2K1 em G,

logo {v,v′,w,y} induz um diamond em G, uma contradição. Portanto, se |C| = 2, então

G ∈ {P4,Sn}. �

Finalmente, o Caso |C| ≥ 3 segue na Afirmação 3.33.

Afirmação 3.33 Seja G = (C ∪ I,E) um grafo bloco split conexo. Se C é maximal e

|C| ≥ 3, então G ∈ {bull,Sn−1∪K1}.

Prova. (da Afirmação 3.33). Suponha, por contradição, que G /∈ {bull,Sn−1∪K1}. Como

|C| ≥ 3, existem x,y,z ∈C. Como G 6= bull, então ou (a) |C| > 3, ou (b) |C| = 3 e neste

caso se I = {v,v′} então NG(v)∩NG(v
′) 6= /0.

Em ambos os casos, se |I|= 1, então G é Sn−1∪K1, contradição. Então, considere

|I| ≥ 2.

No Caso (a), temos |C| > 3. Lembre que I 6= /0. Como G é conexo, e G 6=

Sn−1∪K1, então |I| ≥ 2. Além disso, temos que existem v,v′ ∈ I. Como |C| > 3, existe

uma aresta xy ∈ E(H[C]) tal que x,y /∈ NG({v,v
′}). Logo, H[{v,v′,x,y}] ≃ K2∪2K1, e G

contém um diamond, contradição.

No Caso (b), se I = {v,v′}, então NG(v)∩NG(v
′) 6= /0. Suponha, sem perda de

generalidade, que z ∈ NG(v) ∩ NG(v
′). Como xy ∈ E(G), temos que {v,v′,x,y} induz

um K2 ∪ 2K1 em G, assim G possui um diamond, uma contradição. Agora, considere

|I| ≥ 3, e seja v,v′,v′′ ∈ I. Suponha que NG({v,v
′}) ∩ NG(v

′′) = /0. Isso implica que

{v,v′}∪NG[v
′′] contém um subgrafo induzido K2∪2K1, contradição. Considere NG(v)∩

NG(v
′)∩NG(v

′′) = {z}. Assim temos que {v,v′,x,y} induz um K2∪2K1, contradição.
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Portanto, G ∈ {bull,Sn−1∪K1}. �

Pela Afirmação 3.32 temos que H ∈ {2P4,Sn∪ Sn}. Pela Afirmação 3.33 temos

que H = 2bull ou H = (Sn−1∪K1)∪ (Sn−1∪K1), o que completa a prova. �

3.1.5 Grafos Split

Enquanto ISOMORFISMO é GI-completo considerando grafos split [10], fecha-

mos a Seção 3.1 mostrando na Proposição 3.34 uma caracterização de grafos split H aos

quais H ∈ COMP-SUB(Π /0).

Proposição 3.34 Seja H ∈ COMP-SUB(Π /0) um grafo split. Então H = Kn∪Kn.

Prova. Seja H = (C∪ I,E) um grafo split de ordem 2n. Se H = Kn∪Kn, então claramente,

uma decomposição de H pode ser definida por G=Kn e G=Kn. Logo, H é uma instância-

sim de COMP-SUB(Π /0). Resta mostrar que se H é uma instância-sim de COMP-SUB(Π /0),

então H = Kn∪Kn.

Suponha que H é uma instância-sim de COMP-SUB(Π /0). Pela Proposição 3.3,

existe uma componente conexa H1 de H com exatamente n vértices. Seja G = H1 e

G = H[V (H) \V (H1)]. Suponha, por contradição, que G não é uma clique. Então, exis-

tem u,v ∈ V (G) tais que uv /∈ E(G). Como G é o complemento de G, temos que existe

uma aresta em G. Isso implica que 2K2 é um subgrafo de H, uma contradição, como H

é split. Logo, G é uma clique com n vértices e G é um conjunto independente com n

vértices. Portanto H = Kn∪Kn. �

3.2 Quando M induz um grafo bipartido completo

Nesta seção consideramos ΠKn,n como a propriedade em que M induz um grafo

bipartido completo, isto é, M contém todas as arestas possíveis entre G e G. Muitos dos

resultados obtidos para COMP-SUB(Π /0) podem ser aplicados para COMP-SUB(ΠKn,n).

Tal equivalência é apresentada no Lema 3.35.

Lema 3.35 Seja C uma classe de grafos. Então COMP-SUB(Π /0) em C é polinomialmente

equivalente a COMP-SUB(ΠKn,n) na classe complementar de C .

Prova. Seja H ∈ C . Temos que H ∈ co-C .

Suponha que H é uma instância-sim de COMP-SUB(Π /0). Então H pode ser

decomposto em dois grafos, G e seu complemento G, para algum grafo G, tal que o
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conjunto de corte M da decomposição é vazio. Isso implica que H é a união disjunta

G∪G e então H = G∪G. Logo, H é dado pelo join G+G.

Suponha que H é uma instância-sim de COMP-SUB(ΠKn,n). Então H pode ser

decomposto em dois subgrafos complementares A e B, para algum grafo A, de tal forma

que o conjunto de corte M da decomposição induz um grafo bipartido completo. Pela

definição de complemento, como, para todo u ∈ A e para todo v ∈ B, uv ∈ E(H); temos

que uv /∈ E(H). Logo, H é a união disjunta de A e B. Como A = B e B = A, segue que H

pode ser decomposto em dois subgrafos complementares B e A com nenhuma aresta entre

B e A. Portanto, o conjunto de corte M da decomposição é vazio, e H é uma instância-sim

de COMP-SUB(Π /0).

A prova de COMP-SUB(ΠKn,n) ∝ COMP-SUB(Π /0) segue de forma análoga. �

A partir dos Lemas 3.6 e 3.35, e das Proposições 3.22–3.34 concluímos que o

problema COMP-SUB(ΠKn,n) pode ser resolvido em tempo polinomial para as seguintes

classes:

• grafos de permutação;

• cografos;

• grafos de comparabilidade;

• grafos de co-comparabilidade;

• grafos de intervalo;

• grafos de co-intervalo;

• grafos split;

• grafos co-bloco;

• grafos co-starlike;

• grafos co-intervalo unitário.

3.3 Quando M é um emparelhamento perfeito

Sejam H = (V,E) um grafo e (A,B) uma partição de V (H) =A∪B com |A|= |B|.

Denotamos por ΠPERF a propriedade de arestas que denota um emparelhamento perfeito

entre vértices de A e B. No caso das propriedades de arestas Π /0 e ΠKn,n abordadas

nas Seções 3.1 e 3.2, respectivamente, o particionamento das instâncias-sim de COMP-

SUB eram imediatos. Mais especificamente por exemplo, se H ∈ COMP-SUB(Π /0) então

H possui uma componente H ′ conexa com n vértices, o que define a partição a ser

considerada (H ′,V (H)\V (H ′)), restando tratar o isomorfismo entre H ′ e V (H)\V (H ′).

Vale mencionar que existem grafos H instâncias sim de COMP-SUB(ΠPERF) que

admitem mais de um emparelhamento perfeito de corte, e desta forma podem admitir mais
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de uma partição possível. Por exemplo, no grafo H1 da Figura 3.7, M = {uivi : 1≤ i≤ 5} e

M′= {v2v1,u2u1,u3v3,u4u5,v4v5} são dois emparelhamentos perfeitos de corte possíveis.

Note que a partição (A,B) definida por M tem H1[A] ≃ H1[B] ≃ bull enquanto que a

partição (A′,B′) definida por M′ tem H1[A
′]≃H1[B

′]≃ bull. Já no grafo H2 da Figura 3.7,

temos também dois emparelhamentos perfeitos definidos por M = {uivi : 1 ≤ i ≤ 5}

e M′ = {v2v1,u2u1,u3v3,u4u5,v4v5}, porém a partição (A,B) definida por M implica

H2[A]≃ house e H2[B]≃ P5, logo H2[A]≃H2[B]; enquanto que a partição (A′,B′) definida

por M′ atesta H2[A
′]≃ bull e H2[B

′]≃C5, em que H2[A
′] 6≃ H2[B′].

Figura 3.7: Emparelhamentos perfeitos de corte podem não ser

únicos.

Os exemplos acima descritos nos dão indícios de que, mesmo sabendo particio-

nar o grafo de entrada H, a fim de resolver COMP-SUB(ΠPERF), ainda pode ser necessário

determinar ISOMORFISMO entre uma partição e o complemento da outra. Em vista disso,

nos atemos em algumas classes restritas de grafos ou que ISOMORFISMO ou que o parti-

cionamento pudesse ser determinado em tempo polinomial.

Mostramos a seguir alguns resultados de caracterizações de grafos H que perten-

cem à COMP-SUB(ΠPERF), quando o grafo de entrada H é um cografo, um grafo cordal

ou um grafo distância hereditária. Estes resultados seguem nas Proposições 3.36, 3.38

e 3.39, respectivamente.

Proposição 3.36 Seja H um cografo de ordem 2n. Então, H ∈ COMP-SUB(ΠPERF) se e

somente se H = K2.

Prova. Seja H um cografo. Trivialmente, se H é um K2, então H ∈ COMP-SUB(ΠPERF).

Suponha que H ∈ COMP-SUB(ΠPERF), e por contradição que H 6= K2. Pela

definição do problema, existe uma decomposição complementar (H1,H2) de H, na qual

o conjunto de corte M da decomposição é um emparelhamento perfeito entre vértices

de V (H1) e V (H2). Seja M = {u1v1, . . . ,unvn} onde ui ∈ V (H1) e vi ∈ V (H2), para todo

1≤ i≤ n.
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Sejam i, j ∈ {1, . . . ,n} tais que uiu j ∈ E(H1). Sabemos que uiv j /∈ E(H) sempre

que i 6= j. Como H é livre de P4, obtemos que uiu j ∈ E(H1) se e somente se viv j ∈ E(H2),

para todos i, j ∈ {1, . . . ,n} distintos. Isso implica que H1 ≃ H2, então H1 ≃ H1, i.e., H1 é

autocomplementar.

Como um cografo é conexo se e somente se seu complemento é deconexo [44],

concluímos que H1 não pode ser autocomplementar, uma contradição. �

A partir da Proposição 3.36 obtemos o seguinte corolário.

Corolário 3.37 O único cografo prisma complementar é K1K1.

Proposição 3.38 Seja H um grafo cordal de ordem 2n. Então, H ∈ COMP-SUB(ΠPERF)

se e somente se H = KnKn.

Prova. Seja H um grafo cordal. Claramente, se H =KnKn, então H ∈ COMP-SUB(ΠPERF).

Considere que H ∈ COMP-SUB(ΠPERF). Então, existe uma decomposição H1,H2

de H, na qual H2 = H1 e o conjunto de corte M da decomposição é um emparelhamento

perfeito entre vértices em V (H1) e V (H2). Seja M = {u1v1, . . . ,unvn} onde ui ∈ V (H1) e

vi ∈V (H2), para todo 1≤ i≤ n. Suponha, por contradição, que H 6= KnKn.

Podemos assumir que existem i, j,k, l ∈ {1, . . . ,n} tais que uiu j ∈ E(H1) e

vkvl ∈ E(H2). Como M é um emparelhamento perfeito e H é cordal, temos que

viv j /∈ E(H2) e ukul /∈ E(H1). Então, obtemos que upvq ∈ E(H1) se e somente se

vpvq /∈ E(H2), para todo p,q ∈ {1, . . . ,n} distinto. Além disso, H ser cordal implica que

não existe caminho entre vi,v j em H2, nem entre uk,ul em H1. Consequentemente ambos

H1 e seu complemento H2 são desconexos, uma contradição. �

Nosso próximo resultado caracteriza grafos distância-hereditária instâncias-sim

de COMP-SUB(ΠPERF), apresentado na Proposição 3.39. Para tal resultado, seja H3 o

grafo da Figura 3.8. Lembramos que um grafo distância-hereditária é um grafo livre de

{domino, house,gem,Ck+5}, para todo k ≥ 0.

Figura 3.8: Grafo H3.

Proposição 3.39 Seja H um grafo distância-hereditária de ordem 2n. Então, H ∈

COMP-SUB(ΠPERF) se e somente se H ∈ {KnKn,H3}.



3.3 Quando M é um emparelhamento perfeito 61

Prova. Seja H um grafo distância-hereditária. Claramente, se H = KnKn, então H ∈

COMP-SUB(ΠPERF). Seja H3 com V (H3) = {u1,u2,u3,v1,v2,v3} rotulado como na Fi-

gura 3.8, V1 = {u1,u2,u3}, e V2 = {v1,v2,v3}. Claramente H[V1] ≃ H[V2], então V1 e V2

definem uma partição complementar de V (H). Logo, H3 ∈ COMP-SUB(ΠPERF).

Agora, suponha que H ∈ COMP-SUB(ΠPERF). Por definição, existe uma decom-

posição H1,H2 de H, na qual H2 ≃ H1 e o conjunto de corte M da decomposição é um

emparelhamento perfeito entre vértices de V (H1) e V (H2). Seja M = {u1v1, . . . ,unvn}

onde ui ∈V (H1) e vi ∈V (H2), para todo 1≤ i≤ n. Começamos mostrando que H2 é um

grafo livre de {P3,K3}.

Afirmação 1. Se H1 é conexo, então H2 é um grafo livre de {P3,K3}.

Prova da Afirmação 1. Suponha, por contradição, que H2 contém (I) um P3 induzido ou

(II) um K3 induzido.

(I) Sejam i, j,k ∈ {1, . . . ,n} distintos, tais que viv j,v jvk ∈ E(H2) e vivk /∈ E(H2).

Como H1 é conexo, existe um (up,uq)-caminho em H1, para todo p,q ∈ {i, j,k}. Como H

não contém um ciclo induzido com 5 ou mais vértices, segue que distH1(ui,u j)≤ 1. Como

H1 é conexo, ui e u j pertencem à mesma componente conexa de H1, então uiu j ∈ E(H1).

Com um argumento similar, obtemos que u juk ∈ E(H1). Novamente, como H é livre de

C5, uiuk /∈ E(H1). Porém, o conjunto {ui,u j,uk,vi,v j,vk} induz um domino em H, uma

contradição.

(II) Sejam i, j,k ∈ {1, . . . ,n} distintos, tais que {vi,v j,vk} induz um K3 em H2.

Neste caso, temos que cada um dos vértices ui,u j e uk devem pertencer a componentes

conexas distintas de H1, caso contrário {ui,u j,uk,vi,v j,vk} induz um house em H. Assim,

temos uma contradição já que H1 é conexo. �

Pela Afirmação 1, H2 é livre de {P3,K3}, isto é, H2 ≃ pK1∪qK2, onde p+q = n.

Para o restante da prova, os casos considerados dizem respeito à p e q.

Afirmação 2. Se q≥ 2 e p≥ 0, então para toda aresta e ∈ E(H1), e pertence a um K3 ou

a um C4 em H1.

Prova da Afirmação 2. Seja H2 = A ∪ B, onde A = pK1 e B = qK2. Como H ∈

COMP-SUB(ΠPERF), H1 é o complemento de H2. Então H1 = A+B, onde A = Kp e B

é um grafo completo q-partido.

Como V (A) é uma clique, é imediato que para toda aresta e ∈ E(A), e pertence a

um K3.

Se q = 2, então B≃C4 e toda aresta e ∈ E(B) pertence a um C4. Caso contrário,

para todo x ∈V (B), existem dois vértices adjacentes u,v ∈ NB(x). Então, para toda aresta

e ∈ E(B), e pertence a um K3.
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Seja xy ∈ E(H1) tal que x ∈ A e y ∈ B. Como x é adjacente a todo vértice

em B, existem dois vértices adjacentes u,v ∈ NB(x). Então xy pertence a um K3. Logo,

concluímos que para toda aresta e ∈ E(H1), e pertence a um K3 ou a um C4. �

Agora, seja viv j ∈ E(H2) (como q > 0 tal aresta existe). Dado que H1 é conexo

e H é livre de ciclos com 5 ou mais vértices, temos que uiu j ∈ E(H1). Pela Afirmação 2,

temos que uiu j pertence a um K3 ou a um C4 em H1. No primeiro caso, H contém um

house induzido, uma contradição. No segundo, H contém um domino induzido, também

uma contradição.

Agora, sejam q = 1 e p≥ 1 (se p = 0 então H1 seria desconexo).

Se p≥ 2, por argumentação similar à Afirmação 2, obtemos que para toda aresta

e ∈ E(H1), e pertence a um K3. Então, considere p = 1.

Neste caso, H1≃P3. Novamente, seja viv j ∈E(H2) (como q> 0 tal aresta existe).

Como H é livre de ciclos com 5 ou mais vértices, temos que uiu j ∈ E(H1). Então H deve

ser isomorfo ao grafo H3.

Finalmente, sejam q = 0 e p≥ 0. Neste caso, V (H2) é um conjunto independente

com n vértices, então H1 ≃ Kn. Portanto H = KnKn, o que completa a prova. �

No Teorema 3.41, mostramos que o problema COMP-SUB(ΠPERF) é GI-difícil.

Este resultado recorre ao Lema 3.40.

Lema 3.40 Sejam H um grafo, uv ∈ E(H) e M um emparelhamento de corte de H. Se uv

está contida em um K3, então uv /∈M.

Prova. Suponha que uv está contida em um K3 e, por contradição, que uv ∈ M. Seja

w ∈ NH(u)∩NH(v) e M = [A,B]. Como M é um emparelhamento de corte de H e uv ∈M,

podemos supor que u ∈ A e v ∈ B. Note que ou w ∈ A ou w ∈ B. Se w ∈ A, temos que v

tem dois vizinhos em A, uma contradição. Similarmente, se w ∈ B, u tem dois vizinhos

em B, contradição. �

Teorema 3.41 COMP-SUB(ΠPERF) é GI-difícil.

Prova. Seja (A,B) uma instância de ISOMORFISMO, com |V (A)| = n e |V (B)| = n.

Sejam A0 = {v ∈ V (A) : degA(v) = 0} e B0 = {V ∈ V (B) : degB(v) = 0}. Como H[A0]

e H[B0] não possuem arestas, qualquer mapeamento ϕ : A0 → B0 é um isomorfismo, já

que uv ∈ E(H[A0])↔ ϕ(u)ϕ(v) ∈ E(H[B0]), para quaisquer u,v ∈ A0, é satisfeita por

vacuidade. Desta forma, podemos assumir que A e B não possuem vértices isolados.

Mostramos que ISOMORFISMO ∝ COMP-SUB(ΠPERF). A partir da instância

(A,B) de ISOMORFISMO, construímos uma instância H de COMP-SUB(ΠPERF) como

segue (observe a Figura 3.9 para um exemplo). Sejam G1 o grafo diamond obtido por
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um grafo completo com 4 vértices {u1, . . . ,u4} e a remoção da aresta u3u4, e G2 o grafo

P2∪2P1 com 4 vértices {v1, . . . ,v4} e aresta v1v2. Primeiro, obtenha H pela união disjunta

de A, B, G1 e G2. Denote arbitrariamente V (A) = {a1, . . . ,an} e V (B) = {b1, . . . ,bn}. Em

seguida, adicione a H as seguintes arestas:

• uivi, para todo 1≤ i≤ 4;

• aibi, para todo 1≤ i≤ n;

• aiu1,aiu2, para todo 1≤ i≤ n;

• biv1,biv2, para todo 1≤ i≤ n;

Figura 3.9: Construção utilizada para a prova do Teorema 3.41.

Observe que esta construção pode ser realizada em tempo polinomial. Antes da

parte principal da prova, mostramos a Afirmação 3.42, que diz respeito à unicidade da

existência de um emparelhamento de corte em H obtido pela contrução descrita.

Afirmação 3.42 Se H é o grafo obtido pela construção acima, então M = {aibi,u jv j :

1≤ i≤ n, 1≤ j ≤ 4} é o único emparelhamento perfeito de corte de H.

Prova. (da Afirmação 3.42). Seja M um emparelhamento perfeito de corte de H. Pelo

Lema 3.40, qualquer aresta contida em um K3 não deve ser aresta de um emparelhamento

perfeito de corte de H. Assim, mostramos que toda aresta de H1 está contida em um K3.

Para H2 o argumento é similar.

Primeiro, observe que {u1,u2,u3} e {u1,u2,u4} induzem K3 em H1. Logo

toda aresta de G1 está contida em um K3. Agora, sejam a ∈ A e x ∈ {u1,u2}. Como

w ∈ NH1(a)∩NH1(x), para w ∈ {u1,u2} \ {x}, ax está contida no grafo K3 induzido por

{a,x,w}. Por fim, sejam a,a′ ∈ A. Como u1 ∈ NH1(a)∩NH1(a
′), obtemos que aa′ está

em um K3 induzido por {a,a′,u1} em H1. A partir disso, concluímos que toda aresta

de H1 está contida em um K3, e assim, pelo Lema 3.40, M ∩ E(H1) = /0. De maneira



3.3 Quando M é um emparelhamento perfeito 64

análoga, obtemos que M∩E(H1) = /0. Portanto, como M é um emparelhamento perfeito

de corte de H, |M| = n+ 4 e as únicas arestas de H que não estão contidas em K3 são

E(H)\ (E(H1)∪E(H2)), obtemos que M = {aibi,u jv j : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ 4} é o único

emparelhamento perfeito de corte de H. �

Neste momento, provamos que (A,B) é uma instância-sim de ISOMORFISMO se

e somente se H é uma instância-sim de COMP-SUB(ΠPERF).

Suponha que A ≃ B e seja ϕ : V (A)→ V (B) uma função de isomorfismo de A

para B. Observe que A≃ B e G1 ≃ G2. Pela construção, H2 é dado por B = B e G2 = G1

juntamente com, para todo b ∈ B, v1b,v2b /∈ E(H2), e v3b,v4b ∈ E(H2). Logo, a função

ϕ′ : V (G2)→V (G1) definida por

v1 7→ u3,

v2 7→ u4,

v3 7→ u1,

v4 7→ u2

juntamente com o mapeamento ϕ definem um isomorfismo entre H1 e H2. Portanto, H é

uma instância-sim de COMP-SUB(ΠPERF).

Agora, suponha que H é uma instância-sim de COMP-SUB(ΠPERF). Pela Afir-

mação 3.42, M = {aibi,u jv j : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ 4} é o único emparelhamento perfeito

de corte de H. Como H1 ≃ H2, resta mostrar que A ≃ B. Seja ϕ : V (H1)→ V (H2) uma

função de isomorfismo entre H1 e H2.

Note que, como A e B = B não possuem vértices isolados, pela construção,

degH1(a) ≥ 3, para todo a ∈ A, e degH2
(b) ≥ 3, para todo b ∈ B. A respeito de V (G1),

temos degH1(a)≤ degA(a)+2 = n+1, para todo a ∈ A, degH1(u1) = degH1(u2) = n+3

e degH1(u3) = degH1(u4) = 2. No caso de V (G2) temos degH2
(b)≤ degB(b)+2 = n+1,

para todo b ∈ B, degH2
(v1) = degH2

(v2) = 2 e degH2
(v3) = degH2

(v4) = n+3.

Tendo em vista as definições dos graus acima e, por hipótese, a função ϕ define

um isomorfismo entre A e B, temos que ϕ deve mapear V (G1)→V (G2) e o mapeamento

ϕ′ ⊆ ϕ tal que ϕ′ : A→ B define um isomorfismo entre A e B. �

Para finalizar este capítulo, consideramos uma variação do problema

COMP-SUB(ΠPERF), na qual explicitamos a classe de grafo a que deve pertencer um

dos grafos da decomposição complementar.



3.3 Quando M é um emparelhamento perfeito 65

PARTIÇÃO EM SUBGRAFOS COMPLEMENTARES RESTRITOS (RESTRICTED-

COMP-SUB(Π))

Instância: Um grafo H = (V,E), uma propriedade de arestas Π, e uma classe de

grafos C .

Pergunta: O grafo H pode ser decomposto em dois grafos H1 e H2, em que H1 ∈ C ,

H2 = H1, e o conjunto de corte M da decomposição satisfaz Π?

Teorema 3.43 Sejam H um grafo de ordem 2n e C a classe dos cografos. Decidir se

H ∈ RESTRICTED-COMP-SUB(ΠPERF) tal que H1 ∈ C pode ser resolvido em tempo

polinomial.

Prova. Para esta prova considere o Algoritmo 3.1. Lembramos que ISOMORFISMO pode

ser resolvido em tempo linear para cografos. Assim, dado que selecionamos n vértices

para H1, podemos checar em tempo linear se H1 ≃ H[V (H)\V (H1)]. Então, mostramos

como encontrar em tempo polinomial todas as partições candidatas V1 ∪V2 de V (H),

tais que H[V1] = H1 é um cografo e u ∈ V1 tem exatamente um vértice adjacente

em V2. Para então checarmos se H1 ≃ H[V (H)\V (H1)] e obtermos a solução para

RESTRICTED-COMP-SUB(ΠPERF).

Primeiro, faremos algumas observações. Podemos assumir que H1 é conexo. Se

H ∈ COMP-SUB(ΠPERF), e H1 é um cografo, temos que distH1(u,v)≤ 2, para todo u,v ∈

V (H1). Como H1 é conexo, então H2 é desconexo [44]. Assim, existem x,y ∈V (H2) tais

que x e y estão em componentes conexas distintas de H2. Isso implica que distH(x,y) ≤

distH1(u,v)+ 2, então diam(H) ≤ 4. Se o grafo de entrada H é livre de P4, isto é, H é

um cografo, temos pela Proposição 3.36 que H ∈ RESTRICTED-COMP-SUB(ΠPERF) se e

somente se H = K2. Assim, assumimos que H tem um P4 induzido.

O Algoritmo 3.1 procede incluindo nos conjuntos de vértices V1 e V2 os vértices

que garantidamente estão em uma solução viável, dadas as definições de cografos e do

emparelhamento M procurado. Dizemos que v ∈ V (H) é um vértice não identificado,

se v ainda não foi incluído na solução viável, isto é, se v ∈ V (H) \ (V1∪V2). Para evitar

repetição de código, definimos um conjunto de instruções chamado CHEQUE-PARTIÇÃO-

CONCLUÍDA, que adiciona o restante dos vértices não identificados ao conjunto V2 e

retorna V1,V2, caso todas as três condições a seguir sejam satisfeitas:

(i) H[V1] e H[V2] são cografos; e

(ii) o conjunto de arestas de corte [V1,V2] é um emparelhamento perfeito; e

(iii) H[V1] é isomorfo a H[V2].

Agora, procedemos com o Algoritmo 3.1.
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Algoritmo 3.1: PARTICIONANDO-H-EM-COGRAFOS

Entrada: Um grafo H com diam(H)≤ 4.

Saída: Partição V1,V2 de V (H) tal que H[V1] e H[V2] são cografos complementares, ou NÃO caso

V (H) não seja particionável.

1 para cada P4 induzido: v1u1u2v2 de H faça

2 Seja Ni = {v ∈V (H)\ (V1∪V2) : distH\{v1,v2}(v,{u1,u2}) = i}

3 V1 := N1∪{u1,u2}

4 V2 := N3∪{v1,v2}

5 enquanto existe x ∈V (H)\ (V1∪V2) tal que |NV1(x)| ≥ 2 faça

6 adicione x a V1

7 CHEQUE-PARTIÇÃO-CONCLUÍDA

8 Denote V1 \{u1,u2} por {y1, . . . ,yk}

9 Sejam G1, . . . ,Gℓ as componentes de G = H[N2 \ (V1∪V2)]

10 Denote NG(yi) por Li, para todo i ∈ [k]

11 para cada i ∈ [k], tal que |Li|= 1 faça

12 Seja j ∈ [ℓ] tal que Li∩V (G j) 6= /0

13 adicione V (G j) a V2

14 enquanto existem i ∈ [k] e j ∈ [ℓ], tais que |Li∩V (G j)| ≥ 2 faça

15 adicione V (G j) a V1

16 para cada j ∈ [ℓ], tal que G j tem dois vértices não adjacentes faça

17 adicione V (G j) a V2

18 CHEQUE-PARTIÇÃO-CONCLUÍDA

19 Seja G′ o subgrafo de G com vértices ainda não identificados

20 Sejam IG′ = {i ∈ [k] : Li∩V (G′) 6= /0} e JG′ = { j ∈ [ℓ] : G j ∩V (G′) 6= /0}

21 se existe i ∈ IG′ tal que |Li∩V (G′)| ≥ 3 então

22 se |IG′ | ≥ 2 então

23 retorna NÃO

24 senão

25 para cada z ∈ Li∩V (G′) faça

26 adicione z a V2

27 adicione V (G′)\{z} a V1

28 CHEQUE-PARTIÇÃO-CONCLUÍDA

29 senão

30 se |JG′ | ≥ 3 então

31 Seja j ∈ JG′ tal que, para todo i ∈ IG′ , Li∩V (G j) 6= /0

32 adicione V (G j) a V1

33 adicione V (G′)\V (G j) a V2

34 CHEQUE-PARTIÇÃO-CONCLUÍDA

35 senão

36 para cada j ∈ JG′ faça

37 adicione V (G j) a V1

38 adicione V (G′)\V (G j) a V2

39 CHEQUE-PARTIÇÃO-CONCLUÍDA

40 retorna NÃO
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Para a prova de corretude do Algoritmo 3.1 procedemos com algumas afirma-

ções. Na Afirmação 1 mostramos que se H ∈ RESTRICTED-COMP-SUB(ΠPERF), então é

possível escolher vértices de um P4 induzido em H para inicializar os conjuntos V1 e V2.

Afirmação 1. Seja H um grafo contendo um P4 induzido v1u1u2v2. Se H ∈

RESTRICTED-COMP-SUB(ΠPERF), então existe uma partição complementar (H1,H2)

de H tal que u1,u2 ∈V (H1) e v1,v2 ∈V (H2).

Prova da Afirmação 1. Por contradição, suponha que uiu j ∈ E(H1), implica que viv j ∈

E(H2), para i, j ∈ [n] distintos. Desta forma, temos que H1 ≃ H2. Como H1 é conexo

se e somente se H2 é desconexo, obtemos que H2 não é o complemento de H1, uma

contradição. �

Seja M o conjunto de arestas de corte sendo construído pelo Algoritmo 3.1. A

partir da Afirmação 1, inicializamos V1 com u1,u2 e V2 com v1,v2. Além disso, como

as arestas u1v1,u2,v2 ∈M, temos que todo vértice em NH({u1,u2})\{v1,v2} = N1 deve

pertencer a V1. Desta forma, a completa inicialização de V1 é dada por V1 = N1∪{u1,u2}.

Em relação à inicialização de V2, como H[V1] deve ser um cografo, para qualquer vértice

v ∈V1, dist(v,{u1,u2})≤ 2, temos que N3 ⊆V2. Logo V2 = N3∪{v1,v2}.

Dada a inicialização de V1 e V2 prosseguimos com algumas configurações que

permitem com exatidão determinar vértices ainda não identificados que devem pertencer

a V1 e a V2.

Afirmação 2. Seja x ∈V (H)\ (V1∪V2). Se |NV1(x)| ≥ 2, então x ∈V1.

Prova da Afirmação 2. Se um vértice x ainda não identificado tem pelo menos dois

vizinhos em V1, pela definição de emparelhamento perfeito de corte, x deve pertencer a V1

(em caso contrário x teria dois ou mais vizinhos na partição oposta, uma contradição).�

Denotamos V1 \ {u1,u2} por {y1, . . . ,yk}. Sejam G1, . . . ,Gℓ as componentes

conexas do grafo G = H[N2 \ (V1 ∪V2)] e considere NG(yi) como Li, para todo i ∈ [k].

Chamamos Li de linha i de G. Veja na Figura 3.10 uma representação do grafo G.

Após a execução das Linhas 5–6, temos que para todo vértice x ∈ V (H) \ (V1∪

V2), x tem no máximo 1 vizinho em V1. Assim, temos que, para todo x ∈V (G), existe um

único i ∈ [k] tal que xyi ∈ E(H). Em outras palavras, os conjuntos de vértices L1, . . . ,Lk

são disjuntos dois a dois. Na próxima afirmação, mostramos que dada uma componente

G j de G, seus vértices não podem estar em partições opostas, isto é, ou todos os vértices

de G j pertencem a V1 ou todos os vértices de G j pertencem a V2.

Afirmação 3. Seja G j uma componente conexa de G, para algum j ∈ [ℓ]. Então, ou

V (G j)⊆V1 ou V (G j)⊆V2.

Prova da Afirmação 3. Suponha, por contradição, que existam dois vértices w,w′ ∈V (G j)

tais que w ∈ V1 e w′ ∈ V2. Como a componente G j é conexa, podemos supor ainda que
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Figura 3.10: Representação do grafo G de vértices não identifica-

dos (em cinza).

ww′ ∈ E(H). Pela definição de G, todo vértice x de G tem um vizinho y em V1. Desta

forma, como w,y ∈V1, o vértice w′ tem dois vizinhos na partição oposta, o que contradiz

M. �

Queremos encontrar um emparelhamento perfeito de corte M entre V1 e V2. Desta

forma, todo vértice u ∈ V1 deve ter exatamente um vizinho v ∈ V2. Assim, para algum

i ∈ [k], se yi ∈ V1 ainda não possui vizinho em V2 e yi é vizinho de apenas um vértice

x ∈V (G), então x deve pertencer a V2. A Afirmação 4 expressa esta ideia.

Afirmação 4. Se |Li|= 1, então V (G j)⊆V2.

Prova da Afirmação 4. Suponha, por contradição, que |Li|= 1 e V (G j) 6⊆V2. Isso implica

que yi não tem um vizinho em V2, logo M não é um emparelhamento perfeito, uma

contradição. �

A Afirmação 5 diz respeito ao caso em que uma dada componente G j de G possui

dois ou mais vértices vizinhos de yi, para algum i ∈ [k].

Afirmação 5. Sejam i ∈ [k] e j ∈ [ℓ]. Se |Li∩V (G j)| ≥ 2, então V (G j)⊆V1.

Prova da Afirmação 5. Suponha que |Li∩V (G j)| ≥ 2. Como yi tem dois vizinhos em G j,

pela definição de M os vértices de G j devem pertencer a V1. �

Após a execução das Linhas 14–15, temos que as componentes G j de G com

vértices ainda não identificados possuem no máximo 1 vértice em cada Li, i ∈ [k]. Agora,

a Afirmação 6 diz respeito à propriedade livre de P4 dos cografos, que garante que mais

vértices possam ser atribuídos à partição V2.
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Afirmação 6. Seja j ∈ [ℓ]. Após a execução das Linhas 14–15, se G j tem dois vértices

não adjacentes (em linhas diferentes), então V (G j)⊆V2.

Prova da Afirmação 6. Suponha que existem w,w′ ∈ V (G j), para algum j ∈ [ℓ], tais que

ww′ /∈ E(G j). Pela Afirmação 3 temos que, dada uma componente G j de G, ou todos

os vértices de G j pertencem a V1 ou todos os vértices de G j pertencem a V2, então, por

contradição, suponha que V (G j)⊆V1.

Sejam i, i′ ∈ [k] tais que wyi,w
′yi′ ∈ E(H). Como H[V1] deve ser conexo e

diam(H[V1]) ≤ 2, temos que ou yiyi′ ∈ E(H) ou yix,xyi′ ∈ E(H), para algum x ∈ V1. No

primeiro caso, {yi,yi′ ,w,w
′} induz um P4 em H[V1], e no segundo, {x,yi,yi′ ,w} induz um

P4 em H[V1], contradições. �

Após a execução da Linha 18, denotamos por G′ o subgrafo de G formado pelos

vértices ainda não identificados. Sejam IG′ = {i ∈ [k] : Li∩V (G′) 6= /0} e JG′ = { j ∈ [ℓ] :

G j ∩V (G′) 6= /0}, os dois conjuntos de inteiros que armazenam os índices dos vértices

ainda não identificados, em relação às linhas, e às componentes de G, respectivamente.

Afirmação 7. Após a execução da Linha 18, se H ∈ RESTRICTED-COMP-SUB(ΠPERF),

então |Li| ≤ 2, para todo i ∈ IG′ ou |IG′ |= 1.

Prova da Afirmação 7. Por contradição, suponha que existe i∈ IG′ com |Li| ≥ 3 e |IG′ | ≥ 2.

Sejam i, i′ ∈ IG′ distintos e z1,z2,z3 ∈ Li. Pela Afirmação 4, sabemos que cada linha ainda

não identificada tem ao menos dois vértices, então sejam z′1,z
′
2 ∈ Li′ .

Dado que H é instância-sim de RESTRICTED-COMP-SUB(ΠPERF), yi deve ter um

e no máximo um vizinho em V2. Logo, algum z ∈ Li deve pertencer a V2. Isso implica que

dois ou mais vértices de Li devem pertencer a V1. Sem perda de generalidade, considere

que z1,z
′
1 ∈V2, z2,z3,z

′
2 ∈V1.

Sabemos que, após a execução das Linhas 14–15, as componentes G j de G com

vértices ainda não identificados possuem no máximo 1 vértice em cada Li, i ∈ [k]. Isso

implica que z2 e z3 não são ambos vizinhos de z′2. Consequentemente, H[V1] contém um

P4 induzido, uma contradição. �

Pela Afirmação 7, se existe i ∈ IG′ com |Li| ≥ 3 e |IG′ | ≥ 2, então H é instância-

não de RESTRICTED-COMP-SUB(ΠPERF), como retornado pela Linha 23. Então, busca-

mos todas as possibilidades de vizinhos para yi que podem ser colocados em V2, o que é

realizado pelas Linhas 25–28. Caso contrário, isto é, |Li|= 2, para todo i ∈ IG′ , prossegui-

mos com a Afirmação 8, que é a base da escolha da Linha 31.

Afirmação 8. Se H ∈ RESTRICTED-COMP-SUB(ΠPERF), então o grafo G′ contém uma

componente conexa que intersecta todas as linhas.

Prova da Afirmação 8. Queremos mostrar que existe j ∈ JG′ tal que Li∩G j 6= /0, para todo

i ∈ IG′ . Por contradição, suponha que, para todo j ∈ JG′ , existe i ∈ IG′ tal que Li∩G j = /0.
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Se yi já tem vizinho em V2, então Li ⊆V1 de imediato. Assim, consideramos que yi ainda

não tem vizinho em V2.

Lembramos que, para todo i ∈ IG′ , yi tem dois ou mais vizinhos em G′ (se yi tem

apenas um vizinho x ∈ G′, x deve pertencer a V2). Também temos que para todo i ∈ IG′ ,

|Li|= 2. (Se existe i com |Li| ≥ 3, o Algoritmo 3.1 trata na condição da Linha 21).

Por hipótese, para todo j ∈ JG′ , existe i ∈ IG′ tal que Li ∩G j = /0. Assim se

G j ⊆V1, então Li∩V1 = /0, pois do contrário, H[V1] conteria um P4 induzido. Mas, como

yi ainda não tem vizinho em V2, Li∩V1 = /0 contradiz M. Como dois vértices da mesma

linha não devem pertencer simultaneamente a V2, alguma componente G j deve intersectar

V1 para algum j ∈ JG′ , logo obtemos a contradição desejada. �

Agora, o último caso possível é que G′1 e G′2 sejam ambas |IG′ |-cliques. Neste

caso também buscamos todas as possibilidades para checar o isomorfismo em todas as

partições possíveis, realizado pelas Linhas 36–39.

Como, em caso de dúvida, o Algoritmo 3.1 considera todas as escolhas possíveis,

completamos a correção do algoritmo proposto. Agora procedemos com a análise de seu

tempo de execução.

O laço mais externo do algoritmo é executado para cada P4 induzido de H, o

que requer tempo O(n4). O passo da Linha 5 requer tempo O(n). CHEQUE-PARTIÇÃO-

CONCLUÍDA requer tempo O(n), já que o reconhecimento de cografos pode ser feito em

O(n), a checagem se o corte [V1,V2] é um emparelhamento perfeito pode ser feito em O(n)

e o teste de isomorfismo em cografos pode ser realizado em O(n). O passo da Linha 11

requer tempo O(n), enquanto que o passo da Linha 14 requer tempo O(n2), e a Linha 16

exige tempo O(n). O laço da Linha 25 é executado O(|Li ∩V (G′)|) = O(n) vezes para

cada z, o que requer um tempo de O(n2). A Linha 34 é executada uma única vez, logo o

tempo requerido é O(n). A Linha 39 que requer O(n) é executada O(|JG′ |) vezes. Como

neste ponto |JG′ |= 2, há uma complexidade de tempo de O(1) ·O(n) = O(n).

Em suma, temos uma complexidade de tempo polinomial, da ordem de

O(n4) ·O(n2) = O(n6). �

Veja um sumário dos nossos resultados obtidos para o problema COMP-SUB(Π)

quando M é qualquer, vazio, um grafo completo e um emparelhamento perfeito, respecti-

vamente nas Tabelas 3.2– 3.5.
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Tabela 3.2: Resumo dos resultados para COMP-SUB(Π).

Classe de Grafo Π qualquer
Livre de k-clique Polinomial (Proposição 3.2)
Livre de k-conjunto independente Polinomial (Proposição 3.2)
Bipartido Polinomial (Proposição 3.2)
Planar Polinomial (Proposição 3.2)
Cúbico Polinomial (Proposição 3.2)

Tabela 3.3: Resumo dos resultados para COMP-SUB(Π /0).

Classe de Grafo Π: M = /0

Geral GI-completo (Teorema 3.4)
Cordal GI-completo (Corolário 3.9)
Permutação Linear (Corolário 3.6)
Cografo Linear (Corolário 3.6)
Comparabilidade Linear (Corolário 3.8)
Co-comparabilidade Linear (Corolário 3.8)
Intervalo Linear (Corolário 3.8)
Co-intervalo Linear (Corolário 3.8)
Split H = Kn∪Kn (Proposição 3.34)
Bloco H ∈ {Kn ∪ Kn, Sn ∪ Sn, 2P4, 2bull,(Sn−1∪K1) ∪ (Sn−1 ∪

K1)} (Proposição 3.30)
Starlike H = (Kp+Kq)∪(K p∪Kq), for p+q = n (Proposição 3.28)
Intervalo Unitário H ∈ {(Pℓ +Kn−ℓ) ∪ (Pℓ ∪Kn−ℓ), 2bull}, para 1 ≤ ℓ ≤ 4

(Proposição 3.22)
Fortemente Cordal Polinomial, se nt(G′) = 2 (Teorema 3.11) ou se nt(H ′1) =

nt(H
′
1) = 1 e H1 contém rising-sun ou co-rising-sun (Teo-

rema 3.14). Caso contrário, redutível a ISOMORFISMO em
grafos split 2-threshold (Corolário 3.21)

Tabela 3.4: Resumo dos resultados para COMP-SUB(ΠKn,n).

Classe de Grafo Π: H[M] = Kn,n

Permutação Polinomial (Lema 3.35)
Cografo Polinomial (Lema 3.35)
Comparabilidade Polinomial (Lema 3.35)
Co-comparabilidade Polinomial (Lema 3.35)
Intervalo Polinomial (Lema 3.35)
Co-intervalo Polinomial (Lema 3.35)
Split Polinomial (Lema 3.35)
Co-bloco Polinomial (Lema 3.35)
Co-starlike Polinomial (Lema 3.35)
Co-intervalo unitário Polinomial (Lema 3.35)
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Tabela 3.5: Resumo dos resultados para COMP-SUB(ΠPERF).

Classe de Grafo Π: M é um emparelhamento perfeito
H qualquer GI-difícil (Teorema 3.41)
Cografo H = K2 (Proposição 3.36)
H qualquer, quando G e G são cografos Polinomial (Teorema 3.43)
Cordal H = KnKn (Proposição 3.38)
Distância Hereditária H ∈ {KnKn,H3} (Proposição 3.39)



CAPÍTULO 4
Fundamentos Sobre Convexidades

Como já mencionado na Introdução, estudamos nos prismas complementares

alguns parâmetros de convexidade. Dedicamos, então, este capítulo, para conceituar

convexidades abstratas e convexidades em grafos. Iniciamos definindo convexidade em

geral, na Seção 4.1. Em seguida, na Seção 4.2, definimos convexidade em grafos e

também exemplificamos algumas delas. Em geral, nossos fundamentos são baseados em

Duchet [62], Farber e Jamison [66], Harary e Nieminem [79] e Van de Vel [99].

4.1 Convexidades Abstratas

A convexidade em grafos importa conceitos originalmente provenientes da ge-

ometria Euclidiana. Antes de entrarmos propriamente nos conceitos de convexidade em

grafos, merece aqui uma retomada dos conceitos de convexidade em geral, para uma fa-

miliarização com o assunto.

Definição 4.1 Uma família C de subconjuntos de um conjunto X é chamada de convexi-

dade sobre X se

• O conjunto vazio /0 e o conjunto X pertencem à C .

• C é fechada sobre interseções.

• C é fechada sobre uniões aninhadas.

O par (X ,C ) é chamado espaço de convexidade ou estrutura convexa e os sub-

conjuntos de C são chamados conjuntos convexos. O menor conjunto convexo contendo

um conjunto A⊆ X é chamado de fecho convexo de A.

Para convexidades finitas, a terceira condição é desnecessária, uma vez que é

trivialmente satisfeita, já que a união de toda cadeia finita ordenada por inclusão é igual

ao seu último elemento [97].

Seja X = {1,2,3,4,5}, C = { /0,{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4,5}} e C ′ =

{ /0,{1,2},{1,3},{1,2,3,4,5}}. A família de subconjuntos C é uma convexidade sobre
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X , já que satisfaz as três condições da Definição 4.1, enquanto que C ′ não é uma conve-

xidade sobre X , já que C ′ não é fechada sobre interseções: {1,2}∩{1,3}= {1} /∈ C ′.

Uma convexidade clássica é definida a seguir. Seja (X ,d) um espaço métrico. Um

ponto x ∈ X está geodeticamente entre dois pontos a,b ∈ X se d(a,x)+d(x,b) = d(a,b).

Um conjunto C ⊆ X é geodeticamente convexo desde que cada ponto entre dois pontos

de C esteja em C. Esta convexidade sobre X é conhecida como convexidade geodética de

(X ,d).

Considere um conjunto V qualquer e um inteiro k. Denote por
(

V
k

)

o conjunto

de todos os subconjuntos contendo k elementos de V , e por 2V o conjunto de todos os

subconjuntos de V . Uma outra convexidade interessante é definida a seguir. Um espaço

de convexidade finito (V,C ) é uma convexidade de intervalo se existir uma função de

intervalo I :
(

V
k

)

→ 2V tal que um subconjunto C de V pertence a C se e somente se

I({x,y})⊆C para todo par distinto de elementos de C.

4.2 Convexidades em Grafos

Trazendo para o contexto da Teoria dos Grafos, como trabalhamos apenas com

grafos finitos, de maneira similar podemos estabelecer uma relação entre os conceitos

anteriores.

Definição 4.2 Dado um grafo G = (V (G),E(G)), uma família C de subconjuntos de

V (G) é uma convexidade sobre V (G) se

• /0,V (G) ∈ C e

• C é fechada sobre interseções.

Os elementos de C são chamados conjuntos C -convexos. O fecho convexo de

algum conjunto S com relação à alguma convexidade C , denotado por HC (S), é o menor

conjunto convexo contendo S.

As convexidades em grafos mais intuitivas são definidas através de um conjunto

P de caminhos em grafos. Neste caso, um conjunto C ⊆ V (G) é convexo precisamente

quando C contém todos os vértices pertencentes aos caminhos de P cujos vértices

extremos estão também em C.

Quando P é o conjunto de todos os caminhos mínimos em G, então C é a

convexidade geodética [14, 37, 51, 52, 56, 65, 67, 79]. No espaço Euclidiano, um conjunto

é convexo se todo segmento de reta entre dois pontos do conjunto está contido no

conjunto. A convexidade geodética em grafos é uma das convexidades mais estudadas,

já que caminhos mínimos em um grafo possuem analogia com segmentos de reta entre

dois pontos no espaço Euclidiano. Considerando C a convexidade geodética, na Figura



4.2 Convexidades em Grafos 75

4.1(a) temos S = {a,h} representado pelos vértices circulados e os vértices de cor preta

representam o fecho convexo de S, dado por HC (S) = {a,c,d, f ,g,h}.

Se considerarmos P como a coleção de todos os caminhos induzidos de G, isto

é, caminhos que não possuem arestas entre dois vértices não consecutivos, então C é a

convexidade monofônica [54, 62, 66]. Um exemplo de conjunto convexo considerando

C a convexidade monofônica pode ser visto na Figura 4.1(b), em que S = { f ,g} e

HC (S) = {c,d, f ,g,h}.

Quando P é o conjunto de todos os caminhos de comprimento dois entre dois

vértices, C é a convexidade P3. A convexidade P3 foi estudada primeiramente em grafos

direcionados, especialmente em torneios, que são grafos completos direcionados, veja

em [64, 92, 100]. Muitos estudos relacionados a convexidade P3 foram conduzidos

também para grafos não direcionados [4, 7, 26, 27, 28, 24, 55] e mais recentemente em

[40, 41, 61, 95]. Na Figura 4.1(c), seja S = {a,b,e}. Considerando C a convexidade P3,

temos HC (S) = {a,b,c,d,e,g}.

Uma corda em um caminho P é uma aresta que não faz parte do caminho

entre dois vértices não consecutivos. Cordas em um caminho dando origem a triângulos,

que são ciclos de tamanho três, formados por duas arestas do caminho, são chamadas

cordas curtas de um caminho. Um caminho de triângulos é um caminho cujas cordas,

se existirem, são todas curtas. A convexidade de caminhos de triângulos é definida

considerando P o conjunto de todos os caminhos de triângulos de um grafo [32].

Considere a Figura 4.1(d) e seja S = {c, f ,h}, representado pelos vértices circulados. Os

vértices de cor preta correspondem ao fecho convexo de S, HC (S) = {a,c,d,e, f ,g,h, i},

em que C é a convexidade de caminhos de triângulos.

Algumas convexidades menos estudadas, também definidas em termos de cami-

nhos em grafos, são a m3-convexidade, definida quando P é a coleção de todos os cami-

nhos induzidos de tamanho maior ou igual a três [58], e a convexidade de todos os cami-

nhos, definida ao considerarmos P a coleção de todos os caminhos em um grafo [31]. Seja

S = {b,h}, na Figura 4.1(e) temos o fecho convexo HC (S) = {b,c,d, f ,g,h} quando C é a

m3-convexidade e na Figura 4.1(f) temos o fecho convexo HC (S) = {a,b,c,d,e, f ,g,h, i}

quando C é a convexidade de todos os caminhos. Também podemos citar a convexidade

P∗3 , definida quando P é o conjunto de caminhos induzidos de tamanho dois [4] e a con-

vexidade de caminhos mais longos, definida quando P é o conjunto de caminhos mais

longos de um grafo G [33].

Além das convexidades em termos de caminhos apresentadas anteriormente,

podemos citar algumas que não são definidas através de um conjunto de caminhos em

grafos, como por exemplo a convexidade de Steiner e a convexidade de l-vizinhança que

serão definidas a seguir.

Seja G um grafo conexo sem pesos e seja W ⊆V (G). Um subgrafo conexo T de
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(a) Conjunto convexo ge-

odético.
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(b) Conjunto convexo mo-

nofônico.

a b

c
d

e

f g

h i

(c) Conjunto P3-convexo.
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(d) Conjunto convexo tri-

angular.
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(e) Conjunto m3-convexo.
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d

e

f g

h i

(f) Conjunto convexo to-

dos os caminhos.

Figura 4.1: Exemplos de conjuntos convexos em diferentes conve-

xidades de caminhos. Fonte: [90].

G com número mínimo de arestas tal que W ⊆ V (T ) é chamado árvore de Steiner de G.

Um subconjunto S ⊆ V (G) é st-convexo se, para todo A ⊆ S, todos os vértices em toda

árvore de Steiner de A pertencem a S. A família C de todos os conjuntos st-convexos de

V (G) definem a convexidade de Steiner, estudada por exemplo em [2, 15, 36, 49, 81].

Na Figura 4.2(a) considere S = {a,b,e}, representado pelos vértices circulados. O fecho

convexo do conjunto S, em que C é a convexidade de Steiner, é dado por HC (S) =

{a,b,d,e}.

Seja G um grafo finito, simples e não direcionado. Um conjunto S ⊆ V (G) é

l-convexo se todo vértice em V (G) \ S tem menos que l vizinhos em S. A família C de

todos os conjuntos l-convexos de V (G) definem a convexidade de l-vizinhança [25]. Esta

convexidade tem sido estudada também considerando outras nomenclaturas, como por

exemplo, processos de conversão irreversível [27, 59, 69, 70]. A convexidade P3 é um

caso particular da convexidade de l-vizinhança, considerando l = 2. As Figuras 4.2(b) e

4.2(c) mostram os fechos convexos dos conjuntos S = {b,e,h, i} e S′ = {a,b,c,e,g}, na

convexidade de l-vizinhança, com l = 3 e l = 5, respectivamente.

Assim como na geometria Euclidiana, em que o intervalo entre dois pontos

contém todos os pontos intermediários presentes no segmento ligando estes dois pontos,



4.2 Convexidades em Grafos 77

a b

c
d

e

f g

h i

(a) Conjunto st-convexo.
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d

e
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h i

(b) Conjunto 3-convexo.

a b

c
d

e

f g

h i

(c) Conjunto 5-convexo.

Figura 4.2: Exemplos de conjuntos convexos em convexidades que

não são de caminhos. Fonte: [90].

para uma convexidade de caminhos em grafos também podemos definir uma função de

intervalo para seus vértices.

Seja G um grafo e C uma convexidade definida sobre um conjunto de caminhos

P em G. O intervalo fechado entre dois vértices u,v ∈ V (G), denotado por IC [u,v],

consiste de u,v juntamente com todos os vértices pertencentes a todo caminho entre u

e v em P . Se não existe um caminho entre u e v em P , então IC [u,v] = {u,v}. Assim,

o intervalo fechado de S ⊆ V (G), denotado por IC [S], é a união de todos os intervalos

IC [u,v] para todo vértice u,v ∈ S. O conjunto S é um conjunto convexo na convexidade

C , se IC [S] = S. A cardinalidade con(G) do maior conjunto convexo próprio de G é o

número de convexidade de G.

Vamos definir agora o fecho convexo de S em função das iterações da operação

de intervalo fechado. Para isso, seja I0
C
[S] = S e considere Ik+1

C
[S] = IC [I

k
C
[S]] para k≥ 0. A

partir de algum termo p a sequência será constante, então quando I
p
C
[S] = I

p+1
C

[S] obtemos

o fecho convexo de S, que é o conjunto I
p
C
[S], mas denotado por HC (S). O conjunto S é

chamado conjunto envoltório de G, se HC (S) = V (G). A cardinalidade hC (G) do menor

conjunto envoltório de G é o número envoltório de G. Se permitirmos exatamente uma

iteração da operação de intervalo fechado, isso leva a definição de um outro parâmetro.

Se IC [S] = V (G), dizemos que S é um conjunto de intervalo de G. Na convexidade

geodética frequentemente aparece na literatura a terminologia conjunto geodético para

designar um conjunto de intervalo de G, então optamos aqui pela segunda nomenclatura.

Assim, definimos a cardinalidade g(G) do menor conjunto geodético de G como o número

geodético de G.

Para os subconjuntos de vértices S e X de um grafo G, dizemos que o conjunto

X é contaminado pelos vértices do conjunto S, se X ⊆ HC (S). De forma análoga, para

um vértice v ∈V (G), dizemos que v é contaminado pelos vértices do conjunto S⊆V (G),

se v ∈ HC (S). Em geral, quando não houver ambiguidade, omitiremos o subscrito “C ”

da notação, por exemplo I[S] e H(S). Quando for necessário distinguir o grafo G sendo
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considerado, substituímos o subscrito “C ” por “G”, por exemplo IG[S] e HG(S).

Considerando C a convexidade geodética, temos na Figura 4.3 um grafo G em

que ilustramos a execução passo a passo da operação de intervalo fechado do conjunto

de vértices S = {a, i}. Na primeira iteração, adicionamos os vértices b,d, f ,h, uma vez

que, entre a e i, temos os caminhos mínimos ab f i e adhi, logo I[S] = {a,b,d, f ,h, i},

Figura 4.3(b). Na segunda iteração, temos os caminhos mínimos bcd e f gh, então

contaminamos os vértices c,g, logo I2[S] = {a,b,c,d, f ,g,h, i}, Figura 4.3(c). Na terceira

iteração, a partir do caminho mínimo ceg, contaminamos o vértice e, logo I3[S] =

{a,b,c,d,e, f ,g,h, i}, Figura 4.3(d). Como I3[S] contém todos os vértices do grafo G,

temos que H(S) = V (G), então S é um conjunto envoltório do grafo G. Como o fecho

convexo de um único vértice é igual ao conjunto com apenas este vértice, temos que h(G)

não é menor que dois, portanto h(G) = 2.

a

b c d

e

f g h

i

(a) Conjunto S.

a

b c d

e

f g h

i

(b) Conjunto I[S].

a

b c d

e

f g h

i

(c) Conjunto I2[S].

a

b c d

e

f g h

i

(d) Conjunto I3[S].

Figura 4.3: Exemplo de execução da operação de intervalo na

convexidade geodética. Fonte: [90].

Note que no grafo G da Figura 4.4 não existe conjunto geodético de ordem 2.

Em particular, S = {a,e, i} é um conjunto geodético de G e, assim, g(G) = 3. No mesmo

grafo G da Figura 4.4 temos que um conjunto convexo próprio de cardinalidade máxima

tem ordem 5, por exemplo S = {a,b,c,d,e}. Portanto con(G) = 5.
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a

b c d

e

f g h

i

(a) Conjunto geodé-

tico de G.

a

b c d

e

f g h

i

(b) Conjunto con-

vexo próprio de

G.

Figura 4.4: Exemplo de conjunto geodético e conjunto convexo

próprio em G.



CAPÍTULO 5
Convexidade Geodética em COMP-SUB(Π)

Muitos dos resultados encontrados na literatura sobre convexidade em grafos

podem ser aplicados para a família de grafos que podem ser particionados em dois

subgrafos complementares. Este capítulo tem então por objetivo estabelecer conexões

entre a convexidade geodética e a classe de grafos composta pelos grafos H instâncias-

sim para o problema COMP-SUB.

Seja H ∈ COMP-SUB(Π /0). Relembrando a notação dos prismas complementares

GG, que podem ser escritos como o produto complementar G�K2(S) com |S| = 1, note

que H pode ser obtido como o produto complementar G�K2(S), também com |S| = 1.

Alguns resultados de número envoltório, número geodético e número de convexidade para

H seguem na Proposição 5.1.

Proposição 5.1 Seja H ∈ COMP-SUB(Π /0) um grafo com 2n vértices e (G,G) uma

decomposição complementar de H. Então

(i) h(H) = h(G)+h(G);

(ii) g(H) = g(G)+g(G);

(iii) con(H) = n+max{con(G),con(G)}.

Prova. Seja (G,G) uma decomposição complementar de H ∈ COMP-SUB(Π /0). Note que

H é um grafo desconexo obtido pela união disjunta de G e G.

(i)-(ii) Observe que os números envoltório e geodético de um grafo G desconexo

são dados pela soma dos respectivos parâmetros em cada uma de suas componentes

conexas. A partir disso, segue imediatamente que h(H) = h(G)+h(G) e g(H) = g(G)+

g(G).

(iii) Sejam S1 e S2 conjuntos convexos próprios máximos de G e G, respectiva-

mente. Sem perda de generalidade, considere |S1| ≥ |S2|. Note que S = S1∪V (G) é um

conjunto convexo próprio de V (H) e |S|= |S1|+ |V (G)|= |S1|+ |V (G)|/2. Desta forma,

segue que con(H) = n+max{con(G),con(G)}. �

Lembramos que o join dos grafos G e H, denotado G+H, é o grafo formado por

V (G+H) = V (G)∪V (H) e E(G+H) = E(G)∪E(H)∪{uv : u ∈ V (G) e v ∈ V (H)}.



81

Além disso, se H ∈ COMP-SUB(ΠKn,n), então H é isomorfo a H1 +H2, onde (H1,H2) é

uma decomposição complementar de H.

Em Pelayo [93], são descritos alguns parâmetros adicionais utilizados para

determinar algumas invariantes da convexidade geodética para o join de dois grafos. Antes

do resultado, faremos mais algumas definições, seguindo a terminologia deste mesmo

autor.

Seja G um grafo. Um conjunto dois-geodético de G é um conjunto D ⊆ V (G)

tal que todo vértice de G está em algum caminho mínimo de comprimento 2 ligando dois

vértices de D. A cardinalidade de um conjunto dois-geodético mínimo de G é denotada

por g2(G). Expressamos por ω(G) a cardinalidade de uma clique máxima em G.

Proposição 5.2 Seja H ∈ COMP-SUB(ΠKn,n) um grafo com 2n vértices e (G,G) uma

decomposição complementar de H. Então

(i)

h(H) =

{

2, se G e G não são completos;

n, caso contrário.

(ii)

g(H) =

{

min{g2(G),g2(G)}, se G e G não são completos;

n, caso contrário.

(iii)

con(H) =

{

ω(G)+ω(G) = ω(H), se G e G não são completos;

2n−1, caso contrário.

Prova. Seja H ∈ COMP-SUB(ΠKn,n) e (G,G) uma decomposição complementar de H. De

início note que, como H é instância-sim de COMP-SUB(ΠKn,n), G e G não são ambos

grafos completos. Perceba também que se um dos grafos G ou G é isomorfo a Kn então

o outro deve ser necessariamente isomorfo a Kn. Isso implica que se G ou G é completo,

então H é um grafo split completo.

(i) Suponha que G e G são não completos. Então, seja uu′ /∈ E(G), vv′ /∈ E(G) e

S = {u,u′}. Obtemos que V (G) ⊆ IH [u,u
′] e V (G) ⊆ I2

H [v,v
′]. Portanto S é um conjunto

envoltório de H e h(H) = 2.

Agora considere que G ou G é completo. Isso implica que G+G = H é um grafo

split completo e por Dourado et al. [48] temos que h(H) = n.

(ii) A igualdade g(H) =min{g2(G),g2(G)} segue de Pelayo [93]. Mesmo assim,

limites superiores e inferiores justos podem ser obtidos. Note que G e G são grafos não

triviais, então g(H) ≥ 2. Agora sejam uu′ /∈ E(G), vv′ /∈ E(G) e S = {u,u′,v,v′}. Como

V (G) ⊆ IH [u,u
′] e V (G) ⊆ IH [v,v

′], S é um conjunto geodético de H e g(H) ≤ 4. Além

disso, Pelayo [93] mostra que 2≤min{g2(G),g2(G)} ≤ 4.
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Por outro lado, sem perda de generalidade, se G é não completo e G é completo,

então H é um grafo split completo. Assim concluímos que g(H) = n [34].

(iii) Se G e G são grafos não completos, o resultado con(H) = ω(G)+ω(G) =

ω(H) segue de Pelayo [93]. Caso contrário, seja u ∈ V (G). Como G e G são grafos

completos, u é um vértice simplicial em H. Logo V (H) \ {u} é um conjunto convexo

próprio de H e con(H) = 2n−1. �

Evidenciamos que as ideias apresentadas neste capítulo podem ser adaptadas

tanto para outras convexidades em grafos quanto para outros parâmetros que ficaram fora

do escopo desta tese.



CAPÍTULO 6
O Número Envoltório Geodético para Prismas

Complementares

Este capítulo contém nossos resultados acerca do número envoltório geodé-

tico para prismas complementares. Seja H = GG um prisma complementar. Lembra-

mos que H corresponde ao produto complementar G�K2(S) com |S| = 1. Além disso

H ∈ COMP-SUB(ΠPERF) quando ΠPERF é a propriedade de arestas que expressa um em-

parelhamento perfeito entre vértices de mesmo rótulo em cada subgrafo da partição com-

plementar de H. Antes dos nossos resultados, faremos uma retomada de algumas termi-

nologias sobre convexidade utilizadas ao longo deste capítulo e apresentaremos alguns

trabalhos no contexto do número envoltório geodético.

Seja G um grafo. O intervalo fechado entre dois vértices u,v ∈ V (G), denotado

por IG[u,v], consiste de u,v juntamente com todos os vértices pertencentes a todo caminho

mínimo entre u e v. Se não existe um caminho entre u e v, então IG[u,v] = {u,v}. Assim,

o intervalo fechado de S ⊆ V (G), denotado por IG[S], é a união de todos os intervalos

IG[u,v] para todo vértice u,v ∈ S. O conjunto S é um conjunto convexo, se IG[S] = S.

Vamos definir agora o fecho convexo de S em função das iterações da operação

de intervalo fechado. Para isso, seja I0
G[S] = S e considere Ik+1

G [S] = IG[I
k
G[S]] para k ≥ 0.

A partir de algum termo p, a sequência será constante, então quando I
p
G[S] = I

p+1
G [S]

obtém-se o fecho convexo de S denotado por HG(S). O conjunto S é chamado conjunto

envoltório de G, se HG(S) = V (G). A cardinalidade h(G) do menor conjunto envoltório

de G é o número envoltório ou número envoltório geodético de G. Para as notações IG[S] e

HG(S), quando o grafo G estiver claro pelo contexto, omitiremos o seu subscrito, passando

a utilizar as notações I[S] e H(S).

A primeira discussão sobre o número envoltório se deve a Everett e Seid-

man [65], em 1985. Mais tarde, em 2004, outros autores como Cagaanan e Canoy [16]

estudam o número envoltório do produto Cartesiano de dois grafos conexos e, em 2005,

Hernando et al. [81] mostram o número envoltório de caminhos, ciclos, grafos completos,

árvores, rodas, bipartidos completos e hipercubos.

Ainda no contexto deste tema, Dourado et al. [48] apresentam algoritmos de
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tempo polinomial para computar h(G) quando G é um grafo de intervalo unitário, um

cografo ou um grafo split e mostram também que, dado um grafo G e um inteiro k, é NP-

completo decidir se h(G)≤ k. Araujo et al. [3], apresentam limites superiores do número

envoltório para grafos sem vértices simpliciais, para grafos regulares ou sem triângulo

e para grafos com cintura pelo menos seis. Albenque e Knauer [1], e Dourado, Penso e

Rautenbach [50] mostram que o problema de decisão relacionado ao número envoltório é

NP-completo para cubos parciais e grafos livres de P9, respectivamente.

Considerando prismas complementares, Duarte [60] mostra resultados do nú-

mero envoltório para prismas complementares de grafos completos, caminhos e ciclos.

Nascimento [90] determina o número envoltório em prismas complementares de árvo-

res, em prismas complementares GG quando G é um grafo desconexo e quando G é um

cografo. Este último autor também mostra que na convexidade geodética o número envol-

tório para prismas complementares de grafos G e G ambos conexos pode ser ilimitado.

Resolvemos dar continuidade ao trabalho de Nascimento [90], a fim de preencher

a lacuna sobre o número envoltório para prismas complementares GG quando G e G são

conexos. Dizemos que um grafo G é autoconexo, se G e seu complemento G são ambos

conexos.

6.1 Prismas Complementares de Grafos Gerais e de Gra-

fos Não Split

Antes de demonstrarmos nossos resultados, vamos recorrer a algumas proprieda-

des de conjuntos convexos geodéticos. Uma delas se refere aos vértices simpliciais de um

grafo G, definida por Everett e Seidman [65]. Estes dois autores mostraram que qualquer

conjunto envoltório de um grafo G contém todos os vértices simpliciais de G, conforme

enunciado no Lema 6.1. Ainda sobre vértices simpliciais, mas neste caso considerando

u um vértice simplicial em G e u um vértice simplicial em G, qualquer conjunto envol-

tório de um grafo GG, contém pelo menos um dos vértices {u,u}, como enunciado no

Lema 6.2 de Nascimento [90]. Por último, enunciamos mais dois lemas que serão úteis

nas demonstrações seguintes.

Lema 6.1 (Everett e Seidman [65]) Para qualquer conjunto envoltório S de um grafo

G, S contém todos os vértices simpliciais de G.

Lema 6.2 (Nascimento [90]) Seja G um grafo. Se u é um vértice simplicial em G e u é

um vértice simplicial em G, então qualquer conjunto envoltório S de GG intersecta {u,u}.

Lema 6.3 (Dourado et al. [48]) Seja G um grafo e S um subconjunto próprio e não vazio

de V (G). Se V (G) \ S é convexo, então qualquer conjunto envoltório de G contém pelo

menos um vértice de S.
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Lema 6.4 (Dourado et al. [48]) Seja G um grafo e H um subgrafo isométrico de G.

Então, para todo conjunto envoltório S de H temos V (H)⊆ HG(S).

Proposição 6.5 Seja G um grafo, S⊆V (GG) e v1 . . .vk um caminho em G, com k≥ 2. Se

{v1,v2, . . . ,vk} ⊆ H(S), então vk ∈ H(S).

Prova. A prova é por indução em k. Primeiro, seja k = 2. Como v1v2 ∈ E(G) e

v1,v2 ∈ H(S), v2 ∈ I[v1,v2]. Agora, considere k > 2. Seja v1 . . .vk−1vk um caminho

em G e suponha que {v1,v2, . . . ,vk−1,vk} ⊆H(S). Pela hipótese de indução vk−1 ∈H(S),

o que implica que vk ∈ I[vk−1,vk]. Pelos dois casos, segue-se que vk ∈ H(S), com k ≥ 2.

�

Iniciamos mostrando que para o prisma complementar de um grafo não split

autoconexo o número envoltório geodético é limitado a três. Este resultado segue no

Teorema 6.6. Lembramos que, para um conjunto X ⊆V (G), denotamos por X o conjunto

de vértices correspondentes de X em V (G).

Teorema 6.6 Seja G um grafo não split autoconexo. Então h(GG)≤ 3.

Prova. Suponha que G é um grafo não split autoconexo. Sabemos pelo Teorema 2.4 que

G é split se e somente se G não tem um subgrafo isomorfo a C4, C5, ou 2K2. Para mostrar

o limite superior h(GG)≤ 3 construímos conjuntos envoltórios nos casos em que: (1) C4

ou (2) C5 ou (3) 2K2 são subgrafos induzidos de G.

Caso 1. C4 é um subgrafo induzido de G.

Seja V (C4) = {u1, . . . ,u4}, E(C4) = {uiui+1 : 1 ≤ i ≤ 3} ∪ {u4u1} e S =

{u1,u3,u4}. Mostraremos que H(S) =V (GG).

Primeiro mostramos que V (C4) ∪V (C4) ⊆ H(S). Temos que u4 ∈ I[u1,u4] e

u1 ∈ I[u1,u3]. Consequentemente u3 ∈ I[u4,u3] e u2 ∈ I[u1,u3], então u2 ∈ I[u2,u4]. Logo

V (C4)∪V (C4)⊆ H(S).

Seja A = (NG(u1)∩NG(u3))∪ (NG(u2)∩NG(u4)). Como u1u3 /∈ E(G) (resp.

u2u4 /∈ E(G)), então, para todo v ∈ A, v ∈ I[u1,u3] (resp. v ∈ I[u2,u4]). Logo A⊆ H(S).

Seja B =V (G)\(A∪V (C4)). Para todo b∈ B, existem i, j ∈ {1, . . . ,4}, i 6= j, tais

que uiu j ∈ E(G) e b /∈ NG({ui,u j}). Então uiu j /∈ E(G), consequentemente b ∈ I[uiu j],

logo B⊆ H(S).

Como G é conexo, existe um caminho em G entre cada vértice de B e de

A ∪V (C4). Como B ⊆ H(S), então a Proposição 6.5 implica que B ⊆ H(S). Logo

V (G) ⊆ H(S). Como G é conexo, também pela Proposição 6.5, A ⊆ H(S). Portanto S

é um conjunto envoltório de GG.

Caso 2. C5 é um subgrafo induzido de G.
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Seja V (C5) = {u1, . . . ,u5}, E(C5) = {uiui+1 : 1 ≤ i ≤ 4} ∪ {u5u1} e S =

{u1,u4,u3}. Mostraremos que S é um conjunto envoltório de GG.

Primeiro, vamos mostrar que V (C5)∪V (C5) ⊆ H(S). Temos que u5 ∈ I[u1,u4],

u1 ∈ I[u1,u3] e u3 ∈ I[u4,u3]. Então u2 ∈ I[u1,u3]. Pela Proposição 6.5 (dual), temos que

u5,u4,u2 ∈ H(S). Consequentemente V (C5)∪V (C5)⊆ H(S).

Seja A = {v∈ (NG(ui)∩NG(u j)) : uiu j /∈ E(G)}, para i, j ∈ {1, . . . ,5}, i 6= j. Pela

definição de A, para todo v ∈ A, existem i, j ∈ {1, . . . ,5}, i 6= j, tais que uiu j /∈ E(G). Isso

implica que v ∈ I[ui,u j]. Logo A⊆ H(S).

Agora, seja B = V (G) \ (A∪V (C5)). Para todo b ∈ B, existem i, j ∈ {1, . . . ,5},

i 6= j, tais que uiu j ∈ E(G) e b /∈ NG({ui,u j}). Então uiu j /∈ E(G), assim b ∈ I[ui,u j].

Consequentemente B⊆ H(S).

Como G é conexo, existe um caminho em G ligando cada vértice de B a algum

vértice em A∪V (C5). Como B ⊆ H(S), então a Proposição 6.5 implica que B ⊆ H(S).

Logo V (G)⊆H(S). Como G é conexo, também pela Proposição 6.5, A⊆H(S). Portanto

S é um conjunto envoltório de GG.

Caso 3. 2K2 é um subgrafo induzido de G.

Como 2K2 (resp. GG) é isomorfo a C4 (resp. GG), consideramos GG e a prova

segue pelo Caso 1.

Como existe um conjunto envoltório de ordem três em todos os casos, o limite

superior h(GG)≤ 3 é satisfeito para um grafo não split G. �

A Figura 6.1 contém dois exemplos de prismas complementares GG para os

quais h(GG)≤ 3. O limite do Teorema 6.6 é justo, como pode ser visto na Figura 6.1(b).

Os vértices em preto representam um conjunto envoltório de cada prisma complementar

GG. Por conveniência, as arestas que ligam cada par de vértices correspondentes de G e

G não estão representadas na figura.

(a) h(GG) = 2.

 

(b) h(GG) = 3.

Figura 6.1: Exemplos de prismas complementares GG satisfa-

zendo h(GG)≤ 3.

Obtemos um resultado de limite inferior considerando o diâmetro dos grafos G

e G, enunciado a seguir.
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Teorema 6.7 Seja G um grafo autoconexo. Se diam(G) = 2 e diam(G) = 2, então

h(GG)≥ 3.

Prova. Seja G um grafo autoconexo com diam(G) = 2 e diam(G) = 2. Por contradição,

suponha que h(GG)< 3. Mostraremos que todo conjunto S⊆V (GG) tal que |S|< 3 não

é um conjunto envoltório de GG. Primeiro, sejam u,v ∈ V (G). Considere S1 = {u,v} e

S2 = {u,v}.

Como diam(G) = 2 e diam(G) = 2, H(S1)∩V (G) = /0 (resp. H(S2)∩V (G) = /0),

então S1 (resp. S2) não é um conjunto envoltório de GG.

Agora, sejam u∈V (G), v∈V (G) e S3 = {u,v}. Se uv∈ E(G) (resp. uv /∈ E(G)),

então H(S3) = {u,v,v} (resp. H(S3) = {u,u,v}). Como u /∈H(S3) (resp. v /∈H(S3)) então

S3 não é um conjunto envoltório de GG.

�

Ainda sobre o Teorema 6.7, note que existem tanto grafos split quanto grafos não

split que satisfazem a condição diam(G) = diam(G) = 2. Veja exemplos para estes dois

casos na Figura 6.2.

(a) G não split. (b) G split.

Figura 6.2: Exemplos de prismas complementares de grafos auto-

conexos satisfazendo diam(G) = diam(G) = 2.

Os Teoremas 6.6 e 6.7 implicam na igualdade do Corolário 6.8.

Corolário 6.8 Seja G um grafo não split autoconexo. Se diam(G) = diam(G) = 2, então

h(GG) = 3.

Prova. Segue diretamente dos Teoremas 6.6 e 6.7. �

Consideramos agora grafos G com diam(G) > 3. Mostramos no Teorema 6.9

que o número envoltório de GG é igual a dois.

Teorema 6.9 Seja G um grafo autoconexo. Se diam(G)> 3, então h(GG) = 2.
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Prova. Seja G um grafo autoconexo. Suponha que diam(G)> 3. Note que esta condição

do diâmetro implica que G não é split. Como diam(G) > 3, existem pelo menos dois

vértices x,y ∈ V (G) tais que dG(x,y) > 3. Desta forma, podemos definir um caminho

induzido P = u1u2u3u4u5 em G tal que dG(u1,u5) = 4. Seja S = {u1,u4}. Mostraremos

que S é um conjunto envoltório de GG.

Seja U = {u1,u2,u3,u4}. Como u1u2u3u4 e u1u1u4u4 são caminhos mínimos

entre u1 e u4 temos que U ∪{u1,u4} ⊆ I[S]. Por conseguinte u2 ∈ I[u2,u4] e u3 ∈ I[u3,u1],

o que implica que U ∪U ⊆ H(S).

Para completar a prova de que S é um conjunto envoltório de GG, mostraremos

que para todo vértice z ∈ V (G) \U , o seu vértice correspondente z pertence a H(S).

Consideramos três casos, dependendo da quantidade de vizinhos que z possui no conjunto

U . Note que, como dGG(u1,u4) = 3, z não é adjacente a ambos u1 e u4.

Caso 1. |NG(z)∩U | ≤ 1.

Neste caso, z é adjacente a dois vértices não adjacentes de {u1,u2,u3,u4},

digamos ui e u j, para i, j ∈ {1, . . . ,4}, i 6= j. Então z ∈ I[ui,u j].

Caso 2. |NG(z)∩U |= 2.

Suponha que z tem dois vizinhos ui,u j ∈ U , para i, j ∈ {1, . . . ,4}, i 6= j. Se

i, j ∈ {1,2} (resp. i, j ∈ {3,4}), i 6= j, recaímos no argumento do Caso 1. Veja que

u5 ∈ I[u1,u2], pelo Caso 1. Se i, j ∈ {2,3}, i 6= j, temos que z ∈ I[u4,u5]. Se i, j ∈ {1,3},

(resp. i, j ∈ {2,4}) i 6= j, temos que z ∈ I[u1,u4]. Como z ∈ H(S), então z ∈ I[z,uk], para

k = 2 (resp. k = 3).

Caso 3. |NG(z)∩U |= 3.

Suponha que z tem três vizinhos ui,u j,uk ∈U , para i, j,k ∈ {1, . . . ,4}, i 6= j 6= k.

Como dGG(u1,u4) = 3, {i, j,k} = {1,2,3} ou {2,3,4}. Então temos que z ∈ I[u1,u4].

Como z ∈ H(S), então z ∈ I[z,uk], para k = 4 ou k = 1.

Dos casos acima, concluímos que para todo z ∈ V (G) \U , z ∈ H(S). Desta

forma, temos que V (G)⊆H(S). Como G é conexo e U ∪V (G)⊆H(S), a Proposição 6.5

implica que V (G) ⊆ H(S). Portanto, S é um conjunto envoltório de GG e h(GG) = 2, o

que completa a prova. �

6.2 Prismas Complementares de Grafos Split

As definições e lema seguintes caracterizam alguns conjuntos convexos em

grafos split. Seja G = (C∪ I,E) um grafo split. Lembramos que o grafo de componentes

G′ de G é o grafo bipartido obtido a partir de G através da remoção das arestas do grafo
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induzido por C. A notação c(G′) especifica o número de componentes conexas de G′.

Além disso, nos referimos a nt(G′) e t(G′) como o número de componentes não triviais e

triviais de G′, respectivamente, e denotamos o conjunto {1, . . . ,k} por [k].

Definição 6.10 Seja G = (C∪ I,E) um grafo split. Definimos o conjunto L(Gi) de uma

componente Gi de G′ como

L(Gi) =V (Gi)∪ (V (Gi)∩C),

para todo i ∈ [c(G′)].

Veja na Figura 6.3 exemplos de conjuntos L(Gi) de G′, para i ∈ [3].

 

 

Figura 6.3: Conjuntos L(Gi) de G′ no grafo GG, para i ∈ [3].

Lema 6.11 Seja G = (C∪ I,E) um grafo split autoconexo. O conjunto V (GG)\L(Gi) é

convexo em GG, para todo i ∈ [c(G′)].

Prova. Seja i∈ [c(G′)]. Mostramos que para todo w,w′ ∈V (GG)\L(Gi), I[w,w′]∩L(Gi)=

/0. Temos três casos:

1. w,w′ ∈V (G)\V (Gi);

2. w,w′ ∈V (G)\ (V (Gi)∩C);

3. w ∈V (G)\V (Gi) e w′ ∈V (G)\ (V (Gi)∩C).

Caso 1. Seja w,w′ ∈V (G)\V (Gi), e v ∈ L(Gi).

Todo caminho entre w e w′ que contém v tem tamanho pelo menos 4, e assim

não é um caminho mínimo, já que diam(GG)≤ 3.

Caso 2. Seja w,w′ ∈V (G)\ (V (Gi)∩C), e v ∈ L(Gi).
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Seja P um caminho mínimo entre w, e w′ que passe por v. Claramente, w̄w̄′ /∈

E(G) e portanto ww′ ∈ E(G).

Se v ∈ V (Gi), isso implica que v = w ou v = w′, mas isso é uma contradição, já

que ambos w,w′ não podem pertencer a I e um de w,w′ dever pertencer a V (Gi)∩C. Se

v ∈V (Gi)∩C, NG(v) é uma clique, então P não pode ser um caminho mínimo entre w, e

w′, uma contradição.

Caso 3. Seja w ∈V (G)\V (Gi), e w′ ∈V (G)\ (V (Gi)∩C).

Se w′ = w, então I[w,w′] = {w,w′}. Agora suponha que w′ 6= w. Se ww′ /∈ E(G),

então I[w,w′] = {w,w′,w}. Caso contrário, ww′ ∈ E(G), então I[w,w′] = {w,w′,w′}.

Consequentemente I[w,w′]∩L(Gi) = /0.

Em todos os casos, obtemos que para todo w,w′ ∈ V (GG) \ L(Gi),

I[w,w′] ∩ L(Gi) = /0. Portanto, o conjunto V (GG) \ L(Gi) é convexo em GG, para

todo i ∈ [c(G′)]. �

Observe que desde que G é split, G também o é. Então podemos obter, de acordo

com a Definição 2.5, um grafo de componentes (G)′ para G. Para evitar sobrecarga de

notação, em vez de (G)′, utilizamos simplesmente G
′
. O Lema 6.11 vale também para GG,

isto é, considerando
⋃c(G

′
)

j=1 G j as componentes de G
′
, temos que o conjunto V (GG)\L(G j)

é convexo GG, para todo j ∈ [c(G
′
)]. Em vista disso, obtemos o resultado do Teorema

6.12.

Teorema 6.12 Seja G um grafo split autoconexo. Então h(GG)≥max{c(G′),c(G
′
),2}.

Prova. Pelo Lema 6.11, V (GG) \ L(Gi), para todo i ∈ [c(G′)], e V (GG) \ L(G j), para

todo j ∈ [c(G
′
)], são conjuntos convexos. Assim, o Lema 6.3 implica que todo conjunto

envoltório de GG deve conter pelo menos um vértice de L(Gi) e L(G j). Como as

componentes de Gi (resp. G j) são disjuntas duas a duas, cada vértice v ∈ V (G) (resp.

v ∈ V (G)) intersecta exatamente um conjunto L(Gi) (resp. L(G j)). Isso implica que

h(GG)≥max{c(G′),c(G
′
)}. Se G′ ou G

′
é desconexo, o resultado segue.

Agora, sejam G′ e G
′
grafos conexos. Então c(G′) = 1 e c(G

′
) = 1, o que implica

que max{c(G′),c(G
′
)} = 1. Como |V (G)| ≥ 2, h(GG) ≥ 2, logo obtemos o resultado

h(GG)≥max{c(G′),c(G
′
),2}. �

Prosseguindo com os limites superiores, apresentamos primeiro alguns lemas

úteis. Seja S um conjunto de vértices de um grafo G. No Lema 6.13 mostramos que

para dois vértices u,v ∈ V (G) de distância três, se u,v ∈ H(S), então os vértices de suas

vizinhanças fechadas NG[{u,v}] bem como os vértices de NG[{u,v}] pertencerão a H(S).
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Lema 6.13 Seja G = (C ∪ I,E) um grafo split autoconexo, u,v ∈ I e S ⊆ V (GG). Se

dG(u,v) = 3 e u,v ∈ H(S), então NG[{u,v}]∪NG[{u,v}]⊆ H(S).

Prova. Sejam u,v ∈ I tais que dG(u,v) = 3. Como NG(u) ∪ NG(v) ⊆ C, temos

que uūv̄v e uxyv, para x ∈ NG(u) e y ∈ NG(v), são caminhos mínimos entre u e

v. Logo, NG(u) ∪ NG(v) ∪ {u,v} ⊆ I[u,v]. Como uy,vx /∈ E(G), para x ∈ NG(u) e

y ∈ NG(v), temos que ūȳ, v̄x̄ ∈ E(G). Consequentemente x ∈ I[x,v] e y ∈ I[y,u]. Por-

tanto NG[{u,v}]∪NG[{u,v}]⊆ H(S). �

Trabalhamos com grafos split G que possuem apenas uma componente trivial

em G′. Uma componente trivial em G′ é um vértice de C que não é adjacente a nenhum

vértice de I, então estamos no Caso (a) da Observação 2.3. No Lema 6.14 mostramos que

se G′ tem apenas uma componente trivial, então G
′
também tem apenas uma componente

trivial e vice-versa.

Lema 6.14 Seja G = (C∪ I,E) um grafo split autoconexo. Então t(G′) = 1 se e somente

se t(G
′
) = 1.

Prova. Suponha que t(G′) = 1. Seja v o único vértice da componente trivial de G′ (veja

na Figura 6.4). Como NG[v] = C, NG(v) = I, logo I ∪ {v} é uma clique de G. Como

t(G′) = 1, para todo u ∈C \{v}, |NG(u)∩ I| ≥ 1. Isso implica que, para todo u ∈C \{v},

|NG(u)| ≤ |I|−1. Então I∪{v} é a única clique máxima de G.

Como C é máxima, para todo y ∈ I, temos que |NG(y)| < |C| e como C é única,

não existe y ∈ I tal que y seja adjacente a |C| − 1 vértices. Então, para todo y ∈ I,

|NG(y)| ≤ |C|−2. Isso implica que, para todo y ∈ I, |NG(y)∩C| ≥ 2.

Como, para todo y ∈ I, NG(y)∩C 6= /0, segue que v é a única componente trivial

de G
′
, portanto t(G

′
) = 1.

Reciprocamente, suponha que t(G
′
) = 1. Como G também é um grafo split, por

argumentos similares aos anteriores, agora aplicados para G
′
, concluímos que t(G′) = 1.

�

Para uma ilustração do grafo GG considerado no Lema 6.14, veja a Figura 6.4.

Seja G um grafo split autoconexo. Como fizemos com os limites inferiores,

estabelecemos uma relação entre h(GG) e o número de componentes de G′. Para tal,

dividimos a prova considerando o número de componentes triviais e não triviais de G′.

O caso em que pelo menos um dos parâmetros nt(G′), t(G′),nt(G
′
) ou t(G

′
) é maior ou

igual a dois é provado no Teorema 6.15. Os casos restantes seguem nos Teoremas 6.18 e

6.19.

Teorema 6.15 Seja G=(C∪I,E) um grafo split autoconexo. Se max{nt(G′), t(G′),nt(G
′
),

t(G
′
)} ≥ 2, então h(GG)≤max{c(G′),c(G

′
)}.



6.2 Prismas Complementares de Grafos Split 92

Figura 6.4: Ilustração do Lema 6.14.

Prova. Para esta prova consideramos dois casos: (1) nt(G′) ≥ 2 ou nt(G
′
) ≥ 2, e (2)

t(G′) ≥ 2 ou t(G
′
) ≥ 2. Como G é split, GG é isomorfo a GG. Então, sem perda

de generalidade, podemos considerar que c(G′) ≥ c(G
′
). Em vista disso, mostramos

conjuntos envoltórios de GG em cada caso: (1) nt(G′)≥ 2 e (2) t(G′)≥ 2.

Caso 1. nt(G′)≥ 2.

Sejam I1 = {i ∈ [c(G′)] : |V (Gi)|= 1} e I2 = [c(G′)]\I1.

Para todo k ∈ [c(G′)], obtemos o conjunto S escolhendo uk ∈ V (Gk) tal que

V (Gk) = {uk} se k ∈ I1 e uk ∈ V (Gk) \C se k ∈ I2 (veja na Figura 6.5(a)). Note que

|S|= c(G′). Mostramos que H(S) =V (GG).

Por hipótese, |I2| ≥ 2. Para todo i, j ∈ I2, como dG(ui,u j) = 3, o Lema 6.13

implica que NG[{ui,u j}]∪NG[{ui,u j}]⊆ H(S).

Sejam u ∈ NG(ui), v ∈ NG(u j), para i, j ∈ I2, A = I \NG(u) e B = I \NG(v).

Temos que A ⊆ NG(u), então A ⊆ I[u,ui]. Similarmente, B ⊆ NG(v), então B ⊆ I[v,u j].

Como A∪B = I, I ⊆ H(S).

Agora, mostramos que para todo y ∈ I \ {ui,u j}, y ∈ H(S). Seja y ∈ I \ {ui,u j}

tal que dG(x,y) = 1, para algum x ∈ C ∩H(S). Como G é conexo, x existe. Como

I ∪{x} ⊆ H(S), temos que y ∈ I[x,y]. Desta forma, NG(y) ⊆ I[y,x′], para algum x′ ∈ C

tal que yx′ /∈ E(G). Consequentemente C ⊆ H(S). Logo, C ⊆ I[C∪ I]. Portanto S é um

conjunto envoltório de GG, e h(GG)≤ c(G′).

Caso 2. t(G′)≥ 2.

Se nt(G′)≥ 2 recaímos no Caso 1. Assim, considere que nt(G′) = 1. Sejam G1 a

componente não trivial de G′ e Gi, para todo i ∈ [c(G′)]\{1}, as componentes triviais de

G′. Para algum x ∈ V (G1)∩C, seja S = V (Gi)∪{x}, para todo i ∈ [c(G′)]\{1} (veja na

Figura 6.5(b)). Note que |S|= c(G′). Mostramos que S é um conjunto envoltório de GG.

Por hipótese, t(G′) ≥ 2. Então existem i, j ∈ [c(G′)] \ {1} tais que Gi e G j são

componentes triviais em G′. Seja vi (resp. v j) o único vértice de V (Gi) (resp. V (G j)).
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Como viv j ∈ E(G), viv j /∈ E(G). Consequentemente, v̄iȳv̄ j é um caminho mínimo entre

vi, e v j, para todo y ∈ I. Então I ⊆ I[vi,v j].

Como dG(x,vi) = 1, temos que vi ∈ I[x,vi], para todo i ∈ [c(G′)] \ {1}. Como

dG(x,y) = 1, para todo y∈ I∩NG(x), obtemos que y∈ I[x,y]. Consequentemente NG(y)⊆

I[y,vi], para todo y ∈ I∩NG(x). Como G1 é conexa, para todo y′ ∈ I, existe x′ ∈C∩H(S).

Desde que I ⊆ H(S), y′ ∈ I[x′,y′]. Consequentemente NG(y
′) ⊆ C ⊆ H(S). Logo, C ⊆

I[C∪ I]. Portanto S é um conjunto envoltório de GG, e h(GG)≤ c(G′).

Em todos os casos, existe um conjunto envoltório de GG de ordem c(G′). Como

c(G′)≥ c(G
′
), o resultado desejado h(GG)≤max{c(G′),c(G

′
)} segue. �

A Figura 6.5 ilustra os dois casos do Teorema 6.15. Os vértices em preto

representam um conjunto envoltório de cada prisma complementar GG. Por conveniência,

as arestas entre cada par de vértices correspondentes de G e G não estão representadas.

(a) Caso 1 do Teorema 6.15. (b) Caso 2 do Teorema 6.15.

Figura 6.5: Exemplos de conjuntos envoltórios dos casos do Teo-

rema 6.15.

A classe dos prismas complementares KnKnKnKn recai no Caso 1 do Teorema

6.15, em que h(KnKnKnKn) = n. Um exemplo de prisma complementar do grafo K4K4

pode ser visto na Figura 6.6, onde os vértices em preto representam um conjunto

envoltório geodético deste grafo.

Pelos Teoremas 6.12 e 6.15 obtemos a igualdade enunciada no Corolário 6.16.

Este resultado evidencia que o número envoltório para prismas complementares de grafos

split pode ser ilimitado.

Corolário 6.16 Seja G = (C ∪ I,E) um grafo split autoconexo. Se max{nt(G′),

t(G′),nt(G
′
), t(G′)} ≥ 2, então h(GG) = max{c(G′),c(G

′
)}.

Prova. Segue diretamente dos Teoremas 6.12 e 6.15. �

Agora, nos resta os casos em que nt(G′)< 2, nt(G
′
)< 2, t(G′)< 2 e t(G

′
)< 2.

Como desconsideramos grafos triviais, temos que nt(G′) = 1 e nt(G
′
) = 1. Pelo Lema
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Figura 6.6: Conjunto envoltório geodético do prisma complemen-

tar K4K4K4K4.

6.14 se t(G′) = 1, então t(G
′
) = 1. Caso contrário, para t(G′) 6= 1, temos que t(G

′
) = 0

ou t(G
′
) ≥ 2. Se t(G

′
) ≥ 2 a prova segue pelo Teorema 6.15 (Caso 2). Assim, restam os

casos t(G′) = 0, t(G
′
) = 0, e t(G′) = 1, t(G

′
) = 1, que seguem nos Teoremas 6.18 e 6.19,

respectivamente.

Mostramos primeiro uma proposição que será útil na prova do Teorema 6.18. A

próxima proposição é uma ligeira modificação da Proposição 6.5 agora considerando um

grafo split G= (C∪I,E). Para um conjunto de vértices S de GG, a Proposição 6.17 mostra

que um vértice que pertence a um caminho no grafo de componentes G′ de G pertencerá

a H(S) dependendo se alguns vértices em específico em C∪ I pertencem a H(S).

Proposição 6.17 Seja G = (C ∪ I,E) um grafo split. Seja w0v1w1 . . .vkwk (ou

w0v1w1 . . .vk), com k ≥ 1, um caminho em G′, tal que vi ∈ I, para todo i ∈ [k], e

w j ∈ C, para todo j ∈ [k]∪{0}. Considere que, para todo i ∈ [k], existe z ∈ C tal que

viz /∈ E(G), e seja S ⊆ V (GG). Se {w0,z,v1, . . . ,vk} ⊆ H(S), então wk ∈ H(S) (resp.

vk ∈ H(S)).

Prova. A prova é por indução em k. Seja k = 1. Como w0,v1 ∈ H(S), e v1v1 ∈ E(GG),

obtemos que v1 ∈ I[w0,v1]. Como z ∈ H(S), e v1z /∈ E(G), então w1 ∈ I[v1,z].

Seja k ≥ 2. Pela hipótese de indução, wk−1 ∈ H(S). Então, como vk ∈ H(S),

temos que vk ∈ I[wk−1,vk]. Como z ∈ H(S), e vkz /∈ E(G), segue que wk ∈ I[vk,z]. �

Teorema 6.18 Seja G= (C∪I,E) um grafo split autoconexo tal que nt(G′) = 1, nt(G
′
) =

1, t(G′) = 0 e t(G
′
) = 0. Então h(GG)≤ 3.

Prova. Para provar h(GG) ≤ 3 construímos um conjunto envoltório de GG de ordem 3.

Mostramos primeiro a existência de três vértices que são a base da nossa construção.

Considere d = max{degG(v) : v ∈ I} e y ∈ I tal que degG(y) = d.
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Afirmação 1. Existem x ∈C \NG(y) e y′ ∈ NG(x)∩ I.

Prova da Afirmação 1. Suponha, por contradição, que não existe x ∈ C \NG(y). Então,

para todo x ∈ C, x ∈ NG(y). Isso implica que C∪{y} é uma clique de G. Se a partição

split de V (G) é única ou selecionada de acordo com a Observação 2.3(a), C é a única

clique máxima em G, então C∪{y} não pode ser uma clique em G, uma contradição. Por

outro lado, pela Observação 2.3(b), I é um conjunto independente máximo e existem duas

ou mais cliques máximas em G. Seja v ∈ I tal que degG(v) = degG(y). Então, C∪{v} e

C∪{y} são cliques máximas em G. Assim, temos que I é uma clique máxima em G. Seja

w∈C. Como v̄w̄, w̄ȳ /∈ E(G), (I \{v,y})∪{w} não é uma clique máxima em G. Logo I é a

única clique máxima em G. Então, selecionamos a partição split de V (G) de acordo com a

Observação 2.3(a) e obtemos que y e y′ são componentes triviais de G
′
, uma contradição,

já que consideramos t(G
′
) = 0.

Como t(G′) = 0 e xy /∈ E(G), x não é um vértice isolado em G′, então existe

y′ ∈ NG(x)∩ I. �

Seja y ∈ I tal que degG(y) é máximo, x ∈C \NG(y), e y′ ∈ NG(x)∩ I. A fim de

evitar repetição de notação para as operações de união, intersecção e diferença simétrica

nos conjuntos NG(y) e NG(y
′), escrevemos U = NG(y)∪NG(y

′), A = NG(y)∩NG(y
′), e

D = NG(y)△NG(y
′), respectivamente.

Considere uma partição R∪ L de I \ {y,y′} tal que R = {v ∈ I \ {y,y′} : ∀u ∈

D, uv∈ E(G)} e L = I \(R∪{y,y′}). Além disso, seja R1 = {v∈ R : NG(v)∩(C\U) 6= /0},

e R2 = R\R1. Em outras palavras, R é o conjunto de vértices que ligam com todo vértice

de D e R1 é o conjunto de vértices de R que tem ao menos um vizinho em C fora de U .

Mostramos conjuntos envoltórios de GG considerando R1 ser vazio ou não.

Caso 1. R1 = /0.

Seja S = {x,y,y′} (veja na Figura 6.7). Primeiro, temos que NG(y) ⊆ I[x,y],

y′ ∈ I[x,y′] e y ∈ I[y,y′].

Sabemos que xy′ ∈ E(G) e xy /∈ E(G). Então, como degG(y) é máximo, existe

z ∈ NG(y) tal que y′z /∈ E(G). Assim NG(y
′)⊆ I[y′,z], o que implica em U ⊆H(S). Como

D ⊆ U ⊆ H(S), e w̄ȳ ∈ E(G), para todo w ∈ NG(y
′) \A, (resp. w̄′ȳ′ ∈ E(G), para todo

w′ ∈ NG(y)\A), obtemos que D⊆ I[D∪{y,y′}].

Seja v ∈ L. Pela definição de L, existe z ∈D tal que vz /∈ E(G), o que implica que

v̄z̄ ∈ E(G). Como z ou é adjacente a y ou a y′, e, para todo v ∈ L, v̄ȳ, v̄ȳ′ ∈ E(G), segue

que v ∈ I[{y,y′,z}]. Logo L⊆ H(S).

Agora, mostramos que L∪ (NG(L)\U)⊆ H(S).

Como G′ é conexo, existe um caminho mínimo w0v1w1 . . .vkwk (ou

w0v1w1 . . .vk), com k ≥ 2, em G′ entre w0 ∈ U e wk ∈ NG(L) \U (resp. vk ∈ L), em

que vi ∈ I, wi ∈C, para todo i ∈ [k].
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Pela definição de R2, nenhum vértice de R2 é adjacente a algum vértice de

NG(L)\U , então w0v1w1 . . .vkwk (resp. w0v1w1 . . .vk) não contém vértices de R2.

Pela maximalidade de degG(y) temos que degG(vi) < degG(y)+ 1 = |NG(y)∪

{x}|, para todo i ∈ [k]. Logo, existe z ∈ NG(y)∪{x} tal que viz /∈ E(G), para todo i ∈ [k].

Como w0,z ∈U ⊆H(S), e vi ∈ I \R2 ⊆H(S), para todo i ∈ [k], segue da Proposição 6.17

que wk ∈ H(S) (resp. vk ∈ H(S)). Consequentemente L∪ (NG(L)\U)⊆ H(S).

Resta mostrar que R2∪R2∪A∪NG(L)\U ⊆ H(S).

Como G
′

é conexo, existe um caminho mínimo w0v1w1 . . .vkwk (ou

w0v1w1 . . .vk), com k ≥ 2, em G
′

entre w0 ∈ I \R2 e wk ∈ R2 (resp. vk ∈ A∪NG(L)\U),

em que vi ∈C, e wi ∈ I, para todo i ∈ [k].

Mostramos que, para todo i ∈ [k], existe z ∈ I \R2 tal que v̄iz̄ /∈ E(G). Está claro

que z = y para todo vi ∈ A, uma vez que v̄iȳ /∈ E(G). Agora, seja vi ∈ NG(L)\U . Sabemos

que NG(R2∪{y,y
′})∩(NG(L)\U) = /0. Como G′ é conexo, existe z∈ L tal que viz∈E(G),

o que implica que v̄iz̄ /∈ E(G), com z ∈ L⊆ I \R2.

Como w0,z ∈ I \ R2 ⊆ H(S), e vi ∈ A ∪ NG(L) ⊆ H(S), para todo i ∈ [k],

a Proposição 6.17 (dual) implica que wk ∈ H(S) (resp. vk ∈ H(S)). Logo, R2 ∪ A ∪

NG(L)\U ⊆ H(S). Finalmente, como D∪ R2 ⊆ H(S), obtemos que R2 ⊆ I[D∪ R2], o

que completa a prova do Caso 1.

Caso 2. R1 6= /0.

Sejam y′′ ∈ R1 tal que NG(y
′′)\U é máximo, e S = {x,y,y′′} (veja na Figura 6.8).

Primeiro, temos que NG(y)⊆ I[x,y], y′′ ∈ I[x,y′′], e y ∈ I[y,y′′]. Como degG(y) é máximo,

y′′ não é adjacente a todo vértice de NG(y)∪{x}, então NG(y
′′)⊆ I[NG(y)∪{x,y

′′}].

Seja x′′ ∈ NG(y
′′)\U . Como x′′ ∈H(S), e x̄′′ȳ ∈ E(G), obtemos que x′′ ∈ I[x′′,y].

Logo NG(y′′)\U ⊆ H(S). Como x̄′′ȳ′ ∈ E(G), e x̄′′ȳ′′ /∈ E(G), segue que y′ ∈ I[x′′,y′′].

Consequentemente y′ ∈ I[x,y′]. Isso implica que D ∈ I[D ∪ {y,y′}]. Como x′′ não é

adjacente a nenhum vértice de R2, temos que x′′ é adjacente a todo vértice de R2. Assim,

R2 ⊆ I[x′′,y′′]. Então, R2 ⊆ I[D∪R2].

Seja v ∈ L. Pela definição de L, existe z ∈D tal que vz /∈ E(G), o que implica que

v̄z̄ ∈ E(G). Como z é adjacente ou a y ou a y′, e, para todo v ∈ L, vy, v̄ȳ′ ∈ E(G), segue

que v ∈ I[{y,y′,z}]. Logo L⊆ H(S).

Consideramos X ∪Y uma partição R1 \ {y
′′} tal que X = {v ∈ R1 \ {y

′′} : ∀u ∈

(A\NG(y
′′))∪ (NG(y

′′)\U), uv ∈ E(G)}, e Y = R1 \ (X ∪{y
′′}).

Seja a ∈ A\NG(y
′′). Como āȳ′′ ∈ E(G), obtemos que a ∈ I[a,y′′]. Consequente-

mente A\NG(y′′)⊆ H(S). Seja v ∈ Y . Pela definição de Y , e como selecionamos y′′ ∈ R1

tal que NG(y
′′)\U é máximo, existe u∈ (NG(y

′′)\U) tal que uv /∈ E(G), então ūv̄∈ E(G).

Como ūȳ′′ /∈ E(G), e u∈NG(y′′)\U ⊆H(S), temos que v∈ I[u,y′′]. Segue que Y ⊆H(S),

e Y ⊆ I[D∪Y ]. Logo, NG(Y )⊆ H(S).

Agora, mostramos que L∪ (NG(L)\ (NG(Y ∪ y′′)∪U))⊆ H(S).
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Como G′ é conexo, existe um caminho mínimo w0v1w1 . . .vkwk (ou

w0v1w1 . . .vk), com k≥ 2, em G′ entre w0 ∈ NG(Y ∪y′′)∪U e wk ∈ NG(L)\ (NG(Y ∪y′′)∪

U) (resp. vk ∈ L), em que vi ∈ I, wi ∈C, para todo i ∈ [k].

Pela definição de X , nenhum vértice de X é adjacente a algum vértice de

NG(L)\ (NG(Y ∪y′′)∪U), então w0v1w1 . . .vkwk (resp. w0v1w1 . . .vk) não contém vértices

de X .

Pela maximalidade de degG(y) temos que degG(vi) < degG(y)+ 1 = |NG(y)∪

{x}|, para todo i ∈ [k]. Logo, existe z ∈ NG(y) ∪ {x} tal que viz /∈ E(G), para todo

i ∈ [k]. Como w0,z ∈ (NG(Y ∪ y′′) ∪U) ⊆ H(S), e vi ∈ I \ X ⊆ H(S), para todo i ∈

[k], segue da Proposição 6.17 que wk ∈ H(S) (resp. vk ∈ H(S)). Consequentemente

L∪ (NG(L)\ (NG(Y ∪ y′′)∪U))⊆ H(S).

Similarmente ao Caso 1, como G
′

é conexo, a Proposição 6.17 (dual) pode ser

utilizada para mostrar que X ∪ A∩NG(y′′) ∪ NG(L)\ (NG(Y ∪ y′′)∪U) ⊆ H(S). Como

X ⊆ H(S), obtemos que X ⊆ I[X ∪U ], portanto H(S) =V (GG).

Em todos os casos temos que existe um conjunto envoltório de GG de ordem

três, o que completa a prova. �

As Figuras 6.7 e 6.8 mostram exemplos de prismas complementares GG que

ilustram os casos R1 = /0 e R1 6= /0 do Teorema 6.18, respectivamente. Os vértices em

preto representam o conjunto envoltório de cada prisma complementar.

Figura 6.7: Conjunto envoltório geodético que ilustra o Caso 1 do

Teorema 6.18.

Para o teorema a seguir vamos relembrar a definição de subgrafo isométrico.

Dizemos que H é um subgrafo isométrico de G se H é um subgrafo de G tal que

dH(u,v) = dG(u,v) para todo par u,v ∈V (H).

Teorema 6.19 Seja G= (C∪I,E) um grafo split autoconexo tal que nt(G′) = 1, nt(G
′
) =

1, t(G′) = 1 e t(G
′
) = 1. Então h(GG)≤ 3.
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Figura 6.8: Conjunto envoltório geodético que ilustra o Caso 2 do

Teorema 6.18.

Prova. Seja v′ o vértice da única componente trivial de G′. Seja G1 o grafo induzido por

V (G)\{v′}. Mostraremos primeiro que G1G1 é um subgrafo isométrico de GG.

Afirmação 1. G1G1 é um subgrafo isométrico de GG.

Prova da Afirmação 1. Sejam x,y ∈ V (G1) (resp. x,y ∈ V (G1)). Como v′ (resp. v′) é

simplicial em G (resp. G) temos que qualquer caminho mínimo entre x e y em V (G)

(resp. V (G)) não contém v′ (resp. v′). Desta forma, dG1(x,y) = dG(x,y) (resp. dG1
(x,y) =

dG(x,y)). Agora, considere x ∈ V (G1) e y ∈ V (G1). Como dG1G1
(x,y) = dGG(x,y) ≤ 2

concluímos que G1G1 é um subgrafo isométrico de GG. �

Como G1 é um subgrafo de G que satisfaz nt(G′1) = 1, nt(G
′
1) = 1, t(G′1) =

0 e t(G
′
1) = 0, procedemos de maneira similar à prova do Teorema 6.18. Considere

d = max{degG(w) : w ∈ I} e y ∈ I tal que degG(y) = d. Seja x ∈ C \ (NG(y)∪ {v
′}),

e y′ ∈ NG(x)∩ I. A Afirmação 1 do Teorema 6.18 implica na existência de x,y,y′ em

V (G1)⊆V (G).

Sejam U = NG(y)∪NG(y
′), A = NG(y)∩NG(y

′), e D = NG(y)△NG(y
′). Consi-

dere R = {v ∈ I \ {y,y′} : ∀u ∈ D, uv ∈ E(G)}, e R1 = {v ∈ R : NG(v)∩ (C \U) 6= /0}.

Mostramos conjuntos envoltórios de GG considerando R1 ser vazio ou não.

Caso 1. R1 = /0.

Seja S = {y,y′,v′}. Temos que A = NG(y)∩NG(y
′) ⊆ I[y,y′]. Como nt(G′) = 1,

temos que dG(y,y
′)< 3, logo A 6= /0. Como v′ é adjacente a todo vértice de A, obtemos que

v′ ∈ I[A∪{v′}]. Consequentemente U = NG(y)∪NG(y
′) ⊆ I[{v′,y,y′}]. Como v′y,v′y′ /∈

E(G), v̄′ȳ, v̄′ȳ′ ∈ E(G), então y,y′ ∈ I[{y,y′,v′}].

Até o momento, temos que x,y,y′ ∈ H(S). Como G1 é um subgrafo de G com

nt(G′1) = 1, nt(G
′
1) = 1, t(G′1) = 0 e t(G

′
1) = 0, o Teorema 6.18 (Caso 1) implica que

V (G1)∪V (G1)⊆HG1G1
({x,y,y′}). Como G1G1 é um subgrafo isométrico de GG, o lema

6.4 implica que V (G1)∪V (G1)⊆ H({x,y,y′}), consequentemente V (GG) = H(S).
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Caso 2. R1 6= /0.

Seja y′′ ∈ R1 tal que NG(y
′′)\U é máximo, e S = {y,y′′,v′}. Temos que NG(y)∩

NG(y
′′) ⊆ I[y,y′]. Como nt(G′) = 1, temos que dG(y,y

′) < 3, logo NG(y)∩NG(y
′′) 6= /0.

Seja z ∈ NG(y)∩NG(y
′′). Como v′z ∈ E(G), temos que v′ ∈ I[z,v′] e segue que NG(y)∪

NG(y
′′)⊆ I[{v,y,y′′}]. Como v′y,v′y′′ /∈ E(G), v̄′ȳ, v̄′ȳ′′ ∈ E(G), então y,y′′ ∈ I[{y,y′′,v′}].

Até aqui, temos que x,y,y′′ ∈H(S). Como G1 é um subgrafo de G com nt(G′1) =

1, nt(G
′
1) = 1, t(G′1) = 0 e t(G

′
1) = 0, o Caso 2 do Teorema 6.18 implica que V (G1)∪

V (G1) ⊆ HG1G1
({x,y,y′′}). Como G1G1 é um subgrafo isométrico de GG, o Lema 6.4

implica que V (G1)∪V (G1)⊆ H({x,y,y′′}), consequentemente V (GG) = H(S).

Em todos os casos temos que S é um conjunto envoltório of GG, e o resultado

h(GG)≤ 3 segue. �

A partir do Teorema 6.19 obtemos o Corolário 6.20, a seguir.

Corolário 6.20 Seja G = (C∪ I,E) um grafo split autoconexo. Se nt(G′) = 1, nt(G
′
) = 1,

t(G′) = 1 e t(G
′
) = 1, então h(GG) = 3.

Prova. Seja v o vértice da componente trivial de G′. O limite superior segue pelo Teorema

6.19. Desta forma, resta mostrar o limite inferior h(GG)≥ 3.

Como v é simplicial em G, e v é simplicial em G, o Lema 6.2 implica que

S ∩ {v,v} 6= /0. Seja x ∈ {v,v}, e suponha, por contradição, que S = {u,x} é um con-

junto envoltório de GG. Como dGG(u,x) < 2, para todo u ∈ V (GG) \ {v,v}, temos que

H(S) = NGG[u]∩NGG[x]. Isso implica que H(S) 6= V (GG), uma contradição. Portanto,

h(GG)≥ 3. �

Nosso último resultado sobre o número envoltório geodético se encontra no

Corolário 6.21. Consideramos grafos split G com diam(G) = diam(G) = 2. Se nt(G′)≥ 2

ou nt(G
′
) ≥ 2, então diam(G) = 3 ou diam(G) = 3, o que não entra no caso atual.

Se t(G′) ≥ 2 ou t(G
′
) ≥ 2 recaímos no resultado do Teorema 6.15, logo h(GG) =

max{c(G′),c(G
′
)}. Desta forma, consideramos que nt(G′) = 1, nt(G

′
) = 1, t(G′) ≤ 1

e t(G
′
)≤ 1.

Corolário 6.21 Seja G = (C∪ I,E) um grafo split com diam(G) = 2 e diam(G) = 2. Se

max{nt(G′), t(G′),nt(G
′
), t(G′)}< 2, então h(GG) = 3.

Prova. Segue diretamente do Teorema 6.7 e do Teorema 6.15. �

Para encerrar este capítulo, um resumo dos resultados obtidos segue na Tabela

6.1.
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Tabela 6.1: Sumário dos resultados sobre o número envoltório

para o prisma complementar GG de G autoconexo.

Grafos Número Envoltório Geodético
G não split h(GG)≤ 3 (Teorema 6.6).

G não split com diam(G) = 2
e diam(G) = 2

h(GG) = 3 (Corolário 6.8).

G split com diam(G)> 3 h(GG) = 2 (Teorema 6.9).

G split h(GG)≥ max{c(G′),c(G
′
),2} (Teorema 6.12).

G split com nt(G′) ≥ 2 ou
nt(G

′
) ≥ 2 ou t(G′) ≥ 2 ou

t(G
′
)≥ 2

h(GG)≤ max{c(G′),c(G
′
)}. (Teorema 6.15).

G split com nt(G′) ≥ 2 ou
nt(G

′
) ≥ 2 ou t(G′) ≥ 2 ou

t(G
′
)≥ 2

h(GG) = max{c(G′),c(G
′
)} (Corolário 6.16).

G split com nt(G′) = 1,
nt(G

′
) = 1, t(G′) ≤ 1 e

t(G
′
)≤ 1

h(GG)≤ 3 (Teoremas 6.18 e 6.19).

G split com nt(G′) = 1 e
t(G′) = 1

h(GG) = 3 (Corolário 6.20).

G split com diam(G) = 2 e
diam(G) = 2

h(GG) = max{c(G′),c(G
′
)}, se t(G′)≥ 2 ou t(G

′
)≥

2 (Corolário 6.16); ou h(GG) = 3, caso contrário.
(Corolário 6.21).



CAPÍTULO 7
O Número Geodético para Prismas

Complementares

Neste capítulo apresentamos nossos resultados sobre o número geodético para

prismas complementares. Retomando brevemente a terminologia, considere um grafo G.

O intervalo fechado entre dois vértices u,v ∈ V (G), denotado por I[u,v], consiste de u,v

juntamente com todos os vértices pertencentes a todo caminho mínimo entre u e v. Se

não existe um caminho entre u e v, então I[u,v] = {u,v}. Assim, o intervalo fechado de

S ⊆ V (G), denotado por I[S], é a união de todos os intervalos I[u,v] para todo vértice

u,v ∈ S. Quando necessário, adicionaremos um subscrito à notação de intervalo, por

exemplo, IG[S], para indicar qual grafo G está sendo considerado. Se I[S] =V (G), dizemos

que S é um conjunto geodético de G. A cardinalidade g(G) do menor conjunto geodético

de G é o número de intervalo geodético ou simplesmente número geodético de G.

Fazendo uma comparação com o parâmetro número envoltório abordado ante-

riormente no Capítulo 6, percebemos que, enquanto um conjunto envoltório é obtido

permitindo-se várias iterações sucessivas da operação de intervalo fechado, um conjunto

geodético é obtido pela aplicação desta mesma operação uma única vez.

O número geodético foi introduzido em 1993 por Harary, Loukakis e Tsouros

[78]. Estes autores mostram resultados do número geodético para certas classes de grafos,

como completos, bipartidos completos, árvores, ciclos, rodas e grades. Em 2002, Atici [5]

prova que o problema de decisão relacionado ao número geodético é NP-completo. Este

problema também é NP-completo para grafos bipartidos cordais [52] e grafos livres de

P5 [50]. Por outro lado, o número geodético pode ser determinado em tempo polinomial

para cografos [52], grafos split [52] e grafos de intervalo próprio [63].

A respeito de prismas complementares, Duarte [60] mostra resultados do número

geodético em prismas complementares de grafos completos, caminhos e ciclos. Motiva-

dos por este trabalho determinamos resultados do número geodético para prismas comple-

mentares de outras classes de grafos. Motivados também por Dourado et al. [52] mostra-

mos que para um dado prisma complementar GG e um inteiro positivo k, é NP-completo

decidir se g(GG)≤ k. Estes resultados se encontram publicados em [21].
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Chartrand, Harary e Zhang [34] observaram que cada vértice simplicial v de um

grafo G ou é vértice inicial ou final de um caminho mínimo contendo v. Isso implica no

seguinte lema.

Lema 7.1 (Chartrand, Harary e Zhang [34]) Todo conjunto geodético de um grafo

contém seus vértices simpliciais.

Assim como vértices simpliciais em um grafo G pertencem a qualquer conjunto

geodético de G, temos uma relação similar nos prismas complementares GG. Mostramos

no Lema 7.3 que se v é um vértice simplicial em G, então qualquer conjunto geodético de

GG deve conter v ou v. Para a prova deste lema, utilizamos a Proposição 7.2 que concerne

a um vértice simplicial v em G e caminhos mínimos de tamanho dois em GG.

Proposição 7.2 Seja v um vértice simplicial em um grafo G. Para todo x,y ∈ V (GG) \

{v,v}, se dGG(x,y)≤ 2, então v /∈ IGG[x,y].

Prova. Se dGG(x,y) = 1, IGG[x,y] = {x,y} e a conclusão é clara. Suponha dGG(x,y) = 2.

Neste caso, IGG[x,y] = NGG[x]∩NGG[y]. Suponha que v ∈ IGG[x,y]. Assim, v ∈ NGG[x] e

v ∈ NGG[y]. Por outro lado, o único vértice de G que liga com v é v. Como x,y /∈ {v,v},

temos que v ∈ NGG(x)∩NGG(y). Como v é simplicial, isto implica que xy ∈ E(G), uma

contradição. �

Lema 7.3 Seja G um grafo e S um conjunto geodético de GG. Se v é simplicial em G,

então S∩{v,v} 6= /0.

Prova. Seja S um conjunto geodético de GG. Suponha que v ∈ V (G) é simplicial em G.

Por contradição, suponha que S∩{v,v} = /0, isto é, v,v /∈ S. Mostraremos que qualquer

caminho mínimo entre x,y ∈V (GG)\{v,v} não contém v.

Se dGG(x,y)≤ 2, segue da Proposição 7.2. Logo podemos supor que dGG(x,y) =

3. Pela definição de prisma complementar, se x ∈V (G) e y ∈V (G), então dGG(x,y)≤ 2.

Desta forma, consideramos x,y ∈V (G)\{v} ou x,y ∈V (G)\{v}.

Sejam x,y ∈ V (G) \ {v}. Neste caso, se dG(x,y) = 3, temos que IGG[x,y] =

{x,y}∪ IG[x,y]. Como NG(v) é uma clique, nenhum caminho mínimo entre x e y em G

contém v, logo v 6∈ IGG[x,y]. Se dG(x,y)> 3, temos que IGG[x,y] = {x,x,y,y} e a conclusão

é clara. Sejam x,y ∈V (G)\{v}. Se x̄ȳ ∈ E(G), então IGG[x,y] = {x,y}. Assim, considere

que x̄ȳ /∈ E(G). Como IGG[x,y]∩V (G) = {x,y} e x,y /∈ {v,v}, temos a conclusão.

�

Seja G um grafo. Denotamos por σ(G) o conjunto de vértices simpliciais de

G. Vimos no Lema 7.3 que um conjunto geodético de um grafo GG deve conter todos
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os vértices de σ(G) ou σ(G). Isso implica no limite inferior descrito no Teorema 7.4.

Recorde que σ(G) é o conjunto de vértices correspondentes de σ(G) em V (G) e σ(G) é

o conjunto de vértices simpliciais de G.

Teorema 7.4 Seja G um grafo. Então g(GG)≥ |σ(G)∪σ(G)|.

Prova. Pelo Lema 7.3 temos que g(GG)≥ |σ(G)| e g(GG)≥ |σ(G)|. Isso implica direta-

mente em g(GG)≥ |σ(G)∪σ(G)|. �

Seja G um grafo split com clique C e conjunto independente I. Os grafos split tem

a particularidade de que cada vértice de I é um vértice simplicial. Desta forma, para um

conjunto independente máximo I, temos que σ(G) = I. Como C é clique em G, temos que

C é conjunto independente em G. Assim C ⊆ σ(G). A partir destas observações podemos

determinar a igualdade correspondente ao número geodético em prismas complementares

de grafos split.

Teorema 7.5 Seja G = (C∪ I,E) um grafo split. Então g(GG) = |V (G)|.

Prova. Considere G = (C∪ I,E) um grafo split com conjunto independente máximo I.

Sabemos que σ(G) = I. Como C é clique em G, temos que C é conjunto independente

em G. Assim C⊆ σ(G). Pelo Lema 7.3 temos o limite inferior g(GG)≥ |σ(G)∪σ(G)| ≥

|I|+ |C|= |V (G)|.

Para o limite superior g(GG)≤ |V (G)|, mostramos conjuntos geodéticos no caso

de G ser conexo ou não.

Primeiro, considere G desconexo e S =V (G). Sejam G1, . . . ,Gk as componentes

de G, para algum k > 1. Como G é desconexo, para todo u∈V (Gi) e v∈V (G j), para todo

i, j ∈ [k], i 6= j, temos que uūv̄v é um caminho mínimo entre u e v. Então V (G)⊆ I[S].

Agora, considere G e G conexos. Seja S =C∪ I. Para todo y ∈ I, existe v ∈C tal

que vy ∈ E(G). Como v,y ∈ S, temos que y ∈ I[v,y]. Similarmente, para todo v ∈C, existe

y ∈ I tal que v̄ȳ ∈ E(G). Como v,y ∈ S, temos que v ∈ I[v,y]. Portanto I[S] =V (GG). �

A seguir, mostramos um resultado de complexidade sobre o número geodético

para prismas complementares. Primeiro, definimos os dois problemas de decisão consi-

derados: CONJUNTO DOMINANTE e CONJUNTO GEODÉTICO. Um conjunto de vértices

D de um grafo G é dominante se todo vértice de V (G)\D tem um vizinho em D.

Problema 7.6 CONJUNTO DOMINANTE [72].

Instância: Um grafo G e um inteiro positivo k.

Pergunta: G possui um conjunto dominante de ordem no máximo k?
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Problema 7.7 CONJUNTO GEODÉTICO [5].

Instância: Um grafo G e um inteiro positivo k.

Pergunta: G possui um conjunto geodético de ordem no máximo k?

Apenas relembrando, um grafo bipartido é bipartido cordal se ele não contém

um ciclo induzido de tamanho pelo menos 6. Observamos que a construção de Dourado

et al. [52], para mostrar a NP-completude do número geodético para grafos bipartidos

cordais pode ser adaptada para mostrar que CONJUNTO GEODÉTICO é NP-completo

mesmo restrito para prismas complementares. Este resultado segue no Teorema 7.8.

Teorema 7.8 CONJUNTO GEODÉTICO é NP-completo para prismas complementares.

Prova. Desde que o intervalo de um conjunto de vértices pode ser computado em tempo

polinomial, CONJUNTO GEODÉTICO está em NP.

Para provar a NP-completude, descrevemos uma redução polinomial do pro-

blema CONJUNTO DOMINANTE restrito a grafos bipartidos cordais, que é NP-completo

[88]. Seja (G,k) uma instância de CONJUNTO DOMINANTE tal que G é bipartido cor-

dal. Dourado et al. [52] criam um grafo G′ a partir de G como segue. Sejam A e B as

partições de V (G). Adicione quatro novos vértices a1,a2,b1,b2. Seja A′ = A∪{a1,a2} e

B′ = B∪{b1,b2}. Adicione novas arestas a1b para todo b ∈ B′ e b1a para todo a ∈ A′.

Seja H o grafo formado a partir da união disjunta de G′ com o grafo completo

com três vértices u1,u2 e u3. Seja V1 = {u1,u2,u3}.

Provamos que G tem um conjunto dominante de ordem no máximo k se e

somente se HH tem um conjunto geodético de ordem no máximo k+5.

Primeiro, suponha que G tem um conjunto dominante D com |D| ≤ k. Seja

S⊆V (HH) tal que S = D∪{a2,b2,u1,u2,u3}. Mostramos que S é um conjunto geodético

de HH.

Para todo i ∈ [2], temos que ui ∈ I[u3,ui]. Para algum v ∈ V (G′)∩ S, temos um

caminho mínimo vv̄ū3u3, então u3 ∈ I[v,u3].

Como NH(V1)∩V (G′) = /0, todo vértice v ∈V (G
′
) está em um caminho mínimo

entre u1 e u2, o que implica que V (G
′
)⊆ I[u1,u2].

Claramente, a1,b1 ∈ I[a2,b2]. Agora, seja a ∈ A \D. Como D é dominante,

existe b ∈ B∩D tal que ab ∈ E(G). Como a2b1ab e a2a2bb são caminhos mínimos entre

a2 e b em HH, a ∈ I[a2,b] ⊆ I[S]. Por simetria, S é um conjunto geodético de HH, e

g(HH)≤ |S|= k+5.

Reciprocamente, seja S um conjunto geodético de HH com |S| ≤ k+ 5. Como

V1 ∪ {a2,b2} ⊆ σ(H), o Lema 7.3 implica que S∩ {ui,ui} 6= /0, para todo i ∈ [3], S∩

{a2,a2} 6= /0, e S ∩ {b2,b2} 6= /0. Consequentemente, |S| ≥ 5. Isso implica que F =

(S∩ (V (G)∪V (G)∪ {a1,b1,a1,b1}))∪ {a2,b2,u1,u2,u3} é um conjunto geodético de

HH com |F | ≤ k+5.
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Como todo vértice em V (G
′
) (resp. {a1,b1}) está em um caminho mínimo

entre u1 e u2 (resp. a2 e b2), se F contém um vértice v em V (G
′
) (resp. {a1,b1}),

então (F \ {v}) ∪ {w}, para algum w ∈ V (G), é um conjunto geodético de HH de

ordem no máximo k+5. Assim, podemos assumir que F ∩ (V (G
′
)∪{a1,b1}) = /0. Logo

|F ∩V (G)| ≤ k. Seja D = F ∩V (G). Mostramos que D é um conjunto dominante de G.

Seja a ∈ A\D. Como F é um conjunto geodético de HH, ou existe b ∈ B∩D, tal

que a ∈ I[b,a2], ou existe b ∈ B∩D e v ∈ D, com a ∈ I[b,v]. Em ambos os casos, existe

b ∈ D tal que ab ∈ E(G). Logo, por simetria, D é um conjunto dominante de G, o que

completa a prova. �

A Figura 7.1 contém uma ilustração do grafo HH construído para a redução

do Teorema 7.8. Em preto estão representados os vértices que pertencem ao conjunto

geodético S mas que não estão em V (G).

Figura 7.1: Grafo HH construído para o Teorema 7.8.

Embora tenhamos observado o resultado de complexidade do número geodético

para prismas complementares GG, mesmo restrito a G desconexo, encerramos este

capítulo com dois limitantes superiores naturais deste parâmetro. O primeiro se encontra

no Teorema 7.9 onde consideramos G desconexo e o segundo, expresso no Teorema 7.10,

se refere a G autoconexo com diâmetro restrito.

Teorema 7.9 Seja G um grafo desconexo de ordem n. Então, g(GG)≤ n.

Prova. Sejam G1, . . . ,Gk, com k ≥ 2, as componentes conexas de G. Um (u,v)-caminho

mínimo em GG entre u ∈ V (Gi), para todo i ∈ [k], e v ∈ V (G j), para todo j ∈ [k] \ {i}
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contém seus vértices correspondentes u,v. Desta forma IGG[V (G)] = V (GG). Portanto

V (G) é um conjunto geodético de GG e g(GG)≤ n. �

Teorema 7.10 Seja G um grafo autoconexo. Se diam(G) ≤ 3 e diam(G) ≤ 3, então

g(GG)≤ g(G)+g(G).

Prova. Sejam S1 e S2 conjuntos geodéticos mínimos de G e G, respectivamente. Defina

S = S1 ∪ S2. Como diam(G) ≤ 3, para todo v ∈ IG[V (G)] temos que v ∈ IGG[V (G)].

O mesmo acontece em V (G), como diam(G) ≤ 3, para todo v ∈ IG[V (G)] temos que

v ∈ IGG[V (G)]. Isso implica que V (G) ⊆ IGG[S1] e V (G) ⊆ IGG[S2]. Portanto S é um

conjunto geodético de GG e segue que g(GG)≤ g(G)+g(G). �

Antes de encerrarmos este capítulo, veja na Tabela 7.1 um resumo dos nossos

resultados obtidos.

Tabela 7.1: Sumário dos resultados do número geodético para

prismas complementares GG.

Grafos Número Geodético

G qualquer g(GG)≥ |σ(G)∪σ(G)| (Teorema 7.4)

G split g(GG) = |V (G)| (Teorema 7.5)

Complexidade NP-completo (Teorema 7.8)

G desconexo g(GG)≤ |V (G)| (Teorema 7.9)
G autoconexo g(GG)≤ g(G)+g(G) (Teorema 7.10)



CAPÍTULO 8
O Número de Convexidade Geodética para

Prismas Complementares

Este capítulo abrange nossos resultados obtidos a respeito do número de conve-

xidade geodética. Resgatando aqui, um conjunto de vértices de um grafo G é convexo se

todo vértice de todo caminho mínimo entre dois vértices de S está em S. A cardinalidade

con(G) do maior conjunto convexo geodético próprio de G é o número de convexidade

geodética de G.

Um dos primeiros trabalhos a introduzir o número de convexidade geodética

foi publicado por Chartrand, Wall, e Zhang [35], em 2002. No trabalho destes autores é

determinado o número de convexidade geodética para caminhos, árvores, ciclos, grafos

completos, bipartidos completos, e grafos com vértices simpliciais e são apresentados

limites superiores e inferiores deste parâmetro para grafos gerais. No mesmo ano, Canoy e

Garces [17] mostram resultados sobre o número de convexidade geodética para operações

entre dois grafos como junção, composição e produto Cartesiano. Mais tarde, Kim [84]

estuda o número de convexidade para grafos k-regulares. Sobre aspectos de complexidade,

em 2003, Gimbel [73] mostra que determinar o número de convexidade é NP-difícil para

grafos gerais, enquanto que, em 2012, Dourado et al. [53] refina o resultado de Gimbel

mostrando a NP-completude do problema de decisão do número de convexidade mesmo

restrito para grafos bipartidos.

Não foram encontrados estudos na literatura a respeito deste parâmetro para pris-

mas complementares. Então, estudamos este parâmetro para GG quando G é desconexo,

obtendo uma igualdade e, motivados por Dourado et al. [53], mostramos que o problema

de decisão relativo ao número de convexidade é NP-completo restrito aos prismas com-

plementares. Estes resultados se encontram publicados em [20].

Primeiro, apresentamos um limite inferior do número de convexidade de GG

quando diam(G) ≤ 2 ou diam(G) ≥ 4, expresso no Lema 8.1. Logo após, apresentamos

um limite superior quando G é um grafo split autoconexo, que segue no Lema 8.2.

Lema 8.1 Seja G um grafo de ordem n. Se diam(G) 6= 3, então con(GG)≥ n.
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Prova. Considere primeiro que diam(G) ≤ 2. Seja u,v ∈ V (G). Como diam(G) ≤ 2,

e todo (u,v)-caminho passando por V (G) tem tamanho pelo menos 3, obtemos que

IGG[u,v]∩V (G) = /0. Logo V (G) é um conjunto convexo de GG. Como V (G)⊂V (GG),

segue que con(GG)≥ |V (G)|= n.

Agora, seja diam(G) ≥ 4. De acordo com Goddard e Oellermann [74],

diam(G) > 3 implica que diam(G) ≤ 2. Como GG é isomorfo a GG, o resultado se-

gue diretamente do caso acima. �

Lema 8.2 Seja G um grafo split autoconexo de ordem n, e ℓ a ordem do menor conjunto

L(Gi), para todo i ∈ [c(G′)]. Então con(GG)≤ 2n− ℓ.

Prova. A partir do Lema 6.11, sabemos que V (GG)\L(Gi) é convexo em GG, para todo

i ∈ [c(G′)]. Então o resultado segue imediatamente da escolha do menor L(Gi), dentre

todo i ∈ [c(G′)], digamos |L(Gi)|= ℓ. Portanto, con(GG)≤ 2n− ℓ. �

Agora, em direção ao nosso resultado sobre grafos desconexos, primeiro enun-

ciamos o Lema 8.3 de Chartrand, Wall, e Zhang. Em seguida, apresentamos o Lema 8.4

que será útil para o desenvolvimento dos resultados subsequentes.

Lema 8.3 (Chartrand, Wall, e Zhang [35]) Seja G um grafo conexo de ordem n. Então

con(G) = n−1 se e somente se G contém um vértice simplicial.

Seja G um grafo desconexo. Se G contém uma componente conexa trivial, o

único vértice desta componente é um vértice simplicial. Isso implica que con(GG) =

n− 1, pelo Lema 8.3. Assim sendo, nos resultados posteriores desconsideramos grafos

desconexos G que possuam componentes conexas triviais.

Lema 8.4 Seja G um grafo desconexo sem componentes conexas triviais. Se x e y são

vértices não adjacentes em G, então HGG({x,y}) =V (G).

Prova. Sejam x,y ∈ V (G) tais que x̄ȳ /∈ E(G). Considere G1, . . . ,Gℓ as componen-

tes conexas de G. Temos que todo vértice em V (Gi) é adjacente a todo vértice de

V (G j), para todo i, j ∈ [ℓ], i 6= j. Isso implica que x,y ∈ V (Gi), para algum i ∈ [ℓ],

e V (G) \V (Gi) ⊆ IGG[x,y]. Como G não possui componentes triviais, sabemos que

|V (Gk)| ≥ 2, para todo k ∈ [ℓ]. Seja j ∈ [ℓ] \ {i}. Como a componente G j é conexa

e |V (G j)| ≥ 2, existem u,v ∈ V (G j) tais que uv ∈ E(G). Assim, ūv̄ /∈ E(G) e como

ū, v̄ ∈ IGG[x,y], temos que V (Gi)⊆ IGG[u,v]. Logo, V (G)⊆ I2
GG

[x,y] = HGG({x,y}). �

Mostramos a seguir, no Teorema 8.5, que o número de convexidade de GG

quando G é um grafo desconexo tem uma relação direta com a ordem da menor com-

ponente conexa de G.
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Teorema 8.5 Sejam G um grafo desconexo de ordem n e k a ordem da menor componente

de G. Então, con(GG) = 2n− k.

Prova. Sejam G1, . . . ,Gℓ as componentes conexas de G, para ℓ≥ 2. Se k = 1, o resultado

segue do Lema 8.3. Desta forma, considere que |V (Gi)| ≥ 2, para todo i ∈ [ℓ]. Podemos

ordenar as componentes G1, . . . ,Gℓ de G em ordem não decrescente de seus números

de vértices. Então, G1 é uma componente de menor ordem, digamos |V (G1)| = k. Seja

S =V (GG)\V (G1). Veja a Figura 8.1 para um exemplo. Mostramos que S é um conjunto

convexo de GG.

Sejam x,y ∈ V (G) \V (G1) e P um caminho entre x e y que passe por V (G1).

Temos que P tem tamanho pelo menos 7. Uma vez que diam(GG) = 3, P não é um

caminho mínimo. Desta forma, IGG[x,y]∩V (G1) = /0.

Sejam x∈V (G)\V (G1), e y∈V (G) (resp. x̄, ȳ∈V (G)). Temos que um caminho

mínimo entre x e y (resp. x e y) tem tamanho no máximo 2. Logo IGG[x,y]∩V (G1) = /0

(resp. IGG[x,y]∩V (G1) = /0). Portanto S é um conjunto convexo de GG.

A seguir, mostramos que S é máximo. Por contradição, suponha que existe um

conjunto convexo próprio S′ ⊂V (GG) tal que |S′|> |S|.

Como |S′|> 2n−k, temos que S′∩V (G j) 6= /0, e S′∩V (G j) 6= /0, para todo j ∈ [ℓ].

Dividimos a prova em dois casos, considerando que S′∩V (G) contém dois vértices não

adjacentes ou S′∩V (G) é uma clique.

Caso 1. Existem x,y ∈ (S′∩V (G)) tais que x̄ȳ /∈ E(G).

Pelo Lema 8.4, HGG({x,y}) = V (G). Como S′ é convexo, então S′ ∩V (G) =

V (G). Como S′ ∩V (Gi) 6= /0, para todo i ∈ [ℓ], e Gi é uma componente conexa de G, a

Proposição 6.5 implica que V (G) ⊆ HGG(S
′). Logo, S′ = V (GG), uma contradição pois

supomos que S′ é um conjunto convexo próprio de GG.

Caso 2. Para todo x,y ∈ (S′∩V (G)), x̄ȳ ∈ E(G).

Podemos considerar que S′ ∩V (G) é máximo. Seja Ci = S′ ∩V (Gi), para todo

i ∈ [ℓ]. sabemos que Ci é um conjunto independente, e Ci é uma clique. Afirmamos que

S′ ∩ (NG(Ci)∪NG(Ci)) = /0, para todo i ∈ [ℓ]. Na verdade, vamos provar uma afirmação

ainda mais forte, S′∩ (V (GiGi)\ (Ci∪Ci)) = /0, para todo i ∈ [ℓ].

Afirmação 1. Para todo i ∈ [ℓ], S′∩ (V (GiGi)\ (Ci∪Ci)) = /0.

Prova da Afirmação 1. Primeiro, lembramos que u,v ∈ IGG[u,v], para todo u ∈ V (Gi) e

v ∈ V (G j), para todo i, j ∈ [ℓ], i 6= j. Seja i ∈ [ℓ]. Por contradição, suponha que existe

v ∈ S′∩ (V (GiGi)\ (Ci∪Ci)).
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Como Ci é máximo, se v ∈ S′ ∩ (V (Gi) \Ci), então S′ ∩V (G) contém dois

vértices não adjacentes, uma contradição. Então, suponha que v∈ S′∩(V (Gi)\Ci). Como

S′ ∩V (G j) 6= /0, para todo j ∈ [ℓ], temos que v ∈ IGG[u,v], para algum u ∈ S′ ∩V (G j),

i 6= j. Como Ci é máximo, existe w ∈Ci tal que v̄w̄ /∈ E(G). Consequentemente S′∩V (G)

contém dois vértices não adjacentes, uma contradição. �

Afirmação 2. Para todo i ∈ [ℓ], |Ci∩S′| ≤ |V (Gi)\Ci|.

Prova da Afirmação 2. Seja i ∈ [ℓ]. Pela Afirmação 1, S′ ∩ (V (Gi) \Ci) = /0. Como S′ ∩

V (Gi) 6= /0, temos que |Ci∩S′| ≥ 1. Por contradição, suponha que |Ci∩S′|> |V (Gi)\Ci|.

Seja |Ci∩S′|= p.

Se p = 1, então |V (Gi) \Ci| = 0. Desde que Ci é um conjunto independente,

isso implica que que Gi é desconexo, uma contradição. Então, considere p ≥ 2. Sejam

Ci∩S′ = {u1, . . . ,up} e V (Gi)\Ci = {v1, . . . ,vp−1}.

Como Ci é um conjunto independente e Gi é conexo, segue que todo vértice de

Ci∩S′ é adjacente a pelo menos um vértice de V (Gi)\Ci. Como |Ci∩S′| > |V (Gi)\Ci|,

temos que existem j, j′ ∈ [p], j 6= j′, tais que u jvq,u j′vq ∈ E(G), para algum q ∈ [p−1].

Então, vq ∈ IGG[u j,u j′ ]. Desde que S′ é convexo, vq ∈ S′. Mas isso é uma contradição, já

que S′∩ (V (Gi)\Ci) = /0.

�

Para concluir a prova, mostraremos que |S′| ≤ n. De posse das afirmações acima,

segue, para todo i ∈ [ℓ], que

|S′∩V (GiGi)|= |S
′∩V (Gi)|+ |S

′∩V (Gi)|

= |Ci∩S′|+ |Ci|

= |Ci∩S′|+ |V (Gi)|− |V (Gi)\Ci|

≤ |V (Gi)\Ci|+ |V (Gi)|− |V (Gi)\Ci| (pela Afirmação 2)

= |V (Gi)|.

Como |S′ ∩ V (GiGi)| ≤ |V (Gi)|, para todo i ∈ [ℓ], obtemos que |S′| ≤

∑ℓ
i=1 |V (Gi)| = n, uma contradição. Portanto S é um conjunto convexo máximo de

GG, e con(GG)≤ 2n− k, o que completa a prova. �

A Figura 8.1 mostra uma ilustração de um conjunto convexo próprio de GG,

expresso pelos vértices em preto. Consideramos G1 a componente de menor ordem do

grafo G.

Como uma consequência direta do Teorema 8.5 obtemos o seguinte resultado

para cografos.
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Figura 8.1: Examplo de um conjunto convexo próprio de GG.

Corolário 8.6 Sejam G um cografo conexo de ordem n e k a ordem da menor componente

conexa de G. Então, con(GG) = 2n− k.

Prova. Como um cografo G é conexo se e somente se G é desconexo [44], e GG é

isomorfo a GG, o resultado segue do Teorema 8.5. �

A seguir, mostramos que determinar o número de convexidade pode ser difícil

mesmo considerando os prismas complementares. Vamos primeiro apresentar uma pro-

posição útil para o desenvolvimento deste resultado e definir os problemas de decisão

CLIQUE e NÚMERO DE CONVEXIDADE.

Proposição 8.7 Sejam G um grafo, S um conjunto convexo de GG e S′ = S∩V (G). Se

A = NG(S
′)\S′, então S∩A = /0.

Prova. Suponha, por contradição, que u ∈ S∩A. Como ūv̄ ∈ E(G), para algum v ∈ S′,

temos que u ∈ IGG[u,v]. Sabemos que S é convexo, o que implica que u ∈ S. Mas isso é

uma contradição, já que u /∈ S∩V (G). �

Problema 8.8 CLIQUE [72].

Instância: Um grafo G e um inteiro positivo k.

Pergunta: G possui uma clique de ordem pelo menos k?

Problema 8.9 NÚMERO DE CONVEXIDADE [53].

Instância: Um grafo G e um inteiro positivo k.

Pergunta: G possui um conjunto convexo próprio de ordem pelo menos k?

Teorema 8.10 NÚMERO DE CONVEXIDADE é NP-completo mesmo restrito aos grafos

prismas complementares.
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Prova. Uma vez que determinar o fecho convexo de um conjunto de vértices pode ser

realizado em tempo polinomial, NÚMERO DE CONVEXIDADE está em NP.

A fim de provar a NP-completude, descrevemos uma redução polinomial do

problema NP-completo CLIQUE [72] para o problema NÚMERO DE CONVEXIDADE

restrito aos prismas complementares.

Seja (G,k) uma instância de CLIQUE. Podemos assumir que G é conexo, e k≥ 3.

Seja |V (G)| = n. Construímos um grafo H a partir de G como segue. Adicione a H três

cliques U , X , e Z, com n, 4n e 2 vértices, respectivamente. Denote os vértices destes

três conjuntos por U = {u1, . . . ,un}, X = {x1, . . . ,x4n}, e Z = {z1,z2}. Adicione a H um

conjunto independente Y = {y1,y2}. Adicione as demais arestas para conectar todo vértice

de U ∪Z a todo vértice de V (G), todo vértice de X a todo vértice de U ∪Y e todo vértice

de U a todo vértice de Y . Isso completa a construção de H. A partir de H crie o prisma

complementar HH. Veja um exemplo na Figura 8.2. Provamos que G tem uma clique de

ordem pelo menos k se e somente se HH tem um conjunto convexo próprio de ordem pelo

menos k+5n+3.

Primeiro, assumimos que G tem uma clique C de ordem pelo menos k. Seja

S⊆V (HH) tal que S =C∪U ∪X ∪Y ∪{u1}. Note que |S|= k+5n+3. Mostramos que

S é um conjunto convexo de HH.

Seja w ∈ S ∩V (H). Como dHH(w,u1) ≤ 2, temos que IHH [w,u1] = {w,u1},

se w = u1, ou IHH [w,u1] = {w,u1,u1}, caso contrário. Sejam w,w′ ∈ S∩V (H). Como

dH(w,w
′) ≤ 2 e C é uma clique em G, temos que IHH [w,w

′] ⊆ S ∩V (H). Portanto

IHH [S] = S, e S é um conjunto convexo de HH.

Reciprocamente, vamos primeiro recorrer a duas afirmações.

Afirmação 1. Seja S um conjunto convexo próprio de HH. Então, para todo w,w′ ∈ S,

dHH(w,w
′)≤ 2.

Prova da Afirmação 1. Por contradição, suponha que existem w,w′ ∈ S tais que

dHH(w,w
′)> 2. Pela definição de prisma complementar, sabemos que ou w,w′ ∈V (H) ou

w,w′ ∈V (H). Sejam w,w′ ∈ S∩V (H). Pela construção de H, dH(X ∪Y,Z) = 3, então po-

demos considerar que w ∈ X ∪Y e w′ ∈ Z. Desta forma, temos que U ∪V (G)∪{w,w′} ⊆

IHH [w,w
′]. Como w̄v̄ ∈ E(H), para todo v ∈ V (G), temos que V (G) ⊆ I2

HH
[w,w′], e,

por simetria, U ⊆ I2
HH

[w,w′]. Como G é conexo, existem dois vértices não adjacentes

v1,v2 ∈ V (G). Isso implica que X ∪Y ⊆ IHH [v1,v2]. Similarmente, como U é um con-

junto independente, Z ⊆ IHH [U ]. Como V (H) ⊆ HHH(S), a Proposição 6.5 implica que

V (H)⊆ HHH(S), uma contradição.

Agora, sejam w,w′ ∈ S ∩V (H). Pela construção de H, podemos selecionar

w ∈ U e w′ ∈ V (G). Temos que X ∪Y ∪ Z ∪ {w,w′} ⊆ IHH [w,w
′]. Consequentemente,
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U ⊆ IHH [Z̄] e V (G)⊆ IHH [X̄ ]. Como V (H)∪{w,w′} ⊆HHH(S), a Proposição 6.5 implica

que V (H)⊆ HHH(S), uma contradição. �

Afirmação 2. Seja S um conjunto convexo próprio de HH. Então S∩V (H) é uma clique.

Prova da Afirmação 2. Por contradição, suponha que existem w,w′ ∈ S∩V (H) tais que

w̄w̄′ /∈ E(H). Então, temos os seguintes casos.

Caso 1.1. w,w′ ∈ Z.

Isso implica que X ∪Y ∪U ⊆ IHH [w,w
′]. Consequentemente, V (G) ⊆ IHH [X̄ ].

Como dHH(U ,V (G)) = 3, pela Afirmação 1, S não é um conjunto convexo próprio, uma

contradição.

Caso 1.2. w,w′ ∈ X ∪Y ∪U.

Neste caso, Z ⊆ IHH [w,w
′], então a prova segue pelo Caso 1.1.

Caso 1.3. w,w′ ∈V (G)∪Z.

Temos que X ⊆ IHH [w,w
′], então a prova segue pelo Caso 1.2. �

Seja S um conjunto convexo próprio de HH de ordem pelo menos k+ 5n+ 3.

Pela Afirmação 2, sabemos que S∩V (H) é uma clique. Seja C = S∩V (H). Prosseguindo,

mostramos que C∩ (V (G)∪X ∪Y ∪Z) = /0. Para tal, agrupamos esta etapa dois casos: C

não contém vértices de V (G)∪Z e C não contém vértices de X ∪Y .

Caso 2.1. C∩ (V (G)∪Z) = /0.

Suponha, por contradição, que C contém um vértice de V (G) ou de Z. Se

C∩X = /0 temos que X ⊆NH(C)\C. Caso contrário, temos que X \{xi}⊆NH(C)\C, para

algum i ∈ [4n]. Em ambos os casos, temos que |NH(C)\C| ≥ 4n−1. Para A = NH(C)\C,

a Proposição 8.7 implica que S∩A = /0, então |S∩V (H)|= |V (H)|−|A| ≤ 6n+4−(4n−

1) = 2n+5.

Até aqui, concluímos que a quantidade de vértices de S em H é no máximo

2n+ 5. Resta ponderar a quantidade máxima de vértices de S em H. Pela construção de

H, uma clique em H de ordem máxima é um subconjunto próprio de V (G)∪Y , logo

|S∩V (H)|< n+2. Consequentemente, |S|= |S∩V (H)|+ |S∩V (H)|< 2n+5+n+2 =

3n+7, uma contradição.

Caso 2.2. C∩ (X ∪Y ) = /0.

Sabemos, pelo Caso 2.1, que C∩(V (G)∪Z)= /0. Por contradição, suponha que C

contém um vértice de X ou de Y . Seja A=NH(C)\C. Neste caso, temos que V (G)∪Z⊆A.

Logo, |A| ≥ n+2. Segue da Proposição 8.7 que |S∩V (H)|= |V (H)|−|A| ≤ 6n+4−(n+

2) = 5n+2.
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Como C ∩ (V (G) ∪ Z) = /0, e U ∪ X é um conjunto independente, a ordem

máxima de uma clique de V (H) é |Y | = 2, então |S ∪V (H)| ≤ 2. Isso implica que

|S| = |S ∩V (H)|+ |S ∩V (H)| ≤ 5n + 2 + 2 = 5n + 4. Como k ≥ 3, temos que |S| ≥

k+5n+3 = 5n+6, uma contradição.

Pelos Casos 2.1 e 2.2, temos que um conjunto convexo próprio S de HH de

ordem pelo menos k+ 5n+ 3 é tal que S∩U 6= /0 ou S∩V (H) = /0. Mostramos que, em

ambos os casos, a ordem de S implica em |S∩V (G)| ≥ k.

Caso 3.1. S∩U 6= /0.

Como U é um conjunto independente, |S∩U | ≤ 1. Então, seja i∈ [n], e considere

que ui ∈ S. Temos que A = NH(ui) = Z. Pela Proposição 8.7, S∩Z = /0. Pela construção

de H, temos que |U ∪X ∪Y | = 5n+ 2. Como |S∩V (H)| = |S| − 1 = k+ 5n+ 2, temos

que |S∩V (G)| ≥ k.

Caso 3.2. S∩V (H) = /0.

Pela Afirmação 1, temos que

ou S∩V (H)⊆ (U ∪V (G)∪X ∪Y ) (I)

ou S∩V (H)⊆ (U ∪V (G)∪Z) (II).

A condição II implica que S tem ordem no máximo 2n+ 2, uma contradição.

Então considere que S⊆ (U ∪V (G)∪X ∪Y ). Ainda pela construção de H, |U ∪X ∪Y |=

5n+2. Como |S∩V (H)|= |S|= k+5n+3, temos que |S∩V (G)| ≥ k+1.

Pelos Casos 3.1 e 3.2 obtemos que |S∩V (G)| ≥ k. Resta mostrar que S∩V (G)

é uma clique. Suponha, por contradição, que S∩V (G) não é uma clique. Então existem

v1,v2 ∈V (G) tais que v1v2 /∈ E(G). Isso implica que Z ⊆ IHH [v1,v2]. Mas, nos dois casos

S∩U 6= /0 e S∩V (H) = /0, o conjunto S∩Z é vazio, uma contradição. Portanto S∩V (G)

é uma clique de ordem pelo menos k, o que completa a prova.

�

A Figura 8.2 contém um exemplo de grafo HH construído para a redução do

Teorema 8.10. Cada aresta que liga dois retângulos A e B representa o conjunto de todas

as arestas que ligam cada par de vértices a∈A e b∈B. Os vértices em preto correspondem

ao conjunto convexo S exceto os vértices de V (G).

Por fim, um resumo dos resultados obtidos sobre o número de convexidade

geodética se encontra na Tabela 8.1.
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Figura 8.2: Uma ilustração do grafo HH construído no Teorema

8.10.

Tabela 8.1: Resultados obtidos sobre o número de Convexidade

Geodética.

Grafos Número de Convexidade Geodética

G qualquer com diam(G) 6= 3
con(GG)≥ n (Lema 8.1)

G split autoconexo con(GG)≤ 2n− ℓ (Lema 8.2)

G desconexo con(GG) = 2n− k (Teorema 8.5)

G cografo con(GG) = 2n− k (Corolário 8.6)

Complexidade NP-completo (Teorema 8.10)



CAPÍTULO 9
Conclusões e Trabalhos Futuros

Esta tese se concentrou na família de grafos que podem ser particionados em dois

subgrafos complementares. Por um lado, introduzimos uma variante de problema de par-

ticionamento associada ao reconhecimento desta família de grafos e, por outro, estudamos

alguns parâmetros da convexidade geodética para os grafos prismas complementares, os

quais nos motivaram a introdução de tal família.

O problema de particionamento proposto, denominado PARTIÇÃO EM SUBGRA-

FOS COMPLEMENTARES (COMP-SUB(Π)), recebe como entrada um grafo H e uma pro-

priedade de arestas Π, e o objetivo é determinar se existe uma decomposição do grafo

H em dois subgrafos G e G tais que G seja o grafo complementar de G e o conjunto de

arestas M entre G e G satisfaça a propriedade Π. O problema COMP-SUB(Π) generaliza

o reconhecimento dos prismas complementares, que é o caso quando Π é um emparelha-

mento perfeito entre vértices correspondentes de G e G.

Em relação ao problema introduzido, para COMP-SUB(Π) quando Π é uma pro-

priedade qualquer, mostramos resultados para grafos livres de k-clique ou k-conjunto in-

dependente. Além disso, estudamos as seguintes propriedades Π: quando M é o conjunto

vazio, quando M possui todas as arestas possíveis entre G e G e quando M é um empare-

lhamento perfeito.

Sobre a propriedade Π /0 que considera M = /0, mostramos que COMP-SUB(Π /0)

é GI-completo para grafos gerais e mesmo cordais. Por outro lado, mostramos que

o problema pode ser resolvido eficientemente para grafos de permutação, cografos,

grafos de comparabilidade, co-comparabilidade e co-intervalo. Além disso, obtivemos

caracterizações estruturais para subclasses de grafos cordais, por exemplo, grafos split,

starlike, bloco, intervalo unitário e resultados parciais para grafos fortemente cordais.

Considerando ΠKn,n , o caso em que M possui todas as arestas possíveis entre G

e G, mostramos que muitos dos resultados obtidos para COMP-SUB(Π /0) se aplicam para

COMP-SUB(ΠKn,n). Estes resultados seguem do Lema 3.35 que afirma a equivalência

polinomial entre COMP-SUB(Π /0), em uma classe de grafos C , e COMP-SUB(ΠKn,n), na

classe complementar de C .

Para ΠPERF, o caso que considera M como um emparelhamento perfeito, mostra-
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mos que o problema COMP-SUB(ΠPERF) é GI-difícil e obtivemos caracterizações quando

o grafo G de entrada é um cografo, grafo cordal ou distância-hereditária. Além disso, res-

tringindo o problema um pouco mais, obtivemos um algoritmo polinomial que determina

se um grafo de entrada H pode ser particionado em dois cografos complementares.

Na segunda parte da tese, obtivemos resultados para três parâmetros da convexi-

dade geodética para prismas complementares: o número envoltório, o número geodético

e o número de convexidade.

Acerca do número envoltório, como uma continuação dos resultados obtidos para

prismas complementares GG quando G é conexo [90], mostramos alguns limites e igual-

dades considerando ambos G e G conexos. Quando G é um grafo split, mostramos que

número envoltório é ilimitado. Do contrário, quando G não é um grafo split, mostramos

que o número envoltório de GG é limitado a 3.

A respeito do número geodético, mostramos que o seu problema de decisão re-

lacionado é NP-completo restrito aos prismas complementares. Além disso, obtivemos

limites inferiores do número geodético de GG quando G ou G possuem vértices simpli-

ciais e limites superiores quando G é desconexo e quando os diâmetros de G e G são no

máximo 3.

Por fim, considerando o número de convexidade, mostramos que o seu respectivo

problema de decisão é NP-completo restrito aos prismas complementares. Também

estabelecemos um limite inferior considerando prismas complementares de grafos G com

diâmetro diferente de 3 e obtivemos uma igualdade quando G é desconexo, o que implicou

no resultado para prismas complementares de cografos.

Ainda há o que ser explorado sobre os temas aqui estudados. Sobre o problema

COMP-SUB(Π) várias outras propriedades Π podem ser examinadas, bem como gene-

ralizações do problema COMP-SUB(Π) para mais que dois subgrafos complementares.

Um exemplo mais específico seria considerar a propriedade Πd , que pode ser definida por

considerar o grafo induzido por M como um grafo d-regular.

Mencionamos que, até onde sabemos, a complexidade de ISOMORFISMO para

grafos split livres de {sun3,sun4,net} e grafos 2-threshold são problemas em aberto.

Estes problemas poderiam fornecer subsídios para solucionar COMP-SUB(Π /0) em grafos

fortemente cordais, que resolvemos parcialmente.

Sobre COMP-SUB(ΠPERF), mostramos que este problema é GI-difícil, mas não

sabemos sobre a pertinência deste problema na classe GI. Desta forma, uma sugestão de

trabalho futuro seria provar a seguinte conjectura.

Conjectura 9.1 COMP-SUB(ΠPERF) é GI-completo.

Se tratando da convexidade geodética nos prismas complementares, sugerimos o

estudo de outros parâmetros, como o número de Helly [19, 62], o posto [82] e o número
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de Radon [57]. Em especial, acreditamos que as ideias apresentadas no Teorema 8.10,

sobre a NP-completude de NÚMERO DE CONVEXIDADE, podem ser um ponto de partida

para demonstrar a complexidade do posto em prismas complementares, definido a seguir.

Seja G um grafo. Um subconjunto de vértices S de G é convexamente indepen-

dente se, para todo v ∈ S, v /∈ HG(S \ {v}). A cardinalidade do maior conjunto convexa-

mente independente de G é o posto de G, denotado por rk(G). Neste contexto, concluímos

a tese deixando a seguinte conjectura.

Conjectura 9.2 Dados um grafo G e um inteiro positivo k, decidir se rk(GG)≤ k é NP-

completo.
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