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Resumo

Nascimento, Julliano Rosa. Problema de Particionamento em Subgrafos
Complementares: Complexidade e Convexidade. Goiania, 2019. 129p. Tese
de Doutorado. Instituto de Informatica, Universidade Federal de Goias.

Nesta tese, introduzimos o problema PARTICAO EM SUBGRAFOS COMPLEMENTARES

(ComP-SUB(IT)), que recebe como entrada um grafo H e uma propriedade de arestas IT,
e o objetivo € determinar se existe uma decomposi¢ao do grafo H em subgrafos com-
plementares G e G tal que o conjunto de arestas M entre G e G satisfaca a propriedade
IT. CoMP-SUB(IT) generaliza o problema de reconhecimento dos prismas complementa-
res, que € o caso quando IT é um emparelhamento perfeito entre vértices correspondentes
de G e G. Para IT uma propriedade arbitraria, mostramos resultados para grafos livres
de k-clique ou k-conjunto independente. Sobre a propriedade Iy que considera M = 0,
mostramos que COMP-SUB(IIp) é Gl-completo para grafos cordais, mas pode ser resol-
vido eficientemente para grafos de permutagcdo, comparabilidade, co-comparabilidade e
co-intervalo. Além disso, obtemos caracterizagdes para algumas subclasses de grafos cor-
dais. Também obtemos resultados considerando Ilk, ,, 0 caso em que M possui todas
as arestas possiveis entre G e Ge para Ilpggrp, O caso que considera M como um em-
parelhamento perfeito. Em particular, mostramos que o problema COMP-SUB (ITpggr) €
Gl-dificil e obtemos caracterizagdes para este problema quando o grafo H de entrada é um
cografo, grafo cordal ou distancia-hereditaria. Por outro lado, também abordamos nesta
tese trés parametros da convexidade geodética para prismas complementares: 0 nimero
envoltério, o nimero geodético e o nimero de convexidade. Obtemos resultados sobre o
ntimero envoltério para prismas complementares GG quando ambos G e G sdo conexos.
Sobre o segundo e o terceiro pardmetro, mostramos que seus problemas de decisdo sdo
NP-completos mesmo restritos aos prismas complementares. Além disso, estabelecemos
limites inferiores do niimero geodético de GG quando G ou G possuem vértices simplici-
ais e determinamos o niimero de convexidade de GG quando G é desconexo ou G é um

cografo.
Palavras—chave
Particionamento de grafos, Subgrafos complementares, Isomorfismo de grafos,

Convexidade geodética, Prismas complementares.



Abstract

Nascimento, Julliano Rosa. Partition Into Complementary Subgraphs Pro-
blem: Complexity and Convexity. Goiania, 2019. 129p. PhD. Thesis. Instituto
de Informatica, Universidade Federal de Goias.

In this work, we introduce the PARTITION INTO COMPLEMENTARY SUBGRAPHS
(ComP-SUB(IT)) problem, which receives as input a graph H and an edge set property IT,
and the goal is determining whether is possible to decompose the graph H into comple-
mentary subgraphs G and G such that the edge set M between G and G satisfies property
I1. CoMP-SUB(IT) generalizes the recognition of complementary prisms problem, which
is the case when I is a perfect matching between corresponding vertices of G and G.
When I1is arbitrary, we show results for k-clique or k-independent set free graphs. On pro-
perty ITp which considers M = 0, we show that CoMP-SUB(I1p) is Gl-complete for chor-
dal graphs, but can be solved efficiently for permutation, comparability, co-comparability
and co-interval graphs. Furthermore, we obtain characterizations for some subclasses of
chordal graphs. We also obtain results for Ik, ,, the case when M has all the possible
edges between G and G and for Ipggp, the case which considers M as a perfect mat-
ching. In particular, we show that COMP-SUB (Ilpgrg) problem is Gl-hard, and we obtain
characterizations for this problem when the input graph H is a cograph, a chordal or a
distance-hereditary graph. On the other hand, we address three parameters of the geode-
tic convexity for complementary prisms: the hull number, the geodetic number and the
convexity number. We obtain results on the hull number for complementary prisms GG
when both G e G are connected. On the second and third parameter, we show that the
decision problems related to the geodetic number and convexity number are NP-complete
even restricted to complementary prisms. We also establish lower bounds on the geodetic
number for GG when G or G have simplicial vertices and we determine the convexity

number for GG when G is disconnected, or G is a cograph.

Keywords
Graph partitioning, Complementary subgraphs, Graph isomorphism, Geodetic

convexity, Complementary prisms.
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CAPITULO 1

Introducao

Um grafo é uma estrutura composta por dois conjuntos denominados vértices e
arestas, onde as arestas modelam as relagdes existentes entre os vértices. Esta estrutura
¢ bastante util e vem sendo empregada em diversas dreas do conhecimento para a
modelagem e solu¢do de problemas combinatorios.

Um problema que t€m sido alvo de interesse em virtude de suas diversas dreas de
aplicagdo € o problema de particionamento de grafos. Por exemplo, considere um grafo G
em que seus vértices representam dados e suas arestas representam similaridades entre pa-
res de dados. Existem algoritmos de detec¢ao de agrupamentos que utilizam subrotinas de
particionamento de grafos como uma forma de derivar padrdes, correlacdes, tendéncias,
grupos, trajetérias, anomalias, dentre outros aspectos que resumam os relacionamentos
subjacentes nos dados [98].

Problemas de particionamento de grafos também possuem aplicacdes em redes
sociais, computacao paralela, processamento de imagens, circuitos digitais, sistemas de
trafego e bioinformatica, e t€ém sido investigados sob uma ampla variedade de formula-
coes, confira [13]. Um particionamento pode ser visto como uma forma de decomposi¢ao
de uma estrutura “grande” em estruturas “pequenas’. A importincia do problema de-
riva de que a obtencao dessas estruturas “pequenas” e a descoberta de suas propriedades
podem ser pontos chave no projeto de algoritmos eficientes, isto €, de complexidade poli-
nomial de tempo no tamanho da entrada.

Esta tese aborda dois focos principais: particionamento e convexidade em gra-
fos. Na primeira parte, motivados pelas diversas formulagdes de problemas de particio-
namento de grafos, introduzimos uma variante de problema de particionamento de grafos
que generaliza o problema do reconhecimento dos grafos prismas complementares. Um
prisma complementar GG é o grafo obtido pela unifo disjunta de um grafo G e seu com-
plemento G e a adicdo das arestas para obter um emparelhamento perfeito entre vértices
de mesmo rétulo em G e G. Na variante proposta, denominada PARTICAO EM SUBGRA-
FOS COMPLEMENTARES (COMP-SUB(IT)), onde dado um grafo de entrada H e uma
propriedade de arestas Il, procuramos determinar se é possivel decompor o grafo G em

dois subgrafos G e G tais que G seja o grafo complementar de G e o conjunto de arestas
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M entre G e G satisfaca a propriedade IT.

Para CoMP-SUB(II) quando IT é uma propriedade qualquer, mostramos resul-
tados para grafos livres de k-clique ou k-conjunto independente. Além dessa, estudamos
as seguintes propriedades I1: quando M € o conjunto vazio, quando M possui todas as
arestas possiveis entre G e G e quando M é um emparelhamento perfeito. Em particu-
lar, considerando M vazio, denotado COMP-SUB(IIp), a decomposi¢do também partici-
ona o conjunto de arestas de H em E(G) e E(G). Mostramos que COMP-SUB(IIp) é
Gl-completo, isto €, polinomialmente equivalente ao problema ISOMORFISMO EM GRA-
FOS. Além disso, provamos que COMP-SUB(ITp) ainda € Gl-completo em grafos cordais,
mas se torna mais tratdvel que o problema de ISOMORFISMO para vdrias subclasses de
grafos cordais. Apresentamos caracterizagdes estruturais para grafos split, starlike, bloco
e intervalo unitdrio. Também obtemos resultados de complexidade para grafos de per-
mutagio, cografos, grafos de comparabilidade, co-comparabilidade, co-intervalo e grafos
fortemente cordais.

Considerando Ik, ,, o caso quando M possui todas as arestas possiveis entre G
e G, mostramos que muitos dos resultados obtidos para COMP-SUB(ITp) se aplicam para
ComP-SUB(Ilk,, ), através da prova de que COMP-SUB(ITp) em uma classe de grafos C
¢ polinomialmente equivalente a COMP-SUB(Ilk,, ) na classe complementar de C.

Sobre Ilpgrr, 0 caso quando M € um emparelhamento perfeito, mostramos
resultados para quando o grafo H de entrada € um cografo, grafo cordal, distancia-
hereditdria e mostramos que o problema COMP-SUB (ITpgrg) é Gl-dificil. Além disso,
obtemos um algoritmo polinomial que determina se um grafo de entrada H pode ser
particionado em dois cografos complementares.

Na segunda parte desta tese, estudamos aspectos de convexidade em grafos
prismas complementares. Antes disso, no Capitulo 5, estabelecemos algumas conexdes
entre a convexidade geodética e a classe de grafos composta por grafos particiondveis em
dois subgrafos complementares, isto €, grafos H instancias-sim para o problema COMP-
SUB(II). Ressaltamos que os prismas complementares fazem parte desta classe.

Para uma nocdo da aplicabilidade dos conceitos de convexidade, considere
um grafo G que represente uma rede de computadores. Suponha que caso ocorra uma
determinada falha em dois computadores a e b da rede, esta falha se propaga para todos
os outros computadores que estdo situados nos caminhos minimos entre a e b. Qual é o
nimero maximo de computadores da rede que podem falhar de forma que a rede toda ndo
falhe?

Este e outros contextos de convexidade em grafos, exploram a ideia de disse-
minacdo de alguma informacgao entre entidades. Em especial, o contexto acima descrito
tem relacdo direta com a determinagdo do parametro chamado nimero de convexidade do

grafo G.
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A motivacdo para a definicdo de convexidade em grafos partiu da nocdo de
conjuntos convexos da geometria Euclidiana. Neste caso, um conjunto S € convexo se
todo segmento de reta entre dois pontos de S permanece em S. Em um grafo G, dizemos
que um conjunto de vértices S de G € convexo se todos os vértices de todo caminho
minimo entre dois vértices de S pertencem a S.

Em especial, a definicao de conjunto convexo em grafos acima descrita se refere
a convexidade geodética, definida em termos dos caminhos minimos em um grafo G.
Outras convexidades bem conhecidas sobre um grafo G, sdo a convexidade monofénica,
definida em termos dos caminhos induzidos em G e a convexidade P, definida sobre os
caminhos de tamanho dois entre dois vértices de G.

Os conceitos de convexidade encontram aplicacdes, em geral, permeando cend-
rios de propagacdo de uma informacao entre elementos. Podemos citar os contextos de
contaminacdo [6, 8], estratégias de marketing [47, 83], divulgacdo de opinido [12, 59] e
computacao distribuida [70, 89, 94].

Neste trabalho, consideramos % a convexidade geodética. Chamamos os ele-
mentos de ¢ de conjuntos convexos. O fecho convexo de um subconjunto de vértices S de
G € o menor conjunto convexo contendo S. O niimero envoltério h(G) é a cardinalidade
do menor conjunto S tal que o fecho convexo de S seja o conjunto de vértices de G. O
niimero geodético g(G) é a cardinalidade do menor conjunto S tal que todo vértice de G
estd em um caminho minimo entre dois vértices de S. O niimero de convexidade con(G)
¢ a cardinalidade do maior conjunto convexo préprio de G.

Trabalhamos com os trés parametros definidos acima, com o foco em prismas
complementares na convexidade geodética. Dando continuidade ao trabalho de Nasci-
mento [90], que determinou o ndmero envoltdrio geodético para prismas complementares
GG quando G ¢é desconexo, nés obtemos resultados para prismas complementares GG
quando ambos G e G sdo conexos. Quando G é um grafo split, caracterizamos conjuntos
convexos geodéticos em GG, o que permitiu mostrar que o niimero envoltério é ilimitado.
Caso contrdrio, quando G ndo € um grafo split, mostramos que o numero envoltdrio de
GG é limitado a 3. Também obtemos alguns limites e igualdades para o niimero envoltério
de GG quando restringimos o didmetro do grafo G.

Sobre o nimero geodético, mostramos que para um dado prisma complementar
GG e um inteiro positivo k, ¢ NP-completo decidir se g(GG) < k. Estabelecemos limites
inferiores do niimero geodético de GG quando G ou G possuem vértices simpliciais, que
culminou numa igualdade quando G é um grafo split. Obtemos limites superiores do
nimero geodético de GG quando G é desconexo, e quando os didmetros de G e G sdo no
maximo 3.

Considerando o ndmero de convexidade para GG, estabelecemos um limite

inferior considerando grafos G com diametro diferente de 3. Sobre este mesmo parametro,
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obtivemos uma igualdade quando G € desconexo, o que implicou imediatamente em
um resultado para prismas complementares de cografos. Por fim, mostramos que para
um dado prisma complementar GG e um inteiro positivo k, é NP-completo decidir se
con(GG) > k.

Mencionando algumas publicagdes em eventos e periddicos, nossos resultados
sobre o numero de convexidade foram apresentados no VIII Latin American Workshop
on Cliques in Graphs (LAWCG 2018) [22] e os resultados sobre o nimero envoltério fo-
ram apresentados no L. Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional (SBPO 2018) [23].
Acerca do problema PARTICAO EM SUBGRAFOS COMPLEMENTARES, nossos resultados
foram aceitos no /4th International Conference and Workshop on Algorithms and Com-
putation (WALCOM 2020). Além disso, os resultados do nlimero geodético para prismas
complementares foram publicados na revista Information Processing Letters [21] e os re-
sultados sobre o nimero de convexidade geodética para prismas complementares foram
publicados na revista Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science [20].

Esta tese estd organizada em mais oito capitulos. O Capitulo 2 abrange os
conceitos e as notacdes utilizados nesta tese. O Capitulo 3 explora o problema de
particionamento de um grafo em dois subgrafos complementares. O Capitulo 4 contém
as definicdes de convexidades abstratas e convexidade em grafos. O Capitulo 5 faz
uma breve conexdo entre a familia de grafos que podem ser particionados em dois
subgrafos complementares e os trés parametros da convexidade geodética que entraram
no escopo desta tese. Por fim, nos concentramos aos prismas complementares, para os
quais mostramos nossos resultados sobre o nimero envoltério, o nimero geodético e o
nimero de convexidade nos Capitulos 6, 7 e 8, respectivamente. Nossas conclusoes e

sugestdes de trabalhos futuros seguem no Capitulo 9.



CAPITULO 2

Conceitos Preliminares

Neste capitulo apresentamos uma fundamentacao tedrica necessdria para o en-
tendimento do restante do texto. As defini¢des que apresentamos podem ser encontradas
em Bondy e Murty [9], Diestel [46], Hammack et al. [76] e Haynes et al. [80], inclusive
as sugerimos para o leitor que desejar aprofundar em algum assunto relacionado. Por ou-
tro lado, o leitor que estiver familiarizado com estes conceitos, pode sentir-se a vontade
para pular este capitulo. No decorrer dos outros capitulos, podem ser apresentadas outras

defini¢cdes ou retomadas algumas terminologias daqui, se necessdrio.

2.1 Sobre Grafos

Um grafo G é um par ordenado (V(G),E(G)) em que V(G) é um conjunto de
vértices e E(G) é um conjunto de pares ndo ordenados de vértices de V(G), ndo necessa-
riamente distintos, chamados de arestas. Se ndo houver ambiguidade, denotaremos V (G)
por V e E(G) por E. Denotamos uma aresta que liga o vértice u ao vértice v por uv. Se
uv € E(G), dizemos que o vértice u é adjacente ao vértice v, ou que u é vizinho de v.
Também dizemos que a aresta uv € incidente a u e a v. Os pares de vértices que formam
cada aresta sao chamados extremidades ou extremos da aresta. O nimero de vértices de
um grafo G € dito ser a ordem de G. Um grafo de ordem igual a um é chamado de grafo
trivial.

Um laco € uma aresta na qual seus extremos sao iguais. Duas ou mais arestas com
o mesmo par de extremidades sdo chamadas de arestas paralelas. Um grafo € simples se
nao possui lacos nem arestas paralelas, finito se seus conjuntos de vértices e de arestas
sdo ambos finitos e ndo orientado se suas arestas uv € vu representam a mesma aresta.
Consideramos nesta tese grafos simples, finitos € ndo orientados. Denotamos o conjunto
dos inteiros {1,...,k} por [k].

O complemento de um grafo G, denotado por G, possui 0 mesmo conjunto de
vértices de G e o conjunto de arestas complementares de G, ou seja, se a aresta uy existir
em G, os vértices u € v ndo sdo adjacentes em G, porém se os vértices u € v nao sao

adjacentes em G, a aresta uv pertence ao complemento de G.
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O grau de um vértice v € V(G), denotado por degg(v), é o nimero de vértices
que sdo adjacentes a v em G. Se degg(v) = 0, dizemos que v é um vértice isolado, e se
degi(v) = 1, dizemos que v € um vértice pendente. A vizinhanca aberta de um vértice v,
denotada por Ng(v), ou simplesmente por N(v) caso ndo haja ambiguidade, é o conjunto
de todos os vértices adjacentes a v no grafo G. A vizinhanga fechada de um vértice v
¢ denotada por N[v] e corresponde ao conjunto N(v) U {v}. A vizinhanga aberta de um
conjunto U de vértices no grafo G, denotada por Ng(U), é o conjunto de vértices de
G adjacentes a algum vértice de U. A vizinhanca fechada de um conjunto U C V(G),
denotada por Ng[U], é o conjunto Ng[U] = Ng(U)UU.

Um subgrafo de um grafo G = (V,E) é um grafo G’ = (V' ,E’) tal que V' CV
e E/ CE. Se G’ contém todas as arestas uv € E com u,v € V', entdo G’ é um subgrafo
induzido de G, denotado por G[V']. Dizemos que V' induz ou gera G’ em G.

Se U é qualquer conjunto de vértices, usualmente de G, denotamos G\ U
para G[V(G) \ U]. Em outras palavras, G\ U é obtido de G pela remogdo de todos os
vértices em U NV (G) e suas arestas incidentes. Ao invés de G\ V(G’) nés simplesmente
escrevemos G\ G'. Se U = {v}, isto &, unitdrio, escrevemos G \ v ao invés de G \ {v}.

Um grafo caminho é um grafo ndo vazio P no qual V(P) = {xo,x1,...,xx} €
E(P) = {xox1,x1x2, ..., X;_1Xx }, em que x; sdo todos distintos. Um caminho em um grafo
G € um subgrafo P de G que € um caminho. O numero de arestas de um caminho € seu
tamanho ou comprimento, € o caminho com n vértices € denotado por P,. Frequentemente
nos referimos a um caminho entre xp e x; pela sequéncia natural de seus vértices,
escrevendo P = Xxp...x;, ou simplesmente (xg,x;)-caminho. Um caminho de menor
tamanho entre dois vértices € chamado de geodésica ou caminho minimo. A Figura 2.1(a)
apresenta um caminho P3. Dados dois vértices u,v € V(G), dizemos que v é alcangdvel a
partir de u, se existe um caminho P de u av em G. Seja P = upu; ...ux um caminho em
um grafo G. Para cada vértice u;, parai > 1, chamamos de antecessor de u; o vértice u;_
no caminho P.

A distancia dg(u,v) = d(u,v) em G de dois vértices u e v é o tamanho do menor
caminho entre u e v em G. Se tal caminho ndo existe, fazemos d(u,v) = e. Considerando
dois conjuntos de vértices U,X C V(G), a distincia dg(U,X) é o tamanho do menor
caminho entre U e X, ou seja dg(U,X) = min{d(u,v) : u € U,v € X}. Denominamos
excentricidade, exc(v), de um vértice v a maior distancia de v a qualquer outro vértice
do grafo G. A maior dentre todas as excentricidades em um grafo G € o seu didmetro,
denotado por diam(G). Dizemos que H é um subgrafo isométrico de G se H é um
subgrafo de G tal que dy (u,v) = dg(u,v) para todo par u,v € V(H).

Considere uma propriedade & e seja S um conjunto de vértices de um grafo
G que tenha a propriedade &2. O conjunto S é maximal com relagdo a propriedade &2

se ndo existir um outro subconjunto de vértices S’ de G com a propriedade £, tal que
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S C §'. Dado um grafo G e uma propriedade & de G, dizemos que & € hereditdria se
todo subgrafo induzido de G possui a propriedade .

Um grafo G é conexo se para todo par de vértices u,v € V(G) existir um caminho
de u a v em G e desconexo caso contrdrio. As componentes, ou componentes conexas,
de um grafo G desconexo sdo seus subgrafos conexos maximais. Denotamos o nimero
de componentes conexas de um grafo G por ¢(G). Se G é um grafo desconexo, entdo
diam(G) = . Dizemos que G é autoconexo, se G e seu complemento G sdo ambos
conexos.

Seja G um grafo desconexo e G; uma componente conexa de G. Dizemos que G;
€ uma componente trivial, se G; possui apenas um vértice. A componente G; é dita ndo
trivial em caso contrario.

Um grafo ciclo é um grafo C com conjunto de vértices V(C) = {x1,x2,...,x¢},
com k > 3, e arestas E(C) = {x1x2,...,Xk_1Xk, XX1} em que xi,...,x; sdo vértices
distintos. Um ciclo em um grafo G é um subgrafo C de G que € um ciclo. Um ciclo
de n vértices € denotado por C,. Veja um ciclo C4 na Figura 2.1(b).

Um grafo completo K, € um grafo com n vértices no qual ha uma aresta entre
cada par de vértices distintos. Um grafo completo K5 pode ser encontrado na Figura
2.1(c). Uma cligue ¢ um subconjunto de vértices de um grafo G, tal que cada dois
vértices do subconjunto sdo adjacentes. Um conjunto independente de um grafo G é
um subconjunto de vértices que tomados dois a dois sdo ndo adjacentes. Um vértice v
de um grafo G € simplicial se o grafo induzido por N[v| for uma clique. Uma clique
C é mdxima se |C| é o maior tamanho possivel de uma clique em G. Similarmente, um
conjunto independente I é mdximo se |I| é o maior tamanho possivel de um conjunto
independente em G.

Seja r um inteiro e » > 2. Um grafo G € chamado de r-partido se V(G) admite
uma particdo em r conjuntos independentes tal que cada aresta tem seus extremos em
particdes diferentes. Chamamos o grafo 2-partido de bipartido. Um grafo r-partido no
qual cada dois vértices de diferentes particdes sdo adjacentes € chamado de r-partido
completo. Um grafo bipartido completo com particdes de tamanho m e n serd denotado
por Ky, . Definimos o grafo estrela S,, como o grafo bipartido completo K ,, paran > 2.
Uma estrela S4 pode ser observada na Figura 2.1(d).

Um grafo sem ciclos é chamado de floresta. Uma floresta conexa é chamada de
drvore. Os vértices de grau um de uma arvore sao denominados folhas. Um exemplo de
arvore T pode ser visto na Figura 2.1(e).

Um emparelhamento em um grafo conexo G € um conjunto de arestas M C E(G)
tal que quaisquer duas arestas ndo compartilham um vértice. Um emparelhamento M ¢é
dito perfeito se todo vértice de G é extremo de alguma aresta de M.

Sejam G = (V,E) e G' = (V',E’) dois grafos. Dizemos que o grafo G é isomorfo
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(a) Um caminho P;. (b) Um (c) Um grafo (d) Uma es-
ciclo completo Ks. trela Sy.
Cy.

(€) Uma drvore T.

Figura 2.1: Alguns exemplos de classes de grafos. Fonte: [90].

ao grafo G’ e escrevemos G ~ G’, se hd uma bije¢do @ : V — V' com xy € E +—
¢o(x)9(y) € E' para todo x,y € V. Este mapeamento é chamado isomorfismo. O problema

de decisdo relacionado ao isomorfismo é definido formalmente como segue.

Problema 2.1 ISOMORFISMO DE GRAFOS (ISOMORFISMO)
Instdancia: Grafos Gy e G.
Pergunta: O grafo G é isomorfo ao grafo G?

Seja C uma classe de grafos. Um grafo G € dito co-C se o seu complemento
G € C. Um grafo G é autocomplementar se G ~ G.

Sejam Hy,...,H, grafos. Dizemos que um grafo G é livre de {H\,...,Hy} se,
para todo i € [¢], o grafo G ndo contém um subgrafo induzido isomorfo a H;. Para a
classe de grafos definida por C = {G : G é livre de {H,...,H,}}, dizemos cada H; é um
subgrafo proibido de C. Note que a propriedade “livre de” € uma propriedade hereditdria.

Um grafo cluster G é um grafo livre de P3. Equivalentemente G € a unido disjunta
de cliques. Um cografo G € um grafo livre de P4. Seja G um cografo conexo. Denote por
u o nimero de vértices universais em G, ou seja, vértices adjacentes a todos os vértices de
G exceto a ele proprio. Considere agora G, denote por Gy, ...,G,,...,G; as componentes
conexas de G, e por Gi,...,Gy,...,G, os subgrafos de G induzidos pelos conjuntos de
vértices das respectivas componentes conexas de G, em que |V (G;)| > 2 quando i > u.
As seguintes consideracdes podem ser feitas: as componentes Gi,...,G, sio vértices
isolados em G; e as componentes G1,...,G, sdo vértices universais em G; e em G 0s
vértices de uma componente G,+;,i > 0 sdo adjacentes a todos os demais vértices de
G\ G,y (Figura 2.2).

Uma aresta e é uma corda de um ciclo C se e liga dois vértices de C mas e ¢ E(C).

Um grafo € cordal se todo ciclo de tamanho pelo menos 4 tem uma corda. Assim, G é
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(a) Componentes conexas do grafo G.

(b) Componentes conexas do grafo G.

Figura 2.2: Cografo G e G. Fonte: [29].

cordal se G € livre de Cy, para todo k > 4. Um diamond é um grafo K4 menos uma aresta,
observe na Figura 2.3(a). Um grafo G € um grafo bloco se G € cordal e livre de diamond.

Um sun, € um grafo com 2n vértices, n > 3, do qual seu conjunto de vértices
pode ser particionado em um conjunto independente W = {wy,...,w,} ¢ uma clique
U = {uy,...,u,} tal que u; é adjacente a w; se e somente se i = j ou i = (j+ 1) modn.
Veja um sunz na Figura 2.3(b). Um grafo G € fortemente cordal se G € cordal e além
disso, livre de suny, para todo k > 3. Um grafo bipartido é bipartido cordal se ele ndo
contém um ciclo induzido de tamanho pelo menos 6.

Uma net € um grafo K3 com trés arestas pendentes ndo incidentes entre si. Um
bull € um grafo K3 com duas arestas pendentes ndo incidentes entre si. Veja uma net e um
bull nas Figuras 2.3(c) e (d), respectivamente.

Um grafo G € um grafo de comparabilidade se G € transitivamente orientdvel,
isto é, todas as arestas em E(G) podem ser orientadas de tal forma que se ab e bc sdo
arestas direcionadas, entdo ac € uma aresta orientada. O bull € um exemplo de grafo de
comparabilidade. Uma de suas orientagdes transitivas pode ser vista na Figura 2.4.

Um grafo G = (V,E) com V = {1,2,...,n} é um grafo de permutagio se
existe uma permutagdo T sobre V tal que ij € E se e somente se (i — j)(m(i) —
7(j)) < 0. A classe dos grafos de permutagdo equivale a classe COMPARABILIDADE N
co-COMPARABILIDADE. O bull é um exemplo de grafo de permutacao.

Um grafo G é um grafo de intervalo se V(G) pode ser representado através
de um modelo de intersecdo de intervalos na reta real. Em outras palavras, para todo
v € V(G) existe um intervalo [, C R tal que uv € E(G) se e somente se I, N I, # 0. Na



2.1 Sobre Grafos 28

< LA A

) diamond ) suns c) net
) bull ) rising sun ) co-rising sun

Figura 2.3: Mais exemplos de grafos.

Figura 2.4 hd um exemplo de grafo de intervalo e um de seus modelos de intervalo. Um
grafo de intervalo unitdrio € um grafo de intervalo em que cada intervalo do seu modelo
de intersecdo na reta real tem tamanho unitdrio. Equivalentemente, um grafo de intervalo

unitdrio é um grafo cordal livre de {sun3,net,K; 3}.

Figura 2.4: Um grafo de comparabilidade e de intervalo, uma de
suas orientagoes transitivas e um de seus modelos de
intervalo.

Um grafo distdncia-hereditdria é um grafo livre de {domino, house,gem,Cy s},
para todo k > 0. Os grafos domino, house e gem podem ser vistos na Figura 2.5.

Um grafo split € um grafo G no qual seu conjunto de vértices pode ser parti-
cionado em uma clique C e um conjunto independente /, ou equivalentemente um grafo
livre de {2K;,C4,Cs}. Definimos algumas propriedades relevantes de grafos split mais
adiante, na Secdo 2.2. Um grafo split completo é um grafo split G = (CUI,E) no qual
todo vértice em I € adjacente a todo vértice de C. Equivalentemente, um grafo split
completo é um grafo split livre de P3. Um grafo permutacdo split é um grafo livre de
{2K>,C4,Cs, sunz,net, rising sun, co-rising sun}. Veja um rising sun € um co-rising sun
nas Figuras 2.3(e) e (), respectivamente.

Um grafo G é um grafo threshold se G é livre de {2K,C4,Ps}. Destacamos
que a classe dos grafos threshold equivale a classe COGRAFO N SPLIT. Um grafo G é
2-threshold se G pode ser obtido pela unido de arestas de dois grafos threshold.
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(a) domino (b) house (c) gem

Figura 2.5: Subgrafos proibidos em um grafo distdncia-
hereditdria.

Seja 4 uma familia de conjuntos Ay,...,A,. O grafo de interseccdo G de A4
¢ o grafo com V(G) = {A1,...,A,}, em que A/A; € E(G) se e somente se A;NA; #
0. Um grafo starlike é um grafo de interseccdo de substrelas de uma estrela [30].
Equivalentemente, um grafo starlike € um grafo livre de {Ps,C4,Cs,H;,H,,2P3}. Os
grafos Hy e H, seguem na Figura 2.6.

Figura 2.6: Dois subgrafos proibidos de um grafo starlike.

Seja G = (V,E) um grafo. Um corte (A,B) é uma parti¢cao de V em A UB onde
A e B sao disjuntos e ndo vazios. O conjunto de todas as arestas de G que possuem um
extremo em A e outro extremo em B, denotado por [A, B], é chamado conjunto de corte
(de arestas) do corte (A, B). Um emparelhamento perfeito de corte M em um grafo G é
um emparelhamento M tal que M € perfeito e M também é um conjunto de corte.

Uma k-coloracdo de vértices propria é uma atribuicao de no maximo k cores aos
vértices de um grafo tal que vértices adjacentes ndo tenham a mesma cor. Definimos seu

respectivo problema de decisdo formalmente como a seguir.

Problema 2.2 k-COLORACAO DE VERTICES
Instdncia: Um grafo G = (V,E) e um inteiro positivo k.
Pergunta: O grafo G admite um mapeamento c: V — {1,... k} tal que c(u) # c(v), para

toda aresta uv € E?

Lembramos que um problema de decisdo P é composto por uma instancia e
por uma pergunta que admite somente duas respostas possiveis, sim ou ndo. Se uma
determinada instancia / é uma resposta correta para P, dizemos que / é uma instdncia-

sim para P. Caso contrério, I é uma instdncia-nao para P.
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Sejam P e P’ dois problemas de decisdo. O problema P € polinomialmente
redutivel a P', denotado por P o P', se existe um algoritmo R que mapeia qualquer
instincia I de P em uma instincia equivalente I’ de P/, no qual R executa em tempo
polinomial sobre |I|. Os problemas P e P'sdo polinomialmente equivalentes se P o< P’ ¢
P’ o< P. Dizemos que P é trivial se toda instincia-sim de P tem tamanho limitado por uma
constante.

Denotamos por Gl a classe de problemas polinomialmente redutiveis a [SOMOR-
FISMO DE GRAFOS. A introdug¢do desta classe foi motivada pelo desconhecimento de sua
complexidade: ndo se conhece algoritmos polinomiais que resolvam [SOMORFISMO DE
GRAFOS nem se sabe se 0 mesmo € um problema NP-completo [85]. Varios problemas
nesta classe sdo descritos por Booth e Colbourn [10], K&bler [85] e Mathon [87]. Este ul-
timo autor ainda menciona que, como nenhum problema NP-completo é conhecido para
o qual as suas versdes de decisdo e contagem sejam polinomialmente redutiveis entre si,
este resultado contribui como uma evidéncia para a conjectura de que ISOMORFISMO DE
GRAFOS nio seja NP-completo.

Dizemos que um problema P é Gl-completo se as duas condicdes sdo satisfeitas:

1. PGl
2. P é Gl-dificil, ou seja, para todo problema P’ € Gl, P’ =< P,

Para a prova da pertinéncia, isto é P € Gl, escolhemos um membro da classe Gl,
digamos ISOMORFISMO DE GRAFOS e mostramos que P o< [SOMORFISMO DE GRAFOS.
Enquanto que, para a prova da dificuldade, também podemos escolher um membro
de Gl (j4 que a relacdo de redutibilidade polinomial € transitiva), por exemplo ISO-
MORFISMO DE GRAFOS, ¢ mostramos que ISOMORFISMO DE GRAFOS o P. Em ou-
tras palavras, um problema P é Gl-completo se P € polinomialmente equivalente a
ISOMORFISMO DE GRAFOS.

A teoria de Complexidade Parametrizada [45] lida com problemas NP-dificeis
cujas instancias vém adicionalmente equipadas com um inteiro k, chamado pardmetro.
Um problema P parametrizado por k pertence a classe FPT, ou € tratdvel por pardmetro
fixo, se existe um algoritmo para solucionar P em tempo f (k) -n¢, onde n denota o tamanho
da entrada, ¢ € uma constante arbitréria e f € uma fungdo qualquer.

No decorrer do texto, utilizamos a terminologia algoritmo eficiente para designar
um algoritmo que pode ser resolvido em complexidade polinomial de tempo no tamanho
do parametro de entrada.

Antes de terminar esta secao, veja na Tabela 2.1 um resumo das defini¢cdes das

classes de grafos mais utilizadas nesta tese.
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Classe de Grafos | Definicao (k > 0)

bloco cordal livre de diamond
cluster livre de P;3
cografo livre de Py

cordal livre de Cyt4

fortemente cordal | cordal livre de suny 3

intervalo unitario | livre de {sun3,net,K; 3}

split livre de {2K>,C4,Cs}
split completo | split livre de P3
starlike livre de livre de {Ps,C4,Cs,H,H,,2P3}
threshold livre de {2K3,Cy, P4}, equivalente a COGRAFO N SPLIT
permutacao COMPARABILIDADE N co-COMPARABILIDADE

permutacdo split | split livre de {suns,net, rising sun, co-rising sun}

2.2 Sobre Grafos Split

Esta secdo € dedicada a exposi¢dao dos conceitos e proposicdes especificamente
aplicados a grafos split. Nossos fundamentos sdo baseados em Foldes e Hammer [71],
Golumbic [75] e Ramos [96].

Seja G um grafo split. Chamamos a particdo V(G) = CUI em que C é uma clique
e I é um conjunto independente, ambos com ao menos um elemento, de uma particdo
split. Uma parti¢do split ndo é necessariamente tnica. Veja um exemplo na Figura 2.7,

onde os vértices em preto pertencem a C e os demais pertencem a /.

iriin

Figura 2.7: Exemplo de particées split.

Dado um grafo split G, qualquer parti¢do split V(G) = CUI tem que satisfazer
ao menos uma das trés possibilidades a seguir.

e C é uma clique maxima e / € um conjunto independente maximo e a particao split
¢€ Unica;
e C é uma clique maxima e existe um vértice v € C tal que /U {v} é um conjunto

independente maximo;
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e [ ¢ um conjunto independente maximo e existe um vértice y € I tal que CU{y} é

uma clique méxima.

A partir disso, podemos concluir que um grafo split qualquer tem exatamente
uma ou duas parti¢cdes split ndo isomorfas. Se a particdo split € unica, € evidente que
C € uma clique maxima e I é um conjunto independente maximo. Caso contrario,

consideramos a parti¢do split de V(G) de acordo com a Observagdo 2.3.

Observacao 2.3 Seja G um grafo split. Se V(G) admite uma parti¢do ndo tinica em uma
clique C e um conjunto independente I, consideramos a parti¢do split V(G) = CUI em

que

(a) C é uma clique mdxima, se C é a uinica clique mdxima em G.

(b) I é um conjunto independente mdximo, caso contrdrio.

Quando necessdrio, denotaremos por C(G) a clique de G e por I(G) o conjunto
independente de G para evitar ambiguidade. Os grafos G1, G; e G3, da Figura 2.8, ilustram
cada uma das trés possiveis particdes consideradas, respectivamente. Em cada grafo G;,
para todo 1 <i < 3, os vértices pretos representam a clique C(G;) e os vértices brancos

representam o conjunto independente I(G;).

G, Ga G
N Y2 Y3 Yq

L1 X1 Ty X3 X4

(a) (b) (¢)

Figura 2.8: Grafos que exemplificam os trés tipos de particoes split
consideradas.

Note que a parti¢do split de V(G1) é tnica. Porém, as parti¢des split de V(G2)
e V(G3) ndo sdo, ja que o vértice x; pode pertencer a C(Gz) e I(Gy) (resp. C(G3)
e 1(G3)). Além disso, a clique maxima de G € tnica, ao passo que {xj,x2,x3,X4} €
{y1,x2,x3,x4} s@o duas cliques madximas possiveis em G3. No caso deste dltimo grafo,
definimos a parti¢éo split de V(G3) de acordo com o item (b) da Observagdo 2.3, assim
C(G3) = {x2,x3,x4} € I(G3) = {x1,y1,¥2,¥3, Y4 }.

Em 1977, Foldes e Hammer [71] caracterizaram grafos split quanto aos seus

subgrafos proibidos. Veja a seguir.
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Teorema 2.4 (Foldes e Hammer [71]) Um grafo G é split se e somente se G ndo tem um

subgrafo isomorfo a um dos trés grafos proibidos: Ca, Cs, ou 2K>.

A partir desta caracterizacdo dos subgrafos proibidos segue-se que o comple-
mento e todo subgrafo induzido de um grafo split também €& split.

Um grafo split completo é um grafo split G = (CUI,E) no qual todo vér-
tice em / € adjacente a todo vértice de C. Equivalentemente, um grafo split com-
pleto é um grafo livre de {Cy4,P3}. Um grafo permutagdo split é um grafo livre de
{2K>,C4,Cs, sunsz,net, rising sun, co-rising sun}. Veja um rising sun € um co-rising sun
nas Figuras 2.3(e) e (), respectivamente.

Seja G = (CUI,E) um grafo split. Construa o grafo G’ a partir de G através
da remocdo das arestas do grafo induzido por C. Chamamos o grafo G’ de grafo de
componentes de G. Denotamos por ¢(G’) o nimero de componentes conexas de G'. Além
disso, nos referimos a nt(G') e t(G") como o nimero de componentes ndo triviais e triviais
de G, respectivamente. A Definicdo 2.5 expressa formalmente a ideia de um grafo de

componentes.

Defini¢do 2.5 Seja G = (CUI,E) um grafo split. Definimos o grafo de componentes G’

de G como
(G

G =G\E(G[C]) = | G
i=1

2.3 Sobre Operacoes entre Grafos

A unido disjunta de dois grafos G e H, denotada por GUH, é o grafo com
V(GUH) =V(G)UV(H) e E(GUH) = E(G)UE(H). O join dos grafos G e H,
denotado G + H, é o grafo formado por V(G+H) =V(G)UV(H) e E(G+H) =
E(G)UEH)U{uv:uecV(G)eveV(H)}.

Seja C uma classe de grafos. Dizemos que C € fechada sob uma operacio e, se
para todo par de grafos G,H € C, vale que Ge H € (. Similarmente, C € fechada sob
complemento, se para qualquer G € C, G € C.

Seja G um grafo e G o seu complemento. Para cada vértice v € V(G) denotamos
o vértice v € V(G) como o seu vértice correspondente. Para um grafo G com conjunto de
vértices V(G) = {vi,...,v,} e conjunto de arestas E(G), o prisma complementar GG de
G é o grafo com conjunto de vértices V(GG) = {vy,...,v,} U{¥,...,V,} e conjunto de
arestas E(GG) = E(G)UE(G)U{vV1,...,v,V,}, em que V(G) = {Vy,..., ¥, }.

Em outras palavras, o prisma complementar GG de G é o grafo formado a
partir da unido disjunta de G e seu complemento G, adicionando as arestas para um

emparelhamento perfeito entre os vértices correspondentes de G e G. Dois exemplos
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de prismas complementares podem ser vistos na Figura 2.9, que mostra o grafo C¢Ce,
em 2.9(a), e o grafo K4K4, em 2.9(b). Para um conjunto X C V(G), denotamos por X o

conjunto de vértices correspondentes de X em V(G).

e X

(a) Prisma complementar do grafo Ce. (b) Prisma complementar do
grafo Ky.

Figura 2.9: Exemplos de prismas complementares. Fonte: [90].

Os prismas complementares foram introduzidos por Haynes et al. [80], como
um caso especial do produto complementar, também definido por eles. Sejam G e H
dois grafos com V(G) = {uy,uz,...,un} e V(H) = {vi,v2,...,vp}. Seja R C V(G) e
S C V(H). O produto complementar, G(R)OH(S), é o grafo com conjunto de vértices
V(GR)OH(S)) = {(ui,vj) : 1 <i<n,1 <j<p}eumaaresta (u;,v;)(up,vi) estd em
E(G(R)TH(S)):

esei=hu €R evjyycE(H),ousei=hu¢ R evjvy¢ E(H),ou
esej=kveS euu, €E(G),ouse j=kv; ¢S, euu,¢E(G).

H V1 U2 U3 U4

——e 0

g0

!

G(R) 01 H(S)

S
w

S
\)
oO—e—0—e

§
N

Figura 2.10: Produto complementar G(R)OH(S), com R =
{ui,us} e S = {vi,v3}. Fonte: [90].

Em outros termos, o produto complementar G(R)H (S) é formado, para todo
u; € V(G), pela substitui¢do de u; por uma copia de H, se u; estd em R e por uma cdpia
de H, se u; ndo estd em R, e para todo v; € V(H), pela substitui¢do de v; por uma cépia

de G se v; estd em S e uma cOpia de G, sev ;j ndo estd em S. O produto complementar
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generaliza o produto Cartesiano, que é simplesmente G(V(G))OH(V(H)) = GOH, e o
prisma complementar GG ¢ definido a partir de G(V(G))OK(S), com |S| = 1.



CAPITULO 3

Particao em Subgrafos Complementares

Neste capitulo apresentamos nossos resultados estruturais e de complexidade
sobre a familia de grafos que podem ser particionados em dois subgrafos complementares.

Conforme destacado na Introduc¢do, problemas de particionamento tém sido
investigados sob uma ampla variedade de formula¢des. Um exemplo cldssico e bem
conhecido de problema de particionamento é k-COLORACAO DE VERTICES. Determinar
se um grafo G possui uma k-coloragdo de vértices propria nada mais € do que determinar
se V(G) pode ser particionado em k conjuntos independentes. Outro exemplo de problema
de parti¢do relacionado ¢ COBERTURA POR CLIQUES, no qual sua entrada é um grafo
G = (V,E) juntamente com um inteiro k, e a questdo é determinar se existe um conjunto
de k cliques em G tais que cada vértice de G estd contido em exatamente uma destas
cliques.

Feder et al. [68] consideram um problema de particionamento do conjunto
de vértices V de um grafo G em k partes Vi,V;,...,V; com um padrdo de restrigdes
internas, como V; € um conjunto independente ou uma clique, e restricdes externas, como
pares V;,V; sdo completamente adjacentes ou ndo adjacentes. Eles codificam de maneira
sofisticada tais restri¢cdes através de uma matriz simétrica My o que chamaram de M-
particdo. A definicdo de M-parti¢do pode ser vista como uma generalizacdo do problema
COLORACAO DE VERTICES e estes estudos culminaram, dentre outros resultados, para o
reconhecimento de grafos split generalizados em tempo polinomial.

Um outro contexto, relacionado também a conjuntos independentes e cliques, foi
apresentado por Churchley e Huang [39]. Eles estudam polaridade e monopolaridade de
grafos. Um grafo G é polar se V(G) pode ser particionado em A e B de tal forma que
G[A] e G[B] sejam respectivamente um grafo multipartido completo e uma unido disjunta
de cliques, isto €, o complemento de um grafo multipartido. Quando A é um conjunto
independente, G € dito monopolar.

Na célebre obra de Garey e Johnson [72], véarios problemas relacionados a
particdo também sdo encontrados. Alguns exemplos sdo PARTICAO EM TRIANGULOS,
EM SUBGRAFOS ISOMORFOS, EM SUBGRAFOS HAMILTONIANOS, EM FLORESTAS,
EM CLIQUES, EM EMPARELHAMENTOS PERFEITOS [GT11-GT16]. Vale mencionar que
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todos esses sao problemas NP-completos.

Como observado acima, problemas de cunho tedrico formam certamente um
ponto de partida para o estudo de particionamento de grafos. Por outro lado, com um
enfoque mais pratico, em um survey por Bulug et al. [13] s@o discutidas formulagdes
avancadas de problemas de particionamento, bem como aplicagdes em deteccdo de
agrupamentos em redes sociais, processamento paralelo, processamento de imagens,
sistemas de trafego e bioinformatica.

A nocdo de particdo também estd presente na definicdo de algumas classes
de grafos, como os grafos bipartidos e os grafos split. Lembramos que um grafo G
€ bipartido se seu conjunto de vértices admite uma particdio A U B tal que A e B sdo
conjuntos independentes. Um grafo split G € um grafo cujo conjunto de vértices admite
uma particio C U/, onde C € uma clique e / um conjunto independente. Os prismas
complementares GG também possuem o conceito subjacente de parti¢do, e, além disso,
particdes complementares. Isto se deve ao fato de que s@o obtidos pela unido disjunta de
um grafo G e seu complemento G e a adicdo das arestas para obter um emparelhamento
perfeito entre vértices de mesmo rétulo em G e G.

Diante do exposto acima, motivados pela existéncia de diversas formulagdes de
problemas de particdo e pela defini¢do de algumas classes de grafos, em especial a de

prismas complementares, introduzimos o problema que diz respeito ao nosso estudo.

Definicao 3.1 Um grafo H = (V,E) é decomposto em dois grafos Gy e G, se V(H) pode
ser particionado em Vi UV,, em que H[V|| = G| e H[V2] = G2. O conjunto de corte
[V1, V2] € o conjunto de corte da decomposicdo. Além disso, a decomposi¢do (G1,G,) de

H é chamada decomposicdo complementar se G; = G».

PARTICAO EM SUBGRAFOS COMPLEMENTARES (COMP-SUB(II))
Instancia: Um grafo H = (V,E) e uma propriedade de arestas IT.

Pergunta: O grafo H pode ser decomposto em dois grafos, G e seu complemento G,

para algum grafo G, de tal forma que o conjunto de corte M desta decomposicao satisfaz

a propriedade I1?

Escrevemos COMP-SUB(IT) como uma abrevia¢ao para o problema PARTICAO
EM SUBGRAFOS COMPLEMENTARES com a propriedade de arestas I para o conjunto de
corte M. Por conveniéncia, muitas vezes utilizamos COMP-SUB (IT) como uma familia de
grafos e usamos H € COMP-SUB(IT) para denotar que H é uma instincia sim do problema
Comp-SUB(IT).

Destacamos que ao considerar IT como um emparelhamento perfeito M entre
vértices de mesmo rétulo em G e G, o problema CoMP-SUB(IT) coincide com o reconhe-
cimento de prismas complementares, que pode ser feito em tempo polinomial [18]. Além

da generalizac¢@o de prismas complementares, a introdu¢do do problema COMP-SUB(IT)
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¢ justificada por aspectos da drea de Complexidade Parametrizada [45], que veremos a
seguir.

Seja C a classe de grafos que podem ser decompostos em G e seu complemento
G, para algum grafo G. Um exemplo conveniente do interesse em reconhecer se um grafo
H pertence a C € dado sobre o problema da k-COLORACAO DE VERTICES. Sabemos
que o tamanho da clique mdxima de um grafo H ¢ um limitante inferior para qualquer
coloracdo prépria dos vértices de H. Assim, se H € C, entdo pela Teoria de Ramsey, ou
H é uma instancia-ndo de k-COLORACAO DE VERTICES, ou a ordem de H € limitada por
uma fun¢do de k. Em geral, para todo problema de decis@o P em que a existéncia de uma
k-clique ou um k-conjunto independente € suficiente para certificar sim ou ndo, segue que
P ¢ trivialmente soluciondvel em tempo FPT quando parametrizado por k. Sendo assim,
a Teoria de Ramsey para grafos [46, Cap. 9] € um instrumento fundamental para prover
um resultado para COMP-SUB(IT), com IT geral, em classes de grafos definidas por uma
k-clique ou um k-conjunto independente como subgrafo proibido. Tal resultado segue na
Proposicao 3.2.

Recordando algumas defini¢cdes, sejam P e P’ dois problemas de decisdo. O
problema P € polinomialmente redutivel a P, denotado por P = P', se existe um algoritmo
R que mapeia qualquer instincia I de P em uma instincia equivalente I’ de P, no qual
R executa em tempo polinomial sobre |I|. Os problemas P e P’ sdo polinomialmente
equivalentes se P < P' ¢ P' < P. Dizemos que P € trivial se toda instincia-sim de P tem

tamanho limitado por uma constante.

Proposicao 3.2 Sejam k € N uma constante e C uma classe de grafos tal que nenhum
dos seus grafos contém uma k-clique ou nenhum dos seus grafos contém um k-conjunto
independente. Entdo COMP-SUB(IN) restrito a C é trivial, para qualquer propriedade de

arestas I1.

Prova. Sejam k € N uma constante, C uma classe de grafos tal que nenhum dos seus grafos
contem uma clique de tamanho k e IT uma propriedade de arestas. Seja H = (V,E) € C.
Se H ¢ instancia-sim de COMP-SUB(II) entdo V(H) pode ser particionado em V;,V, tal
que H|V}] é isomorfo ao complemento de H[V;]. Como H é livre de Kj, entdo H[V}] e
H[V;] ndo tém nem uma clique de tamanho k nem um conjunto independente de tamanho
k. Assim, pelo Teorema de Ramsey segue que a cardinalidade de V; e de V, € limitada
=
que nenhum dos seus grafos contem um conjunto independente de tamanho k. Portanto,

por uma fungdo R(k,k) < ( ) [77]. O argumento € similar para classes de grafos tais

CoMP-SUB(IT) restrito a C tem um ndmero finito de instancias-sim. O

A partir da Proposicdo 3.2 obtemos que para uma propriedade qualquer de

arestas I, CoMP-SUB(II) € trivialmente soluciondvel em tempo polinomial em grafos
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bipartidos, planares e ctbicos, j4 que cada uma destas classes de grafos sdo livres de
Ks. Obviamente, existem constantes k suficientemente grandes para as quais o problema
Comp-SUB(IT) ndo se torna eficientemente resolvivel na prética.

Embora tenhamos definido o problema COMP-SUB(IT) para uma propriedade de
arestas I1 qualquer, estamos particularmente interessados em outras propriedades I com
estruturas bem definidas para M. Comecamos com COMP-SUB(IT) quando IT é M = 0,
denotado por CoMP-SUB(ITp), que segue na Secdo 3.1. Em seguida, na Se¢do 3.2 sdo
feitas algumas observagdes do caso Ik, , que € definido como M induz um grafo bipartido
completo. Por fim, a Sec@o 3.3 contém alguns resultados do caso em que M induz um

emparelhamento perfeito, denotado por Ilpggg.

3.1 Quando M é vazio

Nesta se¢do, consideramos o problema COMP-SUB(ITp), em que ITp denota o
conjunto de corte M igual a vazio. Neste caso, a decomposi¢io complementar (G,G)
também particiona conjunto de vértices e de arestas de H, isto é, V(H) =V (G)UV(G) e
E(H)=E(G)UE(G).

Alguns resultados auxiliares nos ajudam a mapear questdes relevantes sobre o
problema. Na Proposicdo 3.3, mostramos condi¢des necessarias relacionadas a quantidade

de arestas e de vértices das instincias-sim de COMP-SUB(Ip).

Proposicao 3.3 Seja H um grafo de ordem 2n. Se H € CoMP-SUB(Ily), entdo
(n—1)

(i) H tem exatamente "T arestas.

(ii) H tem uma componente conexa com exatamente n vértices.

Prova. Suponha que H € CoMP-SUB(IIp). Entdo, H pode ser decomposto em G e seu

complemento G, para algum grafo G, tal que o conjunto de corte M da decomposi¢io é

vazio.
(i) Como G é o complemento de G, claramente
— n(n—1)
[E(H)| = |E(G)|+|E(G)| = [E(Kn)| = ——F—
(ii) Sejam Hj,...,H; as componentes conexas de H. Como M = 0 entdo ou
V(H;) CV(G) ouV(H;) CV(G), paratodo i€ {1,...,¢}. Note que ou G ou G é desco-
nexo, portanto ou G ou G possui vértices de apenas uma componente. 0

A partir da Proposi¢do 3.3, mostramos no Teorema 3.4 que COMP-SUB(IIp)
em grafos gerais é polinomialmente equivalente ao problema ISOMORFISMO DE GRA-

FOS. Entretanto, evidenciamos um contraste nas complexidades de ComMP-SUB(Ip)
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e ISOMORFISMO. Por exemplo na classe dos grafos bipartidos, ISOMORFISMO ¢ Gl-
completo [10] enquanto que COMP-SUB(I1p) é trivialmente soluciondvel em tempo poli-

nomial (Proposicao 3.2).
Teorema 3.4 CoMpP-SUB(Ilp) é Gl-completo.

Prova. Mostramos primeiro que ISOMORFISMO o< COMP-SUB(I]p).

Seja (H;,H;) uma instincia de ISOMORFISMO. Crie uma instdncia de
ComP-SUB(IIy) como o grafo H obtido pela unido disjunta H; U H,.

Seja (H;,H;) uma instancia-sim de ISOMORFISMO. Entdo H| ~ H, e, pela
construgdo, G = H; e G = H, definem uma decomposi¢do de H em G e seu complemento
G, com conjunto de corte M = {uv € E(H) : u € V(G) ev € V(G)} = 0. Por outro
lado, seja H € CoMP-SUB(I1p). Entdo H pode ser decomposto em dois grafos, G e seu
complemento G, para algum grafo G, tal que o conjunto de corte M da decomposi¢do é
vazio. Sem perda de generalidade, podemos assumir que H; é conexo. Assim, podemos
assumir que G = H; e G = H,. Portanto, H; ~ H, e CoMP-SUB(I1y) é Gl-dificil.

A seguir, mostramos que COMP-SUB(Ip) < ISOMORFISMO.

Seja H € Comp-SUB(IIp). Pela Proposicéo 3.3, se H é uma instancia-sim, ento,
H tem uma componente conexa H' com exatamente M vértices. Crie uma instancia
(Hi,H,) de ISOMORFISMO tal que Hy = H' e H, = H[V(H) \ V(H")].

Mostramos que H é uma instncia-sim de COMP-SUB(IIp) se e somente se

(H1,H,) é uma instancia-sim de [ISOMORFISMO.

Se H € ComP-SUB(Ily), entdo H' e H[V(H) \ V(H')] é uma decomposi¢io
complementar de H tal que o conjunto de corte M da decomposi¢do € vazio. Assim,
temos que H' ~ H[V(H)\ V(H')], logo, pela constru¢do, H; ~ H,. Portanto (H;,H,) é
uma instancia-sim de ISOMORFISMO.

Para a reciproca, se (Hj,H,) é uma instincia-sim de ISOMORFISMO, entdo
H; ~ H,. Assim, pela constru¢io temos que H' = Hy e H[V(H)\V(H')] = H, é uma
decomposi¢do complementar de H com conjunto de corte M = {uv € E(H) : u €
V(H')eve V(H)\V(H')} = 0. Portanto H é uma instancia-sim de CoOMP-SUB(ITp).
Logo, CoMmP-SUB(Iy) € Gl. O

Nos seguintes Lemas 3.5 e 3.7 apresentamos classes de grafos onde a equivalén-
cia entre COMP-SUB(I1p) e ISOMORFISMO ¢é valida.

Lema 3.5 Seja C uma classe de grafos fechada sob complemento e fechada sob unido
disjunta. Entdo COMP-SUB(ITp) em C ¢é polinomialmente equivalente a ISOMORFISMO

em C.
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Prova. Seja H € C uma instincia de COMP-SUB(Ilp) com 2n vértices. Criamos uma
instancia (Hj,H,) de ISOMORFISMO tal que H} = G e Hy = H[V(H)\V(G)], onde G é

uma componente conexa de H com n vértices.

Suponha que H € CoMP-SUB(IIp). Entdo H pode ser decomposto em G e seu
complemento G, para algum grafo G, tal que o conjunto de corte M da decomposicdo é
vazio. Como (C € hereditaria, entdao G,E € C. Como H é uma instancia-sim, temos que,
pela construgdo, H; ~ H,. Portanto, (H;,H,) é uma instincia-sim de ISOMORFISMO em
C.

Suponha que (Hj,H>) é uma instincia-sim de ISOMORFISMO em (. Entdo,
temos que Hy ~ H, e Hy,H, € C. Logo, G=H, e G=H, = H[V(H) \ V(G)] definem
uma decomposicdo de H com conjunto de corte M = (. Portanto, H é uma instancia-sim
de Comp-SUB(ITp) em C.

Agora, mostramos [SOMORFISMO o< COMP-SUB(IIp) em C.

Seja (H;,H,) uma instincia de ISOMORFISMO. Crie uma instincia H de
ComP-SUB(Tlp) como H = H; UH,.

Suponha que (H;,H;) é uma instincia-sim de ISOMORFISMO em (. Assim,
temos que H| ~ H, e H|,H;, € C. Pela construgdo, temos que G = H; e G = H, definem
uma decomposi¢do complementar de H com conjunto de corte M = 0. Como H{,H> € C,
e C ¢é fechada sob complemento, entdo G,G € C. Como C é fechada sob unido disjunta,
entdo H = GUG € (. Logo, H é uma instincia-sim de COMP-SUB(IIp) em (.

Por outro lado, suponha que se H é uma instancia-sim de COMP-SUB(I1p). Entdo
H pode ser decomposto em dois grafos, G e seu complemento G, para algum grafo G, tal
que o conjunto de corte M da decomposicdo € vazio. Pela constru¢ao, podemos assumir
queG=H;e G = H,. Como ( é fechada sob complemento, temos que Hy,H, € C. Como
H é uma instancia-sim de COMP-SUB(Ip), temos que H, € isomorfo ao complemento
de H\, e assim, H, ~ H,. Logo, (H;,H,) é uma instincia-sim de ISOMORFISMO em C, 0
que completa a prova. OJ

Como ISOMORFISMO pode ser resolvido em tempo linear para grafos de permu-

tacdo [42], o Lema 3.5 anterior implica no resultado seguinte.

Corolario 3.6 Comp-SUB(Ily) pode ser resolvido em tempo linear para grafos de

permutagdo.

Prova. Seja C a classe dos grafos de permutacdo e H € C um grafo com 2n vértices.
Suponha que H € ComMP-SUB(ITp). Entao, H pode ser decomposto em dois grafos, G e
seu complemento G, para algum grafo G, tal que o conjunto de corte M da decomposicio é

vazio. Como ( € hereditdria, fechada sob complemento e fechada sob uniao disjunta [75],
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o Lema 3.5 implica que COMP-SUB(ITp) € polinomialmente equivalente a ISOMORFISMO
restrito a C.

V(G — X _nn=1)

Sabemos que |V(G)| = [V(G)| = n, e pela Proposi¢do 3.3, |E(H)| = == =

O(n?), o que significa que em tempo linear com respeito a E(H) podemos computar G.

Como uma componente conexa de H pode ser determinada em tempo linear com respeito
aV(H), temos que a reducdo apresentada no Lema 3.5 pode ser realizada em tempo linear.

Como [SOMORFISMO em ( pode ser resolvido em tempo linear [42], segue que
CoMP-SUB(I1p) pode ser resolvido em tempo linear para grafos de permutagao. 0J

Lema 3.7 Seja C uma classe de grafos fechada sob complemento. O problema da
determinar se um grafo H pode ser decomposto em dois grafos G e G tal que G € C

e M = 0 é polinomialmente equivalente a ISOMORFISMO na classe C.

Prova. Seja C uma classe de grafos fechada sob complemento. Mostramos primeiro que
CoMmP-SUB(IIp) o< ISOMORFISMO.

Seja H uma instancia de COMP-SUB(Ilp) com 2n vértices. Crie uma instancia
(Hy,H>) de ISOMORFISMO como segue: Hy =G e Hy =H[V(H)\V(G)], onde G é um a

componente conexa maximal de H com n vértices. (Pela Proposicao 3.3 podemos assumir

que tal componente existe).

Suponha que H € CoMP-SUB(I1p). Entdo, existe uma decomposi¢ido de H em G
e seu complemento G talque M = {uv € E(H): u € V(G) e v V(G)} =0.Como G € C
e C é fechada sob complemento, temos que G € C. Assim, pela construcdo, H,H, € C e
H) ~ H,. Logo, (Hj,H>) é uma instancia-sim de ISOMORFISMO em (.

Suponha que (Hj,H,) é uma instincia-sim de ISOMORFISMO em (. Entdo,
temos que H| ~ H, e Hj,H, € C. Pela constru¢do, temos que G e seu complemento
G definem uma decomposi¢io de H com conjunto de corte M = 0. Portanto, H pode ser

decomposto em dois grafos G e G tais que G € (.

Agora, mostramos ISOMORFISMO o« COMP-SUB(IIp). Seja (H;,H;) uma ins-
tAncia de ISOMORFISMO. Defina uma instancia de COMP-SUB(I1p) como H = H; U H».
Mostramos que (Hj,H>) é uma instincia-sim de ISOMORFISMO em ( se e somente se H
pode ser decomposto em dois grafos G e G tal que G € (.

Suponha que (H;,H;) é uma instincia-sim de ISOMORFISMO em (. Assim,
temos que H| ~ Hy e H|,H, € C. Pela construgdo, temos que G = H| e G =H; é uma
particdo complementar de H com conjunto de corte M = 0. Como H;,H, € C, entdo
G,GeC.

Por outro lado, suponha que H pode ser decomposto em dois grafos, G € C e seu
complemento G, tal que M = {uv € E(H) :u € V(G) e vE€ V(G)} = 0. Como ( é fechada

sob complemento, temos que G € C. Pela construgio, temos que G = H; e G = H,. Como
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H ¢ uma instancia-sim de CoMP-SUB(IIp), temos que H é o complemento de Hj, e
assim, Hy ~ H,. Como G,G € C, pela construgdo Hi,H> € C. Logo, (H;,H,) é uma
instancia-sim de ISOMORFISMO em (, o que completa a prova. 0

Lema 3.7 implica nos Corolarios 3.8 € 3.9.

Corolario 3.8 CoMP-SUB(Ily) pode ser resolvido em tempo linear para grafos de

comparabilidade ou de co-comparabilidade.

Prova. Seja H um grafo de comparabilidade (resp. co-comparabilidade). Suponha que
H € CoMP-SUB(IIp). Entdo, existe uma particdo de H em subgrafos complementares G
eGtalque M = {uv € E(H) :u € V(G) e v € V(G)} = 0. Como comparabilidade é uma
propriedade hereditdria, G e G sio grafos de comparabilidade (resp. co-comparabilidade).
Golumbic [75] mostra que G e seu complemento G sdo grafos de comparabilidade (resp.
co-comparabilidade) se e somente se G e G sio grafos de permutagio.

Seja C a classe de grafos de permutacdo. Como ( € fechada sob complemento,
e ISOMORFISMO em ( € soluciondvel em tempo linear [42], o Lema 3.7 implica que
Comp-SUB(ITp) em C pode ser resolvido em tempo linear. Perceba que a reducéo
apresentada no Lema 3.7 depende apenas de computar uma componente conexa G de
H e o complemento de H[V(H) \ V(G)]. Por argumentacgéo similar a prova do Coro-
lario 3.6, obtemos que tal reducdo pode ser feita em tempo linear. Portanto, segue que
Comp-SUB(IIp) pode ser resolvido em tempo linear para grafos de comparabilidade e
de co-comparabilidade. O

Como a classe dos grafos de permutacdo contém os cografos [43], e os grafos
de intervalo (resp. co-intervalo) formam uma subclasse de co-comparabilidade (resp.
comparabilidade) [75], pelos Coroldrios 3.6 e 3.8 evidenciamos que COMP-SUB(IIp)
pode ser resolvido em tempo linear para cografos, grafos de intervalo e grafos de co-
intervalo. Ainda pelo Lema 3.7, obtemos no Corolério 3.9 um resultado de complexidade
de ComP-SUB(ITp) restrito a grafos cordais.

Corolario 3.9 CoMmP-SUB(Ily) em grafos cordais permanece Gl-completo.

Prova. Seja H um grafo cordal. Suponha que H € CoMP-SUB(ITp). Entdo, H pode ser
decomposto em G e seu complemento G, para algum grafo G, tal que o conjunto de corte
M da decomposi¢do € vazio. Como cordalidade € uma propriedade hereditdria, segue que
G e G também sio cordais. De acordo com Golumbic [75], um grafo G e seu complemento
G sido ambos cordais se e somente se G e G sio grafos split. Além disso, G & split se e

somente se seu complemento G é um grafo split [75].
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Note que se um grafo H pode ser decomposto em dois grafos G e G tal
que G e G sdo ambos grafos split, entdo H é cordal. Portanto, pelo Lema 3.7, temos
que CoMmP-SUB(ITp) em grafos cordais é polinomialmente equivalente a ISOMOR-
FISMO em grafos split. Como ISOMORFISMO em grafos split é Gl-completo [38], entdo
Comp-SUB(ITp) em grafos cordais é Gl-completo. O

Tendo em vista o resultado de complexidade obtido no Corolério 3.9 procedemos

nas Subse¢des 3.1.1-3.1.5 com CoMP-SUB(ITp) em subclasses de grafos cordais.

3.1.1 Grafos Fortemente Cordais

Lembramos que um grafo H € fortemente cordal se H é cordal e livre de suny,
para todo k > 3. Agora, consideramos COMP-SUB(IIp) quando o grafo de entrada H é

fortemente cordal.

Proposiciao 3.10 Comp-SUB(Ily) para grafos fortemente cordais é polinomialmente
equivalente a ISOMORFISMO para grafos split livres de {sunz,sung,net}.

Prova. Seja H um grafo fortemente cordal. Considere H € CoMP-SUB(Ip). Entao, H
pode ser decomposto em dois grafos, G e seu complemento G, para algum grafo G, tal
que o conjunto de corte M da decomposi¢do € vazio. Como H ¢é fortemente cordal, temos
que G e G também sio. Isso implica que G e G sio split livres de suny, k > 3. Como G é
o complemento de G, e vice-versa, temos que G e G sio livres de co-suny, k > 3.
Sabemos que suns € autocomplementar e o complemento de um sunz € uma
net. Como G € livre de net, entdo G € livre de suny, para k > 5, (veja na Figura 3.1
um exemplo de uma net induzida em um suns). Logo, obtemos que G e G sio livres de
{sun3,suna,net}. Como a classe C de grafos livres de {sunsz,suns,net} é fechada sob
complemento, ¢ G € C, o Lema 3.7 implica que COMP-SUB(IIp) é polinomialmente
equivalente a ISOMORFISMO em (. 0

A Figura 3.1 mostra um grafo suns com uma net induzida em destaque.

Figura 3.1: Uma net induzida em um suns.
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Dado um grafo split H = (CUI,E), lembramos que o grafo de componentes
H' de H é o grafo bipartido obtido a partir de H através da remogdo das arestas do
grafo induzido por C. A notagdo nt(H') especifica o nimero de componentes conexas
ndo triviais de H'.

Até onde sabemos, ISOMORFISMO em grafos split livres de {sunz,suna,net} é
um problema em aberto. Apesar disso, mostramos como resolver ISOMORFISMO para
dois grafos split Hy e H, livres de {suns,suna,net}, quando o nimero de componentes
ndo triviais de H| e de H} ¢ igual a 2. Este resultado é uma consequéncia do Teorema 3.11
que serd apresentado a seguir. Perceba que se nt(H{) > 3, entdo H{ contém 3K, como
subgrafo induzido. Consequentemente H; nao € livre de net, o que estd fora do nosso

Caso.

Teorema 3.11 Seja H = G UG um grafo fortemente cordal. Se nt(G') = 2, entdo
Comp-SUB(IIy) em H pode ser decidido em tempo polinomial.

Prova. Seja H = G UG um grafo fortemente cordal. Considerando que H €
ComP-SUB(TI), sabemos pela Proposi¢do 3.10 the G e G sdo também grafos split
livres de {suns, sung, net}. Seja C UI uma parti¢do split de V(G) tal que C é uma clique
e I é um conjunto independente. Como G € livre de net, segue que G’ € livre de 3K,.
Suponha que nt(G’') = 2, e sejam A e B as componentes nio triviais de G'. Como G’ é
livre de 3Kz e |V (A)],|V(B)| > 2, obtemos que A e B séo livres de 2K,. Afirmamos que G
¢ um grafo split permutacao.

Afirmacao 3.12 G é um grafo split permutagdo.

Prova. (da Afirmagcdo 3.12). Sabemos que um grafo split permutacdo € livre de
{2K3,C4,Cs, sun3, net, rising sun, co-rising sun} [86]. Assim, resta provar que G é livre
de {rising sun,co-rising sun}.

Suponha, por contradi¢do, que G contém um subgrafo induzido rising sun R;

(resp. co-rising sun R;), denotado como na Figura 3.2.

uyp uz U3 Uy U2 U3 U4
Up U2 U3 U4 U1 V2 U3
r181Ng SUN Co-T181Ng Sun

Figura 3.2: Dois subgrafos proibidos de um grafo split permuta-
cdo.
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Claramente, u; € I, para todo i € {1,...,3} (resp. i € {1,...,4}),ev; € C, para
todo j € {1,...,4} (resp. j € {1,...,3}). Perceba que o grafo bipartido R| (resp. R)),
obtido pela remocdo das arestas entre vértices de C, é conexo. Entdo todos os vértices
ui,up,uz (resp. uy,uy,u3,us) devem pertencer ou a A ou a B. Como nt(G') = 2, entéo
existe xy € E(G'), onde x € I, y € C, tal que xv; ¢ E(G), para todo i € {1,...,4} (resp.
ie{l,....3}),eyu; ¢ E(G), paratodo j € {1,...,3} (resp. j € {1,...,4}). Consequen-

temente, temos que {uy,vy,u3,v3,x,y} induz uma net em G, uma contradigio. O

Seja C a classe dos grafos split permutacdo. Como C é fechada sob comple-
mento, e [SOMORFISMO em ( € soluciondvel em tempo Polinomial (cf. [42]), o Lema 3.7

implica que COMP-SUB(IIp) em C pode ser decidido em tempo polinomial. O

Corolario 3.13 ISOMORFISMO para dois grafos split Hy e Hy livres de {suns,sung,net},
quando nt(H\) = nt(H}) = 2 pode ser decidido em tempo polinomial.

Prova. Pela Proposi¢do 3.10, CoMP-SUB(I1y) para grafos fortemente cordais é polinomi-
almente equivalente a [ISOMORFISMO para grafos split livres de {sunsz,suns,net}. Assim,

o Teorema 3.11 implica diretamente no resultado desejado. 0J

Teorema 3.14 Seja H = H, U H, um grafo fortemente cordal tal que nt(H{) =1 e
nt (ﬁll) = 1. Se H| contém ou um rising-sun ou um co-rising-sun como subgrafo induzido,

mas ndo ambos, entdo COMP-SUB(Ily) para H pode ser decidido em tempo polinomial.

Prova. Suponha primeiro que Hj contém um co-rising-sun € nao contém rising-sun como
subgrafo induzido. Se H é uma instancia-sim de COMP-SUB(Ily), entdo H, ndo contém
um rising-sun como subgrafo induzido. Isso implica que H; e H, sdo grafos split livres
de {suns,suny,net,rising-sun}. Entdo, de acordo com Mahadev e Peled [86], H; e H; sio
grafos de intervalo. Como ISOMORFISMO restrito a grafos de intervalo pode ser resolvido
em tempo linear [11], o resultado segue testando isomorfismo entre H e Hy.

Se H; contém um rising-sun € nao contém co-rising-sun como subgrafos in-
duzidos, entdo, por argumentacdo similar ao pardgrafo anterior, temos que H; e H, sdo

grafos de intervalo, o que completa a prova. 0

Provamos no Teorema 3.20 que grafos split livres de {suns,suny,net} formam
uma subclasse dos grafos split 2-threshold. Lembramos que um grafo H é 2-threshold se
H pode ser obtido pela unido de arestas de dois grafos threshold. Apresentamos primeiro
alguns resultados auxiliares e definimos o grafo de conflito H* de um grafo H. Duas

arestas de um grafo H conflitam se seus extremos induzem em H um C4, um P4 ou um
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2K, (note que estes sdo exatamente os subgrafos proibidos de um grafo threshold, mas
em geral um grafo de conflito pode ser definido para qualquer conjunto de subgrafos
proibidos). Em um grafo split H = (CUI,E), se duas arestas e e f de H conflitam, entdo

e (e f) tem exatamente uma extremidade em C e uma em /.

Definicao 3.15 [86] O grafo de conflito H* de um grafo H é construido como segue:

V(H") = E(H),
E(H")={ef : e e f conflitam em H}.

Teorema 3.16 [86] Um grafo H é 2-threshold se e somente se o grafo de conflito H* é
bipartido.

Veja na Figura 3.3 um grafo H e o seu respectivo grafo de conflito H*. Note que
H € um grafo 2-threshold. Por exemplo, uma particdo 2-threshold de suas arestas pode
ser dada por A = {e},e2,e3,e7} € B = {es,es5,¢e6,¢3,e9}. Note que podem existir vértices

que estdo tanto em H[A] quanto em HB].

H*
H €2 es
€1
€4
o
€9 es
[
€s o
(S €6

Figura 3.3: Um co-rising sun H e seu grafo de conflito H*.

Definimos também um subgrafo induzido X(Cy) do grafo bipartido H’, para
k > 3, o qual expressa as arestas que conflitam em um ciclo induzido C; em H*, que

segue na Defini¢do 3.17. A Figura 3.4 contém um exemplo de X5 s.

Definicao 3.17 Seja H = (CUI,E) um grafo split, H* o grafo de conflito de H, e
Cy um ciclo induzido em H*, para k > 3. Além disso, seja V(Cy) = {ey,...,ex}, onde
ei=uvi€EH), eu;€l,vi€C, paratodo 1 <i<k.

Seja Ky x um grafo bipartido completo com conjunto de vértices {u; € I,v; € C:
1 <i < k}. Construimos um grafo Ky pela remogdo das arestas {upvpi1,upr1vp:1 <
p < k—1}yU{ugvi,uivi} de Ky x. Denotamos E( %Ki x) = Eo UE4 UE_ onde, para todo
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Ljef{l,... k}ete{l,.. . B3y
Eoz{ei:u,-vj:i:j}, E+:{eg+:u,-vj:i<j}, E,:{Eg,:bt,'\/jii>j}.

Seja H' o grafo de componentes de H. O subgrafo induzido X(Cy) de H' é
definido por:

X(C) = H'|E(H') NE(Kik))-

Na maior parte da prova do Teorema 3.20 analisamos as arestas que podem
estar presentes ou ndo em X (Cs). Para tal, definimos uma representagéo simplificada de

E(X(Cs)) em termos de um vetor v.

Uy

€2+
€1

€1

€1

€o_

U1

Figura 3.4: Grafo %ss5 com respectivo vetor de conflito v =
[2,2,2,2,2].

Definicio 3.18 O vetor de conflito v = [g1,...,€5] do grafo X(Cs) é definido por:

0, seer € E(X(Cs))eepr ¢ E(X(Cs))
& =491, se ey € E(X(Cs)) eep— ¢ E(X(Cs))
te{1,...,5}
2, seer_ ey € E(X(Cs)).
Por exemplo, o grafo da Figura 3.4 tem vetor de conflito v =[2,2,2,2,2].
Agora, definimos algumas transformacdes em um vetor de conflito v. Por bre-

vidade, nos referimos ao grafo induzido por v como o grafo induzido pelas arestas de

E(X(Cs)) representadas em V.

Lema 3.19 Seja Vv = [g1,...,&s] um vetor de conflito. Entdo:
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(i) Seja f a funcdo de x-reflexdo f(V) = [f'(€1),..., f (€5)] na qual

1, se €y =0,
/
fi(e) =40, segp=1,
e{1,...,5}
2, caso contrdrio.

Os grafos induzidos por V e f(V) sdo isomorfos.
(ii) Seja g a fungdo de y-reflexdo g(v) = [€5,€4,€3,€2,€1| onde v = [g],...,€&s].
Os grafos induzidos por v e g(v) sdo isomorfos.

(iii) Os grafos induzidos por v e f(g(Vv)) (resp. g(f(Vv))) sdo isomorfos.

Prova. Itens (i)-(ii) seguem pelo fato de que H[v] e H[f (V)] (resp. H|[g(V)]) sdo isomorfos,
a menos dos rétulos dos vértices. Item (iii) segue por transitividade. 0

Finalmente, podemos proceder com o Teorema 3.20.

Teorema 3.20 Seja H um grafo split livre de {suns,suna,net}. Entdo H é um grafo split
2-threshold.

Prova. Seja H = (CUI,E) um grafo split livre de {suns, sung,net }. Perceba que H & split
livre de {suns,sunyq,net} se e somente se H' = H\ E(C) é um grafo bipartido livre de
{Cs,Cs,3K> }. Em vista disso, argumentamos com base nos subgrafos proibidos de H'.

Suponha, por contradi¢do, que H ndo é um grafo 2-threshold. Entdo, pelo
Teorema 3.16, o grafo de conflito H* ndo € bipartido. Isso implica que H* contém um
subgrafo induzido Cy, para algum k > 3 fmpar. Seja X (C;) um subgrafo induzido de H’
como na Defini¢do 3.17.

Suponha k = 3. Segue que, para todo i, j € {1,2,3} distinto, existe um conflito
entre ¢;,e; € E(X(C3)). Lembre que, como H ¢é split, H nao contém 2K, nem C4 como
subgrafo induzido. Logo, se existe um conflito entre duas arestas de H seus extremos
induzem um P, em H, e um 2K, em H'. Entdo, temos que o par de arestas ¢;, e j» para todo
i,j € {1,2,3} distinto, induz um 2K, em X(C3). Consequentemente, {e},ez,e3} induz
um 3K, em X(C3). Como H’' é 3K, e X(C3) é um subgrafo induzido de H’, obtemos uma
contradicao.

Suponha k = 5. Isso implica que {e;,e;+1} induz um 2K; em X(Cs), para
todo i € {1,...,4}, bem como {ej,es}. Sabemos que ndo existe conflito entre e¢;, e},
para i € {1,...,4}, j#i+1,ei=>5,j+# 1. Entdo, temos que pelo menos uma das
arestas e¢,eo_ pertence a E(X(Cs)), para todo £ € {1,...,5}. Para o restante da prova,
consideramos todos os casos possiveis de arestas em E (X (Cs)), expressos em um vetor

de conflito v = [g; ..., €5] como na Defini¢do 3.18.



3.1 Quando M é vazio 50

De acordo com o Lema 3.19(i), temos que todos os casos onde €; = 0, isto
é, v=10,¢,,...,85], tem um grafo isomorfo induzido por f(v) = [1, f'(€2)..., f'(€5)]-
Assim, desconsideramos os casos em que € = 1. Os casos onde € = 2, e €5 = 0,
que significam v = [2,¢€,€3,€4,0], recaem nos casos g(v) = [0,¢'(€2),4'(€3), &' (€4),2],
pelo Lema 3.19(i1). Finalmente, os casos em que € = 2, e €5 = 1, que significam
Vv = [2,€,€3,84,1], recaem nos casos f(g(v)) = [0, "(¢'(e2)), /(¢ (€3)), f'(g'(e4)),2],
pelo Lema 3.19(iii).

Reunindo tudo, isso significa avaliar [0,€...,€5], com 81 casos, e
[2,€2,€3,€4,2], com 27 casos. Mencionamos que muitos destes 108 casos sdo resol-
vidos aplicando fun¢des do Lema 3.19, e da observacdo de que a adi¢do de arestas que
ndo sdo corda nos subgrafos proibidos Cg,Cs em X (Cs) mantém a existéncia do mesmo
subgrafo proibido em X (Cs).

A titulo de exemplo, seja vi = [0,0,0,0, 1], veja na Figura 3.5(a). Temos que V|
induz um Cg (com arestas em negrito) em X (Cs). Aplicando f(v;) (Figura 3.5(b)), g(v1)
(Figura 3.5(c)), f(g(v1)) (Figura 3.5(d)), e adicionando as arestas e3_,es; a E(X(Cs))
(Figura 3.5(e)), também temos um Cg induzido em X (Cs). Perceba que esta argumentaco

é possivel desde que |C| = |I|, for qualquer subgrafo proibido F € {Cg,Cs,3K>}.

Ul U us Ug us (751 (75 us Uy Uus Ul U9 us U4 Uus
[ J [ J
U1 V2 U3 V4 Us U1 U2 U3 Vg Us U1 U2 U3 V4 Us
(a)Vl =[010’0’0:1] (b) f(Vl):[],l,l,l,O] (C) g<vl):[la0a07070]

Ui U2 usz Ug Us
Uy U2 us Uyg us

(]
U1 V2 V3 V4 Vs V1 V2 V3 V4 Vs
(d) f(g(vl)) = [07 17 17 17 1] (e) v2 =[0,0,2,0,2]

Figura 3.5: Casos que exemplificam as fungdes do Lema 3.19 e a
adicdo de arestas do tipo ndo-corda.

Procedemos com os 108 casos, escritos na Tabela 3.1. Perceba que, com os
argumentos mencionados anteriormente, a andlise dos 108 casos pdde ser reduzida a
andlise de 10 casos, espetificados na primeira coluna da Tabela 3.1. Por brevidade,
omitimos os colchetes e as virgulas da notacdo de v = [gy, ..., &s]. Cada caso tem um grafo
X (Cs) correspondente, veja na Figura 3.6, ilustrando em arestas em negrito o subgrafo

proibido F € {Cg,C3,3K,} encontrado. Em todos os casos obtemos uma contradicao.
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Tabela 3.1: Casos considerados para a prova do Teorema 3.20.

Casov | Subgrafo proibido F | Casos que contém um subgrafo induzido proibido
induzido em X (Cs) isomorfo a F

00000 | Cg, Figura 3.6(a) 00002, 00020, 00022, 00200, 00202, 00220,
00222, 02000, 02002, 02020, 02022, 02200,
02202, 02220, 02222, 20002, 20022, 20202,
20222, 21112, 21212, 22002, 22022, 22202,
22212, 22222

00001 | Cg, Figura 3.5(a) 00021, 00201, O1111, 01112, 01121, 01211,
01212, 01221, 02001, 02112, 02121, 02122,
02211, 02212, 02221

00010 | Cg, Figura 3.6(b) 01000, 01002, 01020, 01200, 01202, 01220,
01222, 02010
00011 | Cg, Figura 3.6(c) 00012, 00111, 00112, 00121, 00122, 00211,

00212, 00221, 02011, 02012, 02111, 20012,
20112, 20122, 20212, 21002, 21022, 21102,
21122,21202,21222,22012,22102,22112,22122

00100 | Cg, Figura 3.6(d) 00102, 00120, 02100, 20102

00101 | Cg, Figura 3.6(e) 01011, 01012, 01021, 01022, 02101, 21012

00110 | Cg, Figura 3.6(f) 01100, 01102, 01120, 01122, 00210, 02102,
02110, 02120

01001 | Cg, Figura 3.6(g) 01101, 01201, 02201, 02021

01010 | 3K, Figura 3.6(h) 1%}

01110 | Cg, Figura 3.6(1) 01210, 02210

Agora, seja k > 6. Perceba que o conjunto de vértices {uy, up, uz, ug_1,ug,vi,v2,v3,
Vk—1,Vk} induz um X(Cs) em X(Cy). Entdo, encontramos subgrafos proibidos Cg,Cg ou
3K, em X(Cy) obtendo uma contradi¢do como no caso k = 5. Portanto, concluimos que

that H € um grafo 2-threshold, e adicionalmente H* € bipartido cordal. [

Pelos Teoremas 3.11, 3.14 e 3.20, vale o seguinte Corolério 3.21. Mencionamos

que, até onde sabemos, ISOMORFISMO em grafos 2-threshold é um problema em aberto.

Corolario 3.21 Seja H um grafo fortemente cordal. Existe um algoritmo que, em tempo
polinomial, ou decide se H € CoMP-SUB(Ily), ou conclui que H é a unido disjunta de
dois grafos split 2-threshold H) e H, de mesma ordem, tais que nt(Hy) = nt(Hy) = 1; H,
e Hy ambos contém rising-sun e co-rising-sun como subgrafos induzidos; e H{ e H} sdo

bipartidos cordais.

3.1.2 Grafos de Intervalo Unitario

Tendo em vista que COMP-SUB(IIp) pode ser resolvido em tempo linear para

grafos de intervalo (Corolério 3.6), obtemos um resultado ainda mais especifico na classe
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Figura 3.6: Subgrafos proibidos em X (Cs).

dos grafos de intervalo unitério, que segue na Proposicao 3.22. Recordamos que um grafo

de intervalo unitdrio ¢ um grafo livre de {Cy,y4,sun3, K 3,net}, para todo n > 0.

Proposicao 3.22 Seja H grafo de intervalo unitdrio com 2n vértices. Entdo H €
ComP-SUB(Tlp) se e somente se H € {(Py+K,_¢)U(PrUK,_¢),2bull}, para 1 < { < 4.

Prova. Primeiro, suponha que H € {(P;+ K,_¢) U(P;UK,_¢),2bull}, para 1 < ¢ < 4.
Perceba que Py + K,_; é o complemento de PyUK,_y4, para 1 < ¢ <4, e o bull é

autocomplementar. Logo, H € COMP-SUB(ITp).

Suponha que H € CoMP-SUB(Ip). Pela Proposigdo 3.3, existe uma componente

conexa de H, digamos G, com exatamente n vértices. Como H é um grafo de intervalo

unitario, entdo G e G também o sdo. Entdo, G (resp. G) é cordal e livre de {sunz, K 3,net}.

Consequentemente, G (resp. G) € livre de {K; 3} = {K3UK;}. Como G e G sdo cordais,

temos que G e G sdo split. Seja C U uma particio split de V(G), onde C é é uma clique

maximal e / € um conjunto independente. Como G € um grafo de intervalo unitario split,

temos que |I| <2 [91]. Consideramos trés casos: || € {0,1,2}.

Caso 3.23 |I| =0.

Neste caso temos que G = C = K,. Assim, para £ = 1, temos H = (P; + K, _;) U

(PrUK—p).
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Caso3.24 |I| = 1.

Seja I = {v}. Como G é conexo, existe x € C tal que vx € E(G). Como C é
maximal, temos que existe y € C tal que vy ¢ E(G). Mostramos que |C\ Ng(v)| < 2.
Suponha por contradigdo que |C\ Ng(v)| > 3. Isso implica que (C\ Ng(v)) U{v} contém
um subgrafo induzido K3 U Kj, contradi¢do.

Suponha que C\ Ng(v) = {y}. Temos que {v,y} induz um P, e consequente-
mente G = P> +K,,_». Logo, (Py+ K, _¢) U(P;UK,_y), para { = 2.

Agora suponha que C\ Ng(v) = {y,y’}. Temos que {v,y,y’} induz um P; e
consequentemente G = P3 + K,,_3. Logo, H = (Py+K,_;) U(P;UK,_;), para £ = 3.

Caso 3.25 |I| =2.

Seja I = {x,y}, X = Ng(x) \ Ng(y) e Y = Ng(y) \ Ng(x). Mostramos primeiro
que |X| <1 e |Y| < 1. Suponha, por contradi¢do, que ou |X| > 2 ou |Y| > 2. Podemos
considerar que u,v € X. Temos que {u,v,x,y} induz um K3 U K, contradi¢do. O caso

|Y| > 2 é andlogo. Agora, considere dois sub-casos.
Caso 3.26 Ng(x) N\Ng(y) # 0.

Lembre que |X|,|Y| € {0,1}. Como G € K; 3, temos que C \ Ng({x,y}) = 0.
Primeiro, seja |X| =0 e |Y| = 0. Temos que G = H[{x,y}] + K,_2» = P> + K,,_». Portanto
H= (I_)p + Kn_g) U (Pg Ufn_g), para { = 2.

Seja |[X| =1e |Y]| =0, com X = {v}. Neste caso, temos que G = H[{v,x,y}| +
K, 3 =P3+K, 3. Logo, H= (Py+K, ;) U(P;UK, ¢), para { =3. O caso |[X| =0e
|Y| =1 € similar.

Agora, seja |[X|=1e |Y| =1, com X = {v} e Y = {u}. Temos que G =
H[{u,v,x,y}| + Ky—4 = P4+ Ky—4 = P4+ K,—4. Logo, H = (P +K,_¢) U(PLUK,_¢),
para { = 4.

Caso 3.27 Ng(x)NNg(y) = 0.

Sabemos que |X|,|Y| < 1. Como G é conexo, entdo |X|,|Y|= 1.

SejaW = C\Ng({x,y}).Se |[W|=0, como |X|,|Y| =1, temos que G = P4. Logo,
H = (I_)4+K0) U (P4 UE()).

Se |[W| =1, como |X|,|Y| =1, temos que G = bull. Logo, H = 2bull.

Finalmente, considere |W| > 2. Seja w,w' € W e Ng(y) = {u}. Como
u,w,w & Ng(x) e u,w,w € C, o conjunto {u,w,w’,x} induz um K3 U Kj, uma con-

tradicao. 0
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3.1.3 Grafos Starlike

Recordamos que um grafo starlike é um grafo livre de {Ps,C4,Cs,Hy,H,2P3}
(veja Hy e H, na Figura 2.6). Nosso resultado de COMP-SUB(I1p) para esta classe de

grafos segue na Proposi¢do 3.28.

Proposicdo 3.28 Seja H um grafo starlike com 2n vértices. Entdo, H € COMP-SUB(I1p)
se e somente se H = (K, + K,) U (K, UK,), em que p+q = n.

Prova. E claro observar que H = (K, + K;) U (K, UK,) (para p+q = n) é uma
instancia-sim de COMP-SUB(Ilp). Agora, considere que H é uma instancia-sim de
ComP-SUB(I1y). Entdo, H pode ser decomposto em dois grafos, G e seu complemento G,
para algum grafo G, tal que o conjunto de corte M da decomposi¢do € vazio. Além disso,
pela Proposi¢do 3.3, existe uma componente conexa de H, digamos G, com exatamente n
vértices.

Como H é um grafo starlike, entio G ¢ G também o s3o. Por definicdo, G e G
sdo livres de {Ps,Cy,Cs,Hy,H>,2P;}. Como G é livre Cy, obtemos que G ¢ livre de 2K,.
Assim, G é split e G também. Considere uma particdo split CUI de V(G), onde C é uma
clique maximal e / € um conjunto independente.

Se I =0, entdio G=Ce G=C.Como [V(G)| = |C| =n, temos que G =K, e
G =Ky, logoH = (K,+K,;)U(K,UK,),parap=neq=0.

Agora, considere que / # 0. Como C é maximal, |C| > 2. Mostramos na Afirma-
¢io 3.29 que G é um grafo cluster, isto é, um grafo livre de P3, ou equivalentemente, uma
unido disjunta de cliques. A seguir, mostramos que G tem no maximo uma clique com

dois ou mais vértices.
Afirmacdo 3.29 G é um grafo cluster.

Prova. (da Afirmagdo 3.29). Suponha por contradicdo, que G ndo é um grafo cluster.
Entio, existem u,v,w € V(G) tais que {u,v,w} induz um P; em G. Podemos considerar
que uv,uw € E(P3) e vw ¢ E(P3). Como H[{u,v,w}] ~ P3, os trés vértices u,v,w ndo
pertencem simultaneamente ao conjunto intependente C de G nem a clique 7 de G. Além
disso, perceba que u € C implica v,w € I, o que contradiz o fato de que I é uma clique de
G, assimu c1.

Suponha, sem perda de generalidade, que w € C. Se u é um vértice universal
em G entio G é desconexo, uma contradicdo. Assim, u € I, e existe w’' € C tal que
uw’ ¢ E(G), entdo {u,w,w'} induz um P; em G. Consequentemente, GU G ndo € livre de

P3, uma contradicao. O

Pela Afirmacdo 3.29, temos que G é uma unido disjunta de cliques. Sejam

Gy,...,G; as componentes conexas de G. Como G é split, temos que G é livre de
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2K;. Isso implica que existe no maximo um i € {1,...,¢}, tal que |V(G;)| > 2. Como
V(G)| = n, para p+q = n, definimos ¥jc(1..y\(i3 |V (G))| = p e [V(Gy)| = ¢. Logo,
G=K,UK;e G=K,UK, =K, +K,. Portanto, H = (K, + K,) U (K, UK,), comple-
tando a prova. O

3.1.4 Grafos Bloco

Lembramos que um diamond é o grafo obtido pela remocdo de exatamente
uma aresta do grafo K4. Um grafo bloco é livre de {diamond,C, 4}, para todo n > 0.
Especialmente nesta subsecdo, para facilitar a legibilidade, denotamos por S, o grafo
bipartido completo K ,,— 1, que corresponde a uma estrela com n vértices. Caracterizamos

na Proposi¢do 3.30 instincias-sim de COMP-SUB(I1p) quando H é um grafo bloco.

Proposicao 3.30 Seja H um grafo bloco com 2n vértices. Entdo H € COMP-SUB(I1p) se
e somente se H € {K, UK, S, US,,2P4,2bull, (S,_1 UK;) U (S,—1 UK})}.

Prova. Seja H um grafo bloco. Se H € {K,,UK,,,S,US,,2P4,2bull, (S,_1 UK;) U (S,_1U
K1)}, entdo é simples obter uma decomposi¢do complementar de H em cada caso.

A seguir, suponha que H € CoMP-SUB(I1p). Entdo H pode ser decomposto em
dois grafos, G e seu complemento G, para algum grafo G, tal que o conjunto de corte
M da decomposicao € vazio. Além disso, pela Proposi¢do 3.3, H tem uma componente
conexa, digamos G, de ordem n.

Como H é um grafo bloco, entdo G e G sdo grafos bloco. Por definicdo, G e G
sdo livres de {diamond,Cy, 4}, para todo £ > 0. Como G (resp. G) ¢ livre de {Cy4,Cs},
entdo G (resp. G) é livre de 2K>. Logo G e G sio grafos split. Seja C U uma parti¢io
de V(G) onde C é uma clique e I é um conjunto independente. Se |I| = 0 (resp. |C| = 0),
entio H = K, UK,,.

Agora, considere que |I|,|C| > 1.

Afirmacio 3.31 Seja G = (CUIE) um grafo bloco split conexo. Entdo, para todo v € I,
dg(v) € {1,|C[}.

Prova. (da Afirmagdo 3.31). Como G é conexo, temos que dg(v) > 0. Suponha por
contradigdo que existe v € I, tal que dg(v) ¢ {1,|C|}. Entdo, temos que 1 < dg(v) < |C].
Como dg(v) < |C|, existe u € C tal que uv ¢ E(H). Como dg(v) > 1, existem x,y € C
tais que x,y € Ng(v). Como xy € C, entdo xy € E(G). Isso implica que H[{u,v,x,y}] é

isomorfo a um diamond, uma contradi¢ao. O

Se |C| = 1, entdo, para todo v € I, dg(v) = 1. Isso implica que H = S, US,,.



3.1 Quando M é vazio 56

Agora, considere que C é maximal, e seja |C| = 2. Este caso segue na Afirma-
¢do 3.32.

Afirmacio 3.32 Seja G = (CUIE) um grafo bloco split conexo. Se C é maximal e
|C| =2, entd@o G € {P4,S,}.

Prova. (da Afirmagdo 3.32). Suponha, por contradi¢do, que G ¢ {Py, S, }. Seja C = {x,y}
uma clique maximal de G. Recordamos que / # 0. Como G € conexo, e C é maximal,
temos que todo vértice em I tem grau exatamente um. Considere que I = {v}. Entdo, ou
vx € E(G) ouvy € E(G).

Se vx € E(G) (resp. vy € E(G)) entdo G é uma estrela, contradi¢do. Entdo, existe
v eI\ {v} tal que ou v'x € E(G) ouV'y € E(G). Se Ng(V') NNg(v) # 0, entdo G é uma
estrela, contradi¢do. Caso contrario, H[{v,V',x,y}] é isomorfo a um P, contradi¢ao.

Agora, suponha que existe w € I\ {v,»'}. Como |C| = 2, entdo dois vértices
de {v,,w} tem a mesma vizinhanga em C. Se Ng(v) N Ng(V') N Ng(w) # 0, entéo
G € uma estrela, contradi¢do. Caso contrdrio, sem perda de generalidade, considere
que vx,v'x € E(G) e wy € E(G). Assim, temos que H[{v,V/,w,y}] ~ K, U2K; em G,
logo {v,v,w,y} induz um diamond em G, uma contradigdo. Portanto, se |C| = 2, entdo
G € {Py,S,}. O

Finalmente, o Caso |C| > 3 segue na Afirmagéo 3.33.

Afirmacio 3.33 Seja G = (CUIE) um grafo bloco split conexo. Se C é maximal e
|C| > 3, entdo G € {bull,S,_1 UK }.

Prova. (da Afirmagdo 3.33). Suponha, por contradi¢do, que G ¢ {bull,S, | UK, }. Como
|C| > 3, existem x,y,z € C. Como G # bull, entdo ou (a) |C| > 3, ou (b) |C| =3 e neste
caso se I = {v,v'} entdo Ng(v) NNg(V') # 0.

Em ambos os casos, se |I| = 1, entdo G é S,_1UK], contradi¢do. Entdo, considere
1] > 2.

No Caso (a), temos |C| > 3. Lembre que I # 0. Como G é conexo, e G #
S,—1UK], entdo |I| > 2. Além disso, temos que existem v,v' € I. Como |C| > 3, existe
uma aresta xy € E(H|[C]) tal que x,y ¢ Ng({v,v'}). Logo, H[{v,V/,x,y}] ~ K, U2K}, e G
contém um diamond, contradi¢ao.

No Caso (b), se I = {v,V'}, entdo Ng(v) N Ng(v') # 0. Suponha, sem perda de
generalidade, que z € Ng(v) N Ng(V'). Como xy € E(G), temos que {v,V/,x,y} induz
um K> U2K; em G, assim G possui um diamond, uma contradi¢do. Agora, considere
11| > 3, e seja v,v/,v" € I. Suponha que Ng({v,v'}) N Ng(v"") = 0. Isso implica que
{v,v'} UNg[V'] contém um subgrafo induzido K, U2Kj, contradi¢do. Considere Ng(v) N
Ne(V')NNg(v"") = {z}. Assim temos que {v,V/,x,y} induz um K, U2K], contradi¢éo.
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Portanto, G € {bull,S,_1 UK, }. O

Pela Afirmagdo 3.32 temos que H € {2P4,S,US,}. Pela Afirmagio 3.33 temos
que H =2bull ou H = (S,—1 UK;)U(S,—1 UK]), o que completa a prova. O

3.1.5 Grafos Split

Enquanto ISOMORFISMO ¢é Gl-completo considerando grafos split [10], fecha-
mos a Secdo 3.1 mostrando na Proposi¢do 3.34 uma caracterizagcdo de grafos split H aos
quais H € CoMP-SUB(Ilp).

Proposicao 3.34 Seja H € CoMP-SUB(I1y) um grafo split. Entdo H = K, UK,,.

Prova. Seja H = (CUI, E) um grafo split de ordem 2n. Se H = K, UK, entdo claramente,
uma decomposicio de H pode ser definida por G = K;, ¢ G = K,,. Logo, H é uma instincia-
sim de CoMP-SUB(ITp). Resta mostrar que se H é uma instancia-sim de CoMP-SUB(I1p),
entio H = K, UK,,.

Suponha que H é uma instincia-sim de COMP-SUB(IIp). Pela Proposi¢do 3.3,
existe uma componente conexa H; de H com exatamente n vértices. Seja G = Hj e
G = H[V(H)\ V(H))]. Suponha, por contradi¢io, que G ndo é uma clique. Entdo, exis-
tem u,v € V(G) tais que uv ¢ E(G). Como G é o complemento de G, temos que existe
uma aresta em G. Isso implica que 2K> é um subgrafo de H, uma contradicdo, como H
é split. Logo, G é uma clique com n vértices e G é um conjunto independente com n
vértices. Portanto H = K, UK,,. O

3.2 Quando M induz um grafo bipartido completo

Nesta se¢do consideramos Ilg, = como a propriedade em que M induz um grafo
bipartido completo, isto €, M contém todas as arestas possiveis entre G e G. Muitos dos
resultados obtidos para COMP-SUB(Ilp) podem ser aplicados para COMP-SUB(Ilk, ).

Tal equivaléncia € apresentada no Lema 3.35.

Lema 3.35 Seja C uma classe de grafos. Entdo COMP-SUB(Ily) em C é polinomialmente
equivalente a COMP-SUB (Ilg,

n,n

) na classe complementar de C.

Prova. Seja H € C. Temos que H € co-C.
Suponha que H é uma instancia-sim de COMP-SUB(Ilp). Entdo H pode ser

decomposto em dois grafos, G e seu complemento G, para algum grafo G, tal que o



3.3 Quando M é um emparelhamento perfeito 58

conjunto de corte M da decomposi¢cdo € vazio. Isso implica que H € a unido disjunta
GUG e entio H = GUG. Logo, H é dado pelo join G +G.
Suponha que H é uma instancia-sim de CoMP-SUB(Ilk, ). Entdo H pode ser

decomposto em dois subgrafos complementares A e B, para algum grafo A, de tal forma
que o conjunto de corte M da decomposi¢do induz um grafo bipartido completo. Pela
definicao de complemento, como, para todo u € A e paratodov € B, uv € E (17); temos
que uv ¢ E(H). Logo, H é a unido disjunta de A e B. Como A = B e B = A, segue que H
pode ser decomposto em dois subgrafos complementares B € A com nenhuma aresta entre
B e A. Portanto, o conjunto de corte M da decomposi¢do € vazio, e H é uma instancia-sim
de ComPp-SUB(ITp).

A prova de COMP-SUB(Ilk,, ) =« COMP-SUB(IIp) segue de forma andloga. [J

A partir dos Lemas 3.6 e 3.35, e das Proposi¢des 3.22—3.34 concluimos que o
problema ComP-SUB(IIk, ) pode ser resolvido em tempo polinomial para as seguintes

classes:

e grafos de permutacgdo;

e cografos;

e grafos de comparabilidade;

e grafos de co-comparabilidade;
e grafos de intervalo;

e grafos de co-intervalo;

e grafos split;

e grafos co-bloco;

e grafos co-starlike;

e grafos co-intervalo unitario.

3.3 Quando M é um emparelhamento perfeito

Sejam H = (V,E) um grafo e (A, B) uma parti¢io de V(H) = AUB com |A| = |B|.
Denotamos por IIpgrr a propriedade de arestas que denota um emparelhamento perfeito
entre vértices de A e B. No caso das propriedades de arestas Ilp e Ilg,, abordadas
nas Secoes 3.1 e 3.2, respectivamente, o particionamento das instancias-sim de COMP-
SUB eram imediatos. Mais especificamente por exemplo, se H € COMP-SUB(IIp) entdo
H possui uma componente H' conexa com n vértices, o que define a particdo a ser
considerada (H',V (H)\ V(H')), restando tratar o isomorfismo entre H' e V (H) \ V (H').

Vale mencionar que existem grafos H instancias sim de COMP-SUB (ITpgrr) que

admitem mais de um emparelhamento perfeito de corte, e desta forma podem admitir mais
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de uma parti¢do possivel. Por exemplo, no grafo H; da Figura3.7, M = {u;v;: 1 <i<5}e
M' = {vyvi,upuy,u3vs, uqus,v4vs } sdo dois emparelhamentos perfeitos de corte possiveis.
Note que a parti¢do (A,B) definida por M tem H;[A] ~ H;[B] ~ bull enquanto que a
particdo (A’, B’) definida por M’ tem H,[A’] ~ H,[B'] ~ bull. Ja no grafo H, da Figura 3.7,
temos também dois emparelhamentos perfeitos definidos por M = {u;v; : 1 < i < 5}
e M' = {vyvi,upuy,u3v3,usus,vavs}, porém a particio (A,B) definida por M implica
H)|A] ~ house e Hy[B] ~ Ps, logo Hy[A] ~ H,[B]; enquanto que a parti¢do (A’, B) definida
por M’ atesta Hy[A'] ~ bull e H[B] ~ Cs, em que H»[A'] 2 Hy[B'].

H, Hy

Uy U1 Uy VU1

U3 V3
Uy U4

Us Us us Us

Figura 3.7: Emparelhamentos perfeitos de corte podem ndo ser
nicos.

Os exemplos acima descritos nos dao indicios de que, mesmo sabendo particio-
nar o grafo de entrada H, a fim de resolver COMP-SUB (ITpggr ), ainda pode ser necessario
determinar [ISOMORFISMO entre uma parti¢do e o complemento da outra. Em vista disso,
nos atemos em algumas classes restritas de grafos ou que ISOMORFISMO ou que o parti-
cionamento pudesse ser determinado em tempo polinomial.

Mostramos a seguir alguns resultados de caracterizacdes de grafos H que perten-
cem 2 COMP-SUB (ITpgrr), quando o grafo de entrada H é um cografo, um grafo cordal
ou um grafo distancia hereditdria. Estes resultados seguem nas Proposi¢des 3.36, 3.38

e 3.39, respectivamente.

Proposicao 3.36 Seja H um cografo de ordem 2n. Entdo, H € COMP-SUB (Ilpggr) se e

somente se H = K.

Prova. Seja H um cografo. Trivialmente, se H é um K5, entdo H € COMP-SUB (ITpggg).

Suponha que H € COMP-SUB(ITpgrr), € por contradi¢do que H # K;. Pela
defini¢do do problema, existe uma decomposi¢do complementar (H;,H,) de H, na qual
o conjunto de corte M da decomposicdo € um emparelhamento perfeito entre vértices
de V(Hy) e V(H,). Seja M = {uyvy,...,u,vy,} onde u; € V(Hy) e v; € V(H,), para todo
1<i<n.
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Sejam i,j € {1,...,n} tais que w;u; € E(H;). Sabemos que u;v; ¢ E(H) sempre
que i # j. Como H ¢ livre de P4, obtemos que w;u; € E(H;) se e somente se v;v; € E(H>),
para todos i, j € {1,...,n} distintos. Isso implica que H; ~ H,, entdo H| ~ Hi,ie., H é
autocomplementar.

Como um cografo € conexo se e somente se seu complemento € deconexo [44],

concluimos que Hj ndo pode ser autocomplementar, uma contradi¢do. 0J

A partir da Proposi¢do 3.36 obtemos o seguinte coroldrio.
Corolario 3.37 O iinico cografo prisma complementar é KK .

Proposicao 3.38 Seja H um grafo cordal de ordem 2n. Entdo, H € COMP-SUB (ITpgryr)

se e somente se H = K, K,,.

Prova. Seja H um grafo cordal. Claramente, se H = K, K ,, entdo H € COMP-SUB (ITpggg ).

Considere que H € COMP-SUB (ITpgrr ). Entdo, existe uma decomposi¢io Hy, H
de H, na qual H, = H/ e o conjunto de corte M da decomposi¢do é um emparelhamento
perfeito entre vértices em V(H;) e V(H,). Seja M = {uyvy,...,u,v,} onde u; € V(H;) e
v; € V(H3), para todo 1 < i < n. Suponha, por contradigio, que H # K, K.

Podemos assumir que existem i,j,k,l € {1,...,n} tais que wu; € E(H;) e
v € E(H). Como M é um emparelhamento perfeito e H é cordal, temos que
viv; ¢ E(Hy) e wu; ¢ E(Hp). Entdo, obtemos que u,v, € E(H;) se e somente se
vpvg ¢ E(H,), para todo p,q € {1,...,n} distinto. Além disso, H ser cordal implica que
ndo existe caminho entre v;,v; em H, nem entre u;,u; em Hy. Consequentemente ambos

H; e seu complemento H, sdao desconexos, uma contradi¢do. [

Nosso proximo resultado caracteriza grafos distancia-hereditdria instancias-sim
de CoMP-SUB(ITperr), apresentado na Proposicdo 3.39. Para tal resultado, seja Hz o
grafo da Figura 3.8. Lembramos que um grafo distancia-hereditdria € um grafo livre de

{domino, house,gem,Cy. s}, para todo k > 0.

Uq U1
uz (%]
U3 US

Figura 3.8: Grafo H;.

Proposicao 3.39 Seja H um grafo distancia-hereditdria de ordem 2n. Entdo, H €
COMP-SUB(IIpggr) se e somente se H € {K,K,,H3}.
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Prova. Seja H um grafo distincia-hereditdria. Claramente, se H = K,K,, entio H €
CoMP-SUB(ITpgre). Seja Hz com V(H3) = {uy,up,us,vi,v2,v3} rotulado como na Fi-
gura 3.8, V| = {uy,us,u3}, e Vo = {v1,vz,v3}. Claramente H[V;] ~ m, entdo Vi e V»
definem uma particdo complementar de V (H ). Logo, H3 € COMP-SUB (ITpggr).

Agora, suponha que H € COMP-SUB (ITpggr). Por defini¢do, existe uma decom-
posi¢do Hy,H, de H, na qual H, ~ H, e o conjunto de corte M da decomposi¢do é um
emparelhamento perfeito entre vértices de V(H;) e V(Hy). Seja M = {ujvy,...,u,v,}
onde u; € V(Hy) e v; € V(H,), para todo 1 < i < n. Comegamos mostrando que Hp é um
grafo livre de {P3,K3}.

Afirmacdo 1. Se H; é conexo, entdo H, é um grafo livre de {P3,K3}.

Prova da Afirmacdo 1. Suponha, por contradicdo, que H, contém (I) um P; induzido ou
(IT) um K3 induzido.

(I) Sejam i, j,k € {1,...,n} distintos, tais que v;v;,v;vx € E(Hp) e vjvx ¢ E(H).
Como H; é conexo, existe um (u,, u,)-caminho em Hj, para todo p,q € {i, j,k}. Como H
néo contém um ciclo induzido com 5 ou mais vértices, segue que disty, (u;,u;) < 1. Como
H; é conexo, u; e uj pertencem a mesma componente conexa de Hy, entdo u;u; € E(H).
Com um argumento similar, obtemos que uju; € E (Hp). Novamente, como H ¢ livre de
Cs, ujux ¢ E(H). Porém, o conjunto {u;,u;,ux,v;,v;,v¢} induz um domino em H, uma
contradicao.

(IT) Sejam i, j,k € {1,...,n} distintos, tais que {v;,v;, vk} induz um K3 em H,.
Neste caso, temos que cada um dos vértices u;,u; € u; devem pertencer a componentes
conexas distintas de Hj, caso contrario {u;,u,ux,vi,v;, v} induz um house em H. Assim,
temos uma contradicdo ja que H; € conexo. 0

Pela Afirmacéo 1, H, é livre de {P3, K3}, isto é, Hy ~ pK; UgK>, onde p+q = n.

Para o restante da prova, os casos considerados dizem respeito a p € g.

Afirmacdo 2. Se ¢ > 2 e p > 0, entdo para toda aresta e € E(H} ), e pertence a um K3 ou
a um C4 cm Hl.

Prova da Afirmagcdo 2. Seja Ho = AUB, onde A = pK; ¢ B = gK>. Como H €
COoMP-SUB(ITpere), Hi € 0 complemento de H,. Entdo Hy = A+ B, onde A =K, ¢ B
€ um grafo completo g-partido.

Como V(A) é uma clique, é imediato que para toda aresta e € E(A), e pertence a
um K3.

Se g = 2, entdo B~Cyetodaarestae € E (F) pertence a um C4. Caso contrério,
para todo x € V(B), existem dois vértices adjacentes u,v € Ng(x). Entdo, para toda aresta

e € E(B), e pertence a um K.
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Seja xy € E(H;) tal que x € A e y € B. Como x é adjacente a todo vértice
em B, existem dois vértices adjacentes u,v € Ng(x). Entdo xy pertence a um K3. Logo,

concluimos que para toda aresta e € E(H;), e pertence a um K3 ou a um Cy. 0

Agora, seja v;v; € E(H,) (como ¢ > 0 tal aresta existe). Dado que H; é conexo
e H ¢é livre de ciclos com 5 ou mais vértices, temos que u;u; € E(H;). Pela Afirmagdo 2,
temos que u;u; pertence a um K3 ou a um C4 em H;. No primeiro caso, H contém um
house induzido, uma contradi¢do. No segundo, H contém um domino induzido, também
uma contradi¢do.

Agora, sejam g =1e p > 1 (se p =0 entdo H; seria desconexo).

Se p > 2, por argumentacdo similar a Afirmacdo 2, obtemos que para toda aresta
e € E(H,), e pertence a um K3. Entdo, considere p = 1.

Neste caso, H| ~ P;. Novamente, sejav;v; € E (H) (como g > 0 tal aresta existe).
Como H ¢ livre de ciclos com 5 ou mais vértices, temos que u;u; € E(H;). Entdo H deve
ser isomorfo ao grafo H3.

Finalmente, sejam ¢ = 0 e p > 0. Neste caso, V (H,) é um conjunto independente

com n vértices, entdo H; ~ K,,. Portanto H = K,,K,, 0 que completa a prova. Ol

No Teorema 3.41, mostramos que o problema COMP-SUB (ITpgrr) € Gl-dificil.
Este resultado recorre ao Lema 3.40.

Lema 3.40 Sejam H um grafo, uv € E(H) e M um emparelhamento de corte de H. Se uv

estd contida em um Kz, entdo uv ¢ M.

Prova. Suponha que uv estd contida em um K3 e, por contradicdo, que uv € M. Seja
w € Ny(u) NNg(v) e M = [A, B]. Como M é um emparelhamento de corte de H e uv € M,
podemos supor que u € Aev e B. Notequeouw € Aouw € B. Sew € A, temos que v
tem dois vizinhos em A, uma contradi¢do. Similarmente, se w € B, u tem dois vizinhos

em B, contradigdo. O

Teorema 3.41 CoMP-SUB (HPERF) é Gl'dlf‘l/Cll

Prova. Seja (A,B) uma instancia de ISOMORFISMO, com |[V(A)| =n e |[V(B)| = n.
Sejam Ag = {v € V(A) : dega(v) =0} e By = {V € V(B) : degp(v) = 0}. Como H[Ao]
e H[By| ndo possuem arestas, qualquer mapeamento @ : Ag — By é um isomorfismo, ja
que uv € E(H[Ag]) <> @(u)9(v) € E(H[By)), para quaisquer u,v € Ap, é satisfeita por
vacuidade. Desta forma, podemos assumir que A e B nao possuem vértices isolados.
Mostramos que ISOMORFISMO o« COMP-SUB(ITpggre). A partir da instincia
(A,B) de ISOMORFISMO, construimos uma instancia H de COMP-SUB(IIpgrr) como

segue (observe a Figura 3.9 para um exemplo). Sejam G o grafo diamond obtido por
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um grafo completo com 4 vértices {uy,...,us} € a remogdo da aresta uzus, € G o grafo
P, U2P; com 4 vértices {vy,...,v4} e aresta viv,. Primeiro, obtenha H pela unido disjunta
de A, B, G| e G,. Denote arbitrariamente V(A) = {ay,...,a,} e V(B) = {b1,...,b,}. Em
seguida, adicione a H as seguintes arestas:

e y;v;, paratodo 1 <i<4;
e a;bj,paratodo 1 <i<m;
® q;ui,a;uy, paratodo 1 <i<n;
e bjvi,bjvy, paratodo 1 <i<m

H

G Go

Figura 3.9: Construcdo utilizada para a prova do Teorema 3.41.

Observe que esta construcdo pode ser realizada em tempo polinomial. Antes da
parte principal da prova, mostramos a Afirmacdo 3.42, que diz respeito a unicidade da

existéncia de um emparelhamento de corte em H obtido pela contrucao descrita.

Afirmacdo 3.42 Se H é o grafo obtido pela construgdo acima, entdo M = {a;b;,u;v;

1 <i<n, 1< j<4}¢éoiinico emparelhamento perfeito de corte de H.

Prova. (da Afirmacdo 3.42). Seja M um emparelhamento perfeito de corte de H. Pelo
Lema 3.40, qualquer aresta contida em um K3 ndo deve ser aresta de um emparelhamento
perfeito de corte de H. Assim, mostramos que toda aresta de H; estd contida em um K3.
Para H, o argumento é similar.

Primeiro, observe que {uj,up,uz} e {uj,uz,us} induzem K3 em H;. Logo
toda aresta de G estd contida em um K3. Agora, sejam a € A e x € {uj,up}. Como
w € Np, (a) "Ny, (x), para w € {uy,uz} \ {x}, ax estd contida no grafo K3 induzido por
{a,x,w}. Por fim, sejam a,d’ € A. Como u; € Ny, (a) NNy, (d’), obtemos que aa’ estd
em um K3 induzido por {a,a’,u;} em Hy. A partir disso, concluimos que toda aresta

de H; estd contida em um K3, e assim, pelo Lema 3.40, M N E(H;) = 0. De maneira
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andloga, obtemos que M N E(H;) = 0. Portanto, como M é um emparelhamento perfeito
de corte de H, |[M| = n+4 e as tnicas arestas de H que ndo estdo contidas em K3 sdo
E(H)\ (E(H1)UE(H,)), obtemos que M = {a;b;j,ujvj:1<i<n,1< j<4}¢éotnico
emparelhamento perfeito de corte de H. 0

Neste momento, provamos que (A, B) € uma instincia-sim de [ISOMORFISMO se
e somente se H é uma instancia-sim de COMP-SUB (ITpgr).

Suponha que A ~ B e seja ¢ : V(A) — V(B) uma fungdo de isomorfismo de A
para B. Observe que A ~ Be G ~ G,. Pela construgio, H, é dado por B=Be Gr =G
juntamente com, para todo b € B, vib,v,b ¢ E(H>), € v3b,v4b € E(H>). Logo, a fungio
¢ : V(Gz) — V(G) definida por

V] — us,
Vo — Ug4,
V3 — up,

V4 — U

juntamente com o mapeamento ¢ definem um isomorfismo entre H; e H,. Portanto, H é
uma instancia-sim de COMP-SUB (ITpggg).

Agora, suponha que H é uma instincia-sim de COMP-SUB (IIpggg). Pela Afir-
magdo 3.42, M = {a;bj,ujvj: 1 <i<n,1 < j<4} é o tinico emparelhamento perfeito
de corte de H. Como H, ~ H, resta mostrar que A ~ B. Seja @ : V(Hy) — V(H;) uma
funcdo de isomorfismo entre Hy e H».

Note que, como A e B = B nio possuem vértices isolados, pela construgio,
degp,(a) > 3, paratodo a € A, e degyg, (b) > 3, para todo b € B. A respeito de V(Gy),
temos degp, (a) < dega(a)+2 =n+1, paratodo a € A, degp, (u1) = degn, (u2) =n+3
e degp, (u3) = degp, (us) = 2. No caso de V(G,) temos degp,(b) <degg(b) +2=n+1,
para todo b € B, degg, (vi) = degg, (v2) = 2 e degy, (v3) = degg, (va) = n+3.

Tendo em vista as defini¢des dos graus acima e, por hipétese, a funcdo ¢ define
um isomorfismo entre A e B, temos que ¢ deve mapear V(G;) — V(G2) e 0 mapeamento

¢ C @ tal que ¢’ : A — B define um isomorfismo entre A e B. O

Para finalizar este capitulo, consideramos uma variacdo do problema
CoMP-SUB (ITpgrr), na qual explicitamos a classe de grafo a que deve pertencer um

dos grafos da decomposicao complementar.
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PARTICAO EM SUBGRAFOS COMPLEMENTARES RESTRITOS (RESTRICTED-
CompP-SUB(II))

Instancia: Um grafo H = (V,E), uma propriedade de arestas I1, e uma classe de

grafos C.

Pergunta: O grafo H pode ser decomposto em dois grafos Hy e Hy, em que H| € C,

H) = H1, e o conjunto de corte M da decomposi¢io satisfaz I1?

Teorema 3.43 Sejam H um grafo de ordem 2n e C a classe dos cografos. Decidir se
H € RESTRICTED-COMP-SUB(Iperr) tal que Hy € C pode ser resolvido em tempo

polinomial.

Prova. Para esta prova considere o Algoritmo 3.1. Lembramos que ISOMORFISMO pode

ser resolvido em tempo linear para cografos. Assim, dado que selecionamos n vértices

para H, podemos checar em tempo linear se H; ~ H[V (H) \ V(H,)]. Entdo, mostramos
como encontrar em tempo polinomial todas as parti¢cdes candidatas V; UV, de V(H),

tais que H[Vi] = H; é um cografo e u € V| tem exatamente um vértice adjacente

em V,. Para entdo checarmos se H; ~ H[V(H)\V(H;)] e obtermos a solugdo para
RESTRICTED-COMP-SUB (ITpggr).

Primeiro, faremos algumas observagdes. Podemos assumir que H; é conexo. Se
H € CoMP-SUB(IIpgge), € Hy € um cografo, temos que disty, (u,v) < 2, para todo u,v €
V(H;). Como H; é conexo, entdo H, é desconexo [44]. Assim, existem x,y € V(H,) tais
que x e y estdo em componentes conexas distintas de H,. Isso implica que disty(x,y) <
disty, (u,v) + 2, entdo diam(H) < 4. Se o grafo de entrada H € livre de Py, isto é, H é
um cografo, temos pela Proposi¢do 3.36 que H € RESTRICTED-COMP-SUB (ITpgrr) se €
somente se H = K. Assim, assumimos que H tem um Py induzido.

O Algoritmo 3.1 procede incluindo nos conjuntos de vértices Vi e V, os vértices
que garantidamente estdo em uma solugdo vidvel, dadas as definicdes de cografos e do
emparelhamento M procurado. Dizemos que v € V(H) é um vértice ndo identificado,
se v ainda ndo foi incluido na solugdo vidvel, isto é, se v € V(H) \ (V] UV,). Para evitar
repeticdo de cddigo, definimos um conjunto de instru¢des chamado CHEQUE-PARTICAO-
CONCLUIDA, que adiciona o restante dos vértices nao identificados ao conjunto V; e

retorna Vi, V5, caso todas as trés condicdes a seguir sejam satisfeitas:

(i) H[V1] e H[V,] sdo cografos; e
(ii) o conjunto de arestas de corte [V}, V,] é um emparelhamento perfeito; e

(iii) H[Vi] é isomorfo a H[V;).

Agora, procedemos com o Algoritmo 3.1.
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Algoritmo 3.1: PARTICIONANDO-H-EM-COGRAFOS

Entrada: Um grafo H com diam(H) < 4.
Saida: Partigio V;, V5 de V(H) tal que H[V;] e H[V3] sdo cografos complementares, ou NAO caso
V(H) nio seja particionével.

1 para cada P, induzido: viujupv, de H faca

2 Seja N; = {v S V(H) \ (Vl UVZ) : diSIH\{vl,vz}(W {ul,uz}) = i}
3 Vi 2=N1U{M17u2}

4 Vy = N3U{V],V2}

5 enquanto existe x € V(H) \ (V1 UV,) tal que [Ny, (x)| > 2 faca
6 L adicione x a V)

7 CHEQUE-PARTICAO-CONCLUIDA

8 Denote Vi \ {u1,u2} por {y1,...,y}

9 Sejam Gy, ..., Gy as componentes de G = H[N, \ (V] UV,)]

10 Denote Ng(y;) por L;, para todo i € [k]

11 para cada i € [], tal que |L;| = 1 faca

12 Seja j € [¢] tal que L; NV (G;) # 0

13 L adicione V(G;) a V>

14 enquanto existem i € [k| e j € [{], tais que [L;NV (G;)| > 2 faca
15 L adicione V(G;) a V)

16 para cada j € [{), tal que G| tem dois vértices nio adjacentes faca
17 L adicione V(G;) a V,

18 CHEQUE-PARTICAO-CONCLUIDA

19 Seja G’ o subgrafo de G com vértices ainda ndo identificados
20 Sejam Iy ={i€ [k] : LiNnV(G') #0} e Jo ={j € [{]: G;NV(G) # 0}
21 se existe i € Iy tal que |[L;NV(G')| > 3 entdo

2 se |Ig’| > 2 entdo

23 ‘ retorna NAO

24 senao

25 para cada z € L;NV(G') faca

26 adicione za V;

27 adicione V(G') \ {z} aV;

28 CHEQUE-PARTICAO-CONCLUIDA

29 senao

30 se |Jg/| > 3 entio

31 Seja j € J¢ tal que, para todo i € I, LinV(Gj) # 0
32 adicione V(G;) aV;

33 adicione V(G') \V(G,) a V»

34 CHEQUE-PARTICAO-CONCLUIDA

35 senao

36 para cada j € J; faca

37 adicione V(G;) a V)

38 adicione V(G')\V(G;) aV»

39 CHEQUE-PARTICAO-CONCLUIDA

o retorna NAO

&
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Para a prova de corretude do Algoritmo 3.1 procedemos com algumas afirma-
¢oes. Na Afirmagao 1 mostramos que se H € RESTRICTED-COMP-SUB (ITpggr), entdo é

possivel escolher vértices de um P4 induzido em H para inicializar os conjuntos Vi e V5.

Afirmacao 1. Seja H um grafo contendo um Py induzido viujupvo. Se H €
RESTRICTED-COMP-SUB(Ilppry), entdo existe uma particio complementar (Hy,H>)
de H tal que uy,up € V(H)) e vi,vy € V(Hy).

Prova da Afirmagdo 1. Por contradi¢do, suponha que w;u; € E(H), implica que v;v; €
E(H>), para i,j € [n] distintos. Desta forma, temos que H; ~ H,. Como H; é conexo
se e somente se H, € desconexo, obtemos que H, ndo é o complemento de Hy, uma

contradicao. U

Seja M o conjunto de arestas de corte sendo construido pelo Algoritmo 3.1. A
partir da Afirmacgdo 1, inicializamos Vi com uj,uy e V, com vy,v,. Além disso, como
as arestas uvy,up, vy € M, temos que todo vértice em Ny ({uy,uz}) \ {vi,v2} = N deve
pertencer a V. Desta forma, a completa inicializa¢do de V; é dada por V| = Ny U {uy,us}.
Em relagdo a inicializagdo de V,, como H|[V}] deve ser um cografo, para qualquer vértice
v e Vi, distv, {ur,up}) <2, temos que N3 C V,. Logo Vo, = N3 U {vy,12}.

Dada a inicializacdo de V| e V, prosseguimos com algumas configuragdes que
permitem com exatiddo determinar vértices ainda ndo identificados que devem pertencer

aVieaW,.

Afirmacio 2. Sejax € V(H) \ (V1 UV2). Se [Ny, (x)| > 2, entdo x € V.
Prova da Afirmacdo 2. Se um vértice x ainda nao identificado tem pelo menos dois

vizinhos em V7, pela definicdo de emparelhamento perfeito de corte, x deve pertencer a V;

(em caso contrério x teria dois ou mais vizinhos na parti¢do oposta, uma contradi¢ao). [

Denotamos Vi \ {u1,uz} por {yi,...,yx}. Sejam Gy,...,G; as componentes
conexas do grafo G = H[N, \ (V1 UV;)| e considere Ng(y;) como L;, para todo i € [k].
Chamamos L; de linha i de G. Veja na Figura 3.10 uma representacao do grafo G.

Ap6s a execugdo das Linhas 5-6, temos que para todo vértice x € V(H) \ (V; U
V2), x tem no maximo 1 vizinho em Vj. Assim, temos que, para todo x € V(G), existe um
tnico i € [k] tal que xy; € E(H). Em outras palavras, os conjuntos de vértices Li,...,Lg
sao disjuntos dois a dois. Na proxima afirmacdo, mostramos que dada uma componente
G de G, seus vértices ndo podem estar em partiches opostas, isto €, ou todos os vértices

de G| pertencem a V; ou todos os vértices de G; pertencem a V5.

Afirmacdo 3. Seja G; uma componente conexa de G, para algum j € [(]. Entdo, ou
V(Gj) g V1 ou V(Gj) g Vz.
Prova da Afirmagdo 3. Suponha, por contradi¢do, que existam dois vértices w,w’ € V(G})

tais que w € V; e w’ € V5. Como a componente G; é conexa, podemos supor ainda que
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Figura 3.10: Representacdo do grafo G de vértices ndo identifica-
dos (em cinza).

ww' € E(H). Pela defini¢do de G, todo vértice x de G tem um vizinho y em V. Desta
forma, como w,y € V1, o vértice w' tem dois vizinhos na parti¢do oposta, o que contradiz
M. U

Queremos encontrar um emparelhamento perfeito de corte M entre V| e V,. Desta
forma, todo vértice u € V| deve ter exatamente um vizinho v € V5. Assim, para algum
i € [k], se y; € V; ainda ndo possui vizinho em V; e y; é vizinho de apenas um vértice

x € V(G), entdo x deve pertencer a V,. A Afirmacao 4 expressa esta ideia.
Afirmacio 4. Se |L;| = 1, entdo V(Gj) C V».
Prova da Afirmagdo 4. Suponha, por contradi¢do, que |L;| =1e V(G;) € V». Isso implica

que y; ndo tem um vizinho em V3, logo M ndo € um emparelhamento perfeito, uma

contradicao. 0

A Afirmagdo 5 diz respeito ao caso em que uma dada componente G de G possui

dois ou mais vértices vizinhos de y;, para algum i € [k].
Afirmacdo 5. Sejam i € [k] e j € [{]. Se |LiNV(G})| > 2, entdo V(G;) C V1.

Prova da Afirmagdo 5. Suponha que |[L; NV (G;)| > 2. Como y; tem dois vizinhos em G,
pela defini¢do de M os vértices de G; devem pertencer a V. U

Apos a execugdo das Linhas 14-15, temos que as componentes G; de G com
vértices ainda ndo identificados possuem no méximo 1 vértice em cada L;, i € [k]|. Agora,
a Afirmacdo 6 diz respeito a propriedade livre de Py dos cografos, que garante que mais

vértices possam ser atribuidos a parti¢ao V5.
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Afirmaciio 6. Seja j € [¢]. Apds a execugdo das Linhas 14-15, se G| tem dois vértices
ndo adjacentes (em linhas diferentes), entdo V(Gj) C Va.
Prova da Afirmagdo 6. Suponha que existem w,w’ € V(G;), para algum j € [{], tais que
ww' ¢ E(Gj). Pela Afirmacdo 3 temos que, dada uma componente G; de G, ou todos
os vértices de G; pertencem a V; ou todos os vértices de G; pertencem a V>, entdo, por
contradigdo, suponha que V(G;) C V.

Sejam i,/ € [k] tais que wy;,w'yy € E(H). Como H[V|]| deve ser conexo e
diam(H[V1]) < 2, temos que ou y;yy € E(H) ou yix,xyy € E(H), para algum x € V;. No
primeiro caso, {y;,yr,w,w'} induz um P4 em H[V}], e no segundo, {x,y;,yy,w} induz um

P, em H[Vy], contradicdes. O

Apds a execugdo da Linha 18, denotamos por G’ o subgrafo de G formado pelos
vértices ainda ndo identificados. Sejam Iy = {i € [k] : LNV (G') #0} e Jg = {j € [{] :
GjNV(G') # 0}, os dois conjuntos de inteiros que armazenam os indices dos vértices

ainda ndo identificados, em relacao as linhas, e as componentes de G, respectivamente.

Afirmacio 7. Apds a execugdo da Linha 18, se H € RESTRICTED-COMP-SUB (ITpggr),
entdo |Li| <2, para todoi € Iz ou |lg| = 1.

Prova da Afirmagdo 7. Por contradi¢do, suponha que existe i € I com |L;| >3 e |I| > 2.
Sejam i,i’ € I distintos € z1,22,2z3 € L;. Pela Afirmagdo 4, sabemos que cada linha ainda
ndo identificada tem ao menos dois vértices, entdo sejam z},7, € Ly.

Dado que H é instancia-sim de RESTRICTED-COMP-SUB (ITpggg), y; deve ter um
€ no maximo um vizinho em V,. Logo, algum z € L; deve pertencer a V,. Isso implica que
dois ou mais vértices de L; devem pertencer a V|. Sem perda de generalidade, considere
que z1,2) € V2, 22,23,25 € V1.

Sabemos que, apés a execugao das Linhas 1415, as componentes G; de G com
vértices ainda ndo identificados possuem no méximo 1 vértice em cada L;, i € [k]. Isso
implica que z, e z3 ndo sdo ambos vizinhos de z;. Consequentemente, H[V;] contém um
P4 induzido, uma contradicao. U

Pela Afirmagdo 7, se existe i € Iy com |L;| > 3 e |[| > 2, entdo H é instincia-
ndo de RESTRICTED-COMP-SUB (ITpggr), como retornado pela Linha 23. Entdo, busca-
mos todas as possibilidades de vizinhos para y; que podem ser colocados em V>, o que é
realizado pelas Linhas 25-28. Caso contrdrio, isto é, |L;| = 2, para todo i € I/, prossegui-

mos com a Afirmacao 8, que € a base da escolha da Linha 31.
Afirmacio 8. Se H € RESTRICTED-COMP-SUB (ITperr), entdo o grafo G' contém uma
componente conexa que intersecta todas as linhas.

Prova da Afirmagdo 8. Queremos mostrar que existe j € J tal que L; NG # 0, para todo
i € I . Por contradi¢do, suponha que, para todo j € Jg, existe i € I tal que L;NG; = 0.
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Se y; ja tem vizinho em V5, entdo L; C V| de imediato. Assim, consideramos que y; ainda
nao tem vizinho em V5.

Lembramos que, para todo i € I, y; tem dois ou mais vizinhos em G’ (se y; tem
apenas um vizinho x € G/, x deve pertencer a V,). Também temos que para todo i € I,
|L;| = 2. (Se existe i com |L;| > 3, o Algoritmo 3.1 trata na condi¢io da Linha 21).

Por hipétese, para todo j € Jg, existe i € I tal que L; N1 G; = 0. Assim se
G; C Vi, entdo L; NV = 0, pois do contrdrio, H [V1] conteria um P4 induzido. Mas, como
y; ainda ndo tem vizinho em V;, L; V| = 0 contradiz M. Como dois vértices da mesma
linha ndo devem pertencer simultaneamente a V>, alguma componente G; deve intersectar

V1 para algum j € J, logo obtemos a contradicdo desejada. U

Agora, o dltimo caso possivel é que G| e G} sejam ambas |/5/|-cliques. Neste
caso também buscamos todas as possibilidades para checar o isomorfismo em todas as
particdes possiveis, realizado pelas Linhas 36-39.

Como, em caso de divida, o Algoritmo 3.1 considera todas as escolhas possiveis,
completamos a corre¢do do algoritmo proposto. Agora procedemos com a andlise de seu
tempo de execucao.

O lago mais externo do algoritmo € executado para cada P4 induzido de H, o
que requer tempo O(n*). O passo da Linha 5 requer tempo O(n). CHEQUE-PARTICAO-
CONCLUIDA requer tempo O(n), jd que o reconhecimento de cografos pode ser feito em
O(n), a checagem se o corte [V, V,] é um emparelhamento perfeito pode ser feito em O(n)
e o teste de isomorfismo em cografos pode ser realizado em O(n). O passo da Linha 11
requer tempo O(n), enquanto que o passo da Linha 14 requer tempo O(n?), e a Linha 16
exige tempo O(n). O lago da Linha 25 € executado O(|L; NV (G')|) = O(n) vezes para
cada z, o que requer um tempo de O(n?). A Linha 34 é executada uma tnica vez, logo o
tempo requerido é O(n). A Linha 39 que requer O(n) é executada O(|Jg|) vezes. Como
neste ponto |Jg/| = 2, hd uma complexidade de tempo de O(1)- O(n) = O(n).

Em suma, temos uma complexidade de tempo polinomial, da ordem de
O(n*)- O(n?*) = O(n°). O

Veja um sumério dos nossos resultados obtidos para o problema CoMP-SUB (IT)
quando M é qualquer, vazio, um grafo completo e um emparelhamento perfeito, respecti-

vamente nas Tabelas 3.2— 3.5.
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Tabela 3.2: Resumo dos resultados para COMP-SUB(IT).

Classe de Grafo IT qualquer

Livre de k-clique Polinomial (Proposi¢do 3.2)

Livre de k-conjunto independente | Polinomial (Proposi¢ao 3.2)

Bipartido Polinomial (Proposi¢do 3.2)
Planar Polinomial (Proposi¢do 3.2)
Cubico Polinomial (Proposi¢do 3.2)

Tabela 3.3: Resumo dos resultados para COMP-SUB(I1p).

Classe de Grafo ILM=0

Geral Gl-completo (Teorema 3.4)

Cordal Gl-completo (Corolério 3.9)

Permutacao Linear (Corolario 3.6)

Cografo Linear (Corolario 3.6)

Comparabilidade Linear (Corolario 3.8)

Co-comparabilidade | Linear (Corolério 3.8)

Intervalo Linear (Corolario 3.8)

Co-intervalo Linear (Corolario 3.8)

Split H = K,, UK, (Proposigio 3.34)

Bloco H € {K,UK,, S, US,, 2Py, 2bull,(S,_1 UK{) U (S,_1 U
K1)} (Proposi¢do 3.30)

Starlike H=(K,+K,)U(K,UK,), for p+q=n (Proposi¢do 3.28)

Intervalo Unitdrio He {(Pr+K, ) U (P UK, ¢), 2bull}, para 1 < ¢ <4
(Proposi¢ao 3.22)

Fortemente Cordal Polinomial, se nt(G") = 2 (Teorema 3.11) ou se nt(H{) =
nt(H;) = 1 e Hy contém rising-sun ou co-rising-sun (Teo-
rema 3.14). Caso contrario, redutivel a ISOMORFISMO em
grafos split 2-threshold (Corolério 3.21)

Tabela 3.4: Resumo dos resultados para COMP-SUB(I1g, ).

n.n

Classe de Grafo I: HM]| = Kp o

Permutagao Polinomial (Lema 3.35)
Cografo Polinomial (Lema 3.35)
Comparabilidade Polinomial (Lema 3.35)
Co-comparabilidade Polinomial (Lema 3.35)
Intervalo Polinomial (Lema 3.35)
Co-intervalo Polinomial (Lema 3.35)
Split Polinomial (Lema 3.35)
Co-bloco Polinomial (Lema 3.35)
Co-starlike Polinomial (Lema 3.35)
Co-intervalo unitario | Polinomial (Lema 3.35)
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Tabela 3.5: Resumo dos resultados para COMP-SUB (Ipggg ).

Classe de Grafo IT: M é um emparelhamento perfeito
H qualquer Gl-dificil (Teorema 3.41)
Cografo H = K, (Proposicdo 3.36)

H qualquer, quando G e G sdo cografos

Polinomial (Teorema 3.43)

Cordal

H = KK, (Proposicio 3.38)

Distancia Hereditaria

H € {K,K,,H3} (Proposi¢do 3.39)




CAPiTULO 4

Fundamentos Sobre Convexidades

Como ja mencionado na Introdugdo, estudamos nos prismas complementares
alguns parametros de convexidade. Dedicamos, entdo, este capitulo, para conceituar
convexidades abstratas e convexidades em grafos. Iniciamos definindo convexidade em
geral, na Secdo 4.1. Em seguida, na Secdo 4.2, definimos convexidade em grafos e
também exemplificamos algumas delas. Em geral, nossos fundamentos sdo baseados em
Duchet [62], Farber e Jamison [66], Harary e Nieminem [79] e Van de Vel [99].

4.1 Convexidades Abstratas

A convexidade em grafos importa conceitos originalmente provenientes da ge-
ometria Euclidiana. Antes de entrarmos propriamente nos conceitos de convexidade em
grafos, merece aqui uma retomada dos conceitos de convexidade em geral, para uma fa-

miliarizagdo com o assunto.

Definicao 4.1 Uma familia € de subconjuntos de um conjunto X é chamada de convexi-
dade sobre X se

e O conjunto vazio 0 e o conjunto X pertencem a 6.
® ¢ ¢ fechada sobre intersecoes.

e ¢ é fechada sobre unioes aninhadas.

O par (X,%) é chamado espago de convexidade ou estrutura convexa e os sub-
conjuntos de % sao chamados conjuntos convexos. O menor conjunto convexo contendo
um conjunto A C X é chamado de fecho convexo de A.

Para convexidades finitas, a terceira condi¢do € desnecessdria, uma vez que é
trivialmente satisfeita, ja que a unido de toda cadeia finita ordenada por inclusao ¢ igual
ao seu ultimo elemento [97].

Seja X = {1,2,3,4,5}, ¢ = {0,{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4,5}} e &' =
{0,{1,2},{1,3},{1,2,3,4,5}}. A familia de subconjuntos % é uma convexidade sobre
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X, ja que satisfaz as trés condi¢des da Defini¢do 4.1, enquanto que %’ ndo é uma conve-
xidade sobre X, jd que ¢” ndo é fechada sobre interse¢des: {1,2}N{1,3} = {1} ¢ ¢".
Uma convexidade cldssica é definida a seguir. Seja (X,d) um espago métrico. Um
ponto x € X estd geodeticamente entre dois pontos a,b € X se d(a,x)+d(x,b) =d(a,b).
Um conjunto C C X é geodeticamente convexo desde que cada ponto entre dois pontos

de C esteja em C. Esta convexidade sobre X € conhecida como convexidade geodética de
(X,d).

Considere um conjunto V qualquer e um inteiro k. Denote por (‘,ﬁ) 0 conjunto
de todos os subconjuntos contendo k elementos de V, e por 2 o conjunto de todos os
subconjuntos de V. Uma outra convexidade interessante € definida a seguir. Um espago
de convexidade finito (V,%) é uma convexidade de intervalo se existir uma fungdo de
intervalo [ : (Z) — 2V tal que um subconjunto C de V pertence a 4 se e somente se

I({x,y}) C C para todo par distinto de elementos de C.

4.2 Convexidades em Grafos

Trazendo para o contexto da Teoria dos Grafos, como trabalhamos apenas com
grafos finitos, de maneira similar podemos estabelecer uma relacdo entre os conceitos

anteriores.

Definicdo 4.2 Dado um grafo G = (V(G),E(G)), uma familia € de subconjuntos de
V(G) é uma convexidade sobre V(G) se

e 0,V(G)e%e

® ¢ ¢ fechada sobre intersecoes.

Os elementos de 4 sdo chamados conjuntos € -convexos. O fecho convexo de
algum conjunto S com relagdo a alguma convexidade ¢, denotado por Hy(S), é o menor
conjunto convexo contendo S.

As convexidades em grafos mais intuitivas sdo definidas através de um conjunto
P de caminhos em grafos. Neste caso, um conjunto C C V(G) é convexo precisamente
quando C contém todos os vértices pertencentes aos caminhos de P cujos vértices
extremos estdo também em C.

Quando ? € o conjunto de todos os caminhos minimos em G, entio % é a
convexidade geodética [14,37,51,52, 56, 65, 67, 79]. No espago Euclidiano, um conjunto
€ convexo se todo segmento de reta entre dois pontos do conjunto estd contido no
conjunto. A convexidade geodética em grafos é uma das convexidades mais estudadas,
ja que caminhos minimos em um grafo possuem analogia com segmentos de reta entre

dois pontos no espago Euclidiano. Considerando % a convexidade geodética, na Figura
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4.1(a) temos S = {a,h} representado pelos vértices circulados e os vértices de cor preta
representam o fecho convexo de S, dado por Hy (S) = {a,c,d, f,g,h}.

Se considerarmos P como a colecdo de todos os caminhos induzidos de G, isto
€, caminhos que nao possuem arestas entre dois vértices ndo consecutivos, entdo ¢ é a
convexidade monofénica [54, 62, 66]. Um exemplo de conjunto convexo considerando
% a convexidade monofonica pode ser visto na Figura 4.1(b), em que S = {f,g} e
Hy(S) ={c,d, f,8h}.

Quando P € o conjunto de todos os caminhos de comprimento dois entre dois
vértices, ¢ € a convexidade P3. A convexidade P; foi estudada primeiramente em grafos
direcionados, especialmente em forneios, que sdo grafos completos direcionados, veja
em [64, 92, 100]. Muitos estudos relacionados a convexidade P3; foram conduzidos
também para grafos nao direcionados [4, 7, 26, 27, 28, 24, 55] e mais recentemente em
[40, 41, 61, 95]. Na Figura 4.1(c), seja S = {a,b,e}. Considerando & a convexidade Ps,
temos Hy (S) = {a,b,c,d,e, g}.

Uma corda em um caminho P € uma aresta que ndo faz parte do caminho
entre dois vértices nao consecutivos. Cordas em um caminho dando origem a tridangulos,
que sdo ciclos de tamanho trés, formados por duas arestas do caminho, sdo chamadas
cordas curtas de um caminho. Um caminho de tridngulos é um caminho cujas cordas,
se existirem, sdo todas curtas. A convexidade de caminhos de triangulos é definida
considerando ¢ o conjunto de todos os caminhos de tridngulos de um grafo [32].
Considere a Figura 4.1(d) e seja S = {c, f,h}, representado pelos vértices circulados. Os
vértices de cor preta correspondem ao fecho convexo de S, Hy(S) = {a,c,d,e, f,g,h,i},
em que % € a convexidade de caminhos de tridngulos.

Algumas convexidades menos estudadas, também definidas em termos de cami-

nhos em grafos, sdo a m>

-convexidade, definida quando P € a colecdo de todos os cami-
nhos induzidos de tamanho maior ou igual a trés [58], e a convexidade de todos os cami-
nhos, definida ao considerarmos 2 a cole¢ao de todos os caminhos em um grafo [31]. Seja
S ={b,h}, naFigura4.1(e) temos o fecho convexo Hy (S) = {b,c,d, f,g,h} quando € é a
m>-convexidade e na Figura 4.1(f) temos o fecho convexo Hy (S) = {a,b,c,d e, f,g,h,i}
quando % € a convexidade de todos os caminhos. Também podemos citar a convexidade

%, definida quando P € o conjunto de caminhos induzidos de tamanho dois [4] € a con-
vexidade de caminhos mais longos, definida quando P € o conjunto de caminhos mais
longos de um grafo G [33].

Além das convexidades em termos de caminhos apresentadas anteriormente,
podemos citar algumas que ndo sdo definidas através de um conjunto de caminhos em
grafos, como por exemplo a convexidade de Steiner e a convexidade de /-vizinhanca que
serdo definidas a seguir.

Seja G um grafo conexo sem pesos e seja W C V(G). Um subgrafo conexo T de
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(a) Conjunto convexo ge- (b) Conjunto convexo mo- (c) Conjunto P3-convexo.
odético. nofonico.
a b a b
C C
€ €
f f
. < N\,
h 1 h(® 1
(d) Conjunto convexo tri- (e) Conjunto m3-convexo. (f) Conjunto convexo to-
angular. dos os caminhos.

Figura 4.1: Exemplos de conjuntos convexos em diferentes conve-
xidades de caminhos. Fonte: [90].

G com nimero minimo de arestas tal que W C V(T') é chamado drvore de Steiner de G.
Um subconjunto S C V(G) é st-convexo se, para todo A C S, todos os vértices em toda
arvore de Steiner de A pertencem a S. A familia 4 de todos os conjuntos sz-convexos de
V(G) definem a convexidade de Steiner, estudada por exemplo em [2, 15, 36, 49, 81].
Na Figura 4.2(a) considere S = {a, b, e}, representado pelos vértices circulados. O fecho
convexo do conjunto S, em que € € a convexidade de Steiner, é dado por Hy(S) =
{a,b,d,e}.

Seja G um grafo finito, simples e ndo direcionado. Um conjunto S C V(G) é
I-convexo se todo vértice em V(G) \ S tem menos que / vizinhos em S. A familia ¢ de
todos os conjuntos /-convexos de V(G) definem a convexidade de 1-vizinhanca [25]. Esta
convexidade tem sido estudada também considerando outras nomenclaturas, como por
exemplo, processos de conversao irreversivel [27, 59, 69, 70]. A convexidade P; € um
caso particular da convexidade de /-vizinhanga, considerando / = 2. As Figuras 4.2(b) e
4.2(c) mostram os fechos convexos dos conjuntos S = {b,e,h,i} e 8’ = {a,b,c,e,g}, na
convexidade de [-vizinhanca, com [ = 3 e [ = 5, respectivamente.

Assim como na geometria Euclidiana, em que o intervalo entre dois pontos

contém todos os pontos intermedidrios presentes no segmento ligando estes dois pontos,
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(a) Conjunto st-convexo. (b) Conjunto 3-convexo. (c) Conjunto 5-convexo.

Figura 4.2: Exemplos de conjuntos convexos em convexidades que
ndo sdo de caminhos. Fonte: [90].

para uma convexidade de caminhos em grafos também podemos definir uma fungdo de
intervalo para seus vértices.

Seja G um grafo e ¥ uma convexidade definida sobre um conjunto de caminhos
P em G. O intervalo fechado entre dois vértices u,v € V(G), denotado por I[u,v],
consiste de u,v juntamente com todos os vértices pertencentes a todo caminho entre u
e v em 2. Se ndo existe um caminho entre u ¢ v em P, entdo Iy [u,v] = {u,v}. Assim,
o intervalo fechado de S C V(G), denotado por Ix[S], é a unido de todos os intervalos
I4[u,v] para todo vértice u,v € S. O conjunto S é um conjunto convexo na convexidade
%, se Iy[S] = S. A cardinalidade con(G) do maior conjunto convexo préprio de G € o
niimero de convexidade de G.

Vamos definir agora o fecho convexo de S em fungdo das iteracdes da operacao
de intervalo fechado. Para isso, seja I2[S] = S e considere L’j;l [S] = I [IX S]] parak > 0. A
partir de algum termo p a sequéncia serd constante, entdo quando I2[S] = I%H [S] obtemos
0 fecho convexo de S, que ¢ o conjunto IL[S], mas denotado por He(S). O conjunto S é
chamado conjunto envoltério de G, se Hg(S) = V(G). A cardinalidade 4 (G) do menor
conjunto envoltdrio de G é o niimero envoltério de G. Se permitirmos exatamente uma
iteracdo da operagdo de intervalo fechado, isso leva a definicdo de um outro parametro.
Se I[S] = V(G), dizemos que S é um conjunto de intervalo de G. Na convexidade
geodética frequentemente aparece na literatura a terminologia conjunto geodético para
designar um conjunto de intervalo de G, entdo optamos aqui pela segunda nomenclatura.
Assim, definimos a cardinalidade g(G) do menor conjunto geodético de G como o niimero
geodético de G.

Para os subconjuntos de vértices S e X de um grafo G, dizemos que o conjunto
X é contaminado pelos vértices do conjunto S, se X C Hy(S). De forma andloga, para
um vértice v € V(G), dizemos que v é contaminado pelos vértices do conjunto S C V(G),
se v € Hg(S). Em geral, quando ndo houver ambiguidade, omitiremos o subscrito “%”’

da notagdo, por exemplo /[S] e H(S). Quando for necessario distinguir o grafo G sendo
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considerado, substituimos o subscrito “¢” por “G”, por exemplo I;[S] e H(S).
Considerando ¢ a convexidade geodética, temos na Figura 4.3 um grafo G em
que ilustramos a execugdo passo a passo da operacao de intervalo fechado do conjunto
de vértices S = {a,i}. Na primeira itera¢do, adicionamos os vértices b,d, f,h, uma vez
que, entre a e i, temos os caminhos minimos abfi e adhi, logo I[S| = {a,b,d, f,h,i},
Figura 4.3(b). Na segunda iteracdo, temos os caminhos minimos bcd e fgh, entdo
contaminamos os vértices c, g, logo I2[S] = {a,b,c,d, f,g,h,i}, Figura 4.3(c). Na terceira
iteracdo, a partir do caminho minimo ceg, contaminamos o vértice e, logo I°[S] =
{a,b,c,d,e, f,g,h,i}, Figura 4.3(d). Como I’[S] contém todos os vértices do grafo G,
temos que H(S) = V(G), entdo S é um conjunto envoltério do grafo G. Como o fecho
convexo de um unico vértice é igual ao conjunto com apenas este vértice, temos que i(G)

ndo é menor que dois, portanto 4(G) = 2.

a a
O
f h f h
i i
(a) Conjunto S. (b) Conjunto I[S]. (c) Conjunto I*[S). (d) Conjunto I[S].

Figura 4.3: Exemplo de execucdo da operacdo de intervalo na
convexidade geodética. Fonte: [90].

Note que no grafo G da Figura 4.4 ndo existe conjunto geodético de ordem 2.
Em particular, S = {a,e,i} é um conjunto geodético de G e, assim, g(G) = 3. No mesmo
grafo G da Figura 4.4 temos que um conjunto convexo proprio de cardinalidade maxima

tem ordem 5, por exemplo S = {a,b,c,d,e}. Portanto con(G) = 5.
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(a) Conjunto geodé- (b) Conjunto  con-
tico de G. vexo proprio de
G.

Figura 4.4: Exemplo de conjunto geodético e conjunto convexo
proprio em G.



CAPITULO S
Convexidade Geodética em COMP-SUB(II)

Muitos dos resultados encontrados na literatura sobre convexidade em grafos
podem ser aplicados para a familia de grafos que podem ser particionados em dois
subgrafos complementares. Este capitulo tem entdo por objetivo estabelecer conexdes
entre a convexidade geodética e a classe de grafos composta pelos grafos H instancias-
sim para o problema COMP-SUB.

Seja H € ComP-SUB(ITp). Relembrando a notagdo dos prismas complementares
GG, que podem ser escritos como o produto complementar GUIK>(S) com |S| = 1, note
=1.

Alguns resultados de ndmero envoltério, nimero geodético e nimero de convexidade para

que H pode ser obtido como o produto complementar GLIK,(S), também com |S

H seguem na Proposicdo 5.1.

Proposi¢io 5.1 Seja H € ComP-SUB(Ily) um grafo com 2n vértices e (G,G) uma
decomposicdao complementar de H. Entdo

(i) h(H) = h(G) + h(G);

(ii) g(H) =g(G)+8(G);
(iii) con(H) = n+max{con(G),con(G)}.

Prova. Seja (G,G) uma decomposi¢do complementar de H € CoMP-SUB(ITp). Note que
H é um grafo desconexo obtido pela unido disjunta de G e G.
(i)-(ii) Observe que os numeros envoltorio e geodético de um grafo G desconexo

sao dados pela soma dos respectivos parametros em cada uma de suas componentes

conexas. A partir disso, segue imediatamente que h(H) = h(G)+h(G) e g(H) = g(G) +

g(G).
(iii) Sejam S; e S» conjuntos convexos proprios maximos de G e G, respectiva-

mente. Sem perda de generalidade, considere |S1| > |Sz|. Note que S = S; UV(G) é um
conjunto convexo préprio de V(H) e |S| = |S1|+|V(G)| = |S1]| + [V (G)]| /2. Desta forma,

segue que con(H) = n+max{con(G),con(G)}. O

Lembramos que o join dos grafos G e H, denotado G+ H, é o grafo formado por
V(G+H)=V(G)UV(H) e E(G+H)=E(G)UEH)U{uv:ucV(G)eveV(H)}.
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Além disso, se H € ComP-SUB(Ilk,, ), entdo H € isomorfo a Hy + Ha, onde (H,H>) é
uma decomposi¢do complementar de H.

Em Pelayo [93], sdo descritos alguns parametros adicionais utilizados para
determinar algumas invariantes da convexidade geodética para o join de dois grafos. Antes
do resultado, faremos mais algumas definicdes, seguindo a terminologia deste mesmo
autor.

Seja G um grafo. Um conjunto dois-geodético de G é um conjunto D C V(G)
tal que todo vértice de G estd em algum caminho minimo de comprimento 2 ligando dois
vértices de D. A cardinalidade de um conjunto dois-geodético minimo de G € denotada

por g2(G). Expressamos por ®(G) a cardinalidade de uma clique méxima em G.

Proposicdo 5.2 Seja H € ComP-SUB(Ik,,) um grafo com 2n vértices e (G,G) uma

decomposi¢do complementar de H. Entdo

(i)
h(H) = { 2, seGeG nc?o'sdo completos;
n, caso contrdrio.
(i)
(H) min{g>(G),22(G)}, se G e G ndo sdo completos;
8 B n, caso contrdrio.
(iii)

con(H) { o(G)+o(G)=w(H), seGeG ndo'sdo completos;

2n—1, caso contrdrio.
Prova. Seja H € CoMP-SUB(Ilk, ) ¢ (G,G) uma decomposi¢io complementar de H. De
inicio note que, como H ¢ instancia-sim de CoMP-SUB(Il, ), G e G ndo sdo ambos
grafos completos. Perceba também que se um dos grafos G ou G é isomorfo a K, entdo
o outro deve ser necessariamente isomorfo a K,. Isso implica que se G ou G é completo,
entdo H € um grafo split completo.

(i) Suponha que G e G sdo ndo completos. Entdo, seja uu’ ¢ E(G), w' ¢ E(G) e
S = {u,u’}. Obtemos que V(G) C Iy[u,u'] e V(G) C I%[v,V]. Portanto S é um conjunto
envoltério de H e h(H) = 2.

Agora considere que G ou G é completo. Isso implica que G+ G = H é um grafo
split completo e por Dourado et al. [48] temos que h(H) = n.

(ii) A igualdade g(H) = min{g>(G),g2(G)} segue de Pelayo [93]. Mesmo assim,
limites superiores e inferiores justos podem ser obtidos. Note que G e G sdo grafos nio
triviais, entdo g(H) > 2. Agora sejam uu’ ¢ E(G), w' ¢ E(G) € S = {u,u,v,v'}. Como
V(G) C Iy[u,u'] e V(G) C Iy[v,V], S é um conjunto geodético de H e g(H) < 4. Além
disso, Pelayo [93] mostra que 2 < min{g>(G),g2(G)} < 4.
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Por outro lado, sem perda de generalidade, se G é ndo completo e G é completo,
entdo H é um grafo split completo. Assim concluimos que g(H) = n [34].

(iii) Se G e G sio grafos ndo completos, o resultado con(H) = ®(G) + ®(G) =
o(H) segue de Pelayo [93]. Caso contrdrio, seja u € V(G). Como G e G sdo grafos
completos, u é um vértice simplicial em H. Logo V(H) \ {u} é um conjunto convexo
préprio de H e con(H) = 2n — 1. O

Evidenciamos que as ideias apresentadas neste capitulo podem ser adaptadas
tanto para outras convexidades em grafos quanto para outros parametros que ficaram fora

do escopo desta tese.



CAPITULO 6

O Numero Envoltério Geodético para Prismas

Complementares

Este capitulo contém nossos resultados acerca do nimero envoltério geodé-
tico para prismas complementares. Seja H = GG um prisma complementar. Lembra-
mos que H corresponde ao produto complementar GLK;(S) com [S| = 1. Além disso
H € CoMP-SUB (ITpgrr) quando IMpery € a propriedade de arestas que expressa um em-
parelhamento perfeito entre vértices de mesmo rétulo em cada subgrafo da particao com-
plementar de H. Antes dos nossos resultados, faremos uma retomada de algumas termi-
nologias sobre convexidade utilizadas ao longo deste capitulo e apresentaremos alguns
trabalhos no contexto do nimero envoltério geodético.

Seja G um grafo. O intervalo fechado entre dois vértices u,v € V(G), denotado
por Ig[u,v], consiste de u, v juntamente com todos os vértices pertencentes a todo caminho
minimo entre u e v. Se ndo existe um caminho entre u e v, entdo Ig[u,v] = {u,v}. Assim,
o intervalo fechado de S C V(G), denotado por I;[S], € a unido de todos os intervalos
I[u,v] para todo vértice u,v € S. O conjunto S é um conjunto convexo, se Ig[S| = S.

Vamos definir agora o fecho convexo de S em fungdo das iteracdes da operacao
de intervalo fechado. Para isso, seja I2[S] = S e considere I5;"'[S] = IG[I5[S]] para k > 0.
A partir de algum termo p, a sequéncia serd constante, entdo quando IZ[S] = Ig+1 [S]
obtém-se o fecho convexo de S denotado por Hg(S). O conjunto S é chamado conjunto
envoltorio de G, se Hg(S) = V(G). A cardinalidade #(G) do menor conjunto envoltério
de G é o niimero envoltdrio ou niimero envoltério geodético de G. Para as notagdes Ig[S] e
Hg(S), quando o grafo G estiver claro pelo contexto, omitiremos o seu subscrito, passando
a utilizar as notagdes I[S] e H(S).

A primeira discussdo sobre o numero envoltério se deve a Everett e Seid-
man [65], em 1985. Mais tarde, em 2004, outros autores como Cagaanan e Canoy [16]
estudam o nimero envoltério do produto Cartesiano de dois grafos conexos e, em 2005,
Hernando et al. [81] mostram o nimero envoltério de caminhos, ciclos, grafos completos,
arvores, rodas, bipartidos completos e hipercubos.

Ainda no contexto deste tema, Dourado et al. [48] apresentam algoritmos de
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tempo polinomial para computar 4(G) quando G é um grafo de intervalo unitdrio, um
cografo ou um grafo split e mostram também que, dado um grafo G e um inteiro &, é NP-
completo decidir se h(G) < k. Araujo et al. [3], apresentam limites superiores do niimero
envoltério para grafos sem vértices simpliciais, para grafos regulares ou sem tridngulo
e para grafos com cintura pelo menos seis. Albenque e Knauer [1], e Dourado, Penso e
Rautenbach [50] mostram que o problema de decisio relacionado ao nimero envoltdrio é
NP-completo para cubos parciais e grafos livres de Py, respectivamente.

Considerando prismas complementares, Duarte [60] mostra resultados do nu-
mero envoltério para prismas complementares de grafos completos, caminhos e ciclos.
Nascimento [90] determina o nimero envoltério em prismas complementares de arvo-
res, em prismas complementares GG quando G é um grafo desconexo e quando G é um
cografo. Este ultimo autor também mostra que na convexidade geodética o nimero envol-
tério para prismas complementares de grafos G e G ambos conexos pode ser ilimitado.

Resolvemos dar continuidade ao trabalho de Nascimento [90], a fim de preencher
a lacuna sobre o niimero envoltério para prismas complementares GG quando G e G sdo
conexos. Dizemos que um grafo G é autoconexo, se G e seu complemento G sdo ambos

Cconexos.

6.1 Prismas Complementares de Grafos Gerais e de Gra-
fos Nao Split

Antes de demonstrarmos nossos resultados, vamos recorrer a algumas proprieda-
des de conjuntos convexos geodéticos. Uma delas se refere aos vértices simpliciais de um
grafo G, definida por Everett e Seidman [65]. Estes dois autores mostraram que qualquer
conjunto envoltério de um grafo G contém todos os vértices simpliciais de G, conforme
enunciado no Lema 6.1. Ainda sobre vértices simpliciais, mas neste caso considerando
u um vértice simplicial em G e u um vértice simplicial em G, qualquer conjunto envol-
torio de um grafo GG, contém pelo menos um dos vértices {u,u}, como enunciado no
Lema 6.2 de Nascimento [90]. Por dltimo, enunciamos mais dois lemas que serdo tteis

nas demonstracdes seguintes.

Lema 6.1 (Everett e Seidman [65]) Para qualquer conjunto envoltorio S de um grafo

G, S contém todos os vértices simpliciais de G.

Lema 6.2 (Nascimento [90]) Seja G um grafo. Se u é um vértice simplicial em G e u é

um vértice simplicial em G, entdo qualquer conjunto envoltério S de GG intersecta {u,u}.

Lema 6.3 (Dourado et al. [48]) Seja G um grafo e S um subconjunto proprio e ndo vazio
de V(G). Se V(G) \ S é convexo, entdo qualquer conjunto envoltério de G contém pelo

menos um vértice de S.
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Lema 6.4 (Dourado et al. [48]) Seja G um grafo e H um subgrafo isométrico de G.
Entdo, para todo conjunto envoltério S de H temos V(H) C Hg(S).

Proposicio 6.5 Seja G um grafo, S CV(GG) e vy ...vi um caminho em G, com k > 2. Se
{vi,v2,..., 9} CH(S), entdo vy, € H(S).

Prova. A prova é por indu¢do em k. Primeiro, seja k = 2. Como viv; € E(G) e
vi,va € H(S), v» € I[v1,V2]. Agora, considere k > 2. Seja vy...vx_1vx um caminho
em G e suponha que {vi,vy,...,Vx_1,v} C H(S). Pela hipdtese de inducdo vi_; € H(S),
o que implica que vy € I[vi_1,Vk]. Pelos dois casos, segue-se que vy € H(S), com k > 2.
O

Iniciamos mostrando que para o prisma complementar de um grafo ndo split
autoconexo o numero envoltorio geodético é limitado a trés. Este resultado segue no
Teorema 6.6. Lembramos que, para um conjunto X C V(G), denotamos por X o conjunto

de vértices correspondentes de X em V(G).
Teorema 6.6 Seja G um grafo ndo split autoconexo. Entdo h(GG) < 3.

Prova. Suponha que G é um grafo nao split autoconexo. Sabemos pelo Teorema 2.4 que
G € split se e somente se G ndo tem um subgrafo isomorfo a Cy4, Cs, ou 2K5. Para mostrar
o limite superior /(GG) < 3 construimos conjuntos envoltérios nos casos em que: (1) Cy
ou (2) Cs ou (3) 2K, sao subgrafos induzidos de G.

Caso 1. C4 € um subgrafo induzido de G.

Seja V(Cy4) = {uy,...,ua}, E(Cq) = {uwintiyy : 1 < i <3} U{waun} e S =

{u1,u3,us}. Mostraremos que H(S) = V(GG).
Primeiro mostramos que V(Cs) UV (C4) C H(S). Temos que ug € I[uy,us] €

u; € I[uy,u3). Consequentemente uz € I[ug,u3] e uy € I[uy,u3], entdo u € Iuy,us). Logo
V(Cy)UV(Cy) CH(S).

Seja A = (Nc;(ul) ﬂNG(u3)) U (Nc;(uz) ﬂNG(u4)). Como ujus3 ¢ E(G) (resp.
wpyug ¢ E(G)), ento, para todov € A, v € I[uy,u3) (resp. v € I[uy,ua]). Logo A C H(S).

SejaB=V(G)\ (AUV(Cy4)). Paratodo b € B, existem i, j € {1,...,4},i # j, tais
que uiu; € E(G) e b ¢ Ng({u;,u;}). Entdo u;ii; ¢ E(G), consequentemente b € I[t;i}],
logo BC H(S).

Como G é conexo, existe um caminho em G entre cada vértice de B e de
AUV(C4). Como B C H(S), entdo a Proposi¢do 6.5 implica que B C H(S). Logo
V(G) C H(S). Como G é conexo, também pela Proposigio 6.5, A C H(S). Portanto S

é um conjunto envoltério de GG.

Caso 2. Cs5 ¢ um subgrafo induzido de G.
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Seja V(Cs) = {uy,...,us}, E(Cs) = {ujuir; : 1 <i <4} U{usu1} e S =
{uy,u4,u3}. Mostraremos que S é um conjunto envoltério de GG.

Primeiro, vamos mostrar que V(Cs) UV (Cs) € H(S). Temos que us € I[u, us],
uy € luy,us] e uz € Iua,us]. Entdo uy € Iu;,us|. Pela Proposi¢do 6.5 (dual), temos que
7is, 4,1 € H(S). Consequentemente V (Cs) UV (Cs) C H(S).

SejaA = {ve (Ng(u;)\Ng(u;)) :uuj ¢ E(G)}, parai,je{l,...,5},i# j.Pela
definicdo de A, para todo v € A, existem i, j € {1,...,5}, i # j, tais que w;u; ¢ E(G). Isso
implica que v € I[u;,u;]. Logo A C H(S).

Agora, seja B=V(G)\ (AUV(Cs)). Para todo b € B, existem i, j € {1,...,5},
i # j, tais que wu; € E(G) e b & No({u;,u;}). Entdo wjut; ¢ E(G), assim b € I[u;,u;].
Consequentemente B C H(S).

Como G ¢€ conexo, existe um caminho em G ligando cada vértice de B a algum
vértice em AUV (Cs). Como B C H(S), entdo a Proposi¢do 6.5 implica que B C H(S).
Logo V(G) C H(S). Como G é conexo, também pela Proposi¢io 6.5, A C H(S). Portanto

S é um conjunto envoltério de GG.
Caso 3. 2K, € um subgrafo induzido de G.

Como 2K; (resp. GG) é isomorfo a Cy (resp. GG), consideramos GG ¢ a prova

segue pelo Caso 1.

Como existe um conjunto envoltério de ordem trés em todos os casos, o limite

superior 1(GG) < 3 é satisfeito para um grafo nio split G. O

A Figura 6.1 contém dois exemplos de prismas complementares GG para os
quais 2(GG) < 3. O limite do Teorema 6.6 & justo, como pode ser visto na Figura 6.1(b).
Os vértices em preto representam um conjunto envoltdrio de cada prisma complementar
GG. Por conveniéncia, as arestas que ligam cada par de vértices correspondentes de G e

G ndo estdo representadas na figura.

G G
Uy U2
Uy Uus

(a) h(GG) = 2. (b) h(GG) = 3.

Figura 6.1: Exemplos de prismas complementares GG satisfa-
zendo h(GG) < 3.

Obtemos um resultado de limite inferior considerando o diametro dos grafos G

e G, enunciado a seguir.
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Teorema 6.7 Seja G um grafo autoconexo. Se diam(G) = 2 e diam(G) = 2, entdo
h(GG) > 3.

Prova. Seja G um grafo autoconexo com diam(G) = 2 e diam(G) = 2. Por contradi¢ao,
suponha que 2(GG) < 3. Mostraremos que todo conjunto S C V(GG) tal que |S| < 3 ndo
¢ um conjunto envoltério de GG. Primeiro, sejam u,v € V(G). Considere S| = {u,v} e
S» = {u,v}.

Como diam(G) =2 e diam(G) =2, H(S;) NV (G) =0 (resp. H(S>) NV (G) = 0),
entdio S; (resp. S») ndo é um conjunto envoltério de GG.

Agora, sejam u € V(G),v € V(G) e S3 = {u,v}. Se uv € E(G) (resp. uv ¢ E(G)),
entdo H(S3) = {u,v,v} (resp. H(S3) = {u,u,v}). Como u ¢ H(S3) (resp. v ¢ H(S3)) entdo
S3 ndo é um conjunto envoltério de GG.

0J

Ainda sobre o Teorema 6.7, note que existem tanto grafos split quanto grafos nao

split que satisfazem a condigdo diam(G) = diam(G) = 2. Veja exemplos para estes dois

casos na Figura 6.2.

i5

(a) G ndo split. (b) G split.

Figura 6.2: Exemplos de prismas complementares de grafos auto-

conexos satisfazendo diam(G) = diam(G) = 2.

Os Teoremas 6.6 e 6.7 implicam na igualdade do Corolério 6.8.

Corolario 6.8 Seja G um grafo ndo split autoconexo. Se diam(G) = diam(G) = 2, entdo
h(GG) = 3.

Prova. Segue diretamente dos Teoremas 6.6 € 6.7. 0

Consideramos agora grafos G com diam(G) > 3. Mostramos no Teorema 6.9

que o nimero envoltério de GG € igual a dois.

Teorema 6.9 Seja G um grafo autoconexo. Se diam(G) > 3, entdo h(GG) = 2.



6.2 Prismas Complementares de Grafos Split 88

Prova. Seja G um grafo autoconexo. Suponha que diam(G) > 3. Note que esta condi¢do
do didmetro implica que G nao € split. Como diam(G) > 3, existem pelo menos dois
vértices x,y € V(G) tais que dg(x,y) > 3. Desta forma, podemos definir um caminho
induzido P = ujupususus em G tal que dg(uy,us) = 4. Seja S = {u;,us}. Mostraremos
que S é um conjunto envoltério de GG.

Seja U = {uy,up,us,us}. Como ujupusus € ujijiigus s30 caminhos minimos
entre uj e us temos que U U {uy,us} C I[S]. Por conseguinte u; € I[uy, 4] € uz € Iuz,u],
o que implica que U UU C H(S).

Para completar a prova de que S é um conjunto envoltério de GG, mostraremos
que para todo vértice z € V(G) \ U, o seu vértice correspondente 7 pertence a H(S).
Consideramos trés casos, dependendo da quantidade de vizinhos que z possui no conjunto

U. Note que, como d ¢ (u1,u4) = 3, z ndo € adjacente a ambos u; € ug.
Caso 1. |[Ng(z) NU| < 1.

Neste caso, 7 é adjacente a dois vértices nao adjacentes de {uy,up,us,us},

digamos #; e u;, para i, j € {1,...,4}, i # j. Entdo Z € I[u;,u;].
Caso 2. |[Ng(z) NU| =2.

Suponha que z tem dois vizinhos u;,u; € U, para i,j € {1,...,4}, i # j. Se
i,j € {1,2} (resp. i,j € {3,4}), i # j, recaimos no argumento do Caso 1. Veja que
us € I[uy,up], pelo Caso 1. Se i, j € {2,3}, i # j, temos que Z € I[ug,us]. Se i, j € {1,3},
(resp. i,j € {2,4}) i # j, temos que z € I[u;,us]. Como z € H(S), entdo z € [z, 7], para
k =2 (resp. k = 3).

Caso 3. [Ng(z) NU| =3.

Suponha que z tem trés vizinhos u;,uj,ux € U, parai, j,k € {1,...,4},i# j#k.
Como dgg(u1,us) =3, {i,j,k} = {1,2,3} ou {2,3,4}. Entdo temos que z € I[uy,u4].
Como z € H(S), entdo Z € I[z,uy), parak =4 ou k = 1.

Dos casos acima, concluimos que para todo z € V(G) \ U, 7 € H(S). Desta
forma, temos que V(G) C H(S). Como G é conexo e U UV (G) C H(S), a Proposi¢io 6.5
implica que V(G) C H(S). Portanto, S é um conjunto envoltério de GG e h(GG) =2, o

que completa a prova. OJ

6.2 Prismas Complementares de Grafos Split

As definicOes e lema seguintes caracterizam alguns conjuntos convexos em
grafos split. Seja G = (CUI,E) um grafo split. Lembramos que o grafo de componentes
G’ de G é o grafo bipartido obtido a partir de G através da remogdo das arestas do grafo
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induzido por C. A notag¢do ¢(G’) especifica o nimero de componentes conexas de G'.
Além disso, nos referimos a nt(G’) e t(G’) como o nimero de componentes ndo triviais e

triviais de G’, respectivamente, e denotamos o conjunto {1,...,k} por [k].

Definicao 6.10 Seja G = (CUI,E) um grafo split. Definimos o conjunto L(G;) de uma

componente G; de G' como
L(G;) =V (G))U(V(Gi)NC),
para todo i € [c(G')].

Veja na Figura 6.3 exemplos de conjuntos L(G;) de G', para i € [3].

¢ G
F
L) N

L(G2)

L w
o
-

L(G3)

Figura 6.3: Conjuntos L(G;) de G’ no grafo GG, para i € [3].

Lema 6.11 Seja G = (CUI,E) um grafo split autoconexo. O conjunto V(GG) \ L(G;) é
convexo em GG, para todo i € [c(G')].

Prova. Seja i € [c(G')]. Mostramos que para todo w,w’ € V(GG)\ L(G;), I[w,w|NL(G;) =

(0. Temos trés casos:

1. ww' € V(G)\V(G));

2. w,2w €V(G)\ (V(G;)NC);

3. weV(G)\V(G)) ew € V(G)\ (V(G;)NC).
Caso 1. Sejaw,w' € V(G)\V(G)),ev € L(G;).

Todo caminho entre w e w' que contém v tem tamanho pelo menos 4, e assim

nio é um caminho minimo, ja que diam(GG) < 3.

Caso 2. Sejaw,w’ € V(G)\ (V(G;,)NC),ev € L(G).
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Seja P um caminho minimo entre W, e W' que passe por v. Claramente, ww' ¢
E(G) e portanto ww' € E(G).

Se v € V(G;j), isso implica que v =w ou v = w/, mas isso é uma contradi¢éo, ja
que ambos w,w’ ndo podem pertencer a I e um de w,w’ dever pertencer a V(G;) NC. Se
veV(G)NC, N#(v) é uma clique, entdo P ndo pode ser um caminho minimo entre w, e

W, uma contradigdo.
Caso 3. Sejaw € V(G)\V(G;), e w € V(G)\ (V(G;)NC).

Se W' =w, entdo I[w,w'] = {w,w'}. Agora suponha que W' # w. Se ww' ¢ E(G),
entdo I[w,w'] = {w,w,w}. Caso contrdrio, ww' € E(G), entdo I[w,w] = {w,w ,w'}.

Consequentemente I[w,w'] N L(G;) = 0.

Em todos os casos, obtemos que para todo w,w' € V(GG) \ L(G;),
I[w,w'] N L(G;) = 0. Portanto, o conjunto V(GG) \ L(G;) é convexo em GG, para
todo i € [c¢(G)]. O

Observe que desde que G é split, G também o é. Entio podemos obter, de acordo
com a Definigdo 2.5, um grafo de componentes (G)' para G. Para evitar sobrecarga de
notagdo, em vez de (G)', utilizamos simplesmente G . O Lema 6.11 vale também para GG,
isto €, consigerando U;(:Gl 'G jas cgr/nponentes de G, temos que o conjunto V(GG)\ L(G i)
é convexo GG, para todo j € [¢c(G)]. Em vista disso, obtemos o resultado do Teorema

6.12.

/

Teorema 6.12 Seja G um grafo split autoconexo. Entdo h(GG) > max{c(G'),c(G ),2}.

Prova. Pelo Lema 6.11, V(GG) \ L(G;), para todo i € [¢(G')], e V(GG) \ L(G), para
todo j € [c(@l)], sdo conjuntos convexos. Assim, o Lema 6.3 implica que todo conjunto
envoltério de GG deve conter pelo menos um vértice de L(G;) e L(G;). Como as
componentes de G; (resp. G;) sdo disjuntas duas a duas, cada vértice v € V(G) (resp.
v € V(G)) intersecta exatamente um conjunto L(G;) (resp. L(G;)). Isso implica que
h(GG) > max{c(G'),c(G)}. Se G ou G é desconexo, o resultado segue.

Agora, sejam G’ e G grafos conexos. Entdo c(G)=1e C(E/) =1, o que implica
que max{c(G'),¢(G )} = 1. Como |[V(G)| > 2, h(GG) > 2, logo obtemos o resultado
h(GG) > max{c(G),c(G),2}. O

Prosseguindo com os limites superiores, apresentamos primeiro alguns lemas
uteis. Seja S um conjunto de vértices de um grafo G. No Lema 6.13 mostramos que
para dois vértices u,v € V(G) de distincia trés, se u,v € H(S), entdo os vértices de suas

vizinhangas fechadas Ng[{u,v}| bem como os vértices de Ng[{u, v}] pertencerdo a H(S).
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Lema 6.13 Seja G = (CUI,E) um grafo split autoconexo, u,v € I e S C V(GG). Se
dg(u,v) =3 eu,v € H(S), entdo Ng[{u,v}| UNg[{u,v}] C H(S).

Prova. Sejam u,v € I tais que dg(u,v) = 3. Como Ng(u) U Ng(v) C C, temos
que wuivv e uxyv, para x € Ng(u) e y € Ng(v), sdo caminhos minimos entre u e
v. Logo, Ng(u) UNg(v) U {u,v} C I[u,v]. Como uy,vx ¢ E(G), para x € Ng(u) e

y € Ng(v), temos que iy, vx € E(G). Consequentemente X € I[x,v] e y € I[y,u]. Por-
tanto Ng[{u,v}]|UNg[{u,v}] C H(S). O

Trabalhamos com grafos split G que possuem apenas uma componente trivial
em G'. Uma componente trivial em G’ é um vértice de C que ndo é adjacente a nenhum
vértice de I, entdo estamos no Caso (a) da Observagdo 2.3. No Lema 6.14 mostramos que
se G’ tem apenas uma componente trivial, entdo G também tem apenas uma componente

trivial e vice-versa.

Lema 6.14 Seja G = (CUI,E) um grafo split autoconexo. Entdo t(G') = 1 se e somente
set(G)=1.

Prova. Suponha que 1(G') = 1. Seja v o dnico vértice da componente trivial de G’ (veja
na Figura 6.4). Como Ng[v] = C, Ng(v) = I, logo 1U {v} é uma clique de G. Como
t(G') =1, paratodo u € C\ {v}, [Ng(u) N1| > 1. Isso implica que, para todo % € C \ {v},
INz(u)| < |[I] — 1. Entdo I U {v} € a tinica clique méxima de G.

Como C é maxima, para todo y € I, temos que |Ng(y)| < |C| e como C ¢é tnica,
ndo existe y € I tal que y seja adjacente a |C| — 1 vértices. Entdo, para todo y € I,
ING(y)| < |C] —2. Isso implica que, para todo y € 1, |N5(¥) N C| > 2.

Como, para todo y € 1, N&(y) NC # 0, segue que v é a tinica componente trivial
de G, portanto t(él) =1

Reciprocamente, suponha que t(a/) = 1. Como G também é um grafo split, por
argumentos similares aos anteriores, agora aplicados para 6/, concluimos que #1(G') = 1.
0J

Para uma ilustraciio do grafo GG considerado no Lema 6.14, veja a Figura 6.4.

Seja G um grafo split autoconexo. Como fizemos com os limites inferiores,
estabelecemos uma relagdo entre #(GG) e o nimero de componentes de G'. Para tal,
dividimos a prova considerando o nimero de componentes triviais e ndo triviais de G'.
O caso em que pelo menos um dos pardmetros nt(G'),7(G’ ),nt(é/) ou t(él) ¢ maior ou
igual a dois é provado no Teorema 6.15. Os casos restantes seguem nos Teoremas 6.18 e
6.19.

Teorema 6.15 Seja G = (CUI, E) um grafo split autoconexo. Se max{nt(G'),1(G'),nt(G),
t(G)} > 2, entdo h(GG) < max{c(G'),c(G)}.
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Ql
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yaki

Figura 6.4: llustracdo do Lema 6.14.
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Prova. Para esta prova consideramos dois casos: (1) nf/(G') > 2 ou nt(@l) >2,¢e(2)
1(G') > 2 ou t(al) > 2. Como G é split, GG é isomorfo a GG. Entdo, sem perda
de generalidade, podemos considerar que ¢(G') > ¢(G). Em vista disso, mostramos
conjuntos envoltérios de GG em cada caso: (1) nt(G') > 2 e (2) t(G') > 2.

Caso 1. n1(G') > 2.

Sejam J; = {i € [¢(G")] : [V(G})| =1} e To = [¢(G')] \ Ty
Para todo k € [c(G')], obtemos o conjunto S escolhendo u; € V(Gy) tal que
V(Gi) = {ux} se k € J1 e up € V(Gy) \ C se k € J (veja na Figura 6.5(a)). Note que
S| = ¢(G'). Mostramos que H(S) = V(GG).

Por hipétese, |Jo| > 2. Para todo i, j € J, como dg(u;,u;j) = 3, o Lema 6.13
implica que Ng[{u;,u;}]UNg[{ui,u;}] C H(S).

Sejam u € Ng(u;), v € Ng(u;), para i,j € Jo, A=1\Ng(u) e B=1\Ng(v).
Temos que A C Ng(u), entdo A C I[u,;]. Similarmente, B C Ng(v), entdo B C I[v,u;].
ComoAUB=1,1CH(S).

Agora, mostramos que para todo y € I\ {u;,u;}, y € H(S). Sejay € I\ {u;,u;}
tal que dg(x,y) = 1, para algum x € CNH(S). Como G é conexo, x existe. Como
TU{x} C H(S), temos que y € I[x,y]. Desta forma, Ng(y) C I[y,x'], para algum x’ € C
tal que yx' ¢ E(G). Consequentemente C C H(S). Logo, C C I[C UI]. Portanto S é um
conjunto envoltério de GG, e h(GG) < ¢(G).

Caso 2.1(G') > 2.

Se nt(G') > 2 recaimos no Caso 1. Assim, considere que nt(G') = 1. Sejam G a
componente ndo trivial de G’ e G;, para todo i € [¢(G')]\ {1}, as componentes triviais de
G'. Para algum x € V(G) NC, seja S = V(G;) U {x}, para todo i € [c(G')]\ {1} (veja na
Figura 6.5(b)). Note que |S| = ¢(G’). Mostramos que S é um conjunto envoltério de GG.

Por hipétese, 1(G’) > 2. Entéo existem i, j € [c(G')] \ {1} tais que G; e G; sdo

componentes triviais em G’. Seja v; (resp. v;) o tnico vértice de V(G;) (resp. V(Gj)).
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Como vv;j € E(G), %v; ¢ E(G). Consequentemente, #77; é um caminho minimo entre
Vi, e v, paratodo y € I. Entdo I C I[v;,v,].

Como dg(x,v;) = 1, temos que v; € I[x,V;], para todo i € [¢(G')]\ {1}. Como
dg(x,y) =1, para todo y € INNg(x), obtemos que y € I[x,y]. Consequentemente Ng(y) C
I[y,vi], para todo y € INNg(x). Como Gy é conexa, para todo y' € I, existe x' € CNH(S).
Desde que I C H(S), y' € I[x',y']. Consequentemente Ng(y') € C C H(S). Logo, C C
I[C UT]. Portanto S é um conjunto envoltério de GG, e h(GG) < ¢(G).

Em todos o0s casos, existe um conjunto envoltério de GG de ordem ¢(G’). Como
¢(G') > ¢(G), o resultado desejado h(GG) < max{c(G’),c(G)} segue. O

A Figura 6.5 ilustra os dois casos do Teorema 6.15. Os vértices em preto
representam um conjunto envoltério de cada prisma complementar GG. Por conveniéncia,

as arestas entre cada par de vértices correspondentes de G e G ndo estdo representadas.

— G G
G G / —_ =/
U; y U] ﬂi y ﬂ] y y y y
= ~ _ - =
u v Uk u v Uk x x! Vi x . Ui Yj
(a) Caso 1 do Teorema 6.15. (b) Caso 2 do Teorema 6.15.

Figura 6.5: Exemplos de conjuntos envoltorios dos casos do Teo-
rema 6.15.

A classe dos prismas complementares K,Knm recai no Caso 1 do Teorema
6.15, em que h(annm) = n. Um exemplo de prisma complementar do grafo K4K4
pode ser visto na Figura 6.6, onde os vértices em preto representam um conjunto
envoltorio geodético deste grafo.

Pelos Teoremas 6.12 e 6.15 obtemos a igualdade enunciada no Corolério 6.16.
Este resultado evidencia que o nimero envoltdrio para prismas complementares de grafos

split pode ser ilimitado.

Corolario 6.16 Seja G = (C UIL,E) um grafo split autoconexo. Se max{nt(G'),
t(G"),nt(G), 1(G')} > 2, entdo h(GG) = max{c(G'),c(G )}.

Prova. Segue diretamente dos Teoremas 6.12 e 6.15. O

Agora, nos resta os casos em que n1(G') < 2, nt(G ) < 2,1(G') <2¢e(G) < 2.

Como desconsideramos grafos triviais, temos que nt(G') = 1 e nt(G') = 1. Pelo Lema
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P |

L

Figura 6.6: Conjunto envoltorio geodético do prisma complemen-
tar K4F4K4F4.

—/ —/

6.14 se t(G') = 1, entdo 1(G ) = 1. Caso contrério, para 1(G’') # 1, temos que 1(G ) =0
ou t(El) > 2. Se t(@l) > 2 a prova segue pelo Teorema 6.15 (Caso 2). Assim, restam 0s
casos (G') = 0,1(G ) =0,et(G) =1,1(G) = 1, que seguem nos Teoremas 6.18 € 6.19,
respectivamente.

Mostramos primeiro uma proposicao que serd ttil na prova do Teorema 6.18. A
préxima proposi¢ao € uma ligeira modificagao da Proposi¢do 6.5 agora considerando um
grafo split G= (CUI, E). Para um conjunto de vértices S de GG, a Proposi¢do 6.17 mostra
que um vértice que pertence a um caminho no grafo de componentes G’ de G pertencera

a H(S) dependendo se alguns vértices em especifico em CUT pertencem a H(S).

Proposicdo 6.17 Seja G = (C U I,E) um grafo split. Seja woviwi...vgwr (ou
WoViwy ... Vi), com k > 1, um caminho em G, tal que v; € I, para todo i € k], e
wj € C, para todo j € [k|U{0}. Considere que, para todo i € [k], existe z € C tal que
viz ¢ E(G), e seja S C V(GG). Se {wo,z,V1,...,%} C H(S), entdo wy € H(S) (resp.
ve € H(S)).

Prova. A prova é por indugdo em k. Seja k = 1. Como wy, v, € H(S), e viv; € E(GG),
obtemos que v; € I[wg,v1]. Como z € H(S), e viz ¢ E(G), entdo wy € I[vy,z].

Seja k > 2. Pela hipétese de indugdo, wy_; € H(S). Entdo, como v, € H(S),
temos que v € I[wy—_1,V]. Como z € H(S), e viz ¢ E(G), segue que wy € I[vg,z]. O

Teorema 6.18 Seja G = (CUI, E) um grafo split autoconexo tal que nt(G') = 1, nt (6/) =
1,1(G'") =0e1(G) =0. Entdo h(GG) < 3.

Prova. Para provar h(GG) < 3 construimos um conjunto envoltério de GG de ordem 3.
Mostramos primeiro a existéncia de trés vértices que sdo a base da nossa construcao.

Considere d = max{degg(v) : v I} ey € I tal que degg(y) =d.
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Afirmacio 1. Existem x € C\ Ng(y) e ¥y € Ng(x) N 1.

Prova da Afirmacdo 1. Suponha, por contradi¢do, que ndo existe x € C \ Ng(y). Entéo,
para todo x € C, x € Ng(y). Isso implica que CU {y} é uma clique de G. Se a parti¢do
split de V(G) € tnica ou selecionada de acordo com a Observagdo 2.3(a), C € a tnica
clique méxima em G, entdo C U {y} ndo pode ser uma clique em G, uma contradi¢do. Por
outro lado, pela Observacao 2.3(b), I € um conjunto independente maximo e existem duas
ou mais cliques maximas em G. Seja v € [ tal que degg(v) = degg(y). Entdo, CU{v} e
CU{y} sido cliques maximas em G. Assim, temos que I é uma clique méxima em G. Seja
w € C. Como o, wy & E(G), (I\{v,y}) U{Ww} ndo é uma clique méxima em G. Logo I é a
tinica clique madxima em G. Entdo, selecionamos a parti¢do split de V(G) de acordo com a
Observacdo 2.3(a) e obtemos que y e y sdo componentes triviais de 6/, uma contradi¢do,
ja que consideramos t(él) =0.

Como t(G') =0 e xy ¢ E(G), x ndo é um vértice isolado em G', entdo existe
y € Ng (x)N1. ]

Seja y € I tal que degg(y) é maximo, x € C\ Ng(y), e y/ € Ng(x) N1. A fim de
evitar repeticdo de notagcdo para as operacdes de unido, interseccdo e diferenca simétrica
nos conjuntos Ng(y) € Ng(y'), escrevemos U = Ng(y) UNG(Y'), A = Ng(y) NNg(y), e
D = Ng(y)ANg(Y'), respectivamente.

Considere uma particdio RUL de I\ {y,y'} tal que R={v e I\{y,y'}:Vu €
D,uve E(G)}eL=1I\(RU{y,y'}). Alémdisso, sejaR; = {vER:Ns(v)N(C\U) # 0},
e R = R\ R;. Em outras palavras, R é o conjunto de vértices que ligam com todo vértice
de D e R; € o conjunto de vértices de R que tem ao menos um vizinho em C fora de U.

Mostramos conjuntos envoltérios de GG considerando R; ser vazio ou no.
Caso 1. R; = 0.

Seja S = {x,y,y'} (veja na Figura 6.7). Primeiro, temos que Ng(y) C I[x,y],
Y Ellx,y]eyellyy].

Sabemos que xy’ € E(G) e xy ¢ E(G). Entéo, como degg(y) é maximo, existe
zZ € Ng(y) tal que y'z ¢ E(G). Assim Ng(y') C I[y,z], o que implicaem U C H(S). Como
D CU CH(S), e wy € E(G), para todo w € Ng(y') \ A, (resp. W'y’ € E(G), para todo
w' € Ng(y) \ A), obtemos que D C I[DU{¥,y'}].

Seja v € L. Pela defini¢do de L, existe z € D tal que vz ¢ E(G), o que implica que
77 € E(G). Como 7 ou é adjacente a y ou a y', e, para todo v € L, 7%, 77 € E(G), segue
que v € I[{,Y,z}]. Logo L C H(S).

Agora, mostramos que LU (Ng(L)\U) C H(S).

Como G’ € conexo, existe um caminho minimo woviw;...viwr (ou
WoVIW] ... ), com k > 2, em G’ entre wy € U e wy € Ng(L)\ U (resp. vi € L), em
que v; € I, w; € C, para todo i € [k].
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Pela definicdo de R,, nenhum vértice de R, é adjacente a algum vértice de
Ng(L) \ U, entdao woviwy ... vgwy (resp. woviwy ... vg) ndo contém vértices de R;.

Pela maximalidade de degg(y) temos que degg(vi) < degg(y) +1 = |[Ng(y) U
{x}|, para todo i € [k]. Logo, existe z € Ng(y) U{x} tal que viz ¢ E(G), para todo i € [k|.
Como wg,z € U CH(S),ev; € I\R, C H(S), paratodo i € [k], segue da Proposi¢do 6.17
que wyi € H(S) (resp. vi € H(S)). Consequentemente LU (Ng(L)\U) C H(S).

Resta mostrar que Ry UR, UAUNG(L)\U C H(S).

Como G & conexo, existe um caminho minimo WwyVwi...Viw; (ou
WoViW] ...V;), com k > 2, em G entre wo €I\ Ry e Wy € R, (resp. vy € AUNG(L )\U)
em que v; € C, e w; € I, para todo i € [k].

Mostramos que, para todo i € [k], existe Z € I\ R; tal que #;Z ¢ E(G). Est4 claro
que Z =y para todo ¥; € A, uma vez que ;7 ¢ E(G). Agora, seja¥; € Ng(L) \ U. Sabemos
que Ng(R2U{y,y'})N(Ng(L)\U) = 0. Como G’ é conexo, existe z € L tal que v;z € E(G),
o que implica que ¥z ¢ E(G),comz € LCT\R,.

Como W,z € I\ R, C H(S), e vi € AUNgG(L) C H(S), para todo i € [k],
a Proposi¢do 6.17 (dual) implica que w; € H(S) (resp. vy € H(S)). Logo, R, UA U
Ng(L)\U C H(S). Finalmente, como DUR, C H(S), obtemos que Ry C I[DURy], o

que completa a prova do Caso 1.
Caso 2. R # 0.

Sejam y” € R tal que Ng(y") \ U é maximo, e S = {x,y,y"} (veja na Figura 6.8).
Primeiro, temos que Ng(y) C I[x,y], y" € I|x,¥"], e y € I[y,¥"]. Como deg(y) é maximo,
y” ndo € adjacente a todo vértice de Ng(y) U {x}, entdo Ng(y"") C I[Ng(y) U {x,y"}].

Sejax” € Ng(y")\U. Como x"" € H(S), e ¥'y € E(G), obtemos que X’ € I|x",y].
Logo Ng(y")\U C H(S). Como 'y € E(G), e ¥'§" ¢ E(G), segue que ¥ € IX",y"].
Consequentemente y € I[x,y]. Isso implica que D € I[D U {y,y'}]. Como x” ndo ¢é
adjacente a nenhum vértice de R,, temos que X" é adjacente a todo vértice de R,. Assim,
R, CI[X",y"]. Entdo, Ry C I[DURy).

Seja v € L. Pela defini¢do de L, existe z € D tal que vz ¢ E(G), o que implica que
77 € E(G). Como Z é adjacente ou ay ou ay, e, para todo v € L, vy, 7y € E(G), segue
que v € I[{,y,z}]. Logo L C H(S).

Consideramos X UY uma particdo R; \ {y"} tal que X = {v e R; \ {y'} :Vu €
(A\NG(Y"))U (Ne(Y")\U), v € E(G)}, e Y = Ry \ (X U{y"}).

Sejaa € A\ Ng(y"). Como a3’ € E(G), obtemos que @ € I[a,y"]. Consequente-
mente m C H(S). Sejav € Y. Pela defini¢do de Y, e como selecionamos y” € R;
tal que Ng(y”) \ U é maximo, existe u € (Ng(y") \U) tal que uv ¢ E(G), entdo iiv € E(G).
Como iy’ ¢ E(G),eti € Ng(y'") \U C H(S), temos que v € I[i,7"]. Segue que Y C H(S),
eY CI[DUY]. Logo, Ng(Y) C H(S).

Agora, mostramos que LU (Ng(L) \ (Ng(Y Uy"YUU)) C H(S).
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Como G’ é conexo, existe um caminho minimo woviwi...viw; (ou
WoVIW] ... vg), com k > 2, em G’ entre wo € Ng(Y Uy")UU e wi € Ng(L) \ (Ng(Y Uy")U
U) (resp. v € L), em que v; € I, w; € C, para todo i € [k].

Pela definicio de X, nenhum vértice de X € adjacente a algum vértice de
Ng(L)\ (Ng(Y Uy")UU), entdo woviwy ... vgwy (resp. woviwy ... vg) ndo contém vértices
de X.

Pela maximalidade de degg(y) temos que degg(vi) < degg(y) +1 = |[Ng(y) U
{x}|, para todo i € [k]. Logo, existe z € Ng(y) U {x} tal que viz ¢ E(G), para todo
i € [k]. Como wy,z € (No(Y Uy")UU) C H(S), e v; € I\ X C H(S), para todo i €
[k], segue da Proposi¢do 6.17 que wy € H(S) (resp. vy € H(S)). Consequentemente
LU (NG (L)\ (N6(Y Uy") UU)) C H(S).

Similarmente ao Caso 1, como G ¢ conexo, a Proposi¢do 6.17 (dual) pode ser
utilizada para mostrar que X UANNgG(y") UNg(L)\ (Ng(Y Uy")UU) C H(S). Como
X C H(S), obtemos que X C I[X UU], portanto H(S) = V(GG).

Em todos os casos temos que existe um conjunto envoltorio de GG de ordem

trés, o que completa a prova. O

As Figuras 6.7 e 6.8 mostram exemplos de prismas complementares GG que
ilustram os casos R; = 0 e R; # 0 do Teorema 6.18, respectivamente. Os vértices em

preto representam o conjunto envoltério de cada prisma complementar.

Ne(L)\U 77

Figura 6.7: Conjunto envoltorio geodético que ilustra o Caso 1 do
Teorema 6.18.

Para o teorema a seguir vamos relembrar a definicdo de subgrafo isométrico.
Dizemos que H é um subgrafo isométrico de G se H é um subgrafo de G tal que

dy(u,v) = dg(u,v) para todo par u,v € V(H).

Teorema 6.19 Seja G = (CUI, E) um grafo split autoconexo tal que nt(G') = 1, nt (6/) =
1, #(G) =1et(G) = 1. Entdo h(GG) < 3.
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Figura 6.8: Conjunto envoltorio geodético que ilustra o Caso 2 do
Teorema 6.18.

Prova. Seja V' o vértice da dnica componente trivial de G'. Seja Gy o grafo induzido por

V(G)\ {V'}. Mostraremos primeiro que GG é um subgrafo isométrico de GG.
Afirmacio 1. G| G| é um subgrafo isométrico de GG.

Prova da Afirmagdo 1. Sejam x,y € V(Gy) (resp. x,y € V(Gy)). Como V' (resp. V) é
simplicial em G (resp. G) temos que qualquer caminho minimo entre x ¢ y em V(G)
(resp. V(G)) ndo contém ' (resp. V). Desta forma, dg, (x,y) = dg(x,y) (resp. dg, (x,y) =
dz(x,y)). Agora, considere x € V(G;) e y € V(G;). Como dg,G, (%,y) = dggx,y) <2

concluimos que GG é um subgrafo isométrico de GG. 0J

Como Gj é um subgrafo de G que satisfaz nt(G}) = 1, nt(G)) = 1, 1(G)) =
0e t(@ll) = 0, procedemos de maneira similar a prova do Teorema 6.18. Considere
d = max{degg(w) : w e I} e y €I tal que degs(y) = d. Sejax € C\ (Ng(y) U{V'}),
ey € Ng(x)NI. A Afirmagdo 1 do Teorema 6.18 implica na existéncia de x,y,y em
V(Gy) CV(G).

Sejam U = Ng(y) UNg(Y'), A = Ng(y) "Ng(Y'), e D = Ng(y) ANg(Y'). Consi-
dere R={vel\{y,y}:VueD, uwwe E(G)},eRi={veR:Ns(v)Nn(C\U) # 0}.

Mostramos conjuntos envoltérios de GG considerando R; ser vazio ou nio.
Caso 1. R; = 0.

Seja S = {y,y’,V'}. Temos que A = Ng(y) NN (y') C I[y,y']. Como nt(G') = 1,
temos que dg(y,y’) < 3, logo A # 0. Como V' é adjacente a todo vértice de A, obtemos que
v € I[AU {V'}]. Consequentemente U = Ng(y) UNg(Y') C I[{V',y,y'}]. Como V'y,V'y ¢
E(G), V9,77 € E(G), entdo v,y € I[{y,y’,V'}].

Até o momento, temos que x,y,y € H(S). Como G| é um subgrafo de G com
nt(G}) =1, nt(Gy) = 1, {(G}) = 0 e t(G}) = 0, 0 Teorema 6.18 (Caso 1) implica que
V(G)UV(Gy) C Hg g, ({x,5'}). Como G1G é um subgrafo isométrico de GG, o lema
6.4 implica que V(G1)UV(G;) C H({x,y,¥'}), consequentemente V (GG) = H(S).
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Caso 2. R # 0.

Seja y” € R tal que Ng(y") \ U é médximo, e S = {y,y”,v'}. Temos que Ng(y) N
Ne(y") C I[y,y']. Como nt(G') = 1, temos que dg(y,)y’) < 3, logo Ng(y) NN (y") # 0.
Seja z € Ng(y) NNg(y"). Como vz € E(G), temos que V' € I[z,V/] e segue que Ng(y) U
No(y") € I[{w,y,¥"}]. Como vy, V" ¢ E(G), 75,7 € E(G), entao 3, € I[{3y",¥}]

Até aqui, temos que x,y,y" € H(S). Como G é um subgrafo de G com nt(G)) =
1, nt(Gy) = 1, 1(G}) = 0 e 1(G}) = 0, o Caso 2 do Teorema 6.18 implica que V(G;) U
V(G1) € Hg,g,({x,%Y"}). Como GGy é um subgrafo isométrico de GG, o Lema 6.4
implica que V(G1)UV(G;) C H({x,y,¥"}), consequentemente V (GG) = H(S).

Em todos os casos temos que S é um conjunto envoltério of GG, e o resultado
h(GG) < 3 segue. O

A partir do Teorema 6.19 obtemos o Corolario 6.20, a seguir.

Corolario 6.20 Seja G = (CUI,E) um grafo split autoconexo. Se nt(G') = 1, nt(@l) =1,
t(G)=1¢et(G) =1, entdo h(GG) = 3.

Prova. Seja v o vértice da componente trivial de G'. O limite superior segue pelo Teorema
6.19. Desta forma, resta mostrar o limite inferior 2(GG) > 3.

Como v é simplicial em G, e v é simplicial em G, o Lema 6.2 implica que
SN{v,v} # 0. Seja x € {v,v}, e suponha, por contradi¢do, que S = {u,x} é um con-
junto envoltério de GG. Como dg(u,x) < 2, para todo u € V(GG) \ {v,v}, temos que
H(S) = Ngglu] N Ngglx]. Isso implica que H(S) # V(GG), uma contradi¢do. Portanto,
h(GG) > 3. O

Nosso ultimo resultado sobre o nimero envoltério geodético se encontra no
Corolério 6.21. Consideramos grafos split G com diam(G) = diam(G) = 2. Se nt(G') > 2
ou nt(al) > 2, entdo diam(G) = 3 ou diam(G) = 3, o que ndo entra no caso atual.
Se t(G') > 2 ou t(@l) > 2 recaimos no resultado do Teorema 6.15, logo h(GG) =
max{c(G'),c(G')}. Desta forma, consideramos que nt(G') = 1, nt(G') = 1, 1(G') < 1
et(G) < 1.

Corolario 6.21 Seja G = (CUI,E) um grafo split com diam(G) = 2 e diam(G) = 2. Se
max{nt(G'),1(G'),nt(G ),1(G')} < 2, entdo h(GG) = 3.

Prova. Segue diretamente do Teorema 6.7 e do Teorema 6.15. 0

Para encerrar este capitulo, um resumo dos resultados obtidos segue na Tabela
6.1.
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Tabela 6.1: Sumdrio dos resultados sobre o niimero envoltério
para o prisma complementar GG de G autoconexo.

Grafos

Numero Envoltorio Geodético

G nao split

h(GG) < 3 (Teorema 6.6).

G nao split com diam(G) =2

e diam(G) = 2 h(GG) =3 (Coroldrio 6.8).
G split com diam(G) > 3 h(GG) = 2 (Teorema 6.9).
G split h(GG) > max{c(G'),c(G),2} (Teorema 6.12).

G split com nt(G') > 2 ou
nt(G) >2 ou t(G') > 2 ou
t(G)>2

h(GG) < max{c(G'),c(G)}. (Teorema 6.15).

G split com nt(G') > 2 ou
nt(G) >2 ou t(G) > 2 ou
1(G) >2

h(GG) = max{c(G'),c(G')} (Corolério 6.16).

G split com nt(G') = 1,
nt(G) =1, t(G) <1 e
1(G)<1

h(GG) < 3 (Teoremas 6.18 € 6.19).

G split com nt(G') =1 e
(G =1

h(GG) = 3 (Coroldrio 6.20).

G split com diam(G) =2 e

diam(G) =2

h(GG) = max{c(G'),c(G )}, se t(G') > 2 out(G') >
2 (Corolério 6.16); ou h(GG) = 3, caso contrdrio.

(Corolario 6.21).




CAPITULO 7/

O Nuamero Geodético para Prismas

Complementares

Neste capitulo apresentamos nossos resultados sobre o nimero geodético para
prismas complementares. Retomando brevemente a terminologia, considere um grafo G.
O intervalo fechado entre dois vértices u,v € V(G), denotado por I[u,v], consiste de u,v
juntamente com todos os vértices pertencentes a todo caminho minimo entre u e v. Se
ndo existe um caminho entre u e v, entdo I[u,v] = {u,v}. Assim, o intervalo fechado de
S C V(G), denotado por I[S], é a unido de todos os intervalos /[u,v] para todo vértice
u,v € S. Quando necessdrio, adicionaremos um subscrito a nota¢do de intervalo, por
exemplo, I[S], para indicar qual grafo G estd sendo considerado. Se I[S] =V (G), dizemos
que S é um conjunto geodético de G. A cardinalidade g(G) do menor conjunto geodético
de G € o niimero de intervalo geodético ou simplesmente niimero geodético de G.

Fazendo uma comparacdo com o parametro niimero envoltério abordado ante-
riormente no Capitulo 6, percebemos que, enquanto um conjunto envoltério € obtido
permitindo-se vdrias iteragdes sucessivas da operacdo de intervalo fechado, um conjunto
geodético € obtido pela aplicacdo desta mesma operacdo uma tnica vez.

O ndmero geodético foi introduzido em 1993 por Harary, Loukakis e Tsouros
[78]. Estes autores mostram resultados do nimero geodético para certas classes de grafos,
como completos, bipartidos completos, arvores, ciclos, rodas e grades. Em 2002, Atici [5]
prova que o problema de decisdo relacionado ao nimero geodético é NP-completo. Este
problema também € NP-completo para grafos bipartidos cordais [52] e grafos livres de
Ps [50]. Por outro lado, o nimero geodético pode ser determinado em tempo polinomial
para cografos [52], grafos split [52] e grafos de intervalo préprio [63].

A respeito de prismas complementares, Duarte [60] mostra resultados do numero
geodético em prismas complementares de grafos completos, caminhos e ciclos. Motiva-
dos por este trabalho determinamos resultados do nimero geodético para prismas comple-
mentares de outras classes de grafos. Motivados também por Dourado et al. [52] mostra-
mos que para um dado prisma complementar GG e um inteiro positivo k, ¢ NP-completo

decidir se g(GG) < k. Estes resultados se encontram publicados em [21].
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Chartrand, Harary e Zhang [34] observaram que cada vértice simplicial v de um
grafo G ou € vértice inicial ou final de um caminho minimo contendo v. Isso implica no

seguinte lema.

Lema 7.1 (Chartrand, Harary e Zhang [34]) Todo conjunto geodético de um grafo

contém seus vértices simpliciais.

Assim como vértices simpliciais em um grafo G pertencem a qualquer conjunto
geodético de G, temos uma relacio similar nos prismas complementares GG. Mostramos
no Lema 7.3 que se v é um vértice simplicial em G, entdo qualquer conjunto geodético de
GG deve conter v ou V. Para a prova deste lema, utilizamos a Proposi¢io 7.2 que concerne

a um vértice simplicial v em G e caminhos minimos de tamanho dois em GG.

Proposi¢io 7.2 Seja v um vértice simplicial em um grafo G. Para todo x,y € V(GG) \
{v,v}, sedga(x,y) <2, entdo v ¢ 155[x,y).

Prova. Se d;g(x,y) = 1, I55[x,y] = {x,y} e a conclusdo € clara. Suponha d;(x,y) = 2.
Neste caso, I;5[x,y] = Ngg[x] " Ngg[y]. Suponha que v € I55[x,y]. Assim, v € Ngg[x] e
v € N;g[y). Por outro lado, o tnico vértice de G que liga com v é v. Como x,y & {v,7v},
temos que v € N;5(x) NNgg(y). Como v € simplicial, isto implica que xy € E(G), uma

contradicao. 0

Lema 7.3 Seja G um grafo e S um conjunto geodético de GG. Se v é simplicial em G,
entdo SN{v,v} #0.

Prova. Seja S um conjunto geodético de GG. Suponha que v € V(G) é simplicial em G.
Por contradigdo, suponha que SN {v,v} = 0, isto é, v,v ¢ S. Mostraremos que qualquer
caminho minimo entre x,y € V(GG) \ {v,v} ndo contém v.

Se d;s(x,y) <2, segue da Proposigdo 7.2. Logo podemos supor que d ;¢ (x,y) =
3. Pela defini¢@o de prisma complementar, se x € V(G) e y € V(G), entdo dg(x,y) < 2.
Desta forma, consideramos x,y € V(G) \ {v} ou X,y € V(G) \ {v}.

Sejam x,y € V(G) \ {v}. Neste caso, se dg(x,y) = 3, temos que I;5[x,y] =
{x,¥} Ulg[x,y]. Como Ng(v) é uma clique, nenhum caminho minimo entre x e y em G
contém v, logo v &€ I;5[x,y]. Se dg(x,y) > 3, temos que I ;5[x,y] = {x,X,y,y} e a conclusdo
é clara. Sejam X,y € V(G) \ {v}. Se iy € E(G), entdo I;g[x,y] = {X,y}. Assim, considere
que Xy ¢ E(G). Como I5g[x, Y] NV (G) = {x,y} e x,y ¢ {v,V}, temos a conclusio.

O

Seja G um grafo. Denotamos por 6(G) o conjunto de vértices simpliciais de

G. Vimos no Lema 7.3 que um conjunto geodético de um grafo GG deve conter todos
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os vértices de 6(G) ou 6(G). Isso implica no limite inferior descrito no Teorema 7.4.

Recorde que 6(G) € o conjunto de vértices correspondentes de 6(G) em V(G) e 6(G) é

o conjunto de vértices simpliciais de G.

Teorema 7.4 Seja G um grafo. Entio g(GG) > |6(G) Uo(G)|.

Prova. Pelo Lema 7.3 temos que g(GG) > |6(G)| e g(GG) > |o(G)|. Isso implica direta-

mente em g(GG) > |6(G) Uo(G)|. O

Seja G um grafo split com clique C e conjunto independente /. Os grafos split tem
a particularidade de que cada vértice de / € um vértice simplicial. Desta forma, para um
conjunto independente méaximo /, temos que 6(G) = I. Como C é clique em G, temos que
C é conjunto independente em G. Assim C C 6(G). A partir destas observacdes podemos
determinar a igualdade correspondente ao nimero geodético em prismas complementares

de grafos split.
Teorema 7.5 Seja G = (CUI,E) um grafo split. Entdo g(GG) = |V(G)|.

Prova. Considere G = (CUI,E) um grafo split com conjunto independente maximo 1.
Sabemos que 6(G) = I. Como C € clique em G, temos que C é conjunto independente
em G. Assim C C 6(G). Pelo Lema 7.3 temos o limite inferior g(GG) > |6(G) Uc(G)| >
11+[C| =V (G)|.

Para o limite superior g(GG) < |V(G)|, mostramos conjuntos geodéticos no caso
de G ser conexo ou nio.

Primeiro, considere G desconexo e S = V(G). Sejam Gy, ..., Gy as componentes
de G, para algum k > 1. Como G ¢é desconexo, para todo u € V(G;) e v € V(G;), para todo
i,j € [k],i# j, temos que uitvv é um caminho minimo entre u e v. Entdo V(G) C IS].

Agora, considere G e G conexos. Seja S = CUI. Paratodo y € I, existe v € C tal
que vy € E(G). Como v,y € S, temos que y € I[,y]. Similarmente, para todo v € C, existe

y €1 tal que #y € E(G). Como v,y € S, temos que v € I[v,]. Portanto I[S] = V(GG). O

A seguir, mostramos um resultado de complexidade sobre o nimero geodético
para prismas complementares. Primeiro, definimos os dois problemas de decisdo consi-
derados: CONJUNTO DOMINANTE e CONJUNTO GEODETICO. Um conjunto de vértices

D de um grafo G é dominante se todo vértice de V(G) \ D tem um vizinho em D.

Problema 7.6 CONJUNTO DOMINANTE [72].
Instdancia: Um grafo G e um inteiro positivo k.

Pergunta: G possui um conjunto dominante de ordem no mdximo k?
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Problema 7.7 CONJUNTO GEODETICO [5].
Instancia: Um grafo G e um inteiro positivo k.

Pergunta: G possui um conjunto geodético de ordem no mdximo k?

Apenas relembrando, um grafo bipartido € bipartido cordal se ele ndo contém
um ciclo induzido de tamanho pelo menos 6. Observamos que a constru¢do de Dourado
et al. [52], para mostrar a NP-completude do nimero geodético para grafos bipartidos
cordais pode ser adaptada para mostrar que CONJUNTO GEODETICO € NP-completo

mesmo restrito para prismas complementares. Este resultado segue no Teorema 7.8.
Teorema 7.8 CONJUNTO GEODETICO ¢ NP-completo para prismas complementares.

Prova. Desde que o intervalo de um conjunto de vértices pode ser computado em tempo
polinomial, CONJUNTO GEODETICO estd em NP.

Para provar a NP-completude, descrevemos uma reduciao polinomial do pro-
blema CONJUNTO DOMINANTE restrito a grafos bipartidos cordais, que ¢ NP-completo
[88]. Seja (G, k) uma instdncia de CONJUNTO DOMINANTE tal que G é bipartido cor-
dal. Dourado et al. [52] criam um grafo G’ a partir de G como segue. Sejam A e B as
parti¢des de V(G). Adicione quatro novos vértices aj,az,by,b. Seja A’ = AU{aj,az} e
B' = BU{by,b,}. Adicione novas arestas ab para todo b € B’ e bja paratodoa € A'.

Seja H o grafo formado a partir da unido disjunta de G’ com o grafo completo
com trés vértices uy,up e uz. Seja Vi = {uy,up,uz}.

Provamos que G tem um conjunto dominante de ordem no maximo k se e
somente se HH tem um conjunto geodético de ordem no maximo k -+ 5.

Primeiro, suponha que G tem um conjunto dominante D com |D| < k. Seja
S C V(HH) tal que S = DU{ay, by, 11, iz, u3}. Mostramos que S é um conjunto geodético
de HH.

Para todo i € 2], temos que u; € I[u3,%;]. Para algum v € V(G') NS, temos um
caminho minimo vvii3us, entdo u3 € I[v, u3).

Como Ny (Vi) NV(G') =0, todo vértice v € V(G ) estd em um caminho minimo
entre u e iy, 0 que implica que V(E/) C Ifuy, up).

Claramente, aj,b; € I[ap,bs]. Agora, seja a € A\ D. Como D é dominante,
existe b € BN D tal que ab € E(G). Como abjab e ay@>bb sio caminhos minimos entre
a, e b em HH, a € I[ay,b] C I[S]. Por simetria, S é um conjunto geodético de HH, e
g(HH) <|S| =k+5.

Reciprocamente, seja S um conjunto geodético de HH com |S| < k+ 5. Como
ViU{az,b2} C 6(H), o Lema 7.3 implica que SN {u;,u;} # 0, para todo i € [3], SN
{ar, @} # 0, e SN {by,by} # 0. Consequentemente, |S| > 5. Isso implica que F =
(SN (V(G)UV(G)U{ay,by,a1,b1})) U{az,by,t,l,u3} é um conjunto geodético de
HH com |F| < k+5.
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Como todo vértice em V(E/) (resp. {ai,b1}) estd em um caminho minimo
entre u; e up (resp. a e by), se F contém um vértice v em V(El) (resp. {ai1,b1}),
entdo (F \ {v}) U {w}, para algum w € V(G), é um conjunto geodético de HH de
ordem no maximo k + 5. Assim, podemos assumir que F M (V(G ) U{ay,b;}) = 0. Logo
|FNV(G)| <k.SejaD=FNV(G). Mostramos que D € um conjunto dominante de G.

Sejaa € A\ D. Como F é um conjunto geodético de HH, ou existe b € BN D, tal
que a € I[b,ay], ou existe b € BND e v € D, com a € I[b,v]. Em ambos os casos, existe
b € D tal que ab € E(G). Logo, por simetria, D é um conjunto dominante de G, o que

completa a prova. OJ

A Figura 7.1 contém uma ilustracdo do grafo HH construido para a reducio
do Teorema 7.8. Em preto estdo representados os vértices que pertencem ao conjunto

geodético S mas que ndo estdo em V(G).

Q

Figura 7.1: Grafo HH construido para o Teorema 7.8.

Embora tenhamos observado o resultado de complexidade do nimero geodético
para prismas complementares GG, mesmo restrito a G desconexo, encerramos este
capitulo com dois limitantes superiores naturais deste parametro. O primeiro se encontra
no Teorema 7.9 onde consideramos G desconexo e o segundo, expresso no Teorema 7.10,

se refere a G autoconexo com diametro restrito.
Teorema 7.9 Seja G um grafo desconexo de ordem n. Entdo, g(GG) < n.

Prova. Sejam Gy,...,Gy, com k > 2, as componentes conexas de G. Um (u,v)-caminho
minimo em GG entre u € V(G;), para todo i € [k], e v € V(G;), para todo j € [k] \ {i}
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contém seus vértices correspondentes #,v. Desta forma I;5[V(G)] = V(GG). Portanto
V(G) é um conjunto geodético de GG e g(GG) < n. O

Teorema 7.10 Seja G um grafo autoconexo. Se diam(G) < 3 e diam(G) < 3, entdo
8(GG) < g(G) +4(G).

Prova. Sejam S; e S» conjuntos geodéticos minimos de G e G, respectivamente. Defina
S = 81US,. Como diam(G) < 3, para todo v € Ig[V(G)] temos que v € I;5[V(G)].

O mesmo acontece em V(G), como diam(G) < 3, para todo v € I5[V(G)] temos que

v € I6[V(G)]. Isso implica que V(G) C I¢[S1] e V(G) C I g[S2). Portanto S é um
conjunto geodético de GG e segue que g(GG) < g(G) +g(G). O

Antes de encerrarmos este capitulo, veja na Tabela 7.1 um resumo dos nossos

resultados obtidos.

Tabela 7.1: Sumdrio dos resultados do niimero geodético para
prismas complementares GG.

Grafos Nimero Geodético

G qualquer 2(GG) > |6(G) Uo(G)| (Teorema 7.4)
G split 2(GG) = |V(G)| (Teorema 7.5)
Complexidade NP-completo (Teorema 7.8)

G desconexo g(Gg) < [V(G)| (Teorema 7.9)

G autoconexo 2(GG) < g(G) +g(G) (Teorema 7.10)




CAPITULO 8

O Numero de Convexidade Geodética para

Prismas Complementares

Este capitulo abrange nossos resultados obtidos a respeito do ndmero de conve-
xidade geodética. Resgatando aqui, um conjunto de vértices de um grafo G é convexo se
todo vértice de todo caminho minimo entre dois vértices de S estd em S. A cardinalidade
con(G) do maior conjunto convexo geodético préprio de G € o niimero de convexidade
geodética de G.

Um dos primeiros trabalhos a introduzir o nimero de convexidade geodética
foi publicado por Chartrand, Wall, e Zhang [35], em 2002. No trabalho destes autores é
determinado o nimero de convexidade geodética para caminhos, arvores, ciclos, grafos
completos, bipartidos completos, e grafos com vértices simpliciais e sdo apresentados
limites superiores e inferiores deste parametro para grafos gerais. No mesmo ano, Canoy e
Garces [17] mostram resultados sobre o nimero de convexidade geodética para operacoes
entre dois grafos como juncdo, composicao e produto Cartesiano. Mais tarde, Kim [84]
estuda o nimero de convexidade para grafos k-regulares. Sobre aspectos de complexidade,
em 2003, Gimbel [73] mostra que determinar o nimero de convexidade ¢ NP-dificil para
grafos gerais, enquanto que, em 2012, Dourado et al. [53] refina o resultado de Gimbel
mostrando a NP-completude do problema de decisao do nimero de convexidade mesmo
restrito para grafos bipartidos.

Nao foram encontrados estudos na literatura a respeito deste parametro para pris-
mas complementares. Entdo, estudamos este parimetro para GG quando G é desconexo,
obtendo uma igualdade e, motivados por Dourado et al. [53], mostramos que o problema
de decisdo relativo ao nimero de convexidade ¢ NP-completo restrito aos prismas com-
plementares. Estes resultados se encontram publicados em [20].

Primeiro, apresentamos um limite inferior do numero de convexidade de GG
quando diam(G) < 2 ou diam(G) > 4, expresso no Lema 8.1. Logo apds, apresentamos

um limite superior quando G € um grafo split autoconexo, que segue no Lema 8.2.

Lema 8.1 Seja G um grafo de ordem n. Se diam(G) # 3, entdo con(GG) > n.
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Prova. Considere primeiro que diam(G) < 2. Seja u,v € V(G). Como diam(G) < 2,
e todo (u,v)-caminho passando por V(G) tem tamanho pelo menos 3, obtemos que
I56[u,v]NV(G) = 0. Logo V(G) é um conjunto convexo de GG. Como V(G) C V(GG),
segue que con(GG) > |V(G)| =n.

Agora, seja diam(G) > 4. De acordo com Goddard e Oellermann [74],
diam(G) > 3 implica que diam(G) < 2. Como GG ¢ isomorfo a GG, o resultado se-

gue diretamente do caso acima. 0

Lema 8.2 Seja G um grafo split autoconexo de ordem n, e { a ordem do menor conjunto
L(G;), para todo i € [¢(G')]. Entdo con(GG) < 2n— .

Prova. A partir do Lema 6.11, sabemos que V(GG) \ L(G;) é convexo em GG, para todo
i € [¢(G")]. Entdo o resultado segue imediatamente da escolha do menor L(G;), dentre
todo i € [¢(G')], digamos |L(G;)| = £. Portanto, con(GG) < 2n—{. O

Agora, em dire¢do ao nosso resultado sobre grafos desconexos, primeiro enun-
ciamos o Lema 8.3 de Chartrand, Wall, e Zhang. Em seguida, apresentamos o Lema 8.4

que serd util para o desenvolvimento dos resultados subsequentes.

Lema 8.3 (Chartrand, Wall, e Zhang [35]) Seja G um grafo conexo de ordem n. Entdo

con(G) = n—1 se e somente se G contém um vértice simplicial.

Seja G um grafo desconexo. Se G contém uma componente conexa trivial, o
tinico vértice desta componente é um vértice simplicial. Isso implica que con(GG) =
n— 1, pelo Lema 8.3. Assim sendo, nos resultados posteriores desconsideramos grafos

desconexos G que possuam componentes conexas triviais.

Lema 8.4 Seja G um grafo desconexo sem componentes conexas triviais. Se X e y sdo
vértices ndo adjacentes em G, entdo Hss({x,y}) = V(G).
Prova. Sejam X,y € V(G) tais que %y ¢ E(G). Considere Gj,...,G; as componen-

tes conexas de G. Temos que todo vértice em V(G;) é adjacente a todo vértice de

V(Gj), para todo i,j € [{], i # j. Isso implica que X,y € V(G;), para algum i € [{],
e V(G)\V(G;) C Ig[x,y]. Como G ndo possui componentes triviais, sabemos que
\V(Gy)| > 2, para todo k € [¢]. Seja j € [¢]\ {i}. Como a componente G, é conexa
e |[V(Gj)| > 2, existem u,v € V(G;) tais que uv € E(G). Assim, iv ¢ E(G) e como
i,V € I;g[x,y], temos que V(G;) C I 554, V). Logo, V(G) C Iéé[x,y] =H;;({x,3}). O

Mostramos a seguir, no Teorema 8.5, que o nimero de convexidade de GG
quando G € um grafo desconexo tem uma relacdo direta com a ordem da menor com-

ponente conexa de G.
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Teorema 8.5 Sejam G um grafo desconexo de ordem n e k a ordem da menor componente
de G. Entdo, con(GG) = 2n—k.

Prova. Sejam Gy, ...,Gy as componentes conexas de G, para £ > 2. Se k = 1, o resultado
segue do Lema 8.3. Desta forma, considere que |V (G;)| > 2, para todo i € [¢]. Podemos
ordenar as componentes Gy,...,Gy de G em ordem ndo decrescente de seus nimeros
de vértices. Entdo, G; é uma componente de menor ordem, digamos |V (Gy)| = k. Seja
S=V(GG)\V(G)). Veja a Figura 8.1 para um exemplo. Mostramos que S é um conjunto
convexo de GG.

Sejam x,y € V(G) \ V(G}) e P um caminho entre x e y que passe por V(Gy).
Temos que P tem tamanho pelo menos 7. Uma vez que diam(GG) = 3, P ndo é um
caminho minimo. Desta forma, I;5[x,y] NV (G1) = 0.

Sejam x € V(G)\V(Gy), ey € V(G) (resp. %,7 € V(G)). Temos que um caminho
minimo entre x e y (resp. X ¢ y) tem tamanho no méaximo 2. Logo I;¢[x,y| NV (G1) =0
(resp. I5g[x,y] NV(G1) = 0). Portanto S é um conjunto convexo de GG.

A seguir, mostramos que S é maximo. Por contradi¢cdo, suponha que existe um
conjunto convexo préprio ' C V(GG) tal que |S'| > |S)].

Como |S'| > 2n—k, temos que S'NV (G ;) #0,e S'NV(G,) #0, para todo j € [¢].
Dividimos a prova em dois casos, considerando que S'NV(G) contém dois vértices ndo

adjacentes ou S’ NV (G) é uma clique.
Caso 1. Existem X,y € (S'NV(G)) tais que 55 ¢ E(G).

Pelo Lema 8.4, H5({x,¥}) = V(G). Como S’ é convexo, entdo §'NV(G) =
V(G). Como S'NV(G;) # 0, para todo i € [{], e G; é uma componente conexa de G, a
Proposi¢do 6.5 implica que V(G) C H;¢(S'). Logo, S’ = V(GG), uma contradigdo pois

supomos que S’ é um conjunto convexo préprio de GG.
Caso 2. Para todo X,y € (S'NV(G)), 5 € E(G).

Podemos considerar que S’ NV (G) é maximo. Seja C; = S'NV(G;), para todo
i € [£]. sabemos que C; é um conjunto independente, e C; é uma clique. Afirmamos que

SN (Ng(C;) UNG(C;)) = 0, para todo i € [¢]. Na verdade, vamos provar uma afirmagao
ainda mais forte, SN (V(G;G;) \ (G;UC;)) = 0, para todo i € [{)].

Afirmacio 1. Para todo i € [(], S'N (V(G;G;) \ (C;UC;)) = 0.

Prova da Afirmagdo 1. Primeiro, lembramos que %,V € I;5[u,v], para todo u € V(G;) e
v € V(Gj), para todo i, j € [{], i # j. Seja i € [¢]. Por contradi¢do, suponha que existe
ves'n (V(GE,-) \ (Ci Uai)).
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Como C; é maximo, se v € §'N(V(G;) \ C;), entdo S’ NV (G) contém dois
vértices ndo adjacentes, uma contradi¢do. Entdo, suponha que v € §'N(V(G;) \ C;). Como
S'"NV(Gj) # 0, para todo j € [{], temos que v € I;5[u,v|, para algum u € S'NV(Gj),
i # j. Como C; é maximo, existe w € C; tal que " ¢ E(G). Consequentemente ' NV (G)

contém dois vértices ndo adjacentes, uma contradi¢do. 0
Afirmacdo 2. Para todo i € [{], |C;iNS'| < |V(G;)\ Cil.

Prova da Afirmagdo 2. Seja i € [{]. Pela Afirmacdo 1, $'N(V(G;)\ C;) = 0. Como §'N
V(G;) # 0, temos que |C;NS’| > 1. Por contradigdo, suponha que |C;N S| > |V(G;) \ Gi|.
Seja |C;NS'| = p.

Se p =1, entdo |V(G;) \ Ci| = 0. Desde que C; é um conjunto independente,
isso implica que que G; € desconexo, uma contradi¢do. Entdo, considere p > 2. Sejam
CiNS ={ui,...,up} e V(G)\Ci ={v1,...,vp—1}.

Como C; é um conjunto independente e G; € conexo, segue que todo vértice de
C;N S’ é adjacente a pelo menos um vértice de V(G;) \ C;. Como |C;NS'| > |V(G;) \ Ci,
temos que existem j, j’ € [p], j # j, tais que ujvq,uyv, € E(G), para algum g € [p — 1].
Entdo, v, € I;5(uj,uy]. Desde que S’ é convexo, v, € §'. Mas isso é uma contradicdo, ja
que S'N(V(G;)\C;) =0.

O

Para concluir a prova, mostraremos que |S’| < n. De posse das afirmagdes acima,

segue, para todo i € [¢], que

|S/ﬂV(G,‘Ei)‘ = |S/ﬂV(Gi)| + |S/ﬂV(6,')|

=|GiNS'|+|Ci|

= |GiNS'|+|V(G)|—|V(Gi) \Cil

<|V(G)H\Ci|+|V(G))| - [V(G;) \ Ci (pela Afirmacio 2)
= [V(Gi)|.

Como |S' NV(G;G;)| < |V(G;)|, para todo i € [], obtemos que |S'| <
Y! {|V(G;)| = n, uma contradi¢io. Portanto S é um conjunto convexo mdximo de

GG, e con(GG) < 2n—k, o que completa a prova. O

A Figura 8.1 mostra uma ilustracdo de um conjunto convexo préprio de GG,
expresso pelos vértices em preto. Consideramos G| a componente de menor ordem do
grafo G.

Como uma consequéncia direta do Teorema 8.5 obtemos o seguinte resultado

para cografos.
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Figura 8.1: Examplo de um conjunto convexo proprio de GG.

Corolario 8.6 Sejam G um cografo conexo de ordem n e k a ordem da menor componente
conexa de G. Entdo, con(GG) = 2n — k.

Prova. Como um cografo G € conexo se e somente se G € desconexo [44], e GG €

isomorfo a GG, o resultado segue do Teorema 8.5. 0

A seguir, mostramos que determinar o nimero de convexidade pode ser dificil
mesmo considerando os prismas complementares. Vamos primeiro apresentar uma pro-
posicdo ttil para o desenvolvimento deste resultado e definir os problemas de decisdo
CLIQUE e NUMERO DE CONVEXIDADE.

Proposiciio 8.7 Sejam G um grafo, S um conjunto convexo de GG e S' = SNV (G). Se
A=Ng(S')\S, entdo SNA = 0.

Prova. Suponha, por contradi¢do, que u € SNA. Como iiv € E(G), para algum v € §',
temos que % € I;5[u,V]. Sabemos que S é convexo, o que implica que u# € S. Mas isso é

uma contradicdo, ja que u ¢ SNV (G). O

Problema 8.8 CLIQUE [72].
Instancia: Um grafo G e um inteiro positivo k.

Pergunta: G possui uma clique de ordem pelo menos k?

Problema 8.9 NUMERO DE CONVEXIDADE [53].
Instancia: Um grafo G e um inteiro positivo k.

Pergunta: G possui um conjunto convexo proprio de ordem pelo menos k?

Teorema 8.10 NUMERO DE CONVEXIDADE ¢ NP-completo mesmo restrito aos grafos

prismas complementares.
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Prova. Uma vez que determinar o fecho convexo de um conjunto de vértices pode ser
realizado em tempo polinomial, NUMERO DE CONVEXIDADE estd em NP.

A fim de provar a NP-completude, descrevemos uma redugdo polinomial do
problema NP-completo CLIQUE [72] para o problema NUMERO DE CONVEXIDADE
restrito aos prismas complementares.

Seja (G, k) uma instncia de CLIQUE. Podemos assumir que G é conexo, e k > 3.
Seja |V (G)| = n. Construimos um grafo H a partir de G como segue. Adicione a H trés
cliques U, X, e Z, com n, 4n e 2 vértices, respectivamente. Denote os vértices destes
trés conjuntos por U = {uy,...,un}, X = {x1,...,xan}, ¢ Z = {z1,20}. Adicione a H um
conjunto independente Y = {y;,y,}. Adicione as demais arestas para conectar todo vértice
de U UZ a todo vértice de V(G), todo vértice de X a todo vértice de U UY e todo vértice
de U a todo vértice de Y. Isso completa a constru¢cdo de H. A partir de H crie o prisma
complementar HH. Veja um exemplo na Figura 8.2. Provamos que G tem uma clique de
ordem pelo menos k se e somente se HH tem um conjunto convexo proéprio de ordem pelo
menos k + 5n+ 3.

Primeiro, assumimos que G tem uma clique C de ordem pelo menos k. Seja
S CV(HH) tal que S=CUUUX UY U{u;}. Note que |S| = k+ 51+ 3. Mostramos que
S é um conjunto convexo de HH.

Seja w € SNV(H). Como dyp(w,u1) < 2, temos que Iyzw,u1] = {w,u},
se w = uj, ou Iyg(w,u1] = {w,u,u}, caso contrdrio. Sejam w,w’ € SNV (H). Como
dy(w,w') <2 e C é uma clique em G, temos que Iy[w,w'| C SNV (H). Portanto
Iyg[S] =S, e S é um conjunto convexo de HH.

Reciprocamente, vamos primeiro recorrer a duas afirmagdes.

Afirmacio 1. Seja S um conjunto convexo préprio de HH. Entdo, para todo w,w' € S,
dpyg(w,w') <2.

Prova da Afirmagdo 1. Por contradi¢do, suponha que existem w,w’ € S tais que
dyg(w,w') > 2. Pela defini¢do de prisma complementar, sabemos que ou w,w’ € V(H) ou
w,w' € V(H). Sejam w,w’ € SNV (H). Pela construgdo de H, dy (X UY,Z) = 3, entdo po-
demos considerar que w € X UY e w' € Z. Desta forma, temos que U UV (G) U{w,w'} C
Lz [w,w]. Como wi € E(H), para todo v € V(G), temos que V(G) C IIZJH[W, wl, e,
por simetria, U C Iéﬁ[w, w |. Como G é conexo, existem dois vértices ndo adjacentes
V1,72 € V(G). Isso implica que X UY C I,7[v1,v,]. Similarmente, como U é um con-
junto independente, Z C I,;z[U]. Como V(H) C Hy7(S), a Proposi¢do 6.5 implica que
V(H) C Hyz(S), uma contradig@o.

Agora, sejam w,w € SNV (H). Pela constru¢io de H, podemos selecionar

weUew €V(G). Temos que X UY UZU {w,w'} C I,z[w,w]. Consequentemente,
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U C Iy5Z) e V(G) C Iyz[X]. Como V(H) U {w,w'} C Hy7(S), a Proposigdo 6.5 implica
que V(H) C Hyz(S), uma contradicao. O

Afirmacao 2. Seja S um conjunto convexo préprio de HH. Entdo SNV (H) é uma clique.

Prova da Afirmagdo 2. Por contradi¢do, suponha que existem w,w’ € SNV (H) tais que

ww' ¢ E(H). Entdo, temos 0s seguintes casos.
Caso 1.1.w,w' € Z.

Isso implica que X UY UU C I, z[w,w]. Consequentemente, V(G) C Iz[X].
Como dy7(U,V(G)) = 3, pela Afirmagdo 1, S ndo é um conjunto convexo préprio, uma

contradicao.
Caso 1.2. w,w' € XUY UU.

Neste caso, Z C [ %071 W, w |, entdo a prova segue pelo Caso 1.1.
Caso 1.3.w,w € V(G)UZ.

Temos que X C I,z [w, W], entdo a prova segue pelo Caso 1.2. 0J

Seja S um conjunto convexo préprio de HH de ordem pelo menos k + 5n + 3.
Pela Afirmacio 2, sabemos que SNV (H) é uma clique. Seja C = SNV (H). Prosseguindo,
mostramos que CN (V(G)UX UY UZ) = 0. Para tal, agrupamos esta etapa dois casos: C
ndo contém vértices de V(G) UZ e C ndo contém vértices de X UY.

Cas02.1.CN (V(G)UZ) = 0.

Suponha, por contradi¢do, que C contém um vértice de V(G) ou de Z. Se
CNX = 0temos que X C N5(C) \ C. Caso contrario, temos que X \ {X;} € Ng(C)\ C, para
algum i € [4n]. Em ambos os casos, temos que |Ng(C)\ C| > 4n— 1. ParaA = Ng(C)\C,
a Proposi¢do 8.7 implica que SNA = 0, entdo [SNV(H)| = [V(H)| —|A| < 6n+4— (4n—
1) =2n+S5.

Até aqui, concluimos que a quantidade de vértices de S em H é no maximo
2n+ 5. Resta ponderar a quantidade méxima de vértices de S em H. Pela construgdo de
H, uma clique em H de ordem mdxima é um subconjunto préprio de V(G)UY, logo
SNV (H)| < n+2. Consequentemente, |S| =[SOV (H)|+|SNV(H)| <2n+5+n+2=

3n+ 7, uma contradigdo.
Cas02.2.CN(XUY) = 0.

Sabemos, pelo Caso 2.1, que CN(V(G)UZ) = 0. Por contradigio, suponha que C
contém um vértice de X oude Y. SejaA = Ni(C) \ C. Neste caso, temos que V(G)UZ C A.
Logo, |A| > n+2. Segue da Proposi¢do 8.7 que [SNV (H)| = |V(H)| —|A| <6n+4— (n+
2) =5n+2.
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Como CN (V(G)UZ) =0, e UUX é um conjunto independente, a ordem
Y| = 2, entdo |[SUV(H)| < 2. Isso implica que
S| = |SNV(H)|+|SNV(H)| <5n+2+2=5n+4. Como k > 3, temos que |S| >
k+5n+ 3 = 5n+ 6, uma contradi¢do.

maxima de uma clique de V(H) é

Pelos Casos 2.1 e 2.2, temos que um conjunto convexo proprio S de HH de
ordem pelo menos k +5n+3 € tal que SNU # 0 ou SNV (H) = 0. Mostramos que, em
ambos 0s casos, a ordem de S implicaem [SNV(G)| > k.

Cas03.1.5NU #0.

Como U é um conjunto independente, |SNU| < 1. Entdo, seja i € [n], e considere
que u; € S. Temos que A = N(;) = Z. Pela Proposi¢io 8.7, SN Z = 0. Pela construgio
de H, temos que [UUX UY| =5n+2. Como [SNV(H)| = |S| -1 = k+5n+ 2, temos
que [SNV(G)| > k.

Cas03.2. SNV (H) =0.
Pela Afirmagdo 1, temos que
ou SNV(H)C(UuV(G)UXUY) (D)
ou SNV(H)C(UUV(G)UZ) D).

A condi¢do II implica que S tem ordem no maximo 2n + 2, uma contradi¢@o.
Entdo considere que S C (UUV(G)UXUY).
5n+2.Como [SNV(H)| = |S| =k+5n+3, temos que |[SNV(G)| > k+ 1.

Pelos Casos 3.1 e 3.2 obtemos que [SNV(G)| > k. Resta mostrar que SNV (G)
¢ uma clique. Suponha, por contradi¢do, que SNV (G) ndo é uma clique. Entdo existem
vi,v2 € V(G) tais que vivy ¢ E(G). Isso implica que Z C 177 [v1,v2]. Mas, nos dois casos
SNU #0eSNV(H) =0, o conjunto SN Z é vazio, uma contradi¢do. Portanto SNV (G)
€ uma clique de ordem pelo menos k, o que completa a prova.

OJ

A Figura 8.2 contém um exemplo de grafo HH construido para a redugio do
Teorema 8.10. Cada aresta que liga dois retangulos A e B representa o conjunto de todas
as arestas que ligam cada par de vértices a € A e b € B. Os vértices em preto correspondem
ao conjunto convexo S exceto os vértices de V(G).

Por fim, um resumo dos resultados obtidos sobre o ndmero de convexidade

geodética se encontra na Tabela 8.1.



115

|

Z1 22
o—oO

Z

Ql

Figura 8.2: Uma ilustracdo do grafo HH construido no Teorema

8.10.

Tabela 8.1: Resultados obtidos sobre o niimero de Convexidade
Geodética.

Grafos

Numero de Convexidade Geodética

G qualquer com diam(G) # 3

con(GG) > n (Lema 8.1)

G split autoconexo

con(GG) < 2n—/ (Lema 8.2)

G desconexo

con(GG) = 2n — k (Teorema 8.5)

G cografo

con(GG) = 2n — k (Coroldrio 8.6)

Complexidade

NP-completo (Teorema 8.10)




CAPITULO 9

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Esta tese se concentrou na familia de grafos que podem ser particionados em dois
subgrafos complementares. Por um lado, introduzimos uma variante de problema de par-
ticionamento associada ao reconhecimento desta familia de grafos e, por outro, estudamos
alguns parametros da convexidade geodética para os grafos prismas complementares, 0s
quais nos motivaram a introdugao de tal familia.

O problema de particionamento proposto, denominado PARTICAO EM SUBGRA-
FOS COMPLEMENTARES (COMP-SUB(IT)), recebe como entrada um grafo H e uma pro-
priedade de arestas I, e o objetivo € determinar se existe uma decomposi¢cdo do grafo
H em dois subgrafos G e G tais que G seja o grafo complementar de G e o conjunto de
arestas M entre G e G satisfaga a propriedade I1. O problema COMP-SUB(IT) generaliza
o reconhecimento dos prismas complementares, que € o caso quando IT é um emparelha-
mento perfeito entre vértices correspondentes de G e G.

Em relag@o ao problema introduzido, para COMP-SUB(II) quando IT é uma pro-
priedade qualquer, mostramos resultados para grafos livres de k-clique ou k-conjunto in-
dependente. Além disso, estudamos as seguintes propriedades I1: quando M é o conjunto
vazio, quando M possui todas as arestas possiveis entre G e G e quando M é um empare-
lhamento perfeito.

Sobre a propriedade ITp que considera M = 0, mostramos que COMP-SUB (ITp)
€ Gl-completo para grafos gerais e mesmo cordais. Por outro lado, mostramos que
o problema pode ser resolvido eficientemente para grafos de permutacdo, cografos,
grafos de comparabilidade, co-comparabilidade e co-intervalo. Além disso, obtivemos
caracterizacoes estruturais para subclasses de grafos cordais, por exemplo, grafos split,
starlike, bloco, intervalo unitdrio e resultados parciais para grafos fortemente cordais.

Considerando Ik, ,, 0 caso em que M possui todas as arestas possiveis entre G
e G, mostramos que muitos dos resultados obtidos para COMP-SUB(IT) se aplicam para
Comp-SUB(Ilk,, ). Estes resultados seguem do Lema 3.35 que afirma a equivaléncia
polinomial entre COMP-SUB(Ip), em uma classe de grafos C, e CoMmp-SUB(Ilk, ), na
classe complementar de C.

Para Ilpggr, 0 caso que considera M como um emparelhamento perfeito, mostra-
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mos que o problema COMP-SUB (ITpggr) € Gl-dificil e obtivemos caracteriza¢es quando
o grafo G de entrada € um cografo, grafo cordal ou distancia-hereditaria. Além disso, res-
tringindo o problema um pouco mais, obtivemos um algoritmo polinomial que determina
se um grafo de entrada H pode ser particionado em dois cografos complementares.

Na segunda parte da tese, obtivemos resultados para trés parametros da convexi-
dade geodética para prismas complementares: o nimero envoltério, o nimero geodético
e o nimero de convexidade.

Acerca do nimero envoltério, como uma continuacao dos resultados obtidos para
prismas complementares GG quando G é conexo [90], mostramos alguns limites e igual-
dades considerando ambos G e G conexos. Quando G é um grafo split, mostramos que
nimero envoltdrio € ilimitado. Do contrério, quando G nao € um grafo split, mostramos
que o niimero envoltério de GG € limitado a 3.

A respeito do nimero geodético, mostramos que o seu problema de decisdo re-
lacionado € NP-completo restrito aos prismas complementares. Além disso, obtivemos
limites inferiores do niimero geodético de GG quando G ou G possuem vértices simpli-
ciais e limites superiores quando G é desconexo e quando os didmetros de G e G sdo no
maximo 3.

Por fim, considerando o nimero de convexidade, mostramos que o seu respectivo
problema de decisdo é NP-completo restrito aos prismas complementares. Também
estabelecemos um limite inferior considerando prismas complementares de grafos G com
diametro diferente de 3 e obtivemos uma igualdade quando G € desconexo, o que implicou
no resultado para prismas complementares de cografos.

Ainda hd o que ser explorado sobre os temas aqui estudados. Sobre o problema
CoMP-SUB(IT) vdrias outras propriedades IT podem ser examinadas, bem como gene-
ralizagdes do problema COMP-SUB(IT) para mais que dois subgrafos complementares.
Um exemplo mais especifico seria considerar a propriedade I1;, que pode ser definida por
considerar o grafo induzido por M como um grafo d-regular.

Mencionamos que, até onde sabemos, a complexidade de [ISOMORFISMO para
grafos split livres de {sun3,sung,net} e grafos 2-threshold sdo problemas em aberto.
Estes problemas poderiam fornecer subsidios para solucionar COMP-SUB(I1p) em grafos
fortemente cordais, que resolvemos parcialmente.

Sobre COMP-SUB (ITpgrr), mostramos que este problema é Gl-dificil, mas ndo
sabemos sobre a pertinéncia deste problema na classe Gl. Desta forma, uma sugestio de

trabalho futuro seria provar a seguinte conjectura.
Conjectura 9.1 CoMP-SUB (Ilpgry) € Gl-completo.

Se tratando da convexidade geodética nos prismas complementares, sugerimos o

estudo de outros parametros, como o nimero de Helly [19, 62], o posto [82] e 0 nimero
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de Radon [57]. Em especial, acreditamos que as ideias apresentadas no Teorema 8.10,
sobre a NP-completude de NUMERO DE CONVEXIDADE, podem ser um ponto de partida
para demonstrar a complexidade do posto em prismas complementares, definido a seguir.

Seja G um grafo. Um subconjunto de vértices S de G € convexamente indepen-
dente se, para todov € S, v ¢ Hg(S\ {v}). A cardinalidade do maior conjunto convexa-
mente independente de G € o posto de G, denotado por rk(G). Neste contexto, concluimos

a tese deixando a seguinte conjectura.

Conjectura 9.2 Dados um grafo G e um inteiro positivo k, decidir se rk(GG) < k é NP-

completo.
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monof6nica, 21, 75
corda, 26, 75
curta, 75
cordal, 26
corte, 29

D
decomposigcao
complementar, 37
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desconexo, 25

diametro, 24

distancia, 24
distancia-hereditéaria, 28, 60

E

emparelhamento, 25
de corte, 29
perfeito, 25

espacgo de convexidade, 73
estrutura convexa, 73
excentricidade, 24
extremidades, 23

F

fecho convexo, 73, 74
floresta, 25

folhas, 25

fortemente cordal, 27
FPT, 30

G
geodésica, 24
Gl-completo, 30
grafo, 23
r-partido, 25
autocomplementar, 26
autoconexo, 25, 84
bipartido, 25
bipartido completo, 25
bipartido cordal, 27
caminho, 24
ciclo, 25
cluster, 26
complemento, 23
completo, 25
cordal, 26
de comparabilidade, 27
de interseccao, 29
de intervalo, 27

de intervalo unitario, 28
de permutacao, 27
estrela, 25
finito, 23
fortemente cordal, 27
n&o orientado, 23
permutacao spit, 28
simples, 23
split completo, 28
starlike, 29
threshold, 28
trivial, 23
grafo de componentes, 33
grafo de conflito, 47
grau, 24

I

incidente, 23
instancia-sim, 29
isomorfismo, 26
isomorfo, 26

J
join, 33

L
laco, 23
livre de, 26

M
maximal, 24

monopolar, 36

N

namero de convexidade geodética, 107

net, 27

(o)
ordem, 23

P
parametro, 30
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particao

split, 31
polar, 36
prisma complementar, 33
produto complementar, 34
propriedade

hereditaria, 25

S

simplicial, 25

subgrafo, 24
induzido, 24
isométrico, 24
proibido, 26

sun, 27

T
tamanho, 24

torneio, 75

transitivamente orientavel, 27
tratavel por parametro fixo, 30
tridngulos, 75

U
unido disjunta, 33

Vv

vértice, 23
correspondente, 33
isolado, 24
nao identificado, 65
pendente, 24
simplicial, 25
universal, 26

vetor de conflito, 48

vizinhanga
aberta, 24
fechada, 24

vizinho, 23



	Elementos Pré-Textuais
	Capa
	Folha de Rosto
	Direitos Autorais
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract

	Sumário
	Lista de Figuras
	Lista de Tabelas
	Lista de Algoritmos
	1 Introdução
	2 Conceitos Preliminares
	2.1 Sobre Grafos
	2.2 Sobre Grafos Split
	2.3 Sobre Operações entre Grafos

	3 Partição em Subgrafos Complementares
	3.1 Quando M é vazio
	3.1.1 Grafos Fortemente Cordais
	3.1.2 Grafos de Intervalo Unitário
	3.1.3 Grafos Starlike
	3.1.4 Grafos Bloco
	3.1.5 Grafos Split

	3.2 Quando M induz um grafo bipartido completo
	3.3 Quando M é um emparelhamento perfeito

	4 Fundamentos Sobre Convexidades
	4.1 Convexidades Abstratas
	4.2 Convexidades em Grafos

	5 Convexidade Geodética em Comp-Sub()
	6 O Número Envoltório Geodético para Prismas Complementares
	6.1 Prismas Complementares de Grafos Gerais e de Grafos Não Split
	6.2 Prismas Complementares de Grafos Split

	7 O Número Geodético para Prismas Complementares
	8 O Número de Convexidade Geodética para Prismas Complementares
	9 Conclusões e Trabalhos Futuros
	Referências Bibliográficas
	Índice Remissivo

