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Ami. Inst. Fourier, Grenoble
25, 3 et 4 (1975), 409-446.

PROBLÈME DE CAUCHY
POUR OPÉRATEURS LOCAUX

ET «CHANGEMENT DE TEMPS »
par Gunter LUMER (1)

Dédié à Monsieur M. Brelot à Foccasion
de son 70e anniversaire.

Dans ce travail nous établissons dans un cadre très général,
des critères de résolubilité pour un certain type de problèmes
de Cauchy, et des résultats concernant les opérateurs associés
à leur résolution; puis nous considérons les perturbations
singulières du type « changement de temps » et obtenons des
conditions suffisantes, et des critères nécessaires et suffisants
(module prolongement, au besoin) de résolubilité pour le
problème de Cauchy perturbé.

Nous décrivons d'abord nos résultats avec plus de détail,
mais toujours brièvement et en termes forcément assez vagues,
le lecteur étant renvoyé pour les précisions au développement
détaillé qui suit cette introduction.

Nous considérons des opérateurs linéaires locaux, disons A,
sur des espaces localement compacts séparés, disons iî,
et un certain type de « problème de Cauchy » (problème d'évo-
lution) induit par A dans les ouverts arbitraires V <= i2,

(^=Au, u(0, x)=f{x), V^eV, u{t, .) et f{.)^=C^)\

(1) L'essentiel de ce travail a été exposé au Séminaire de Probabilité, Université
de Paris VI (Novembre 1974), et au Séminaire de Théorie du Potentiel, Université
de Paris VI (Décembre 1974). Une partie des résultats avait été exposée antérieu-
rement au « groupe de travail » Bénilan-Deny-Hirsch, à Orsay (Juin 1974).
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410 GUNTER LUMER

Nous faisons dans ce contexte abstrait des hypothèses sur A
qui traduisent le comportement d'une classe assez vaste d'opé-
rateurs différentiels (aux dérivées partielles), auxquels nos
résultats sont applicables. Dans ces conditions (hypothèses
de la section 5), il nous est possible de déterminer exactement
tous les ouverts, « bornés » ou non, de û, pour lesquels le
problème de Cauchy considéré est résoluble. Ceci est le cas,
pour un ouvert donné, si et seulement si il existe une sorte de
barrière « surharmonique par rapport à 1-A » au « point à
l'infini » de l'ouvert en question. En particulier, on a une
solution pour tous les ouverts « réguliers » (au sens du problème
de Dirichlet par rapport à A), et pour ces derniers, si Ay
désigne l'opérateur correspondant à V induit par A, A.~y

1

existe comme opérateur borné défini partout. Sous une hypo-
thèse supplémentaire, très souvent vérifiée, Ay1 est même
compact pour V régulier. Par ailleurs, mentionnons que les
méthodes et résultats généraux développés dans ce travail
permettent même d'aborder des situations plus générales que
le problème de Cauchy traité ici. En revenant à la situation
considérée ici (section 5 et suivantes), nous appliquons nos
résultats à l'étude des perturbations singulières du type
« changement de temps », pA, 0 ^ p e C^Q). D'abord dans
le cadre général, nous donnons un critère nécessaire et suffi-
sant, en termes de l'ouvert Vp = {p > 0}. Puis pour A un
opérateur différentiel dans un ouvert de R^, nous avons
une conclusion plus forte, en présence d'une condition de
Hôlder du même ordre que celui de l'opérateur. La théorie
générale décrite plus haut nous permet alors, appliquée à ce
contexte R^, de décider si la condition de Hôlder que nous
venons de mentionner peut être affaiblie dans le cas d'ordre 2
(le cas d'ordre 1 est très facile). La réponse est non, même pour
le laplacien dans des ouverts de R3. Il est bon d'observer que
dans des questions de ce type, ce sont les ouverts non-réguliers
pour lesquels le problème de Cauchy correspondant à pA
est ou n'est pas résoluble suivant le comportement de p, qui
sont les seuls ayant un intérêt. Finalement, l'étude des pertur-
bations singulières nous aide aussi à clarifier les relations entre
« ouvert pour lequel le problème de Cauchy est résoluble »
et « ouvert régulier ».

Les résultats des sections 5 et 6, combinés avec une partie
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de 3 et 4, constituent l'essentiel du présent travail; dans 1, 2,
et en partie 3, nous présentons les notions, et résultats préli-
minaires, nécessaires pour la suite; 7 ne fait que compléter
la discussion (en ce qui concerne le laplacien perturbé), faite
dans 6, par l'examen du cas d'ordre 1 via approche directe.

1. Opérateurs locaux.

Dans ce qui suit û est un espace localement compact
séparé, C(û) désigne l'ensemble des fonctions continues à
valeurs complexes sur 0,'y C^{0.) désigne l'ensemble des fonc-
tions dans C(û) qui sont bornées en module (uniformément)
sur Q. Cft(û) sera toujours considéré un espace de Banach
muni de la norme du sup, définie pour tout fe C^(t2) par

H/Il == sup |^r)j.
.C6Û

Nous désignerons par Co(ti), l'espace de Banach, sous-espace
de C^2), formé par les fonctions de C(û) s'annulant à
l'infini sur tî, et par Coo(^) l'espace des fonctions dans Co(û)
ayant support compact dans 0. ; (le support d'une fonction f
sera noté supp/*).

Si X est un espace vectoriel quelconque, nous dirons
que A est un opérateur dans X, si A est une application
(opérateur) ayant domaine D(A), et image I(A), dans X.
Comme nous ne considérons dans ce travail que des opérateurs
linéaires, « opérateur » signifiera dorénavant pour nous « opé-
rateur linéaire », quel que soit l'espace vectoriel X dans
lequel l'opérateur agit. Pour X un espace de Banach, l'en-
semble de tous les opérateurs (d'après ce que nous venons
de dire cela sous-entend « linéaires ») dans X, bornés et
définis partout, sera noté B(X). Nous nous occupons dans
ce qui suit d'opérateurs agissant sur des fonctions.

Nous utiliserons parfois la notation « /'[V », avec /*£ C(t2),
V c: f2^ pour « f restreinte à V » (« f dans V »).

1.1. DÉFINITION. — L'opérateur A dans C(û) est dit

local, si Vfe D(A), et V ouvert dans û,

(1) « (/•JV) = 0 » implique « (A^V) = 0 ».
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De manière plus générale :

1.2. DÉFINITION. — Par « opérateur local A, sur Q » nous
désignons une famille d

9
 opérateurs, {A^, indexée par V,

où V est un ouvert générique de Q, telle que :

a) Le domaine Dv
 de AY

 est c: C(V), 0 e D\ Av :
Dv—-C(V).

b) Si Vi, Vg sont des ouverts de Q, Vi c V^, alors

D^Vi = {/•IVi : /•e D^} c: D^; Vfe D ,̂
(2) (A^IV^A^jV,).

Clairement, un opérateur local sur Q, A, induit pour
chaque x e Q, un opérateur A a. de domaine D^., dans
l'espace vectoriel C^, des germes de fonctions continues
complexes « au-dessus de » x. Pour /*, continue dans un
ouvert contenant x, on note /^. le germe correspondant dans
Cp. Dans ces conditions, étant donné V ouvert dans tî,
on dira que f e C(V) est A-dérivable dans V, si Vrc e V,
/a. e D^, et la A-dérivée de /, que nous noterons Af, est
la fonction dans C(V) définie par

(3) [Kf){x) -(A,/,)^), Va; 6 V.

Par ailleurs, on posera, pour V ouvert <= i2,

(4) D(A, V) = {fe C(V) : f est A-dérivable dans V}.

On peut évidemment prolonger A en À, opérateur local
sur Q. pour lequel Dv = D(A, V), VV ouvert c: Q, et
V/*e D^ (ÂY)^) = ÇA.f){x), Vx e V. Pour tout opérateur local
sur 0, A, nous supposerons dorénavant que A = À. Si
/*eC(V), g e D(A, V), f = Ag, nous dirons que g est une
A-intégrale de f dans V.

Observons que si Ao est un opérateur local dans C(û)
au sens de 1.1., il induit clairement un opérateur local sur t2
au sens de 1.2., que nous désignons ici par A. On pose pour V
ouvert <= û, D^A) = {fe C(V) : 3g e D(A<>), g|V = f},

A7=(Aog)|V.

Un exemple d'opérateur local sur Q = ouvert de R1',
dont nous nous servirons plus loin est A, laplacien défini
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comme suit: Pour V ouvert <= t2, Dv == { / * e C ( V ) : lapla-
cien au sens distribution de f == A/*e C(V)} et AV/>=A/ l,
laplacien distribution à valeur continue.

2. Ouverts réguliers.

Pour simplifier le langage, nous dirons dans ce qui suit d'un
ouvert « relativement compact » de û qu'il est « borné ».
On suppose donné un opérateur local A sur û.

2.1. DÉFINITION. — Nous dirons quun ouvert V <= Q est

faiblement A.-régulier (ou seulement faiblement régulier, si A
étant fixé le contexte ne se prête pas à confusion), s'il est borné,

et si le problème de Dirichlet relatif à A admet une solution

dans V (fermeture de V dans Q.) pour toute donnée continue

sur la frontière topologique ôV, de V, {explicitement: si

V/*eC(ôV), 3 ^ e C ( V ) avec u|V e D(A, V), Au = 0 dans V,
u|ôv=n.

Bien entendu, une fonction u e D(A, V), V un ouvert
quelconque de 0., telle que Au = 0 dans V, est dite A-
harmonique. (Nous pourrons ne pas expliciter « A- » lorsqu'il
n'y aura pas lieu à confusion). La définition de A-surhar-
monique (A-sousharmonique) est légèrement plus délicate, et
nous l'introduirons plus tard dans le contexte approprié.
La notion de faiblement A-régulier ne suppose a priori que
l'existence d'une solution du problème de Dirichlet (même pas
l'unicité de la solution). Cela suffit pour certains résultats très
généraux, mais dans la suite nous utiliserons surtout la notion
de « A-régulier » plus proche de la régularité au sens classique.

2.2. DÉFINITION. — Nous dirons que V ouvert dans Q.

est A.-régulier, s'il est faiblement A.-régulier, et si en outre :
à tout fe C(OV) correspond une solution unique du problème

de Dirichlet, notée îFf, et l'opérateur f\—^ Wf est borné

comme opérateur de C(ôV) dans C(V).
Nous considérons parfois aussi (bien que très rarement) des

« ouverts non-bornés réguliers » (ou non-réguliers), les concepts
étant les mêmes que pour les bornés, une fois que l'on a rajouté
à la fermeture de l'ouvert le point à l'infini de la compactifi-
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cation de l'espace par un point. Quand « non-borné » n'est pas
explicitement mentionné, « régulier » implique toujours borné.
Quant à l'abondance d'ouverts réguliers, nous considérerons
deux situations :

2.3. DÉFINITION. -- Nous dirons que la collection ^ (K ouverts
faiblement réguliers est une ((famille ajustées S ouverts faiblement
réguliers, si VGi e ^?, aGg e ̂  tel que (3i <= Gg. (Comme
question de contenance nous utiliserons d'après généralement
des G pour les ouverts réguliers, et des V, W, . . . . pour des
ouverts quelconques). Nous dirons que ^ est une « famille
exhaustwe )) si pour tout K compact, V ouvert =3 K, 3G e ^,
tel que K c= G, G <= V.

Observons qu'avec les conventions usuelles concernant 0,
2.2. implique que tout V borné, avec ôV == 0, est faible-
ment A-régulier (h == 0 est une solution du problème de
Dirichlet); par contre un tel V est A-régulier si et seule-
ment si toute fonction A-harmonique h e C(V) == C(V), est
= 0 (à cause de l'unicité de la solution).

Évidemment toute famille exhaustive est ajustée. Nous
utiliserons ces concepts dans la section suivante.

3. Problème de Cauchy.

Nous supposons donné un opérateur local sur û, A. Pour
chaque ouvert V <= û, nous définissons l'opérateur induit
par A dans Co(V), Ay, par

(5) D(Av)-{ />eCo(V): /•eD(A,V), A/*eCo(V)},
Avf^A/.V/'^Av).

Il est connu que, en supposant Ay fermé et de domaine
dense, le problème de Cauchy

(6) | ^==Avu,u(0 , . )==/ - ( . ) j6D(Av) ,

est « uniformément bien posé » (voir [6]), dans Co(V), (2) si

(2) Ce qui veut dire entre autres que dans (6), -u comme élément de Co(V), est

A(^, .)) calculé dans Co(V).
dt
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et seulement si Ay est le générateur d'un semi-groupe dans
Co(V). Précisons que nous appelons « semi-groupe » (s.g.)
dans un espace de Banach X, toute application ( i—>- P(,
de [0, + oo ) dans B(X), telle que Pô = 1 = identité,
P^ == P^ pour t, 5 ^ 0 , l'application étant fortement
continue en t dans [0, + oo). Le s.g. sera noté {PJ. Nous
dirons dorénavant :

« le problème de Cauchy (correspondant à A) est résoluble
pour l'ouvert V <= Q »,
si et seulement si (avec D(Av) dense), (6) est uniformément
bien posé dans Co(V), ce qui équivaut pour Ay fermé à « Ay
est le générateur d'un s.g. dans Co(V) ». Nous appelons le s.g.
correspondant « s.g. solution ». En termes du s.g. solution, la
solution de (6), u(t, x), est donnée par

(7) u(t,x) == {Ptf)W. 0 < t, x E û,

pour / > eD(Av) ; (7) donne une solution généralisée de (6)
pour un f arbitraire de Co(V).

Concernant notions et résultats relatifs aux s.g., s.g.
à contraction, opérateurs dissipatifs, en général et dans
Co(^), dont nous ferons usage par la suite, on pourra consulter
[5], [4], [2].

3.1. THÉORÈME. — Soit ^ une famille ajustée d'ouverts

faiblement réguliers de Q. Alors le problème de Cauchy est

résoluble VG e ^, avec un s. g. solution à contraction^ et

Ao1 e B(Co(G)),

si et seulement si VG e ^, tout f e Co(G) admet dans G une

A-intégrale g, et AG est dissipatif à domaine dense. (Dans
cet énoncé on peut supprimer « ajustée », à condition de dire
« g se prolongeant continûment à G »).

Preuve. — Supposons la condition suffisante remplie, et
soit G e ̂ , ôG ^ 0. Soit / 'eCo(G), alors 3G7 e ̂ , avec
G c: G', et soit f e Co(G7) la fonction obtenue en prolongeant f
par 0 dans G'\G (complémentaire de G dans G7). Par
hypothèse 3 une A-intégrale g ' de f, dans G', et si
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g=g1G, alors g e C(G), g eD(A, G)^ et Ag = f dans G.
Soit hg une solution du problème de Dirichlet pour la donnée
gjôG sur ôG, et soit g = (g—^) |G . Alors g e Co(G),
g e D(A, G) et Ag = /*. D'où g e D(Ao). Ceci montre que
I(Ao) = Co(G), et comme AG est dissipatif il suit que
Ac1 existe (voir [2]). Puisque dissipatif, AG est préfermé
(sa fermeture sera notée Ac), et encore par dissipativité
de AG, 3Ac1 == Ac1

 = Ae1. Ainsi Ac1 est fermé et défini
partout sur l'espace de Banach X == Co(G), donc Ae1 e B(X)
par le théorème du graphe fermé. Mais alors, par un résultat
élémentaire bien connu, on aura (Xl — ÂG)~1 £ B(X) dès
que |X| < HAc1!"'1, en particulier pour X > 0 assez petit.
Dans ces conditions, [5], [7], avec AG dissipatif,
fermé (puisque Ac1 est fermé), de domaine dense, AG est
le générateur d'un s.g. à contraction. Ci-dessus on avait
supposé ôG ^ 0; si ôG = 0, on procède de la même façon
avec hg = 0 (puisque ôG == 0, hg = 0 est solution du pro-
blème de Dirichlet). Ceci établit une moitié du théorème. La
réciproque est immédiate, car si G e ^?, /^cCi^G), AcY est
une A-intégrale de f dans G (se prolongeant continûment
à G). L'argument ci-dessus établit aussi la variante indiquée
entre parenthèses à la fin de l'énoncé. C.Q.F.D.

Nous considérerons maintenant quelques exemples.

d
2

3.2. Exemple. — Soit 0, = R === la droite réelle, Ao = —,
CvOC

opérateur local dans C(R) avec D(Ao) == C^R), A l'opé-
rateur local sur R induit par Ao; la famille ajustée
^ == {intervalles ouverts (a, &)}. Clairement la condition
suffisante de 3.1. est satisfaite; pour f e Co((^, &)), on a une
A-intégrale se prolongeant continûment à (a, &), évidente,

g{x) == f; dt f^ f{s) ds.

D'où, le problème de Cauchy

ou _ ô2^
"b7 ~ 0^2

u(0, .)=/•(.),

dans Co(G), est résoluble VG e ,̂ et Ac1 e B(Co(G)).
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3.3. Exemple. — Prenons t2 == R^ N ^ 3,

A A ô2 , o2 , , o2 1 1 .A o = = A == — 4- — + ... + —— == laplacien,
ôrc2 ôrcj ôa^ A

avec
D(A,)={ / •eC(R N ) : A/-

au sens distribution e (^(R^}, et A l'opérateur local sur
R^ induit par Ao. Si

x=(x^ x^ . . .,x^) e R^, r2^^))2 ==H2 ==^2+^j+ • • • +^

alors on a (CN étant une constante),

A^r2-^ - 8,

8 la distribution de Dirac, et pour f e Co(G), G ouvert régulier
(borné), f prolongeant f par 0 dans R^G, on a clairement
que si g = f* (C^r2"^), g = g|G est une A-intégrale de f
à prolongement continu. D'où Ae1 £ B(Co(G)) (pour tout G
du type considéré), et le problème de Cauchy dans Co(G),

ÔIA *— = Au
ôt

u(0, .)=/•(.).

est résoluble, avec un s.g. solution à contraction dans Co(G).
(La vérification de la dissipativité de Aç se fait via régulari-
sation de f et A/*, laplacien distribution continu.)

Dans l'exemple antérieur, on aboutit au même opérateur
local sur û, A, en partant de AQ au lieu de Ao. Par ailleurs
AQ est le générateur d'un s.g. bien connu (mouvement brow-
nien), associé à un noyau de Hunt [3] (en l'occurrence, le
noyau newtonien), et en conséquence la situation de 3.3. est
un cas particulier de la situation très générale considérée dans
l'exemple suivant.

3.4. Exemple. — Soit ti un espace localement compact
séparé, Ap un opérateur local dans Co(îi) générateur d'un
s.g. associé à un noyau de Hunt [3], et A l'opérateur local
sur Q, induit par Ao. Supposons que ^ désigne une famille
d'ouverts faiblement réguliers telle que pour chaque G e ̂ ,
AG soit dissipatif de domaine dense. Alors pour G e ̂ ,
/'G Co(G), si f est le prolongement de f par 0 dans i2\G,
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feCoo(^) c: I(Ao), donc f= Aog, g e Co(tî) et g|G est une
A-intégrale de f se prolongeant continûment à G. Donc
VG e ^, Ac1 e B(Co(G)) et le problème de Cauchy est réso-
luble pour G.

Observons encore que 3.1. entraîne le suivant :

3.5. COROLLAIRE. — Supposons que dans le contexte du
théorème 3.1. la condition nécessaire et suffisante est remplie.
Alors VG e ^?, le problème de Dirichlet pour /*eC(ôG) a
une solution unique, qui sera notée H0/*, déterminant ainsi un

opérateur H0 de C(ôG) dans C((î).

Preuve. — Si u et u' sont deux solutions correspondant
à un f e C(ôG), alors clairement dans G, u — u' e D(Ao),
AG^U — u ' ) == 0, et comme Ae1 existe, u — u' = 0. La
linéarité de H6 suit alors de celle de A. C.Q.F.D.

Dans le prochain théorème « localement » veut dire « ayant
lieu pour au moins un voisinage ouvert de chaque point ».

3.6. THÉORÈME. — Dans le contexte du théorème 3.1., sup-
posons la condition suffisante de ce théorème remplie sauf pour
V exigence « D(Ac) dense VG e ̂  », et ^ exhaustive. Alors
sont équivalents :

a) Limite localement uniforme (i.e. localement en norme Cîy)
de fonctions ^.-harmoniques est A-harmonique.

b) A est localement fermé pour la norme C^ (ou de façon
équivalente, fermé en norme C& pour tout ouvert V, et cela au
sens suivant : /, G D(A, V) n C,(V), A/,, /•, g e C,(V), /, -> /•,
A/^g, dans C,(V), =^ f^ D(A, V), Af = g).

c) H° est borné, comme opérateur de C(ôG) dans C(G),
VG e .̂

Preuve. — La conclusion « 3A(i1 e B(Co(G)), VG e ^ »
de 3.1. subsiste si l'on a la condition suffisante de 3.1. moins
<( D(Ae) dense » (3) $ en particulier H0 est bien défini. Observons
par ailleurs que si G e ^ , ô G = = 0 , G est compact, et alors si h

est A-harmonique dans G, h e D(Ac), ^.çh == 0, d'où h == 0,
H° = 0, (il sera donc souvent inutile de s'occuper de ce cas).
Supposons maintenant que a) est vrai, et soient fn e C(ôG),

(3) On se sert de « — Aç1 codissipatif, de domaine == C()(G) ».
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f^-^ f e C{^G) en norme, H0/^ -> g en norme C(G). Par
a), g est A-harmonique dans G, et f^ -> g|ôG == /, entraîne
par unicité g = H0/*. Ainsi H0 est fermé et défini partout
sur l'espace de Banach C(ôG) donc borné. D'où a) ==^ c).
On voit facilement que c) ====> a), et il est immédiat que
b) ===> a). Il nous reste donc à montrer que a) ====^ &). Soit V
un ouvert <= Q, /n e D(A, V) n C,(V), f^/; Af,-> g,
en norme C^(V). Considérons un x e V, Gi et Gg e ̂ ,
avec x G Ci c: Gi c= Ga <= Gg c: V. Soit ^ e Co(V), réelle,
== 1 dans GI, ===0 dans V\G2. Posons g^ = ̂ A/^, alors
g^->un g en norme C^(V). Dans Gg, gn et geC^Gg), et
A^ e B(Co(G2)), /•, - A^g.-^ f e D(AG,). Donc dans G,,

en norme C&(Gi), fn — fn-^ f — f, et A(/^ — ^) = 0, ce
qui par a), entraîne f — f e D(A, Gi), A(/* — /l/) == 0 dans Gi.
Comme / > / e D(A, Gg), il s'ensuit que fe D(A, Gi); on a
aussi, dans Gi, A.f = Kf = (Ac^^lGi •===• g[Gi = g. Comme x

était arbitraire, cela montre : A est localement fermé (et fermé
en norme C;, pour tout V ouvert). C.Q.F.D.

Si un opérateur local sur 0. remplit la condition &), de 3.6.,
nous dirons qu'il est « localement fermé ».

3.7. THÉORÈME. — Nous reprenons le contexte et les hypo-
thèses du théorème antérieur 3.6., et supposons en outre que A
est localement fermé. Alors tout ouvert G faiblement régulier
tel que AG est dissipatify est régulier.

Preuve. — Si f e Co(G), il suffit de prendre Gi e ^, Gi '=> G,

et de prolonger f par 0 dans Gi\G pour voir que

3geC(G) , g e D ( A , G), Ag =/•,

dans G. Comme aussi AQ est dissipatif, il suit de 3.6. et du
fait que A est localement fermé, que H° est borné, donc G
régulier.

4. Opérateurs semi-compacts.

Nous supposerons maintenant une « condition de compacité »,
qui est satisfaite pour de nombreux opérateurs différentiels,
et souvent assez facile à vérifier.

4.1. DÉFINITION. — Soit A un opérateur local sur ti,
avec une famille exhaustive ^ (Kouverts faiblement réguliers.-
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Nous dirons quun tel opérateur est semi-compacte si quels que

soient G^ Gg e ̂ , Gi c Gg, et l'ensemble {fy} c: D(A, Gg),
avec /a, A/a e C^Gg), ^a condition {en norme C^Gg)),

I I /a i l + ll-A/all ^ constante,

entraîne que {/a|Gi} est précompact dans C(Gi).

4.2. Remarque. — En fait la définition de semi-compact
est clairement indépendante de la famille exhaustive parti-
culière ^ choisie. On peut, de façon équivalente, remplacer
dans la définition antérieure, « ... G^, Gg e ^, Gi <= Gg ... »,
par « . . . V, W ouverts <== û, V <= W, ... », car il suffit étant
donnés V, W, V c= W, de choisir G^, Gg e ^, tels que
V <= GI, GI ^ Gg, Ga c: W, ce qui est possible puisque ^ est
exhaustive.

4.3. THÉORÈME. — Supposons que A est un opérateur semi-
compacta localement fermé, et que la condition nécessaire et
suffisante du théorème 3.1. est satisfaite par rapport à une
famille exhaustive d'ouverts réguliers ^?. Alors Vg e ̂ , A&1

est un opérateur compact dans Co(G), et il en est de même pour
R^ == (xl — Ae)-1, VX > 0.

Preuve. — Soit G e ^, 3G' e ̂  avec G <= G'. Soit {/a}
un ensemble arbitraire d'éléments de Co(G), borné en norme,
jl/all ^ C. Soit fa le prolongement de /a, par 0 dans G'\G;
fa C ^(G'). Soit ga = ÂGYa, ga = ^fa., alors

llAG'gal! ^ C, llgall ^ IlAG1] Ufall ^ CHAG1!!,

donc pour {ga}? llgall + l|A-ga|| < constante, et puisque A
est semi-compact, {ga|G} est précompact dans C(G). Par
3.6., c), l'opérateur H° est borné, et en conséquence l'appli-
cation de C(G) dans Co(G) définie par

f^—^h\G- H^Ajô^jG,

est continue, d'où l'image par cette application de {ga[G},
disons {ga}, est un ensemble précompact. Mais ga e D(Ac),
Aogî = /a? donc {AoYa} est précompact, ce qui prouve que
ÂG1 est compact dans Co(G).
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Supposons maintenant que À > 0, {R^/a} = {&xL {/a}
un ensemble borné, en norme Co(G), ||/a|l ^ C. On a
f^ = ̂ g^ — ÀGga? e^ comme A.Q est dissipatif,

Kigali ^ 11/all ^ C, ||Aog,|| ^ 2C.

Donc, en posant Aega = /ï? on a 11/îll ^ 2C, d'où par
compacité de Ac1,

{AGYÎ} == {ga} ̂  {R^/a} est précompact.

Donc R^ est compact dans Co(G). C.Q.F.D.

4.4. Exemples. — Nous considérons deux cas simples
d'opérateurs semi-compacts. La semi-compacité dans ces cas
peut se déduire de résultats généraux, mais nous la déduirons
ici de façon élémentaire directe.

1) Nous reprenons d'abord la situation de l'exemple 3.2.
où l'on prend maintenant pour ^ la famille exhaustive
{unions finies d'intervalles ouverts bornés}. Soit (a, b)

un intervalle ouvert borné, et f e C^a, 6)) n D(A, (a, &)).
On montre par un raisonnement élémentaire qu'il existe une
constante k (dépendant en principe de \b — a\) telle que
(avec II H == II ||c,((a.&))),

util < wn +nrii).
On en déduit que si {fg} est borné en norme du graphe,
11/all "f" II/^L alors, sur un sous-compact K de (a, &), {fy} est
une famille équicontinue parce que ||/'a|| ^ constante; et
comme [|/a|| < constante, {fy} est pré-compact dans C(K)
par le théorème de Ascoli. Donc A est semi-compact, et
par 4.3. les A^) sont compacts comme opérateurs dans
C,((a, &)).

2) Nous reprenons le contexte de l'exemple 3.3. Alors si G
est un ouvert borné connexe très régulier, et ôG une hypersur-
face C°° orientée, ^(rc, t) est la fonction de Green de G,
f e C^(G), A/* distribution e C^G), on a la représentation
bien connue, V.r e G,

(8) f{x) = C f{t) ̂  ̂  Ç) ̂  + f (A/^)^, () dt.
JOG on JG
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II suit facilement de (8), de l'expression de ^ en fonction
j[

du noyau newtonien, constante X ~N^» et des propriétés

élémentaires du potentiel newtonien dans R^ que l'on peut

calculer —/-? k = 1, 2, . . ., N, par dérivation sous le signe
^

xk , , bfsomme dans (8) et qu'en conséquence —/- est bornée
en termes de bxk

 W)

ll/1k(G)+||A/1c,(G),

si K est un sous-compact de G. D'où par équicontinuité
et le théorème de Ascoli on voit que A est semi-compact.
On en déduit que Ao1 est compact dans Co(G), pour G
régulier.

5. Condition nécessaire et suffisante
pour le problème de Cauchy.

Dorénavant, sauf avis contraire, nous ne considérerons que
des opérateurs locaux A réels, c'est-à-dire tels que VV
ouvert <= û, f e D(A, V) =^ f (conjuguée complexe)
e D(A, V), et A/* == A/*. Alors pour tout V ouvert c t^, Ay
est un opérateur réel, au sens évident, f e D(Av) ==> f e D(Ay),
Ay7 ̂  Ay/*. Un opérateur réel dissipatif dans Co(V) déter-
mine un opérateur dissipatif dans l'espace C?(V) des fonc-
tions réelles de Co(V), et réciproquement si l'on part d'un
opérateur dissipatif dans C^(V), on obtient par la complexi-
fication standard un opérateur dissipatif dans Co(V), (voir
[2]). Pour voir qu'un opérateur dissipatif réel à domaine
dense, dans Co(V), est un prégénérateur, il suffit de vérifier
que I(X — A) ^ C^(V), pour un À > 0. (Nous écrivons pour
simplifier X — A au lieu de Xl — A, et « ———— » dénote
ici (( fermeture de »).

Nous allons maintenant voir que, pour un A donné, on peut
décrire exactement tous les ouverts cr-compacts pour lesquels
le problème de Cauchy a une solution. Nous supposons donc
fixé un A réel, local sur t2.

5.1. DÉFINITION. — Soit V un ouvert de D. Nous dirons

que V est quasi-régulier à Vin fini par rapport à 1-A, si 3K
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compact c V, h e D(A, V\K), h > 0, (l-A)A ^ 0, dans V\K,
^ Vs > 0, 3 Kg compact, V ==> Kg => K, A < s rfan^ V\Kg.

Nous allons interpréter la notion 5.1., mais avant il sera
utile d'introduire encore la notion de « localement dissipatif ».

5.2. DÉFINITION. — Nous dirons que A est localement

dissipatif, si V ouvert non-vide V <= û, fe D(A, V), K
compact <= V, avec \f\ dans V\K ^ constante < sup|/*|,
3x e V, avec \f{x)\ === sup \f\^ et Y

v

(9) Re W)(x)f{x)) ^ 0.

Maintenant, soit V ouvert c Î2, B un opérateur local sur
û, localement dissipatif. Alors nous dirons que la fonction
réelle h est B-surharmonique (sousharmonique), dans V,
si A e D ( B , V ) , B A ^ 0( ^ 0) dans V. Si B' est de la forme
— B, avec B comme nous venons de le décrire (on dira B'
« localement accrétif )>), nous dirons que h est B7-surhar-
monique (sousharmonique), si h est B-surharmonique (sous-
harmonique), i.e. tS'h ^ 0 (B'h ^ 0). Si dans 5.1. A étant
pris = B, V est non compact et oo désigne le point à
l'infini dans la compactification de V par un point, alors h

dans 5.1. est (l-A)-surharmonique et > 0, dans un voisi-
nage de oo, et h -> 0 à oo. Il est donc naturel de dire que h

est une barrière au point oo (point d'Alexandroff, point à
l'infini, de V) par rapport à 1-A. En termes de l'existence
d'une telle barrière on a une formulation équivalente de la
condition 5.1. de quasi-régularité; (si V est compact la condi-
tion de quasi-régularité est automatiquement remplie et nous
dirons par extension de langage qu'il « existe une barrière au
point à l'infini par rapport à 1-A »). Nous avons utilisé le
terme « quasi-régulier à l'infini » plutôt que « régulier à l'infini »,
car les constantes n'étant en général pas (l-A)-harmoniques,
l'existence d'une barrière telle que décrite n'implique pas la
<( régularité au point oo » au sens de pouvoir résoudre le
problème de Dirichlet avec une donnée continue arbitraire
sur la frontière. Par exemple si Q == R, A l'opérateur local
induit sur R par Ao-1, Ao comme dans 3.2., et on prend
V == (0, + °°)5 alors h{x), = x pour 0 < x < 1, == e"^
pour x > 1, est une barrière au point oo, par rapport à
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1-A; mais il n'y a pas de solution pour: f e C(V U {oo}),
/ • |VeD(A, V), Af=0, /•(oo) ^ 0, V u { oo } == compactifié de
V par un point.

Le résultat suivant montre que pour A localement dissi-
patif, les fonctions (1-A)-surharmoniques ont un compor-
tement très voisin du comportement classique.

5.3. THÉORÈME. — Soit A localement dissipatif, V un
ouvert borné <= t2, soit /*, (1-A.)-surharmonique dans V,

se prolongeant en un élément de C(V). Alors pour toute fonction

h e C^V), {1-A.)-harmonique dans V, avec h ^ f dans ôV,
on a

(10) h ^ f dans V.

Preuve. — Supposons ôV ^ 0. Soit g = f— h e C(V).
Soit Vi = [x e V : g(x) < 0}. Puisque g ^ 0 dans ôV,
g\^i

 e Co(Vi). Si Vi ^ 0, 3 par dissipativité locale, x e Vi,
g(^) = min g, < 0, et

v

(11) (Ag)(^) ^ 0.

Comme (1 — A)g ^ 0 , on a tenant compte de (11),

0 ^ ((1 - A)g){x)g{x) = g^x) - (Ag){x)g{x) > g^(x),

donc g{x) = 0, une contradiction. Donc Vi === 0, g ^ 0,
f ^ A. (Dans le cas où ôV == 0, on montre de façon analogue
que alors f ̂  0, et que toute fonction (l-A)-harmonique h,

est == 0 dans V, d'où (10) est encore vérifié dans cette
situation). C.Q.F.D.

Il vaut la peine de donner ici (bien que nous ne nous en
servirons, dans le présent travail, que sous les hypothèses
de 5.3.), un principe du maximum, valable en plus grande
généralité que 5.3. pour fonctions (l-A)-harmoniques. Pour
A comme plus haut mais sans être forcément réel, nous dirons
que A est « localement faiblement restreint », s'il satisfait
aux conditions de la définition 5.2. avec (9) remplacé par
« {Af){x)f(x) ^ R*", où Rî = { X e R : À > 0}. Donc, excep-
tionnellement, nous ne supposerons pas A réel dans le théo-
rème suivant.
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5.3'. THÉORÈME. — Soit A, localement faiblement restreint,

(pas forcément réel), V un ouvert borné <= Q, et h e C(V),
(1-A) -harmonique dans V. Afor,s? 51 ôV = 0, /i == 0 dans V;
autrement,

{W) \h{x)\ ^ max|A(î/)|, V^ G V.
yeôv

Preuve. — Si ôV ^ 0, h comme dans l'énoncé, soit

C=max{ | /^ / ) | : î /eôV} .

Supposons que 3xo e V tel que |A(a;o)| > C, et soit

C < C' < \h{xo)\.

Alors Vi = { r c e V : |/î(^)| ^ C'} est un compact non-vide
c: V,={xe\: \h[x)\ > C},\h{x)\ <Cf < \h{x,)\ dans Vo\Vi,
et puisque A est localement faiblement restreint 3^ e V
avec |A(^i)| ^ |^(^o)l > 0, et tel que

((A/i)(^)A(^)) ^ R^
d'où

0 = ((1 - A)A)(^)^) = \h{x,)\
2
 - __

Re ({Ah)(x,)h{x,)) ^ |A(^)|2.

On en déduirait h{x^) == 0, une contradiction; d'où (10').
Si ôV = 0, alors V == V est compact, et l'on voit de suite
que h, (l-A)-harmonique, doit être = 0 dans V. C.Q.F.D.

Le suivant est le résultat central de cette section, et joue un
rôle basique dans le présent travail. Nous répéterons excep-
tionnellement dans l'énoncé ci-dessous, des hypothèses faites
une fois pour toutes plus haut, concernant A.

5.4. THÉORÈME. — Soit A un opérateur local sur 0, réel,

localement fermé, localement dissipatif. Nous supposons que la

condition suffisante (et nécessaire) du théorème 3.1. est satisfaite,

avec ^ exhaustive. Alors V ouvert <= Q, est c-compact et

le problème de Cauchy pour V est résoluble, avec un s.g. solution

à contraction, si et seulement si D(Av) est dense et V quasi-

régulier à l'infini par rapport à 1-A. Cette dernière condition

est nécessairement vérifiée si V est A-régulier et c-compact.
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Preuve. — Supposons que pour V ouvert non compact
<== Q, 3 une barrière à l'infini par rapport à 1-A, h, et que
D(Av) est dense. Comme A est localement fermé, et loca-
lement dissipatif, Ay est fermé et dissipatif, donc pour
établir que Ay est le générateur d'un s.g. à contraction il
suffira de montrer que 1(1 — Ay) est dense dans Co(V).
Pour cela, considérons un g e Coo(V) n C^V). Puisque il
existe la barrière A, V est c-compact, et ^ étant exhaustive
3 une suite de G^ e ^, avec

supp g = K c: Gi <= Ci ^ G^ ci Ga ^ Gs ^ • . • c: V,

00

et L J G^ = V. Soit g la fonction obtenue en prolongeant g

par 0 dans t2\K. Comme g|G^eCo(GJ, 3 par 3.1., et la
dissipativité de AG^, fn e D(AGJ avec /^ — A/^ = g dans G^,
11/nll ^ l lgl l == l lg l l . On peut supposer que l'ouvert dans lequel h
est définie contient V\Gi. Comme h > 0 dans V\Gi,
GI <= V, ôGi est compact <= V\Gi, on a a == inf A > 0.

ôGi

(II n'y a pas de problème si ôGi, ôG^, == 0). Soit

(12) ^i-digii/^.
Observons que

(13) ô(G,\Gi) = ôG, u ôGi,

que dans ôGi, f^ ^ \\g\\ ^ inf Ai, et que dans ôG^, (avec f^
ÔG,

considéré prolongé par continuité à ôGJ, /^ === 0 ^ h^ de
sorte que l'on a f^ ^ h^ dans ô(G^\Gi). Mais h^ est (1-A)-
surharmonique, et dans G^\Gi, (1-A)/*^ === g|(G^\Gi) = 0,
d'où par 5.3,

(14) /, ^ /^ dans G,\Gi.

Par ailleurs f^ e Co(GJ, donc si l'on écrit ^ pour ^ pro-
longée par 0 dans V\G^ alors ^ G Co(V), et par (14)
f^ < Ai dans V\Gi. En considérant maintenant — g,
— f^ on voit finalement que

(15) - Ai ^ f, ^ Ai dans V\Gi.
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Considérons un G/,, k arbitrairement choisi, et m > n ^ k.

Alors dans G^, f^ — A/^ = g, et ^ — A/^ == g, donc
fn— fm— A(^ — /'J = 0, et par 5.3'. on a

^P \fm — fn\ ^ max |/^ — /'J == max \fm\ ̂  max Ai.
G^ ÔG» ÔG^ ÔG,

D'où
sup |/^ — /'J ^ max Ai, m ^ n.

Gk ÔG^

Puisque Ai e Co(V), il suit que {fn}^==i converge uni-
formément dans tout G^, et donc f^ -> fe C^{\), en conver-
gence simple dans V, uniformément dans chaque sous-
compact de V. A étant localement fermé, il suit que

/ •eD(A,V) ,

et f — Kf = g dans V. Il suit de (15) que fe Co(V), donc
aussi kf = f — g e Co(V), d'où fe D(Av), et

(l-Av)f=g.

Coo(V) étant dense dans Co(V), nous avons ainsi montré que
I(l-Ay) est dense, et cela démontre le théorème dans une
direction. (Nous avons laissé de côté ci-dessus le cas où V
est un ouvert compact, mais dans ce cas V est dans ^, et
par 3.1., Ay est générateur).

Réciproquement, supposons que Ay est le générateur d'un
s.g. à contraction, V ouvert o-compact dans 0.. Donc Ay
est dissipatif à domaine dense et il nous faut montrer que V
est quasi-régulier à l'infini par rapport à 1-A. V étant cr-
compact, 3geCo(V), > 0 dans V. (1-Ay)-1 eB(Co(V)), donc
3/*eD(Av) avec f réelle, et

(16) g = f - A.f dans V.

Nous montrons d'abord qu'on a f ̂  0 dans V. On procède
pratiquement comme dans 5.3., sauf que V n'est pas for-
cément borné, et par contre f e Co(V) : si Vi = {x e V :
f{x) < 0} était ^ 0, on aurait /'(Vi e Co(Vi), et par dissipa-
tivité locale 3^ e Vi, avec (A.f)[x)f{x) ^ 0; comme

( l - A ) / - = g > 0 ,
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on aurait

0 > ((1 - A)f){x)f{x} = f\x) - {Af){x)f(x) ^ f\x\

d'où f{x) = 0, ce qui contredit x e Vi. Maintenant nous
allons montrer qu'on a en fait f > 0 dans V. Pour cela,
supposons 3xo e V, f(xo) = 0. Alors 38 > 0 et un voisinage
ouvert Vo de XQ, tels que Vo c: V, et

f < 8, g > 28, dans Vo.
Alors on a

(17) Af < - 8 dans Vo.

Soit h continue réelle, 0 ^ — h ^ 1, îi^Xo) = — 1, h = 0
sur V\Vo, h e Co(V), donc 3h e D(Av) tel que

\\h-h\\ < -i-.

Pour chaque constante X > 0, posons f-^ == /*+ ^h e D(Ay).
/t

Alors dans V\Vo, puisque f ̂  0, f^ > — — À, tandis que
1

A(^o) = ̂ (^o) < — -7)
 À? d'où l'on voit que min f^ doit

avoir lieu dans Vo quel que soit X. Soit

^={xeN: f^x) < 0},

alors XçeN-^ ^ 0, /^V^ e Co(V^), et min(/>JV^) est atteint
dans V^ n Vo, donc par dissipativité locale 3x\ e V^ avec

(18) (A/^)/,(^) ^ 0,

où to) -min (^|V^) < 0, (A/x)(^) = (Ay)(^) + ^(A/i)(^),

|(AA)(.)| ^ llAv^ll,

d'où par (17), dès que X < 8/||AvA[|, on aura

(A/x)(^) < - 8 + (8/||Av/il|)(A/^) < 0.

Ce qui implique (A/^)(^)/^(^) > 0 en contradiction avec (18).
Donc f > 0 partout dans V; comme par ailleurs / 'eCo(V),
/'e D(A, V), (1 — A)/*== g > 0, f est bien une barrière au
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point à l'infini de V par rapport à 1-A. C.Q.F.D. (4).
Nous traitons des applications aux perturbations du type

« changement de temps » dans la section suivante.

6. Perturbations du type « changement de temps »
et problème de Cauchy.

Nous avons démontré récemment, [4], étendant un
résultat de Dorroh, [i], que si A est le générateur d'un s.g.
à contraction sur Co(ti) (pour ce résultat A n'est pas néces-
sairement local, ni réel), et si p e C^û), p > 0 dans û,
alors pA. est encore le prégénérateur d'un s.g. à contraction.
Il s'agit là d'une perturbation multiplicative singulière du
type « changement de temps en processus de Markov )). L'énoncé
analogue avec p ^ 0 est faux en général. Mais il reste vrai,
comme nous verrons plus loin, en présence de conditions de
Hôlder appropriées pour des opérateurs différentiels (sur des
ouverts de R^). Les conditions de Hôlder mentionnées sont
suffisantes mais pas nécessaires, pourtant nous montrerons
que comme telles, elles ne peuvent pas être améliorées. Nous
appliquons les résultats précédents pour étudier pA, A étant
un opérateur local du type considéré dans ce travail. En passant
nous comparerons « A-régularité » et « quasi-régularité » à
l'infini par rapport à 1-A.

6.1. THÉORÈME. — Soit A un opérateur local sur û,
tel que les conditions du théorème 5.4. sont satisfaites,

0 ^ p G C,(û), V, = {x e û : p(x) > 0}.

Alors Vp est a-compact et le problème de Cauchy correspondant
à pA. est résoluble pour Vp, a^ec un s.g. solution à contraction,
si et seulement si D((pA)vp) est dense et Vp est quasi-régulier
à Vinfini par rapport à 1-pA.

Preuve. — D'abord observons que sous les hypothèses de
l'énoncé, les conditions du théorème 5.4. sont aussi satisfaites

(4) La démonstration ci-dessus établit la dernière phrase de l'énoncé sous l'hypo-
thèse « D(Ay) dense »; on se débarasse facilement de celle-ci en adaptant légèrement

l'argument (3(1 — Ay)-1 e B(Co(V)), 3G e R avec VQ e G, G c: V, etc.).
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pour pA comme opérateur local sur Vp, si l'on prend pour
Vp, à la place de ^, la famille exhaustive

^vp— {G e^: G c: Vp}.

Il suffit de se servir du fait que dans tout G e ^v ? P ^ cons-
tante > 0. Cela étant, notre énoncé découle maintenant
directement de 5.4. C.Q.F.D.

6.2. Remarques. — Dans le contexte et avec les hypothèses
de 6.1., on voit aussi immédiatement que si A est semi-
compact, alors pA comme opérateur local sur Vp est semi-
compact.

Si A est un opérateur local sur £2, localement dissipatif,
et si « A est obtenu à partir d'un générateur local Ao » au
sens <( un générateur Ao — d'un s.g. dans Co(^) — local
dans Co(îî), tel que l'opérateur local sur û induit par Ao
est A », alors AQ ^st un générateur = Ao. En effet si 3
un générateur local dans Co(tî), Ao, et A est l'opérateur
local sur 0. induit, alors clairement Ao c AQ, et comme
on suppose que A est localement dissipatif, AQ est un
prolongement dissipatif du générateur Ao, donc AQ = Ao.

Nous nous intéressons à l'étude des perturbations singulières
du type « changement de temps », d'un générateur local Ao
dans Co(iî) c'est-à-dire des opérateurs de la forme pAo,
0 ^ p e C^(û). D'après la remarque 6.2, on pourra plus
généralement étudier les opérateurs de la forme ?AQ, avec A
local sur ti, localement dissipatif, si l'on se place — comme
nous le ferons — dans le contexte où l'opérateur local sur û
induit par Ao est localement dissipatif. Soit donc A satis-
faisant aux conditions du théorème 5.4., et supposons en
outre que AQ est un générateur. Nous introduisons le « pro-

-̂ ^s-̂

longement naturel » ?AQ de pA^, défini par

(19) D(pAû) == {fe Co(û) : /"(V, e D(A, V,),
dans V, pAf e Co(V,)},

et pour feD{pA.Q),

/on\ ""Y f \P^f dans v?
(20) P^Î=\Q ^ns Û\V,.
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(On rappelle que Vp == {x e t2 : p(n;) > 0}, et que les s.g.
sont toujours dans Co(.)) . On a le résultat suivant:

6.3. THÉORÈME. — Soit A un opérateur local sur Q.,

satisfaisant aux conditions de 5.4., et supposons que AQ est

un générateur (le problème de Cauchy est résoluble pour û).
Soit p e C^ii), ^ 0, et Vp a-compact. Alors le prolongement

naturel pÂQ est un générateur, si et seulement si (pA)vp
est un générateur dans Co(Vp), c^est-à-dire le problème de Cauchy
correspondant à V opérateur local pA. est résoluble pour V ouvert
Vp, donc si et seulement si D((pA)v ) est dense, et Vp est
quasi-régulier à Vinfini par rapport à 1-pA. L'opérateur ?AQ
est dissipatif, donc préfermé, mais n^est pas forcément un
pré générateur', pA^ est un pré générateur si et seulement si
D((pA)v ) est dense, Vp est quasi-régulier à Vinfini par rapport
à 1-pA, et

?AQ = pAû.

Preuve. — L'opérateur pÂQ est dissipatif. En effet soit

fe D(pA^), ^ 0, et soit sup \f\ = a. Si a < \\f\\, alors
û^p

comme feCo{Q.), pour a < (3 < \\f\\, K == {x e ^ : \f{x)\ ^ P}
est compact, K <= Vp, \f\ < p < ||/1| dans Vp\K, donc
par la dissipativité locale de A, 3x e Vp, avec

1/^)1 ==H/1I =m^x|fl,

et Re {(Af){x)f(x)) ^ 0, donc

(21) Re (((pA)^)(rr)7(ï)) = p(^)Re ((A^)/^)) ^ 0.

Si par contre a == \\f\\, alors sup \f\ = s u p j f j , où
Q\Vp K.

Ki=(û\V,) n j . reû: |/-(^)| > ^Hyili
( )

est compact, donc 3x e tî\Vp, avec \fÇx)\ = \\f\\ et naturel-
lement {{pA.)f){x) = p{x)(A.f){x) == 0. Donc en tout cas

3x e 0.,

avec \f(x)\ == l l / 'B, et (21) est satisfait, d'où pXo est dissi-
patif. Nous vérifions plus loin que pÀ^ est fermé.
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Supposons maintenant que ?AQ est générateur d'un s.g.
{PJ. Nous allons montrer que {PJ induit un s.g. dans
Co(Vp), de générateur (pA)vp. VfeC^Vp), nous écrirons f
pour le prolongement à i2, par la valeur 0 dans û\Vp.
La résolvante de {PJ sera notée R^; VX > 0,

R^X-pX^eB^oW).

Soit / 'eCo(Vp), R^f=g, alors f = ^g — p^-Qg implique
g|(û\Vp)==0, c'est-à-dire IV|(Q\Vp) == 0. Comme

P^== lim exp ((X2^ — X)f,
\->+ao

on voit que (P^)|(û\Vp) = 0. Donc P^= ^, /i e Co(Vp),
et l'application f\——^ h, (f\—^f\—^P(fi—^Jz\—^h\ déter-
mine un s.g. dans Co(Vp), comme on vérifie facilement.
Soit {PJ ce s.g., B le générateur correspondant. Comme

(22) W=H V/eCo(V,),

on voit facilement que B est de la forme,

(23) D(B) = {/• e Co(V,) : f e D(pïû)},

B/'==(pAûf)|V,, V/"eD(B).

D'après (23) et (20), on voit que

(24) B = (pA)v,,

Nous avons montré ainsi que si pA.Q est un générateur, il en
est de même de (pA)v dans Co(Vp). Nous allons montrer
la réciproque. Supposons donc que (pA)v est un générateur.

Nous savons que pÀQ est dissipatif, et il est clair que

(25) pÂQ <= RÏQ,

donc D(pÂQ) => D(AQ) dense dans Co(i2), puisque AQ
est un générateur. Il suffira en conséquence de montrer que

I(l-pA^) est dense. Soit v une mesure dans (Co(Q))*,
« orthogonale » à l'image en question, c'est-à-dire telle que

(26) /(l-pX^Jv = 0, V/-6 D(pÀQ).
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De la densité de I(l-(pA)vp) dans Co(V^) on voit de suite
que |v | (V^)==0 et (26) devient

(27) ffd.=0, V/'eDQ^).

Comme les f dans (27) sont denses, v = 0, et la réciproque

est démontrée. Donc par 5.4., ?AQ est un générateur si et
seulement si D((pA)v^) est dense et Vp quasi-régulier à
l'infini par rapport à 1-pA (Vp est par hypothèse c-compact).

Il est clair que ?AQ est dissipatif, et nous verrons plus
loin des exemples montrant que pA^ n'est pas forcément
un prégénérateur. Si ?AQ est un générateur, alors le prolon-

gement dissipatif pA^ est aussi un générateur, et coïncide
avec pA^ par une propriété bien connue, (maximalité), des

générateurs. Finalement observons que pA^ est toujours

fermé, car si f, e D(pA^), /,->/• et pA^ -> g, dans Co(ii),
alors gj(û\V^) == 0, et pA.f^ converge de façon localement
uniforme vers g dans Vp, d'où / > e D ( A , V „ ) puisque A
est localement fermé, et pA.f = g dans Vp, c'est-à-dire

feD{pAo) et ^XQ/* = g. Donc pA^ = pX^ et tout est
démontré.

Par ailleurs, d'après ce qui précède, et de faits connus concer-
nant générateurs et problème de Cauchy uniformément bien
posé (voir par exemple [6], p. 132), pA.^ est un prégénérateur

/^\^/
si et seulement si pAp est un générateur et le s.g. qu'il
engendre laisse D(pA^) invariant. On peut donc aussi
conclure de 6.3. que : « pA^ est un prégénérateur si et seule-
ment si D((pA)v^) est dense, Vp est quasi-régulier à l'infini
par rapport à 1-pA, et le s.g. engendré dans ces conditions

par RÏQ laisse D(pAo) invariant. (Vp est supposé CT-
compact) ».

En spécialisant le contexte du résultat antérieur au cas où
l'opérateur A en question est un opérateur différentiel,
nous donnons maintenant une condition suffisante — condi-
tion de Hôlder sur p — pour que ?AQ soit un prégénérateur.
Nous écrirons C^(t2) pour C^D) n Coo(t2), 0. un ouvert
de R^.
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6.4. THÉORÈME. — Soit £î un ouvert de R^ A le prégé-
nérateur d'un s.g. à contraction, D(A) =» C^(û), et sur
C^(û), A est un opérateur différentiel à coefficients continus^
bornés dans 0.. Soit 0 ^ p £ Cfr(t2) tel que pour tout compact
K c: û\Vp, 3 une constante CK û^ec

(28) p(nQ ^ CK(^, K))771, \fx e iî,

ou d{x, K) e^ Za distance de x à K rfan^ Za métrique de R^
e( m e5( l'ordre de l'opérateur différentiel en question. Alors

pA. est le prégénérateur d'un s.g. à contraction dans Co(Û).
(Dans ce théorème on ne suppose pas, comme on fait auto-
matiquement ailleurs dans cette section, que A est réel).

Preuve. — Puisque pA est dissipatif, et à domaine dense,
il suffira de montrer que I(l-pA) est dense. Soit v une mesure
dans (Co(û))*, « orthogonale » à I(l-pA). Posons Vp === E,
tî\Vp == F, et pour

n = 1, 2, 3, . . ., F, = {x e t2 : p[x) ^ 1/n},

/ 1 \ .
p ^ = s u p ( p , — ) • Considérons un f arbitraire dans Co(û).

\ n
 )

Pa.r un résultat bien connu de Dorroh [l], 3 pour chaque M,
gn e D(A), tel que

(29) /•=(l-p,S)g,,

d'où :

(30) ffd. == f (1-pS)^ d. + f {P-Pn)ïgn d.

=f{pfPn— l)pnïgn^,

puisque I(l-pî) <= I(l-pA), « orthogonal » à v.
D'après (29), ^ ||p,îgJ =\\g^~ f\\ ^ 2\\f\\, puisque

\\gn\\ ^ 11/^11 P^11 ^ dissipativité de p^K. Comme on a aussi
|p/pn — 1| ^ 1 partout, on déduit de (30), que pour tout n,
en posant ¥„ = îi\F^,

(31) \ffd. ^ 2[\f\\ [vKVJ.

Comme les ouverts V^ ^ F, on a

(32) \ffd^ < 2||/-l||v|(F);
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nous montrerons maintenant que H (F) == 0, ce qui entraîne
par (32) que v == 0, et le théorème sera établi. Pour montrer
que |v| (F) = 0, il suffira de voir que |v|(K) == 0 pour tout
compact non-vide K c F. Considérons donc un tel K.
Pour un 8 > 0 quelconque désignons par K§ l'ensemble
{ ^ e R ^ d[x, K) < 8}. Il existe \ > 0, et u e Co(K§J
que l'on prolonge par 0 dans R^K^, tels que

x ud. > -M(K),
K ^

et K^ c= û. Soit n = 1, 2, 3, . . . ; pour n ^ n^ K^ c K^,
et nous posons

(33) Un = ^CK^

où « %s » désigne « fonction caractéristique de S ». Soit
^ e (^(R^, avec + ^ 0, ^ ̂ (x) dx = 1, supp ^ c: boule
unité de R^. Posons ^ï^{x) = n^Çnx), obtenant ainsi une

1
« identité approchée C00 » spécifique, avec « — diamètre du

supp ̂  » ^ 1/yi. Finalement, soit ^ == û^ ̂  e C^(Q).
Alors pour a; e K, M,^) == (û,^ ^J(^) = (^*k)(^) -> ^)
pour n -> + oo (uniformément dans K) ; pour rr ^ K,
d{x, K) > 0 et x f supp u^ pour n assez grand. On a donc

(34) u^ -> U^K partout dans û.

On a aussi clairement,

(35) 1^)1 ^ 1 1 ^ 1 1 , Vxe û.

Par ailleurs,

ô7i+...+^

Ô^ . . . ô^ ^^^

;̂ C|

CùU} y1+"'+j'' -••^J Mn( ) 0^
nl̂ .+...+^

. . ^n^-
. . . ô^

ô^+...+^

Ô^ . . . Ô^H •

- t)dt

— r ^À+...+J^

ici le même C désignera des constantes diverses. Ainsi
puisque, dans C^, A est d'ordre m, ||AuJ ^ Cn7". Nous
en déduisons une estimation pour pAu^; (pAuJ(.r) vaudra 0
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si d{x, K) > 2/n, car supp u^ <= Kg/^, et autrement, pour

d(x, K) ^ 2/n,
|(pAuJ(^)| ^ C(d(;r, K))7"^ < (^/nyw = 2^.

Donc

(36) UpAuJ ^ 2WC pour n ^ yio.

Mais 0 = J (l-pA)i^dv, et j u ^ d ^ -> j u d^ par le théorème

de Lebesgue, en vue de (34) et (35), alors que f pAu^d^ -^ 0,

puisque \fpAu^dv ^ 2WCH(K^\K), par (36) et K <= F

et par ailleurs l'on a (Ka^\K) ^ 0. On trouve donc :

0= ^ud^ ^ -|-|v|(K)

et le théorème est démontré.
Nous sommes maintenant en meilleure position pour discuter

les relations entre A-régularité et quasi-régularité à l'infini
par rapport à 1-A, et pour chercher à déterminer si la condi-
tion de Hôlder du résultat précédent peut être beaucoup
affaiblie ou est par contre « la meilleure possible » en un sens
raisonnable. Pour un ouvert o-compact et sous les conditions
du théorème 5.4., la A-régularité entraîne la quasi-régularité à
l'infini par rapport à 1-A. En sens inverse, les choses sont très
différentes. Soit par exemple dans le contexte de 3.3., V un
ouvert borné qui n'est pas A-régulier. On voit très facilement
qu'il existe p e Co(V), > 0 dans V, avec

p{x) = (d (x, [ V) )2 près de [ V = Û\V.

Alors, d'après 6.4., si Ai == pA, V est quasi-régulier à l'infini
par rapport à 1-Ai, mais manifestement pas Aï-régulier
(ce qui avec p > 0 est équivalent à A-régulier).

Considérons des situations du type 6.4., où l'on part d'un
générateur de la forme AQ, A satisfaisant aux conditions de
5.4. Alors pour voir si l'hypothèse de 6.4. peut être affaiblie
et jusqu'à quel point, en général, il nous faut examiner des
situations où ?AQ n'est pas un générateur, pour

0 ^ p e C,(^).
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D'après 6.3. cela sera le cas si (pA)v^, n'est pas un générateur.
Une approche sera donc de considérer des ouverts V ^ tî
(V sera le Vp pour des p à construire), et d'obtenir (s'il y
en a), des p e Co(V), > 0 dans V, tels que (pA)v n'est pas
un générateur. Comme

pAy <= (pA)v,

(pA)v sera un générateur si pAy est un prégénérateur, et
ceci sera le cas, en vertu du résultat mentionné au début de
la section 6, si Ay est un générateur (car p > 0 dans V).
Mais nous savons que Ay est un générateur si V est A-régulier,
donc notre approche, indiquée ci-dessus, ne peut avoir de succès
que si nous partons d'un V qui n'est pas régulier. Nous
suivrons cette approche. Le cas m == 1 est facile à élucider,
et nous le traiterons à la fin. Nous examinons donc mainte-
nant le cas m = 2 plus difficile à clarifier, en nous servant
des résultats des sections 5 et 6. Nous nous plaçons dans le
contexte de 3.3. avec N = 3, c'est-à-dire celui du laplacien A
dans R3; l'ouvert non-régulier avec lequel nous travaillerons
sera simplement V = Vi\{0}, où V^ est la boule unité
ouverte de R3. Dans ce contexte, nous commençons par

6.5. THÉORÈME. — Le problème de Cauchy correspondant à

rA (ou A est l'opérateur A de 3.3., et nous avons pris

P = P(7*) = r = distance à 0) n'est pas résoluble pour V.

Prewe. — Considérons l'équation r^h = h, pour h == h{r).
Cela donne,

, /d^h 2 dh\ , .
' W - ^ - V d r ) ^ ^

0
-

soit rh" + îh' - h = 0 /"avec dh
 == A7, etc...V Si l'on pose

(37) h{r) = i- <D(r),

rA/i == h devient équivalent à

(38) rO" == 0.
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En cherchant pour (38) une solution de la forme

(D(r) = S a^
n==o

on trouve une solution Oi, d'où par (37) on aura

h,{r) == -^ <Di(r) = ^(r),

^r) = S.n((n^-M^

W = ST—————^7"'-

(39)

n=,(n+ l)(n!)2

En faisant la substitution standard Og = MO^, on trouve
une autre solution $3 de (38), donnée par

(40) (.)=^)f4^.OJr) = <DJr

D'où une solution générale h{r) == — (Ci<I>i(r) + C^^r)).

On détermine ainsi, pour k = 2, 3, 4, . . ., des solutions h,,
de rA/i == /i, telles que A),(I) = 1, /ik(l//c) =0. On a

0,(r) - (<D, (^-)/<I>, (̂ )) 0,(r)

(41) ^)=±—————v v^ v / c / / ———

Comme ^>-i{r) = r^i(r), on a ^i(l) ^ ^i(^) > l? pour

0 < r ^ 1,
et

^ 1 1 / 1 \

Ji W)^ ^(.Mï))2^"1)'
d'où par (40),

10,(r)| ^ (^(l))-2r^(r)((l/r) - 1) ^ (^(l))-^! - r)
-^ 1/^(1) > 0

/ 1 \ / / 1 \
quand r -> 0. D'où °i ( -7- ) / ^2 ( -y- ) tend vers 0 quand

\ k / 1 \ k /
/c -> 4- °°) et d'après (41).

(42) h,{r) -^ h{r) = - Oi(r)/0,(l).
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D'après (39), lim h{r) = —!—, lim -1- <I>i(r) - l/0i(l) > 0.
r->0 -il-1} ^0 r

Cela est incompatible avec l'existence d'une barrière h près
de 0, par rapport à 1 ~ rA (disons que h est définie pour
0 < r ^ TQ < 1, ro > 0), car on aurait, pour 1/k < r ^ 7-0,
d'abord par 5.3., 0 ^ ^ ^ 1, les ^ étant (1 — rA)-
harmoniques, et encore d'après 5.3., 0 ^ hj, ^ ÇA, C une
constante > 0, d'où 0 ^ h ^ Ch pour 0 < r < 7*0$ en
conséquence on devrait avoir lim h(r) == 0. Il n'y a donc pas

r->0

de barrière à l'infini de V, par rapport à 1 — rA, et d'après le
théorème 5.4., le problème de Cauchy pour V n'est pas réso-
luble. C.Q.F.D.

6.6. Remarque. — Dans la démonstration du théorème
précédent nous avons utilisé le fait que l'opérateur A, A de
3.3., est localement dissipatif. Cela résulte d'un calcul simple,
et bien connu, quand f e C^, ou pour f approprié dans C2,
et lorsque f n'est pas dans C2 on le vérifie en régularisant
avec une identité approchée Coo (voir 3.3.).

6.7. COROLLAIRE. — Dans les conditions du théorème 6.5.,
le problème de Cauchy correspondant à r^, n^est pas résoluble
pour V, si 0 ^ a ^ 1. (En particulier le problème corres-
pondant à A, nest pas résoluble pour V.)

Preuve. — Si (r^y est un générateur, pour 0 ^ a ^ 1,
alors par le résultat mentionné au début de la section 6,
yi-a^a^^ çg^ ^^ prégénérateur. Mais ^"^(r^y c= (yA)v;
ce dernier étant dissipatif et fermé serait alors un générateur
(maximalité), ce qui par 6.5., n'est pas le cas. Donc (r^^
n'est pas un générateur (ni prégénérateur, puisque fermé).
C.Q.F.D.

L'argument du corollaire précédent a évidemment un carac-
tère général qu'il convient de mettre en évidence, en nous
écartant un instant du contexte « A dans V » pour passer
au contexte général temporairement, et mener à bout ensuite
notre discussion du contexte particulier. Considérons donc
dans le contexte général un opérateur A local sur û, loca-
lement dissipatif et localement fermé. Soit V ouvert <= îî.
Si 0 < pi, p2 e Cft(V), et C désigne diverses constantes,
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alors « pi ^ pa )) veut dire « pi/p2 ^ C » (pi ^ pg est équi-
valent à pa ^ pi, et « pi w pg » veut dire « pi ^ pg ^ pi »).
Alors en ces ternies, on a

6.8. PROPOSITION. — 5i le problème de Cauchy correspondant
à piA est résoluble pour V, alors on a la même situation pour
pgA si p2 ^ pi.

Preuve. — Par hypothèse (piA)v est un générateur,
q == pa/pi £ Cfc(V), q > 0 dans V. Mais (?2A)v est dissi-
patif et fermé puisque A est localement dissipatif et loca-
lement fermé, et

(43) ?(piA)v <= (?piA)v = (p2A)v.

Par le résultat déjà mentionné, cité au début de la section 6,
ç(piA)v est un prégénérateur, et alors (43) entraîne que
(?2A)v est un générateur. C.Q.F.D.

Une autre observation qui est utile dans le contexte « A
dans V », mais vaut aussi la peine d'être formulée dans le
contexte général, est la suivante :

6.9. PROPOSITION. — Soit A comme dans — et satisfaisant

aux conditions de — 5.4., et V ouvert ^ 0, a-compact dans û,
de la forme V === Vg\K, K compact

 c Vg, avec Vg un
ouvert régulier. Alors le problème de Cauchy correspondant à A,
pour V, est résoluble si et seulement si 3 « une barrière par

rapport à 1-A, près de K dans V » {de façon précise, si 3Wo
ouvert ^ K, ^ K, h e D(A, Wo\K), (l-A)A ^0 , h > 0,
dans Wo\K, et Ve > 0, 3Wg ouvert, K <= Wg <= Wo, ^ < s
dans Wg\K), et D(Av) est dense.

Preuve. — Suit immédiatement de 5.4., puisque les barrières
sont définies dans des voisinages ouverts du point à l'infini,
et par régularité de Vg il existe automatiquement un « mor-
ceau de barrière, près de ôVa dans V ».

Nous retournons maintenant au contexte de « A dans V »,
celui de 6.5.

6.10. THÉORÈME. — Dans les conditions de 6.5., le problème

de Cauchy correspondant à r^ (ou pA, avec p = p(r) « r^)



PROBLÈMES DE CAUCHY POUR OPÉRATEURS LOCAUX 441

nest pas résoluble pour V, si 0 ^ a < 2. (Le problème est

résoluble par 6.4. pour a > 2.)

Preuve. — En vertu de 6.8. il suffira de montrer le résultat
désiré pour a irrationnel, 1 < a < 2. Considérons l'équation,
pour h = A(r),

(1 — r^)h = 0.

4

Par le changement de variable A(r) = — ^M? elle devient :

(44) T^O" — 0 = 0.

Nous faisons maintenant le changement de variable indé-
pendante ( == r?, avec (3 = 2 ~ a > 0. Nous obtenons
l'équation :

(45) ^+P_- l ^-_<^ ,=o ,

4>(^) = O^P) = ̂ Çr). On trouve une solution particulière
4>i(t), de (45), sous forme de série de puissances

+l(^) = ^0 + a^ + <^2 + • ' • 5

donnant lieu à la solution particulière ^i^r) (j3 irrationnel),

(46) < D , ( r J = l +

â^('-})('>-:-})•••(l-})^?'
Le minimum de |1 — Â'(3[, /c === 1, 2, 3, 4, . . ., est > 0.
Il existe donc pour chaque (B du type considéré, S((3) > 0,
tel que |/c — 1/(3[ > 8(P) > 0 pour k = 1, 2, 3, 4, . . . ,

00

d'où on trouve pour le terme S • • • de (46), l'estimation

oo y< / S \ n

^ V -1- ( — • — } = ̂ WP) — 1
'Àn!^^)/n==i | n=l M

qui -> 0 avec r -> 0, donc par (46), 3ro == ro((3) > 0, tel que

(47) ^iM ^ constante == C > 0, pour r < ro.

De façon analogue à (40), on a une autre solution ^(r) (ici on
17
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intègre à partir de 0), donnée par

<3W = ̂ J^oê^ 0 ^ r ^ 7-0.

On peut alors trouver une suite de fonctions h^

/ c= l , 2, 3, ....

avec (1 — ^A)^ = 0, h,^} = 1, /i,(l//c) = 0. (On peut
supposer l//c < 7*0). On trouve

r °2 (1) <I)l(71) - 01 (t) <I)2(r)

(48) W=^-——^———————W————.

<î>2 (-̂  <I>i(ro) - Oi (-^ <I>2(ro)

Comme OzÇr) -»• 0 pour r ->• 0, et <E>i(?') -> 1 pour r -> 0,
on a de (48), 3/i(r) == lim h^(r), pour 0 < r < rg, et

X;>oo

(49) k(r)=.^â)^îa•

M.,. ^)=^+,;(.)^^A, d'où

'''•̂  = Ïi(0) = 1'
et en conséquence,

(50) lim h{r) = ——— lim °2^ == —^- 0,(0)
r^o ^zvo) '•*o r ^2^0)

= ro > o
<I>2^)

On conclut ainsi comme dans 6.5. qu'il n'y a pas de barrière,
ce qui démontre le théorème.

En conséquence nous voyons que pour m = 2, la condition
de Hôlder du théorème 6.4. ne peut être remplacée par une
d'ordre plus petit, même pour des opérateurs elliptiques
à coefficients constants.

Observons, en passant, que dans 6.10., pour a ^ 2, nous
avons utilisé le théorème 6.4., mais il est facile de produire
une barrière pour le cas spécial en question. En effet, il suffit
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de considérer le cas a == 2, d'après 6.8., et de trouver une
barrière h près de 0, d'après 6.9. Il suffit de prendre

h = h{r) == r5, s > 0,

et l'on trouve (1 — r^h = (1 — s — 52)^, donc on pourra
prendre pour s la racine positive de s

2 + 5 — 1 == 0, soit
^ == (V5 — 1)/2, pour avoir une barrière du type voulu.

Pour terminer cette section, quelques remarques concer-
nant quasi-régularité (par rapport à 1-A) et régularité
(par rapport à A, et 1-A). Pour un ouvert non-borné, nous
définissons « V est un ouvert A-régulier non-borné » de la
même façon que pour un borné sauf que nous prenons ôV
dans Q* compactifié de Q. par un point. Reprenons main-
tenant, pour commencer, le contexte de l'exemple 3.2., et
l'ouvert V==(0, + oo) <= Q*. Alors V est quasi-régulier
à l'infini par rapport à 1-A (barrière h{x) = x près de 0,
= e-" près de + oo), mais V est «non régulier Dirichlet»
(il n'y a pas de fonction A-harmonique dans V, e C(V),
sauf pour f(0) == f(+ oo)); V n'est pas « régulier » pour le
problème de Dirichlet par rapport à 1-A, bien qu'il soit quasi-
régulier (d'ailleurs, avec ôV== {0} u {+ oo},A est une barrière
par rapport à A au point 0, mais pas au point +00) .

Dans un esprit similaire, considérons le contexte analogue
à celui de 3.3. sauf avec N = 2, au lieu de N ^ 3. Soit
V le complément (dans R2) de la boule unité fermée Vi,
de R2 == û. Alors V n'est pas régulier pour le problème de
Dirichlet ordinaire (pas A-régulier), mais le problème de
Cauchy est résoluble, V est (l-A)-quasi-régulier, car comme
dans 6.9. il suffit de trouver une barrière près de oo e ôV
(il n'y a pas de difficulté près de ôVi <= ôV, par régularité),
et celle-ci est donnée par h == h{r) == e^ près de oo,

(1 - A)A= -l-6-r > 0.

7. Le cas m = 1.

En ce qui concerne l'évaluation de la précision du résultat
6.4., le cas m = 1 est beaucoup plus facile à explorer que le
cas m = 2 (que nous avons examiné ci-dessus à l'aide des
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résultats des sections 5 et 6). Par ailleurs l'esprit de la situation
n'est pas le même. (Ici nous n'avons pas à faire à des opérateurs
fortement elliptiques ni à des ouverts réguliers). Nous exami-
nerons donc, pour terminer, ce cas simple dans la présente
section, en résolvant complètement une situation particulière,
par une « approche directe ». Soit Q == R, Ao l'opérateur

local dans C(^), A o = ^ , D ( A o ) = C^û) = {fonctions

continûment dérivables sur t2}, et A l'opérateur local sur û
induit par Ao. Soit V l'ouvert (0, + °°) c ^- Naturelle-
ment AQ est un générateur (semi-groupe de translations),
mais Ay n'est pas un générateur. On a

7.1. THEOREME. — Soit p e C^(V), > 0 dans V. Alors

(pA)v est dissipatif et fermé, et c^est un générateur si et seule-

ment si

r1 1
(51) { ^ ^ ^ + oo.
v / Jo P{t)

Preuve. — Supposons que (51) n'est pas satisfait. Soit dans
ces conditions

(52) h{x) = ̂ "^^ pour x > 0.

Alors h{x) > 0 pour tout x > 0, et h{x) ^ 1. Aussi
h e Cft(V) n C^V), et ph' + h = 0. Soit sur V la mesure
totalement finie rfv définie par rfv = (hf?) dx, où dx est
la mesure de Haar ordinaire sur R (restreinte à V). On
vérifie alors de suite, par intégration par parties, que si
feD((pA)v),

/{Pf -f)d.=0

d'où 1(1 — (pA.)v) n'est pas dense dans Co(V), et (pA)v
n'est pas un générateur ou prégénérateur. Puisque A est

00

U
( ^ \

localement fermé, et V == <x e V : p(x) ^ — [ ? on a comme
n=i ( n 5

avant (pA)v fermé, et par ailleurs (pA)v est clairement
dissipatif.

Reste à montrer que la condition (51) est suffisante. Suppo-
sons qu'elle est satisfaite. Soit g e Coo(V), tel que

supp g c: (a, p),



PROBLÈMES DE CAUCHY POUR OPÉRATEURS LOCAUX 445

où 0 < a < P < + ° ° - Posons

rj ^ .u(x) = i —— dt,^ jp pw -
alors u e C^V), et par (51),

(53) lim e^ = 0
x^O

Dans ces conditions, la fonction f définie dans V par

(54) f^=-e^ f^e-^g{t)dt,

est dans C^V), et satisfait à f{x) — p{x)f
f
(x) == g{x)y >/x > 0,

comme on vérifie sans difficulté. Puisque supp g
 c (a, (3),

f{x) = 0 pour x ^ (3, et pour 0 < x < a,

f(x) == constante X (~ e^) -> 0 avec x -> 0.

Donc /*£Co(V), et par

f-pf=g.

pf e Co(V), d'où fe D((pA)v) et g e 1(1 - (pA)v). Ainsi
1(1 — (pA)v) est dense, et le théorème est démontré.

7.2. COROLLAIRE. — Dans le contexte et les conditions de 7.1.,
soit p e C^(û), = 0 dans Û\V, > 0 dans V. Alors si

F
1 1( —— dt < + °°? P^Q n'est pas un pré générateur dans

Jo PW
Co(^i). Si p w x^ dans (0,e), s > 0, alors pA^ est un pré gé-
nérateur dans Co(îi) si et seulement si a ^ 1.

Preuve. — La première partie suit de 7.1. comme dans 6.3.
F

1 1Si maintenant p w x^ et a < 1, alors ( —— dt < + 00?
__ J o PW

et nous venons de voir qu'alors pA^ n'est pas un générateur
dans Co(t2). Si par contre a ^ 1, alors pA^ est un géné-
rateur dans Co(^), par le théorème 6.4. pour m = 1. C.Q.F.D.

Le corollaire précédent montre que aussi pour m = 1 la
condition de Hôlder de 6.4. ne peut être remplacée par une
d'ordre inférieur.
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