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Introduction.

Le problème de Dirichlet pour des équations linéaires non-elliptiques
(en particulier hyperboliques) a été étudié dans différentes voies. D’abord

pour l’équation des cordes vibrantes (Hadamard [16], [17], Huber [20 bis],
Bourgin-Duffin [5], Berezanski [4 bis]) avec des résultats essentiellement né-
gatifs. Puis, en partant de la décomposition spectrale de certains opérateurs,
Louhivaara [30] et Browder [6], [7], ont étudié l’existence de solutions dans
Hô (il) pour des opérateurs assez généraux d’ordre 2 m. Enfin des problè-
mes aux limites assez généraux ont été étudiés par Berenzanski [4] et
Hôrmander [20], mais parmi lesquels on ne retrouve pas toujours le problè-
me de Dirichlet pour un ouvert borné.

On va faire ici une hypothèse de positivité, qui sera essentielle pour
l’existence et l’unicité des solutions du problème de Dirichlet (on reviendra
de façon plus précise sur la nécessité de cette condition dans une publication
ultérieure). On va donc étudier ici le problème aux limites de Dirichlet pour
des opérateurs différentiels de type positif posé par M. L. Schwartz dans

[39]. On ne considèrera dans ce travail que des opérateurs hyperboliques
positifs à coefficients constants. Ces opérateurs ne sont jamais strictement
hyperboliques, l’introduction de termes non-principaux soulèvera donc tou-
jours un certain nombre de difficultés (cf. Lax [23], Hbrmander [19], Chaillou
[9]). C’est pourquoi la plupart des résultats présentés ici concerneront soit

des opérateurs se comportant comme des opérateurs homogènes, soit des
opérateurs à caractéristiques réelles d’ordre 2 au plus.

L’espace des solutions d’un tel problème de Dirichlet se présente comme
complété de fD (0), Q ouvert convenable de pour une certaine norme.
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L’étude de ce problème comporte donc deux parties distinctes. D’abord l’in-

terprétation de la nullité au bord correspondant au problème posé, ainsi que
les problèmes inhomogènes associés. Ensuite l’étude des solutions, et en

particulier de leur régularité quand celle du second membre augmente. Dans
le présent travail l’accent est mis sur le premier point et le second n’est
étudié que dans des cas particuliers. On reviendra sur cette question dans
une étude ultérieure basée sur l’étude des solutions au voisinage des points
caractéristiques de la frontière, et avec des restrictions (du type P-convexité)
sur les ouverts.

On étudiera également dans un autre article l’aspect « opérateur non
borné dans L 2 » des problèmes traités ici, ainsi que certaines équations
d’évolution liées aux opérateurs hyperboliques positifs.

Voici le plan de l’étude. Dans le chapitre I on a rassemblé un certain
nombre de résultats concernant le problème étudié (1-1) et les opérateurs
hyperboliques (1-2), en particulier les opérateurs hyperboliques positifs. De
cette étude on déduit une classe d’ouverts dans lesquels le problème est
bien posé (1-3).

Le chapitre II est consacré à l’étude du problème de Dirichlet dans

des ouverts de type « futur » on démontre d’abord une inégalité intégrale
de type Hardy (II-1). On étudie ensuite la structure de l’espace des solutions
et de l’espace des second membres. On en déduit une expression du noyau de
Green à l’aide d’opérateurs de convolution (11-2). La régularité des solutions
est étudiée en (111-3).

Le chapitre III contient trois paragraphe, le dernier est résumé ci des-
sus. Les deux premiers sont consacrés à l’étude du problème de Dirichlet
dans des ouverts du même genre que la bande spatiale (définition en

III-1-1), d’abord interprétation des problèmes homogènes et inhomogènes
(III-1), puis régularité de la solution (111-2).

Au chapitre IV on étudie un espace du type Sobolev dans le plan,
mais défini par une seule dérivée partielle ; on donne d’abord des proprié-
tés générales de ces espaces (IV-1), puis des théorèmes de traces (IV-2).

De l’étude précédente on déduit, au chapitre V, l’interprétation du pro-
- blème de Dirichlet homogène pour un opérateur hyperbolique positif ayant

deux caractéristiques réelles distinctes seulement (mais d’ordre quelconque)
dans un ouvert borné du plan (V-1). On donne ensuite des compléments
dans le cas des opérateurs du quatrième ordre. Dans ces deux chapitres on
abandonne partiellement la formulation hilbertienne des problèmes pour une
formulation dans LP.

Le chapitre VI enfin est consacré à l’interprétation du problème homo-
gène (VI-1) et inhomogène (VI-2) pour un ouvert borné très régulier de Rn, y
ainsi qu’à des compléments pour les opérateurs du quatrième ordre (VI-3).
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L’interprétation, fondée sur un théorème de trace moins précis que celui du
chapitre IV, est moins complète que celle du chapitre V.

Les résultats des chapitres II, III, IV~ V ont été en partie r6sumés
dans deux notes aux Comptes-Rendus (Authier [1], [2]). Je remercie M. Lions
et M. Schwartz, de m’avoir posé ce problème, de s’être constamment inté-
ressés à mon travail, et de m’avoir permis d’exposer certains des résultats

présentés ici au cours de leur Séminaire 1968-1969.

CHAPITRE 1

Ce chapitre contient des rappels et quelques résultats élémentaires con-
cernant : le problème aux limites étudié (extraits en général de [26] et [39]),
les opérateurs hyperboliques (extraits de [12], [19], [25], [33] et [43] ), les

opérateurs hyperboliques positifs, et les ouverts dans lequel le problème
considéré est défini.

I-1: Le problème de Dirichlet pour les opérateurs de type positif.

I~ 1-1: Définitions et généralités.
Soit P (D), , un opérateur différentiel linéaire dans un ou-

vert S~ de Rn, on dit qu’il est positif sur S~ si pour toute g E (D (S~).

Si P (D) est à coefficients constants, il est positif sur tout ouvert S~
de si et seulement si son polynome transformé de Fourier vérifie

nous nous restreindrons à ce cas. On peut alors définir, quel que soit S~~
un sous-espace hilbertien de (0) de la façon suivante :

est le complété de pour la norme
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Si cet espace est normal, ce qui aura lieu au moins pour tout ouvert

borné, on considère son dual CJ1 qui est un sous-espace hilbertien de
CD’ (il), et on peut écrire

est le complété de pour la norme

P (D) est alors un isomorphisme de CU (P, il) sur 0 1. C’est le problème
aux limites ainsi défini que nous étudierons dans la suite. Nous l’appelle-
rons problème de Dirichlet homogène par l’analogie avec le cas où."

où l’isomorphisme précédent devient

c’est à-dire le problème de Dirichlet homogène habituel.

REMARQUE : Louhivaara [30] et Browder [6] ont étudié un problème
de Dirichlet pour des opérateurs non-elliptiques. Il n’a que très peu de

rapports avec celui qui est défini ci-dessus. En effet ces auteurs ont cherché
des conditions, utilisant la décomposition spectrale des opérateurs, sur les
second membres pour qu’il existe des solutions dans (pour un opé-
rateur d’ordre 2m non nécessairement positif) ; ainsi qu’un théorème d’exi-
stence analogue pour le problème inhomogène.

On va également ici définir un problème de Dirichlet inhomogène. Soi-

ent Di et S~2 , S~i e i2’ , 2 deux ouverts tels que ~V (P, soit normal, soit
l’ensemble des restrictions à ,~1 des fonctions de CJ1 (P, Q2)’ cet

espace est, pour S~1 suffisamment régulier, indépendant de !J2, et peut
être muni, par passage au quotient, d’une structure de sous-espace hilbertien
de (D’ (0). Soit alors T E il) et v E flfl (P, Q), il existe u E C)J (P, Q), .
unique tel que

Nous désignerons ce problème sous le nom de problème de Dirichlet
inhomogène.

I-1-2 : Un ca8 particulier d’opérateurs positifs : les opérateurs
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Pour ces opérateurs, Q* (D) désignant l’adjoint de Q (D), les espaces
CJ1 (P, £2) et il) prennent une forme spéciale. Soit Ho (Q, D) le complété
de ~D (Q) pour la norme

une condition nécessaire et suffisante pour que (P, D) soit normal est

que Ho (Q, il) soit un espace de distributions. Et, alors, Ho (Q, Q) = qi (Pl !J)
en tant qu’espaces de Hilbert. On peut alors remarquer que (P, Q) =
= H’ (Q, Q) est l’image par Q* (D) de L2 (Q). Ces notations coïncident, à

une équivalence de norme près, avec celles de [26].

I-2 : 0pérateurs hyperboliques.

1-2-1: Généralités :

DÉFINITION: Soit P (D) un opérateur différentiel à coefficients constants

et N E Rn, on dit que P (D) est hyperbolique par rapport à N si et seulement si

et il existe tel que

(pour et

Dans le cas où P (D) est homogène il est nécessaire et suffisant pour
cela que P (N) # 0 et P (~ + zN) ait toutes ses racines réelles comme poly-
nôme en z quelque soit e E Rn.

Les opérateurs hyperboliques P sont également caractérisés par le fait
d’avoir une solution élémentaire E à support dans un cône r(P) tel que

Cette propriété permet d’ailleurs de définir des opérateurs de convolu-

tion hyperboliques, non nécessairement différentiels et ayant de nombreuses

propriétés analogues à ceux ci [21]. On appelera solution élémentaire de

Cauchy cette solution élémentaire, elle vérifie en particulier

On notera Fx (P) le translaté de de sommet x
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I-2-2: Quelques classes particulières d’opérateurs hyperboliques.

D’une façon générale tout ce que nous ferons par la suite sera valable

pour les opérateurs hyperboliques homogènes, mais le passage aux opéra-
teurs inhomogènes amènera des difficultés.

Nous allons définir trois classes particulières d’opèrateurs hyperboliques
qui nous serviront, suivant les cas, à généraliser les résultats obtenus aux

opérateurs inhomogènes
La première classe est classique.

DÉFINITION : On dit que Q (D) est strictement hyperbolique par rapport
à NE si et seiclement si sa partie principale Qm, (D) est hyperbolique par
rapport à N, et les racines de Qm (e + zN) sont toutes simples.

Ces opérateurs sont hyperboliques, de même force que leur partie prin-
cipale, et pourront donc, dans de nombreux cas être remplacés par leur

partie principale.
La deuxième classe est définie et étudiée dans [33]. Donnons aupara-

vant quelques notations ; soit Q (D) un opérateur hyperbolique par rapport
à N = (1, 0, ... , 0) Qm (D) sa partie principale, on a :

où l’on a posé , Si l’on pose

tous les ~~ sont réels. On posera

On peut alors donner la définition :

DÉFINITION : un opérateur
hyperbolique par rapport à N= (1, 0, ..., 0), on dit que Q est proprement
hyperbolique si pour tout oc E (1, ..., m)

quelque soit (z, ~’) E Rn, les fonctions ra, j (e’) étant bornées sur
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Tout opérateur strictement hyperbolique est proprement hyperbolique.
Cette classe d’opérateurs hyperboliques permet de généraliser les inégalités
d’énergie, classiques dans le cas strictement hyperbolique [13].

Enfin, on donnera la définition

DLFINITIUN : Soit Q (D) un opérateur différentiel et N E Rn, on dit q1UJ

Q (D) est fortement hyperbolique par rapport à N si et seulement si Q (D)
est hyperbolique par rapport à N et P (e + = 0 n’a que des racines réelles

comme polynôme en ~c quand e E Rn.
Tout opérateur hyperbolique homogène est fortement hyperbolique.

L’opérateur est fortement hyperbolique pour

et

1-2.3: Les opérateurs hyperboliques positifs.
On a d’abord.

PROPOSITION 1-1 : Soit P (D) fortement hyperbolique pa,r rapport à N

et positif ; alors P (D) = Qt1I (D) - Q (D), avec Q (D) foi-tement Ityperbolique par
rapport à N. 

_

DÉ-LXONSTRATION : P (e + 1:N) = H (~c~ ~) est un polynôme à coefficients
réels dont les racines comme polynôme en 1" sont toutes d’ordre pair. C’est
donc le carré d’un polynôme à coefficients réels [[19] p. 277, lemme 3 2].

donc possède visiblement les pro-
priétés voulues.

COROLLAIRE: Soit P (D) un opérateur différentiel hyperbolique positif, il
est d’ordre pair 2m, et il existe un opérateur hyperbolique homogène d’ordre

m, Qm (D) tel que P (D) = [Qm (D)12 + R (D), avec ordre B ,- 2m - 1.

DÉMONSTRATION: La partie principale d’un opérateur hyperbolique
positif est elle même positive, et évidemment fortement hyperbolique.

Donnons enfin un autre résultat élémentaire concernant certains opé-
rateurs hyperboliques positifs

PROPOSITION I-2 : 1 Soit P (D) 2cn opérateur hyperbolique positif dont la

partie przncipale P2m (D) est le carré d’un opérateur strictement hyperbolique,
alors P (D) et P2m (D) sont de même force.
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DÉMONSTRATION : Il suffit de montrer d’après [19] (Th. 5.5.7, P. 134)
Que P (D) est moins fort que P2m (D). Or.

il faut donc vérifier que Pa est moins fort que Q2, ce qui est évident pour
ce 2 (m - 1), puisque tout opérateur d’ordre m - 1 est moins fort qu’un
opérateur strictement hyperbolique d’ordre m. Pour 0153 = 2m -1, on remarque
que (e) est nécessairement nuls pour tous les e de Rn tel que Q (e)
soit nul, sinon P ne serait pas positif, donc est divisible par Q (e) puisque
Q (e) est sans facteur multiple donc

R (D) d’ordre m - 1 est moins fort que Q (D), d’où la proposition.

I-3 : Conditions pour que soit normale.

1-3-1 : Remarques préliminaires.

Soit P (D) un opérateur hyperbolique positif à coeff cients constants.

On peut faire les remarques suivants. D’abord pour D borné, CU9 (P, il) sera
toujours normal ([39] prop. 34, p. 233) : et si S~’ et si il) est
normal, alors W (P, n’) l’est également. D’autre part si P est homogène,
W (P, Rn) n’est certainement pas normal ; en effet il est nécessaire et suf

fisant pour que

soit normal que

prop. 33, p. 231). Ceci n’est jamais vérifié sous les hypothèses précédentes.
On est donc amené à chercher des ouverts « les plus grands possibles »

tels que ~ (P, il) soit normal.

1-3-2 : Conditions pour que Ho (Q, 0) Boit un espace de distributions.
On commence par énoncer un lemme rassemblant deux inégalités que

nous utiliserons ensuite.

LEMME I-1 : Soit Q (D) hyperbolique d’ordre m par rapport à N, et soit
alors
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a) il existe une constante C (z) telle que, pour toute

b) si, de plus, Q (D) est strictement hyperbolique, il existe 0 (~t) telle que,

pour toute

DÉMONSTRATION : (1-14) se trouve dans [43] (p. 35-37) Par transformée
de Fourier (1-13) résulte de l’inégalité

vérifiée par tout opérateur hyperbolique par rapport à N ([19], p. 137, iné-
galité 5.6.2).

On peut alors énoncer

PROPOSITION I-3 : Soit Q (D) un opérateur hyperbolique par rapport à N,
alors Ho (Q, Q) est un espace de distributions pour tout ouvert Q contenu dans
un demi-espace de la forme

DÉMONSTRATION : Elle se fait en deux étapes. On montre d’abord que
l’injection j muni de la norme Il.IIQ dans (D’ (Q) est continue, ce
qui est une conséquence immédiate de l’inégalité (1-13) si S~ est contenu

dans D+(et de l’inégalité (I-13) et du fait que Q (D) est aussi hyperbolique
par rapport à - N, si 0 c fiâ). Il faut ensuite montrer que le prolongement
de j à Ho (Q, 0) par continuité est encore une injection.

Soit alors (gn) une suite de Cauchy pour 11-Ilg tendant vers 0 dans

~D’ (5~~~ (Q (D) CPn) est une suite de Cauchy dans .L2 convergeant vers 0

dans (D’ (Q), donc convergeant vers 0 dans .L2 (Q), donc ](q tend vers 0,
ce qui achève la démonstration.

REMARQUE 1 : On peut dans l’énoncé précédent remplacer N par n’im-
0

porte quel vecteur de r (Q).

REMARQUE 2 : Soit il un ouvert convexe de R2 et
- .." ,

alors la condition de la proposition précédente est nécessaire.
Sinon Q contient une bande considérons

la suite qJp E (D (0), définie par

avec
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Alors - tend vers 0 et (~p) tend vers ~y (0) e (x + y) dans

1-3-3 : Application à

De la proposition 1-3 on tire immédiatement la suivante

PROPOSITION 1"4 1 Soit P (D) un opérateur hyperbolique positif par rap-
port à N, il un ouvert contenu dans ou S~~ (notations de la proposition
1-3), si P (D) est minoré (au sens de la relation sur les noyaux po.

sitifs de (£2)) par un opérateur hyperbolique Pi (D) = Q* (D). Q, (D) alors
CU9 (P, Q) est normal.

DÉMONSTRATION: D’après [39] (proposition 30, p. 214 et Remarque 1,
p. 215) il suffit de vérifier, y pour que CU9 (P,,Q) soit normal, que 1

Or la condition de la proposition exprime que
et d’autre part d’après la proposition 1-3 on sait que

est normal.

En fait nous n’appliquerons cette proposition que dans le cas où

et même essentiellement seulement lorsque P (D) est hyper-
bolique et de la forme hyperbolique d’ordre

d’ordre inférieur ou égal 1, à coefficients réels.

PROPOSITION 1.5 1 Soit Q (D) opérateur strictement hyperbolique et

alors où Pm est la partie prin-
cipale de P, pour tout ouvert Q contenu dans une bande

REMARQUE : on a supposé Q hyperbolique par rapport à
D’autre part cette proposition n’est pas conséquence directe de la propo-
sition 1-2 si D n’est pas borné.

DÉMONSTRATION : On a la double inégalité (Hörmallder [19], ineg. 5,5.7,,
p. 135):

valable pour z suffisamment grand. Par transformation de Fourier inverse,
elle devient :

pour toute Ce qui, compte tenu de l’hypothèse sur D, donne
facilement le résultat de la proposition.
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REMARQUE : Cette proposition ne s’étend pas aux ouverts contenus

dans un demi-espace, sinon en effet et

seraient confondus. Or, soient par exemple,

dans le plan. et positive,
nous verrons au chapitre II que si E est la solution élémentaire de

support dans mais il est facile de voir que,

n’appartemant pas à n’appartient pas à

I-3-4 : Propriétés élémentaires de Ho (Q, D), Q hyperbolique.

Soit Q (D) un opérateur hyperbolique et Q vérifiant les conditions de

la- 1-3 on utilisera souvent les deux remarques suivantes. Si

ij’ c D on peut identifier Ho (Q, QI) à un sous espace fermé de Ho (Q, Q)
en prolongeant les fonctions de Ho (Q, D’) par 0 à l’extérieur de Q’. D’autre
part Q (D) est une isométrie de sur un sous espace fermé de

L2 (Q) et, par transposition, Q* (D) est un homomorphisme de norme 1 de

L2 (~) sur H’ (Q, Q), dual de .go (Q, 0).
Supposons maintenant que Q est strictement hyperbolique par rapport

à N = (1, 0, ... , 0) et Q contenu dans une bande B = {x ; a [ x!  b), on
peut donner alors les précisions suivantes, par application de l’inégalité 1-14.

PROPOSITION 1-6 : On a

avec injections continues. Ni l’une, ni l’autre de ces injections ne sont com-

pactes même si D est borné.

DÉ’MONSTRATION: Compte tenu de l’inégalité 1-14 seule la deuxième
assertion reste à vérifier. Or il est nécessaire pour que les injections soient

compactes que pour la première, pour la seconde,

tendent vers 0 quand 1 e 1 tend vers l’infini (Hbrmander [19], p. 38), ce qui
n’est visiblement pas vérifié.

(t) On désigne l’expression

9. Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa.
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Soit toujours Q strictement byperbolique, et soit S~ borné. Pour étu-
dier le problème inhomogène posé au paragraphe 1-1-1, dans S~ pour un
opérateur de la forme P (D) = Q* (D) Q (D) + R (D), avec ordre R (D)  2
ordre Q (D) (cf. Proposition 1-2). On a le choix, à priori et par analogie
avec le cas elliptique, entre deux définitions pour l’espace des solutions :

et

Dans le cas elliptique et pour des ouverts suffisamment réguliers ces

deux espaces coïncident. Ici, à pa.rt dans des cas très particuliers ils ne

coïncident pas (voir un contre exemple au paragraphe V-1-2).
Le problème posé au paragraphe 1-1-1 utilise le second de ces espaces,

c’est donc lui que nous étudierons essentiellement dans la suite (voir cepen-

dant le chapitre VI, pour un problème posé dans H (Q, 0».
Nous le munirons de la norme

1-4: Reniarques diverses.

On peut considérer, bien évidemment, d’autres problèmes aux limites

que celui de Dirichlet posé précédemment, pour des opérateurs hyperboli-
ques de type positif. En particulier un opérateur hyperbolique de type
positif définit une classe d’opérateurs non bornés dans L2 (il). On peut
alors caractériser les réalisations fermées de cette classe par des conditions

aux limites, comme l’a fait G. Grubb [15] pour les opérateurs elliptlques.
Ceci sera fait dans un travail ultérieur, ici nous ne nous intéressons qu’à
l’opérateur minimal (i. e. fermeture de l’opérateur ayant pour domaine T) (0»,
et sans nous occuper de la caractérisation du domaine de cet opérateur
(ce qui est un théorème de régularité) sauf dans des cas particuliers (Ch. II
et III). Dans ce mëme travail ultérieur nous étudierons les réalisations

maximales positives, donc celles dont l’opposé est générateur infinitésimal

d’un semi-groupe de contractions, et les problèmes d’évolution liés à ces

réalisations (R. S. Phillips [34], [35]).
Il importe de remarquer qu’ici les opérateurs considérés ne sont pas

envisagés comme opérateurs non bornés dans L2 (0), mais dans CùY (P, Q).
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CHAPITRE II

Ce chapitre contient l’étude du problème aux limites posé au chapitre
précédent pour des ouverts contenant avec chacun de leurs points le cône

« futur » de ce point et des opérateurs fortement hyperboliques positifs. On
commence par donner une inégalité du type Hardy pour les opérateurs
fortement hyperboliques. Ensuite on construit un noyau de Green du

problème.
Les résultats de régularité concernant cette situation sont donnés au

chapitre suivant.

II-1: Préliminaires :

II-1-1 : Zes hypothèses et les notations.

Dans tout le chapitre P (D) est un opérateur fortement hyperbolique
par rapport à N= (1, 0, ... , 0), positif. Il est donc de la forme Q (D)2, où

Q (D) est fortement hyperbolique par rapport à N d’ordre k.

S~ est un ouvert, nécessairement non borné, vérifiant la condition de la
proposition 1-3 et de plus :

[quel que soit

Les ouverts vérifiant la condition de la proposition 1.3 et la condition
II-1 seront dits ouverts de ’type futur.

Exemples d’ouverts de type futur :

Soit ~E la solution élémentaire de Cauchy de Q, (elle a donc son sup-

port dans F (Q», on notera pour de type futur, E * f la
restriction à 0 du produit de convolution de E par le prolongement par 0
à l’extérieur de Q de f. Soit encore ~F la solution élémentaire de Q (-D)
à support dans - r ( Q). Enfin on notera, lorsque ce sera nécessaire :

P. l’opérateur de prolongement par 0
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l’opérateur de restriction à 0

p un opérateur de prolongement à Rn quelconque

l’existence d’un tel opérateur de prolongement étant facile à vérifier.

II-1-2 : Une inégalité intégrale pour les opérateurs fortement hyperboliques.
Nous allons donner une inégalité qui jouera, pour les opérateurs hyper-

boliques dans Rn, le rôle de l’inégalité de Hardy pour les fonctions d’une

variable.

PROPOSITION II-1: On a les deux inégalités :

pour toute

pour tout 1 et toute avec supp

REMARQUE : rappellons que dans tout ce chapitre Q est fortement

hyperbolique par rapport à N = (1, 0, ... , 0).

DÉMONS1’RATION: Elle est basée sur les inégalités analogues pour les

fonctions d’une variable pour



707

(11-4) quel que soit rp E (D (R), (Il-5) quel que soit ç (R) avec 99 (0) = 0.
La première est l’inégalité de Hardy classique, la seconde se démontre par
exemple en faisant un raisonnement analogue à celui de Morel ([32], p. 340)
démontrant (11-4).

Nous allons démontrer (11-2) en partant de (II 4), le même raisonnement

donnerait (11-3) à partir de (11-5). On effectue une transformation de Fou-

rier partielle par rapport à x’ = (x2, ... , zn), Q étant fortement hyperbolique
par rapport à N = (1, 0, ... , 0) il vient

où les aj sont des fonctions réelles. Alors

Pour démontrer l’inégalité (II-3) il suffit donc de montrer que

Posons et soit &#x26;

sons encore

on remarque que ) y = ~ x ~. En appliquant alors l’inégalité (11-4) à ~’
fixé et P = 0, il vient

soit encore



708

Il ne reste qu’à itérer le procédé, avec ~8 prenant les valeurs succes-

sives 1, 2~ ... , Â. - 1, pour obtenir l’inégalité (1I-7), d’où (11-2).

REMARQUE 1 : On peut obtenir des inégalités plus générales que (11-2)
et (II~3) en utilisant les inégalités à une variable de Talenti ([39], [40]); en
particulier on peut obtenir des inégalités du type (II-3) pour des opérateurs
pour lesquels les racines aj (e’) de la décomposition (11-6) ne sont pas néces-
sairement réelles, mais dans un certain demi-plan.

REMARQUE 2 : Les inégalités (11-2) et (11-3) ne sont en général pas
valables pour des opérateurs hyperboliques non fortement hyperboliques.

Par exemple, soit E la solution élémentaire
, - , -

de Q à support dans {(x,y): x  y , x 0, et positive, à

support dans le dem-plan x ~ 0~ ç? - vérifie les hypothéses de (II 3).
Or pour Ã. = 1, le premier membre de (11-3) croit exponentiellement

avec a, alors que le second membre reste constant pour a suffisamment grand.

II 2 : Noyau de Green pour un ouvert de type futur :

11-2-1 : Strueture de Ho (Q, il).
Les hypothèses et les notations étant toujours celles de II-1-1, on a la

proposition :

PROPOSITION 11-2

DÉMONSTRATION : I On va montrer que pour toute

et que l’application

se prolonge en une application linéaire continue de L2 dans Ho (Q, D).
Ce prolongement est bien la restriction à L2 lî (Rn) de la convolution par E,
application de Qi (Rn) dans (R"). Donc, compte tenu du fait que Q ap-
plique isométriquement Ho (Q, D) sur un sous espace fermé de L2 (Q), la

proposition sera bien démontrée.
Soient et 1Jl E cD (R) vérifiant

pour pour posons

Il suffit donc de montrer qu’il existe une constante 0 indépen
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dante de p telle que

en effet le résultat cherché sera alors conséquence du raisonnement stan-
dard de compacité faible.

On a

majorons successivement tous les termes de la somme. Pour À = 0

pour

nous sommes dans les conditions d’application de l’inégalité (II-3), donc en
tenant compte du fait que pour on a l’inégalité :

ce qui achève la démonstration.

COROLLAIRE : a) Q est un isomorphisme de Ho (Q, D) sur L2 (D).
b) Q* est un isomorphisme de L2 (il) sur H’ (Q, Q).

La vérification est immédiate.

REMARQUE 1 : La proposition précédente est en général fausse pour
des opérateurs hyperboliques non fortement hyperboliques. L’exemple de la
remarque 2 après la proposition II.l , permet de donner facilement un contre-
exemple.

REMARQUE 2 : Dans le cas où Q est non seulement fortement hyper-
bolique mais de plus homogène, on peut donner une démonstration plus
directe de la proposition 11-2 (i. e. sans utiliser l’inégalité II 3). L’idée de
base est la même : montrer que
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se prolonge en une application continue de L2 (Q) dans Ho (Q, D). On com-
mence par vérifier que pour et

Puis on tronque g à l’infini comme dans la démonstration précédente en

posant

Il est alors évident, g appartenant à que gp est bornée dans

Ho (Q, D), donc que g E Ho (Q, Q). On achève la démonstration en faisant

tendre À vers 0 : soit ( fn) la suite de fonctions de go (Q, D) définie par

et posons , alors

soit

la démonstration sera visiblement achevée si nous vérifions que

8 indépendant de n puisque Or Q étant homogène en

posant u = n e, il vient

Or Q étant hyperbolique (Hörmander [19], p. 135). On a

Il nous suffit donc de montrer que Q (e) est moins fort que
et pour cela, ayant sa partie principale hyperbolique, que

est moins fort que Q (e). (Hormander [19], Th. 5.5.7, p. 134).

11-2-2 : Structu1 e de
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On a vu au paragraphe précédent que la surjection

était, sous les hypothèses de ce chapitre, un isomorphisme. On va chercher
l’isomorphisme réciproque, et pour cela donner une caractérisation des dis.

tributions de .g’ (Q, il). Les notations sont celles de 11-1-1, p désigne un
prolongement quelconque des distributions de H’ (Q, il).

PROPOSITION II-3 : a) Soit T E H’ (Q, Q), pour toute y E CD (R), la suite

(ln) définie par :

est une suite bornée de .L2 (D).
b) Soit yn E (D (R), tel que tende vers 1 dans (f (R), soit U E (D’ (Rn)

telle que la restriction de F 4ft yn (Xi) U il D soit dans L2 (il) et reste bornée

dans L2 (É2) quand n roaric, alors en U E H’ (Q, fi).

D~MONSTRA.TION : soit T E .g’ (Q, Q), on peut d’abord remarquer que D
étant de type futur fn est indépendant du prolongement _p choisi. Or il

existe f E L2 (il) tel que Q* (D) f = T (2), on prendra pour prolongement T
de T

Un calcul direct montre alors que fn est la restriction à 0 de

Il suffit donc de vérifier que

est bornée dans .L2 (Q). Pour A = 0, c’est évident puisque F est inverse à
droite de Q. Pour ~, ~ 1, soit (99k) une suite de fonctions de (D (il) tendant
vers f dans L2 (S~) avec 

--

Posons

car Q est fortement hyperbolique.
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alors, et est nulle pour a (si supp, 
on a donc, en supposant que Xi ¿ 0 quel que soit x E D, ce qui est toujours
possible par changement de coordonnées :

d’où, en utilisant l’inégalité (11-2) et le fait que 1~ est inverse à droite de Q*

mais le membre de droite est, puisque la fonction à intégrer est nulle pour
majoré par une quantité de la forme 0" CfJk 112 , ce qui achève la

démonstration du a).
Soit donc maintenant U E (DI (Rn), telle que la restriction Un à Q de

U soit bornée dans L2 (il) quand n varie. Il y a une sous-suite 

de la suite (gan) qui converge faiblement vers un élément g E L2 (S~). On a
pour toute (p E (D (D)

soit encore, dans ce qui montre bien que

II-2-3 : Noyau de Green.
Sous les hypothèses de ce chapitre : P fortement hyperbolique positif,

il de type futur, nous avons décomposé l’isomorphisme

représentant le problème de Dirichlet en deux isomorphismes partiels

pour lesquels nous avons, dans les propositions II-2 et II-3, construits des

isomorphismes réciproques. Ceci nous permet de déterminer le noyau de

Green Q’ (i. e. l’isomorphisme réciproque de II-9) du problème posé.

PROPOSITION II-4 : Soit Z’ E H’ (Q, la solution de

Nous utiliserons ce résultat dans le chapitre suivant pour étudier la

régularité des solutions.
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CHAPITRE 111

Dans ce chapitre on étudie les problèmes de Dirichlet homogène et

inhomogène essentiellement pour des opérateurs hyperboliques positifs P (D)==
== ~(~) Q (D), où Q est strictement hyperbolique par rapport à N= (1, 0, ... 0),
et pour des ouverts « voisins » (voir 111-1-1) d’une bande spatiale B =
== (x ; a  xi  b). Après l’interprétation du problème on étudie la régularité
des solutions.

III-1: Interprétation du problème.

III-1-1: Hypothèses et notations.

Dans tout le chapitre, sauf indication contraire, Q sera un opérateur strie
tement hyperbolique par rapport à N = (1, 0, ... , 0) et r (Q) c ~x ~ Xi &#x3E; O} u {O}.
On notera 00 le demi-espace (x ; xi ) 0}. On supposera tous les ouverts

contenus dans 00.
Soit -Y une variété 000 de dimension n - 1, bord d’un ouvert de .Rn

(nécessairement non borné), on dira qu’elle est uniformément spatiale s’il
o

existe un cône fermé y contenu dans tel qu’en chaque point de

1 une normale à ~ soit contenue dans y.
Les ouverts 0 considérés dans ce chapitre vérifieront alors :

a) il existe deux bandes spatiales
telles que

b) le bord 2 de D est une variété 000 uniformément spatiale.

En vue d’utiliser au paragraphe suivant les inégalités d’énergies établies
dans [10], il faut rappeler une définition de [10]. Soit Q (x, D) un opérateur
différentiel à coefficients C °° sur Rn, strictement hyperbolique par rapport à N=
= ~ly 0, ... , 0), d’ordre m, alors les racines du polynôme Qm (x, ~~)
sont toutes réelles et distinctes, et il existe une minoration de la différence
de deux telles racines, de la forme

On dira que l’hyperplan Xi = t est réguliérement spatial, s’il existe

c &#x3E; 0 tel que c (t, x’) h c pour tout x’ = ... , 

La condition (III-1) entraine qu’il existe un diff’éomorphisme transfor-
mant 0 et Q, en une bande a  xi  b et un opérateur Q1 (x, D), tels que

et xi = b soient réguliérement spatiaux pour Q1.
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Les opérateurs P (D) pour lesquels le problème de Dirichlet est étudié

sont, sauf indication contraire, de la forme Q* (D) Q (D).
REMARQUE : La proposition 1-5 nous permettra de remplacer, pour

l’interprétation du problème, Q par sa partie principale.
D’autre part P n’est pas nécessairement fortement hyperbolique a priori

(donc on ne peut pas appliquer les résultats du chapitre précédent), mais

la remarque précédente permet de remplacer P par un opérateur homogène,
donc fortement hyperbolique.

111-1-2 : Inégalité d’énergie et théorème de trace.

L’outil essentiel de ce paragraphe est le lemme suivant que l’on trou-
0

vera avec une démonstration et des variantes dans Garding [13] et Dion-

ne [10].

LEMME III-1: Soit Q (x, D) un opérateur à coefficients dans Cf3 (Rn), d’ordre
m, strictement hyperbolique par rapport à N= (1, 0, ... , 0), tel que a

et xi = 0 soient réguliérement spatiaux, alors il existe une constante 0 telle que

pour toute

C’est à cette inégalité (111-2) que nous nous référerons en parlant
d’inégalité d’énergie.

On va noter ~i 1 et ~2 les composantes connexes du bord ~ de S~, et

démontrer le théorème de traces suivant

PROPOSITION III. l 1 Soit avec

pour toute 99 E (D alors y se prolonge en un homomorphisnie

surjectif de H (Q, fi) sur

DÉMONSTRÀTION 1 La proposition est évidemment équivalente à la sui-

vante : yi y défini sur (D (00), se prolonge en un homomorphisme surjectif de
m-i

go (Q, DO) sur 77 (Ei), Or on peut trouver un difféomorphisme trans-
;=o

formant 00 en lui même, Ei et Q en Q, (x, D), tel que x1= t
soit réguliérement spatial. L’inégalité (111-2) nontre alors la propriété de



715

prolongement par continuité. Réciproquement on vérifie l’existence d’un

relèvement continu de la façon suivante. Soit uj E (D (Z;), il existe

telle que :

puisque Q est strictement hyperbolique et li uniformément spatial. Soit

alors où y vaut 1 sur un voisinage de [ao , 11, ai] et appartient
à (D (R+), on obtient, en tenant compte de Q (D)fj = 0.

où . On transforme alors 111-3 par le diffëomorphisme
déjà employé, soit à l’image de Bo ; et g l’image de on a

D’autre part soit . On a

En utilisant alors (111-2), et les inégalités analogues sur A+, il vient,
compte tenu de (III-5), et (111-4)

D’où en répétant ce raisonnement pour j = 1, ... , n, et par combinaison
linéaire, l’existence du relèvement cherché (on a utilisé l’existence et l’uni-
cité de fj).

REMARQUE. Dans le cas où S~ est une bande spatiale, c’est-à-dire où

~1 et ~2 sont des hyperplans, on peut généraliser les résultats ci-dessus

au cas où Q n’est plus strictement hyperbolique.
D’abord, sans restriction sur Q, la détermination des traces sur un

hyperplan des fonctions d’un espace du type .ffo (Q, S~) se ramène à un

calcul d’intégrale (Hbrmander [19], th. 2.2.8). L’utilisation de cette méthode

pour des opérateurs d’ordre élevé, même strictement hyperboliques, est

assez compliquée.
D’autre part pour des opérateurs proprement hyperboliques on a des

inégalités d’énergie analogues à celles du lemme 111-1 (G. Peyser [33]) qui
permettent d’obtenir assez rapidement (toujours uniquement si il est une

bande spatiale) des espaces « encadrant » les espaces de traces, sans toute-

fois que des encadrements généraux non triviaux (sauf pour Q strictement

hyperbolique !) puissent s’obtenir facilement.
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III-1-3 : Interprétation du problème de Dirichlet.

N. B. : Dans ce paragraphe on utilisera la remarque finale du paragra-
phe 111-1-1, et on supposera donc dans les démonstrations Q homogène,
sans perte de généralité pour les résultats.

Dans le cas où il vérifie 111-1 on peut donner une caractérisation plus
simple de H (Q, D) que celle qui est donnée au paragraphe 1-3-4.

PROPOSITION III 2 ; Si il vérifie (III-1) et Q est strictement hyperbolique,

Autrement dit, avec les notations de 1-3-4 :

DÉMONSTRATION : Il faut construire un prolongement à Do des fonctions
du deuxième membre qui soit dans On notera le deux-

ième membre, soit et 1P E ê (R) avec 0 y L--- 1, y (xi) = 1 pour
y (x,) = 0 pour alors Considérons les trois

fonctions Po (1p u) (3), v = E * po [Q (D) (y u)], w = E * Q (D) [po (y u)] de L2 (D(»@
on remarque que coïncident sur 0() (l’unicité du problème de
Cauchy) et que v et w coïncident sur Q puisque E à son support dans

F (Q) ; enfin d’après les résultats du chapitre II. On a trouvé

ainsi un prolongement de on peut construire d’une manière analogue
(en prenant la solution élémentaire de Q à support 
tronquant un prolongement de (1 - 1p) u).

Après avoir donné cette caractérisation plus simple des fonctions de

~T(~D)== ev (P, D), on peut donner l’interprétation suivante du problème
de Dirichlet dans 0.

PROPOSITION 111-3 (problème homogène) : Ho (Q, Q) est le noyau de y
dans H (Q, 0).

DÉMONSTRA1’ION: I Soit le noyau de y, Pour vérifier

l’inclusion opposée on vérifie d’abord facilement que si u E n T) (fi) alors
que

(3) pa désigne le prolongement par 0 à l’egtérieur de D des fonotions de L2 (0).
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Compte tenu du fait que Cf) (Q) est dense dans ceci entraine

que, pour toute u E (D) u) E L2 Ce résultat, compte tenu de la
proposition II-2 et du lemme ci-dessous, entraine facilement la proposition-

LEMME 111-2 :

DÉMONSTRATION : L’ensemble du premier membre étant visiblement

contenu dans celui du second, on vérifie seulement l’inclusion opposée. Soit
v E B’o (Q, Qo) avec supp v on sait (proposition 1I-2) que v = E .w, avec
w = Q (D) v E Z2 (DO) et supp w c: 0. D’autre part on vérifie facilement que
si .E- est la solution élémentaire de Q à support dans - .T’(Q), ro = .E- ~ w.
Soit alors y la fonction introduite dans la démonstration de la proposition
III-2, et qJn E Cf) (Do) tendant vers V dans H~o (Q, S~~), on vérifie en appliquant
l’inégalité (11-3) que est bornée dans Ho (Q, 00). Donc, par un raison-
nement standard de faible compacité, appartient à l’adhérence de cette
suite donc de (D (0) dans Ho (Q, 00), donc à .go (Q, 0). Le même raisonne-
ment appliqué à (1- y) u et utilisant .E- au lieu de E, montre finalement
le résultat.

REMARQUE : La démonstration de la proposition 111-3 est évidemment

une adaptation à notre cas particulier de la démonstration standard de ce

type de proposition. Si S~ était une bande, cette proposition est alors con-
tenue par exemple dans la thèse de Hërmander [20], mais la démonstration
de [20], basée sur un lemme faisant explicitement intervenir le fait que la
frontière est un hyperplan, s’adapte difficilement à notre cas. De même que
la démonstration analogue pour les espaces de Sobolev habituels où l’on

utilise l’invariance par difféomorphisme de ces espaces.
On peut maintenant rassembler les propositions III-1 et 111-3 en une

interprétation du problème inhomogène.

PROPOSITION III-4 (problème inhomogène) : Pour toute distribution 

et toute il existe

unique tel que

III-2 : Régularité dans une bande spatiale.

111-2-1: Notations et lemmes préliminaires.
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Soit D un ouvert de Rn, s un entier positif, a un multi-entier positif,
on utilisera les espaces

Ce sont des espaces de Hilbert pour les produits scalaires

On écrira en abrégé Va (Q, Q), H8 (S~), U, (Q, Q) quand 1
D’autre part on notera a et b étant deux nombres réels

On supposera de plus Q homogène dans tout le paragraphe III 2. On
va d’abord donner quelques propriétés des espaces introduits ci-dessus dans
le cas où = !rd" .

LEMME 111-3 est dense dans

DÉMONSTRATION : On vérifie d’abord que l’ensemble

est faiblement dense dans Hs, a (QÔ). En effet si 1pp E T) (£21) converge vers
1 en restant bornée la suite reste bornée

dans (S~â ), donc admet une sous suite convergeant faiblement dans
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et nécessairement vers f puisqu’elle converge aussi dans
Ensuite il suffit d’approximer toutes les fonctions de c)C par régularisation
pour avoir le résultat.

LEMME III-4: Soit vérz, fiant ,
alors

REMARQUES : 1) on a écrit Q au lieu de Q* puisque Q est supposé
homogène.

2) ce lemme est un résultat de régularité pour le problème aux limites

étudié au paragraphe 1I-2-2.

DÉMONSTRATION : I Nous utiliserons les résultats et notations du para-

graphe 11-2-2. On sait déjà que f est unique. Soit pT un prolongement de
T à Rn et y E (D (R) valant 1 sur un voisinage de 0, considérons la suite

( fp) de fonctions de L2 (Qà) définie par

un calcul direct montre que

Or T E H’ (Q, Q) quelque soit Â. vérifiant Â. et ~ ~ ~ S s ; on en
déduit que ( fp) est bornée dans Il y a donc une sous-suite qui
converge faiblement vers 9 E (S~â ). Or g vérifie Q (D) 9 = T, donc g = f.

LEMME III.5 1 Cj) (lid) est dense dans Y,, a (Q, 

DÉMONSTRATION : C’est une conséquence évidente des lemmes III 3 et

III-4.

III-2-2 : Régularité dans la bande spatiale (I) : La récurrence sur les va-

riables d’espace.
Le but de ce paragraphe et des prochains est la démonstration du

résultat suivant : si Q (D) est strictement hyperbolique par rapport à N =

10. Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa.
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et homogène, et si alors la solution unique
de

appartient à (proposition 111-12, ci-dessous). On va démontrer ce
résultat par récurrence sur l’entier s, et en distinguant les variable ’X, d’une
part et x2 , ..., oen d’autre part qui jouent un rôle différent. La méthode

employée pour les variables Xk, k * 1, (variables d’espace) est le procédé

classique d’approximation de - par translation paralléle

à xk . Pour la variable xi on procède en deux étapes d’abord régularité in-
térieure puis régularité au bord.

PROPOSITION III-5: Soit et l’ensemble

est borné dans quand h parcourt R.

NOTATIONS : a) hj est le vecteur de R" de composantes h. ôj -
b) Thj est la distribution translatée de T par hj.

est le multi entier de composantes

DÉMONSTRA.TION: Il suffit de montrer que Va, a (Q, B) est le domaine

V du générateur infinitésimal a du semi groupe équicontinu des transla-g 
ax 

g q

tions parallèlement à xj dans (Q, B). A priori cl9 est un sous espace
fermé de V" a (Q, B). On vérifie d’autre part que (D (B) c CV. Il suffit donc

de vérifier que (D (B) est dense dans V,,  (Q, B). Soit 1Jl E ÇD (R) égale à 1

pour 1 XI a + ô, nulle pour 1 x, 1 ¿ h 2013 ~ (on suppose 0  ~  a  b),
soit alors y T le prolongement de tp T par 0 en dehors de B, à a On a
~ T (~ ~~ en effet on vérifie

il suffit donc de montrer que T E g’ (Q, B) entraîne Ou

encore que

Or
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car y ç E T) (B). En calculant Q (D) [~ ~] et en appliquant l’inégalité (11-2)
sur (a, + 00) puisque est nulle pour Xi = a, on trouve

d’où le résultat annoncé. Mais alors d’après le lemme 111-5, il existe une

suite rpn E (D dont la restriction à B converge vers V T dans Vs, a ( Q, B).
On peut faire le même raisonnement avec (1 - 1p) T et d’où la pro-

position.

REMARQUE : Au cours de la démonstration précédente on a montré que

LEMME 111-6 : et supp :

Dans l’énoncé suivant u désigne la solution dans E,(Q,B) de
Les autres notations sont celles de la proposition précédente.

PROPOSITION III-S : Soient les propositions
entraîne

entraîne

alors A) entraîne B).

DÉMONSTRATION : A) entraine que Q2 (D) est une bijection de Ho (Q, B) n
fl U,-,, p (Q, B) sur Vs-1, Il (Q, B). Comme Ho (Q, B) nUS-l, fJ (Q, B) est un

sous espace fermé de II8_1, p (Q, B) (noyau de y). On a une inégalité de la

forme

D’autre part est solution dans Ha (Q, B) de

On a donc

1
La proposition 111.5 entraine alors que vh = 1 u) est bornée dans

(Q, B) donc par un argument de compacité faible joint au fait que

vh converge vers dans soit
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PROPOSITION 111-7 : (récurrence sur les variables d’espace). La proposi-
tion : T E V,-l (Q, B) entraîne u E L~,_i (Q, B), entraîne la proposition : T E

E V. (Q, B) entraîne u E Y,, y (Q, B), avec pour,

DÉMONSTRATION : Il suffit d’appliquer la proposition précédente à tous
les indices j ¿ 2.

111-2-3 : Régularité dans la bande spatiale (II).

La récurrence sur la variable temps.
On va maintenant étudier le comportement des dérivées par rapport à

xi , d’abord à l’intérieur, puis au bord. Les notations sont celles du para-

graphe précédent, X désignera une fonction de ~D (]a, b [).

PROPOSITION If 18 : La proposition: ~ entraine

entraine la proposition : T E VS (Q, B) entraine

DÉMONSTRATION : D’après la proposition précédente il suffit de montrer

que En calculant explicitement cette quantité

on voit qu’il suffit de montrer que, pour

Le terme a = 0, fJ = 0 ne pose aucun problème. De même que les

termes tels que a ~ 3, en effet l’opérateur différentiel est alors d’ordre
inférieur ou égal à
comme on le vérifie facilement. On peut encore éliminer les cas
et de façon évidente. Il reste donc

Dans le premier de ces deux cas on a en tenant compte de Fho-

mogénéité de Q.

Or d’après la proposition 111-7 tous les termes du second membre sont
dans B). Dans le cas a = 1, f3 =1, on écrit la même décomposi-

tion et on utilise le fait que opère de dans

PROPOSITION 111-9 : Sous les hypothèses de la proposition précédente
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-

DÉMONSTRATION : X u appartient visiblement à - D’autre part

d’après la proposition précédente et le lemme III-6, on a
Donc d’après la proposition 111-4 : comme elle est nulle

au bord elle appartient à donc d’après un résultat classique ([19],
Th. ô~6-3, p. 139) appartient à donc

Il nous faut maintenant, après ce résultat de régularité intérieure, étu-
dier le comportement des dérivées par rapport à xi au bord de B. Soit

alors y ~ (~([~ b]) une fonction valant 1 au voisinage de xi = a et 0 au voi-
sinage de xi = b, on pose :

Le raisonnement de la proposition 111-8 est encore valable ici, donc

d’où, d’après le lemme 111-4, et Pour

que v E il suffit que et Noua allons

montrer

PROPOSITION III-10 : 1 telg que
les fonctions et distributions définies ci-dessus,

alors

DÉMONSTRATION : v appartient à (Q, B), en effet u appartenant à
appartient à (Q, B). La proporition 111-7 nous montre alors

que v appartient à avec

Il suffit donc, pour démontrer la proposition, de vérifier que

puisque d’autre part On peut supposer que le coefficient

. dans Q est 1 (il est certainement différent de 0), on a alors

R (D) est un opérateur d’ordre m dans lequel les dérivées par rapport à x1
sont d’ordre m - 1 au plus, donc entraîne que R (D) v ap-

partient à (B). D’où le résultat cherché.

III-2~4: Théorème de régularité.

On peut d’abord récapituler les propositions III 7 à III-10 dans la

proposition suivante



724

PROPOSITION III.Il : A’ alors

Il suffit alors d’un raisonnement par récurrence à partir de

pour obtenir la proposition

PROPOSITION III-12 : (théorème de régularité) : et

tels que alors

III~3 : Régularité : ouverts de type futur.

III 31 : Cas du demi-espace.

Le problème de la régularité du problème de Dirichlet pour

Q strictement hyperbolique par rapport à . homogène,
dans l’ouvert Do

se subdivise en deux problèmes de régularité d’après la proposition II-2 et
son corollaire

Le problème (111-8) est traité dans le lemme III 4, il suffit donc d’étu-

dier l’image de par l’application

PROPOSITION 111-13

DÉMONSTRATION : 1 et valant 1 pour

nulle pour On vérifie d’abord que appartient à

En effet

et si où B est la bande en

effet en appliquant (11-3)
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où (çn) est une suite de fonctions de Q (Qt) convergeant vers f, d’où le

résultat cherché par un argument de compacité faible.
On en déduit que Q (D) w E .gg (S~â ), où w = (1- D’autre part w

est solution dans de Q2 (D) w = S, où S est une distribution de

donc d’après la proposition III-12 et son prolonge-
ment par 0 à l’extérieur de B est dans ~â ), de même que 
La proposition est donc complétement démontrée.

On en déduit

PROPOSITION 111-14: (théorème de régularité): Soit 

te la que alors

La méthode utilisée ici, basée sur des inégalités à priori
~2, ne donne pas pour les fonctions indéfiniment différentiables le meilleur

résultat de régularité :

mais seulement

puisque les ouverts considérés ici sont non bornés.

111-3-2 : Contre exemple et généralisations.
Tous les résultats obtenus jusqu’à maintenant dans ce chapitre ont trait

à des situations où la régularité du second membre se transmet à la solution.
On va voir maintenant que ce n’est pas toujours le cas. Pour cela on va

prendre un ouvert de type futur dont la frontière a des points caractéri-

stiques. On sait que le problème 111-8 est toujours régulier (i.e. Q)
entraîne il reste seulement par suite à étudier le pro-

blème III-7.

EXEMPLE : Soit dans R2, Q l’opérateur de§ cordes vibrantes

et S~ un ouvert de type futur, contenu dans dont la

frontière coïncide pour inférieurs à 1 avec Soit alors

une fonction valant 1 pour , nulle pour On va

étudier le problème 111-7 avec comme second membre f E quel que
soit k &#x3E; 0, définie par 

- 

,

Il suffit de calculer
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On vérifie alors facilement que pour par exemple

qui n’est pas localement de carré intégrable. On

a donc un exemple de second membre appartenant à Hk pour tout k et pour
lequel la solution n’appartient pas à 

REMARQUE : On peut chercher les conditions sur D de type futur,
pour qu’il y ait régularité. Sans faire une étude générale on peut remar-

quer que l’exemple ci-dessus est caractérisé par le fait qu’il y a des carac-

téristiques entrantes (donc pas de Q-convexité). D’autre part on vérifie

facilement à l’aide d’intégrations explicites dans le cas où Q est l’opérateur
des cordes vibrantes que c’est le seul cas où la régularité C°° ne se con-

serve pas.
Ce dernier résultat (régularité C°°) est susceptible de généralisations

partielles en utilisant les résultats de Trêves Zerner [44].

CHAPITRE IV

Dans ce chapitre on étudie un espace du type Sobolev, mais lié

à une seule dérivée partielle et seulement dans R2. L’intérêt de

cette étude est de permettre une interprétation plus complète du problème
de Dirichlet pour un ouvert borné du plan (Chapitre V). Le point essentiel
du chapitre est le théorème de trace démontré en IV-2.

Le paragraphe IV-1 contient essentiellement les préliminaires nécessaires
au paragraphe IV-2. Les résultats de ce chapitre se généralisent pour la

plupart à Rn, ils ont été annoncés, pour n quelconque, dans [1], les démon-
strations sont techniquement beaucoup plus compliquées. Cette raison et

le fait que nous n’utiliserons que le cas n = 2 expliquent que nous nous

limiterons dans le présent chapitre au cas du plan.

0 

I V-1: Espace (0), généralités.

IV-1-1 : Préliminaire8 et définition.
Avant de donner la définition de l’espace fonctionnel étudié ici, on va

rassembler en un lemme deux inégalités classiques qui, ainsi que (11-4) et

(11-5) seront d’un usage constant dans ce chapitre.
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LEMME IV-1: p et q éta.nt deux nombres réels 

on a :

a) Soit rp une fonction de classe Ci sur un intervalle U de longueur d,
nulle aux extrémités de U, alors quel que soit y E U:

b) Pour tout et toute on a :

On peut trouver une démonstration, des variantes, et des références
concernant ces inégalités dans Morel [32] p. 329-340.

Soit maintenant un couple d’entiers positifs, Q un ouvert
de R2, p vérifiant on pose pour toute

définissant ainsi une semi norme sur T) 
()n voit facilement que c’est en fait une norme.

En effet, par exemple, soit J un ouvert borné contenant le support
de 99, il existe O(J) telle que :

(application répétée de IV-2).
Ceci nous permet de donner la définition suivante :

DÉFINITION : 1 On désigne par le complété de pour la

norme p n)-
Lorsqu’aucune confusion ne sera possible, on notera

On s’interessera exclusivement au cas où (D) est un espace de

distributions. Une condition suffisante pour cela est que Q soit contenu
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dans un demi-plan de la forme

On le vérifie par un raisonnement identique à celui de la proposition 1-3.
La remarque 2 suivant cette proposition montre que cette condition est
nécessaire si S~ est convexe. Dans la suite nous supposerons toujours que
S~ vérifie cette condition et même, sauf s’il en est autrement précisé, que

IV-1.2: Propriétés élémentaire,.

Nous allons donner rapidement quelques propriétés générales de ces

espaces. La première de ces propriétés met en évidence une des différences
essentielles avec les espaces de Sobolev classiques.

- 

PROPOSITION IV-1: l Soient S~, 0’, U, U’ quatre ouverts de .R2 avec

U, II’, soit n un difféomorphisme de U sur U’ appliquant S~ sur Q’,
de la forme

, B. . , , , 

Le transporté par est isomorphe à (en tant qu’e-
space normable).

Cette proposition est évidente en écrivant explicitement la norme dans
les deux espaces.

On voit alors que les seules propriétés d’invariance de ces espaces,
données dans la proposition précédente, donnent des ouverts ayant le même
nombre de points caractéristiques de la frontière, et avec la même dispo-
sition. Il sera donc impossible de transformer localement les ouverts en

demi-plans, procédé fréquemment employé pour l’étude des espaces de

Sobolev habituels.
0 

On va maintenant décrire une classe de multiplicateurs dans 
Soit Sd un ouvert de R2 et yo) E fJ, on pose
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et

Soit alors on pose
On a alors.

PROPOSITION IV-2: Soit S~ un ouroart borné très régulier (4), M un
point de 0 une f orcction roéri fcant.

et il existe un voisinage V de M tel

que pour m, on ait

Alors la inultiplication par 0 est une application linéaire continue de

dans 

DÉMONSTRATION : On commence par vérifier qu’il existe une constante

C telle que pour toute ç E (D (Q) on ait

pour cela on applique de façon répétée l’inégalité de Hardy (II-4). D’autre

part sur D on a 
- -

il suffit donc de majorer en fonction de les intégrales

Or d’après (IV-3) et l’inégalité de Hôlder, il existe M tel que

(4) a très régulier : DQ est une variété C- et Q est d’un seul côté.
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d’où d’après (IV. 4) et Q étant borné

ce qui achève la démonstration.
Soit maintenant {Ji un ouvert contenu dans s’identifie de

façon évidente à un sous espace fermé de en prolongeant les fonc-

tions de 1 par 0 dans D ~ S~1. Supposons maintenant que

l’espace de Banach est un sous espace vectoriel de

muni d’une topologie plus fine que la topologie induite par ce dernier. On
va donner des conditions suffisantes simples pour que ces deux espaces
coincident. Ce qui nous permettra dans la suite de « localiser » un certain

nombre de problèmes.

PROPOSITION IV~3 : Soient ~ et D2 deux ouverts bornés très réguliers,
l’égalité

a lieu sous l’uns quelconque des trois hypothèses suivantes : 1

c) fl â ~2 est un ensemble fini et en chacun de ses points a Di et

a D2 ne sont pas tangent8.

DÉMONSTRATIOIIV : On posera D = Di U On remarque d’abord que
le résultat est évident sous les hypothèses a) et b) et que l’on a toujours
l’inclusion topologique du second membre dans le premier. D’autre part en
utilisant le résultat sous l’hypothèse b) on peut se ramener à un voisinage
arbitraire 1T d’un point a de a Qi fl a !J2. Enfin, en utilisant la proposition
IV-1, on se ramène au cas: a = 0, a S~1= ((x, y) ; g --. ~, x~ et a.Q2 la droite

perpendiculaire (sauf si a S~1 est caractéristique en a sans que ê Q2 le soit,
mais ce cas se traite de façon analogue).

Soit alors 0 définie par

prolongée classiquement par 0 et 1. 0 vérifie les hypothèses de la propo-

sition IV-2 et opère donc continuement par multiplication de
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dans de même 1 - 8 opère continuement par multiplication

de dans On en déduit immédiatement le résultat

cherché.

Pour en terminer avec ces quelques propriétés générales de

donnons quelques résultats sur son dual. étant un espace de distri-

bution normal, son dual est également un espace de distributions normal.

D’autre part, pour est réflexif puisque l’application :

est un isomorphisme (S~) sur un sous espace fermé de LP (,~). Le

dual de W)m) (il) est donc lui aussi normal et réflexif. D’autre part en

transposant l’isomorphisme précédent on obtient un homomorphisme surjectif
de norme 1

On notera en conséquence

IV-1-3 : Cas d’un ouvert de type futur.

Ici il s’agit bien entendu d’un ouvert qui avec chacun de ses points

(Xo ~ Y.) contient le quart de plan x &#x3E; xo, y y &#x3E; yo . On énoncera les résultats
dans le cas où 12 = Q’ (défini en IV-1-1).

PROPOSITION IV-4 : Soit Lp le sous espace des fonctions de

nulles sur .Rn B G. Soit Ym la solution élémentaire de à sup_port

dans (0) u G, alors

DÉMONSTRATION : 1 Cette proposition, analogue à la proposition II-2 se
démontre exactement de la même manière en utilisant l’inégalité (11-5) au
lieu de l’inégalité (11-3).

COROLLAIRE : Pour tout

est un isomorphisme de



732

DÉMONSTRATION : I Evidente puisque

REMARQUE : Ces résultats constituent des généralisations pour p * 2
de résultats du chapitre II, on pourrait se demander si le chapitre II en
entier ne pourrait pas se généraliser pour p # 2,

Ceci n’est pas possible, en effet une conséquence des inégalités à priori
utilisées dans le chapitre serait l’existence d’un type d’inégalité à priori
pour tous les opérateurs hyperboliques homogènes dont Littman [28] a
montré, dans le cas de l’opérateur des ondes, qu’ils n’étaient valables dans
R’~ avec n &#x3E; 2 que pour p = 2.

IV-2 : Espace théorème de trace.

IV-2-1 : Hypothèses et notations.

0

Nous allons étudier les traces des fonctions de W? (D) et de certaines
de leurs dérivées sur des arcs fermés r qui seront, dans le chapitre sui-

vant, des bords d’ouverts bornés dans lesquels on posera le problème aux
limites.

Avant de donner des hypothèses plus précises sur les arcs T, on peut
faire une remarque que nous utiliserons systématiquement sans le rappeler
à chaque fois, dans les démonstrations. Si on peut en fait remplacer
Q, par n’importe quel ouvert contenant !J, en particulier prendre pour il

un pavé, ou bien prendre 0 - G.
Nous supposerons que r est un arc C °° , bord d’un ouvert très régu-

lier borné. D’autre part, en désignant par ni et ~2 les projections

et par Ui; i = 1, 2, le plus grand ouvert de r où ni est un difféomorphisme
local. On supposera que Ui n’a qu’un nombre fini de composantes connexes
et que les contacts de r avec les tangentes parallèles à Ox et Oy sont

d’ordre fini.

Dans la suite de ce paragraphe on supposera toujours les hypothèses
précédentes vérifiées.

REMARQUE : Ces hypothèses sont en particulier vérifiées si r est à la

fois le bord d’un ouvert borné très régulier et l’image par un difféomor~

phisme du type indiqué dans la proposition IV-1 d’une variété analytique
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réelle. Ceci est à rapprocher des propriétés dens ensembles analytiques réels
étudiées dans [31].

On notera l’espace de distributions sur U, cons-
truit de la façon suivante : sur chaque composante connexe Ui,,, de IT~ on
considère l’espace transporté par ni1 de l’espace de Sobolev habituel

et on fait la somme directe de ces espaces.
Si on se donne un paramétrage régulier de l’arc T

on peut interpréter, sur chaque composante comme un

espace de Sobolev avec le poids

IV-2-2 : Théorème de traces : cas _particulier

On supposera toujours m1 ~ ~n2 et on va commencer par donner le

théorème de traces dans le cas particulier où mi ~ 0 (et 1112 &#x3E; 0). On po-
sera pour toute fonction 1 la fonction de (D (~’ ) restriction à

F de

PROPOSITION IV-5: 1 L’application se prolonge

en un homomorphisme surjectif de

DÉMONSTRATION: On a d’abord, en désignant par Ùi, h les composantes
connexes de Ut, y par k un entier inférieur ou égal à in - 1 et par 99 une
fonction de Cf) (il)

On applique alors les inégalités (IV-1) et (IV-2) (en supposant que 0
est un pavé, cf. § IV-1.1), et on trouve

On voit donc que y se prolonge en une application linéaire continue

de dans
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On vérifie ensuite que est dense, et même, en fait qu’il

contient

Il reste donc seulement à vérifier que y est un homomorphisme, ou

encore que yo,;b est un homomorphisme de sur

ce s’écrit de manière unique avec

ioit alors y E 9D (R) valant 1 au voisinage de et

défini par La fonction p définie par

vérifie et, en posant

ce qui achève la démonstration de la proposition.
On peut donc maintenant supposer mi et m2 tous deux non nuls.

IV 2.3: Théorème de traces : cas général.

On va d’abord démontrer la proposition :

PROPOSITION IY-6 : L’application se prolonge en un homomorphi8me

DÉMONSTRATION: Elle est assez longue.

A ;’0, 0 se prolonge en une application continue : cas

Supposons que 0 E r"" Ut, soit ,uo E Cj) (92) valant 1 sur un voisinage
de 0 et telle que supp u0 c U2, considérons alors les trois applications dé-
finies sur (D (il) :
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Ces trois applications sont continues de dans lui-même, en effet
il suffit de le vérifier pour T 0’ y et

d’où le résultat par application de (IV-1) et (IV-2).
D’autre part on peut répéter la décomposition précédente au voisinage

de chacun des points (isolés et en nombre fini) de U1. On obtient

ainsi trois applications continues de 0(m) (S~) dans lui-même, définies sur
ÇD (0) par

On va étudier séparément les traces des fonctions ~, 8, x.
a) supp X n y la trace Z de X sur r appartient donc à

(D ( ~1), et on a sur la composante connexe U1, h de IT1

en utilisant les inégalités (IV-1) et (IV-2) et puisque
l’inégalité

d’où finalement

b) On a supp vo fl ~’ c II2 , y et

soit

d’où en utilisant (IV-1), (IV-2) et en sommant sur les 1pi

11. Aniiali della Scuola Norm. Sup. di Pisa.
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c) On peut écrire

D’autre part 0. est nulle sur on va donc chercher à montrer

que ~, et que sa norme dans cet espace se majore en
fonction de

..

Il suffit pour cela de montrer que est

nulle en 0 ainsi que ses m1-1 premières dérivées et que la norme de

cette fonction dans Wpml (R) se majore en fonction de

et, d’autre part, d’après l’hypothèse fait sur le contact de r avec x = 0,
on a

d’où

ce qui achève la démonstration du premier point.
Pour vérifier le second on va seulement vérifier que l’on a bien

le raisonnement pour les dérivées d’ordre inférieur étant identique. En
écrivant explicitement les dérivations, tout revient à majorer

On applique d’abord l’inégalité (IV-1) à la fonction
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puis (IV-7) pour k = mi’ ce qui donne

d’où en développant 1 et en appliquant l’inégalité de Hardy
(11-5) à chacun des termes de la somme :

d’où (IV-8) puisque nz1 ~ ~% 2013 1 par application de (IV-2).
En regroupant tous les résultats analogues on obtient :

Il ne reste alors qu’à regrouper (IV-5), (IV-6) et (IV-9) et à appliquer
la définition de la norme dans l’espace somme

pour obtenir 
~

yo, 0 se prolonge bien en une application continue.

B yo, o se prolonge en une application continue : cas mi = m2 .

L’espace somme est alors tout simplement (T). Par une partition
de l’unité on peut se ramener au cas où le support de yo, o fi’ est contenu

dans une composante connexe de Ut et contient un seul point de 
On peut prendre pour paramétrage de 1~ au voisinage du support de 1’0,0 (P

et supposer que le point de 1 B L~2 est l’origine, i. e. supposer
Pour vérifier que

on va vérifier seulement que
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les autres vérifications étant analogues. Or on a

les fonctions sont bornées, donc en appliquant (lV-1) et 
chacun des termes de la somme, on obtient

Il reste donc pour obtenir (IV-12), et par suite (IV-11) qu’à majorer
le dernier terme de la somme (IV-13). On écrit

u

sur l’intervalle ]0, est un difféomorphisme, on peut donc prendre y
comme paramètre.

Le jacobien du changement de variable est y’ (x) 1 , or puisque mi et

p sont supérieurs ou égaux à est bornée, donc

il ne reste donc qu’à appliquer (IV-1) de la manière habituelle puis (IV-2)
pour obtenir l’inégalité cherchée, d’où finalement (IV-11).

En résumé, nous avons établi en A et B que yo, o se prolonge en une

application continue de dans
- - ...... r , y - ... , .

Il reste donc seulement à montrer que ce prolongement est un homo-
morphisme surjectif.

C ¡’o, 0 est un honlo1norphisme surjectif.
Il suffit de vérifier que pour toute il existé

telle que
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Par partition de l’unité il suffit, pour vérifier (IV-15), de montrer que
8i ç a son support dans une composante connexe de Ui, il existe 4Y E O (Q)
telle que

En effet (IV-15) résultera alors de la définition de la norme dans

l’espace somme.
Le raisonnement est alors absolument identique à celui de la proposition

(IV-5). cp s’écrit de façon unique (en supposant i = 1).

soit alors 0 E (D (R) telle que 0 (y) =1 sur ~c2 (supp on prend

on vérifie facilement (IV-16) et ceci achève la démonstration de la pro-

position.
On peut enfin énoncer

PROPOSITION IV-7 : L’application yz, j , avec

se prolonge en un homomorphisme de 1 sur l’espace

DÉMONSTRATION : Le corollaire de la proposition IV-4 permet de ra-
mener de façon évidente le résultant énoncé ci-dessus, soit à la proposition

et. soit à la proposition IV 5.

CHAPITRE V

Dans ce chapitre, on applique les résultats du chapitre précédent à
l’étude du problème de Dirichlet dans le plan. On étudie successivement
les points suivants :
- définition d’un espace sans condition au bord

- caractérisation de l’espace des solutions par une condition de nullité

des traces

-- compléments dans le cas des opérateurs d’ordre 4.
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V.1: Espaces

V-1-1 : Espace

Comme nous l’avons signalé au paragraphe 1-3-4, on peut définir deux
types d’espaces sans condition au bord

Et nous avons affirmé que ces deux espaces, qui coïncident dans le

cas des espaces de Sobolev habituels et pour des ouverts suffisamment

réguliers (vérifiant une condition de cone par exemple), ne coïncident pas

dans le cas présent. On a seulement l’inclusion évidente

l’inclusion opposée étant en général fausse comme le montre l’exemple
suivant :

EXEMPLE : 1 et

on a de façon évidente u E mais u n’admet pas de traces dans HI (aD)
au voisinage de 0, donc ne peut appartenir à W2(n) (0). Cet exemple peut
se généraliser facilement dans tous les cas où de classe , a des

points caractéristiques isolés, sans changement du signe de la courbure,
avec p ] 1 et m ¿ (1, 1).

REMARQUE 1 : Il résulte de l’étude qu’a faite Strichartz [40] des espa-
ces analogues aux espaces de Sobolev pour les problèmes quasi-elliptiques,
et où il cherche des propriétés de prolongement de fonctions ayant certa-
ines dérivées dans en remplaçant la condition de cone classique par

des conditions appropriées, que cette condition se transforme pour (~)
en condition du « carré » aux points caractéristiques, i.e., approximativement,
que il doit contenir un cone du type (x - a) (x - b) &#x3E; 0 au voisinage de

chaque point caractéristique (a, b) de sa frontière.

REMARQUE 2: On utilisera l’espace W)m) (Q) (et les espaces g (Q, 
au chapitre suivant pour étudier un problème inhomogène, en donnant une
caractérisation de W)m) (Q) dans W)m) (Q).
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Soit maintenant S~ un ouvert borné très régulier de R2, vérifiant (Je. 6~
on le prolongement par 0 de On munira d’autre

part de la norme

qui en fait un espace de Banach. On peut alors remarquer que si

vérifie les hypothèses du chapitre IV (IV-2-1),
, se prolonge en un homomorphisme de dans (non

indépendance de toutes les

v-1-2: Caractérisation de

On cherche à caractériser (il) dans (il) par une condition de
nullité au bord. On commence par vérifier :

LEMME V-1 : Soit u E LP(Q), une condition nécessa,ire et suffisante pour

que , 
¡ est qué

DÉMONSTRATION : 1 La condition est évidemment nécessaire. Pour montrer

qu’elle est suffisante, on remarque d’abord que l’on peut supposer que 7&#x26; a
son support dans un voisinage arbitraire d’un point de la frontière de D,
soit (xo, Yo) ce point et (a, b) le vecteur normal intérieur à 8D en (xo, yo~.

tel que et on

défini t en par

Pour n suffisamment grand et converge vers u dans
donc

PROPOSITION V-l : Soit Q un ouvert borné très régulier tel que 7~=== ~~2

vérifie les hypothèses du paragraphe IV-2-1, alors (D) est le noyau de y
dans (il).

DÉMONSTRATION : 1 Soit C)f le noyau de y, il est évident que

Soit maintenant tel que on v~ montrer que 
1
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Pour cela on vérifie d’abord, par régularisation, que si v (Dl a son

support compact dans (~ et toutes ses dérivées Da v E pour a  m,

alors D’autre part, par partition de l’unité, on peut supposer

que M a son support dans un voisinage quelconque d’un point frontière de
S~. Alors, en utilisant le fait que (D (S~) est dense dans (Q), la conti-

nuité de yo , y et une intégration par parties, on montre que si yo, o u = 0,
"V

alors au D’où le résultat par itération.( 
a y 

)

V 2 : Problème de Dirichlet homogène dans un ouvert borné très régu-
lier du plan.

V-2-1 : Particularités des opérateurs âc deux variables.

L’intérêt des opérateurs à deux variables est essentiellement contenu

dans la proposition suivante :

PROPOSITION V-2 : Soit P (D) un opérateur hyperbolique à deux variables,
Pm (D) sa partie principale :

a) P (D) et (D) sont de même force.
b) P (D) est hyperbolique par rapport à toute direction non caracté-

ristique.

DÉMONSTRATION : I Cette proposition est classique.
a) résulte par exemple du théorème 5.5-8 de Hôrmander [19]. b) est

alors conséquence de a) et du fait que tout polynôme homogène à deux
variables se décompose en un produit de facteurs linéaires.

L’interprétation du problème de Dirichlet pour un opérateur hyperbo~
lique positif et un ouvert borné du plan se ramène donc, quelque soit

l’ordre des caractéristiques, au cas d’un opérateur homogène. En fait, nous
allons nous restreindre dans ce chapitre aux opérateurs n’ayant que deux

caractéristiques distinctes, et donc, après changement de variable aux opé-
rateurs P (D) de partie principale

L’espace CJ1 (P, S~) et alors l’espace wim) (D) pour tout ouvert borné,
nous le noterons (D). Nous supposerons d’autre part dans tout ce para-
graphe que le bord T de Q vérifie les hypothèses de IV-2-1.
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v-2-2 : Interprétation du problème homogène.
Soit (Bj)j E J un système d’opérateurs définis sur la frontière r de Q, r B

l’opérateur de traces correspondant

On dira est un système de Dirichlet dans Wj’ (Q) si YB se
o

prolonge par continuité dans Wj"’ (Q) et si Wp’n (Q) est le noyau de YB
dans Wp~’? (S~), C’est par exemple le cas dans la proposition V-l.

L’interprétation du problème de Dirichlet homogène pour un opérateur
hyperbolique positif P (D) de partie principale D2m s’écrit alors (B;) étant
un système de Dirichlet :

le système , a une solution et

une seule dans pour toute distribution

On va chercher s’il existe des systèmes de Dirichlet comprenant un

opérateur et un seul d’ordre Soit

un paramétrage propre de l’, on désigne pars l’opérateur

Alors pour toute et toute y de ( on a

On en déduit
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En appliquant l’identité précédente à y = 2c et en utilisant la densité
de (D (Q) ainsi que la continuité des deux membres, on ob-
tient le système de Dirichlet

REMARQUE : Le système précédent n’est évidemment pas le seul possi-
ble ayant la propriété de contenir un opérateur et un seul de chaque ordre.
En particulier, en tenant compte des propriétés de continuité des traces et
des diverses relations de compatibilité on peut remplacer les mf-premiers

opérateurs de ce système par désignant la dé-

rivation normale. Par contre pour des ordres supérieurs à mi - 1 on ne

peut obtenir d’opérateur ayant une composante normale non nulle en tout
point de T. On verra des exemples plus précis au paragraphe suivant.

V-3. Opérateurs du quatrième ordre.

V-3-1 : Interprétation du problème de Dirichlet, ouvert borné très régulier.

Par un changement de variable linéaire on peut toujours ramener la

partie principale d’un opérateur hyperbolique d’ordre 4 dans R2 à la forme

ax2 a4 ay2 . L’interprétation du problème de Dirichlet pour n’importe lequel de

ces opérateurs revient donc à l’étude de HJlt 1) (Q). Nous allons dans ce cas
donner l’interprétation complète des problèmes homogènes et inhomogènes
pour un ouvert très régulier borné dont le bord vérifie les hypothèses du

paragraphe 
On prendra un paramétrage propre de t et on désignera par a N l’o p é-

av
rateur (V-2). Cet opérateur est tangent à r aux points où r est caractéri-

stique, transversal partout ailleurs. On a alors la proposition :

PROPOSITION V-3

a~) L’application de ( dans 1 se pro-

longe en un homomorphisme de sur

(1) On a posé pour toute
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est un système de Dirichlet.

DÉMONSTRATION : On sait déjà que y est un homomorphismc de (0)
sur un sous espace fermé de H1 (.r). D’autre part soient né et

ci3 (r) respectivement les sous espaces de CJ) (I) formés des fonctions dont

les dérivées d’ordre supérieur ou égal à un sont nulles sur fl U2 , et
celui formé des fonctions nulles ainsi que toutes leurs dérivées sur TU Ut n
n U2 . L’image de y contient sfl (F) En effet et à

support par exemple dans un voisinage d’un point de Alors la

fonction Â définie par

appartient à et a son support contenu dans ce même voisinage. Il

existe donc (problème de Cauchy non caractéristique) une fonction y E (D ((2j

telle que Soit alors

existe une fonction telle que

la fonction 1 vérifie bien

D’autre part est dense dans de façon
évidente, ce qui démontre a), .

Quant à b) il résulte immédiatement du raisonnement fait au paragra-

phe V-2-2, c’est-à-dire de l’identité (V-3) et du fait que est dense

dans H(l, l 

REMARQUE : On va montrer, sur un exemple, qu’il n’est pas possible
d’avoir comme deuxième condition de nullité au bord, la nullité de la trace

pour un opérateur à composante normale non nulle aux points caractéristi-

ques de F. Supposons par exemple que T soit défini au voisinage de l’ori-

gine par soit telle que Alors les deux

suites (yn) et définies ci dessous convergent vers 0 dans
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On remarque alors que converge vers à dans « et que

ne converge pas dans

Soit P (D) positif de partie principale on a, toujours avec les

mêmes hypothèses sur S~, la conséquence évidente suivante de la proposition
précédente, qui donne une interprétation du problème de Dirichlet inhomo-
gène posé au paragraphe 1-1-1.

PROPOSITION V-4: Soit appartenant à
il existe unique vérifiant :

Au chapitre VI nous donnerons une méthode plus générale pour poser
des problèmes aux limites inhomogènes qui contiendra celle-ci comme cas

particulier.

REMARQUE : Au paragraphe V-2 comme dans celui-ci on a repris la
formulation hilbertienne du problème. -Concernant une formulation LP on

peut faire les remarques suivantes : (uniquement pour m = (1, 1) mais elles
se généralisent facilement).

Soit S~ un ouvert borné :

a) opère continuement de dans

b) est une injection de (~) dans (Q), (autrement dit
]e problème de Dirichlet homogène a une solutions unique), c’est évident

pour p &#x3E; 2, pour p quelconque on peut en donner la démonstration suivante :
est une injection sur CJ) (D) dont il faut montrer qu’elle se prolonge à

àj"’~(Q) en une injection. Soit donc suite de Cauchy dans

telle que converge vers 0 dans il faut mon-

ter que çn tend vers 0 dans ou encore que tend vers

0 dans Lp, et il suffit pour cela de montrer que tend vers 0 dans

Û’ (Q) puisque c’est une suite de Cauchy dans On suppose encore que
S~ est convexe et de diamètre ô, soit S~’ l’ouvert translaté de 28 dans la

direction Ox, 12" l’ouvert translaté de 2ô de S~’ dans la direction 
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l’enveloppe convexe de D U Q’ U S~" U Q"’ . Pour toute q E T) (~) la fonction

4S valant 99 sur S~ et S~"’ , - g~ sur Q’ et Q" est l’image par d’une

certaine fonction de T) (4). On vérifie facilement que tend vers 0

dans (D’ (4), que est une suite de Cauchy dans LP (4), la première

de ces propriétés montre que tend vers 0 sur toute

de la forme avec 1 donc sur toute y avec d’où l’on

tire facilement que tend vers 0 faiblement dans

c) Le problème de 17existence des solutions pour 1 est

pour p &#x3E; 2 un problème de régularité qui sera traité ultérieurement.

d~ Remarquons enfin que le paragraphe IV-1-3, donne [proposition
IV-4] l’existence et l’unicité pour ce problème de Dirichlet LP, dans des
ouverts de type futur.

V-3.2 : Ouverts à frontière caractéristique.
Nous allons maintenant étudier ce que devient le problème homogène

quand la frontière de 0 devient caractéristique. On considère donc toujours
un opérateur de partie principale mais dans l’ouvert

PROPOSITION

En d’autres termes, le problème de Dirichlet est défini par une seule

condition au bord.

DÉMONSTRATION : Les espaces des deux membres sont des sous espaces
fermés et l’inclusion du premier membre dans le second est

évidente. D’autre part, l’espace des fonctions de nulles sur aD est

dense dans En effet, soit u dans cet espace, u est la

restriction à D de v E 1) ( (~), où , Soit

convergeant vers v dans HJ1, 1) (G), considérons E ~D (G) définie par

où 0 E (D (R) vaut 1 au voisinage de x = 0. Alors
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D’autre part yo, o tend vers yo, 0 u dans Hi (R) et vers 0 dans Hl/2(R),
donc vers 0 dans Hl.

Donc tend vers 0 dans tend vers u dans

gl,1 1 (D). D’où le résultat annoncé. D’autre part ce même ensemble de

fonctions de T)(J9) nulle au bord est contenu dans H 0 ~~ ~D). Soit en effet f’
une telle fonction, on peut supposer que son support est dans [ 0~ 1 [ X
X [0, 1 [ ; soit alors y E E (R) telle que 0 Ç y~ ~ I ~ y~ (t) = 0 pour t ~ 1/2,
1p (t) =1 pour t ~ 1, on considère la suite f~ E T) (D) définie par :

Cette suite est bornée dans gô’,’) (D), en effet en désignant par

on a

D’autre part f étant indéfiniment différentiable, f (o, y) = 0 entraine

de même en x.

On peut donc appliquer l’inégalité (II 5) aux trois premiers termes du
second membre de (V-5). Il vient alors

Ce qui, la suite fp convergeant vers f dans lf)’ (D), suffit à achever la

démonstration.

Dans le cas de l’opérateur homogène on peut d’ailleurs résou-

dre explicitement le problème de Dirichlet homogène dans D, au moins pour
des seconds membres assez réguliers.
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la solution du problème

peut s’obtenir en résolvant successivement

pour chaque y, avec

et le problème analogue en y avec comme second membre

La solution s’écrit donc

Ce qui permet de vérifier que ce qui est
donc un résultat de régularité pour le problème considéré.

CHAPITRE VI

Dans ce chapitre on généralise partiellement les résutats du paragraphe
V-3 à la situation suivante : Q est un ouvert borné très régulier de Rn,
P (D) est un opérateur hyperbolique positif dont la partie principale est le
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carré d’un opérateur strictement hyperbolique. On interprète ainsi le problème
homogène et, partiellement, le problème inhomogène.

On donne d’autre part, au paragraphe V-2 une mêthode pour définir des
problèmes de Dirichlet inhomogènes plus généraux que celui défini au

paragraphe Cette méthode est un développement de celle employée par
Bardos [3] dans le cas des opérateurs d’ordre 1. Il ne sera pas question
dans ce chapitre de la régularité de la solution des problèmes résolus.

VI-1 : Problème de Dirichlet homogène dans un ouvert borné de R~,
pour un opérateur à caractéristiques d’ordre 2 au plus.

VI-1- 1 : Un résultat préliminaire.
Le théorème de trace du paragraphe VI-1-2 et l’interprétation du

problème de Dirichlet qu’on en déduira au paragraphe VI-1-3 sont fondés

sur le résultat suivant, divisé, pour la simplicité de l’exposé, en deux

propositions.

PROPOSITION VI-1 : Soit Q un ouvert borné, P (x, D) un opérateur
d’ordre m à coefficients indépendants de Xi’ on suppose que
P (x, D) vérifie la condition : il existe une constante 0 &#x3E; 0 telle que _pour

toute 99 E (D (il) :

Alors il existe un opérateur B (x, D) d’ordre m - 1 vérifiant :

où n est un vecteur normal au plan xi = 0~ et il existe une constante C ) 0
tels que, pour 

PROPOSITION VI-2: Supposons, en plus des hypothèses de la proposition
précédente que le coefficient de Dm dans P (x, D) = o ". , o) (x) est tel que

a(., 0, ... , o) (x) = 0 définisse une variété C°° , il n’existe aucun opérateur d’ordre
m - 1 qui vérifie (VI-3) sans vérifier (VI-2).
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DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION VI-1 1 On notera

et on posera Soit alors
1 a 1 --z. m

est l’hyperplan 0), que l’on identifiera à la fonction
on va démontrer l’identité :

où et où les sont des formes

que nous allons expliciter.
On considère d’abord la partie principale de P et, dans celle-ci les,

termes tels que a1 ~ 0, on a alors

d’où en posant :

avec

et

D’autre part si et on a l’identité

12. Ânl1ali dedta Scuola Norm. S’ltp. di Pisa.
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où uivant les cas. On en déduit que

et, par suite, en sommant par rapport à a

L’identité (VI-4) est donc démontrée en posant :

Nous allons maintenant intégrer cette identité sur

en tenant compte du fait que
Il vient alors : -.

On intègre par parties dans le premier membre et le deuxième terme
du second, puis on fait les majorations standard et on trouve

D’où, en tenant compte de (VI-1) et de la définition de la norme dans
H-m (D), il vient
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d’où l’inégalité (VI-3) en faisant varier j de 0 à m - 1 et k de 2 à n. On
peut remarquer que B (x, D) vérifie bien (VI-2).

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION VI-2 : t
On va construire une suite de fonctions de ~D (il) telle que P (x, D) qn

tende vers 0 dans L2 (S~) et que ne converge pas dans Qj,
s’il existe des points où H est caractéristique pour P.

Le résultat démontré sera donc que non seulement pour avoir des tra-

ces dans H-1 la condition V-2 est nécessaire, mais aussi pour avoir des

traces dans (6). Sous les hypothèses faites on peut supposer qu’il existe
un voisinage Û de l’origine où a(m, 0, ... ,0) (x’) = 0 coïncide avec x2 = 0 par
example. Soit de la forme

=1 ou voisinage de 0 dans Rw2. Soit alors

On peut vérifier que tend vers 0 dans L2 et que la

trace de ne converge pas dans

REMARQUES: 1. Les hypothèses des propositions précédentes ne sont
évidemment pas nécessaires. En particulier l’hypothèse que les coefficients
sont indépendants de Xi’ y cependant son introduction simplifie notablement
les calculs et elle est vérifiée dans les applications que nous en ferons.

2. Dans le cas où P (D) est à coefficients, la démonstration précé-
dente se simplifie considérablement en utilisant un résultat classique oe
Hürmander ([19]-Th. 2.2.8). En effet l’intégrale

est convergente si et seulement si le 0 n’est pas caractéristique.

VI-1-2: Théorème de trace.

(i) On peut obtenir néanmoins des théorèmes de traces dans ce cas (cf. Goulaouic-
Grisvard [14], et des résultats non publiés de ces antenre) mais dans des espaces poids
non localement intégrables.



754

PROPOSITION VI-3 : Soit Q (D) un opérateur strictement hyperbolique
d’ordre m, {J un ouvert borné de Rn, r une variété C °° de dimension n -1

plongée dans alors il existe un opérateur différentiel homogène dé, firci sur

r, d’ordre m -1 dont le coef, ficient de a a dériroation normale a .T’av av

est non nul en y E r, si et seulement si r n’est pas caractéristique pour 0 au

point y, tel que l’opérateur

de dans où

se prolonge en une application continue de dans

DÉMONSTRATION : On a vu au premier chapitre (proposition 1-6) que

ga (Q, Q) c (D) avec injection continue, donc yj se prolonge bien, pour
j ~ m - 2, en une application continue de Ho (Q, fi) dans II (T fl Q).
D’autre part, à l’aide d’une partition finie de l’unité, on peut se ramener
au cas où la projection zrn

est un difféomorphisme d’un ouvert IT de ~’ tel que sur un

ouvert Y de xn = 0 le changement de variable correspondant nous met
dans les conditions d’application de la proposition VI-1, d’où le résultat.

REMARQUE : Comme pour la proposition VI-1, ces résultats ne sont

pas nécessairement les meilleurs possible. Ceux. ci ont été obtenus pour
n = 2 et Q = 0 au chapitre V (proposition V-3) et pour n quelconque,
mais Q bande spatiale au chapitre III (proposition 111-1). Nous reviendrons
sur cette question au paragraphe suivant, en particulier pour Q = D.

Soit maintenant S~ un ouvert borné très régulier de bord 7~ on a alors,
en utilisant la définition de H (Q, Q) donnée au chapitre 1.

PROPOSITION VI-4 : L’application y de la proposition VI.3 se prolonge

en une app lication continue de Q) dans

VI-1-3 : Interprétation du problème homogène.
Soit Q un ouvert borné très régulier, Q un opérateur strictement

hyperbolique. Dans la démonstration de la proposition ci-dessous, on sup-

posera que Q est hyperbolique par rapport à N = (1, 0, ... , 0).
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PROPOSITION VI-5 : noyau de y dans H (Q, Sd), y étant

définie à la proposition VI-3..

DÉMONSTRATION : Elle est analogue à celle de la proposition V-1. On
commence par vérifier comme au lemme V-l, que u E Ho (Q, Q) équivaut à
u E H (Q, Q) et le prolongement Îi de u par 0 à l’extérieur de Q satisfait à

(notations du chapitre 11[: Do est le demi espace Xi &#x3E; 0, et

on suppose fi Ensuite on vérifie que si v E ê’ (Do) n JÎ(Q, Do) alors
Ces deux vérifications ne posent aucun problème. D’autre

part on sait que si u E (Q), il suffit donc de vé-

rifier que Q (D) û E L2 (G). Et, ~ compte tenu de la densité de Cf) (il) dans
H (Q, Q) et de la-continuité de y, il suffit de vérifier cette propriété pour
une fonction de (D (S~) à support dans un voisinage arbitraire d’un point
frontière de S~. Alors le même changement de variable que celui de la

proposition VI-3 et une intégration par parties montrent que

d’où le résultat cherché.

Soit alors toujours P (D) hyperbolique positif dont la partie principale
est le carré de l’opérateur strictement hyperbolique Q (D), soit D un ouvert

borné très régulier, le problème de Dirichlet homogène s’écrit :

(VI 5) 1 
Pour toute distribution il existe 

) 
unique tel T et y = 0.

REMARQUE : Nous verrons au paragraphe suivant une interprétation
du même type de ce problème homogène mais où H (Q, Q) est remplacé par
divers espaces de fonctions, dont certains beaucoup plus grands.

VI 2 : Problème inhomogène.

VI-2.1 : Une méthode pour définir de.fl problèmes de Dirichlet non-

homogènes.

Les notations et les hypothèses sont les mêmes que dans le paragraphe

précédent. On va essayer de poser des problèmes dans g (Q, il) au lieu de
~

H (Q, 0). Rappelons que est l’espace des fonctions de H--l (D)
telles que Q (D) u E L2 (0).
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On va faire les hypothèses supplémentaires suivantes : l’ensemble des

points de caractéristiques pour Q est une variété C°° de dimension

n - 2~ &#x3E; Soit de plus (f(4)o~iSm-l une famille d’espaces de distributions nor-

maux sur r vérifiant

(VI-6) 
si et supp Tc V, V variété de dimension n - 2 ,

( ~ 
tracée sur, alors T = 0.

et

(VI-7) est invariant par les difféomorphismes de f.

On note alors i et on désigne par H l’adhérence dans

Un élément de H est alors un m + 1 - uple
avec et On a alors

PROPOSITION VI-6 : Lac projection de 9l sur H (Q, Q) est

une injection.

DÉMONSTRATION : Il faut montrer que (0, (vi» E 9É entraine vi = 0 quel
que soit i. C’est-à-dire que si E ~D (D) converge vers 0 dans H- il) et

y ffn converge dans nécessairement lim y qn = 0. On peut rupposer que
CPn a son support dans un voisinage arbitraire d’un point de r. On fait

alors le changement de coordonnées habituel transformant localement S~ en

00 = &#x3E; soit .H l’hyperplan Xi = 0. On désigne par Q (X, D) le
transformé de Q (D) et 0,. (X ) celui de p,,, y on peut supposer les coefficient
de Q indépendants de Xj, on écrira

Soit alors y E (D (Rn) on a par intégration par parties

où , désigne la dualité «D’ (H), CJ) (H)). D’après les hypothèses faites

sur CPn, (VI.8) devient
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Mais pour tout , et tout fl E ÇD (H) il 

tel que et pour

équivaut alors à

( pour tout tend vers 0 dans

Posons alors

on a d’abord

donc yo 4Sn tend dans (D’ (I’) vers une distribution à support dans l’ensemble
des zéros de am, o ... o ·

D’après les propriétés de l’ensemble des points caractéristiques de r,
(VI-6) et (VI-7) entraînent que cette distribution est nulle, vo = 0. On a
alors

d’où VI = 0. En itérant le procédé on trouve le résultat annoncé.
On peut, par cette injection identifier 1 à un sous espace H (Q, il, ~:)

de Îi (Q, On munira H (Q, il, 1:) de la topologie transportée de la topo-

logie induite sur ’Y par .ff X Z.
En particulier si les rci sont des Banach, est un Banach

lorsqu’on le munit de la norme

On peut encore remarquer que l’application y de dans 1:, se

prolonge par continuité à H (Q, Q, 1:); et que les topologies induites sur

(0) par H (Q, 0, Z), H É2) et .9 (Q, D) coïncident.
En particulier est l’adhérence de (D (D) dans JT On

a encore la proposition :

PROPOSITION VI-7 : noyau de y 

DÉMONSTRàTION : Elle est identique à celle de la proposition VI-5. En

effet celle-ci est fondée sur: densité de CJ) (D) dans H (Q, D), continuité et
nullité des traces dans ZZT)’(r’) et T E -i-7 (Q, D) entraîne TE DO).
Toutes ces propriétés sont conservées par passage de H (Q, D) à Q, ~").
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Le problème de Dirichlet homogène admet donc la même interprétation
que dans .g ( Q, S~) : nullité des traces dès que celles-ci

existent. D’autre part on va pouvoir poser un problème inhomogène avec

toute.fois une hypothèse supplémentaire pour assurer l’existence des solutions

(VI-11) 
pour toute il existe cpn E ~D (Q) bornée

(VI.Il)  dans N (Q, 0) telle que yp,, tende vers f dans C.~) telle que tende vers / dans ~.

On a alors

PROPOSITION VI-8 : Sous les hypothèses (VI-6), (VI-7) et (VI-11), pour
existe u unique dans telle que

De plus, u ne dépend pas de l’espace 1:, contenant f, choisi.

DÉMONSTRATION t a) Unicité (1: figé) : t supposons qu’il existe deux solu-
tions Ut et u2 , alors v = u2 vérifie

la deuxième ligne de ce système entraîne que donc que v=o.

b) existence : Soit JE rc et ~~, vérifiant (VI-11), considérons la solution
au sens du paragraphe I-1 du système

Soit alors , 1 vérifie

D’autre part (lpn) étant bornée dans ÎÍ (Q, P (D) qn est bornée dans

Il’ (Q, donc (vn) bornée dans Ho (Q, Q). Il existe une sous-suite de

(vn) convergeant faiblement dans vers un élément v E Ho ( Q, !J).
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La suite est bornée dans il), on peut donc en extraire une sous-

suite (99.p) faiblement convergente vers un élément w (w, f ) appar-
tient à l’adhérence de (Z) (D) X y CJ) (fi) dans -Ufaibl,, donc à donc

Alors vérifie (VI-12)de façon
évidente.

c) indépendance de 1:: on prend
vérifie les hypothèses de la proposition et la solution dans 8 ( Q, Q, rcl) est
aussi solution dans il, ~’), est aussi solution dans .g ( Q, Q, ~"), de
même que celle dans H (Q, Q, rc’), d’où le résultat d’après a) appliqué
i&#x3E;our £ ».

EXEMPLE : Soit dans la pro-

position ~VI-8 jointe au fait que, visiblement, (Q) C .g (D, Q, 1:), montre
que = H1,1&#x3E; (Q), le problème étudié ici est alors celui du para-

graphe V-3-1.

VI-2-2: Applications et remarques.

On va essayer de trouver un problème analogue à celui de l’exemple
ci-dessus, d’abord pour quelconque et un opérateur d’ordre quelconque ;
puis, avec des précisions supplémentaires pour des opérateurs du quatrième
ordre.

APPLICATION 1 : Soit 0 un ouvert borné très régnlier de Rn et P(D)=
_ ~ ~ (D)~2 -~- R (D) un opérateur hyperbolique positif, Q étant strictement

hyperbolique homogène d’ordre m, on suppose que r = aS~ vérifie les hypo-
thèses du dédut du paragraphe et on considère sur r l’ouvert U où une

0

normale (intérieure ou extérieure) appartient à F (Q), et le fermé 

où F est caractéristique pour Q (D) ; F est une variété C °° de dimension n-2.

A On prend d’abord les hypothèses (VI-6) et

(VI 7) sont visiblement satisfaites, on lui associe un espace il), y
est alors une application continue de Q) On va montrer

que y est un homomorphisme surjectif, ce qui entraînera (VI-11). Soit (r)
l’espace des fonctions de (D dont les dérivées d’ordre supérieur à na-i-1

m-i

sont nulles sur F. On constate que il !Ili (r) est dense dans C(0) et que
i=o

m-1 ,

II sIl, (r) est contenu dans l’image de ~D (~) par y, (vérification analogue
i=o

à celle de la proposition V-3). Soient alors = (990 ... , cpm-2 , 0) et ~i =

dans on voit facilement qu’il existe deux fonc-
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tions yo et y, de T) ~S~) telles que

l’existence de 1Jlf se montrant comme à la proposition V-3. Ce qui, compte
tenu de la continuité de y et de l’inclusion D), montre le

résultat cherché.

Ceci nous permet donc de poser un premier problème aux limites à

données au bord 

B Soit maintenant où les fonctions sont définies

sur I’ par prolongement par zéro. vérifie (VI-6) mais non (VI-7). Cepen-
dant le raisonnement de la proposition VI-6 (seul moment où (VI-7) est uti-
lisé) se prolonge aisément à Z(l)~ ce qui permet de définir un espace 
D’autre part (VI-11) se vérifie comme à la proposition III-1.

Finalement on peut donner un problème aux limites à conditions au
bord dans

- 1

ce qui constitue une interprétation partielle de celui du chapitre I.

REMARQUE : n = 2, Q = 0 on peut, en utilisant la proposilion V. 2,
remplacer ce problème par

il est donc légèrement plus faible que
le problème étudié au paragraphe V-3.

APPLICJATION 2: On va maintenant donner des précisions dans le cas

où Q (D) = D, y mais n quelconque. Auparavant on va utiliser un résultat
de Hôrmander ([19] th, 2. 2. 8) pour caractériser complètement les traces

des fonctions de Ho (D, S~) sur les hyperplans xi = a, xn = a, x1 + x2 = a,
ainsi que, dans les deux premiers cas, les traces de leurs dérivées norrnales.
Il faut pour cela calculer les cinq intégrales :
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On trouve:

ce qui a comme conséquences
- d’abord que, comme nous l’avons montré au chapitre III, y est un ho.

momorphisme de Ho (0 , D) sur

- puis que yo est un homomorphisme de .

Mais on voit également que tout ce que l’on peut dire de simple
sur les traces = a est que l’espace des traces des fonctions est com-

pris entre Hô et H;/4.; et que l’espace des traces des dérivées normales est

compris entre H 1/2 et L2.

Ces considérations amènent à prendre comme meilleure interprétation
partielle « simple » du problème inhomogène posé au chapitre I, dans ce cas,
les conditions au bord dans Z = H1 (.T) X (Z2 (~) + gn2 (.h~]. On vérifie

que c’est possible par des méthodes analogues aux précédentes.

REMARQUE : On aurait pu espérer à priori faire une théorie analogue
à celle de ce paragraphe VI-2 en prenant l’espace

domaine maximal de l’opérateur Q dans L2, muni de la norme

au lieu de l’espace g ( ~~ S~) (dans lequel les fonctions sont supposées à
priori dans (Q)). En effet d’après des résultats non publiés de C. Gou-
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laouic et P. Grisvard généralisant ceux de [14], on a un théorème de traces
dans g ( Q (S~). Mais les espaces de traces ne vérifient pas (VI-6).

D’autre part, l’interprétation du problème de Dirichlet homogène (VI-5)
et les propositions V-3 et VI-5 ne sont plus exactes lorsqu’on remplace
H (Q, Q) par H (Q, Q). L’unicité de la solution peut être en défaut comme
le montre l’exemple suivant :

EXEMPLE :

En effet (D) u = 0 et u E Z2 (Q). D’autre part
Q2 (D~ u est évidemment nul et un calcul direct montre que y u = 0.

On peut enfin remarquer que la démonstration de la proposition VI-7,
calquée sur celle de la proposition VI-5, ne serait plus valable si l’on rem-

plaçait Îi (Q, il) par H (Q, D) puisque l’on utilisait explicitement le fait que
les dérivées d’ordre inférieur ou égal à rn - 1 d’une fonction étaient dans

L~ ce qui, comme le montre également l’exemple ci-dessus n’est pas néces-
sairement vérifié.
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