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Cet article a trait au probl6me suivant, que nous appellerons problOme de Fatou 

ponctuel : 6tant donn6 une mesure bor61ienne convenable /z  sur R v, on consid6re la 

fonction harmonique dans le demi-espace v+~ R+ =R  xR+ d6finie par l 'int6grale de Pois- 

son u=P(/z). A quelles conditions sur la mesure/z  la fonction harmonique u admet-eile 

une limite non tangentieUe au point (0, 0)? 

Ce probl6me - ainsi que d 'autres,  d'ailleurs - fut pos6 et r6solu pour  la premi6re 

fois par P. Fatou dans son c616bre article ([5]) de 1906, dans le cas oil v = l ;  plus 

pr6cis6ment, la condition suffisante obtenue est la dOrivabilit~ de la mesure/z  au point 

0. La  m6thode utilise de mani6re essentielle le fait que v= 1, et on ignore toujours si ce 

r6sultat est exact  en dimension sup6rieure, du moins si on prend pour  d6finition de la 

d6rivabilit~ de la mesure /z  au point 0 la propri~t~ 

(~ )  Il existe L ER  tel que, pour  toute boule ouverte B de R v, la quantit6 

#(rB)/m(rB) admette L comme limite quand r tend vers 0, oii m d6signe la mesure de 

Lebesgue de R v. 

En 1943, L. H. Loomis prouve ([6]), toujours dans le cas oil v-- l ,  l '6quivalence 

entre la d6rivabilit6 en 0 d 'une  mesure/z~>0 et le fait que P(/z) admette une limite non 

tangentielle en (0,0) (donc l 'optimalit6 de la condition (~ )  dans ce cas); il donne 

6galement un exemple montrant  que la r~ciproque du ~, th~or~me de Fatou ponctuel  ~ 

est fausse en l 'absence d 'hypoth~se sur la mesure. 

En ce qui concerne les r6sultats dans le cas oil v > l ,  il est connu depuis un certain 

temps (cf. par ex. [9], p. 197) que, si le point 0 est un point de Lebesgue pour  le mesure 

/~, i.e. si 
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(~) I1 existe L ER tel que, pour toute boule ouverte B de R ~, la quantit6 

Lu-Lml(rB)/m(rB) tende vers 0 quand r tend vers 0, 

alors u=P(g) admet une limite non tangentielle au point (0, 0). 

En outre, W. Ramey et D. Ullrich ont r6cemment obtenu ([7]), dans cette direc- 

tion, les r6sultats suivants, 6galement ind6pendants de la dimension : si la mesure/t est 

i>0, ou de la forme f .  m, avec f E  B MO(R~), alors la d6rivabilit6 de/~ implique l'existen- 

ce d'une limite non tangentielle pour u=P(g) (et cette condition est optimale puisque la 

r6ciproque est vraie dans les deux cas). Bien qu'utilisant la m6me id6e g6n6rale, les 

d6monstrations de ces deux r6sultats sont disjointes, et rune d'elles est bas6e sur le 

th6or6me de Fefferman-Stein identifiant BMO au dual de H 1. 

Des r6sultats de m6me type, qui relient la d6rivabilit6 sym6trique d'une mesure ~t 

la convergence radiale de son int6grale de Poisson, ont 6galement 6t6 obtenus (cf. [5], 

[6], [7], [81). 

L'id6e de base de notre article est l'introduction d'une hypoth6se nouvelle (~) ,  

qui exprime une condition de bornitude portant sur la mesure Alul (cf. w Cette 

condition permet, en un certain sens, de contr61er l'oscillation de la fonction u=P(/~) et 

d'obtenir, essentiellement, les m6mes r6sultats que darts le cas oO la mesure/~ est/>0 

(cf. w II, th6or6mes 1, 2 et 3). Les r6sultats d'analyse harmonique euclidienne r6cem- 

ment obtenus ([2], [3]) par les auteurs, moyennant certaines hypoth6ses sur la densit6 

de l'int6grale d'aire, ne sont pas 6trangers/t cette id6e. 

I1 est tr6s facile de voir (cf. w II, corollaires 1 ~ 7) que l'hypoth6se (~)  est satisfaite 

dans les trois situations 6voqu6es plus haut; par suite, les th6or6mes 1, 2 et 3 contien- 

nent, comme cas particuliers, les r6sultats ant6rieurs sur le sujet. 

En fait, la d6monstration de ces th6or6mes utilisant fort peu de propri6t6s particu- 

li6res au noyau de Poisson, on peut obtenir avec les m6mes m6thodes des r6sultats 

beaucoup plus g6n6raux, contenant, entre autres, le cas du noyau de la chaleur; ces 

extensions font l'objet du w III. 

I. Une hypoth~se permettant de contr61er l'osciHation d'une fonction harmonique 

Pour tout z = ( x , y ) E R  ~+1 et tout 0ER ~, on pose 

cv Y F((v+ 1)/2) 
po(z)= (llx_OllZ+yZ)(v+l)t2, Of 1 Cv---- ~r(~+l)/2 
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On d6signera par ~t l 'ensemble des mesures de Radon/~ sur R ~ telles que 

fR Po(O, 1) ~tl(dO) < + oo. 
1, 

Etant  donn6 une fonction harmonique u dans R ~+1 e t a  E R, on note ~9 a le potentiel 

de Green de la mesure A l u - a  I, i.e. l 'application de ..+R ~+1 dans R+ U { + ~ }  d6finie par 

( 
q~.(z) = / ~ ( z , z ' )  Alu-al(dz') 

oil ~ d6signe la fonction de Green  - nv+l dc it+ . Pour  all6ger les notations, qg0 sera not6 qg. 

Enfin, nous introduisons les d6finitions suivantes : nous dirons qu 'une fonction 

harmonique u v6rifie la condition (Y() (resp. (Y(')) si le potentiel de Green q9 de la 

mesure Alu Ies t  born6 dans un ensemble de la forme VNR v+l..+ , or) V est un voisinage de 

(0, 0) dans R "§ (resp. born6 dans {0} x]0,  1]). Par abus de langage, on dira aussi qu 'une  

mesure / t  E ~ v6rifie une de ces conditions si la fonction u=P(/~) la v6rifie. 

Comme la densit6 de l 'int6grale d 'aire 6voqu6e pr6c6demment,  la fonction q~ 

permet d 'est imer,  en quelque sorte,  si la fonction u est ,, proche ~ d 'une fonction de 

signe constant (qui oscille ,, peu ,~ et qui a un ,, bon ,, compor tement  ~t la fronti6re). Par 

exemple, il est facile de voir que tp est identiquement nulle si et seulement si u est  de 

signe constant; on verra 6galement (cf. w II, proposition 2) que q0 est born6e d~s que u 

est l 'int6grale de Poisson d 'une  fonction de BMO. 

La  signification de q0 apparaR 6galement sur les expressions suivantes, qui nous 

seront utiles en plusieurs occasions : 

PROPOSITION 1. Pour tout mesure i ~ E Jt, on a les ~galitOs : 

(,)  ~0 = t '(tul)-IP(~,)l;  

(**) q0 = 2 Min(P(/z+), P(/~-)). 

DOmonstration. L'6galit6 (*) n 'es t  autre que la d~composition de Riesz de la 

fonetion surharmonique - lu l= - [P ( /01 .  En effet, l 'ouvert  ..+R v+l est un sous-ensemble 

greenien de R v+l, la fonction - lul  est harmonique,  et admet une fonction sous- 

harmonique minorante,  ne serait-ce que -P([ul).  Le  tb6or~me de d6composit ion de 

Riesz ([4], p. 52) est donc applicable, et fournit l'6galit6 

- lu l  = 64-0, 
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ofl G2 est le potentiel de Green de la mesure ;t associ6e ~t -[u l, et  - v  la plus grande 

fonction harmonique minorante de -lul. I1 reste donc a identifier 2 ~ A~u Iet  v ~ P(~u[); 

pour voir que ;t=A~ul, il suffit d 'appliquer l 'op6rateur A (au sens des distributions) ~t 

l'6galit6 - luI=G;L-v,  et d'utiliser des propri6t6s classiques de la fonction de Green. Le 

fait que o=P(lul) est une cons6quence imm6diate du principe du maximum, dans le cas 

particulier o0 la mesure/~ admet une densit6 continue par rapport ~ la mesure de 

Lebesgue; le cas g6n6ral s 'en d6duit au moyen d 'une approximation, par exemple de la 

mani6re suivante : 

Pour tout entier n>0,  notons f~: W--~R l'application d6finie par 

= fRpe(O, 1/n)/u(d~); L o) 

en appliquant ce qui pr6c6de ~ la fonction surharmonique -IP(f~" re)l, on obtient, pour 

tout entier n>0  et tout z=(x, y)E R ~+~ 

-lu(x' y+ l/n)l = fa ~ ~dn(z' z') Alul(dz')- fa'P~ 

of 1 c~ est la fonction de Green relative ~ l 'ouvert Wx]l/n,+oo[. On sait que, pour tout 

(z, z')E..+R v+lyRv+l....+ , (a~(z, z') converge en croissant, lorsque n tend vers l'infini, vers 

(g(z, z'). Les trois termes de l'6galit6 pr6c6dente ont donc une limite lorsque n tend vers 
r -  ~ v +  1 l'infini, et on a, pour tout z ~ tt+ , 

-lu(z)l = 9 ( z )  - l i m  fR po(z)l f~l(O) dO. 

Par suite, il reste uniquement ~ v6rifier que 

v'(z) = lim fRvpo(z)lf~l(O) dO >~ frepo(z) Lul(dO). 

Fixons z E Rv+~ et soit g: Rv---~R une fonction continue ~t support compact teUe que ~ +  , 

[g(O)l<~Po(Z) pour tout 0 E W. D'apr6s le th6or6me de Fubini, 

fRvPo(Z)lf~l(O)dO>~fRg(O)f~(O)dOl=f~P(g'm)(',l/n)~( d')" 

Comme g est continue et ~t support compact, la suite de fonctions 

(P(g.m) (. , (1/n))/po(', 1)) 
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converge uniform6ment vers g/Po(", 1). Doric, comme/~ E ~ ,  

R P(g" m) (~, 1/n),u(d~) 

lorsque n tend vers l'infini. 

Par cons6quent, 

t, '(z) >~ 

converge vers fR" g(~5) lu(d'~) 

f~ g(~) l~(d~) 

pour toute fonction g continue it support compact telle que [g(O)l<~po(z) pour tout 0 E R' ,  

ce qui prouve l'in6galit6 voulue, et ach~ve la d6monstration de l'6galit6 (*). 

L'6galit6 (**) s 'obtient facilement it partir de la pr6c6dente, en utilisant le fait que, 

si a et b sont deux r6els, on a 2Min(a, b)=a+b-la-b I. 

Bien 6videmment, ces derni~res expressions de q0 ont un sens lorsqu'on remplace 

le noyau de Poisson par d 'autres noyaux; en particulier, nous aurons it consid6rer la 

fonction q0 t d6finie dans R ~+1 par l'6galit6 + 

q0~(z) _ Lul(B(x, y)) Iz(B(x, y)) 
m(B(x, y)) m(B(x, y)) 

ainsi que les hypotheses ( ~ )  et (~':) obtenues en rempla~ant, dans la d6finition de ( ~ )  

et ( ~ ' ) ,  la fonction 9 par la fonction 91. I1 n 'est  pas sans int6r~t de comparer ces 

hypotheses entre elles (cf. w II, proposition 3). 

D'autres g6n6ralisations sont envisag6es dans le w Ill .  

lI. Application au probl~me de Fatou ponctuel 

Pour tout r6el a>0 ,  on note Fa l 'ensemble des points (x, y)ERVxR+ tels que Ilxll<ay. 
Pour toute fonction r6elle u d6finie darts u v+l .~+ , on pose 

Nl~(u)(0) = sup lu(z)l 
ZEFa;Y<I 

et 

N~(u) (0) = sup ]u(0, y)[ 
y<l 

16-908289 Acta Mathematica 164. Imprim~ le 27 avril 1990 
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On dit que u admet une limite non tangentielle au point (0, 0) si, pour tout a>0 ,  u(z) 

tend vers une limite lorsque z tend vers (0, 0) en restant dans F~, et que u est non 

tangentiellement born~e au point (0, 0) si N:~(u)(0) est fini pour tout a>0 .  

Pour tout x E R ~, et tout r>0,  la boule ouverte de centre x et de rayon r sera not6e 

B(x, r). Pour toute mesure de Radon/~ sur R ~, et tout h>0,  on pose 

Mh(lt) (0) = sup LuI(B(0, r)) / m(B(O, r)); 
r<h 

/~th(/~) (0) = sup ~u(B(0, r)) I / m(B(O, r)). 
r<h 

Les principaux r6sultats de ce paragraphe sont les th6or~mes 1 et 2, qui relient la 

d6rivabilit6 d 'une mesure ~ ~ la convergence non tangentielle de la fonction u=P(/~). 

Nous donnons 6galement (th6or~me 3) un r6sultat qui relie la d6rivabilit6 sym6trique de 

/~ ~ la convergence radiale de P(/~). 

TH~OR~ME 1. Soit l~E~ ,  et soit u=P(/~). Si l~ v~rifie (~) ,  et si u v~rifie (~('), alors 

u admet une limite non tangentielle au point (0, 0). 

Nous 6tablirons en fait le r6sultat 6quivalent (cf. proposition 3) obtenu en rempla- 

9ant l 'hypoth~se ,, u v6rifie ( ~ ' )  ,~ par l 'hypoth~se ~/~ v6rifie ( ~ )  ,,. Les r6sultats 

suivants seront utilis6s dans la d6monstration du th6or~me : 

LEMME 1. Soient I ~ E./~ et u=P(/t) .  Pour tout z=(x, y) E ..+R v+:, et tout r>0,  on a 

u(rz) = ~ tz(rB( x, 0)) c'vYeV+l 
ro~<l} m(rB(x, Q ) ) (Q2 + y2)(v+ 3)/2 do + e(r), 

oft e(r) tend vers 0 quand r tend vers O, avec c '=(v+ l)bvc~, oft b~ d~signe le volume de 

la boule unit~ de R ~. 

LFMME 2. Soit u une fonction harmonique non tangentiellement born~e au point 

(0, 0). Pour que u admette une limite non tangentieUe en ce point, il suffit qu'elle y 

admette une ~ limite multiradiale >~, i.e. qu'il existe L E R  tel que, pour tout zE Rv+I ~ . ) .  

u(rz) tende vers L quand r tend vers O. 

D~monstration du th~orbme 1. La  mesure/z 6tant d6rivable au point 0, la quantit6 

AT/h(/z)(0) est finie pour tout h>0;  en raison de l 'hypoth~se ( ~ ) ,  il en r6sulte que 

Mh(/z)(0) est fini pour tout h>0;  mais comme (cf. [9], p. 197) la fonction maximale de 

Hardy-Lit t lewood domine les fonctions maximales non tangentielles, il en r6sulte que 
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la fonction u est born6e non tangentiellement au point (0, 0). On voit donc,  en utilisant 

ie lemme 2, qu'il suffit de prouver  que u admet L comme limite multiradiale au point 

(0,0). Enfin, en vertu du lemme 1, on est ramen6 ~ montrer  que, pour  tout 

z=(x, y) E R ~+1 l'int6grale + 

f{ r v+l 
lu(rB(x, O)) c~yo 

~o<~z} m(rB(x, 0)) (O2+y2) (v+3)/2 do 

tend vers L quand r tend vers 0. Fixons donc .-n~+l z ~ +  ; il est clair que, gr~tce 

l 'hypoth6se de d6rivabilit6 de/~, la quantit6 

i v+l 
~(rB(x, 0)) c~yo 

f (z ,  r, O) = 1]O, 1/r](O) m(rB(x, O)) (O2+y2) (v+3)/2 

tend vers 

r v+l c~yp 
L (Q2 + y2)(v+3)/2 

quand r tend vers 0, pour  tout 0>0.  

D'autre  part,  pour  tout Q>0, B(x, o)~B(O, Ilxll+e), et par suite 

~u(rB(x,o))[<... LuI(rB(x,o)) Lul(rB(O, llxl,+o)) ( ~ )  v 
m(rB(x, 0)) ~ul(rB(O, Ilxll+o)) m(rn(O, Ilxll§ 

si rQ--<l et 0<r~<l. 

Comme on l 'a  d6j~ observ6,  M~lxll+l(~)(0) est fini; par  suite, pour  tout r~<l, et tout 

O>0, 

If(z, r, 0)l ~< C (llxll+0Y0y 
(02-1.-y2)(v+3)/2 

oO C est une constante finie. Comme,  bien 6videmment,  

f0 +~ (llxll+0) v . 
( ~ - 0 ~ ) / 2  0 ao < + oo 

le th6or~me de la convergence domin6e de Lebesgue prouve que, lorsque r tend vers 0, 

f(z, r, O) do tend vers L .~ (O2+y2)(v+3)i 2 do = L. 
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Le  th6or6me sera donc d6montr6 d6s qu 'on  aura prouv6 les lemmes 1 et 2. 

D~monstration du lemme 1. Fixons zER+ +~ et r>0;  il est clair que, pour  tout 

0 E R ~, on a l'6galit6 

flp~| 1 (v+l)c~yo fl-| , ~+l Po(rZ) = r~ do = 1 cvo Y 
-O/r[[ (QZ-FY2) (v+3)/2 -O/r[[ m(rB(x, O)) (Q2 [_y2)(v+3)/2 do. 

Donc, en appliquant le th6or6me de Fubini, on obtient l'6galit6 

~0+~ C p _v+l. (1) u(rz) = Ix(rB(x, 0)) v ~ Y , 
m(rn(x, o ) ) (o% ~ ) ~ i  a~ 

Compte tenu du fait que, s i r  est  assez petit et r o l l ,  on a B(x, O)c_B(O, 20), il suffit de 

prouver que l 'int6grale 

f{ OV+lY 
l(r)= ~ul(2rB(O,o)) c', 

,Q~>l} m(2rB(O, 0)) (02+y2) ~v+3)/2 do 

tend vers 0 Iorsque r tend vers 0. Soitf l'application de R v darts R v ddfinie parf(x)=x si 
llxll 2, f(x)=2x/llxll si 0<llxll<2 et f(0)=0, et soit v l'image de [ul par f; il est clair que 

v(B(0, 0))=Lui(B(0, 0)) si 6)92 et que v(B(0, 0))=0 si 0<2; par consdquent, v 6 ~; d'autre 

part on voit, en changeant de variable dans l'intdgrale l(r) et en utilisant de nouveau 
l'6galit6 (I), que l(r)=P(v)(O, 2ry). IIen rdsulte, comme la mesure vest nulle darts un 

voisinage de 0, que cette quantitd tend vers 0 quand r tend vers 0, ce qui termine la 

ddmonstration du lemme I. 

D~monstration du lemme 2. Posons,  pour  tout  r>0  et tout z E R~. § ur(z)=u(rz). 

Pour montrer  que u admet une limite non tangentielle au point (0, 0), il suffit de montrer  

que la famille (u,) converge uniform6ment sur tout compact  de R~. +l quand r tend vers 0; 

un tel compact  K 6tant fix6, on choisit a > 0  de fa~on ~ ce que le c6ne Fa contienne K. 

Par hypoth6se,  la fonction u est bom6e  dans ce c6ne, donc l 'ensemble des restrictions 

(Urlr) est une famille uniform6ment born6e de fonctions harmoniques,  dont toute sous- 

famille uniform6ment convergente sur K converge vers L,  en vertu de l 'hypoth6se de 

convergence multiradiale; grace h l 'argument de compacit6 usuel, ceci termine la 

d6monstration. 

Voici quelques cons6quences du th6or6me 1 : 

COROLLAIRE 1 ([9], p. 197). Soient tx EM et u=P(Ix). Si le point 0 est une point de 
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Lebesgue pour la mesure it, alors la fonct ion u admet  une iimite non tangentieile au 

point (0, 0). 

D~monstration. II est  6vident que, dans ce cas, la mesure It est d6rivable au point 

0, et que Mh(lt)(O) est fini pour  tout h>0;  afort ior i ,  la condition ( ~ )  est remplie. 

COROLLAIRE 2 (W. Ramey et D. Ullrich [7]). Soient It E M e t  u=P(lt) .  Si la mesure 

It est >10 et d&ivable au point  O, alors la fonct ion u admet  une limite non tangentielle 

au point  (0, 0). 

D~monstration. Imm6diate, vu que tp est identiquement nulle dans ce cas. 

On peut observer  que le corollaire 1 d6coule aussi du corollaire 2, car, en un point 

de Lebesgue,  les mesures it+ et i t-  sont toutes deux d6rivables. 

COROLLAIRE 3 (W. Ramey et D. Ullrich [7]). S o i e n t l t E / d  et u=P(lt) .  Si l t  est de la 

forme f .  m, aoec f E  BMO(R~), et si It est d~riouble au point O, alors la fonct ion u admet  

une limite non tangentielle au point  (0, 0). 

D~monstration. Dans ce cas encore, on peut appliquer le th6or~me 1; plus pr6cis6- 

ment, on a la 

PROPOSITION 2. Avec les notations pr~c~dentes, la fonction f E B M O ( R  ~) si et 

seulement si 

(ff a(Z) < + oo. s u p  
X v+ I (a, z)ER R+ 

Plus pr~cis~ment, on a l'(galit~ : 

(2) IIflIBMo = sup qg~(Z), 
(a, z) E RxR~+ +1 

ot~ 

IIflIBMO = sup  P(If--P(f)(z)I)(Z). 
zER~ +t 

D~monstration. I1 est classique que f E B M O ( R  ~) si et seulement si la mesure 

f - m  E ~ et I}fllBMO<+~176 La  proposition sera donc cons6quence de l'6galit6 (2). Pour  

tout (a, z) E RxR~_ +1, l 'application de la proposition 1 h la mesure ( f - a ) . m  fournit 

l'6galit~ 
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(3) p( l f -a l ) (z )  = IP(f)(z)-al+ga(Z); 

on en d6duit imm~diatement que 

(4) pour  tout (a, z) E ,+l R x R +  , Cpa(Z) <~ P(l f-P(f)(z) l)(Z)  <~ IlfllBMo. 

D'autre  part,  on observe que, comme cons6quence de l'6galit6 (3), 

t -  w ~ v + l  
(5) pour  tout z ~ tt+ , 9~Z)~z)(z) = P(l f -P( f ) (z) l ) (z) ,  

et il est clair que les propri~t~s (4) et (5) fournissent l'6galit~ (2). 

I1 est ~t noter  que notre d6monstrat ion du corollaire 3 n'utilise pas de r~sultat 

profond concernant  BMO, et montre  qu 'on  utilise fort peu le fait que f E  BMO. 

Le  r6sultat suivant precise les relations entre les hypotheses  ( ~ ' )  et ( ~ )  : 

PROPOSITION 3. Toute mesure /zEJd vErifiant (~7~') (resp. (~()) oErifie aussi (~.3 

(resp. (~i)); inversement, si 3~0(/z)(0) est fini, l 'hypothEse (~('i) implique l 'hypothbse 
(~'). 

DEmonstration. La  premiere assertion r~sulte de l 'estimation precise suivante : 

LEMME 3. Pour toute mesure /~EJI, et tout zE R v+~ ~.+ , on d 

q)l(z) ~ b - ~  ~o(z). 

f"  r ~ v + l  DEmonstration du lemme 3. Si on pose, pour  tout z c  K+ , 

et 

on a 

I(It+)(z) = Iz+(B(x, y))/m(B(x, y)) 

I(iz_)(z) =/u_(B(x, y))/m(B(x, y)), 

q~t = 2 Min(/(/~+),/(/~_)). 

Compte tenu de l'6galit6 (**) (proposition 1), il suffit donc de v6rifier que, pour  toute 
, -  T ~ v + i  mesure positive v E J~, et tout z c K+ , 

P(v)(z) >~ (b v cv/2) (v(B(x, y))/m(B(x, y))), 

ce qui est imm6diat. 
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Pour d6montrer la deuxi~me assertion, il suffit de remarquer qu 'on a les in6galit6s 

suivantes, oil C est une constante universelle et v=P@I) : 

N0~(~)(0) ~< N~(v)(O) <~ CM'(g)(O) <~ C(/~l(/b/)(0)+N01(~01)(0)). 

Ceci ach~ve la d6monstration de la proposition. 

L 'exemple suivant montre que, en l 'absence d'hypoth~se suppl6mentaire sur la 

mesure, la condition (~1) peut 6tre remplie sans que la condition ( ~ ' )  le soit. 

Soient a et b deux nombres r6els tels que b < a < l .  On d6finit une suite (rn) de 

hombres r6els positifs en posant 

r0=l;  

rn=rn_ 1 a n si n 

rn=rn_ I b ~ si n 

est un entier pair I>2; 

est un entier impair. 

Pour tout n E N, on notera Sn la sphere de centre 0 et de rayon rn dans R~; soit/~ une 

mesure bor61ienne satisfaisant aux conditions suivantes : 

p+ (resp. p_) est port6e par la r6union des sph6res Sn d'indice pair (resp. impair); 

Si B d6signe la boule ferm6e de centre 0 et de rayon 1 dans R v, et by son volume, on 

a p+(rnB) (resp./u_(rnB))=bv(rn_l) ~ s i n  est pair (resp. impair). 

_ r ' n v + l  On a q / ( z ) ~ ( ( 2 - a ) / ( 1 - a ) )  ~ p o u r  tout  z ~ +  " 

Soit r>0; il existe un entier n e t  un seul tel que rn_l~r<rn_2; s i n  est pair (resp. 

impair), on a 

m(rB)  resp. m ( r B ) /  <~ rn(rn_lB) resp. ~ ) ]  ~ 1. 

Par consequent, il r6sulte de l 'expression de ~t utilis6e dans le lemme 3 que ~(0 ,  y)~<l 

pour tout y>0.  D'autre part, si la boule B(x, y) rencontre au plus une des spheres Sn, il 

est clair que q~l(x, y)=0;  darts le cas contraire on a n6cessairement, pour au moins un 

entier n 

donc 

llxll ~< rn_ 1 et 2y >I r n _ l - r  n, 

[Ix[l< 2 rn-1 < 2 < 2 

y rn_l-rn 1 - a  n 1 - a '  
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ce qui prouve que (x,y)EFa,  avec a=l / ( l -a ) .  Mais, dans ce cas, 

qJ(x, y) <. qgt(O, I lxll +y) ((llxll + y)/y)Y <- ( l + ay ,  

d'oO le r6sultat. 

On a supy>o r y) = + oo : 

Posons v+=P(kt+) et v_=P(/z_); il suffit de montrer que les deux suites (v+(0, re.)) 

et (v_(0,rz.)) tendent vers l'infini; on d6signera par C un nombre >0,  d6pendant 

seulement de a, b e t  v, dont la valeur change d 'une ligne/~ l 'autre. D'apr~s l'6galit6 (1) 

(6videmment valable lorsque les boules sont ferm6es), on a, pour tout n E N, 

v+(O,r )>>-C (+| 
0~+i 

" r v (02+ 1)(v+3)t2 do" L .0) 

Donc, s i n  est pair, 

D'autre part, 

f +| -n v -v Q Ca-nV v+(O,r.)>>-C (r.a )r .  (02+1)<.+3)/2 do >> - . 

v-(O, rn)>~C ~+| #_(rnoB) pv+l 
Jr._,/r. (r.o) v (02+1)~+3)/2 d0. 

Donc, s i n  est pair 

v_(O,r.)>>.C f +| ( r"-' ~b-,~.-l) 
a a - . \ r . /  

Par suite 

o (a)n 
(e2+ 1)<~+3): 2 do >~ C ~ . 

cO(0, r2.) ~> C Min((a-V) ", (ab-~)"), 

et le r6sultat est 6tabli. 

Contrairement ~t ce qui se passe dans les cas 6tudi6s dans [7], on n 'a  pas, sous la 

seule hypoth~se ( ~ ' ) ,  6quivalence entre la d6rivabilit6 de la mesure/z  au point 0 et 

l 'existence d 'une limite non tangentielle pour la fonction u=P(/z) au point (0, 0), comme 

le montre le r6sultat suivant : 

PROPOSITION 4. Il existe une mesure I~Ed~t, non d~rioable au point 0, telle que la 
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fonction u=P(I z) v~rifie l'hypothbse (~(') et admette une iimite non tangentielle au 

point (0, 0). 

D~monstration. Nous consid6rerons uniquement le cas oh v= 1, car il est facile 

d'en d6duire un exemple dans le cas g6n6ral. 

Pour tout xER,  6x d6signera la mesure de Dirac au point x. Etant  donn6 0 < a < l ,  

nous consid6rons la mesure 

+oQ 

= ~ an(~an--f)a~kn), O1~1 k n = l + a  2n p o u r  t o u t  n E N .  

n=0 

Dans tout ce qui suit, on d6signe par C u n  nombre d6pendant seulement de z et a, 

et qui change de place en place. 

La condition ( ~ ' )  est remplie : 

Soit v=P([ul). Compte tenu de l'6galit6 v= lul+ 0, il suffit de prouver que la fonction 

ves t  born6e dans l 'ensemble {0} x]0, 1]; pour cela, il suffit d'6tablir la bornitude dans 

]0, I] de l 'application 

+~ K-~ any 
Y-'-> ~.J a2"~+ ~ 2 

n=O Y 

propri6t6 qui r6sulte des in6galit6s suivantes : 

+oo k +oo 

anY ~ y a - n +  ~ y-'an<-C(ya-k+Y-'ak)<-C 
a2n + y 2 <~ 

n=O n=O n=k+l 

si ak+l<~ y<a k. 

La fonction u=P(lO admet une limite non tangentielle au point (0, 0) : 

I1 suffit de montrer que, pour tout z E R 2 v6rifiant Ilzll~<l/2, on a lu(rz)l<~rC pour 

tout r<  1. En effet, il en r6sultera que la fonction u admet 0 comme limite multiradiale 

au point (0, 0); comme N~(v)(O) est fini, MI(/0(0) l 'est aussi, donc la fonction u est non 

tangentiellement born6e au point (0, 0); par cons6quent, l 'existence d 'une limite non 

tangentielle d6coulera du lemme 2. Soit z=(x, y) E R 2, v6rifiant Ilzll < 1/2, et soit r<  1; par 

d6finition, 

+~ 

u(rz) = ~ un(rz), 
n~O 
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o0 

et 

on obtient 

(6) 

et 

(7) 
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ry a 4n( a 3n + 2a ~ - 2rx ) 

u~(rz) = c I ((rx-- an) 2 + r2y2)((rx-- ank~) 2 + r2y2)" 

Soit k l 'unique entier tel que ak+~<~r<ak; en utilisant les in6galit6s 

I(a3~+2a~-2rx)l<.Ca ~ si n~<k; 

I(a3~+2an-2rx)l~C si n />k  

a~k - r x  >I a~-rx  ~ a~/2 si n ~< k, 

pour  n<.k,  0 < r < l  et IIz[l~<l/2, lu~(rz)l<~Cra ~ 

pour  n > k ,  0 < r < l  et Ilzll~<l/2, lun(rz)l<~Cra ~n-k). 

I1 r6sulte imm6diatement des assertions (6) et (7) que, pour  0 < r < l  et llzll~<l/2, on a 

lu(rz)l<-fr, qui est la majoration cherch6e.  

La mesure It n 'est  pas d(rivable au point  0 : 

Pour b>0,  soit Bb la boule ouverte B(1/2+l/2a, b/2a-b/2) .  Un calcul imm6diat 

montre que, pour  tout entier n assez grand, 

It(anBl) - a  It(a~Bb) 
t and i sque  m(anBb)=O si b < l .  

m(annl) 1 - a '  

D'o~ le r6sultat. 

N6anmoins,  si on renforce convenablement  l 'hypoth~se ( ~ ' ) ,  on obtient la r6ci- 

proque partielle suivante du th6or~me 1 : 

TI-I~OP.~ME 2. Soient It E ~t et u=P(it).  Si la fonct ion u v~rifie l 'hypothbse ( ~ )  et 

admet une limite non tangentielle au point  (0, 0), alors la mesure It est d~rioable au 

point O. 

D~monstration. Quitte ~ ajouter  ~ la mesure p un multiple convenable de la mesure 
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de Lebesgue, on peut supposer que la fonction u admet 0 comme limite non tangentielle 

au point (0, 0) (l 'hypoth~se ( ~ )  n 'est  pas alt6r6e par cette op6ration, cf. remarque 1). 

La d6monstration s'appuie sur le r6sultat suivant, qui peut ~tre consid6r6 comme une 

,, r6ciproque faible ,, du th6or~me 1, dans laquelle les fonctions continues ~ support 

compact remplacent les fonctions indicatrices de boules ouvertes : 

LiSMME 4. Soient kt E M e t  u=P(/~). Si la fonction u u~rifie l 'hypothdse ( ~ ' )  et 

admet une limite non tangentielle ~gale ~ 0 au point  (0, 0), alors, pour toute fonct ion f 

continue et ~ support compact  dans R v, l'int~grale 

tend oers 0 quand r tend oers O. 

Admettons provisoirement ce r6sultat. Si la mesure/~ n 'est  pas d6rivable au point 

0, il existe un nombre c>0,  une boule ouverte B de W, et une suite (r~) de nombres 

positifs qui converge vers 0, tels que 

(8) pour tout nEN,  r~Lu(GB)I >I c. 

Soit ~>0. II existe des points bl . . . . .  bN de la fronti~re OB de B tels que 

N 

aB ~_ C~ = U B(b i, e) 
i=1 

avec N<~Ce ~-v, o~ C est une constante ne d6pendant que de v e t  B. 

Soit maintenant f une fonction continue telle que 

1B ~<f<~ 1Buc; 

Compte tenu de (8), et d'apr~s le lemme 4, 

__i 1 x 
rZ[f,v(f( ) -  (ax) 

Et donc, comme 

I f -  IBI ~< 1c, 

-~ rn tul(ax) = rn tul(rn C,)  
v Ce 

C 
~-~- pour n assez grand. 

pour n assez grand. 
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Par suite, pour  l 'un au moins des points bi, 

~l(r,B(b i, e)) >1 (c/2N) r~ >~ (cl2C) eV-tr~ 

pour une infinit6 d ' indices n. Quitte ~ extraire une sous-suite, on a donc trouv6 une 

boule ouverte B(x, e) telle que 

(9) pour  tout n E N, Lul(rnB(x, e)) >I (c/2C) eV-lr~,. 

Soient z=(x, e) et, pour  tout n E N, zn=rnz. En posant  o=P(Lul), et en utilisant (9), 

on obtient 

v(z,) ~ f~n po(Z,) Lul(d0) t> 1 Lul(r~n~ ) I> c B~x,,) 2(rn ey  ~ pour  tout n E N. 

D'autre part, pour  tout e>0,  la suite (z~) tend vers (0, 0) en restant dans un c6ne l"a; par 

cons6quent, la suite (u(z,)) converge vers 0 et donc, pour  tout e>0,  

lim sup q)(z) >I c/(4Ce), 
Z---*0 

ce qui contredit  l 'hypoth~se (~f). 

DEmonstration du lemme 4. I1 suffit d 'adapter  un argument standard, d6j~ utilis6 

dans [7] dans le cas de mesures I>0, apr~s avoir remarqu6 que 

N~(v) (0) ~< N~(lul) (0)+N0~(q ~) (0) < + 

ofJ v=P(~ul). Par ailleurs, nous ~tablirons au w un r6sultat plus g~nSral (lemme 6). 

Il est/~ noter que les hypotheses  du th6or~me 2 permettent  en fait d 'obtenir  un 

r6sultat plus fort  que la d6rivabilit6 au sens de la propri6t6 (~) ;  plus pr~cis6ment, 

convenons de dire qu 'une mesure bor$1ienne/z estfortement derivable au point (0, 0) si 

la condition suivante est remplie : 

(~f) I1 existe L E R tel que, pour  toute suite (x., y.) de points de ..+Rv+ 1 qui converge 

vers (0, 0) en restant dans un c6ne F~, le rapport  iz(B(x., y~))/m(B(x., y.)) tend vers L 

quand n tend vers l'infini. 

Nous pouvons alors 6noncer  la 

PROPOSITION 5. Soit I~ une mesure borElienne v~rifiant la condition (~ft). Si I~ 

v~rifie la propriEtE (~), aiors elle vErifie la propriEtE (~ ) .  
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D~monstration. Supposons, ce qui est loisible, que la d6riv6e en 0 de la mesure/~ 

est nulle. Si la propri6t6 (Of) est en d6faut, il existe a>0 ,  une suite (x~, yn) de points de 

Fo qui converge vers le point (0, 0), et c>0,  tels que, pour tout n E N, 

y~V~(y~B(tn, 1)) 1 I> c, 

oO tn=x~/y~. Par compacit6, on peut supposer que la suite (tn) converge vers un point 

tE R ~§ Etant donn6 e>0, on recouvre la fronti~re de la boule B(t, 1) par une union C, 

de boules B(bl, e) . . . . .  B(bN, e), ofa N e s t  choisi <<.Ce ~-v, C ne d6pendant que de v. I1 est 

clair que, pour n assez grand, 

ynB(t~, 1) AynB(t,  1) c y~ C~, 

o0 A d6signe l 'op6rateur de diff6rence sym6trique. Compte tenu de la propri6t6 (9 ) ,  la 

suite ( y ~ u ( y n B ( t ,  1))1) converge vers 0; par cons6quent, pour n assez grand, 

y~V~ul(y n C~) >>- c/2. 

En proc6dant comme dans la d6monstration du th6or~me 2, on voit facilement que ceci 

est en contradiction avec l 'hypoth~se (~t). 

Ce fait a 6t6 observ6, dans le cas particulier d 'une mesure I>0, dans [7]. 

Comme pr6c6demment, le th6or~me 2 a comme cons6quences imm6diates les 

r6sultats suivants : 

COROLLAIRE 4. (L. H. Loomis [6]; W. Ramey et D. Ullrich [7]). Soient aEAr  et 

u=P(/~). Si la mesure i ~ est >-0, et si la fonct ion u admet  une limite non tangentielle au 

point (0, 0), alors la mesure I ~ est d~rioable au point  (0, 0). 

COROLLAI~E 5. (W. Ramey et D. Ullrich [7]). Soient la E ~ et u=P(/~). Si I~ est de 

la forme f .  m, aoec f E  BMO(R~)), et si la fonct ion u admet  une limite non tangentielle 

au point (0, 0), alors la mesure I~ est d~rioable au point (0, 0). 

Avant d 'aborder  l '6tude de la convergence radiale, rappelons quelques d6finitions. 

Etant donn6 une mesure de Radon/~ sur R v, on dit que/a admet  une d~riv~e sym~trique 

au point 0 si 

(~s) Pour toute boule ouverte B de R v, centr6e en 0, la quantit6/u(rB)/m(rB) tend 

vers une limite quand r tend vers 0. 

Si de plus,/~ E ~t, on dit que la fonction u =P(/~) admet  une limite radiale au point 
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(0, 0) si 

(~r) u(0, y) tend vers une limite quand y tend vers 0. 

L'implication (~0=~(.~0, due ~t P. Fatou ([5]) darts le cas ott v= l ,  s'6tend sans 

difficult6 en dimension sup6rieure (par exemple, en utilisant le lemme 1 et le th6or~me 

de convergence domin6e). Le th6or~me 3 nous permet d'obtenir la r6ciproque sous des 

hypotheses plus g6n6rales que celles connues auparavant, avec une d6monstration 

unifi6e et plus simple (cf. corollaires 6 et 7). 

Etant donn6 une application f: Rv--~R, continue et ~ support compact, on notefra la 

fonction radiale associ6e h f ,  d6finie par 

= fsf(llxllt) tx(dt) f (x) 

o~ S d6signe la sphere unit6 de R vet a d6signe la mesure de surface normalis6e sur S. 

On dira qu'une mesure It E M est radiale (resp. antiradiale) si, pour toute fonct ionf  

continue et ~ support compact, 

f.vf(x)  (dx) = f.vf (x) it(dx) 

(resp. Sl~V f(x)it(dx)=0 pour toute fonction f continue, ~ support compact et radiale). 

De fagon 6vidence, toute mesure It E ~ s'6crit de mani~re unique sous la forme 

It=/~+itar, oi~ It~ est radiale, It~r antiradiale, et routes deux appartiennent ~ ~ .  I1 est 

6galement clair que toute mesure antiradiale v6rifie les deux propri6t6s (~s) et (.~). Par 

cons6quent, le probl6me de l'implication (~s)=~(~ff~) pour une mesure/~ E dt est 6quiva- 

lent au m6me probl~me pour la mesure #r~. 

Inversement, la condition (~)  ne r6siste en g6n6ral pas ~ l'op6ration It--~itr~ (con- 

trairement aux conditions plus fortes ,, Its>0 ,, et ,, It=f. m avec fE  BMO ~); on peut le 

voir directement, ou comme cons6quence du th6or~me et du contre-exemple qui 

suivent. 

Ces remarques, et le th6or~me 2, ont sugg6r6 le r6sultat suivant : 

TnI~oRi~M~ 3. Soient It E ~ et u=P(it). Si la partie radiale lz~ de la mesure It o~rifie 

l'hypoth~se ( ~ ) ,  et si la fonction u admet une limite radiale au point (0, 0), alors la 

mesure It admet une d~rio~e sym~trique au point O. 

D~monstration. La premiere 6tape consiste ~ prouver que la fonction u~=P(itrO 

admet une limite non tangentielle au point (0, 0). Nous utiliserons le 
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LEMME 5. Soit u une fonct ion harmonique dans R v+l telle que, pour tout y>0,  la + , 

fonction x---~u(x, y) soit radiale. Si la fonct ion u admet  une limite radiale au point  (0, 0), 

et si elle est born~e non tangentiellement en ce point, alors elle admet  une limite non 

tangentielle en ce point.  

Admettons provisoirement ce r6sultat; la proposition 1 fournit l'6galit6 

o0 q0 est le potentiel de Green de la mesure Aiura[ et Vra=e(~Ura[). I1 r6sulte de nos 

hypoth6ses que les fonctions Ura et tp sont born6es sur le rayon {0} • 1[, donc il en est 

de m6me pour u~. Comme o~ est une fonction harmonique >10, il en r6sulte qu'eUe est 

born6e non tangentiellement au point (0,0), e t a  fortiori, Ur~ l 'est aussi; le lemme 

pr6c6dent est donc applicable ~t cette fonction, qui admet ainsi une limite non tangenti- 

elle en ce point, que nous noterons L. Comme la mesure Itra v6rifie de plus l 'hypoth6se 

(Y(), le th6or6me 2 prouve qu'elle v6rifie la propri6t6 (~) ,  e t a  fortiori la propri6t6 (~0;  

le th6or6me est donc d6montr6. 

D~monstration du lemme 5. Soit L la limite radiale de la fonction u au point (0, 0). 

Pour tout r>0,  notons Ur l 'application z-->u(rz) de Rv+l dans R. Nous allons montrer 

que, d 'une part, la famille constitu6e par les fonctions harmoniques Ur est uniform6- 

ment born6e sur tout compact, et que, d 'autre part, si (r,) est une suite de nombres >0 

qui converge vers 0, teUe que la sous-suite (Urn) converge uniform6ment sur tout 

compact, alors la limite de cette sous-suite est 6gale ~ L; il en r6sultera, grace ~t 

l 'argument usuel de compacit6, la conclusion souhait6e. Le premier point r6sulte 

6videmment du fait que la fonction u est born6e non tangentieUemment. Pour 6tablir le 

second, observons que la limite u' de la sous-suite (Urn) est une fonction harmonique et 

que, pour tout y>0 ,  application x-->u'(x, y) est radiale et 6gale h L en 0; il est facile d 'en 
,," ,nv+l 

d6duire, par exemple en utilisant l 'analyticit6 de u' ,  que u'(z)=L pour tout z ~ tt+ , ce 

qui ach6ve la d6monstration du lemme. 

COROLLAIRE 6 (L. H. Loomis [6], W. Rudin [8]). Soient I tE~ t  et u=P(it) .  Si la 

mesure It est >10, et si la fonct ion u admet  une limite radiale au point (0, 0), alors la 

mesure It admet  une d~riv~e sym~trique au point  O. 

D~monstration. I1 suffit d 'observer que, si Ura=P(itra), la mesure Alur~l est nulle. 

COROLLAIRE 7 (W. Ramey et D. Ullrich [7]). Soient It E JR et u=P(it).  Si la mesure 
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It est de la forme  f . m ,  avec f E  BMO(R~), et si la fonct ion u admet  une limite radiale au 

point (0, 0), alors la mesure It admet  une d~riv~e sym~trique au point  O. 

D~monstration. I1 est imm6diat que la fonction radiale fra associ6e ~t f appartient 

aussi h BMO, et que Itr~=fr~" m. Donc,  d'apr~s la proposition 2, la mesure Itra v6rifie 

l 'hypoth~se (~ ) .  

Le but de ce qui suit est de prouver  l 'existence (dans le cas oh v=  I, mais il est  

facile d '6tendre ce r6sultat en toute dimension) d 'une  mesure It v6rifiant l 'hypoth~se 

(~ ) ,  telle que la fonction u=P(I t )  admette  une limite radiale au point (0, 0), et n 'admet-  

tant pas de d6riv6e sym6trique au point 0. 

Etant donn6 0 < a <  1/2, on pose 

+ ~  

It = ~ an(~an--t~_ank), Ofl kn = I + a  2~ pour tout n E N. 
n=0 

La fonction u =P(it) admet  une limite radiale au point  (0, 0) : 

En effet, on voit facilement que, pour  tout y>0 ,  on a 0~<u(0, y)<~Cy/(1 - a ) ,  ofa C est 

une constante. 

La mesure It n 'admet  pas  de d~riv~e sym~trique : 

Pour tout n, a~+l<an+lk~+l<an; par cons6quent,  si on pose 

h(r) = It( B( O, r) )/m(B( O, r) ) , 

on a h(an)=0, et h(r)= 1/2 pour  a~<r<a~k~, pour  tout n, d'oi~ le r6sultat. 

La mesure It v~rifie l 'hypothbse ( ~ )  : 

Soient v+=P(It+) et v_=P(It_);  d'apr~s la proposit ion I, le potentiel de Green q0 de 

la mesure Alul admet l 'expression 

tp = 2Min(v+, v_). 

D'autre  part,  le support  de la mesure It+ 6tant inclus dans [0, +oo[, 

v+(x, y) <. v+(O, y) 

et pour une raison analogue, 

o_(x, y) <. o_(0, y) 

pour  tout (x, y) E R 2 tel que x ~< 0; 

pour  tout (x, y) E R 2 tel que x >~ 0. 

Donc, dans t o u s l e s  cas, 

tp(x, y) ~< v(O, y), oh v = P(lul). 
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II SUffit donc de montrer  que la quantit6 

-F-oo any 

n=0 a2n-F Y 2 
reste born6e pour  0 < y  ~< 1, 

ce qui a 6t6 6tabli au cours de la d6monstration de la proposition 4. 

On peut remarquer  que, pour  l 'essentiel,  la partie radiale de cette mesure/z  est la 

mesure consid6r6e dans la proposit ion 4. 

Remarques. (1) Les  hypotheses  ( ~ )  et ( ~ ' )  ne sont pas modifi6es si on remplace,  

dans leur d6finition, tp par tp~, oh a est un r6el quelconque;  il est en effet facile de 
~- rhv+l v6rifier, en utilisant l'6galit6 (*) que, pour  tout z e K+ , et quels que soient les r6els, a 

et b, 

Icp~(z)-cpb(Z) [ ~ 2 l a - b  I. 

(2) Les  hypotheses  ( ~ )  et ( ~ ' )  sont vraiment locales, en ce sens que, si deux 

mesures/~iE ~t (i= 1,2) coincident sur un voisinage de 0 dans W, et si l 'une d'elles 

v6rifie ( ~ )  ou ( ~ ' ) ,  l 'autre  aussi. En  effet, si (vi)+=P((l~i) +) et (vi)_=P((/ui)_), les 

quantit6s (vO+(z)-(v2)+(z) et (vl)_(z)-(v2)_(z) tendent vers 0 quand z tend vers 0, et on 

conclut au moyen de l'6galit8 (**). 

Ill. Noyaux subordonn6s et probl~me de Fatou g6n6ralis6 

L'objet  de ce paragraphe est d ' indiquer bri~vement comment  les id6es utilis6es dans le 

w permettent ,  non seulement d'6tablir des r~sultats nouveaux dans le cadre des 

fonctions harmoniques,  mais aussi de d6montrer ,  du mSme coup, des r6sultats concer- 

nant des extensions de mesures au moyen de noyaux plus g6n6raux. N6anmoins,  nous 

n'avons pas cherch6 la plus grande g6n6ralit6 et les hypotheses simplificatrices sont 

nombreuses.  

On dira qu 'une  application k: nv+l .-. K+ --->K+ est un noyau rggulier s'il existe une 

application f :  R+--->R+, int6grable, born6e et d6croissante, v6rifiant la condition sui- 

vante : 

fO ~176 
(i) O < c ( f ) =  f(t)tv-l dt< +oo; 

telle que, pour  tout  (x, y) E R ~+l ~ +  , 

17-908289 Acta Mathematica 164. Imprim6 le 27 avril 1990 
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1  /llxllN 
k(x,y) = yk V-7- ) , 

o~ ~k est la constante de normalisation 1/sv c(f), sv d6signant la surface de la sphere 

unit6 de R ~. I1 r~sulte de la d6croissance d e f e t  de la positivit6 de c(f) que la propri6t6 

(ii) il existe deux nombres a > 0  et A > 0  tels que, pour  tout ~fiR+, et tout q ER 

v6rifiant ]q]<l, f(l~-rll)<~Af(r 

est satisfaite (~t un d6tail pr6s, cet te  propri~t6 apparait dans [9], p. 198). De nombreux 

noyaux utilis6s en analyse sont de cette forme, ou s 'y ram~nent par changement  de 

variable sur la deuxi6me coordonn6e.  Les principaux exemples que nous avons en vue 

sont les suivants : 

- le noyau i associ~ ~ la fonctionf=lt0.~t;  

- le noyau p associ6 h la fonction t ~ ( l + f l )  (v+w2 (noyau de Poisson, not6 P0 dans 

les w167 et II); 

- le noyau q associ6 ~t la fonction t ~ e x p ( - f l / 4 )  (noyau de la chaleur ~, homog6- 

n6is6 ~). 

Etant  donn6 un noyau k, on d6signera par  .~/(k) l 'ensemble des mesures de Radon/~ 

sur R v telles que 

f k(x-O, < + oo tout = (x,y) E R~_ +~. Y)  l(dO) pour  Z 
v 

Une telle mesure/~ admet une extension ~t R ,+l _.+ au moyen du noyau k, qu 'on  notera au 
moyen de la lettre capitale correspondante, d6finie par l'6galit6 

fir ~ ~v+l  K(~)(z)= k(x-O,y)l~(dO) pour  tout z e K +  . 
v 

Par exemple,  si/z E J,/(t% on a 

= fR i(x-O'y)t't(dO)= Iz(B(x,y)) pour tout zERO. +~ l(~)(z) 
, m(B(x, y)) ' 

en accord avec les notations introduites dans les w167 I e t  II. 

Nous posons 

~0 K = (g([u[)-[g(/~)]), 

et nous d~finissons les hypotheses (~c) et (ggK) comme dans le w I, en rempla~ant 9 par 

~0 K . 
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Etant  donn6 deux noyaux r6guliers kl et k2, on dira que kl est subordonn~ ?t k2, et 

on notera kl<<k2, s'il existe une famille {vr;y E R+} de mesures de probabilit6 sur R§ 

telle que, pour tout (x, y) E R ~+1 

fo +~ 
kl(X, y) = k2(x, t) vr(dt). 

La notion de subordination a 6t6 introduite par S. Bochner  ([I], chapter  4), dans un 

contexte un peu diff6rent. L'6galit6 (1) du w II montre que p<<i, et on v6rifie aussi 

simplement que q<<i; d 'autre  part,  il est classique que p<<q, etc. Notons que, comme 

cons6quence imm6diate du th60r~me de Fubini, on a ~t(kl)c~t(k2) d~s que kl<<k2. 

Nous pouvons alors 6noncer  le 

TH~,OR~,ME 4. Soient kl et k2 deux noyaux r~guliers tels que kl'~k2,/~EJ~(kl) et 

ui=Ki(/u) ( i=1,2) .  Si l'hypoth~se (~~ est satisfaite, et si la fonction u2 admet une 

limite non tangentielle au point (0, 0), alors la fonction ul aussi. 

D~monstration. On v6rifie ais6ment que, si une mesure 2 E ~(ki) est nulle dans un 

voisinage de 0, alors Ki(;t) (z) tend vers 0 lorsque z tend vers 0 (i= 1,2). Les hypotheses  

et la conclusion du th6or~me ne sont donc pas alt6r6es si on remplace la mesure/~ par la 

mesure 1B(0, i)'/~, et par cons6quent  on peut  supposer que ~ui(R ~) est fini. 

En utilisant l 'hypoth~se de subordination et un argument d'homog6n6it6, on 

obtient l 'existence d 'une  mesure de probabilit6 v sur R+, ind6pendante de #, teUe que, 

pour tout (x, y) E R+ +1, 

(10) Ul(X, Y) = u2(x, OY) v(do). 

Soit L la limite non tangentielle de la fonction u 2 au point (0, 0), et soit (xn, yn) une 

suite de points de R ~+1 qui converge vers (0, 0) en restant dans un c6ne Fa; pour  tout 

•>0, la suite (x~, ~)y~) converge alors vers (0, 0) en restant dans le c6ne Fa/o et donc,  par 

hypoth~se, UE(X~, Qy~) tend vers L quand n tend vers l'infini. D'autre  part, si on pose 

o2=gE(~U]), on a, pour  tout entier n assez grand : 

- si 0yn~ > 1, [u2(x ~, Qyn)l<~o2(Xn, Qyn)<~SUPt>~of2(t) Lu[(R~)< + o0 ; 
J 

- si l~<~<l/y~, (xn, Qy~) reste dans le c6ne Fla, donc lu2(x,,Qy~)l est born6, en vertu 

de l 'hypoth~se de convergence non tangentielle; 

- si o < l ,  [U2(Xn, Oyn)l<~OE(Xn, eyn)<~Q-vV2(Xn, yn)<~o-VNla(02). 
Par cons6quent,  il existe une constante finie C telle qu 'on  ait, pour  tout entier n assez 
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grand, et tout 0>0 : 

I1 est donc clair que, si 

lu2(x,, oy~)l ~< C +u-'Nt,,(o9 = h(o). 

~0 +~ 
(11) h(o) v(do) < +ao, 

le th6or~me de convergence domin6e de Lebesgue permet d'achever la d6monstration. 

Mais (I1) r6sulte de la finitude de l'int6grale 

fo e Vv(do) 
co 

(qu'on obtient comme consequence de l'6galit6 (10), en prenant/~=60 et (x, y)=(0, 1)), 

et de la finitude de N~(o2), qui reste ~ 6tablir. Pour cela, on observe que, comme Vz>~O, 

on a une estimation de la forme 

Nla(Vz) (0) ~ A a N~(v z) (0), 

o6 Aa est un nombre qui ne d~pend que de a et k2 (en raison des hypotheses faites sur le 

noyau k2, la d6monstration est essentiellement la m~me que darts le cas du noyau de 

Poisson). D'autre part, 

N~(v 2) (0) ~ N~(u 2 ) (0) + Nol(q~ x2) (0), 

quantit6 finie en raison de la convergence radiale de la fonction u et de l'hypothr 

Le r~sultat suivant ~tend le th60rCme 2 : 

THI~OR~ME 5. Soient kl et k2 deux noyaux r~guliers, I~ E A~(kl)n ~t(k2) et ui=gi([,l) 

(i= 1,2). Si l'hypothdse (~x )  est satisfaite, et si la fonction u2 admet une limite non 

tangentielle au point (0, 0), alors la fonction ui aussi. 

D~monstration. La premiere et principale 6tape consiste ~ 6tablir le th6or6me dans 

le cas particulier oi~ k2=i, auquel cas il faut montrer que la mesure/~ v6rifie la propri6t6 

(~f). Mais, l 'hypoth~se (~i) 6tant satisfaite (r6sultat analogue au lemme 3), il suffit, 

grftce/~ la proposition 5, de prouver que/~ v6rifie la propri6t6 (~).  On reprend alors 

l'id6e g6n~rale de la preuve du th6or~me 2, le r6le du lemme 4 6tant tenu par 

l'extension suivante : 
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LEMME 6. Soient k un noyau r~gulier, I~ E ~(k) et u=K(/~). Si I'hypoth~se (~('r) est 

satisfaite, et si la fonction u admet 0 comme limite non tangentielle au point (0, 0), 

alors, pour route fonction h continue et it support compact dans W, l'int~grale 

tend oers 0 quand r tend oers O. 

D~monstration. On commence par se ramener au cas 00 ~ul(W) est fini. On se 

donne ensuite une fonction h continue et ~ support compact, et une boule B=B(0, R) 

contenant le support de h; on d6signera par C u n  nombre qui ne d6pend que de v, k et h, 

susceptible de changer de place en place. On a 

fR ~ h(x) l~(d(rx)) = Ii(r, y)+ I2(r, y)+ I3(r, y), 

00 

II(r' Y) = feb (h(x)-K(h) (x, y))l~(d(rx)); 

12(r' Y) = f2~ ( -K(h)  (x, y))l~(d(rx)); 

I3(r' Y) = fR" K(h) (x, y))l~(d(rx)); 

On a 6videmment, pour r assez petit, IIl(r, y)l<.s(y)N~(l(Lu[))(O), 00 

s(y) = sup [h(x)-K(h) (x, Y)[; 
xE2B 

pour des raisons 616mentaires, s(y) tend vers 0 quand y tend vers 0, et 

N~(l(~ul))(0) ~< CN~(K(Lul))(O) (cf. lemme 3). 

En raison des hypotheses faites, cette derni~re quantit6 est finie, car K(~ul)= q~x+ Ig( )l. 
Par cons6quent, I~(r, y) tend vers 0 quand y tend vers 0, uniform6ment par rapport h r. 

Nous allons d6montrer qu'il en est de m6me pour l'int6grale 12(r, y); comme la 

fonc t ionfqu i  intervient dans la d6finition du noyau k est d6croissante, on a, pour y > 0  
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et Ilxll~2R, K(h)(x, y)~fy-Y(llxll/2y); par suite, 

C(y-~f(Hxlll~ul(d(rx)). 112( r, Y)I ~< J2~ \ 2y / 

D'autre part, 

fzs Y-~ f ( ~ y  ) ~Ul(d(rx)) = (rY)-~ fo +| tul(rFy, 4) 

ott Fy,~ d6signe l 'ensemble des points x E R v tels que f(ilxiV2y)>3, et Ilxll>~2R. I1 est clair 

que Fr,~ est vide si 2~f(R/y), et inclus dans la boule yB(O, R(2)) dans le cas contraire, oil 

R(2)=sup{t E R+; f ( t )>2}.  Par cons6quent, 

:f(R/y) ~ul(ryB(0, R(2))) m(B(O, R(2))) d;t. 
I/2( r, Y)I C I 

J0 m(ryn(O, R(2))) 

~ul(ryB(O, R(2))) 

Comme 

~< C~uJ(R~)+MI(/a)(O), 
m(ryB(O, R(2))) 

et que Ml(/~)(O)=N~(l(~u]))(O)< + oo, on a 

f 
f (R /y )  

II2(r, y)l <~ C m({xE R';f(llxll) > ;~})d2 
J o  

fo = C min{f(R/y),f(t)}F -1 dt, 

d'ofl r6sulte, gr~tce au th~or6rne de convergence dornin6e de Lebesgue, le fait que 

I2(r, y) tend vers 0 quand y tend vers 0, uniforrn~ment par rapport ~t r. 

II reste donc ~t d~rnontrer que, pour tout y>0 ,  l'int~grale h(r, y) tend vers 0 quand r 

tend vers 0. Par le th~or6me de Fubini, on obtient l'~galit~ 

I3(r, y) = fRv h(x) K(lz)(rx, ry) dx. 

Puisque la fonction u=K(/z) adrnet 0 cornme lirnite non tangentielle au point (0, 0), la 

farnille des applications z--->u(rz) converge vers 0 uniform~ment sur tout compact, et en 

particulier sur supp(h)x {y}. D'otl le r~sultat. 

Revenons ~t la d6rnonstration du th~or~rne 5; la deuxi~me ~tape consiste simple- 
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ment  ~t appliquer le th6or~me 4 au couple de noyaux (k~, k2)=(k~, i), apr~s avoir observ6 

que tout noyau r6gulier est  subordonn6 au noyau i; en effet, si k est un tel noyau,  et s i f  

est la fonction qui intervient dans sa d6finition, on a 

1 i(x, t) tVmf(d(yt)) pour  tout (x, y) E R~ § k(x, y) - v c ( f )  

of a my est  la mesure  de Lebesgue-St ie l t jes  associ6e ~ la fonction f .  
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