
Probl~mes globaux daus le th4orie des 4quations 
de Volterra. 

par  C. CORDUNEANU (Iasi, Romania)  

int~grales 

Rfsum6. - Le but du travail est I'dtude d~ coraporteraent global des solutions des dquations 
intdgrales non-liudaires de Volterra. Oft utilise les thdordmes de point fixe et d'autres 
moyens ds l' Analyse fonctionnelle. 

Dans ce travail,  nous allons eonsid~rer quelques probl~mes globaux 
coneernant  les ~quations int~grales vectorielles de la forme 

t 

(E) x(t) = h(t) + I k(t, s)f(s, x(s)) 
/a 

ds. 
0 

II s 'agi t  d '6 tabl i r  l ' ex is tence  des solutions de l '6quat ion (E) dans certains 
espaces fonctionuels,  ea suivant la m6thode d6veiopp6e par J. L. •ASSERA. 

et J. J. SCH'A~'~'Ea [8], [9] pour les systbmes d '6quat ions diff6rentielles ordi- 
naires. L ' appa r t enance  m~me de la solution ~ tel ou tel espace fonctionnel,  
lui eonfbre un certain genre de comportement  global. 

1 . -  L 'espace  fonctionnel  fondamental  pour nos considerations sera 
l ' espace Q(R+, R' )  des react ions vectorielles continues sur le demi -axe  
R÷ = i t ; t ~ 0 I, ~ valeurs dans l ' espace euclidien n-dimensionel  R',  dou~ 
de la topologie de la convergence uniforme sur  tout compact de R+.  Pour  
les d6tails eoncernant  les propri~tgs de cet espace, nous renvoyons le lecteur  
au livre de N. BOURBAKI [3]. Mentionnons seulement  que l 'espace Q(R+, R' )  
est un espaee veetoriel  topologique, localement  convexe et m~trisable, fair 
qui permet  l 'u t i l i sa t ion des suites d6nombrales. 

Nous allons consid~rer aussi d ' au t res  espaces fonctionnels, surtout  des 
espaces de BA~AcI~ de fonctions continues sur R + ,  dent  la topologie est 
plus forte que la topologie de l ' espace  Q(R+, R').  Un exemple de tel espace 
est celui des react ions continues et bornSes sur  /~+, i~ valeurs  dans R ' ,  la 
I/orme dtant 'ddf in ie  par  

i x(t) I = sup II x(t)I1, 
t~o 

off II x(t)]I d6signe la longueur  eucl idienne du vecteur  x(t). La topologie de 
cet espace est 6videmment la topologie de la convergence uniforme sur R+.  
5Tous allons d6signer cet espace par C, au l ieu de C(B+, R'), pour simplifier 
1' ~oriture. 
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Duns ee qui suit, nous allons c o n s i d ~ e r  aussi  les espaces Cg = C q(R+, R' )  
des fonetions continues sur  R+, k valeur  dans R ' ,  telles que 

(1) II f(t)  I1 ~ Arg(t), t ~ O, 

off g(t) est une fonetion r6elle, cont inue et positive sur  R+ .  A r e s t  une 
constante positive qui d6pend de f. 

2. - Soit maintenant  k(t, s) une matr iee du type n }( n, dont les 616merits 
sont des fonetions r~elles, continues pour  0 ~ s ~ t ~ d- cx~. 

Consid~rons sur Ce(R+, R ' )  l 'op~rateur de VOIlPEI~RA 

(2) ( T f )  (t) = 

t 

f k(t, s)f(s)ds. 

T e s t  6videmment lin6aire et continu sur Cc(t~+, t~). 
Soient B ' -  B(R+, R"), D ' -  D(R+, R' )  deux espaces de BA~AC~ de 

fonetions continues.  Done B, D ~ Co(R+, R'). 
Nous dirons que la paire (B, D) est admissible par rapport  ~ 1 ~ op~rateur T, 

si l ' on  a T B ~ D .  
Le r~sultat fondamental  pour  ce qui suit peut  s '~noncer  de la mani~re 

suivante : 

LEMME. - Soient B e t  D deux espaces de Banach de fonctions continues 
dont les topologies sont plus fortes que la topologie de Co(R+, R'). Supposons 
que la paire (B, D) est admissible par rapport ~ l' opdrateur T. Alors T est 
continu sur B, c'est-~-dire 

(3) I T f I D ~ K l f l B ,  f e B ,  

K dtant une constante positive. 

Ddtnonslration. - Nous allons montrer  que l 'op6ra teur  T e s t  ferm6. La 
eontinuit6 sera la consequence du th6or~me du graphique ferm~ (voir p. ex. [7]). 
Admettons done qu'on a f ,  ~ f darts B e t  T f , ~ g  duns D. Vu que T est 
cont ina  sur  Co(R+, R ~) et que f , - -~ f dans B, donc h, plu s forte raison dans 
Q(R+, R'), on aura Tf~ --~ Tf d u n s  Co(R+, R') .  D' autre part, Tfn ~ g dans D 
a pour  cons6quenee Tf,+ ~ g  duns Ce(R+, R') .  L' espace Co(R+, R")~tant  
s6par6, on aura  T f - - g ,  ee qui d6montre le fair que le graphique de l 'op6- 
ra teur  T e s t  ferm6 (duns B X D). 

Remarque. - La eonstante K qui figure dans la relation (3) d6pend 
~videmment de k(t, s), B et D. 
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3 .  - Maintenant,  on peut 6tablir ais6ment un  th6or~me d 'ex is tence  et 
unielt6 de la solution de l '6quat ion (E), appar tenant  i~ un espace fonctionnel 
de BA~AC]t D, dont la topologie est plus forte que la topologie de l 'espace 
Q(R+,  R"). 

TK~OR]~h[E 1. - Considdrons l 'dquat ion  (E) et admet tons  les condi t ions  
su ivan tes  : 

a) B e t  D sont des espaces de B a n a c h  p l u s  forts  que Cc(t~+, R~), tels 
que (B, 1)) est admiss ib le  p a r  rappor t  & l 'opdrateur T, ddfini p a r  (2); 

b) x ( t ) - ~  f(t, x(t)) est u n  opdraleur ddfini sur  l 'ensemble S =  {x(t); 
x(t) ~ D, I ~c ID ~ ~ I, don t  les vcdeurs appq~rtiennent ~ B,  tel que 

(4) I f( t ,  x(t)) - -  f{t, y(t)) I" ~ ~ Ix(t) - -  y(t) ID, zc(t), y(t) ~ S, 

Oi~ ~ est une  constante  posi t ive;  

c) h(t) e D. 

Alors  i l  existe une solut ion un ique  x(t) ~ S C D de l' dquat ion (E), d~s que 
I h(t) [, ,  ~ et if(t, 0)[ ,  sont asse~ peats .  

Ddmonstrat ion .  - On uti l isera le th~or~me du point fixe de BA~ACE, en 
ehoisissant D eomme espace fondamental .  

D6finissons sur S u n  op6rateur x ~ Ux de la mani~re  suivante :  

(5) 
t 

(Ux) (t) = h(t) + f k(t, s)f(s,  x(s))ds.  
o 

Pour  simplifier, nous ~erirons Ux(t) au lieu de (Ux)(t). 
On aura  ~videmment 

(6) I Ux(t) - uy(t)I~ ~ K I f(t, x(t)) - -  f(t ,  y(t))IB, 

en tenant  compte du lemme plus haut  ~tabli. L' in~gali t~ (4) de l'(fnonc~ du 
th~or~me 1 nous permet  d 'dcr i re  

] Ux(t) - -  Uy(t)[D ~ K k  ] x(t) - -  y(t)ID, 

quels que soient x(t), y(t)E S. Par  consequent,  si l 'on  admet 

(7) )~ ~ K -1 , 

l 'op4rateur  U est un op~rateur de contraction. 
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I1 faut s ' assurer  encore du fair que U S E S .  I1 est 6vident qu 'on  a 

(8) [ Ux ID ~ I h(t)ID + K I f(t, x(t))I~. 

]~1ais 

[ f(t, x(t))[B ~ I f(t, x(t)) - -  f(t, O)[B + I f(t ,  O)I" ~ ~ i x(t)ID 2f_ I f(t, O)IB ~-- 

~-- ~e ~- I f (t, O)]B. 

Donc, il suffit  d ' admet t re  

(9) I h(t) ]1) + XK~ + K ] f(t,  O)iB ~-- ~, 

pour assurer  l ' inc lus ion  U S c  S. 
Si l' on tien~ eompte de la condition (7), on obtient 

(~o) h(t) ID + K [ f(t, O)]B ~ ~ (1 - -  XK), 

in~galit~ qui est satisfaitc pour Ih(t)]D et [ f(t, 0)IB assez petits. 

RE~ARQUE 1. - On peut ~ i d e m m e n t  admettre que x ( t ) ~  f(t, x(t)) est 
d~fini sur D tout entier. Alors on peut renoncer  aux conditions de l imitat ion 
pour h(t) et f(t~ 0), en gardant  seulement la condition de contraction (7). I1 
en r~sulte l 'exis tence et F unicit~ de la solution de l '~quat ion (E) dans 
1' espace D. 

REM:ARQUE 2. - I1 est ais~ de voir que le r~sultat plus haut  (itabli reste 
rulable quand on remplaee 1' espace euclidien R" par un espace de B~Ac~[  F. 
Duns ce dernier  cas, k(t, s) aura des valeurs duns l 'espace des op~rateurs 
lin(iaires born6s de F. 

REigARQUE 3. - Un r6sultat analogue au pr6c6dent, concernant  les systbmes 
diff6rentiels, a 6t6 6tabli clans [4]. 

4. - Nous allons d~montrer maintenant  un autre  th~or~me, semblable au 
prdc(ident~ concernant  seulement F existence de la solution de l '~quat ion (E). 

T~OnEME 2. - Consid~rons l~dqualion (E) et admettons les conditions sui. 
vantes : 

a) B et D soul des espaces de Banach plus forts que Ca(R+, R'*), tels 
que (B, D) est admissible par  ral)l)ort a l'opdrateur T; 
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b) x(t)-~ f(t, x(t)) est un opdrateur continu sur la fermeture S darts 
Co(R+, lP*) de l' ensemble S - -  { vc(t) ; x~(t) ~ D, t vo tD ~ ~ }, a valeurs clans B, 
tel que 

(11) I f(t, x(t))I. <- r, x(t) ~ ~, 

(12) Ill(t, z(t))ll_<x(t), t>>_o, z t t )e~ ,  

oit r > 0 et k(t) est une fonction continue sur R+; 

c) h(t) ~ D. 

Alors, il e~iste au moins une solution x(t)e S ~ D  de l'dquation (E}, d~s 
que I h(t} [D e t r  sont assez petits. 

Ddmonstrat ion-  Cette fois on uti l isera le principe du point fixe de 
SCtrAUDER et TYC~O~COFF. L 'espace  fondamental  sera l 'espace Co(R+, R'),  
bien que la solution appar t iendra  /~ l ' espace  D. 

Sur  l ' ensemble  S ~ C e ( R + ,  R"), qui est dvidemment convexe (dtant la 
fe rmeture  d ' u n  ensemble convexe), ddfinissons l 'opdrateur  x--~ Ux par  la 
formule (5), c' est-/~-dire 

t 

Ux(t) -~ h(t) -~ f 
0 

k(t, s) f (s, x(s)) ds . 

Les valeurs de cet opdrateur appar t iennent  i~ l ' espace  D, fair qui suit 

immddiatement  des conditions admises. 0n  aura  pour x(t)E 

(13) [ Ux(t)ID <-- [ h(t)ID -[" K r .  

Si l 'on  admet la condition 

(14) [ h(t) I D + K r ~ ,  

il en r6sulte 

(15) v~ ~ s c $, 

ce qui sera ndcessaire pour l 'appl icat ion du th6orbme de point fixe. 
Remarquons  encore que l 'op6ra teur  U est continu. En effet, x( t )~ f ( t ,  x(t)) 

t 

est continu de Co(R+, R n) ~ B e t  f(t) --.fk(t, s)f(s)ds es t  eontinu de B ~ D. Done 
0 

A n n a l i  eli M a t e m a t i c a  45 



354 C. CORDUI'~EANU: Probl~mes globaux dans ~e thSor$e des 6quations~ etc. 

t 
x(t) -~ ~ k(t, s)f(s, x(s))ds 

t~ 

! 

0 

est eont inu de C~(R+, R ~) h D. A plus forte raison, cet op~rateur sera continu 
de Ce(R+, R")  h C¢(R+, R ' ) ,  ee qui d~montre la continuit~ de U. 

Pour  l 'appl icat ion du th~or~me de SCttAUDEI~ et T¥cI~o~oF~, il reste 
montrer  l ' ex is tence  d ' u n  ensemble compact dans Ce(R+,/~ ' ) ,  soit A, tel que 

U,~c--" A ~ ,~. ~ous  allons ~tablir que les fonctions appar~enant i~ US-sont 
uniform(fment born~es et ~quicentinues sur tout interva]le fini de R+.  On 

pourra  prendre  alors pour A la fermeture  de 1' ensemble US dans Q(R+,  R"). 
On obtient sans diffieult~ 

t 
(16) l[ Ux(t)[] ~ II h(t)[] + t [l 

f ,  

k(t, 8) H )~(s) ds , 

o 

que les fonetions appurtenant  ~ US sont uniform(fment 
de (16) ~tant une 

ee qui d(~montre 
born6es sur tout intervalle  fini de /~+, le second membre  
fonction continue sur R + .  On a 

U x ( t ) -  Ux(~)= h ( t ) -  h(~) + 

t t 

0 "~ 

k(z, s) f(s, x(s)) ds . 

Soit maintenant  a > 0  un nombre donnd et posons k, = sup),(t), ka ' - -  sup 
II k(t, s [I, 0 ~ s ~ t ~ a. Admettons main tenant  0 ~ % t ~ a. On obtient 

(17) il ux(t) - -  ux(~) if ~ tl h ( t ) -  h(~) II + 

"-~ Xa f Ilk(t, 8) - -  k('c, 8)1t d8  -~ ]~a~a ] t - -  "C I " 

0 

La continuit~ uniforme de h(t) sur [0, a] et de k(t, s) sur 0 ~ s ~ t ~ a assurent,  

compte tenant  de (17), l '~quicontinui t~ des fonctions de Fensemble  US. 
Les conditions du th6or~me de SC~AUDE]~ et T:~CHONOI~F ~tant safisfaites, 

il s ' ensui t  Fexis tence  d ' u n  ~l~ment fixe (au moths) de l 'opeirateur U~ ce qai 
d(imontre le th~or~me 2. 

Remarque .  - Un r(~sultat analogue pour les syst~mes diff~rentiels est dr1 
1' au teur  4] et h PH. HAI~mMAL~ et N. 0~ucHIC [6]. 
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5. - Nous allons consid~rer duns ce qui suit les espaces Co(M+, R") que 
nous noons mentionn~s plus haut. 

Supposons done que g(t) est une fonction re~lle, continue et positive 
sur  R + .  Pour  organiser  l ' ensemble  des fonetions appurtenant  /~ C,(R+, R") 
et sat isfaisant  h la condition (1) comme espace de BA~AC~, dont la topologie 
est plus forte que la topologie de Co(R+, R ") on d~finit la norme ~ I' aide 
de la relat ion 

I] f(t) tt , t ~ R + .  
(18) t f(0 I~ = sup g(t) 

I1 est ais6 de voir que l ' ensemble  des fonctions satisfaisant /~ la condition (1) 
devient ainsi un espace de BA~ACI~. De plus, la convergence dans C a entraine 
la convergence uniforme sur tout intervalle fini de R + .  En effet, s i a  > 0, 
o n  a u r a  

sup [] f(t) H ~ [ f(t) [g. sup g(t) .  

Pour  g(t) ~ 1 on obtient l' espace des fonctions continues born6es sur  R+;  
c' est-i~-dire C~(R+, R ~') = C, pour g(t) ~ 1. Pour  g(t) = exp { ~ t }, a ~tant un 
hombre r~el, on obtient une c l a s sed '  espaces qui oat 6t~ r~cemment 6tudi6s [5], 
en relat ion avec la th~orie des ~quations int~grales. 

t 

I1 faut remarquer  que les espaces Cg, pour  g(t)~--expifk(s)dst ,  oat  6t6 
o 

consid6r~s par  A. BIELECKI [2] qui a montr~ leur utili(i duns l 'd tude des 
probl6mes globuux coneernant  les ~quations fonctionnelles. 

Une quest ion des plus importantes  eoncernant  l 'applicabit i t~ des th~o- 
r6m6s 1 et 2 est de savoir quand la paire  (C~, CG) est-elle admissible par  
rapport  ~ 1' op~rateur T. On peut  donner  une r~ponse compl6te h cette question. 

Tm~O~,ME 3 . -  La paire (Cg, CG) est admissible par rapport ~ l'opdrateur 
T ddfini par (2), si et seulement si 

t 

(19) f ]lk(t, s) llg(s)ds~_~-AG(t), t ~ O ,  
o 

oi~ A est une constante positive. 

D6monstration. La suffisanee de 1~ condition (19)est 6vidente pour avoir 
TCgc  Cs. I1 reste h montrer  la n~cessit~ de cette condition. Nous allons 
supposer,  en premier  lieu, qu 'on  a n - - -1 .  Puis, le eas n > 1 sera r~duit au 
cas pr~e6dent. 
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En supposant que la condition (19) n ' es t  pas satisfaite, nous allons 
montrer  que l ' inclus ion TCg ~ C G  n 'es t  pas possible. 

Admettons done que la condition (19) n 'a i t  pas lieu. On peut trouver 
alors une suite {t,, f de nombres positifs~ tels que  

~m 

(20) f I k(tm, s) I g(s) ds ~ m G(t,,), m >__ 1. 
0 

(La suite {t,,} est n4cessairement  non born6e). Soit main tenant  m ~  1 fix6. 
Posons 

(21) ¢?,~(t) -= g(t) sign k(t,, , t), 0 ~ t ~ t,, . 

La fonction %~(t) est mesurable  (~tant le produit  de deux fonctions mesurables) 
sur l ' in terval le  0 ~  t ~< tm et l 'on  a_ 6videmment 

(22) I ¢~,~(t) I ~-- g(t), 0 < t < t,~. 

De l ' in6galit6 (20) on d6duit 

(23) f k(t,~, s) ~m(s) ds ~ m G(t,~), m ~__ 1. 
0 

D'apr6s le th6or6me de Lus I~  concernant  la s t ructure  des fonctions mesura- 
bles, on peut t rouver  une fonction continue f,~(t), d6finie sur 0 ~ t ~  tin, 
telle qu 'on  air 

(24) I fro(t) [ ~ g(t), 0 ~ t ~ t,~, 

t~]$ 

(25) f k(tm, s) f,,(s) ds > m G(t,~), m ~ 1. 
o 

Les fonctions ~m(t) et fm(t) vont diff6rer sur un ensemble de mesure  (LEBESGtrE) 
suff isamment  petite pour assurer  la condition (25), compte tenant  de la con- 

dition (23). 
Nous pouvons prolonger les fonctions f,,(t) sur le demi-axe  R+,  de te]le 

mani6re que ehacune  soit continue et satisfasse i~ la l imitation 

(26) I f,~(t) I ~ g(t), t E R + .  
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Si l ' on  aurai t  T C a ~  C~, d 'apr~s  le lemme plus haut  ~tabli, il faudrai t  
avoir I] ~lf,,(t) II ~- A G(t), t ~ R+, o~ A est une constante. Cela rt~sulte da fair 
que la suite t f,~(t)! esi born~e duns t ' e space  C a. Or, les in~galit~s (25) nous 
montrent  qu 'une telle eonstante ne pent exister. Par  consequent,  la ndcessit~i 
de la condit ion (19) est ~tablie dans le c a s n  ~ i. 

Soit maintenant  n ~ 1. On peut  ~crire k(t, s) sons la forme 

(27) k(t, s) -~ v, k~ i (t, s) ,  
~,/=i 

off k~(t, s) est un noyau matriciel  dont t o u s l e s  616ments sont nuls, i~ 1' except ion 
de l '616ment qui occupe la position (i, j). Si 1 ~on d6signe par  T~ l 'op6ra teur  
qui correspond h k~i(t , s), on peut  j uge r  sur lui de la m~me manibre que 
duns le cas sealaire. On obtient ainsi une relation de la forme (19)pour  
chaque k~(t,s)~ ce qui nous conduit  imm6~liatement au r6sultat,  en tenant  
eompte de la relat ion (27). 

R e m a r q u e . -  On connait  plusieurs  cas par t icul iers  du th~or~me 3. Pa r  
exemple,  le cas g(t) ~ G(t) ~ 1 est dfi h V.R.VINo:~ouRov [15] qui a ~t~ amen~ 
k ce r~sultat en ~tudiant la stabilit(i des solutions des ~quations de VOL~ERRA. 
Le eas g ( t ) - ~ e x p / a t t ,  G ( t } - - e x p l ~ t l  est dfi h E. I. GOLDE~ERS~EL [5] 
qui s ' es t  occup(f de la th~orie spectrale des op~rateurs de VOLTERRA. Men- 
tionnons encore le travail  de ¥ v .  I. NE~AI~K [10], dans lequel on traite un 
probli~me analogue. 

6. Le th~or~me 3 nous permet  d ' app l iquer  les th6or~mes gOn~raux 1 et 2 
pour  obtenir  des cri tdriums effectifs d ' ex i s tence  des solutions de l '~quat ion 
(E}. :Nous al |ons indiquer  seulement  quelques  consequences  du th~orbme 1, 
en laissant de cSt~ les questions semblables concernant  le th~orbme 2. 

Supposons qu' on cherche des solutions born4es de l~6quation (E), c ~est- 
tt-dire, D -  C. En tenan~ compte des th6or~mes 1 et 3, on d~duit aisOment 
le reisultat suivant  : 

PROPOSITION 1. - Considdrons 1 ~ dquation (E) et admettons tes conditions 
suivantes  : 

a) it  existe un  nombre A ~ 0 et une  fonction g(t) ~ O, continue sur  R+,  
tels que 

t 

(28) f II k(t, s) ]] g(s)ds ~ .  A, t e B +  ; 
o 



35S C. CORDUNEANV : Probldmes globau~ duns le thdorie des dquatio~s, etc. 

b) f(t, x) est 
telle que 

(29) 

(30) 

une fonclion vectorielle continue pour t ~ R + ,  ]Im[l<~, 

f(t, o) G eg, 

II f(t, m) - -  f(t, y) ti --< ),g(t) II x --  y il ; 

c) h(t) e C. 

Alors, il ex, iste une seule solution x(t)e C de l'dquation (E), telle que 
H re(t)]] ~ ~ pour  t e  R+, dds que II h(t)II, Z et If(t, O)Ig sont assez petits. 

P o u r  la d 4 m o n s t r a t i o m i l  suff i t  de r e m a r q u e r  que  la condi t ion  (28) est 
la  condi t ion  d ' admiss ib i l i t~  de la pa i re  tCa, C) par  r appor l  ~ l ' o p 6 r a t e u r  T, 
p e n d a n t  que  les condi t ions  (29) et (30) ont  p o u r  consequence  le fai l  que  l 'o-  
p4 ra t eu r  x ( t ) ~  f(t, x(t)) est un  op~ra teur  de C ~ C~. I1 ne res te  q u ' h  appli- 
quer  le th4orbme 1, en p r e n a n t  B ---- Cg et D --  C. 

Cette proposi t ion  nous donne  des condition% assez s imples  et g4n6rales,  
a s su ran t  l ' ex i s t enee  et F unici t~  de la solut ion de l' ~quat ion (E). ~ ien t ionnons  
que lques  cas par t i cu l ie r s .  

COROLLAZm~ 1. - Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites: 

t 

II k(t, s) II ds <~ A, t e R÷ a)  
J 

0 

b) [(t, ~v) est continue pour t e  R+ , II ~ li ~ ,  f(t, O) est bornde sur R+ et 

(31) It f(t, x) - -  f i t ,  y) it ~ k I! x - -  y tl ; 

c) h(t) est continue et born4e sur R+.  

Alors il existe une seule solution bornge (sur 1~+) de l'dquation (E), dds 
que l] h(t) ]l, k et [] f(t, 0)l] sont assez perils. 

En  effet ,  il suff i t  de p r e n d r e  g(t) ~- 1 dans  l '6nonc4  de la propos i t ion  1. 

COROLLAZRE 2. - Admettons les conditions: 
07) 

f~ 

a) Ilk(t, s) l l ~ K ,  O < s < t < + c ~ ,  j g ( s ) d s < + ~ ;  
0 

b) et c), les m~mes que dans la proposition 1. 

Alors, la conclusion de la proposition I est valable. 

La  condi t ion  a) du  corol la i re  2 a, 6v idemment ,  pour  cons4quence  la con- 

di t ion (28). 
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CO,rOLL, IRE 3. - Suppo~ons  sat i s fa i tes  les condi t ions  su ivantes  : 

- fg(s)ds a) [[ k(t, s) [[ < / ~  exp { ~(t--s) }, O ~ . s ~ t < @ c ~ ,  sup { t < ~- c,% 
t ~o  

t 

K et ~ dtant  des nombres pos i t i f s ;  

b) et e) tes m~mes que dans  la propos i t ion  1. 

Ators7 it existe une  seute solut ion x( t )~ C de l '4quat ion  (E), tetle que 
II x(t) [[ ~ ~ p o u r  t e R + ,  d~s que !1 h(t) l[, t e t  I f ( l ,  O)19 sont  assez perils. 

I1 est ais4 de voir  que  la condi t ion  a) de F~nonc~ dn  corol la i re  3 a pour  
consequence  1' in~gali t4 (28), si 1' on t ient  compte  d ~ une  in~galit4 ~tablie duns  [8]. 

PRoPosI~Io~  2 . -  Considdrons l 'dquat ion (E) et admet tons  les condi t ions  
su ivantes  : 

a) II k(t, 8) I1 ~ K exp ( ~ a(t - -  s) }, 0 ~ s ~ t < + c~, oi~ K et ~ sont des 
nombres posi t i fs  ; 

b) [(t, x) est cont inue pour  t e R ÷ ,  1[ x [[ ~ ~, f(t7 O) =-- 0 et 

11 f ( t ,  x) - -  f ( t ,  y) II ~ ), 1I x - -  y ]l; 

c) Il h(t) lI ~ H exp  t - -  ~t }, t e R+ , oil ~ (0 < ~ < ~) et H > O sont des 
constantes.  

Alors,  i l  existe une  solut ion un ique  x(t) de t 'dquat ion  (E), s a t i s f a i s a n t  
la l imi ta t ion  

(32) I[x(t) l I ~ e x p { - - ~ t } 7  t e R + ,  

dos que )~ et H sont  assez pet i ts .  

La condi t ion  a) en t r a ine  4v idemment  F in4gali t4 

t 

f tl k(t, s)tl 
o 

exp  t - -  ~s I ds _~_ K (:¢ - -  ~)-1 exp  ( - -  ~t }7 t e / ~ + ,  

ce qui  nous  mon t re  que la pa i re  (Cg, Cg), avec g - - e x p / - - ~ t  t, est admiss ible  
pa r  r appor t  h l ' o p ~ r a t e u r  T g~n~r(~ par  k{t,s}. Done, on peut  app l iquer  le 
th4or~me 1. [1 en  r4sul te  l ' e x i s t e n c e  et F uniei t~  de la solut ion de l ' ~qua t ion  
(E)7 sa t i s fa isant  i~ la l imi ta t ion  (32). En par t i cu l ie r ,  on au ra  l im [[ x(t) ]] = O. 

t ~ +co  

I1 est ais~ de voir  que  la proposi t ion  3 g~n~iralise anx  (~quations int~. 
gra les  de VOLT:ERBA le th4or~me bien connu  de POINCAR~]-LIAI:)OU~OF:F su r  
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la stabilit~ asymptot ique,  thgor~me qui concerne les 
ordiaai res  de ta forme 

x --  A$ + fCt, x), 

syst~mes diff~rentiels 

A ~tant une  matr ice  hurwitz ienne.  En effet, le syst~me diff~rentiel  est 
4quivaleut  h t '~quat ion  

t 

= x(t) o + x ( t  - s ) f l s ,  
. 2  

o 

ou i ( t t  = A x ( o ,  x(o)  = E. 
Remarquons  encore que le cas des noyaux de t ransla t ion k(t, s ) - -k( t - -s )  

a ~t4 eonsid~r~ par  J. A. ~*O~EL [12] qui a utit is~ la m4thode de compara ison  
(indgalit~s intdgrales). 

7. Dans ce dern ier  paragraphe,  nous allons br ibvemeut  ind iquer  un  autre  
proe~d~ qui permet  d 'ob ten i r  des r~sultats ~ caraet~re global pour  les dqua- 
t ions int~grales de VoLT]~n~ de la forme g~n~rale 

t 

x(t)--  h(t) -~ f k(t, s, x~(s))ds. 
f .  

(E') 
. 2  

o 

Ce proe~d~ repose aussi sur le th~or~me du point  fixe de SCHAUDER et 
T¥CHOSTO~F. 

THEOR~[E 4 . -  Considdrons l'dquation (E') et admettons tes conditions 
suivantes : 

a) la fonvtion vectorielle k(t, s, x) est continue pour 0 ~ s ~ t ~ 0% 
It w [[ ~ g(t), oi~ g(t) est une fonction continue et positive sur R + ;  

b) il existe une fonction K(I, s), continue pour 0 ~.  s ~ t ~ -~ 0% telle 
qu' on a [[ k(t, s, ~) II ~ K(t, s) pour II * ]l ~ g ( t ) ;  

c) h(t) e C~(R+, R~); 

d) tes fonctions h(t), K(t, s) el g(t) satisfont ~ l'indgalitd 

t 

(34) [[ h(t) [I -l- I K(t, s)ds 
f a  

~ g(t), t ~ R + .  
aJ 

o 

Alors, il existe au moths une solution x(t) de l' dquation (E') ddfinie pour 
t ~ R+ et telle que 

(35) [I ~v~t) t[ -~ g(t), t ~ R+.  
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Ddmonstration. Dabs l' espaee Co(R+, R n) on consid6re 1' ensemble convexe 
et ferm6 M - -  t w(t) ; I] w(t) N ~ g(t), t e R+ }. Sur cet ensemble on d6finit 1' o- 
p6rateur  cont inu 

t 

(36) Vx(t) ----- h(t) 4- ~ k(t, s, x(s))ds. 
f~ 

0 

I1 est ais6 de voir que l ' ensemble  A -" VM (la fermeture  4rant prise par 
rapport  h C~{R+, R')) est compact dans C~(R+, R'). La condition (34) de 
1' (inone6 assure 1' inclusion VM C M. On aura  donc VM C A C M, ee qui nous  
permet  de consid6rer le th6or6me 4 d6montr6. 

L 'appl ica t ion  du th6or6me 4 revient,  au fond, ~ la recherche  des fonc- 
tions K(t, s) et g(t), une lois donnde 1' 6quation (E'). Pour  donner  un exemple, 
supposons qu 'on  peut t rouver  une fonction (scalaire) cont inue G(t, s, u), d6finie 
pour O ~ s ~ t ~ 4- ~ ,  0 ~ u ~ g(t), telle qu 'on  air 

(37) II k(t, s, o~)11 ~ G(t, s, II x 11 ). 

De plus, supposons que G(t, s, u) est non d6croissante par  rapport  i~ u. 
Alors on peut  prendre  K(t, s ) -  G(t, s, g(s))et  l ' in6galit6 (34) devient 

f 

(38) I1 h(t) I1 + f G(t, s, g(s))ds ~ g(t). 
0 

I1 en r6sulte que la fonction g(t) doit 6~re cherch~e parmi les solutions 
de l ' in6galit6 int6grale (38). En part icul ier ,  si l '6quat ion int6grale scalaire 
qu' on peut  associer  i~ (38} 

t 

(39) g(t) = II h(t) I1 4- f G(t, s, g(s))ds 
O 

admet  une solution g(t) d~ifinie sur R+ ,  alors l '6quat ion (E') admet aussi une  
solution d6finie sur  R + ,  satisfaisant ~ la l imitat ion (35). 

I1 en r6sulte que les in6galitds int6grales de la forme (39) sont 6troite- 
ment  li6es au probl6me du comportement  global des solutions des 6quations 
int6grales non lin6aires de VOI~E~RA. C' est d' ai l leurs un fair mis en (ividenee 
par  plusieurs auteurs  [13], [11], [1]. 

Consid6rons de nouveau l '6quat ion (E) et supposons qu ' i l  existe une 
fonction F(t, u), Continue pour 0 ~ t ~ 4-0% 0 ~__ u ~ g(t), telle qu' on a 

(40) II f ( t ,  ~) 11 ~ F(t, It z 11 ). 

An~a~i di Matemat i ca  45 
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St, de plus, F(t, u) est non d~eroissante par rapport ~ u, on peut prendre 
alors K(t, s) = II k(t, s) N F(s, g(s)). L' 6quation (scalaire) de eomparaison aura 
done la forme 

(41) g(t) = II h(t) II + f  II k(t, s)II F(s, g(s))ds. 
0 

La maniSre dent on peut utiliser l '~quation (41), dans l '~tude des pro- 
privies globales des solutions de l '~quation (E), est indiqu~e dans le travail 
de A. S~OKES [14]. Ce travail est eonsacr~ ~ l '~tude des systdmes diff~rentiels 
de la forme 

(s) = A(t)x + f(t, 

mats il n'y a aucune difficult~ quand on passe aux dquations int~grales de 
la forms (E). Vu que tout systbme de la forms (S) est ~quivalent h une (iqua- 
iion int~grale veetorielle de la forms (E), on peut obtenir de eette fa9on dos 
r4sultats qui g~n~ralisent lea r~sultats ~tablis dans [14]. 
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