Problemes globaux dans le théorie des équations intégrales
de Volterra.

par C. Corpuneaxu (Iasi, Romania)

Résumé. « Le bui du travail est Uétude du comportemeni global des solutions des éguations
intégrales non-lindmires de Volterra. On utilise les théorémes de point fixe et d’ autres
moyens de I Analyse fonctionnelle.

Dans ce travail, nous allons considérer quelques problémes globaux
concernant les équations intégrales vectorielles de la forme

4
® 2(t) = h(t) + f K, 8)f(s, 2(5)) ds

Il ¢’agit d’établir I’ existence des solutions de I’équation (E) dans certains
espaces fonctionnels, en suivant la méthode développée par J. L. MASSERA
et J. J. ScHAFFER [8], [9] pour les systdmes d’6quations différentielles ordi-
naires, L’ appartenance méme de la solution & tel ou tel espace fonctionuel,
lui confére un certain genre de comportement global.

1. - L’espace fonctionnel fondamental pour mnos considérations sera
I’espace C R, , B") des fonctions vectorielles continues sur le demi-axe
B, ={t; t==0}, & valeurs dans l'espace euclidien n-dimensionel R", doué
de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de R,. Pour
les détails concernant les propriétés de cet espace, nous renvoyons le lecteur
au livre de N. BourBAKI [3]. Mentionnons seulement que 1’ espace O (B, , R")
est un espace vectoriel topologique, localement convexe et métrisable, fait
qui permet 1’ utilisation des suites dénombrales.

Nous allons considérer aussi d’autres espaces fonctionnels, surtout des
espaces de Bawachm de fonctions continues sur R, dont la topologie est
plus forte que la topologie de 1’espace Cy(EB,., B"). Un exemple de tel espace

est celui des fonctions continues et bornées sur R, , & valeurs dans R”, la
norme étant- définie par

| a(t) | = sup Na@

ou [l z(f) || désigne la longueur euclidienne du vecteur z({). La topologie de
cet espace est évidemment la topologie de la convergence uniforme sur B, .

Nous allons désigner cet espace par C, au lieu de C(R,, R"), pour simplifier
I écriture.
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Dans ce qui suit, nous allons considérer aussi les espaces C, = Uy (B, R")
des fonctions continues sur B, & valeur dans BE", telles que

1) NFON=4,90), =0,

ou g(f) est une fonction réelle, continue et positive sur R,. 4, est une
constante positive qui dépend de f.

2. - Soit maintenant %({, s) une matrice du type n X #n, dont les éléments
sont des fonctions réelles, continues pour 0 <<s <<{¢ < -} oo.
Considérons sur C (R, , B") Popérateur de VOLTERRA

i

@ (T () = f (t, )(s)ds

€

T est évidemment linéaire et continu sur C R, B").

Soient B = B(E,, R"), D= DE,, B") deux espaces de DBaNACH de
fonections continues. Donc B, D C (R, B").

Nous dirons que la paire (B, D) est admissible par rapport & I’ opérateur T,
si on a TBC D.

Le résultat fondamental pour ce qui sunit peut s’énoncer de la maniére
suivante :

Levye. - Sotent B et D deux espaces de Bawach de fonclions conlinues
dont les topologies sont plus fortes que la topologie de CJ{R,, R"). Supposons
que la paire (B, D) est adwmissible par rapport & U opérateur T. Alors T est
continu sur B, ¢’ est-a~dire

3 | Tflp<K|f|s, f€B,

K élant une conslanle positive.

Démonstration. - Nous allons montrer que l’opérateur 7T est fermé. La
continuité sera la conséquence du théoréme du graphique fermé (voir p. ex. [7]).
Admettons donc qu'on a f, —f dans B et Tfy,—g dans D. Vo que T esf
continu sur O B, , B") et que f, — f dans B, donc & plus forte raison dans
CJ(R,, BR™), on aura Tf, — Tf dans C, R, , B"). D autre part, Tf, — g dans D
a pour conséquence TIf, —g dans G RB,, R"). L’espace C,(BE,, B") étant
séparé, on aura If =g, ce qui démontre le fait que le graphique de 1’ opé-
rateur T est fermé (dans B X D).

Remarque. - La constante K qui figure dans Ia relation (3) dépend
évidemment de k{f, s), B et D.
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3. - Maintenant, on peut établir aisément un théoréme d’existence et
upicité de la solution de 1'équation (E), appartenant &4 un espacé fonetionnel
de BaxacH D, dont la topologie est plus forte que la topologie de I’espace
C{B, B).

TutorEME 1. - Considérons U équation (E) et admeltons les conditions
sutvanies :

a) B et D sont des espaces de Banach plus forts que CB,, E"), tels
que (B, D) est admissible par rapport o Uopérateur T, défini par (2);

b) a(t) — f(t, x(f)) est un opératewr défini sur ¥ ensemble S = {w(l);
x(tye D, |x|p<p}, dont les valeurs appartiennent & B, fel que

(4) |t () — 1t y(0) =<2 | ®(t) — y(t) |p, (), y(t)€S,
ot A est une constante positive ;
c) h{t)e D.

Alors il exisie une solution unique x(f)e S C D de U équation (E), dés que
| () [p, A et [f(t, O) s sont assez petits.

Démonstration. -~ On utilisera le théoréme du point fixe de BANACH, en

choisissant D comme espace fondamental.
Définissons sur S un opérateur z — Uz de la maniére suivante:

H
®) (Ua) () = hit) + f i, 8)1(5, 2(s)ds .

Pour simplifier, nous écrirons Uz(f) au lien de (Ux)(f).
On aura évidemment

©) | Us(t) — Uylt) p < K | [t 2(t)) — f(t, y®)) |5,

en tenant compte du lemme plus haut établi. 1 inégalité (4) de 1’énoncé du
théoréme 1 nous permet d’écrire

| Ua(t) — Uy(t) [p < K% | aft) — y() [p,
quels que soient z(f), y(¢) € S. Par conséquent, si ’on admet
M A< K™,

I opératear U est un opérateur de contraction.



362 C. CorpunmaNU: Problémes globaux dans le théorie des équations, ete.

I1 faut & assurer encore du fait que US S. Il est évident qu’on a

&) | Uslp<< | B®|p+ K | [t ) |5.
Mais
| fl e B<<|fl a) — & O s+ | 7¢O s=<2 |2 o+ | [, 0)p<<
<l + 705

Donc, il suffit d’admettre

pour assurer !’inclusion USCS.
Si I’ on tient compte de la condition (7), on obtient

(10) Lh@) o+ K| 1, 0)s<<p (1 —2AK),

inégalité qui est satisfaite pour | k() |p et | f(¢, 0) |z assez petits.

REMARQUE 1. - On peut évidemment admettre que z(f) — (¢, 2(f)) est
défini sur D tout entier. Alors on peut renoncer aux conditions de limitation
pour R(f) et f(,0), en gardant seulement la condition de contraction (7). Il
en résulte | existence et I’unicité de la solution de 1 équation (E) dans
I’ espace D.

REMARQUE 2. - Il est aisé de voir que le résultat plus haut établi reste
valable quand on remplace |’ espace euclidien R” par un espace de BANACH F.
Dans ce dernier cas, k{, s) aura des valeurs dans l’espace des opérateurs
linéaires bornés de F.

REMARQUE 3. - Un résultat analogue an précédent, concernant les systémes
différentiels, a été éfabli dans [4].

4. - Nous allons démontrer maintenant un autre théoréme, semblable an
précédent, concernant seulement 1’ existence de la solution de !’ équation (E).

TuroriME 2. - Considérons U équation (E) et admetions les conditions sui-
vantes :

a) B et D sont des espaces de Bamnach plus forts que CfB,, B%), lels
que (B, D) est admissible par rapport a Uopérateur T;
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b) x(t) — f(t, «(f)) est un opérateur continu sur la fermeture S dans
CdR,, B" de Uensemble S={x(l); x{fjeD, |x|p<<pe}, & valeurs dans B,
tel que
(11) | F(t, () [z, a(t) & S,

(12) I1, =) | =At), t=o0, wlt)es,
ot r >0 et A(t) est une fonction continue sur R, ;

c) h(t)e D.

Alors, il existe au moins une solution x(tye SCD de Uéquation (E), dés
que | hit)|p et v sont assez petils.

Démonstration - Cette fois on utilisera le principe du point fixe de
ScHAUDER et TycHONOFF. L’espace fondamental sera 1'espace Co (R, , R"),
bien que la solution appartiendra a 1’ espace D.

Sur I'ensemble Sc CyR,, R"), qui est évidemment convexe (étant la

fermeture d’un ensemble convexe), définissons 1’ opérateur x — Uz par la
formule (B), ¢’ est~a-dire

&
Ua(t) = hit) + f k(t, )£ (5, a(s))ds .

Les valeurs de cet opérateur appartiennent a 1'espace D, fait qui suit
immédiatement des conditions admises. On aura pour z(f) € §

(13) | Uz(t) [p<< | Mt)Ip + Kr.
Si Ion admet la condition

(14) | 2(®)|p + Kr<p,

il en résulte

(15) USc=8cS8,

ce qui sera nécessaire pour I’application du théoréme de point fixe,
Remarquons encore que 1’opérateur U est continu. En effet, a(f) — )

it
est continu de C(R,, B") a B et (i) »Jfk(t, 8)f(s)ds est continu de B & D. Done
0

Annali di Matematica
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t

o)~ [ Tty 91(6, 2(6) s

¢

est continu de C.(R,, R" a D. A plus forte raison, cet opérateur sera continu
de C(R,., R™) a4 C (R, R"), ce qui démontre la continuité de U.

Pour l'application du théoréme de ScHAUDER et TYCHONOFF, il reste &
montrer 1’existence d’un ensemble compact dans C R., B"), soit 4, tel que

USc A S. Nous allons établir que les fonctions appartenant & US sont
uniformément bornées et équicontinues sur tout intervalle fini de E,.. On

pourra prendre alors pour 4 la fermeture de 1’ ensemble US dans O (R, , RB").
On obtient sans difficulté

i
(16) Il sty | =< || ct) || + f 1k, ) [l Ms)ds,

ce qui démontre que les fonctions appartenant & US sont uniformément
bornées sur tout intervalle fini de E,, le second membre de {16) étant une
fonetion continue sur B_. On a

Us(t) — Usz) = W(t) — hiz) +

1 £
+ f (Bt 9 — s, 91 s, als)ds + [ I, (s, o(s) s

Soit maintenant @ >0 un nombre donné et posons X, = sup A(}), k, = sup
|| kit s, 0<<s=<{=<<a. Admettons maintenant 0 <r, {<"a. On obtient

a7 | Un(t) — Ua(m) | << | () — R(D) | +

+Aafuk(t,stcw,s)t;ds—rkaxa1t—-«l-

La continuité uniforme de %(t) sur [0, a] et de k(¢, s) sur 0 << s <_{=_a assurent,

compte tenant de (17), ' 6quicontinuité des fonctions de I’ ensemble US.
Les conditions du théoréme de SCHAUDER et TYCHONOFF étant satisfaites,
il ¢ ensuit I’ existence d’un élément fixe (au moins) de I’opérateur U, ce qui

démontre le théordéme 2.

Remargue. - Un résultat analogue pour les systdmes différentiels est da
4 Pauteur 4] et & Pr. HarrMaN et N. OxvcaIc [6].
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5. - Nous allons considérer dans ce qui suit les espaces C, B, , B") que
nous avons mentionnés plus haut.

Supposons done que g(f) est une fonction reélle, confinne et positive
sar B, . Pour organiser ’ensemble des fonctions appartenant & Cy (R, R™)
et satisfaisant & la condition (1) comme espace de Banacm, dont la topologie
est plus forte que la topologie de Cy (R, B") on définit la norme & I’aide
de la relation

hreat te R, .
18 ) |g=sup ———
Il est aisé de voir que I’ensemble des fonctions satisfaisant & la condition (1)
devient ainsi un espace de BanacH. De plus, la convergence dans C, entraine
la convergence uniforme sur tout intervalle fini de R, . En effet, si a > 0,
on aura

sup || f&) I =< | f®)|y. sup g(t).
o=ct<or o<ct=<a

Pour g(f) = 1 on obtient 1’ espace des fonctions continues bornées sur E._;
¢’ est-a-dire O (B, B")==C, pour g({)= 1. Pour g(f)=exp {at}, « étant un
nombre réel, on obtient une classe d’ espaces qui ont 6t6 récemment étudiés [5],

en relation avec la théorie des équations intégrales.
t

Il faut remarquer que les espaces C,, pour g(f) = exp { [A(s)ds}, ont &té
0
considérés par A. BIBLECKI [2] qui a montré leur utilié dans Y étude des

problémes globaux concernant les équations fonctionnelles.

Une question des plus importantes concernant I’applicabitité des théo-
rémés 1 et 2 est de savoir quand la paire (C,, Cg) est-elle admissible par
rapport & I’ opérateur T. On peut donner une réponse compléte & cette question.

THBOREME 3.~ La paire (C;, Cg) est admissible par rapport & I opérateur
T défini par (2), si et seulement si

H
(19) f Ik, s) Il gls)ds < AGlY), =0,

o A est une constanie positive.

Démonstration. La suffisance de la condition (19) est évidente pour avoir
T0,C Cg. Il reste & montrer la nécessité de cette condition. Nous allons

supposer, en premier lieu, qu’on a n=1. Puis, le cas #» > 1 sera réduit an
cas précédent.



356 C. CorpUNEANU : Problémes globauxr dans le théorie des équations, ete.

En supposant que la condition (19) n’est pas satisfaite, nous allons
montrer que 1’inclusion TC, CCg n’est pas possible.

Admettons donc que la condition (19) n’ait pas liem. On peut trouver
alors une suite {#, ! de nombres positifs, tels que

7

m

0) [ 10t )1 g0 > m i), m=1.

0

(La suite {f,} est nécessairement non bornée). Soit maintenant m =1 fixé.
Posons

(21) Pm(t) = g(¢) Sign Elm, 1), 0=<t<i,.

La fonction o,,(f) est mesurable (6tant le produit de deux fonetions mesurables)
sur ’intervalle O <<t < {,, et ’on a évidemment

(22) | om(f) | <98, 0<t<t,.

De T’inégalité (20) on déduit

tm
(23) f Eltm, 8) om(s)ds > m G(i,,), m=1.

0

D’ aprés le théordme de LUSIN concernant la structure des fonctions mesura-
bles, on peut trouver umne fonction continue f,(f), définie sur 0<<?¢<<i,,
telle qu’on ait

(24) | fm(®) | = 9(), O<t<<tnm,

tm
(25) f ki, 8)fml(s) ds > m G{t,,), m=1.

0

Les fonctions 9,,(f) et f(f) vont différer sur un ensemble de mesure (LEBESGUE)
suffisamment pefite pour assurer la condition (25), compte tenant de la con-
dition (23).

Nous pouvons prolonger les fonctions f,(t) sur le demi-axe B, de telle
maniére que chacune soit continue et satisfasse & la limitation

(26) | Ffml®) | < 9(8), 1€ R, .
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Si Von aurait 70, Cg, d’aprés le lemme plus hant établi, il faudrait
avoir || If,() || <A G(#), t€ R, o A est une constante. Cela résulte du fait
que la suife {f,(f)! est bornée dans V'espace C,. Or, les inégalités (25) nous
montrent qu'une telle constante ne peut exister. Par conséquent, la nécessité
de la condition (19) est établie dans le cas n =1,

Soit maintenant %> 1. On peut écrire k(Z, s) sous la forme

@7) Wty ) = 3 hy(t, s),

i f=1

ot kij(t, s) est un noyau matriciel dont tous les éléments sont nals, & 1’ exception
de 1’élément qui occupe la position (4, §). Si I’on désigne par Tj; 1’opérateur
qui correspond & k;;({, s), on peut juger sur lui de la méme manidére que
dans le cas scalaire. On obtient ainsi une relation de la forme (19) pour
chaque k;(f, s), ce qui nous conduit immédiatement au résultat, en tenant
compte de la relation (27).

Remarque. - On connait plusieurs cas particuliers du théoréme 3. Par
exemple, le cas g(t) = G(f) = 1 est di & V.R.VINOROUROV [15] qui a 6t6 amené
& ce résultat en étudiant la stabilité des solutions des équations de VOLTERRA.
Le cas g(f) = exp{atl, G(f)=exp{fpt} est da & B. I. GOLDENHERSHEL [5]
qui s’est occupé de la théorie spectrale des opérateurs de VOLTERRA. Men-
tionnons encore le travail de Yu. I. NEiMARK [10], dans lequel on traite un
probléme analogue.

6. Le théoréme 3 nous permet d’appliquer les théorémes généraux 1 ef 2
pour obtenir des critériums effectifs d’existence des solutions de I’ équation
(E). Nous allons indiquer seulement quelques conséquences du théoréme 1,
en laissant de c6té les questions semblables concernant le théoréme 2.

Supposons qu’ on cherche des solutions bornées de I’équation (E), ¢’ est-
a-dire, D = C. En tenant compte des théordmes 1 et 3, on dédunit aisément
le résultat suivant:

Prorosrrion 1. - Considérons U équation (E) et admettons les conditions
suivantes :

a) 4 existe un nombre A > 0 el une fonction g(t) > 0, continue sur R, ,
tels que

t
(28) f kL ) I gs)ds =4,  teR.;
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b) f(t, x) est ume fonction vectorielle continue pour te R, |l x| <p,
telle que

(29) fit, O)e Gy,

(30) I o) —FE pll<rgt)liz—yll;
c) hit)e C.

Alors, il existe une seule solution x(f)e C de Uéquation (E), felle que
| 2(t) || << p pour te R, , dés que || h{t) ||, X et |f(t, 0)], sont assez pelits.

Pour la démonstration, il suffit de remarquer que la condition (28) est
la condition d’admissibilité de la paire (C¢, C) par rapporl & ! opérateur T,
pendant que les conditions (29) et (30) ont pour conséquence le fait que I'o-
pérateur a(f) — f(f, () est un opérateur de C & C,. 1l ne reste qu'a appli-
quer le théoréme 1, en prenant B = (U et D = C.

Cette proposition nous donne des conditions, assez simples et générales,
assurant I’existence et 1'unicité de la solution de 1’équation (E). Mentionnons
quelques cas particuliers.

COROLLAIRE 1. - Supposons que les conditions suivanlies sonl saiisfaites:
t
a) f W& s)llds<< A, teR,;
0

b) f(t, x) est continue pour t€ R, , |lxll<<p, [(t, 0) est bornée sur B et

(31) Hf(t) m)—f(t2 y}iléﬂiﬁi—yil;
o) h(t) est continue et bornée sur k. .

Alors il existe une seule solution bornée (sur R.) de Véquation (E), deés
que || B(H) 1, A et |If{t, O)| soni assez petits.

En effet, il suffit de prendre g(f) = 1 dans 1’énoncé de la proposition 1.

COROLLAIRE 2. - Admetions les conditions :

o
&) 1kt ) | <K, 0=s=1t< + o, fg(s)ds<—|—oo;
0
b) et c), les mémes que dans la proposition 1.
Alors, la conclusion de la proposition 1 est valable.

La condition a) du corollaire 2 a, évidemment, pour conséquence la con-
dition (28).
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COROLLAIRE 3. - Supposons satisfaites les conditions suivantes:

i1

a) || k(t, s) |l << K exp { — a{f—s) }, 0=<s<t<+oo, stup {fg(s)ds} < o0,
=0
t
K et o élant des nombres positifs;
b) et ¢) les mémes que dans la proposition 1.

Alors, il existe une seule solution x(f)je C de Uéquation (E), lelle que
l2() || << ¢ pour te R, , dés que || h(t)]|, X et |f(i, O)|; sont assez petits.

11 est aisé de voir que la condition a) de 1’énoncé du corollaire 3 a pour

conséquence |’ inégalité (28),si I’ on tient compte d’ une inégalité établie dans [8].

PropositioN 2. - Considérons Uéquation (E) et admetions les conditions
suivantes :

a) 1k s)|<Kexp{—aft —s)}, 0<<s<<t{ <+ oo, oit K et a sont des
nombres positifs ;

b) f{t, x) est continue pour te B, , llx|<<p, fif, 0)=0 et
W o) —F plil<rlle—yll;

c) NAh))ll<<Hexp{—ft], leBR,, o0 8 O<B<a) e¢ H>0 sont des
constantes.

Alors, il existe une solution unique x(t) de U équation (E), satisfaisant &
la limitation

(32) (@) ||<pexp{—Bt], teR,,

dés que X et H sont assez petits.

La condition a) entraine évidemment 1’inégalité

¢
f il %(¢, s}l exp{—fPsids<< K(x—f)texp{—pt}], te R,

ce qui nous montre que la paire (G,, Cy), avec g = exp { — B¢}, est admissible

par rapport & I’opérateur T' généré par k{f,s). Donc, on peut appliquer le

théoréeme 1. Il en résulte I'existence et I’unicité de la solution de I’ 6quation

(B), satisfaisant a la limitation (32). En particulier, on aura tHHi ) || =0.
— 00

Il est aisé de voir que la proposition 3 généralise aux équations inté.
grales de VOLTEREA le théoréme bien counu de POINCARE-LIAPOUNOFF sur
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la stabilité asymptotique, théoréme qui concerne les systdmes différentiels
ordinaires de la forme

m:Aw—}—f(t, x),
A étant une matrice hurwitzienne. En effet, le systéme différentiel est
équivaleut & I’ équation

#(t) = X(Owo + f X(t — s)f (s, (s))ds,

ou X(f) = AX(#), X(0) = E.

Remarquons encore que le cas des noyaux de translation k(f, 8) = k(f—s)
a 6t6 considéré par J. A. NoHEL [12] qui a utitisé la méthode de comparaison
(inégalités intégrales).

7. Dans ce dernier paragraphe, nous allons bridvemeut indiquer un auntre
procédé qui permet d’obtenir des résultats & caractére global pour les équa-
tions intégrales de VOLTERRA de la forme générale

£
(B x(f) = h(f) + f k(¢, s, x(s))ds.

Ce procédé repose aussi sur le théoréme du point fixe de SOHAUDER ef
TycHONOFF.

TraiorEME 4. - Considérons U égquation (E') el admetfons les condilions
suivantes :

a) la fonction vectorielle kit, s, x) est continue pour 0=<<s<<t-} oo,
| << glt), on g(t) est une fonction continue et positive sur B, ;

b) il exisie une fonction K(l, s), continue pouwr 0 =<Is<"{ < --oo, telle
quwon a ||k, s, o) || < K(f, s) pour {j»] <g();

¢) hitye C{B., B");
d) les fonctions h{t), K(t, s) et g(t) satisfont & Uinégalité

i
(34) ()1 4+ J K{t, s)ds <g(l), teR.,.
o
Alors, il existe au moins une solution x(t) de I’ équation (E') définie pour

te B et telle que
(35) lwlt) | <= glf), teB,.
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Démonstration. Daus 1’ espace (R, , B") on considére I’ensemble convexe
et fermé M = {«(f); || x() || =< g(}), te R, }. Sur cet ensemble on définit I’ o-
pérateur continu

(36) Va(t) = ht) + f k(t, s, a(s))ds.

Il est aisé de voir que I’ensemble A = VM (la fermeture étant prise par
rapport & CJR,, R") est compact dans CfR,, B*). La condition (34) de
I’énoncé assure 1’inclusion VM C M. On aura done VM C 4 C M, ce qui nous
permet de considérer le théoréme 4 démontré.

I’ application du théoréme 4 revient, au fond, & la recherche des fone-
tions K(l, s) et g(f), une fois donnée I’ é6quation (E'). Pour donner un exemple,
supposons qu’on peut trouver une fonction (scalaire) continue G({, s, u), définie
pour 0 << s <"f < + oo, 0 << u << ¢g(t), telle qu’on ait

(37) I E(t, s, 2} || << G, s, Ll ]l )

De plus, supposons que G(f, s, u} est non décroissante par rapport a u.
Alors on peuf prendre K(4, s} = G{{, s, g(s)) et I'inégalité (34) devient

38) HWM+[G%&MW%£M&

Il en résulte que la fonction g(f) doit &tre cherchée parmi les solutions
de 1'inégalité intégrale (38). En particulier, si I’ équation intégrale scalaire
qu’on peuf associer a (38)

t
39) gmzuwm+fwa&mw@

admet une solution g(f) définie sur R, , alors I’équation (E') admet aussi une
solution définie sur B, , satisfaisant & la limitation (35).

Il en résnlte que les inégalités intégrales de la forme (39) sont étroite-
ment liées au probléme du comportement global des solutions des équations
intégrales non linéaires de VOLTERRA. (7 est d’ailleurs un fait mis en 6vidence
par plusieurs auteurs [13], [11], [1].

Considérons de nouvean 1’équation (E) et supposons qu’il existe une
fonction F(f, u), continue pour 0<<{ < 4 oo, 0 << u << g(t), telle qu’on a

(40) e o) | < F(@, lla])).
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Si, de plus, F(f, u) est non décroissante par rapport & u, on peut prendre
alors K{t, s) = || k(t, s)|| F(s, g(s)). I 6quation (scalaire) de comparaison aura
donec la forme

{
(41) glt) = 1 h(h) || + f | B(t, 8) 1| B, gis))ds.

La maniére dont on peut utiliser I’ équation (41), dans 1’étude des pro-
priétés globales des solutions de I’équation (Z), est indiquée dans le travail
de A. StorEus [14]. Ce travail est consacré & I’étude des systémes différentiels
de la forme

(9) @ = A(tye + f(t, ),

mais il n’y a aucune difficulté quand on passe aux équations intégrales de
la forme (E). Vu que tout systéme de la forme (S) est équivalent & une équa-
tion intégrale vectorielle de la forme (E), on peut obtenir de cette fagon des
résultats qui généralisent les résultats établis dans [14].
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