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PROBLEMES STOCHASTIQUES

POSES PAR LE PHENOMENE DE FORMATION

D’UNE QUEUE D’ATTENTE A UN GUICHET
ET PAR DES PHENOMENES APPARENTES

Par M. Félix POLLACZEK.

INTRODUCTION.

Ci-aprés nous étudions des questions de Calcul des Probabilités
soulevées par le phénoméne de formation d’une queue d’attente. On
rencontre ce phénoméne qui nous est familier lorsqu’il s’agit de
Iattente & un guichet, dans différentes branches de la technique. La
surveillance des machines automatiques ( par exemple, des métiers),
le trafic ferroviaire et routier, des phénomenes de congestion dont les
aéroports sont le sidge, le déchargement de cargos & un quai ([6],
p- 184) (), 'emmagasinage de matiéres dans un entrepdt de capacité
infinie ([21 ], p. 449) en fournissent quelques exemples.

Un autre exemple nous est fourni par Pencombrement d'une ligne
éléphonique unique par des demandes de communications (des
appels) et ce sont justement les besoins de la Téléphonie qui ont
contribué a faire avancer la théorie stochastique de ce phénoméne. I

(*) Les chiffres contenus entre des crochets renvoient i la bibliographie placée a
la fin de ce travail.
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est vrai que dans cet ordre d’idées, on a surtout étudié des problémes
concernant un groupe de s > 1 lignes interchangeables et c’est singu-
licrement ce nombre s qu'on s’efforce de déterminer, pour un trafic
téléphonique donné ou estimé, au moyen de raisonnements de carac-
tere stochastique.

Cependant une étude particuliére des nombreux probimes qui se
posent déja pour s=1 (et dont nous ne pourrons traiter qu'une
partie dans ce travail) se justifie parce que, pour traiter a fond le cas
difficile s > 1, on est contraint d’utiliser des méthodes analytiques
plus puissantes dont le seul exposé nécessiterait beaucoup de
place.

Nous utiliserons ici une terminologie adaptée a l'attente a un
guichet et au lieu d’appels lancés sur une ligne, nous parlerons par
conséquent de visiteurs qui se présentent a un guichet. L'instant
d’arrivée (i.a.) du i visiteur devant le guichet sera désigné
par X;({=o,1,...) et nous appellerons « durée d’opération » (d.o.)
'intervalle de temps T, pendant lequel il est traité au guichet.

En premier lieu, nous consiruirons les fonctions de réparti-
tion (f. r.) p,(¢) des délais d’attente (d. a.) 7, des visiteurs successifs,
en admettant différentes hypotheses sur la répartition des variables
aléatoires (v. a.) T, et X; desquelles dépendent les d.a. 7,, et nous
établirons de quelle maniére p,(¢) tend, pour n->o, vers la f.r.
d’équilibre statistique p(¢). En vue de certaines applications
techniques nous établirons la théorie de deux dispositifs ot I'attente
obéita des lois différentes de celles qui sont valables pour un guichel.
Ensuite on traitera différents problémes de probabilités composées
ainsi que celui de la répartition des périodes d’occupation ininter-
rompue d’un guichet. Enfin nous nous occuperons des problémes qui,
se posent lorsqu’on suppose que sont refusés les visiteurs {ou les
appels) qui ne peuvent étre traités sans d¢lai. En raison des méthodes
analyliques que nous utilisons, tous ces problémes peuvent servir
en méme temps d’exemples d’application et d’exercices pour les
parties élémentaires de la théorie des fonctions d’une variable
complexe.

Dans tout ce qui suit. nous supposons que les visiteurs sont traités
au guichet suivant leur ordre d’arrivée. Notons qu’en supposant,
avec M. Vaulot [25], que les visiteurs sont traités, non suivant une
loi de priorité quelconque mais au hasard, on obtiendrait des lois de
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répartition des d. a. toutes différentes de celles qui seront établies
ci-dessous.

Quant aux hypotheses 4 imposer aux différentes f. r. qui figurent
dans les donndes de nos problémes, on peut distinguer deux attitudes
extrémes, l'une conduisant a admettre toutes les f.r. dont les
propriétés sont compatibles avec la nature des problémes en question
et a utiliser de préférence la théorie des fonctions réelles, tandis que,
Pautre tend a restreindre la généralité de ces [ r. de manitre a
faciliter l'emploi de la théorie des fonctions d’'une variable
complexe.

Un exemple de la premicre tendance est fourni par un travail de
M. D. V. Lindley [11] qui a démontré dans les hypotheses les plus
larges admissibles que, dans les conditions de son théoreme
(woir p. 92), la f.r. du n"™ appel sur une ligne unique tend pour
n e vers une f. r. limite.

C’est l'autre point de vue que nous avons adopté ici. Afin de
simplifier nos calculs et d’obtenir une théorie plus développée, nous
avons soumis les fonctions caractéristiques (f. ¢.) des f. r. donnéesa
certaines hy potheéses restrictives qui, d’ailleurs, sont satisfaites pour
toutes les f.r. quon peut étre amené a utiliser en pratique. Notre
maniere de procéder nous semble done étre justifiée d’autant plus que
ce travail a é1¢ écrit en vue des applications. D’autre part, certaines
de nos forinules pourraient étre établies en admetiant des hy potheses
notablement plus larges.

Nous avons tiché d’exposer notro sujet d’unc maniére uniforme,
tout en utilisant une méthode analytique assez différente des traite-
ments usuels en cette matiére. Aussi n'avons-nous que rarement eu
lieu de nous rapporter a la littérature nombreuse dont Ianalyse
n’était pas dans nos intentions. Mentionnons toutefois, outre les
travaux classiques de A. K. Erlang [4] et un travail de M. A. Khint-
chine [ 8], un récent Mémoire de M. D. G. Kendall [6]. En utilisant
la théorie des chaines de Markoff relatives & une infinité dénombrable
d’états, amplifice récemment par M. W. Feller [3], M. Rendall
établit une théorie originale et digne d’intérét, bien qu’en raison de
sa nature méme elle laisse certaines questions sans réponse. Cest
aussi & ce Mémoire et & un article subséquent de M. Kendall [7] que
nous renvoyons le lecteur pour une bibliographie exhaustive concer-
nant les queues & un seul guichet et a un groupe de « guichets ».
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LISTE DES ABREVIATIONS UTILISEES.

d. a., délai d’attente.

d. o, durée d’opération.

e. m., E, espérance mathématique.

&, événement,

f. e., fonction caractéristique.

f. g., fonction génératrice.

f.r., fonction de répartition.

1. a., instant d’arrivée.

p. 0.i.,  période d’occupation ininterrompue.

R, partie réelle.

v. a., variable aléatoire.

V. a, iy variables aléatoires indépendantes.

CHAPITRE 1.
REPARTITION DES DELAIS D’ATTENTE DANS L’HYPOTHESE
D'UNE REPARTITION POISSONNIENNE DES INSTANTS D’ARRIVEE.

Suppesons que des visiteurs numérotés 0, 1, 2, ..., et dont nous

désignons par Ty, Ty, ... les d. o. et et par 7o, 71, ... les d. a. se

présentent respectivement aux instants

(1.1) Yo, Xiy e (Ko Xiz..))
A un guichet.

Montrons d’abord que pour n> o, le d. a. 7,4 s’exprime en fonc-
tion desv.a. T, et X,({=o0, 1, ..., n+ 1) et du d. a. initial 7,
considéré comme donné. D’aprés nos hypothéses, le n'*™° visiteur,
arrivé a l'instant X,, est traité, aprés un d. a. égal a 7,, pendant
la d. 0. T,; il quitte donc le guichet & P'instant X, + 7.+ T,. Par
conséquent, le d. a. 7,44 du (74 1)"*"° visiteur qui arrive & l'ins-
tant X4, est égal ou a X, +7,+ Tph— X,y si ce nombre est
positif, ou a o dans le cas contraire. Au moyen de la notation

(l.2) at+=max(a, o) (azo0),

nous obtenons donc la formule de récurrence

(1.3) Tt = (X4 Tn+ Tp— Ny ) (n=o0,1,...)
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qui permet manifestement d’exprimer t,., en fonction de¢ 7, et
des 2 7 + 2 nombres T; et X,., —X; (¢=o, ..., n).
En employant la notation

(1.4) Xim—Xi=Y, (o) (i=o0,1,...)

pour les intervalles de temps qui séparent deux arrivées consé-
cutives, (1.3) prend la forme

(1.5) Tat1 = (Tp+ Tp— Y, )+ (n=o0,1, ...)

Il résulte de cette équation que 7,.4 est une fonctlion continue, et
linéaire par morceaux, de 7, et des n -1 variables (T;—7Y,)
(!=o, ..., n), ce que nous utiliserons au chapitre VII.

Afin d’étre en mesure de traiter des problemes de Calcul des
Probabilités concernant les 7, il faut admettre des hypothéses sur
les répartitions des T, et X,. Dorénavant nous allons considérer
les d. 0. T, comme des variables aléatoires indépendantes (v. a. i.)
ayant toutes la méme f. r. f;(¢), donc

(1.6) Prob(T, < t) = fi(¢) (t>o0:n=o0,1,...)

Pour le moment, nous supposons seulement que f;(¢) est une fonc-
lion non décroissante telle que

(1.7) fil—0)=fi(+0)=0, fi(o)=1 (doncf”dﬁ(t)m),

et que I'espérance mathématique (e. m.) des T, est finie, c’est-a-dire
que

(1.8) E(T)=Jwtdf,(t)<oo.

En outre, f(¢) et toutes les autres f. r. que nous utiliserons seront
considérées comme continues a gauche.

La répartition des X, sera supposée poissonnienne aux cha-
pitres I, II, IV, V et VI, bernoullienne au chapitre I, tandis qu’aux
chapitres VII, VIII et IX nous allons considérer les intervalles Y,
[équ. (1.4)] comme des v. a. i. de f. r. f2(y) largement arbitraire.
En adoptant dans ce chapitre pour les instants d’arrivée X, une
répartition poissonnienne, nous avons

(‘1.9) f,,(t)—_—- I—e—".f7
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7 désignant une conslante posilive, c’est-d-dire que nous supposons
(1.10) Prob(Y,<t) =1 — %! (t>o0;Rn=0,1,...)

Rappelons ici que la loi (1.10) entraine, pour I'e. m. du nombre
d’arrivées pendant un intervalle de temps quelconque de longueur ¢,
I'expression n¢.

En premier licu nous allons construire les f. r. p, (¢) des d. a. 7,
c’est-a-dire les fonctions

(l.11) p,(t)= Prob(t,<<t) (t>o), =o0 (<o) (n=1,2, ...

Pour cela, nous utiliserons la fonction, dite de Heaviside,

1 =

(l.1>) stry=1 (x> o0), =0 (<o), $(0) =

™~

I

qui, pour z arbitraire, peut éire représentée par I'expression

| IN+G dz

. £ o

(ta3) s(e)y=lm - / eve — (6 > o).
Nyx 270 —IN4+ & =

Pour 2 3£ o, s(x) peut étre représentée par U'intégrale de Dirichlet

, L N L
(l.1%) S(‘l')_le'le 2 (& # o),
C désignant (de meéme que, plus loin, G,, Gy, ...) une parallele a
I'axe imaginaire du plan complese, parcourue de bas en haut et lais-

1x—0
sant le pdle s = o & sa gauche. Parfois nous écrirons aussif

—ln—0
{0-+0

et pour désigner des intégrations faites respectivement le long

¢ to 40

de Cy (fig. 1 a) et de Gy (fig. 1 b) (ou encore faites le long de
* droites trés voisines de 'axe imaginaire et situdes respectivement &
gauche ct a droite de cet axe).

L'indicateur de Pévénement 7,.;<¢, c’est-a-dire la fonction
de 7,1 et t quiestégaled 1 pour 7,41 < ¢, et = o dans le cas contraire,
est égal & s(¢—7,4q) [la valeur attribuée & s(o) étant indifférente
puisqu’en raison de la continuité de la f.r. fa(y), événe-
ment 7,y = ¢ est de probabilité nulle]. Comme la probabilité d’un
¢vénement est égale a 'e. m. de son indicateur, et que celui-ci dépend
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ici des seules v. a. Ty, Yo, ..., T,, Y, il vient

.1, () =Es(t —t, = wd f °Bd ves

(1.15)  pusa(£) = Es(t — Tars) _[ f‘(")[ /fs (7o)
< [ dAfita) dfsya) st —tnaalto, oy 7)) [E> 015
o

dans cette formule, de méme que dans toutes les formules analogues
de ce travail, nous avons pris pour variables d’intégration les minus-
cules (o, Yo, -..) correspondant aux.v. a. i. (To, Yo ...) qui

Ve
A

.ACI \-—-C

Fig. 1a. — Plan 4. Fig. 16. — Plan q.

figuraient originairement dans la fonction & intégrer. Rempla-

. 1 - od
cons s(&—7Tpi1), pour T, 2 ¢, par lintégrale -mf e
2 ¢,

=5l
[équ. (1.14)]; nous verrons qu'il est permis d'intervertiv les
opératiousf et
('q

E=‘[zdﬁ(lo)...b[w...dfz(,}’n)a

donc que
I . d
(1.16) P"H(’):E_v:—i./c er/lEe—qrna?q, (t>o0),

Ol nous avons posé

(1.17) Ee—V':n+x=£mdf,(io)[”df»(_yo)...fwe“'/’nﬂdf'(yu)-

[t}

Transformons d’abord Vintégrale ‘/m dfa(yn)s(t—7tne1) o,
[
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d’apres (1.5),
(L18) Thnpi=th+ta—¥n (OLYnLtn+1y), =0 (¥a> Tn—+ila).

Pour ¢ > 1,- ¢, nous-avons done =T,y (pour 0 Zyp<<w),
de sorte qu'il vient, au moyen de (1.g),

(1.19) f s(t—1"+1)(lf2(yn)
[}
* L dg
= fe—Tndy, am— t—qTpy 71
v[ e d)n2ﬂi£cq G Tt 7

= [ e [f ne—"n—tn+id) "]iﬁl
27 C S q

) L q_ ] dq
—_— eqt g (Tntln) e e—NTutls) | L
27”[ [q—-qe n—q q (‘I#ﬂ),

i

la permutation dcf coodyn etfétant licite du fait quefconverge
C c

[}
uniformément par rapport & y,. Pour ¢ << 7,4 ¢, il faut d’abord rem-

1 © . ATptln—l—D »
p acer[ ...d_y,l,dans(l.lg),paral;r_lz‘)(A -+L+l"_l+a...dyn).

mais on obtient le méme résultat que précédemment, a savoir

(1.20) fws(t——':,,_._‘.)dfo(yn)
0

=—0 [ en [ gttt — 4 e—mrn+t..)] 99 enitar it
2T, n—gq n—9q q

L’intégrale figurant au deuxidme membre converge uniformément

pour toutes les valeurs de 7.+ ¢,(>0), de sorte que les 2n+ 1

premiéres intégrations indiquées dans (1.17) peuvent étre effectuées

sous le signef, et cela démontre la relation (4.16), avec
C

(f.21) Eetnn=E [ A eqttarta— 9 e—n(fn+r,.)].
n—9 n—gq

En oulre, le fait que le troisitme membre de (1.20) est continn
en ¢, uniformément par rapport a toutes les valeurs de 7, 4 ¢,, montre
que ppyi (&) = E e~ "+1—8% est continue pour > o.

Notons que (1.16) peut étre déduit du théoréme suivant dd a
M. P. Lévy (Lévy [9], p. 166, 167 et [10], p. 38; Cramér [3], p. 93)=

Soit
(1.22) s(ity=Betr= [ etvdf(z)
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la fonction caractéristique (f.c.) d'une v.a. quelconque X,
de f. r. f(z). Réciproquement, on a alors

N ..
(1.23) f(a+h)—fw--h)=N1i:u71C ?.‘l‘li‘e—mlq;(it)dt,
»TJ N

pourvu que f(x) soit continue aux points x =a -+ h et x =a—*rh,

En effet, st X > o (comme c’est le cas pour notre v. a. Tp.), il
vient df(x)=o0 pour z< o. En désignant dans ce cas par f. c.
de f(x) la fonction ¢ (z)= f”ezx df(x) qui est continue (ct de

o

module < 1) pour R(z) < o, et analytique pour R(z) <o, on peut
transformer (1.23) en

AN+

4 — lim - Tag( — d_z ~. 0,8
(1.24) f(a) 1‘}1;1;27”. _IN+ae $(— 2) 2 (@ax>0,8>0)
R IN+3
[f(z) étant supposée continue en z =a] et au lieu de lim /
Ny oo/ N+&
1o +8

on peut écrire icif

— 7 +0

remplacant f(z) par pp4 () et ¢(— 5) par E e=7"+1, on obtient (1.16),
oﬁfconverge en raison de la forme particuliére du deuxiéme membre
[

de (1.21).

Pour n = o0, nous tirons de (1.17) et (1.21)
1.25) Eerm= [ dfi(ts) [ dfs(ro)erm
(t-5) Eemrms [ dpit) [ dp(roe

= =caf t ( U e—gitert — 2 e—n(ro+l.,)>
fo Nols=4 n—q ’

» pourvu que cette intégrale converge. En

et, de 14, en désignant par

(1.26) e(z):fwezldfl(t) [donc e(o)=[wdfl(t)=1]
0 ~0

laf. c. delaf. r. fi(t) [équ. (1.6)],

(1.27) Ee—rmim M D) pgry 252 s,
n—q n—gq

Cette formule a été déduite en considérant le d. a. 7o du visiteur
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initial comme un nombre donné. Mais si 7, st aussi considéré comme
une v. a.. on obtient Ee=7" gn calculant I’e. m. du deuxiéme membhre
de (1.27), en tant que fonction de 7; il vient alors

(1.28) Eernim S D gy, 18— Vg,

n—gq n—q
Dans ’hypothése ot il existe un état d’équilibre statistique ott tous
les 7, ont la méme répartition p(¢), donc tous les e la méme
e. m. Ee~7", la dernidre équation fournit pour cette e. m. la relation

ne( — q) o q .
— 2 T VYEe 1"+ e(—q)Ee o= o.
(1-E=LYeers L=
ou
- cq

1.2 Ee V" = ———— 4L = -— 1, E e—7].
(1.29) e Py g fe=¢(—1)Ee™%]

Si la v. a. non ndégative t posseéde une f. r. p(¢)au sens usuel [ c’est-a-
dire, telle que p (0 )= 1], sa f. c. E 7" est nécessairement continue
pour R(g)>o0, et en particulier pour ¢-—>-4 o, de sorte
que lim E¢~”"=E(1)=1. Pour ¢ > + 0, (1.29) fournit I'é¢qua-

7>+0
lion 1 = — () U moyen de laquelle nous obtenons enfin
(1.30) Eer"=(1— ¢ (—o0)) ——T o [R(g)>o0]

qg—Nn+nE(—q)

Pour ¢'(— o) nous obtenons, en vertu des relations (1.6) a (1.8),

(1.31) &(—o)= lim %(I— [”ed’aff:(t)>
>—03

o

= lim fal—_iidf;(t)=fxt({fl(l‘)=E(T).
0

> +0,

Donc la quantité

ne(—o)y=n [ tdfi(n)

0
figurant dans (1.30) est 'e. m. du nombre d'arrivées par durée
moyenne d'opération; or, il est clair qu'un équilibre statistique (au
sens usuel) ne peut exister que lorsque cette quantité est <C 1.
Nous verrons plus loin que le deuxiéme membre de (1.30) est en
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effet la f. c. d’une f. r. lorsque I'inégalité

(1.32) o[ rdnn <
50

est satisfaite.
Dans le reste de ce chapitre, ainsi qu’aux chapitres II, III et VI,

nous prendrons 'e. m. de d. o. E(T):jwu tdf,(t) pour unité de
0

temps. Ensuite, nous admettrons toujours qu’il existe une constante
arbitrairement petite ¢ > o telle que l'intégrale de Stieltjes (1.26)
converge pour z <_d; il en résulte que la fonction analytique ¢(z)
est holomorphe pour z=o, ce qui simplifiera nos raisonnements
ultérieurs. Nous avons donc maintenant

(1.33) :'(0)=fwtdf,(t)=1,
0

I'inégalité (1.32) et I'équation (1.30) se transformant respectivement
en

(1.38) n<i,

(1—1)g
1.35 Eett—= —— V4 R(g)> o]
{ ) e Py — [R(g)>0]

En utilisant ensuite P'équation (1.16), ot 'on écrira p et 7 au lieu
de ppit €L Tpey, NoOus obtenons

1m0
1— q el dg
)= Prob(r < t) = - /‘ —_—
¢(2) = Prob(z <) = — T =D

(t>o0;0< n<1)

(1.36)

Avant de calculer cette intégrale pour différentes classes de f.r.
J1(2), nous allons étudier les e. m. Ee=7"+ [¢qu. (1.17)], en consi-
dérant le d. a. initial 7, comme une grandeur donnée. Nous verrons
que pour n—>o, E¢r tend vers la fonction (1.35) si n <1, et
vers zéro st 1.

De maniére analogue a (1.25) et (1.27), nous trouvons

“ B Negtai A=) o qe(—=m) o
(13’7) t[ df1(l")v[ df"()n)e GTnt+1 — q—_q-—g ¢ T _Tq-g Nt

et, de la, en effectuant les 2n premidres intégrations indiquées
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dans (1.17),

(1.38) Ee—’77n+1=—'LE—(_—;)Ee—qfn-—fI—;—(_—qQEe—’lfn (n>0).
o —

Nous utiliserons cette formule de récurrence pour construire la
fonction génératrice (f. g.) des Ee~7"», définie par la série

(1.39) ®(q, 3) =Zz'1Ee—'77n [Reg)>o0, 3| <1, Ee—fTo= e 9%].
n=un
Cetle série converge pour | 3| <1, car pour R(g)> o, il vient
| e=9% | <1, donc |Ee 7| ZE|e9W| L.

Multipliant (1.38) par 27+ et sommant depuis =0 jusqu'an=oo,
nous obtenons pour ®(g, z) 'équation fonctionnelle

¢((l7 3)—-3-"/%: M@(q’ z)__. qu(—_qz (l)(-yh z)

n—gq n—9q
ou

(1.40) <;_ _:T‘q;(_—q_q_)>tb(q, Z)= e T — qz-q“(_ n) ®(n, 3),

ou figure la grandeur inconnue ®( s, z), indépendante de g.
Pour calculer ®(n, z), utilisons le fait que la fonction

(1.40) 1—«%5(—_:(112 (ls <)

qui figure au premier membre de (l.40), s’annule en un point
(unique) ¢ = ¢o(z) du demi-plan R(g) > o. En effet, sur I'axe ima-
ginaire des ¢ (¢ =&y, —oo <y <<o0) il vient

—pi=| [T

< [T lemtann =1,
0
donc

(1.42) 2ne(—idy)

n—1y

zqs(—q){_
n—gq

|é|zl<r,

et il est évident que cette indgalité est aussi vérifiée, pour r assez
grand, sur la périphérie du demi-cercle g=re®, — g P 7—:7

situé dans le demi-plan droit des ¢.
D’aprés le théoréme de Rouché ([24], p. 116), Pexpression (1.41),
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considérée en tant que fonction de ¢, a par conséquent a l'intérieur
d’un tel demi-cercle, donc & l'intérieur du demi-plan droit, autant de
zéros que de poles. Mais comme (1.41) a dans le demi-plan droit un
seul péle g =7 > o, nous voyons que I’équation

(1.43) 1—%ﬂ=0, (sl <0

posséde une seule racine go(z) telle que R(go) > o.
En raison de cette derni¢re inégalité, nous sommes en droit de
poser, dans (1.40), g =gqo(z). Il vient ainsi

2e(—m)P(n, 2) = Ao e—90%,

qgo
et en introduisant cette expression dans (1.40), nous obtenons pour
la f. g. ®(q, 3) I'équation

_ q ' i/ DS, Ral] P
¢(9’z)_q—n+nzs<—q)< 7 7 90 eq)

[g0=g0(3)]

(1.49)

dont le deuxi®me membre ne contient que des grandeurs connues.
Nous pouvons maintenant exprimer les coefficients Ee=™ de la
série (1.39) sous forme de résidus de ® z=»—* en z = o, donc

1 dz
(1.45) Ee__qT":Erc_i (I)(q,;)z!—l_'_—1 (n=o0,1,...)
131<1
ou
(1.46) Ee 9= —_ 7

ol ) g—1f+MNz2e(—q)

=N, e Q(8)—n .\ d3
X( q o qo(2) eI ) Zan

Afin d’obtenir pour Ee~?™ une expression asymptotique valable
pour les grandes valeurs de n, nous étendrons le chemin d’inté-
gration des derniéres intégrales au-delad du cercle unité. Cela néces-
site le prolongement analytique de ®(g, z), donc celui de la fonc-
tion ¢, (z) qui est holomorphe pour | z| <1, au-dela de ce cercle, et
ponr y parvenir, nous allons étendre le domaine de validité de
Vinégalité (1.42).
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Nous pouvons conclure de I’équation

T d oy s(—x)] _ 1
(1-47) lz’b‘ n—=x z=0 M !
qu'il existe deux nombres z'(n)>0 et 2" (n)>o tels que o < 71_:(_—_-_.:3 <1

pour n <1 et — &' <C z <C 0, ainsi que pour n>>1 ¢t o <z <z" De
la résulte I'inégalité
ne(—ax—iv)

. éﬂs(—x)
n—x—1y

n—x

\ns(—q)iz <1 (g=ao+iy)

n—9g

respectivement pour n<<i et —z'<<R(g)<Co et pour n>1
eto<<R(g)<<2
Donc il existe §(n) > o tel que I'inégalité
ne(—q) ‘ 5
1.48 SRS 5 —_
(1-4%) \ a—g | <10
soit satisfaite sur ’axe imaginaire des ¢, déformé al'origine assez peu
respectivement vers la gauche (C, dans la figure 1a) pour v <1, et
vers la droite (C, dans la figure 1 b) pour n > 1. Pour des ¢ situés,
selon la grandeur de v, sur Gy ou G,, il vient par conséquent

3ne(—

_q__qq>|<1—6?<l (pour | 3| L1+ 8).

En reprenant le raisonnement précédent, nous trouvons mainte-
nant que pour | 5| <143, Péquation (1.43) a une racine unique
¢o(%) dans le domaine situé a droite respectivement de G, (pour n<1)
et de G, (pour v >1) et il est clair que ¢o(z) est holomorphe
pour |z} <14 0.

Du fait que le premier membre de (1.43) s’annule [voir (1.26)]
pour 3 =1, ¢ = 0, nous concluons maintenant que

(1.49) go(1)=0  (pour n <1);
par contre, il vient
(4.50) go(1)>0  (pour n>1).

Pour le développement taylorien de g,(z) au voisinage de z =1,
nous trouvons au moyen de (1.43)

d
(1.51) qo(Z)=90(I)+(Z““)7q£0 ams T

=—(z——1:)-;—_‘_—?—ﬁ+ag(z—-1)2+... (n <),



PROBLEMES STOCHASTIQUES. 5

ce qui montre que pour n <1, la fonction ®(q, z)[équ. (1.44)]a.
dans le cercle | z| << 1 + d pour seule singularité un pélesimple z=1,

de résidu — — =M ___ .
g —n+mne(—~g)
Au moyen du théoréme de Cauchy, la formule (1.45) peut donc
étre transformée en
- (1—m)q !
Ee9n—= ———~ 7% _ —_— O(q, g—n—1 g ,
(1.52) ‘ g—n+ne(—g)  ami l51=1+5 (-5 ¢

[n<r1, R(g)>0]

Afin d’obtenir une valeur approchée de la derniére intégrale pour

les grandes valeurs de n et de |¢|, décomposons ®(g, z) comme
suit :

g—n _ go(z)—n
1.53) @ = h— foe
( ) (¢, %) 7 ¢ 70(z)
n—n3(—q) (q—ne—qto_g_(l.(_z);.’.\e-‘qo'*o)-
g—n+nze(—g)\ ¢ 20(2)

~

Or, l’opérationy) ...z="1dzannule le premier terme de (1.53)

}2|=1+3
qui ne dépend pas de z, et transforme les 2°et 3° termes en des quan-
[«2} Ca
G+ S Tqa+or
les constantes ¢, et ¢ca ne dépendant ni de n ni de ¢g. Nous obtenons
ainsi pour E e~ la formule

tités dont les modules sont respectivement <C

Ee %= (I—'l])q
(1.54) g—n~+mns(—q)
[n<1, R(g)>o0]

+O[(14+8)"]+ —— O[(1+ 8)"].

lgl

Substituons cette expression dont le deuxiéme terme ne dépend
pas de ¢, dans (1.16). Alors le deuxiéme terme n’est pas modifi¢,

ie+ G
. . . d
tandis qu’en raison de la convergence de l'intégrale f et q—z )

—in 0

le troisiéme terme se transforme en une quantité dont la valeur

absolue est << (I_Z(-LS)W et qui sera désignée par O¢[(r+d)=]. Il vient

ainst

. w40 td
1.55) = ! qf _8'71_ S f
(1.55) @u(0) 7 _iw+oq_"l+"1€\_q)+0[[(l+0) ] (n<1,t>0);

donc dans I'hypothése ou n <1, p,(¢) tend pour n — oo exponen-

MEMORIAL DES 8C. MATH., — N* 136, 2
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tiellement vers la fonction p(¢)[équ.1.36)]. De I, il résulte aussi
que la fonction p(¢), en tant que limite d’'une suite de f. r., est non
décroissante, et puisque p(w)=1 (ce que nous verrons au chapitreII),
p(t) est bien une f. r.; par conséquent, E e~¢*[équ. (1.30) et (1.35)]
est bien la f. c. d’une {. r. au sens usuel.

Pour n>>1, ®(q, z) est, en raison de (1.50), holomorphe pour
| 5| < 1 4+ 3. Nous pouvons donc prendre le cercle | 3| =1+ ¢ pour
chemin d’intégration de I'intégrale (1.46) et en décomposant ®(g, z)
comme précédemment, nous trouvons la formule asymptotique

(1.56) en(t) = OL1 48] (n>1,¢>0);

donc pour n>1, p,(¢) tend pour n—+o exponenticllement vers
Z€ro.

Pour obtenir des formules plus précises, nous admettrons une
hypothese supplémentaire sur la f. c. ¢ (). On sait qu'a moins que

I'intégrale de Stieltjes £(z) :/lm e*t df(t) ne soit convergente pour
0

tout z fini, il existe vn nombre @ > o tel que cette intégrale converge
pour z < a, et diverge pour z > a, ¢(a) pouvani étre ou finie ou
infinie. Pour n <C1, une partie des raisonnements qui suivent, ainsi
que les équations (1.61), (1.85) et (1.87) nc sont valables que dans
I’hypothese ou
(1.57) lime(z)=-+, (1)
z Aa

la letire @ devant éire remplacée par +-co dans le cas ol £(z) converge
pour tout z fini.

Nous verrons maintenant que la premiére singularité (autre
que z =1) de ®(g, z) qu'on rencontre en élargissant le cercle d’inté-
gration de (1.45), est un point de ramification de ¢o(3).

Soit d’abord n << 1. Alors la fonction g(gq) = 1= 9) est, en vertu

n—q
de (1.47), croissante au pointg=o de I'axe réel. En raison de (1.57),
g(g) décroit d’autre part de + oo a 1, lorsque ¢ croit de —a a o.

(') Ln exemple d’une f. r. exclue par '’hypothése (1.57) est fourni par la fonc
t » -1
tion f(1) :f e—1= dr 5 f aad dx = dont la f, c. converge pour 5 = a, et
o i+2 |, [+ 2?
diverge pour 3 > & > o.
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£(q) a donc un minimum o < g£(g") <1 en un point —a << ¢" <o,
et il vient

ne(—¢) _ ne(=g") _

g(q)=(n_qﬂ, p— )

(1.58) ane(—gY)  2m¢(—g")  ad'(—gY _nd(—=q"
gt = _ _ f—- —_ — f A
&) (n—q*) n—gr  n—¢" n—q" >0

ce qui montre que ce minimum est unique. En posant

(1.59) L=s=2ED >y

et observant qu’évidemment

s'(— q) < e(— q‘t)
1 -—q n—q

pour R(¢)=¢", ¢#9"
nous obtenons I'inégalité

(1.60),

z'q;(:qq)‘=|Zg(Q)|<Z*g(q*)=I [R(¢)=¢" | 3] < 5*).

De la nous concluons au moyen du théoréme de Rouché que pour
|z] < z* Véquation (1.43) posstéde une seule racine g(z) telle
que R(¢) > ¢*. ¢(z) est une fonction holomorphe de z et coincide
pour |5| <1 avec ¢o(z); c’est donc le prolongement analytique
de ¢o(2) dans le domaine 1 << |z | <Cz". Ensuite on voit que I'intégrale

ftlwxdnog(n_z'”—;—(:—‘”) (|3] =2 553",

gr—1» q

étendue a la droite R(g) =g, est nulle, d’out il résulte que go(z)
existe et est encore holomorphe sur la périphérie | z|=z", sauf
en z = z". En vertu de (1.58) et (1.5g), ce dernier point est pour
go(5) un point de ramification d’ordre 2.

On démontre de la méme manidre que go(5) est holomorphe pour
|z] << z"(s 7 5") dans le cas ot n>1, sauf-qu’alors o << q" <, de
sorte que I’hypothese (1.57) n’intervient pas.

Par conséquent, nous pouvons prolonger ¢o(z), donc ®(gq, 5),
dans le plan z, découpé a partir du point z = z", au-dela du cercle
| 2| = z*, ce qui nous permet de remplacer le chemin d’intégration
de (1.45) par une courbe (C* dans la figure 2) dont les points, &
I'exception de I'arc qui contourne le point 5= z", sonl & une di

GETVICE DE
PURES
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tance >>5" de l'origine. Pour n >, seule la partie de C* qui est
voisine de s*, contribuera alors, en raison du facteur 27, d’une
maniere appréciable a4 la valeur numérique de Vintégrale (1.46).
D'aprés une méthode bien connue [27] on obtient le développement

2
asymptotique de cette intégrale en y posant 5:‘:2‘(1———%>, en

. . . 1
développant la fonction a intégrer en série de Taylor en 7
n

et en inlégrant dans chaque terme depuis £ =-—oo jusqu'a § =—o.
\E

Fig. 2, — Plan 3.

De ce développement asymptotique on tire celui de p, (¢) en effec-
tuant terme & terme 'opération

IEE )
1 d
L ert... 2.
1w —tn40 q

Pour n £ 1, il vient ainsi a P'aide de la notation (1.2) :
’

e (t) (I._r)+_l_ Iz+0-—eq£_dq_—_
! Toeri) g — (=g
(1.61) -, 1 fot0 edt dg S
—+cn Z ‘mu_la+om O (n -4 n)

(n#1),
Ol Nous avons posé

, . Ay g, 1 £(—¢g")
b2 = -+ T —_ 7" _— .
(1 6)) c (n q9 U(Tl q9 ))8 q*g \/2,‘_.5!!( q')
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Pourn =1 (ol ¢"= o0, 3"=1), le procédé qui nous a fourni (1.61),
donne

s oo , L
(1.63) p,‘(t)=\/ﬂ_.l_f ey L 0,(i7T) (=1

2zn 2w | g—1+¢(—q)

En modifiant quelque peu la méthode mentionnée plus haut, nous
obtenons dans ce dernier cas pour la f. r. p,(¢y/r), pour ¢ fixe
etn—> o,

(1.60) pultyn) = /II'[IJ%M o (L) (n=1

R pu \ xs”(o)(O i l<\/;) A ’
Donc, pour n=1 et n->o0, la loi de répartition du d. a. du n®®m°
visiteur, mesuré par une unité de lemps proportionnelle & /7, tend
vers une loi semi-normale.

En supposant que le visiteur initial arrive a Pinstant X,= o et que
son d. a. 7o soit nul, nous allons déterminer maintenant la probabilité
conditionnelle p, (¢) = Prob(r << ¢| X =1¢') (?) pour qu'un visiteur
subséquent quelconque qui, par hypothése, arrive 4 un instant
donné X = £'>> o, aitun d. a. T <<¢. p;(¢) peut étre déterminé comme
la limite, pour £~ ¢, de la probabilité conditionnelle

Prob(x ¢ ' = X < t"),
donc

(1.63) pr(t)=Prob(r<¢|X=1¢)=lim Prob (z <t|t'=X ).
N

La probabilité qui figure dans le dernier membre de (1.65) peut
étre exprimée au moyen des probabilités (f. r. & deux variables)
(1.66) gn(t, t')= Prob(t,<¢; X, <) (t>0,t'>0;n=1,2,...)

par la formule

Z(Pn(t: ) —eal2, )
(1.67) Prob(t < ¢|t 2 X < V) = 2= )

3

Dlenlwe, ) —=pu(=0, )

n=t

de sorte que notre probléme se ramene au calcul des f. r. p, (¢, ).

(?) Pour désigner des probabilités conditionnelles, nous séparons, suivant l'usage,
I’événement en question (t <C¢) par un trait vertical de I'hypothése (X =¢') dans
laquelle sa probabilité est définie, tandis que des probabilités composées [par
exemple (1.66 )] sont dénotées en séparant les événcments simultanés par des virgules
ou des points virgules.
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Comme I'indicateur de 'événement : « 7, << ¢ et X, <<t » est égal
as(t—ra)s(d—X,), il vient

(1.68) palt, 'Yy =Es(t —1,)s(t' — X))

et de 1a, en utilisant (1.14),

dr
. =k — elit— ) i 4 elttr—xn)
(1.69) ea(t, &) = E f e q 27”-/(,‘ r

Par des raisonnements analogues & ceux qui nous ont fourni (1.16),

on démontre que I'opération E peut étre permutée avecf elf s et
¢

qu’en outre, pa(¢, ¢') peut étre écrite sous forme d’'une intégrale
double, a savoir

I , dg dr
1.70 28 U)= _T_)f f qi+ri’' E e—qtn—rXa L.
() et = [ f L2

Pourl’e.m. quifigure ici, nous obtenons de maniere analoguea(1.17)

—1
[en utilisanl qu’en vertu des relations (1.4) et Xo=o, X,,:ZY,]

=0

n—1
(1.31) Ee—flr,.—rx,.—__-f dfl(lo)---f exp (—q':,,—rE_y,-) Afo( ) n_i)-
0 o

=0
En appliquant les identités [équ. (1.9)]
e idfa(yi) = e nthidy, = H—i—;d(l — ey (i=o0, ..., n—1),

nous trouvons ensuite

- n
(1.7) Ee—’/’n—fxn=<n_?_r> Epere=™  [R(q), R(r)> o],

Vindice de E,,,, puis de ®@,,,, signifiant que ces fonctions ont été
construites au moyen de la « f. r. » 1—e~+2), au lieu de 1— e

Pour la somme de toutes les e. m. (1.72) qui, en raison de
Pinégalité

[E e=vrXa| Z E | e=rms=r%a | < E e XoRir) = ( R > [R(g)> ],

converge pour R(¢)> o, R(r)> o, on obtient (dans notre hypo-
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thése 1o—=0) au moyen de (1.39)

—qTp—7Xn — n = ____'f\ —1I.
(1.73) )Ee & Z(Hr) B o= ur (7, 77 ) =1

n=—i

Or, le raisonnement qui nous a fourni Vexpression (1.44) de
®(q, 5) = ®,(q, 3) s’applique encore lorsqu’on remplace la constante

positive n et la variable complexe z respectivement par n + r et

‘q+r7

r étant un parametre tel que R(r)> o, r3# 0. Pour ty=o0, nous
tirons ainsi de (1.44) la formule

1.74) @, ( i >= nr g —golr)
(1.74) o\ 9 o g—n—r+nei—q) qoolr)

ol goo(r) désigne la racine unique de I'équation
(1.75) g—n—r=+mne(—g)=o0

telle que R(g) > o pour R(r) > o.

Pour la somme de toutes les p, (¢, ') nous obtenons au moyen des
équations (1.70), (1.73), (1.74) et (1.75), la sommation sous les
symboles d’intégration pouvant étre justifiée,

g e(—qoo) ~ quoe{—q) dg dr
a(t, t eqi+ri
(1.76) ZF‘ )= 2m)’J f g—m—r+mns(—¢q) qogr

[go0= goo(7)].

Pour¢ ——oo,;:_—l ... dg se réduit au résidu de la fonction a inté-
9

grer en ¢ = o. On voit cela en amenant Cg en une droite

R(g)=—3 (o <¥=<1),

f ... dg s'annulant pour ¢ — 0. Il vient donc
Riq)=—0"

dr
x N 1 AN 3),
(1.77) ypn(w, —W e e = *)

n=1

(3) Cette équation peut aussi étre obtenue de la maniére suivante :
pa( o0, ') = Prob(X, <)

est la probabilité pour que pendant Pintervalle (o, ¢'), au moins r visiteurs se pré-
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En portant les expressions (1.76) et ('1.77) dans (1.67), nous
avons ’

(1.98) Prob(t<t|t'=X =)
f f ot ert’"—ert’” qe(— qoo) — qooe(—q) dqdr‘
(21‘!1) "(t”—t) 9—')——7‘+qs(—~q) 200g
Pour obtenir la limite de cette expression qui figure dans (1.65),

nous sommes en droit de faire passer ¢\ ¢ sous le mgnef f y car
CqvCn

Pintégrale double obtenue ainsi converge uniformément par rapport
aux ¢ de tout intervalle fini 0 < a << t/ < b. Pour per(2)[ équ. 1.65)],
il vient ainsi

Pl'(t)=——l- ffe'“+,.,,qi(——QUO)—QOOE(—q) dg dr
? ¢y Ve

(1.79) (26} g—n—r=+ne(—q) qoogq
(t>0,>0)
ou
(1.80) or(2) = ———fev’E(e—VT}k qu
(1.81) E(er|X=r)= —1 1'9"'(_9"""‘9“5(_7) dr
2ma L, g—n—r+ne(—q) go(ry

Pour déduire de la derniere formule une formule asymptotique
pour les grandes valeurs de ¢/, nous déplacerons C,. vers la gauche et
dans’ ce but, nous devons prolonger goo(7) analytiquement au-dela
de l'axe imaginaire. On confirme sans peine qu’en raison de notre
hypothese initiale sur ¢(z), goo(7) est encore holomorphe dans une
certaine bande —&'<=R(r)<o. En procédant comme lors de
Iétude de go(2) pour z =o[équ. (1.49) et (1.50)], on voit ensuite
que goo{0) =0 pour n <1 et que

(1.82) go(r)=—— +amri+... (1<, |r|<n),
-/ h

tandis que goo(0) > 0 pour > «.

sentent suivant une loi de Poisson. Il vient donc

pn( m’ t') :Z I)I [a‘Yec Pl: (.’]it' )l e—"l']

i=n

ipn‘( », &) =2 ip,ziip,,: nl'

=1 n=1 1=n =1

et, de 13,
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Par conséquent, la fonction 4 intégrer de (1.81) a, pour » <1, un
pole du premier ordre en r = o, mais est holomorphe en ce point,
lorsque n > 1. En amenant le chemin C, en la droite R(r) =-—4d',
on trouve donc que la fonction (1.81) ne differe respectivement
du résidu en r=o, et de o, que d’une quantité qui est O(e¥'?)
pour ¢ —>co.

Afin d’obtenir une meilleure approximation, nous admettrons a
nouveau I’hypothése (1.57). Soit d’abord u << 1. Pour r donné

o mE(—q)
(_—Tl<ré0), l’expreSSlon:q—_'_—’:——q—

tion de la variable réelle ¢, atteindra alors son minimum en un
point ¢*'(r) de lintervalle (—a, o). Désignons par r*(<<o) la
valeur de r pour laquelle ce minimum est égal & 1, et écrivons ¢* au
lien de ¢"(r*). Par définition, ¢* et r* satisfont donc aux équa-
tions (1.75) et

considérée en tant que fonc-

d ~ !
(1.83) (,71-(9—71—1‘+715(—9))=1-—sz(—9)=0,

de sorte que la fonction goo(7) est ramifiée au point r = r*. Ensuite
nous voyons que

l ne(—q)

20l <r pour Rig) =g, R(n)>r,

de sorte que goo(r) n’est pas ramifiée pour R(r) > r*(r*<Co). Ce
résultat subsiste pour n>1, sauf qu'alors la solution réelle ¢*-
de (1.83) est positive. Mais pour obtenir que goo(r) soit encore
holomorphe dans une bande r*— &' <R(r)<r" (si mince soit-
elle), découpée a partir du point r*, nous devons admettre une
deuxidme hypothese supplémentaire sur ¢(z), a4 savoir : Pour
tout z << @ et 8, > o, il existe §o=d1(x, 6;) > o tel que

(1.84) le(x+iy)| Le(®)— 8 pour || 8.

A laide de cette hypothése [ qui exclut par exemple les f. r. f(¢)
suivant (7.53)] on démontre sans peine que qop(r) est holomorphe
dans la bande découpée. Nous pouvons donc amener le chemin
d’intégration C, de (1.81) (en ajoutant, pour n<C1, le résidu
en r==0) en une courbe G, qui, 4 I'exception de I'arc qui contourne
le point de ramification 7*, appartient a cette bande. En raison du
facteur e'*', seul cet arc coniribuera pour ¢ - de maniére appré-
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ciable a Pintégrale (1.81) dont le développement asymptotique
s'obtient par la méthode mentionnée plus haut [avant l'équa-
tion (1.61)].

En premiére approximation on trouve ainsi

1.85) E(—~7|X=t)=(1—r) o2
(1.89)  B(rr|X=0)= (=) s s
3 5

-3 . q ~3
e lq—n—l"+'f15(—q)+o(t e )

’

=+ ct

+ 0 <t'—{-7 éf“’) (0 A1),
]
oll nous avons posé

X 1
1.86 C = = e
¢ ) q* \/27:115"(-—:]")
De 14 nous obtenons en vertu de (1.80)
{o+0

([—n)"'f eltdg
1.8 () = —F— —_—
( 7) Pl( ) o —lx+0q__-rl+'qg(__.q)

a2 fw+0
ot Terr L f et dgq
27 _i,,+07—'"1_’"*+7\5(—®

+ Ot(t'—% e"“') (m##1)

Pour n =1 et pour des f. c. ¢(z) satisfaisant a (1.84), les for-

mules asymptotiques (1.63) et (1.64) subsistent & condition d'y
remplacer n par /.

CHAPITRE 11.

APPLICATION DES FORMULES DU CHAPITHE I.

Généralités. — Le mode de convergence de p,(¢), respectivement
vers p(¢) (pour n <1) et vers zéro (pour n 1), ayant été exposé
au précédent chapitre, revenons aux équations (1.35) et (1.36)
valables pour n <C1 en état d’équilibre statistique. )

En décomposant le dénominateur de (1.35) comme suit :

I

_ —:(—9q)
g—n-+ne(—q)

(2.1) g—n—-+mne(—q)

7 9
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et utilisant la formule

fw+0

_L 99 _
3nl —im—oe,’ q =1 (¢>0),
nous tirons de (1.36)
{w+6

o A=) 1—<(—g) dq
(2.2) p(t) =1 q+—2-w—i—f_“+aeqzq_______n+m(_q) 2 (@>o).

Ici, on peut prendre pour R(¢) =23 n’importe quel nombre
positif. En prenant par exemple ¢>>27n, nous avons sur la
droite R(g)=29

{2.3) 1—e(—¢q) |éL 2

gg—n+1(—9q) g1(lgl—2m)
_ lq| 29éN2° 1‘,,
lgl—2n g~ 8—2n|g[

de sorte que I'intégrale (2.2) converge comme

L

=2 ealf Ay 2%

2 =
] 27 _w_y+o [ 27

o+

28 f
0—27m — w46

donc uniformément par rapport a tous les ¢ appartenant a un inter-
valle fini quelconque @ < ¢ < b. Donc, cette intégrale est une fonc-
tion continue de ¢, de sorte que la f. r. p(¢) est continue pour ¢ > o.

Pour ¢ = o, la valeur absolue de l'intégrale (2.2) est, d’apres ce

dg

q?

eq!t

qui précede, < » et puisque ¢ peut étre choisi arbitrairement

d—om
grand, cette intégrale est = o. Pour ¢\ + 0, (2.2) donne donc
pour la probabilité p(+ o) de non-attente

(2.5 p(+0)=1—m.
Comme nous avons posé p(¢) = o pour £ <C 0, il vient en particulier

p{(— 0) ==o, de sorte que la f. r. p(¢) deéfinie par (2.1) et (1.11)
présente pour £ = o le saut

(2.5) p(+0)—po(—o0)=1-—1.

En développant la fonction

Bere [ e = gt
o
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qui, en raison de notre hypothése sur £(z), est holomorphe au
point ¢ = o, en série de Taylor, nous obtenons

(2.6) 'Ee—'lf=2(;—n¢{—)”f”r" de ()
n=0 ) =9

" 3 M2 o~ M
(o) +(r. 2(0) e (o\) .

2(1—1) 4a—m)p  6(1—m)

T]:‘ :VI:‘(()) _rl-) E”(O" 5’"(0) ,ns(,',)(o) ) 5
(w-m“* sri—mr  aga—m /)T

De la résultent les formules

m(7) =j =z de(z) = :’_(TET) ¢’(0) = espérance mathématique
o 2

du délai d’attente,
) - qu ‘ 2
(2.7) ( ma() —_jo do(v) = 2————.——(,1

2 7 < 3
’l).l‘ (O)+ 3‘1_7‘.)‘ (O)~

2
\/mg(:)—-mf(:)=\/4—(—1-1—_q?s"'3\0)+ ——L—a”’(o)

MEEEE ]
= écart moyen quadratique du d. a.

Considérons maintenant, dans I'hypothese (1.37) sur ¢(z), le
comportement de la fonction

(2.8) g—n+ns(—gq) (<D

qui existe au moins dans le demi-plan R(g)>—a, sur le seg-
ment — a << ¢ Z o de 'axe réel. Cette fonction est nulle pour ¢ = o,
négative pour —a<<g< o (puisque sa dérivée pour g=o
est 1—n>0) et tend vers 4w pour g —»>-—a -+ 0. Elle a donc
4 Dintérieur de ce segment un zéro — B¢ (—a <<—Bo<<o0), et
celui-ci est unique car la dérivée 1—mne'(—g) de (2.8) est &
croissance monotone dans (—a, o]. On voit en outre qu’il existe
une constante 5'>> o telle que dans la bande —Bo—d'<<R(q) <o
du demi-plan gauche, la fonction (2.8) ne posséde pas d’autres
zéros (complexes).

Par conséquent, nous sommes en droit d’amener le chemin
d’intégration de Ulintégrale qui figure dans (2.2) dans la
droite R(q) =— Bo—¢', en ajoutant les résidus en g = o et g =— 3,
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seuls poles a considérer ici; ainsi il vient

I—n

. t)= — T '_?'0[
(2.9) p(t)=1 el
L) TR v q) dg
25t J .8y I+ niH—¢q) ¢

Ici le module de la fonction & intégrer peut étre majoré par une

) L .
expression de la forme e~(P+? )‘rq—, au moyen de laquelle nous

‘-’)
obtenons la formule asymplotique

I—

7t e—Bu O(e— Bt
o € et 4+ e
1— (o) ( )

(2.10) ) =1—

(n<1; Po+n—ne(3) =0;L>x).
Donc dans 'hypothése présente sur ¢(z), p(¢) estasy mplotiquement

de la forme 1—¢; 6™ (¢y >0, ca > 0).

Exemples. — Nous allons construire maintenant (¢) pour diffé-
rentes f.r. f,(¢) choisies de telle fagon que leurs f. c. ¢( 5) qui seules
figurent dans (1.33) et (1.36), soient des fonctions élémentaires de z.
Conformément a (1.33), dans tous ces exemples I’e. m. de d. o.

E(TY= [ tdfi(e)

[
a été prise pour unité de temps.

1° Soit d’abord
(211) fi(t)=1—e (tx0) :(z):f edte—tdt=—— [R(2)<1].
o &
Nous avons alors
n q

g—n+nl—g)=g—n-+ o = o (grr—m),

de sorte que (1.36) prend la forme

fx+0
_I__-'\ g +1 iq_ t P
(=53 T E use<n,

et cette intégrale se réduit, en vertu du théoréme de Cauchy, ala
somme des résidus aux poles g =o0 et g =n—1 << o de la fonction
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a intégrer, donc
(2.12) o{t) =1— 1 e Nl (t>o0,n <)

2° Prenons maintenant pour f;(¢) une forme linéaire de deux
fonctions suivant (2.11), donc

(2.13) i S1(8) = ay(1— el 4 @y (1 — e~ bt
- | (ar+as=1; by, by >0; > 0),
d’ot 'on tire

(2'14:) s(z)zj (@1 by e=bil 4 azby e bit) st dt = a, b + as by
0

bl'—z bg—z

En résolvant les équations linéaires

(2.15) a,
ay+ ar=1, -— + 5 =1,

b1 b2

dont la seconde résulte de (1.33), il vient

by —1 _ by—1
al_b‘bg—b;’ az—bibj—bz
(2.16) donc
b1 bg——z(b1+ bg_ b'lb!)
e(3)= .

(b1—3)(bs—32)

Afin que la fonction (2.13) puisse étre une f. r., il faut et il suffit
que I'inégalité
(2.17) fi)=arbie b+ arbye—tix o0
soil satisfaite pour £ > o.

En particulier, (2. 17) doit étre satisfait pour ¢ = o, done

(2.18) f',(u)=a1b1+as_)b.2= by 4+ by— by by > o,

ainsi que pour les grandes valeurs de ¢, donc, dans I'hypo-
these b2 > by,

(2.19) lim et f) (¢) = a;b,= b} ba1 > o.
(> » by — by
La derniére inégalité est équivalente &
(2.20) bo1 (b:> b1 > 0)

et il est clair que réciproquement, les inégalités (2.18) et (2.20)
entrainent la validité de (2.17).
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Le domaine D du plan (&, b,) ou sont satisfaites soit les
inégalités
(2.21) b, > o, by by, bax1, by+by— byby > 0,
soit celles qui en résultent par la permutation de &, et b2, et dont les

points (4 Uexception de ceux qui sont situés sur la droite b, = b,)
correspondent aux f;(¢) suivant (2.13) et (2.13), est représenté en

7

?
U 77

—> b,

Fig. 3. — Plan (b,, b.).

hachures sur la figure 3. Ce domaine est fermé, sauf le long des axes
de coordonnsées.
En substituant ¢(z) [équ. (2.16)] dans (2.8), on trouve

(2.22) g—n+ne(—g)= [+ q(b1+ b2—m) + b1ba (1— )]

9
(b1+gq)(ba+q)

_ (g +B)(g+3)
(g+b1)(g +b)

)

OU nous avons posé

b1+ by — b bi—n)
(2.93) Byo= BED: "t\/( O b (B0, 8> o0).
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En portant (2.23) dans le dénominateur de (1.36), nous avons

1—n {w+0 (q+b)(q—+-b2) a'q
Ca w0=53 [ 1

(t>o0),

et, aprés quelques simplifications, nous obtenons pour cette inté-
grale qui est égale & la somme des résidus aux poles g=o0, —Bi,
— Ba, la formule
(2.25) () =1— ‘5—’:‘—“”—" e~ 'q@—l_—;ile‘-ﬁal (t>0,1<1)
— B Bi— B2

Pour obtenir les f;(¢) correspondant aux points 1 L by =>by L2
de la droite by=b, ( fig. 3), substituons les expressions (2.16)
de a, et as dans (2.13) et faisons ensuite tendre by vers by =25. Il
vient ainsi

Si{ty=1—e"0t— b(b—1)t e b,

b+ z(b2—2b)

2.2
(2.26) li(z)=——('b;_—z)’2— (1=£b.22)

et cette fonction est en effet (pour 1=b<2) une f.r. La f.r.
correspondante p(¢) est donnée par (2.25), avec

Sun=2"0 -———0—\/ +1b(b—1).

Pour I’e. m. du d. a. m;(7) on trouve au moyen de la premidre
équation (2.7) et de (2.16)

b4 ba—1
9 T) = —
(2.27) )= - 0

Le quotient % atteint dans D son minimum (:: %) pour
by=0by—=2 et a +o pour limite supérieure. Donc dans I’hypo-
these présente (2.13), 'e. m. du délai d’attente peut prendre toute
3n
=)
3° On obtient pour p(¢) une formule analogue a (2.25) en
prenant pour f(¢) une forme linéaire de n fonctions « exponen-
tielles », done

valeur >

n

(2.28) f,(t)—:.za,-(l—e*b:‘), (R(bn),--- (bn\>0,201~—l,2——-1>

i=t
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les a; et les b; devant, en outre, étre tels que l'inégalité
[i()>o(o Lt ) soit satisfaite. Il vient ici

e(—gq

q+b,

1

de sorte que (2.8) se transforme en
LI P (SR W ST
(2.29) (q—n)<l—n_q~(—q)>—(q .><x 71—92‘?—”»)

Or, d’aprés (1.48), l'inégalité s — <1 est remplie,
P q P

pour n <C1, sur la courbe C, de la ﬁgule 1a, et comme dans le cas
présent cette inégalité est aussi satisfaite pour R(¢) ZLoet|g|—>w,
nous pouvons appliquer le théoréme de Rouché a la partie du plan ¢
située a4 gauche de C;. On trouve ainsi que dans le demi-plan

It

R(g) < o, la fonction 1— —— 2 @b 5, (0 <m<C1) a autant de zéros
n—qa q+

que de poles, donc n zéros — 3y, ..., —f,, de sorte que nous

pouvons écrire

N “+3
(2.30) —n+ne(—q>—q[lg+‘bf-

i=1

Introduisant cette expression dans (1.36) et appliquant le
théoréme de Cauchy, nous trouvons, dans le cas ou les {3; sont tous
différents,

] bA _ [jk n bl._ k’j,\
ty=1—(1—m) e— B
(2.31) P ( ,Zm T

LB B — [
Zh
[¢t>o0; R(B1), ..., R(Br)> 0]

4* Supposons maintenant que tous les visiteurs aient la méme
d. 0. T =1 il vient alors
(2.32) fit)y=0 (oLtZLr), =1 (t>1); i(z) =e3,
d’on
\ 11— dg
(2.33) p(t) = - fef/t
c

2%
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Prenons ici pour G une parallele a 'axe imaginaire située a unc
distance > 7 A droite de cet axe, et utilisons, pour n =t <<n—+1
{(n=0, 1, ...) I'identité

2.3 — (__ ne ! )l <—"l —-l/)ll—rl I
(2:36) q~n+r. e~ Z(q~n)‘+’ g—m g—mn+mne

. I
Les intégrales ;r_l.fe‘/'...dq, étendues aux termes de la
A

3

somme 2 se réduisent aux résidus en g —m, car en vertu du
=0 .
facteur e?"=) (¢ > 7), les fonctions & intégrer tendent vers zéro dans

. . I . . .
le demi-plan gauche an moins comme ik 11 vient ainsi

I eri=1 Lt —1)
2.35) 2%y J G = el
(2. 2% V—1 Ipigi=const. > (T — M
(i=o0, ..., 0 t>xn 1)
L’intégrale / étendue au dernier terme du deuxieéme membre

“Rig)>n
de (2.34) est nulle, car sa fonction a intégrer [ qui n’a pas de pole

pour R(g)>o] s’annule dans le demi-plan droit, en vertu du
facteur e?(=7=1)(¢t < n + 1), au moins comme ¢~ . En désignant
par [ £] le plus grand entier < ¢, nous obienons donc

(2.36) e(d)= u—q)Z"’” Yonte=d  (t>0,n<1).

=0

La courbe p(¢) est donc composée d’arcs de courbes respectivement
analytiques pour n <<t <<n—+1.Ent=1, p(f) aun point anguleux
et de maniére générale, p!")(¢) est la premidre des dérivées de p(t)
qui soit discontinueen t=n(n=1, 2, ...).

En raisonnant comme lors de 'étude de la fonction (2.8), on
reconnait que dans le demi-plan R (g) < o I'équation

{2.37) gq—n+mnei=o0

posséde une seule racine réelle — (o< 0. Les autres racines (en
dehors de o) de (2.37) forment des paires de nombres conjugués

complexes — B, et — (3, pour lesquels on déduit sans peine la
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formule asymptotique

. w —toof T N in logn
(2.38) ‘i,,—lo‘,(i—n(l—kdn))-»——2-(1+4n)+0_( - ) (n->ow).

En amenant dans (2.33) la droite G vers I'infini du demi-plan
gauche on obtient
e_pi e ﬁll
(239) p(O)=1—(—Mm—y (l—q)22R(Bn )

+n—1

n=1
[t>0; R(Ba)>0,n=1,2,...];
on utilisera cette formule surtout pour les grandes valeurs de ¢.

5° La méthode employée pour déduire la formule (2.36) s’ap-
plique aussi dans le cas ou fi(¢) est-une fonction « en escalier »
quelconque, donc o cette f. r. obéit & une loi de la forme

n
fl(t)=2a1 (th<t ZLtppq; n=0, ..., N),

i=1

(2.40) @1y . eny AND> O, Za[—-l

o=to<l<...In<INy1==, ait;=1.

b=

.zzl
A titre d’exemple, prenons N = 2; donc

(filty=0" (o£t=t) =a (W<tzl), =ai+a (£>22)

@.41)
O < < by @+ As=1, @b+ axty=1).

Il vient alors £(z) = ay e"*+ ay e"* et, pour cette f. c., (1.36) se
transforme en
4
(%]

@.42)  pO=(1—m

i=0

ait
=< 2: T "’]i(llti+ lzt-—t)‘ e~ ty—lsty) (t>0)-
bl =1
W i th <t

Pour-une f. r. suivant (2.40), I'e. m. du délai d’attente s’exprime,

MEMORIAL DES 8C. MATH. — N* 136. 3
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en vertu de la premiére équation (2.7) et de (4.26), par la formule

N

@.43)  E(v)=mu(s)= ;(-li—q)f £ dfi(t) = s Dt}
\ 0 =

i=1

qui, au moyen de I'identité

9 41 N N N
. @l
(2.4%) a aﬂ}":(Ea,-l;)—h 2 a;a (ti— ;)2

1=21<n =N

et de I'équation Za,-ti: 1 [(2.'40)] prend la forme

(2.45) ”ZI(T:)=2(T:1-’KT)_\(|+ 2~ a,—a/.(ti-—tmﬂ>.
\ 1<£ilieN

Cela montre que parmi tloutes les f.r. en escalier telles que

[w[dfl(t):l, la f.r. (2.32) qui correspend a des opérations

~0

de durée constante, produit (a égale intensité de trafic n) le moindre

d. a. moyen my(7) = 2—(1%71—)

suivant (1.7) et (1.33) par une suite de courbes en escalier (2.40),
on démontre que la f. r. (2.32) produit le moindre d.a. moyen
parmi foutes ces f. r.

Appliquons enfin les formules asymptotiques (1.61), (1.63
et (1.87) au cas ou fi(¢t)=1—e*, donc s(z):—lfl; [(2.11)],

de sorte que (1.57) et (1.84) sont satisfaits. En résolvant les
équations (1.58) et (1.59) pour cette f. c., nous trouvons

- En approximant une quelconque f.r.

—1i 1+
q.=n2 , g ¢ 4"\*\),

de sorte que dans le cas présent, 'intégrale qui figure au deuxiéme
terme du deuxiéme membre de (1.61), se transforme en

I ;
J .
(2.46) . et _(_';"__q_)f_l‘l_: = )—[(1+q)ef/z] e
2RLJ .o (‘I.+—l—:ﬂ> g g=51
2 -

=<1+.‘.¥t)ea_g—t (¢>0)
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A+
Va(r—m)’
en utilisant en outre U'équation (2.12), la formule (1.61) donnc
ainsi

En supposant o= o0, l'expression (1.62) devient ¢=

_3 2\ — :
() =s(1—")(1—nHe 1)+ n __,((1+'q)) " na+n)

in Va(i—a)

) el 1+ )
( xe ? (l+-——-—-t-—+—0;(-)>

. 2 n
(t>0, 051, n—>»)

Dans le cas présent, (1.63) prend la forme

(2.48) snlt)=—=(1 +0)+0,(n?)  (t>om=1,n-> o)
\Vizn

et de {1.87) nous tirons

Gett) = 501 —1) (1 — 7 e=0-m0)

I
2.4 P (e 7 o z)z___li___( /7 (1))
(2.49) A ) \ TG \1+\-qt+0, 7

(>0, 01, I'>0).

CHAPITRE HI.

REPARTITION BERNOULLIENNE DES INSTANTS D’ARRIVEE.

A. Définition et propriétés de la répartition bernoullienne.

Pour définir la répartition « bernoullicnne » de N points sur le
segment de droite 0 = z < @, nous procédons comme suit : On place
sur ce segment successivement N points dont chacun a, par hypo-
these, la probabilité % de tomber sur un segment donné, de lon-
gueur Az et appartenant & [o, @].

Soient, dans un cas particulier, Xy, ..., Xy, les abscisses de
ces N points, rangées par ordre de grandeur croissante, donc

(3.1) 0£Xo L. Xn 2@

En désignant par o, ..., zy_, des nombres quelconques satisfaisant
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aux inégalités

(3.2) 0Lxy L. Lan—1 £,

nous allons déterminer la probabilité pour que les inégalités

(3.3) 2y £ X = 2+ doxg (¢é=0,...,N—1)

soient remplies. A -un systtme donné de N nombre X;, rangés
suivant (3.1), il correspondra en général N! événements « placement
successif de N points sur une droite, de telle manitre que leurs
abscisses coincident, a P'ordre preés, avec ces X; ». Par conséquent,

la probabilité de I'événement (3.3) sera égale, dans nos hypothéses.
A N! d.L'o. &gl'N._1

(3.4) Prob(a; =X

2
i

s donc

ié-Z‘iN+ driloLxiZ..Laen 1<) =
0.....N—1

N!
@ d.l‘o...d.Z'A\_._l.

Nous dirons d'un systtme de N variables aléatoires (liées)
Xe, - - -, Xy suivant (3. 1), qui satisfait a la loi (3.4), qu'il a une
répartition bernoullienne.

Soient ¢. ..., ty_, N nombres tels que

(3.5) 0LtyL. LN LT,
nous allons déterminer les probabilités conditionnelles

‘])0: Prob(.\'0<to),
(3.6) < i ;
'.[7n=PrOb(x11<tn|Xn—1=tll—1) (n=1,...,N—1).

Pour obtenir p,, observons que 1 — pq est la probabilité de I'éveé-
nement : tous les X; appartiennent a Pintervalle [, @]. 11 vient

(el )N et, dela,

(]
e (52"

Ensuite, 1 — p, est la probabilité¢ de I’événement suivant :

donc 1 — po= (

<L Z A a2 8 Xo= 4.

. — t, \ N1 . .
On reconnait que 1 — p; = (% ti) » el en continuant on obtient
— ,
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la relation

Pn= PI‘Ob(Xn< tul Xp—1=ty—1)

. ( ( &—11 \**
(3'7) = prOb(‘\H—-\n—l<’u‘—tu—llxnﬂ:lu—l)=1_ -———-—)
T —tui
(n=o0,...,N—1)
L’espérance mathématique d’une fonction donnée F, (Xoy + .oy Xp)

des n -+ 1 premiéres v. a. bernoulliennes suivant (3.1) et (3. 4) sera
dssignée par E;(F,). Pour obtenir E;(F,), on sommera sur tous les
paralléleplpédcs élémentaires (3.3) appartenant au simplexe (3.2)
et munis respectivement des probabilités (3.4); ainsi il vient

Nt T €
(3.8) Ey(F.)= @f d.tof (u....f FoiLor - vy £n) X
0 7y vy,

Iei, les N— 1 —n dernidres intégrations peuvent éire effectudes
immédiatenient, puisque F, ne dépend que des variables xqo, - - .y Zu,
et nous obtenons ainsi

(a_l )'\ —n—1
30 Ep(F,) = @_NJ (Ixuj dry.. / Fu(ru.: ,x,,)(N n_”'dx

= N—I)

Dans (3.7) et (3.9) nous allons maintenant faire tendre N vers
l'infini, en supposdnt que le quotient

(3.10) = =C

(4
ue dépend pas de N.

Pour le dernier membre de (3.7) on irouve ainsi, pour 1, fn.4
et ¢, donnés,

C‘t,, \ N—n
~ I — -
& —1t, \\ N . )
(o) =\ =g ) e owNow),
: L
N

de sorte qu'en posant £, —lp—1= (> o), nous lirons de (3.7) a
la limite pour X,,—X,_, la loi de probabilité inconditionnelle
‘ PrOb(xll_ Xu—l < tl Xn—l =tp)=1— e—!

3.1
¢ ) 1 (n=0,1,...;X_y=1{_; =0)

dont la f.r. f(£) =1—e < cst indépendante de la valeur parti-
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culitre ¢,_; imposée a la v. a. X,_;. Donc dans 'hypothése (3. 10), X,
ainsi que les quantités '

(3.12) Y, =X, —Xpn (n=o0,1,...)
tendent pour N > vers des v. a. indépendantes de f. r.

(3.13) Prob(o =Y < t)=f(t)=1—e/,

de sorte que la (n + 1)"®® v. a. bernoullienne
(3.14) \',,=X0+ZY,- (n=o,1,...)

tend vers la somme de 7 + 1 v.'a. i., de f. r. (3.13). Autrement dit,
a la limite, la répartition des points d’abscisses X, est une répartition
poissonnienne dont les lois sont bien connues.

On démontre sans peine que pour des fonctions F,(zo, ..., Zx)
qui sont continues et bornées pour

(3.15) 0 ZLXoL . Lyl o,

limE,; (F,) s’obtient en faisant tendre N vers I'infini dans la fonction a
N>

. Nt (@ — ‘)N—u—l .
intégrer I, N T de (3.9), ce qui donne

(3.16) \}Lm Epg(F,) =/l d.ro{. dr,... / ettt e—<ra F, (2o, ... ) drp.
N>w A

a, o Xy

Or, le deuxiéme membre est 'e. m. E, d’une répartition poisson-
nienne saivant (3.11), ce qu'on reconnait en y introduisant de nou-
velles variables d’intégration @, yo= &1 — Zo, -+, Yn1 = Tn—Tu_1
qui, au moyen de la notation (3.13), transforment (3.16) en

(3:17)  Ep(Fa(Xee ..o, X)) = [ df(xo)f”df(ww)...
" 0

¢

n—1 N
xl[ F,,(z.,, ...,.ro+2yi ) Af (yn—1)-

i=o0 /)
Nous avons donc la notation suivanie :

(3.18) Jim En(Fa) = Er(Fa).
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Le calcul direct des e. m. Eg [équ. (3.9)], pour N fini, serait long.
Mais nous allons maintenant exprimer les Eg, au moyen d’un artifice
d’Analyse, par des Ep suivant (3.17) od, toutefois, la constante ¢
de f£(¢) [équ. (3.13)] sera remplacée par un parametre complexe p
tel que R(p)>o.

Pour cela, utilisons la formule

(@ — e .
o [ ot = Nn—yt (0Eo<@)

. =
(3.19) 27t Cp r o (xu>?;)

(n=o0,...,N—1)

qui est encore valable pour z,= @, sauf si n =N — 1. Substituant
cette intégrale dans le deuxieme membre de (3.9), nous avons

. . Nt T € 1 dp
(3.20) Ep(Fn)= @b[ dxo...f F ol oy -oe) ‘””’En_ifc er@0 L i,
P

Lo
iA-C
ot, pour n=N—1 et zy_,=E, on remplaceraf par lim

Cp Ay =z A48

Commef ...dp s'annule pour z,> @, les limites supérieures @
C

r
peuvent étre remplacées, dans (3.20), par oo ; il vient ainsi

NI = = 4 g dp
Eu(F,)=——f a’.r,...f F—-/ ep@-zn) L. gy,
(3.21) l @, ' #a_y 2T, P

(n=0,...,N—1).
Cette intégrale converge absolument ('), pourvu que dans le
domaine (3. 15) I'inégalité '
(3.22) |Frpl< e’ <o

(%) Posant p = iy + 8, nous avons
n—N

BE®—n)(y2y 2y T gy

l e(pﬂ’.—.rn)pn__N dp l _é e

et

Nle * LTy 2
}EB(FH)}ém[ dwo...\/‘l;_le"( T)dmn

N—n
e meT T3 Nie _ ® d
x[ (" +8%) dy:lmeuﬁ N[_ L S—

N—n
«—»

%0 """“”
(¥2e1) °
la derniére intégrale convergeant pour 2 << N — 1.
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soit satisfaite et que n << N—'t; il est alors permis d'intervertir
Yordre des intégrations réelles et complexe. Nous supposerons doré-
navant les fonclions F, telles que ce procédé soit aussi légitime

pour n=N—1. Alors la formule (3.21) peut étre mise sous la
forme

dq,
(3.23) Eg(F,)= ﬁ o= e/'ﬁ 14:,,(1?,‘)101“—1_"H (n=0, ..., N—1),

oll nous avons posé

(3.24)  E,(F,) _f dey. . P+t 62w B Loy - -y Tn) din.
. “ .
La derniére quantité qui, de maniére analoguo a (3.17), peut étre
écrite sous la forme

(3.25)  EfFo=[ e [ dfp(ro)...
o

to

n—1
><f Ful o, «vov o+ X ¥ Vfp(yu 1

i=0
avec _

(3.26) Jr(t)y=1—erl,

est, d'un point de vue formaliste, I'e. m. d’une répartition « poisson-
nienne » de loi f,,(¢).

B. -— Construction de différentes f. r. du délai d’attente.

Nous reprenons maintenant l'étude des problémes traités au
ehapitre I dans 'hypothese d’une répartition bernoullienne de N
instants d’arrivée X; sur I'intervalle de temps o << ¢t <. Mention-
nons d’abord qu’en vertu des formules classiques de Bernoulh
relatives a des épreuves N fois répétées, I'e. m. du nombre de points X;
qui lombent sur un segment de longueur A¢, appartenant a [o, @],

At . . .
est N ¢ Donc, d uninstant ¢ € [0, @], le nombre moyen de visiteurs

. s N 5
par unité de temps est égal & 5 =c, de sorte que ¢ correspond a

Fintensité de trafic poissonnien 7.
D’abord nous allons a nouveau construire les f. r. p, (¢) [équ. (1.11)]
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au moyen des e. m. Ee=7%

, Péquation (1. 16) pouvant étre démontrée
comme dans P’hypothése poissonnienne, ou encore en utilisant le
théoreme de P. Lévy [équ. (1.23)]. Ci-apres, le symbole E se
rapporte aux v. a. X; et T;, respectivement de lois (3.4) et (1.6);
nous continuerons d’écrire E, pour des e. m. par rapport aux v. a.
Xo, Y; et T; respectivement de lois (3.26) et (1.6). En
posant F,,= ¢~9" dans (3.23) et (3.25), nous obtenons ainsi

N! 1

2 o —Th— . & —qTa
(3.27) Ee ax 21:1"/0;6 e

dp
pN-q—l ?

ol nous avons posé
@28y Epetmnm [ dfi) [ dfy (o [ Afittam [ dfp(rami) e,
o 0 0 ()

en tenant compte de ce que 7, peut étre considérée comme une fonc-
tion des seules v. a. Y; et T;.

Tout comme au chapitre I, nous allons exprimer celte e. m. au
moyen de la fonction

(3.29) P,(q, 2) =2zn Epe~1%n.

n==u

Pour ¢valuer le rayon de convergence de cette série, utilisons les
relations [e~7" < 1 [pour R{g)>o0] etfwdfi(t):: 1, au moyen
]
desquelles on tire de (3.28)

(3.30) {57E, e—7™| | z"]f |pleRiridy, .. f |p| e Rinidy, 4
0 ]

_ l=p ",

R(p)’
. . R(p)
par conséquent, la série (3.29) converge pour | z| << I

On voit sans peine que pour des z satisfaisant 4 cette inégalité, les
raisonnements faits au chapitre I pour construire ® (g, z) = ®,(g, z)
s'appliquent aussi & ®,(qg, z); donc pour cette fonction I'équa-
tion (1.44), ot  sera remplacé par p, reste valable. Dans (1.44) posons

en outre.s::% et 7o=o0 et écrivons désormais ®(q, p, {) au licu
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.
de @, (q, ;) ; il vient ainsi

i Yn 7] I (p, t-)
[} N == > E — i Th o £ ? 90
(3.31) @p%) §p" re g—pP+ELE—9q) ¢u(p, %)

[R(£) >0, R(g) >0, [ | <R(pP)],
qo(p, ¢) désignant la racine unique de I'équation
(3.32) p—g—=%e(—g)=o0

telle que R(g) > o pour |¢ | < R(p).
De (3.31) résulte la formule

. - 1 prdi
(3.33) Epeitn= —, ®(g, p» O) 5
g 2ml Sy ienyy B

qui, substituée dans (3.27), donne

- N! 1 N e/‘E n
(334) Ee9n= @Tﬁ mi .fl:c;mq)(q’.p) g)'é;:{.‘i dCdPa
P

ou K. désigne un cercle de rayon |¢| <<R(p), ayant son centre a
lorigine; en portant cette derniére expression :dans (1.16), nous
obtenons p,(f).

Déterminons maintenant la probabilité p(¢) = Prob(r <) pour
que le d. a. 7 d’un quelconque de nos N visiteurs soit << ¢. Il vient

N—1

. N—1
d
(3.35) p(6)= g D, Palt) = == evll%ZE—‘lTn—qg (¢> o).
9 n=0

2R
n=90 ¢

N—1

On 'obtientZEe""’" en remplagant, dans le deuxi®me membre
[

de (3.34), le facteur t";—il par

N— .
1_1{.’:_ _ PN =N _ Py .,
et =% DEp-—-% p—X
Mais nous pouvons supprimer le terme ﬁpi-ﬁ’ car, dans le

1

1_;_

cercle |2 | <<R(p), ®(q, p, ¢) 7 est une fonction holomorphe de g
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qui est annulée par I'opération f - Il vient ainsi
Ky

N—1
(3.36), Ee—vi=g ¥ Ee—rn

n=0

=(N—1)! I " didp
T G fcfu @ PO

¢t, en substituant cette expression dans (3.35) et utilisant (3.31),
nous obtenons enfin

1
p(t):Q—ﬂ-l_ A e’!
q
(3.37) [ (N=D! ffe,,a q—qo dpd?, dg
@ Cripd gy 9P +LEED =00 ] g
\ [g0=qo(p, O)]-

Les formules (1.65) a (1.70) relatives aux f. r.

s{t)y=Prob(z < t| X =1) et en(t, ') = Prob(r, <t X, < t')

(ot t>o0, 0<< ! @) restent valables dans I’hypothése présente, &
N-—-1

condition de remplacer par 2 les sommes 2 figurant au deuxieme
n=0 n=1
membre de (1.67)

Pour 'e. m. Ee=7"~"*« qui figure dans (1.70), nous obtenons, au
moyen de (3.14) et des équations (3.23) et (3.25) oa 'on prendra
la moyenne par rapport aux T,

N!

" d,
2 e Xum e e | B e X0 B
(3.38) Ee9 T o cPe E, =15 ey

(3.39) E e—‘l’-’u—/‘x'-::fwd (z ut’aff ty) agd (¥0).-
p A if e)jo‘ k(0£ fp(J0

-1

B L ESY \.)
X/ e ( ‘;J dfp (_}"n—.l ,)-
[)

En utilisant 'identité

e dfp(y) = f_ — dfpr(¥) [équ. 3.26)]

B

et en intégrant par rapport a la variable zo (dont 1, ne dépend pas),
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le deuxitme membre de la dernitre équation se transforme en

P )IH—I = ([f (t )f 4 (1/ B ~0Tn ,
4 0 4 ,_,_,.( ) df (l,,_ ) € n +r(} n— )-
(P r [ LAY A / Jo [ 1 1 A ./I‘ 1

-0

En vertu de (3.28) et (3.33), il vient

n+1
g E/, e~ TTn—rXa = < P ) ]':,H—r e~

p+r
(‘3'40) ———l—f “d’
T and [’+,¢(qp+l,§) Zavt
(n_.o, ooy N—1),

ct au moyen de (3.38), (3.31) et (1.70), on peut tirer de cette relalion
une formule explicite pour p, (¢, ¢').

Pour trouver le deuxi®me membre de la formule (modifiée) (1.67),
nous devons calculer, au moyen de (3.40),la somme des Ne. m. (3.38);
on obtient, de maniére analogue a (3.36),

—-1

N! 1
Tu— 1\ —
(3-11) VEe ’ @N«»m‘)ﬂf(

n:l)

, dp dg
ER &g, p+r,{) —t >
jpf,(: ‘2P ')(p+ rp—oey

[R(p)>1L1)

En prenant ensuite p -+ r, aulieu de p, pour nouvelle variable d’inté-
gralion, nous avons

N—1
. dpd?,
E e 7T Xn = L f p—r& » P
3-42) Hzo ’ @‘”””’f ke ¥@pd =0T

(Rip—r)>1¢l]
Effectuons ici I'opération L.fe" (—rf indiquée dans (1.70);

celte opération peut étre permutée avecf f car[f f converge

I’
absolument, ¢t nous obtenons ainsi

N—1

(3 43) Z j e’ e 1Te—rX, L dr

n=0
_N! 1 f e grldpd;
= Eﬁ”ﬁﬁ’l\ ‘b(’] 20 l.”“ L,.P—"“—C—"— Py *

Or dans le probleme présent, ona # <, de sorte que la derniére
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intégrale par rapport & r se réduit au résidu en r=p—¢, donc

a —— e, le deuxidme membre de (3.43) prenant ainsi la
forme

Qs N! 1 s%—HP"s)l dp d;

3.40) il (27”)qf /‘ ®(q, p, §)W)

oit ® est donnée par (3.31).
En vertu de (1.70), 'opération 2—;—L [qe’f’. . .{thransforme (3-43),
compte tenu de (3.44), en

N~—1
(3.49) \EPn(t, )

n=>0
ff Q1Hn=Se T8 _g — golps §) dgdpdf |
@”(””) ¢gt, Ky g—P+Le(—9) 209(p—OT”

nolons qu’en raison des relations p, (¢, @) =p.(¢) et (3.35), cctle
formule se confond, pour /=@, avec (3. 3 7).

Pour t =, I'intégrale par rapporta ¢ se réduit aurésiduen g = o,
et de 1a résulte 'équation

N—1
N
(;.66) an(w,t’)=@t

n=o0
qui toutefois pourrait aussi éire établie par un raisonnement analogue
a cclui du renvoi (?). |
Conformément a (1.65) et (1.69), py(¢) est done, au facteur
constant % prés, la dérivée par rapport a ¢ de la fonction (3.45).
Pour la méme raison que pour I’équation’ (1.78), nous sommes en

droit de dériver la fonction (3.45) sous les signes d’intégration et
obtenons ainsi

_ 1
{Jﬂ(_t): (N@—N—:)—.

(3.47) o L fffe,,,ﬂp_:ur+ca q—gop,§) dLdpdg
iy, Jo, I g—P+Le(—9q) gt}

\ (t>0;0<t =q).

Applications. — Afin de simplifier nos formules, nous prendrons
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désormais l'e. m. de d.o. E(T) pour unité de temps, de sorte
que E(T)=4#(0)=1 [équ. (1.33], le quotient c =7 = AR
prenant ainsi la signification de nombre de visiteurs par moyenne
(ou par e. m.) de d. o.

1° Dans le cas ou fi(¢) est égale & la f.r. (2.32), donc ou
e(z)=-e° les dernitres formules se simplifient pour € > N; car
moyennant une transformation appropriée de la variable d’inté-

gration c,f se réduit alors & un résidu. Dans nos formules, a pavtir
C

P

de (3.33), le cercle K, peut étre remplacé par n’importe quelle
courbe simple fermée, assez voisine de l'origine qu’elle contient dans
son intérieur. Nous sommes donc en droit de poser

(3.48) L=2zer3,
5 parcourant un cercle K, de rayon assez petit, qui a son centre &

Porigine. En posant ¢ (— g) = ¢77, { = z ¢#—* dans I'équation (3.32)
dont la racine g¢ (p, ¢) figure dans (3.31), on a

(3.49) q—p+szerii=o [R(p)>}zer—=| > o).

Cette équation est manifestement satisfaite par

(3.50) ‘qo=p—3

et comme R (p—z)> o0 pour R(p)>> o0 et |z] assez petit, la quan-
tité (3.50) est bien celle des racines de (3.32) que nous avons
désignée par g,.
A titre d’exemple nous allons déterminer l'e. m. de d, a. m,(z).
Ay moyen de la transformation (3.48), I'équation (3.36) devient

_((N=—DY 1 o (1—3)dz
Beri=p— N T
(3.51) X—Lfe"(&_'“” P—9—3 dap
TamiJ P—q—3seP—i—3(p—3z)(p—3FeP3)

[R(p)>|z]]

Considérons maintenant la fonction

(3.52) %(p——zeﬂ—ﬂ)z [ — p—ler—tgel~s



PROBLEMES STOCHASTIQUES. 49

pour R(p) =1 et | 3| assee petit. Pour p==1 + iy (—a <y <w),
il vient

el
1+ iy

i

\/1 =~ y®

et la derniére inégalité est aussi satisfaite pour R(p)<= 1 et | p| assez
grand. Par conséquent, la fonction (3.52) posséde dans le demi-
plan R(p) £ 1, en vertu du théoréme de Rouché, autant de zéros que
de poles. Comme il n’existe qu'un seul péle p = o, nous voyons ainsi

que pour R(p) Zuet |zl assez petit, la fonction p — 27~ a un seul
zéro, a savoir p=

£ 1, done

er— l|

—“l<l’

En vertu de ce résultat, la fonction a intégrer def dans (3.51),

posséde a gauche de la droite C, [qui peut dtre choisie telle
que |z|<R(p)<<1]un seul péle, du deuxitme ordre, p= z.

Comme nous saupposons que @ >N (donc ¢ << 1), /se réduit au
P
résidu en p — 5, et nous obtenons ainsi

" - e _\WN=—D! 1 @ zq
(3.33) Ee—97= T e [(Q_N+I)9+2(l—z)
pEmReI~—aged I ds
g—z+3e1 |g—z+3ze9 3N

. /

De 1a, nous tirons pour l'e. m. de d. a. m,(1) :—[dine*‘IT]
q =
I'expression

2 = _iN—! & 1 1 3 dg
(-34) mO)="53 my?q@e [(m_NJ’E)a«x—z)ﬂ“‘i(x*z)“]z‘ﬁ

qui se réduit 4 un résidu en z = o. Nous trouvons ainsi pour l'e. m.
de durée d’attente m, () dans hypothése ou N visiteurs dont les
durées d’opération sont égales a 1, se présentent suivant une réparti-
tion bernoullienne pendant un intervalle de temps &> N,

T N+3{ 4 . @
(3.55) i) = 01“) (ﬁ_ i " §>(N_‘_‘)7T
i=0
(T =1, @>N)
2° Développement asymptotique pour N—w.— On a intérét a

comparer les valeurs que prennent nos probabilités pour les grandes
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valeurs de N, respectivement dans les hypothéses bernoullienne et
poissonnienne (avec n=c). Pour y parvenir, on établira pour
Ee", ... des développements asymptothues en considérant le
quotient ¢ comme une constante qui sera supposée ici <(1. Mention-
nons toutefois que dans des cas particuliers ([12], p. 739, 743)
d’autres hypothéses sur ¢(N) s’imposent.

Revenons a (3.36) ou il est permis d’intervertir ordre des inté-
grations ct olt nous pouvons supposer que |{|=c<{1 et R(p)>c.
On démontre sans peine que, dans notre hypothése sur la conver-
gence de I'intégrale (1.26) pour z <C &, la fonction analytique g, (p, ¢)
qui figure dans @ [équ. (3.31)] et dont l'existence n’a ét¢ établie
précédemment que pour R(p)>|Z|, peut étre prolongée analyti-
quement dans le domaine

~ &(x) désignant une fonction appropriée de x qui est positive
pour o <<z << 1 (*). En particulier, on tire de (3.32) pour le déve-
loppement de ¢, dans le voisinage du point p =¢

. _ _P—t_ Le0) (p—Ly
(3.57) qu(§, §)=0; q(p, )= g 2 (1 —Q)

+aQ)p—Lr+...  (JgI<).

"Tragons maintenant dans le plan complexe (fig. 4), outre K ; _..
et C,, la droite Cp . .R(.p): c—.a (o <<d<<g(c)) et désignons
par P’ et P’ ses points d’intersection avec Kz _.. D’aprés ce que
nous venons de dire, nous sommes en droit d’amener C,[équ. (3.36)]
dans la position C), en ajoutant, pour les points { appartenant a I'arc

de cercle P'cT”’, le résidu de ————f au pole du deuxiéme ordre p =¢.

11 vient ainsi au moyen de (3.57)

(N—1)! Nyt Tete—201—0
(3:58) Ee~0" =gy~ (QN,)sz 2mfp eth—t+§£(-q‘)

-.(r

Le'(o) '1 1 dz
X [@+2(I—C)‘*_q(l—§) q—§+ca(—q)]?"

() Soit 0 < §'< §;; on peut alors poser

& (1—z)

ST wem
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Or pour N — 0, cette intégrale répétée dont l'ordre de grandeur est
déterminé par le facteur '

: . N
(N—l)‘..ﬁ :(N—x)!gm,”t:(N—'x)!eu—m'—_
FR) N (c@N NS
=(N—1)!e’~"e—g“~ 1 e—:—'.‘-“
N¥ y2xN

tend exponentiellement vers zéro.
Le développement asymptotique du deuxieme terme de (3.58)

———
——

£ T

)

Nl

v
k!

|

K|§|=c

Fig. 4.

s'obtient par la méthode du col (le « col » étant le point { = c), et
en deuxiéme approximation il vient ainsi
- I—c I (1—c
(359) Ee—1"=Epe9"= q—(C—l—CZEq——q) -+ N q—-c—{—CE)(q—— q)
[+ ) :
12 2(1—¢)  g—c+ceE(—q)
= e =gt ¢ I
(g—ctce(—q)f 1—cg—c+ece(—g) (1—e)ql
~+ O(N—2) [¢ <1].

Le premier terme du deuxiéme membre est égal, en vertu
de (1.33), A Epe 9" (pour n=c), de sorte que (3.59) permet

MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 136.
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d’évaluer la différence Ey e~4*-— E, ¢77* & des termes d’ordre N~2pras.
En effectunant dans la derniére formule V'opération 2—:;—(.»(6'/’...%-]’
on obtient, 4 une erreur du méme ordre prés, une expression
pour py(2) — pp(¢).

CHAPITRE IV.

[."HYPOTHESE DU DELAI SUPPLEMENTAIRE VIRTUEL.

Dans certains cas, le phénomeéne de mise en attente entraine, pour
des raisons techniques, des délais supplémentaires qui s’ajoutent
aux délais causés par la formation d’une queue d’attente. Clest
surtout le cas pour les avions en instance d’atterrissage a4 un
aéroport. Tant que sa piste d’atterrissage n’est pas libre, I'avion doit
parcourir dans l'espace aérien au-dessus de l'aéroport un circuit
d’attente et de ce fait, il subit un retard supplémentaire plus ou
moins aléatoire. ,

Pour tenir compte de pareilles circonstances, nous supposons
dans ce chapitre, tout en conservant les hypotheses du -chapitre 1,
sauf celle qui est exprimée par I'équation (1.33) [la f.c. de f,(&)
équ. (1.26) étant désignée maintenant par & (z) |, que pour r > 1,
le n'*™¢ visiteur subit un délai d’atiente supplémentaire 8, _; si, et
senlement si & son instant d’arrivée X,, le guichet est occupé.

Nous considérons les ®, comme des v. a. i. qui, loutes, obéissent &
la loi
(4.1) Prob(8,< t)=f3(t) (t>ojnr=o0,1, ...), f»dfg(t) =1,

vo

la f.r. donnée f;(t) étant par hypothese telle que l'intégrale de
Stieltjes

(4.2) sa(a)=[ et dfy(a)

converge pour z <C 9, ol 6 >> o désigne une constante arbitrairement
petite.

D’apres ce qui a été ditau début du chapitre I[voir (1.3)], le n'®m°
visiteur n’est obligé a attendre que lorsque Xy_s <475y -+ Thos > X5
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‘dans Phypothése présente nous obtenons donc pour le d.a.
(n=1, 2, S -

\' ‘(n—l"":u—I+Tn—l'—xn""en—l (pOlll‘ XII—I+TM—1+TII—‘I"—XYI>0)7

4.3) =
(4:3) | ) (pourX,,,|+':,,_,+T,1_1—X,,é0).

Ceute formule qui détermine 7, en fonction du d. a. initial 7o et
des 3n v.a.i. T;, 8;, ¥Y;=X;,,—X;({==0, ..., n—1) nous per-
mettra de construire 'e. m.

i) Bero= [ dfe) [ Afairo) [ dfs(Ba)e.
ty 9

b U

x /‘ dfl(tu)f d,/.'l()"n )f d_/.:s(en)e_qr"'*"
[} 4]

i

et de la, au moyen de (1.16), la f. 1. pasa (¢) = Prob(zn << 2).
En procédant comme lors de la démonstration de I'équation (1.38)
et en utilisant les notations (1.9), (1.26) et (4.2), nous obtenons

- Tut+ln »
[ e~ dfa () =f e= 0T+ Ont lumval = A¥u dy +f e nndy,
[ Tt ln

i)
, e—l}e,, n 6—4/0”
T n—q n—q

[ dfiten f dfs(8) [ e dfelra)
1} ] [\]

_nsl— D al=9) g o (‘q &s(—q) —1) e
1 —q n—q

e~ 9\ Tntta) — ( — 1> e—Tntln)

et de la, en effectuant les 3n premidres intégrations indiquées
dans (4.4),
(4.5) E e—1tr+1= ———————q 51(— A q) Ee—1%
: n—q
[nal—g .
-—s.(-——*»)<37\3:—'q*q'l *‘)EC""" L (m=o ek

Dans I'hypothése ou 7 est assez pelit pour qu’il existe un état
d’équilibre statistique (au sens usuel) tel que tous les 7, aient la
meéme f.r. p(t) = Prob(r < ¢), nous tirons de (4.5), en raisonnant
comme au chapitre I [6qu. (1.28) a (1.30)], la formule (donnée
dans [ 18])
(h6) Eeoyiwm Imn(g(o) reno)  g—rnrnalzg)

1—78(0) g—n+nsl—g)eal—q)
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Mais quand il s’agit d'établir, pour une valeur donnée du d. a.
initial 7o, le comportement de Ec~™et de p,(¢) pour les grandes
valeurs de n, nous devons a nouveau utiliser la f.g. ®(q, z)
[équ. (1.39)]. En supposant dorénavant

4.7 Ty= 0, donc Ee—70=1,

nous obtenons pour @ dans le cas présent I'équation fonctionnelle

SRE(—gigi—q) .
{4%.8) <1—— g )tb(q,a)

=1—Z&(—1) (ii—(__—(;]—) ——l)d’(’n,z).
N i

En désignant maintenant par ¢o(z) la racine unique de 'équation

e l—g)eil—q)
(%.9) 1— T—q =0

telle que R(g) > o pour | 5| <1, on tire de (4.8) la formule

g

g —N+2E(—q)er(—q)

(4.10) X(’n—qo)s=(~q)—('q—q)e~.—q.,)
NE(—Gu)— N+ Gy

[90:‘70(2)7 R((l>éo7 lzl<1]'

D(g,z)=

La fonction @ étant construite, nous allons a nouveau étendre le
chemin d’intégration de (1.435) au-deld du cercle unité. Notons
d’abord que I'équation (1.43), au moyen de laquelle nous avons
défini go(z) au chapitre I, se transforme cn (%4.9) en substituant
ei(—q)es(—q) & &1(—¢q) (cesl-a-dire en substituant E¢7™®
aEe ).

Les résultats établis au chapitre I pour ¢o(z) s’appliquent donc a
la fonction g, (z) qui satisfait & (4.9 ), pour laquelle ils doivent éire
formulés comme suit : Selon que la dérivée

d na(—q)s;(—q»] 1 , ,
4. — 1 = — —
(.11) [dq n—g Bl g (o) —c¢3(0)

1 - 90 L
_ d _
: j tdfi) j 8 dfa(9)

qui correspond a (1.47), est >o0 ou <o, il vient ¢,(1)=0
ou ¢o(1) > 0. Dans ces deux cas, ¢o(z) est holomorphe en 5 =1;
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mais lorsque I'expression (4.11) est nulle, ¢¢(z) se comporte an
point z==1 comme 'z —1.

1
€)(0)+£3(0)
pole du premier ordre, de résidu —Ee ¢ [équ. (4.6)]; par

1
ntre, ® z) est holomorphe cn z —1 pour — . Au
contre, ®(g, ) phec P n>s’,(0)+:~,(0)
moyen des raisonnements du chapitre I nous trouvons ensuite que

Il en résulte que pour n<C + (¢, 5) az=1 pour

{Ee=r"  [a< (g (0)=+¢&5(0n],
) o [n> (e} (0)+¢h(0))],

(ko1 limE e 7%=
>
la différence p, (¢) —Np(t) tendant, sauf pour v (€, (o) +&,(0)) =1,
vers zéro comme e %" (ol 6 > o désigne une conslante appropriée).
Dans le cas présent, il convient de choisir 'unité de temps de telle
manidre que

ENED gy o)+ es(0)=E(T)+LE(8)=1,

o(¢) prenant alors [voir (1.16) et (4.6)] la forme

srtt*):_’*—"_‘_ “Me,,t g—rn+n8(—q)  dy
(k.14) v i—neso)eni)_, 0 g—a+ns—qiea(—q) ¢
(t>o0,n<1).

La condition n <1 qui figure ici, signifie qu’en état d’équilibre
stalislique (au sens usuel) l'e. m. d’arrivées par durée moyenne
dela v.a. T 4+ 0 (durée d’opération + délai supplémentaire virtuel)
esL <.

Pour I'e.m. du d. a.

(4.15) ml(-:)=./[n-:d‘:(:)=——-[c:,—[qu"l’] )
on tire de (4.6) et (4.13) la formule
_m (€1 (o) +2E{0)&5(0) + &5 (0) g% (0)
(£.16) nz,(t)_;< F— _1—-r,e’-,(o)> (n<< 1)

Pour @ =o0, donc ¢,(s)=1, (4.13), (4.14) et (%4.16) sc¢ confon-
dent respectivement avec (1.33), (1.36) et avec la premiére équa-
tion (2.7).

Ezxemples. — 1° Supposons que

/ I3

(h17)  filly=1—¢€ % filt)=r—e " (a>o0,b>o0,a+b=1),
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la relation entre a et b résultant de (4.13). Il vient alors

e(—q) =

51(—q)= ! ) ——y
1+ ag 1+ bg

et en substituant ces fonclions dans (4.14), nous trouvons que
cette intégrale se réduit 4 la somme des résidus aux poles simples
q =0, — 1, — Ba, les racines de ’équation
(4.18) abg®+q(1—abn)y+1—n =0
étant désignées par — B4 et — 3,. On obtient ainsi la formule

—B —3,t
a(8) =1— [j'zq Bee o i
(4.19) .

[@1(2) -——b»\/(l+abn)2——-4ab t>eo, 4<1, a+b=x=1]
Dans 'hypothése (4.17), I'expression (4.16) prend la forme

R B J‘l
zab

T(1—ab) nb°

(4.20) my(t) = e 5

2° En supposant. toutes les d. o. T, égales a la constante a > o, et
tous les délais supplémentaires @, égaux & b>>o0, nous avens
[voir (2.32)] :

(4.21) s@(—@)=Ee = ¢4, gy(~¢)=Ee B =¢—t7 (a+b=1),

la dernitre relation résultant de (4.13). Pour ces fonctions, (4.14)
se transforme en

(= AT T g e dy

(§.22) 1—’"\2“ teyo g—A+TET ¢

(t>0, 11,028 <1),

et en traitant cette intégrale de la méme fagon que (2.33) ou figure
le méme dénominateur ¢ — n -+ 7 €77, nous obtenons

[—8] [
nh(i b — ey
= (t—b—1) -
PO = =5, ( pIT kZ KT
=0

\ =0
{ i—1
(4.23) . __Eemz—z)zn_.(_fl_c;_t)_ +[t]-{t'——b])
=0 k=0

/ —1
(250; t>o,n<l,oéb<1>.
p ‘
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Donc dans les intervalles
(4.28) o<tzb, botgy, 1ZtzZi+b,  1+bLtgo,

p(?) est respectivement égale &

1—mn I— 1—

S (e~b) (£=B) . gnit—t}

(4.35) s 1—b"l, ?:_T_'-‘eﬂ N l—b'r\(eq en +1),
l —[‘—%[eﬂ(‘—b)—— enli—t) 4 ene—b—1)(1— (¢t — & —1))]-

Pour {'e. m. du d. a., (4.16) donne ici

’ . n nb2
{4.26) my(t) = 2(1'—7))—2(1—'1”}).

CHAPITRE V.

DRLAIS D'ATTENTE QUANTIFIES.

Supposons maintenant que f)our TutTr>Y,, le d.a. 1,
mesuré en une unité de temps appropriée, ait pour valeur le plus
petit entier supérieur a 7,+ T,—Y, [équ. (4.3)], augmenté d’un
délai supplémentaire virtuel ®, ne prenant que des valeurs enti¢res
(en nombre fini). Nous obtenons ainsi la formule

g ['t—i-Tn—“-Yn]“i"l"‘en (Yn<1u+Th)>

5. =
(5.1) T+t ( o (Yn tnr To)e

Comme aux chapitres précédents, nous admettons pour la répar-
tition des .v.a.i. T, et Y, respectivement les lois (1.6) et (1.10)
et supposons que

/

N
(5.2) Prob(@,=if)=rmx (i:—.u, ceny N;Zwi=1; n=o,1l, >
i—=0

Notre objet principal sera le calcul des probabilités
(5.3) Pin= Prob(t,=1) (i=0,1, ...; R=1,2, ...).

et de leurs limites

5-4) P,= lim p;, = Prob{t-={).
ny o
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Mentionnons que c'est encore le phénomeéne d’encombrement des
aéroports par des avions en instance d’atterrissage qui est a 'origine
de ce probleme ([17]). Car aux avions qui, faute de piste d’atterris-
sage libre, doivent étre mis en attente, on impose parfois des d. a.
qui sont des multiples entiers d’un certain intervalle de temps fixe;
c’est cet intervalle qui, dans (3.1), a été pris pour unité de temps.

Dans le cas présent, ®,_; signifie erreur d’appréciation, de la
part de la tour de commandement de V'aéroport, lors de Parrivée
du n'" avion et T,, la durée d’atierrissage de cet avion, laquelle en
général, sera un nombre non entier.

En vertu de la définition (5.3) des pi, nous avons l'identité

(5.5) E.z-fn+x=2p,-,,,+,xi (n=o0,1, ...;|x|<1),

i=0

o x est une variable complexe de module <1. D'autre pait,
I'e. m. Ez*+ peut étre représentée sous la forme

N
(5.6) Ex’m=f0=df1<to>f”dfz<yo)2%...
¢ 8,

=0

X‘fomdfl(’n)fwdfﬁ(J’n)i“o,x"““,

0 8,.—0

ce qui permet d’établir une relation linézire entre Ex™+ et Ex™«.
Posons pour le moment v,+T,—Y,=¢, 0,+1=c; la for-
mule (5.1) prend alors la forme

Terr=[t]+ec (t>o0), =0 (tLo);

en vue d'effectuer les dernieres opérations indiquées dans (5.6),
nous allons représenter z*+" sous forme d’une intégrale de Fourier
par rapport a ¢.

Or, pour la fonction

(5:7) "w#bed [o(f, e)=[t]+ec(¢>0), =o(t<o); [z]|<i],
on obtient au moyen du théoréme de Fourier la représentation

. [ x°(es —
(5.8) awtter= 1 e—,:(_<"__j_)
aniJ,, . L— T €%

+1)% (lzes| <1y t20,1,...)
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Cetté formule se démontre immédiatement pour ¢ <C o, car alors
le deuxiéme membre se réduit au résidu en {=o qui est égal
Axdt—1.

Pour ¢ > [¢]> o, nous utilisons dans (5.8) I'identité

es—1 1 I— & 1 — (& es)iti+l 1— & (& es)lti+t

3.9) T—5mE=—5"* — +
1— . e £ £ 11— xe- £ 1— . €

En appliquant ensuite le théoréme de Cauchy pour le demi-plan
droit des g, on reconnait que les intégrales qui correspondent aux
premier et deuxiéme termes du second membre, sont nulles. Par
contre, lintégrale correspondant an troisitme terme de (5.9) est
égale au résidu en { = o, donc a

11— x xli+t

— = gl = _,;p(t,:-)’
£ 1—x

xe

cc qui achéve la démonstration de (5.8).

En exprimant g+ = Z# T ¥m &) par la formule (8.8) o le
chemin d'intégration Cy sera choisi de telle sorte que |z ef| <1
et R(n —{¢)>> o, nous obtenons

I f dfa(yn) et
—f 'qe—").._.. 1e~(r.+t..—.\..):(x0,.+lf:_—.'_‘.= _H)ﬂd},n
,(3.10) 27 1— & e g
LI e Pl n d
_2m Je et (z +'1—xe¢+l)('ﬂ—C)C
[R(n—C) >0l
A l'aide des notations (1.26) et
N
(3.11) :r(.z')=2mx’+l (= Ex®+1)
i=0

il vient ensuite

(3.12) f dfl(tn)f dfs (y,L)Zno Lkt

8,=0

=k o0 (ST )y
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et en effectuant les autres opérations indiquées dans (8.6), nous
trouvons

d
(5-59) E”T"“'"‘*‘f“"“eht’("(’”) et )(n“—gn

Dans Phypothése ou to==o0, donc E(z™)=1, neus tirons
de (5.13) pour la série

(5.14) ¥z, 2)= ¥ a"Ea  (12]<1,]e|<0)

n=0

dont la convergence pour | z| << et |z| < 1, est évidente, I'équation
intégrale

i B (et e oy (FENE=D |\ _ndl
5.15) {w<z,z)..1+2m.fcw(e , 2)e( .:)( )

1—xes (n—18)%
[R(n—C)>o0, |zer| <)

En décomposant cette fonction a intégrer comipe suit :

(n—:)C)t :}f)& ((I—eﬂ)llf(e—s z)f e~Stdfy(t)

— (1— 2)W(z, 3) f e—11—LE1 gle] dfl(t)>

(5.16) )
-+ F;l_'—li—_)" ﬂ(_x)e‘ (1— YW (x, z)f e—t—1e 0] df ()
+ mw(e—ca z) E(-:)1

on voit que les premier et troisiéme termes [ol, en vertu de (5.5)
et (5.14), W(e=, z) est une série de Taylor en e*] ont le pdle =1
pour seule singularité dans le demi-plan droit des {. Puisqu’en outre
ces termes s'annulent, pour || —>ao et R({)> 0, comme (T;ICT’
YA
I'opération E:I:—zf les transforme en leurs résidus en ¢ = v. De méme
C
on reconnait que l'intégrale par rapport au deuxiéme terme

de (5.16) est égale au résidu de ce terme en { = o. En utilisant la
notation

(5.17) (y=t—f1] (o=(t)<y),
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I'équation (B.13) se transforme ainsi en

(e, 5) e(— )

W(x, 3) =1+ 37(x) :a—-_ﬂ—-—.z-

()1 —~&) . *
— 2Ty, ) f =0 28 dif (2)

4+ 38(— ) W(eT, 5) + 3 2(&) W (z, z)f“x[ﬂ df.(t)
o

ou encore en

el o 3
—xeh

(5.18) f(z, 3)¥(x,3)=1+ (1+n(z) >za(—-n)‘lf(e—ﬂ, z) (r#eM),

I

ol nous avons posé

o

(5.19) f(w=, z)=1—z7:(.z')fw(1+xl_—e_q e—n(tl)x[t] dafi(t) (z Ze ).

L'équation fonctionnelle (3.18) peut étre résolue de la méme
maniére gue (1.40). Démontrons d’abord que ’équation

(5.20) Jlxy, 2)=0

posseéde une seule racine z = zo(3) telle que x| <1 pour 2| <1.
On confirme successivement que pour |x|=1, les inégalités sui-
vantes sont satisfaites :

~h | > 1— e 1—e =
|”fe =S iy prammpen § E=L B
1—e™ N
1=+ e | a= | §— el 4 e—nlt | £qu
— r—e

Pour |z|=1 il vient en outre, en raison de (§.2) et (B.11),
|m(z)| L m(1)=1, d’oul on tire

z:r(x)'/; (1+ .Z‘I_Tj_._,1 e—ml)> 2l df1(t)|é |z | <1

(5.0 {

(lel=1, 18] <)

En [vertuldu théoreme de Rouchs, f(x, 5) [équ. (8.19)] a done,
pour |z|< i, autant de zéros que de podles a lintérieur du
cercle-| z | =1. Or dans ce cercle le deuxitme membre de (5.19) a
visiblement un seul pole £ = e~ <1, de sorte que 'équation (5. 20)
y posséde une seule racine zo (2).

En substituant 2 = 2, dans (8.18), nous obtenons une équation
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linéaire pour ¥ (e™, z), et de la, la formnle

—xeh — X €%

(5.22) Lt (e, ) = 1= (1m0 20 ) (1 s ;220 )
) [Zo=2(3)]

qui exprime la f. g. des e. m. Ez™ au moyen de la fonction connue
S(x, 5) [6qu. (B.19)] et de la racine z, de (5.20).

Un raisonnement analogue a celui fait au chapitre I pour ¢o(z)
nous montre que zo(2) est prolongeable au-deld du cercle unité et
que x,(1) =1 ou <1, selon que
(5.23) v ldf (=, 1)

Su(1,1) = — ..:'>0 ou <o,

Dans le premier cas, W(x, 2) a 2 =1 pour pole du premier ordre,
mais est dans l'autre cas holomorphe en ce point. Enfin, si cette
dérivée est nulle, x4(z) a z=1 pour point de ramification

et ¥(x, ) s’y comporte comme - Nous pouvons donc ¢lendre

Z2—1
le chemin d’intégration de
(5.24) Exin= — W(.r, 3)5—1 ds
. 2T
21
au-deld du cercle unité, sauf pour f,.(1,1)==0 ou ce chemin
(C* dans la figure 2) doit contourner le point de ramification 5 =1
et la coupure. En faisant ensuite tendre n ->0, nous obtenons
‘ Exrt= lim BEur=—]Res¥' (., 5)):= (fz(1,1) > 01,

(5.25) =
1 =0 (fil1,1) L o).

Donc, dans le cas ou Pinégalité

Gosy  fn=f ({55 ) dAO —F 0> o

est satisfaite, il vient [voir (5.4)] pour le d. a. 7 en état d’équilibre
statislique

= -

s E.Z"f:zpi.z'l:f"l(.l', l)fx(ljl)—ﬁ;%[)(—[e—n—_:—l—-)'
(5.27Y =0

' ><(I+w<x> ;:_—;——n) L (1,0 >0, ]l £1]:
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Pour obtenir les probabilités P;, on développera cette fonction en

série de Taylor; en particulier, il vient pour la probabilité de non-
attente P,

(5.28) P0=Proh(1=o)=;,]—-—r(-;)(Tfr(l 1.

SN -0
L'équation (8.26), ot S

! { ) ob I— e
intggrer de (5.19)) est une fonction continue de ¢, peut étre mise

[voir (1.6), (5.2) et (B.11)] sous la forme

—[¢] (de méme que la fonction &

’f;(r,l)=/:(;:f). —v(t)) df,(t) — E(T +8)

(5.29) [o<v(t)=[t]+1—té1;

E(T+e)=f”t dfi () +1(’(1)-—~I—]-

JSa(1, 1) est une fonction continue décroissante de », et la racine
unique 7,,, de 'équation

(5.30) fi(r ) =0

est la borne supérieure des constantes 7 telles qu'un élat d’équilibre.

- . . . ene
statistique soit possible. Comme la fonction o(¢)=_—— —¢ a,
' ‘ en—1

dans Pintervalle [o,1], ¢(0)=19(1)=

ﬁ pour maximum, it
T

résulte de (5.29) et (5.30) que

(5.319 E(T+9)_f (‘”"“" A —v(t))a’f,(t)

efisup— ¥

éf (efsup— )1 df1(t)=(e"'wup— -t
0
et de 1a nous obtenons pour g, I'inégalité suivante
1
@.32) ﬂsupé10g<l+ m)'

Dans I'hypothése ou les d.o. T, ne prennent que des valeurs
entitres [de sorte que dfi(t)=o, sauf pour ¢ entier], les derniéres.
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formules se simplifient. En particulier, (8.3%) prend alors la forme

g | DIV =2P,-xf
i=0

(5.33) ! _e—( o)+ (1)) (&% —1) 1— ¢ eli+a(ri(ei—1)
- eh—x'(1)(ehi—1) 1—xel+ =(r)e(logr)(eni—1)

1

[=< o8 (i rayvrr=s) |
ott ¢(logz) =Ez" est une séric de Taylor en z, et dans (5.31)
et (3.32) le signe =< doit étre remplacé par le signe d’égalité.

Afin de simplifier 'écriture, nous avons pris jusqu'ici pour unité
de temps l'intervalle de temps fixe dont, par hypothese, les d. a. 7,
et les erreurs d’appréciation 0, sont des multiples entiers.

Désignons désormais cet intervalle, mesuré en une unité de temps
quelconque, par /%. Alors, la premiére équation (5.1) doit étre
remplacée par
(5.3 eto|[BET=L % (Vs T,

Nos formules ultérieures restent donc valables sous condition de
diviser par % tous les intervalles de temps qui y figurent. En outre,
nous remplacerons n par n/, afin de conserver a m la significa-
tion d’e. m. du nombre d’arrivées par unité de temps.

Ainsi P'équation (5.33) prend la forme

F.x”l":Zsz’ <=E @ Prob (t = ih))
=90

t—0
1= k(e —1)E(T +-8) 1—z etk (enh—1)z EL9M
T I —h (e —1)E(8) 1—azei4 (eWhi—1)z ExT+ON—!

(5.35) b
[Ex@)"—‘= z1m(x) =2‘xi Prob(6 = ih,

=0

E gt =Z.zi Prob(T = ih):l.

i=0

L'inégalit¢ (8.32) prend maintenant la forme

h.zl 1+————Zl— ;
Tgup 1t <= Og( E(T+e) ’
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il en résulte pour le nombre n E(T 4- @) [e. m. du nombre d’arrivées
pendant I'intervalle E(T - 8)] la relation

. - _E(T+8) A
(8:36) 0BT & 8) < rowy B(T +8) 2 = log 1+ TS )

Donc dans I'hypothese des d. a. quantifiés, la limite supérieure
g E(T - 0) de D'intensité de trafic (ou du degré d’utilisation du
guichet, de Paéroport, etc.) n E(T + @) est <1, car log (1 -+ é) <1
(pour z > o). Notons que dans les hypothéses des chapitres préce-
dents, cette limite était égale a 1.

Supposons a titre d’exemple toutes les d. 0. T, (les durées d’atter-
rissage, dans le cas de l'aéroport) égales & mh (m entier) et néghi-
geons les erreurs d’appréciation, donc
(3.37) (T = mh, E(T) = mk, Fm“':‘::. i
" 68 =o. E(\G):o, ]‘..2‘9,' S

En prenant ici la d. o. constante T pour unité de temps, il vient
mh =1, h= Iln, de sorte que 'équation (5.35) qui est valable dans

le cas présent, se transforme en

=
I — .
2 L= — et :
Pizi=(1+m-—me ) 1 e gmai (e )
i=0

(5.38) Pt:pmb<1= 7;;) (i=0,1,...);

T=1, 8 =o, 1]<mlog<1+7:—l)-

Notons enfin qu'en posant, dans (8.35), z=a"7" et en faisant
ensuite tendre % vers zéro, on revient a la formule (4.6) de Ee¢r.

CHAPITRE VI.

(C.ONSTRUCTION DE FONCTIONS DE REPARTITION A PLUSIEURS VARIABLES.

Les méthodes utilisées pour construire des f. r. telles que
p(t) = Prob(r <(¢t) permettent aussi de résoudre différents pro-
blémes plus généraux. Considérons d’abord la suite des d. a. suc-
cessifs 79, 74, ..., %ny .... Il est clair que ces v. a. sont stochasti-
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«quement liées deux & deux, de sorte qu'une information obtenue sur
Pune d’entre elles, 7., influera sur la répartition de chacun des d. a.
suivanis 7, g

Pour étre en mesure d’étudier ces liaisons stochastiques, construi-
sons les f. r. a deux variables

(6.1)  pun(t, )= Prob(t, <<t Tosn, << tr) (r,mi=0,1,...;8,t>0)
Le calcul de g, ,, se ramene a celui de I'e. m. E e=7™#:%+~ par la
formule

(62) ‘O,,‘,,‘(t, tl) = - g qff e9+q916 F e~ 9Vn—q1Tn+n, d—.q dq1
(2mi)2J, A 991

qui peut étre démonirée de maniére analogue a (1.16) [voir
-aussi (1.69)].

Observons d’abord, en vue de construire cette e. m., qu’au moyen
-de la formule de récurrence (1.5) 7, ,, peut étre exprimé en fonction
de 7, et des n; v.a.li.

({6.3) T,— Ya, Trot—= Yo, ooy Town—a— Yopn—,
«don¢
Ty = Jfu(Tn—Yn, oo oy Tooenm1— Yoon—15 Tn)-

Comme cette formule est satisfaite pour tout >0, et que toutes les
v.a. T;— Y, suivent la méme loi, 'e. m. conditionnelle E{e=7:n+x, [Tn)
par rapport aux v. a. (6.3) (qui sera désignée pour lc moment
par Ei+ml g=0i"nin) g'obtient en remplacant dans I'expression de
E(em7"n|10)=Ey~' ¢~ 9™, la lettre 7o par 7,. Par conséquent nous
-obtenons la f. g.
£6.4) 2 FPEXTT e—Gitnan, = B(qy, 3y} T,)

ny=0
-en remplagant, dans le deuxi®me membre de (1.44), ¢, 3 et 7o res-
pectivement par ¢, 7 et 7,, donc

®

{6.5) 2 2 EZ i g\ Tn,

ng=0
= Al (q’ il PR 2o(31)—n g—qa(z,)‘:.)_
gi—n+ 103 e(—q) q1 qo(31) ;

“Or, il est évident que

-(Q.ﬁ) E (e"an“"hfu+n‘ [ To) = Eg"" (e"‘q"'n E;""‘"i'—’ e—T1\Tatx, )’
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le symbole E{~" se rapportant aux v.a. i. To— Y, ..., Taa—Yn 4
dont dépend 7. En effectuant I'opération E}~* dans les deux membres
de ¥équation (6.5), multipliés par e~7*, nous trouvons donc

(6.7) 2 E44 E‘e"'lrn_”ltn+n‘

ny=n

71 gi—7
= E e—lg+4:%
91_7'I+”1515(—‘71)( g1 €

_p(s)—mgp e—(q+q.(5,))f.)_
go(3)

Multipliant par z et sommant depuis 7 = o jusqu'd n =00, nous
obtenons ensuite, au moyen de la notation (1.39),

D:(q,91;%,%1)

= Z 37z E e~ —q1Tnin, = — +'91z i ;
__ =
(68) nyny=o 91 n N3 q1
—a (5)—"
X<qlql O(g+ g1,3)— -——————?“qo(lzl)qq)(q+qﬂ(z,),z))

(Izl [5 ] <D

De la méme fagon, on obtient la relation

Di(q, q1, 92; 3, 5y, 32) = 2 %7 31z E eIt —q1ntn,~0sTntn, +u,
n,n.Nneg=0

, - g2 (q»—

(6-9) 1 Gr—n+1z2e(—g) \ ¢

(Z9)—
B qo;o(-—iz)quz(q’ 71+ ¢o(32); 3, z,))

(12, | 2], [ZQI<I)

1 @,(q, i+ g25 5, 51)

ou '6n introduira les expressions (6.8) et (1.44), et le méme pro-
cédé de construction s’applique aux f. g. suivantes @;, ®;, - ...
En substituant dans (6.8) le deuxiéme membre de (1.44), il vient

(6.10) Dy(q, q1; 3, 31)
! 1
T go(3) gi— M+ M3 e(—q1)
X[ (g1—n)(g + g1~ q0(2))
g+qgi—n+nze(—~qg—9q1)
__go(z)—m 7:1(g + qo(31) — go(2)) ]
go(21) g+ go(5) — 1+ 12e(—g—go(21))

pour la f. g. des e. m. E g7 0Tasn,

MEMORIAL DES SC, MATH. — N 136, 5
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En vue d’obtenir les hmites de ces e. m. pour n—w, effectuons

dans (6.8) Vopération — .. 5 dz, d'on
2T Ss1<a
I
(6.11) Z 2T E e 1T N1Tatn, = Y, | |<1¢2(q, 91; 3, 1)z "1 ds.
ny=0 b

SUPPOSOI\S pour le moment que
(6 12) n <1,

de sorte que (1.51) est valable. En utilisant cette équation, nous
voyons que ®, [équ. (6.10)], considérée en tant que fonction de s,
est holomorphe sur le cercle | 2| =1, au péle du premier ordre z =1
prés. Donc la limite, pour n— =, de la derniére intégrale est égale
a— (Res®:)._4.

En calculant ce résidu a I'aide de (1.51), et en écrivant ensuite
respectivement z et n au lieu de z; et 74, nous tirons ainsi de (6.11)
pour n — o la formule

2 zn E e—9gT—q: 7™
n=0

= 1=

T @ a+aze(—qn)
6.13) [EEELIESS

g+qi—n+ne(—~9—q)
_gu(3)—n 91(q + 90(3)) ]
qo(z) ¢+ go(8)—a+n(—g—qu(3))
\ [R(g) R(g1) >0, |z| <1);

ici 7 et 7" désignent respectivement le d. a. d’un visiteur quelconque,
et celui du n®*™° visiteur subséquent en état d’équilibre statistique.

En effectuant dans (6. 13) opération — f /ﬂ PR L )
\Zﬁl) [ qql
nous obtenons pour la f. g. des probabilités
(6.14) Pl (2, t1) = Prob(z <t, s < &)
la formule
(6.15) L(t 613 3) =25"p(")(t, t)
n==0

1—n 1
=(2m')2jcJ(c‘eq%l’qi—m-n“(-—ql)
x[ (g1 —m)(g+q1)
g+qi—n+ne(—g—4q1)
_go(z)—n 91(g + 90(3)) ]dqdqi,
q0(3) ¢+qo(@)—n+ne(~g—qu5) ] I




PROBLEMES STOCHASTIQUES. 67

Entre autres, cette formule nous permet d’étudier les f. r.
P

(6.6) it )= L(t, b5 )5t da

s«

pour les grandes valeurs de ». En transformant cette intégrale de la
méme maniére que (1.45), nous trouvons en premidre approximation

\
(6.17) s (e, ) = p(t)p(t)+ Or.z,<7-"" rf?) (n <1,

la f.r. p(¢) et la constante 5"(>>1) étant respectivement données
par (1.36) et (1.59). Donc pour ¢ et ¢, donnés, I'écart entre p*) (¢, &)
et la f. r. d’état d’indépendance stochastique p(¢)p(¢:) tend vers

3

zéro avec n—* comme 37" n .

Ezemples.— 1° Pour fi (1) =1—e™, e(3) = E——_’-_—;[équ. (2.11)}

le deuxiéme membre de (6.13) se transforme en

dr gq—Big—Pg+rqg+i—m

n—1 {(r+ q)’_qz,
2 4

p— e e ?
— —+8) F4
/ :+\/(‘x 4rx) Cnsmn— —E

b} P+ 1N

\ f(1—n) 1+¢ 1+¢1 g+gi—B

(6.18)

<o
-

O

~

donc en une fonction symétrique de g et gi; par conséquent,
L(t, t1; ) [équ. (6.15)]est symétrique en ¢ et ¢;. Réciproquement,
on peut démontrer que f; () =1—e™* est la seule f. r. qui rende la
fonction L (¢, ¢1; 3) symétrique.

En substituant (6.18) dans le deuxi¢me membre de (6.15) et en
appliquant deux fois le théoréme de Cauchy, nous obtenons

t

LU e — ML M)3 g8y
(6.19) L(t,t,;z)=) +(l—"ﬁ)(l3|+l)°

] [ eﬂl(l+1,)> (t = ti))

o —

\ L(ty, t; 3) (t < ty).

En développant le deuxiéme membre en série de Taylor en z, on
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trouve en particulier

e ) =1— qe—“—”’l—'q :e*(’“"t“) (t=10),
6.20 R(E Ey) = 1 — m eI T 0 e—ti—nty)
(6.20) < p(f ) =1—me e :
29 n(t—t) N S
X<I+(l+m2+ ) I e A el

2° Dans Phypothese ou T =1, done ¢(z) =e-[équ. 2.32)], on
déduit de (6.15) pourn=1:

Zt—1),
©6.21) p(z, ”)":é e(?) (oLt Zti—1)
’ p(t) — e~ Met=N(p(t +1)—p(£)) (Etr—1;8>0,8>0)

la f. r. p(£) étant donnée par (2.36).
Passant 4 des problémes qui, au lieu de fonctions de répartition &
. une ou a plusieurs variables, concernent le calcul d’ensembles dénom-
brables de probabilités, nous désignons par & (n, i=0,1....)
I'événement suivant :

(6n) A Uinstant darrivée Xoy du (n+ 0)*™ visiteur, ezac-
tement i personnes se trouvent devant le guichet, soit en atlente,
soit en cours d’ opération.

Pour que &,; ait lieu, il est évidemment nécessaire et suffisant que
I'instant X,., soit situé cnire les instants de départ des visiteurs

(n—1)*me et p'*™¢, donc (en nc tenant pas compte d’événements de
probabilité zéro) que les inégalités

xn—i+ n— l+Tu——| \xn+i xn+rn+ Tu
(n=o0,1, ...; Xey=14=Ty=0)

(6.22) {

solent vérifices.
On voit immédiatement qu’a I'aide de la fonction s(z) [ équ. (1. 13)]
I'indicateur y,; de 'événement &,; peut éire représemé comme suit :

(6.23) Ym= $(Xnws— Xnm1— Tnot— Tt )s(Xn 4 tn+ Tn— Nae)
= ${Xp+2:— Xpo1— Spn—1— Tye1)— $(Xpri— Xn—Tn— Tx),

car cette fonction est égale & 1 ou 4 o, selon que Xn.; satisfait, ou
non, aux inégalités (6.22).
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Comme la probabilité p,, de &,, est égale & I'e. m. de i, il vient,
en admettant les hypotheses du chapitre IV [voir (4.4)],

(6.26) pu=Ey,= f"df,(to)‘[tdfn()»o)[udfs(ﬂo)...
xfo” dfmn)jo“ dfe(mfo” Afs(Fuer)- -
X‘/O‘wdf”(." n+i—1)

> (s(-ll'n—kl—-[n—l““-n—l — i) "“S(Jn—H —Ly—Tp— tn))-

Représentons d'abord s(#,.i— 2n—7a— ¢,) par l'intégrale de
Dirichlet (1.14); en. remplacant en outre z,,,— Z,, €n verlu

41—t
de (1.4), par Y, yu il vient
k=n
6.25) s(x,py— r,—7,—1t )—:_—l—fexp(q(y A+t Vi —Ta—t ))12
oS H=+i I3 n n Zﬂi ¢ n e SR — n n q

Plagons la droite G de telle maniére que R{g) < n; alors 'opération

f e df’()’u+7——-1) =j e eVt d)’n+[—l
0 0

indiquée dans (6.24) peut étre effectuée sous le signef, ce qui
€

)
n—q

transforme le facteur e”=+— de exp(...) en - Ensuite l'opé-

ration

‘/omdj_'i(t,,)ufg dfg(y,,)...foa.  dfo (Y ntis)

transforme le deuxi¢tme membre de (6.25), a l'aide de la nota-

tion (1.26), en
1 i \‘dq
L eatae (— 9.
2rque i ?"(n—q) q

Effectuant enfin les 3 premieres intégrations indiquées dans (6.24)
qui transforment 7" en E=7"», nous obtenons

1 n \dg
Es(Xpii— Ap— tn—Tp) = — [ Ee—7ime,(— (—“-) 2
(6.26) $(Xner= R 2mjc “O\7=g) 3

(n>o0,ix1),
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et de 1a, en remplacant n et { respectivement par n—1 et £ + 1,
Es(Xn—H'— Xnmy = Tt — Tpy )

((; 27) Thos H—ldq .
)xlee 7 E'(*Q)<_n__q) 'q_‘ (nélvléo)-

Le premier membre de (6.26) est égal a o pour i=o, et celui
de (6.27) est égal & 1 pour n = o.
En portant les derniéres expressions dans le dernier membre de

»

(6.28) 2 2 Py =2z" E/M=2z" E(s(Xnie— Mot — Tt — Tra)

n=n =0 n—==0

— s(Xpae— Xyt = Tn)),
nous trouvons, en utilisant (1.39),

izn_pm— — fd)(q, Z)sl(_q)[ < —q)lﬂ

n==ao
{6.29)
() ]
n—49q q
(Bops=1,dp9=o0pourz>o0,R(g)<m,|z|<1).

Ajoutons toutes les équations (6.29), multipliées respectivement
par z', z désignant, dc méme que z, une variable complexe de
module <Z1. Sur la droite C; qui sera supposée trés voisine de I'axe

imaginaire, les inégalités . J_Y\ql <1 et R(m—nz—g)>o0 sont

vérifiées; il vient donc en vertu de la premiére de ces inégalités

S oy _ ()3 () - )
Z(’n—q)“f’“n—qx— 21«( —‘i ﬁZ( ) S oA—ar—q
=0

et, de 13,

SIS _ gy e dy
(6.30) ZP’LLxZ =1—= " >a. f@(q,z)n( q>q——'r,z—q q
n,1=0

[R(n—m2z—g)>o0]
Comme ®(g¢, z) et ¢g(—¢q) sont holomorphes et bornees pour
R(¢)> 0, la fonction a intégrer se comporte, pour |g|— et
R{¢) >0, comme é;, de sorte que la derniére intégrale est égale au

résidu au point ¢ == n-—x2. Alnsi nous obtenons pour la f. g. des
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Pre=Prob(&y;) la formule

@

n . 1 Z—2
(6.31) Z BT Pu= S(n(1—wx), 3y e (na —n)

1—x
n,1==0

(el fe] <)
De la on conclut, en utilisant les propriéiés de ®(q, 5) établies au

. Wl
chapitre IV, que pour n< 1 el n->o0, la sommeZ‘x‘pm tend vers
iz=0
Popposé du résidu, en z=1, du deuxitme membre, donc vers
Ee=n=0 ey (e —m).
En posant

(6.32) P, = lim p,, (i=o0,1,...)
7>

nous obtenons ainsi, au moyen de (4.6) et (4.13), pour la f. g. des
probabilités P, pour que, en état d’équilibre statistique, a I'instant
d’arrivée d’un visiteur quelconque, exactemeni ¢ personnes se
treuvent au guichet,

i—1nes(0) gy (nez—n)e(ne—mn)—x

(6.33) D Pt = — alnr —n) —» a(ne —1)
1=90
(<1, |&|L1).

Dans les hypotheses des chapitres I et II, ¢’est-a-dire pour ® = o,
donc e;(z)=1, (6.33) se transforme en la formule, due a

M. A. Khintchine [8].

- P (1—w)e{ne—m)
(6.34) Eﬂplx_(l—m RCEEety Py (n<1, || <)
=
Dans cet ordre d’idées se pose aussi le probleme de déterminer les
probabilités p;(¢) (i =o0, 1, ...) des événements & (¢) définis
comme suit :

(&.(¢')) A Uinstant donné ¢ > Xo= o, exactement i personnes
se trouvent ou en atlente ou en cours d’opération.

Décomposons &,(¢') en la somme des événements, deux a deux
incompatibles, &, (¢') qui sont définis comme suit :

(Gno(t)) A Uinstant U, le (n—1)°" visiteur (n==1, 2, ...)
étant déja parti, le guichet est inoccupé.
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(6ni(e)) A Vinstant t', seuls les visiteurs n®™ @ (n 4 { — 1)eme
sont présents au guichet (n=o, 1, ...;i=1, 2, ...).

11 vient alors &,(¢) =Y .8,.(t'), &,.(¢) ayant lieu lorsque les .
, Y q

inégalités
(6.35) Xn_1+ T"._1+T"..,<tl< k"-f— Tp+ T", X,,+,_1< t’< \"_H'
sont vérifiées. Par conséquent, 'indicateur de &,,(¢) est

(6.36) 5 X_m(t') = (3(5"“ N — Tt — Thy ) - S(l'— Np— 1, — Tn))
t XS — N ) — s — \ )Y
et les probabilités de &,,(#') et & (¢') sont respectivement

Eya(f) et pue) =3 By (t).

n==0

En vue de calculer les e.m. E, , on représentera les quatre fonc-
tions s qui figurent dans (6.36), par des intégrales de Dirichlet
[équ. (1.14)] et procédera comme lors du calcul de p,, [équ. 6.24)].
Pourla f. g.

(6.37) im'pm =ixii Ey,.(¢)
=0 =9 n—=o0

on obtient ainsi la formule

(6.38) Extp,(g') = z enie—)

I , ‘n
) — rt -
-+ (1 .z:)27”,j(:e q).,]+,-(1)+r -q.z,n r)
dr

Re(ma—ranr) o (>0, a2 ),
i

Ia fonction ®,., élant pour ® =o donnée par (1.74) et (1.75) et
résultant, pour ®3£o0, des formules (4.10) et (4.9) relatives

a ®,(g, 3)(°)-

(%) Nous avons posé X, = o, de sorte que ¢’ est en fait le temps passé depuis I'1. a.
initial X,. Par contre, si nous considérons X;>> o0 comme v. a.i. de loi (1.9), il faut
sapprimer le facteur z du premier terme du deuxiéme membre de (6.38). et ajouter

\]
n+r

4 la fonction a intégrer le facteur
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En traitant celte intégrale de la méme fagon que la fonction
E(e7|X="1) [équ. (1.81)], on trouve pour les p;(¢) des expres-
sions asymptotiques valables pour ¢ . Pour v <(1, il vient ainsi
en premiére approximation

(6.39) puty=P+ O(e""t'_%) (rFr<oji=o0,1,...)

les probabilités P,, indépendantes de ¢, élant données par leur f. g.
(6.33); la constante 1" a été définie au chapitre I{voir (1.75) et (1.83)].

Le fait que les événements &, (n, i=0,1, .. .) sont stochasti-
quement liés deux a deux, donne lieu & différents probléemes qui
peuvent étre résolus au moyen de la méthode utilisée au début de ce
chapitre et dont le plus simple concerne le calcul des probabilités
pour que les événements &, et &, alent tous deux lieu.

En combinant les deux catégories de problémes traités dans ce
chapitre, on peut aussi étudier les probabilités pour que des évé-
nements tels que &,, et 7o < ¢ aient tous deux lieu.

En revenant aux hypotheses des chapitres I et 1I, donc en négli-
geant désormais les ©, nous donnons ci-aprés sans démonstration la
solution de ce probleme pour n'>> n —+ ¢, a savoir la f. g. des proba-

bilités [voir (6.23)]

(6.40) Pn,i,(l) = Prob(&n,.,; Thry+1< t)
= E[S(t — Tn;11+1,)(S(Xn+i, — Xp—m1— Tn—t— Tn—-i)
—s(Xpay, —Xn—Ta— TN (7, &, l2=0,1,...; >0}

On obtient, en procédant comme lors du calcul de (6.37),

ES

(6.41) D) #7271 54pnu(2)

Nyl 2= 0
_n(s—13y) lz+0fw+o er’
T (2w (R} _lm+0q—n+ﬂzzs(—‘9)
g—n 2 2y —
x[‘l—ﬂﬂ—r—o—nz(s(—Q)(F(r,qo,Z) F(r, ¢, 2))
_ Go(32) — (r.g —F ]
Go{32)— N+r—+mn3 g(-—q,,)(F_(r,qo,z) (r:90(22), )
dgdr 1 U o e7![5,®(q,51)—2:P(g 7-2)]2!2'
r Zy— 39 21:1: —lo+ 0 ? ) ’ q
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Nous avons posé ici
(6.42) F(r,a@, z)= E“D(r-‘-—.z:, z)e(—r—ax) [2 = g, §o, qu{ 22)},

Jo=qo(n—r, n3z,) [voir (3.32)] désignant la solution unique de
I'équation

(6.43) n—r—g—ase(—g)=0

telle que R(gq) > o pour n —R(r) >n|z4|, et go(2,) étant la solu-
tion de (1.43) introduite au chapitre 1.

De (6.41) on tire, pour n < 1, la f. g. des probabilités d’équilibre
statistique

(6'44) Plx,h(t)=}ligp’lalnin(t)

en remplacant z—z; et ®(r + z, 3) [équ. (6.42)] respectivement

—r 1—n)r+2z) .
1— 3 ar (r+717T = ( t en suppri-
par retpar Ee T T a i — %) eten supp
1 1 1%+ 0
mant le terme —f e?'...dq.
31— 392 2T YT

Exemple. — Pour n =, {1=1, {= 0 on déduit ainsi de (6.41)
la formule

_na—m) 1 o) —e(—m)
(8-48)  Pult)= =5 mLMw IR

et, de 13, il vient pour la probabilité de trouver, en état d’équilibre
statistique, une seule personne au guichet,

(6.46) P“,(m):.Px=(1——'q)-1-—:?é%)—’rlz (n<1).
Donc la f.r. conditionnelle du d. a. d’un visiteur qui trouve

le guichet occupé, aucune autre personne n’élani en attente, est
égale a

Piro(t) 7 1 et (=) —s(—n)
6. =
64 5oy = T Mij_.mocql TCEr)

= [l—fu enx alf,(av)J—1

> [f1(t —-0) +fw e—Tie—4 df1(.1,') —--‘/“I° e“’.’fdfg(x)].
1—0 0
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CHAPITRE VIIL.

REPARTITION NON POISSONNIENNE DES INSTANTS D’ARRIVEE (« GENEBAL INPUT »).

Sauf au chapitre III, consacré a I'hypothese de répartition bernoul-
lienne des instants d’arrivée, nous avons jusqu’ici supposé cette
répartition poissonnienne, de sorte que les intervalles de temps
Y,=X,.1— X, entre deux arrivées consécutives obéissaient a la
loi (1.10).

D’une manidre plus générale, nous allons désormais considérer
les Y, comme des v. a. 1. ayant toutes la méme f. r. f,(#), donc

i

(1.1) Prob(Y,< &)= fo(t) [t>0; fat—o)=fo(+0)=0;n=0,1,...]

En outre, nous supposons la f. r. f2(t) telle que sa f. c.
7.2 1] = ) td t
(7.2) (5) f e dfs(t)

converge pour z<C9, oit 8 désigne une constante positive arbitrai-
rement petite. ‘
Pourla répartition desd. o. T, nous conservons 'hypothése (1.6),
en désignant la f. c. de f1(¢) [6qu. (1.26)] pare,(z). ‘
La différence T,— Y, qui figure dans la formule de récurrence
(1.5) sera désignée maintenant par

(7.3) Z,=T,—Y, (n=o0,1, ...);

en raison de nos hypotheses, Z, Zy, ..., 2y, ... sont des v.a.1.
Pour la f.r. commune des Z, nous obtenens en vertu de (1.6)

et (7.1)
(7-4) FU)=PI‘0b(Z<t)=f Sipdfe(y—1t)  (—elt<»),
1]

et pour leur f. ¢. nous trouvons, en utilisant (1.26) et (7.2),

(1.5) q)(z):f‘x et dF (1) = E e = E e5TE e=5¥ = ¢,(3) e3(— 3).

En raison de nos hypoth&ses sur &,(z) et &(z), la f.c. () est
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holomorphe dans une bande
(1.6) —3<R(z)<?

autour de P’axe imaginaire du plan z.
Au moyen de (7.3), 'équation (1.5) prend la torme

{7.7) Tnr1 =T+ Zp )= max(t, + Z,, 0) (n=o0,1,. .) .

et de 1a on tire la formule explicite

n n nt
(1.8) Tyt = max<:0+ZZ“ ZZ“ Zz,, vy Lny 0>

=0 =1 =2

qui peut étre démontrée par induction compléte. Cette formule ne
sera pas utilisée dans la suite de ce travail; mentionnons toutefois
que dans [20] nous avons indiqué une méthode permettant de la
prendre pour point de départ de la théorie des attentes.

En vue de calculer dans les hypotheses présentes, le d. a. initial 7o
étant considéré comme donné, I'e. m.

(7.9) E(e—‘/7n+1|10)=fmdF(zo)... f‘dF(zn)e—“lan,

— o

nous utiliserons une représentation de la fonction e=7* [voir (1.2)],
pour R(g) > o, sous forme d’une intégrale de Fourier.
Au moyen du théoréme de Fourier, on établit la formule

. d
(1.10) e—q"+=i£8‘~”wé6 [R(2) >0, R(g — L) > o]

X

dont la vérification est immédiate. En posant ici 2=1,.1 + Z,
[équ. (7.7)], et effectuant les opérations indiquées dans (7.9), nous
obtenons successivement
—Tarr = 1 f -—-:'\Tn+l..)—_~.._____dc
(7.11) AL , ce §(q—§)’
® . d
(1.12) f e-vf»+xdF<z,,>=L[r»fw(—t)gg;é@

. 27

2R

e :n+|—_q-.. —3%n -7 ———-—-‘1c ‘
Ee _2ni£Ee #( ’)t(q—l)

[o<R(E) <8 R(g—C)>0;n=0,1,...]

(7.13)
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De (7.13) nous tirons pour la f. g. des E e=/™ [équ. (1.39)] I'équa-

tion intégrale

(T.16) qu,z)——f%,z) (—% (;’_‘ 75 e
b

Cette équation intégrale qui est étudiée dans la Note placée a la
fin de ce travail, a pour solution

, D(g, 3; %) = (.._i_ . %) e—%%o
(' §

(7.10) l’ xexp[—;:—:—hf;(—l—i t—“€>

= !og<x~zq><~c))d:] d;
[R(g—1), R({—1), R(§) > o]

Pour 7o=0, 2—;—“/‘: est égale au résidu, au point § = o, de la fonc-
) 3

tion & intégrer, donc

=40
(7.16) @(q,z;o):exp[—;i—zft (qq z)log(t——ch(——C))dC]
=n+0’

=Y anE(e7™o) [R(g—0)>0, |2[<1, a=0]

n=0

et de la nous tirons la relation

to—40

=) ! -—-——-q —Ea
(T.17) ®(q, 3;7) =P(q, 3; 0)+2’”~£,n 05(7—;)6 T

1
< op| = 533 [l g et — s e & |

La f. g. @ étant ainsi construite, passons au calcul des e. m.

(7.18) E e 9%n—71%n+n,

desquelles les f.r. p, ,, (¢, &), définies par (6.1), se déduisent an
moyen de I'équation (6. 2). En nous rappelant que le symbole E2+7—1,
dans (6.6), se rapporte aux v.a.i. Z,, ..., Z,,, _,, nous obtenons
la f. g. des e. m. conditionnelles E (¢77%+~ | 7,) = Ej*" e=7"=+», en
remplacant, dans (7.15), ¢ et 7o respeclivement par ¢, et 7., donc
(7.19) 2 &M ERrht e qitutn, = B (g, 515 Ta)-

ny=90
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Muliiplions cette équation od ® sera remplacé par le deuxidme
membre de (7.15), par 5" ¢, effectuons Vopération E{™ relative
aux v.a.1. Zq, ..., Z,_1, et sommons depuis 7 == 0 jusqu'a n =o0; il
vient alors, en vertu de (6.6) et (1.39),

N -
q’”(q7 G133, 3= 2 3" Z’{‘ E e %41 u+n,

n,n=—~0
= a1 E e
- 2xz'.fCE(lll—5)q)(q+” %5 %)
(7.20) 1 gi—E&
Xe"f’[“a?};/c (g1 —ng—%)

= log(1— z; (— ¥ d:]d&

[R(gi—C)>o0. R(E—E)>o:lz]. {5 ] 1)

En utilisant 4 nouveau (7.15), nous obtenons ainsi une expression
explicite pour la f.g. ®; des e.m. (7.18). On voit aussi que la
méthode employée pour trouver ®, permet de construire de méme
les f. g. @, [équ. (6.9)], etc.

Au moyen des équations (1.45), (7.16) et (7.17) nous pourrons
évaluer E 7™ pour les grandes valeurs de n. Développons d’abord
en série de Taylor la fonction

(1.21) o(— c>=f” e AF () =1— ¢/ ()% +...  [¢'(0)=E(T)—E(})]

qui, en vertu de (7.6), est holomorphe a I'origine. On en conclut
que pour &' > o assez petit, I'inégalité

(7.22) fe (=0l (—REN <
sera respectivement vérifiée pour ¢’(o) << o sur la droite R(§) =—¢',
et pour ¢'(0)>o sur la droite R(Z)=2¢". En désignant par 3,(8)

une constante telle que > Z,>> 1, NOUS reconnaissons mainte-

1
e(x8)
nant que l'inégalité
(1.23) [log(1—39(—1)) | <log(1—z0g(=8)1+ = <w  (5]<L30)-

sera vérifiée respectivement pour g'(0o)<<o et R(f)=—79" et
pour ¢'(0o)>o0 et R({)=2¢". Pour ¢'(0)> o, nous conservons la
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forme de I'équation (7.16); mais pour ¢'(0) << 0, nous amenons le
chemin d’intégration en une droite située & gauche de P’axe imagi-
naire, d’of1, compte tenu du résidu en { = o,

;0)= — (g e
(T.26) ®(g,3;0)= I_Zexp[ 2’Ti~/_‘,.,_oC(q—C)]0g(1 39( C))d{]
['a;'(o)<o].

En vertu de linégalité (7.23), le deuxidme membre de (7.16),
considéré en tant que fonction de z, s’avére pour ¢'(0)>o
holomorphe dans le cercle | z|< 3o, tandis que pour ¢'(0) <o, le
deuxiéme membre de (7.24) a dans ce cercle un seul pole du pre-
mier ordre en z = 1. En substituant les fonctions (7.16) et (7.24)
dans (1.45) ou 'on prendra z, pour rayon du cercle d’intégration,
nous trouvons donc au moyen de la notation (1.13)

o —0
(7'23) Ee ™= S(—-—- ?’(0)) exp [_ E%E—lbf C(qq_ C) I()g(l - :P(_ t)) dt]

+O0(53")  [20>1, 9'(0) # 0]

En introduisant maintenant ® (g, z; 7o), au lieu de ®(g, z; 0),
dans (1.45), nous ne changeons rien & la formule (7.25), car le
deuxidme terme du deuxidme membre de (7.17) est manifestement
holomorphe pour | z| £ z,.

Dans le cas oa ¢/(0) = o0, on démontre dans ’hypothése supplé-
mentaire oil, pour tout y,> o,

(7.26) 1—le(—iy)Ixa(ys) >0  (pour |y|>p0),

qu’au voisinage de z =1, ®(g, z; 7o) se comporte comme

E I_z ; de’
14 résulte la formule
(1.27)  Ee—im= O(L) [R(g)>0, g 0, 9'(0) =o].
Vr
Il vient donc

(7.28) limEe =0 [¢'(0)>0, R(g)>0,q #0],.
ny»xn

de sorte qu’un état stationnaire n’est possible que pour ¢'(0) <<o.
Pour cette raison nous nous limitons dorénavant au cas ou I'inégalité

(7.29) ¥(0) = E(T)— E(Y) = ¢ (0) — &3 (0) <o
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est vérifiée. Dans ce cas, on tire de (7.25) et (7.5) la formule

limE e 7 n=Ee7"
ny» o

to-~0
(1.30) =exp [_ _Z’Ef c'(??——f) log (1 — & (— §)&s (4)) dt]

[¢'(0) <o, R(¢)>0],

valable dans ’hypothése o les f. c. e (%) et £a(%) sont holomorphes
pour { —=o.

Notons que la fonction (7.30) est continue pour ¢ =o. Comme
elle est la limite des f. c. des f. r. p,(¢), elle est donc, d’aprés un
théoréme de H. Cramér ([2]; [3], p- 96) et P. Lévy [10], la {. c. de
la f.r. p(¢)=Ilimp,(¢), de sorte que nous sommes en droit de la
désigner par E e~97,

Exemples. — Dans le cas o (%) ne possede, dans I'un ou P'autre
des demi-plans gauche et droit, qu'un nombre fini de poles, tout en
s’annulant 4 'infini de ce demi-plan de maniére convenable, l'inté-
grale figurant dans (7.30) se ramene & la somme des résidus en ces
poles. Presque tous les exemples traités dans la littérature rentrent
dans cette catégorie, 'hypotheése la plus simple dans laquelle ¢ (¥) se
comporte ainsi, consistant  admettre que ou & ({) ou 2(¢) est une
fonction rationnelle.

Rappelons d’abord que toute f. r. de la forme

N

(1.31)  f(y=1—,

i=

~

3

a; the=%t [t >o0; R(w)>o0], =0 (t<o)

Ny

-~
Il

0

a pour f. c. une fonction rationnelle, a savoir

N A
« A
(1.32) () =f etidf(ty=1 +2 Zau = CK)AH-.

i=1 k=0

Réciproquement, on démontre au moyen du théordme de
Fouricr ([15], p- 533) ou du théoréme de P. Lévy que toute f. r. dont
la f. c. est rationnelle et nécessairement d’un degré = o, est de
la forme (7.31). Dans le cas ot lon a f(4o0)=o, et par

N

suite Za;o:_— 1, le degré de €(¢) est <o..

=1
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Prenons maintenant pour ¢, (%) des fonctions rationnelles, et posons
d’abord, s > 1 désignant un entier,

v -
.53 s & () = =ty d'on
‘f»(t) =1—e"n <1 L T ((snlt‘l—;» (t=0,n>0)

En vertu de (7.29), &:(¢) doit alors remplir la condition suivante :

(7.34) ¢®Fﬂﬂ®—%<m

Comme la f. ¢. 3(2) est la "™ puissance de la fonction ; ZI—C’ f.c.

de la f.r. f(¢)=1—e"" la v. a. dont fs(¢) est la f. r. peut étre
considérée comme la somme de s v. a. i. ayant toutes f(¢) pour f. r.
Par conséquent, on obtient une répartition, suivant f2(¢), de points
sur une droite ( par exemple, d’instants d’arrivée sur I'axe des temps)
en ne conservant que chaque s°™° point d’une répartition poisson-
nienne suivant f(¢). Figurons-nous, par exemple, un groupe de s
guichets ou les visiteurs se présentent suivant la Joi de Poisson, les
visiteurs "¢, (s 4 £)*"°, (254 )", ... élanl dirigés de prime
abord vers le ™ guichet ({=o0, ..., s—1); alors la répartition
des instants d’arrivée a chaque guichet obéira a la loi (7.33)
(161, § 5.

Dans le cas présent, nous avons

o=t = (25 ) (=2,

|
donc
le(—iy)|= —"“——fla.(——i,V)Kl (¥ #0).
(" +r?)

Puisqu’en outre |g( —¢)| << 1 pour || assez grand et R({) > o,
nous pouvons conclure, comme au chapitre I [équ. (1.48)], quela
fonction

(7.35) I*?(_C):_(TI—C();ZGC‘;.(—C)

posséde dans le domaine situé a droite de 'axe imaginaire, déformé a
Vorigine vers la gauche (fig. 1 @), autant de zéros que de pdles.

MEMORIAL DES SC. MATH, — N*° 136. 6
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Qutre le zéro évident £, = o, cette fonction a donc exactement s — 1
zéros { tels que R(§i)) >o (i=1, ..., s—1).

D’une maniére plus précise, %4, ..., {4 sont situés [d’apres [12],
p- 746, o0 (n—;i)n—* a été désigné par 3,(n)] & l'intérieur du cercle
de centre { =1 et de rayon » dont la circonférence est donnée par

(7.36) {=n+mnet (—rxmLbZa).
Il vient, en effet,

p(—n—mne)|=|—e¥p|a(—n—ned)]
=la(—a(1+cosd)—insing)| <1 (—x<P<)

et en raison de (7.34), I'inégalité | ¢ (—7Z) | <1 est aussi satisfaite sur
la circonférence (7.36), déformée, dans un voisinage assez restreint
de {=o, vers la gauche. D’apres le théoréme de Rouché, la fonc-
tion (7.35) posséde donc a l'intérieur de cette courbe exactement
s zéros, dont {, == 0, et pour les aulres zéros il vient

(7'37) 'Cl—"]|<.rl (i=l)"')s_l)'
Remplacons maintenant dans (7.30) la fonetion 1—¢(—¢)

1—9(—%)

ar —I> 7/, ce qui est légitime puisque
p 7 q B puisq

(1.38) [ ”( Llogtdi=0 [R(g—1)>ol;

prenons ensuite pour chemin d’intégration une droite G située a droite
du point g, et intégrons par parties. En utilisant (7.21), il vient

ainst
“E%Z’f_::xé““ql—z)"’gl_?c(_c)d‘
=1ogcp'(o)~1og‘_“;?;;9)_;t_i./‘:'(é_ciq)logl—cprhmdc
(7394 [R(L), R({—q)> o]
=l°gr§;()j—q)—%m log —— C( C)dlogci
=log——2+ 1 ?(")q meltxgc dlog’ ‘?é 0.

Dans le cas présent, la fonction —; log __f(—_C) a dans le demi-

a5



PROBLEMES STOCHASTIQUES. 83
plan R(Z) = o pour seules singularités (i savoir, pour poles simples)
le pole n et les zéros ¢y, ..., ¢y de (7.33) et est O (lCI) pour

[¢] =, R({) > 0. Par conséquent, la dernitre intégrale figurant

dans (7.39) est égale a la somme des résidus en ces s poles, donc a
s—1

——Zlo
obtenons ainsi, en utlllsant (7.34) et (7.35),

s 100'

Pour le premier membre de (7.39) nous

tr —0
I q l—?('—‘C)
7. —_—— log
(7.40) =i Ta=D og >

s —1

(s — ’\3’1(0')"1“1‘! \ 4]
=lO" — ]0'
T —g)—(n—g) 20“@—

et en substituant cette expression dans (7.30), nous trouvons enfin

‘ . (s—ng (0)r''q Z:—
Ee7t=
(1.41) ¢ n—q\—(q—q)'I;
'{s> ney (o) | L—al<aiga(—fy=u1—0),i=1 .., s—1]

Pour s = 1, cette formule se confond avec la formule (1.30), obtenue
dans I’hypothése d’une répartition poissonnienne des instants
d’arrivée des visiteurs.

Soit ensuite f-(t) une f. r. quelconque de la forme (7.31), et telle
que f2(—+0)=o. Alors le degré de sa f. c. [équ. (7.32)] est <Co, de
sorte que celle-ci peut étre écrite sous la forme

(1) w@=—2mEL [REB), o RO > o],
II(@A’_C,)
=1
G;,_, désignant un polynome de degré << s— 1, et les poles B34, ..., f3;

n’étant pas nécessairement différents.
En appliquant a cette f. c. les raisonnements que nous venons de.
faire dans ’hypothése (7.33). nous obtenons la formule

e 77 =(g,(0)—¢&1(0))g

¥ —1 s—1
.43) ><[G*—‘(q)sl(—q)_n(ﬁl_q,] Czaq

=1 i—=1

[R(%1)s ---s R(Zmt) >0,

=1

(
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L4y + .., Loy désignant les s— 1 racines a partie réelle positive de
P'équation

(7-44) Gt a(——[[B—0r =0

=1

Les calculs deviennent encore plus simples lorsque ¢’est la f. ¢. & (¢)
qui est rationnelle. Soit d’abord

i _ e
(7-4) @ ()= =g

/1 (¢) étant alors égale a la fonction de répartition figurant dans (7.33).
Dans 'hypothése (7.29) qui prend ici la forme

(7.46) : <& (o),

la formule (7.30) se transforme en

Alx =10 .
Ee—'/'-j——e\p[——L. log(l— i EAQ)a’lm < J

2mi) (e +C) °l—gq

(7-57) e L t d c'ea(l)
= exp v ~m_ologt__—--————q —(_l—ﬁlo"(l'—(c—o—:)-*')dc

[R(L), R(T—¢g) <o)

Or dans 'hypothese (7.46), 'équation

(7.48) (c+L)y—c'e(f)=0

posstde dans le demi-plan R({) <<o exactement s racines
LR <o, i=1, .. ., 5] qui, toutes, sont situées 4 Pintérieur du
cercle t =—c +cety (—n <Ly <Zn), de sorte que

(7.49) [GL+c|<e (i=1,...,8)

On démontre cela par la méthode utilisée pour établir les propriéiés
analogues des zéros ; de la fonction (7.35).

Nous voyons maintenant que la deuxi¢me fonction 4 intégrer qui
figure dans (7.47) a dans le demi-plan gauche exactement s+ 1
poles {=—c¢c, &1, ..., Lo Puisque cette fonction s’annule pour
[¢]| o, R({) < o comme | ¢ |~ son intégrale est égale a la somme
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des résidus en ces poles, de sorle que nous obtenons

5
(7.50) Eerme EFO G

c» Li—gq
=1

En prenant enfin pour ¢ () dans le decuxiéme membre de (7.30)
une fonction rationnelle de la forme (7.42), donc

ey (=D

nous obtenons par les mémes raisonnements

(7.51) he—vf*II by IIc Y[R - R(G) <o),

=1 =1

Zy, ..., ¢ étant les s racines de partie réelle négative de I'équation

(1.52) G\—.(—q)s»(q)—]](bt+q)=0-

=1

Supposons maintenant que toules les v.a. T, et Y, sont des
multiples entiers d’un nombre ko> 0. f1 () et f2(¢) seront alors des
fonctions en escalier suivant (2.40), toutes les abscisses ¢; étant des
multiples entiers de /o. En supposant d’abord que le nombre de
« gradins » de f;(¢) est fini, nous avons ainsi

fl(t)=2a,_ [iho< t L(i+ 1) hos =0, ..., r],
(7.53) =1

41

=Zak=1 [t>(n+1)A]; Ayyorey A1 05

fg(:)=2m‘ [iho <t £(i+ 1) hes i=0,1,...7;
(7-54) 3

o

Zbk"—;l,g b“bz,..-éo-

1
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I vient, par conséquent,

n+1

&(8) =2 aceths, g (L) =2b‘ el
1 1
et

(=) =t (—0) & () = e R Yoy ethl

i=o0
(7.55) ,

®
(co> 0; €1,€C2, ... 0, E =1, sén),
=0

k désignant le plus grand multiple entier de %, tel que 9(—¢) soit
une série de puissances de e"*. Nous supposons que s> 1, car autre-
ment tous les d. a. seraient nuls. En posant e"*=z, nous avons
ensuite

®

(7.56) 1—z<p(—§)=1—zx—’Zcix' (Co>> 0)

=0

et en raison de la définition de 4, il vient

e

s E c !

[t}

<Zc,=1 (lJz|l=1,z#1).
(i}

En vertu de (7.29) et (7.55), nous trouvons en outre que

=

d 1 ’
E[z -*Zc;xi] =—7z7 (o) >o.
=1

0

En appliquant le théoréme de Rouché au cercle unité du plan z,
déformé au voisinage du point £ = 1 vers son intérieur, nous voyons

que pour |z| < 1, exactement s zéros a1(z), ..., &(z) de la fonc-
tion (7.56) sont situées 4 I'intérieur de ce cercle, donc
(7.57) ai(z)]| <1 (i=1,...,8)

Nous pouvons done représenter la fonction (7.56) comme produit des

xs—232 E cvxY

deux fagteurs .z"*‘l]:[z —a(z)] et -2 dont le deuxiéme

s

= [1=—«

=1
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ne s’annule pas dans le domaine
[o[(= ey < e~h®, | 2| <1

et y est borné. Nous en concluons que le deuxitme terme du
deuxidme membre de 'équation

eshy— 3 E cy avhl

(7.58)  log(1—3z9(—2)) _2 log[1 — a,() e=#%] - log ———*——

[IUM~mun

est holomorphe et borné pour R(¢) £ —d' <o, |z | 1.

| P(q 7 - ..dt de (T.24)

annule ce terme, tandis qu’elle transforme le premier terme de (7.58)
en la différence des résidus en { =o et { = ¢, 4 savoir, en

Lo—0

Par conséquent, 'opération — — f
2ni

Zlog[l —a,(z)]——-Zlog [1 —a,(z)e—29).

De (7.24) et (7.58) résulte ainsi la formule

$
. _ 1 I—a,(3)
(g, 35 0)= 1—23 H 1T —a(z)e i’
1

et de 13, au moyen de (1.45),

(1.59) E e—qv=H L el S P a(n)]-

I —a;e—hd
En substituant dans I'équation (1.24) E e—7° & ¢ (— g), nous obtenons
enfin pour la f. r. des d. a. la formule

IN+O

(7.60) p(t) =fl(1 — a,)Nl;n:t Z_MfLN+oeth(l — e——hq)—1
—-II(I — ) (l -+ s(t—-—h)Za,+ s(t— ‘>h)2 Zaiak+ >

| PP P4
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Dans le cas présent, tous les d. a. sont donc des multiples entiers de 2
et il vient

Ny

(7.61) Prob(r = o0)= H(l — ), Prob(r=4)= ISI(I — a,)ia;,
1 1

1

On procédera d’une maniére analogue dans le cas ot les f. r. £, (¢)
et fa(¢) sont respectivement de la forme (7.54) et (7.53).

Nous allons traiter enfin un exemple o ces deux f. r. sont de Ia
forme (7.54) (ot'nous écrivons % au lieu de 4,), la f. c. de f3(¢) étant
en outre une fonction rationnelle de e’=.

Soit- donc f ( £) une fonction quelconque de la forme (7.53)

(avec n—=w), d'od
£(%) =2a, elhy
1

J2(t) étant définie par les équations
(7.62) b= c—1(1 —c¢) (i=1,2, ...;0<e<1),
donc

ehs
Q) =0—0) -

A

*
I—¢

Afin que la condition (7-29) qui prend ici la forme kEna,.<
1

soit remplie, ¢ doit en outre vérifier a 'inégalité

(7.63) o>1—<2nan>_’.

1
Avant d’utiliser la formule (7.30), décomposons la fonction

I—o(—0)=1—e(~0 (k)

comme suit :

(1.84) 1—9(—l)=1— _‘:0_c Ea,, e—nh

e—hi—
1

ot
,_[,"
e h.— g 1—cC v
= = 11— {1 — > a,enh; .
e—/'».—-c[ l——e*"»( 2 ” )]
1

Or au moyen des inégalités (7.63) et a,> o0 ainsi que de
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o

ia relationZdnzl on conclut que
1

»
i—c —nh?
m 11— a,¢€ v ‘=(l-—c)
1

L= Fna, <t {R(L)=o0),

»
@ (1 + e % .. 4 e—(artTAL)
t

desorte que ,Zan " convergeant parhypothése pour R (¢) << 8(3>0),
1

il existe &' tel que le logarithme de I'expression’ qui figure entre
crochets dans (7.64), soit borné pour R()> —d'. Donc lopéra-

to—0Q

tion — 5::—i _u_ou_qq:T). ..dz de (7.30) qui annule le premier

terme du deuxidme membre de I'équation

—_ _r
(7.63) log 7 = log &
4

»
+log| 1 — 2= (=N a, et )|,
1 —e "3
< 1

transforme le deuxiéme terme en la somme des résidus aux
points {=o0 et {=g¢. Ainsi, (7.30) prend ici la forme

(7.66) Ee—17= [1— A" 0—c)ei(o)]f1 — e—h] [El (¢) =2€ln eu/u]] .

c—era-(1—e)ea(—q) o

Notons que la f. r. définie par (7.54) et (7.62) tend, pourc =1—mnh
et AN\, o, vers la f. r. f2 () =1 —e™™ de répartition poissonnienne
des i. a. En posant, dans (7.66), ¢=1—nh, et en y subsu-
tuant 4 ¢ (¢) la f. c. d’une f. r. fi(¢, k) suivant (7.53) et (1.33) et
qui, pour 2 ™ o, tend vers une f. r. donnée, on obtientalalimite 2 =o
la formule (1.35) du régime poissonnien, l'inégalité (7.63) se trans-
formanten n << 1.

Calcul de la probabilité p(+- o) et des moments m;(1). — Afin
d’obtenir pour la probabilité de non-attente

g(+0)= lim Ee17-
‘(]}+u
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une expression simple, supposons pour le moment que I'inté-
{w-—0 loe — 10

rale log (v —¢(— —I converge <c est-a-dire que

8 L_m_o g(1—9(—=0) % g q f_,-,_

converge pour un ¢ > 0 assez petit ).

Dans (7.30) on peut dans cette hypothése faire tendre g — +
sous le signe d’intégration, de sorte que nous obtenons
I iz —0 dt
(7.67) p(+o0)=exp [—’2—,:—,-]_‘”410%(1—?(—@))-{]'

En développant ensuite le logarithme du dernier membre de (7.30)
en série de Taylor en ¢, nous obtenons

tx—0

(1.68) logE e~ =Y (— )" =5 = 4" ;]7:—zf gr—tlog (1—g(— L) d3,
n=1 R — —i=—0
ol nous avons désigné par x, les cumulants de la f. r.de la v. a. 7,
donc (voir, par exemple, [3], p. 186)
(1.69) ®i=my(t), %= ma(v)—mi}(z), *y=my—3Imme+2mi,
Inversement, les moments m; s'expriment de maniére élémentaire par
les cumulants, donc par les intégrales qui figurent dans (7.68).
Nous allons utiliser ces formules pour calculer log p (4 0) et my (7)
pour des f. c. suivant (7.33) et (7.34), ainsi que suivant (7.43)
et (7.46).
Dauns le premier cas, il vient
tom—0 s -
(1.70) logp(+0)=— lim — (1+—I——>log(1—n il Q)dC.
—im—0 9— c

PranrY 7/ 4 (n—20¥

En vertu des propriétés de la fonction (7.35), la partie, relative

a 7 1_ 7 de la derniere intégrale est égale &

i () e (- )

donc, sa limite pour ¢ —>+-co est o. La formule (7.70) prend ainsi
la forme

L et g (— 4 a¢
(1.71) loge(+0)=—c3 ) olog( (.,]_z)s)

. fo—Opns g (— 1) df
glﬁ_ﬂ—f,,,*on(ns—t)"’ T
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Le n'*™ terme de cette somme est égal a la somme des résidus aux
poles {=o0 et {=m, respectivement d’ordres 1 et ns, de sorte
qu’au moyen de la substitution =7 -—mnz et en utilisant la nota-

tion [d:l‘.fr(f)]x—o =[f(2)]}", nous obtenons

- L3 ) jles =1y
(1.72) 10g9(+0)=—2%[1 — (ns_l_ 3 [Ei( - 1‘;“‘”)]0 ]
n=1

En traitant de l]a méme fagon I'expression qui résulte de (7.68) pour
I'e. m. du d. a. m,(t) = x, (7), nous trouvons

iw—0

7.93 = 1 ( e (—R)\ 48
(7.73) my(x) rr T A ] e e )C'l
_._{ m1_1__ ' 1 Elll(‘_'rl""'ﬂ-’z') (ns——n]-
_nzn[—n(s—na,(o))+(m_l)![ S ]0
n=—1

Admettons en particulier que les d. o. T; sont toutes égales a s, d’on
[voir (2.32)] & (¢) = &% et &, (0) =s; alors l'inégalité (1.34) prend
la forme n << 1, tandis que (7.72) et.(7.73) deviennent

e ns—1 ‘
(7.7%) logp(+o)=_21n[,_e_,lm2(nljv!)) ]
k=0

n=1
S e Q (s
=—aQen X Gy
n=1 hA=ns—1
® ns—1 )Ic
- I nsm
(7.73) m,(-:)=%2;[—713(1—T\)+e—""12(——-k—!-—(ns—k)]
n=1 k=0
_ s S nen B Lt _
_SZe "ﬂz(k+l)!(k+1 ns).
n=1 k=ns

Ces deux grandeurs peuvent aussi étre interprélées comme la proba-
bilité de non-attente et 'e. m. du d. a. & un groupe des guichets (ou
lignes) ou les visiteurs (les appels) se présentent suivant la loi de
Poisson fu(t) =1 —e™ (n<< 1), ont tous la méme d. 0. (=s) et
sont traités dans leur ordre d’arrivée. Car cette régle de priorité
répartit automatiquement des visiteurs dont les d. o. sont égales;
suivant les s queues particulidres décrites plus haut, les i. a. de
chacune de ces queues ayant la fonction (7.33) pour f. r. Pour de
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grandes valeurs de I'entier s, les deux dernitres grandeurs admettent
des formules asymptotiques, différentes selon les hypothéses faites sur
le degré d'utilisation v ([12], p. 78 el 749; [13], [14]).

En choisissant ¢, et ¢ suivant (7.45) et (7.46), nous obtenons, en
procédant de manicre analogue au cas précédent,

iw—0 R
(7.79) ]Qg9(+(’)=_~;::if ’°g(‘_fci(cc)z>%t

—iw—0
B
- (ns)! i—2 o ’
n—i1
- . 5 % 1 €3 (— ¢ + cx)|lns—N
T.97 mi(z)= > .
(1.77) 1%) clz(ns)![ (G=zF o

Admettons ici en particulier que les intervalles Y; entre des i. a.
consécutifs sont tous égaux a s (de sorte que les arrivées ont lieu &
horaire fixe), d’ou &,(¢) = ¢%. Alors (7.46) prend la forme ¢ > 1,
tandis que (7.76) et (7.77) se transforment en

@ ns—1.
1 nsc )t
(7.78) loge(~+0) =— ¥, ~e=nse (“) (e>1),
=1 h=0
oe ns—1t \k
) I n .
(1.79)  my(x)=2 B, % ense ( Zc!')‘(ns—k) (e>1). ()
n=t k=0

Atténuation des hypothdses imposées aux f. r. fi(¢) et fa(t). —
Dans les seules hypotheses

(7.80) E(T)=‘/‘tta’f1(t)<ao, E(Y):fmldf,(t)<oo,

M. D. V. Lindley [11] a démontré que pour E(T)<<E(Y), ainsi
que pour E(T) =E(Y) et Prob (T —Y =o0)=1, p.(t) tend vers

(") Pour obtenir, dans diflérentes hypothéses suv les I. r. £, (¢) et f,(¢), des formules
explicites de ¢(¢), M. W. L. Smith [21] a utilisé la méthode de résolution de I’équa-
tion de Wiener Hopf donuée en 1940 par M. F. Smithies ([22], § 4).

Tant qu'il ne s’agit que de la seule f. r. d’équilibve statistique, il n’y a pas de diffé-
rence essentielle entre cette maniére de procéder et la ndtre, indiquée d’abord
dais [20] et basée sur. [16] [équ. (1) et (1) ].
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une f. r. limite p(6), laquelle satisfait & l'équation intégrale de
Wiener-Hopf

(7.81) ‘c(t)::———fzp(.‘t)de(t—-x) [¢>o0, F() = Prob(T — Y < )]
]

Réciproquement cette équation détermine pour E(T) <E(Y)la
f. r. p(¢) de maniére univoque, mais pour E(T)XE(Y), il
n’existe pas, sauf dans le cas particulier mentionné plus haut, de f. r.
qui satisfasse & (7.81).

CHAPITRE VIIL

REPARTITION DES PERIODES D'OCCUPATION ININTERROMPUE b'UN GUICHET.

Ce probleme a été posé par Emile ‘Borel {1] qui a établi la

répartition des durées des périodes d’occupation ininterrompue
(p-o0.1.) en supposant que les instants d’arrivée des visiteurs sont
répartis suivant la loi de Poisson et que leurs d. o. sont égales.
Une remarque intéressante est due a4 M. D. G. Kendall ([6], p. 168
et 169) qui a observé que dans I'hypoth&se d’arrivées poissonniennes,
les d. 0. 6tant réparties de maniére quelconque, le probleme de la
répartition des p. o.1i. est identique a celui de la disparition des noms
de famille, traité par différents auleurs anglais et scandinaves.

Nous établirons d’aprés [19] la répartition des p. 0. i. en supposant
toujours que les intégrales ei(z) et &(2) [équ. (1.6) et (7.2)]
convergent pour R(z) <8 (6> o).

Pour simplifier, nous supposons en oulre q’il existe dp > o tel que

(8.1) ea(iy) = O( ]y |=%) pour |y|->om.

Au moyen de (1.23) on en conclut que la f.r. f2(¢)est continue.

Car en raison de la convergence def t=%=1dt(c > o), linté-

grale f

membre de (1.23), tendent vers zéro pour & — o.

qmthte ,,lzsg(u)ldc et par conséquent, le deuxiéme
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De (8.1) résulte en outre la relation

e2(8) =0yl Rlogly]) (s=z+i, vL2e<0, |y]=>®) (%),
donec

(8.2) &(3)=0ux(|Im(z)|"¥) [R(2)Lzo<0,]Im(3) | >,0 I3 <F).

Admettons qu'a I'i.a. Xg=o0 du visiteur initial le guichet est
inoccupé, donc que 7o= o. Nous dirons que la p. o. i. qui commence
a cet instant est de classe 7 -+ 1 (7> 0) si elle est composée d’exac-

n
tement n +1d.0. Ty, ..., T,, sa durée é¢tant alors égale a ZTi.
i=0

Pour qu'une p. o. i. soit de classe n 1, il faul et il suffit que :
1° aucun des visiteurs 1%, ..., n'*™® nlarrive aprés le départ du
visiteur précédent; 2° le "™ visiteur parte avant I'i. a. du (n 4 1)*"°
visiteur.

Au moyen des notations introduites au chapilre I, ces condi-
tions prennent la forme

To= 0, -+ T+ XX (=0, .0, —1); T+ Th+ X, << Xpt
ou, en utilisant (1.4), (1.5) et (1.2),
(8.3) to=0, T =17+T,~Y;>0 (i=o0,...,—1); 1,4+ T,—Y,<o.

En ajoutant ces inégalités, nous obtenons

n

(8.4) w=F(Ti— YOm0  (i=o, ..., n—1); N (Ti— Yo <o,

k=0 k=0

Z(Y/;— T,) > o étant I'intervalle de temps entre la fin de la p. 0. 1.
vk=0
en question et le début de la p. o. 1. suivante.

(%) Pour obtenir cette relation, on peut employer la formule

i= v
1 g,(5)dt
5 = — —_— R -
wo= .5 FET IRGI<]
Cette formule se démontre en utilisant le fait qu’en raison de la continuité de f,(2)
pour £ = o, 'expression (1.24) est nulle pour ¢ = ¢, et @ = 0. Au moyen de(8.1) on

= & v
' s e, (0)d
montre que lintégrale f &)

¢ est majorée par une expression de la
—23
—lex

forme c(a,) |y |~log|y |-
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Ces inégalités représentent les conditions nécessaires et suffisantes
auxquelles doivent satisfaire les v. a. 1. T; et Y, pour que notre p. o. 1.
soit de classe n 4+ 1. D’ailleurs les cas od une ou plusieurs de ces
relations sont satisfaites avec le signe d’égalité, peuvent étre négligés.
Car comme, en vertu de notre hypothése (8.1), la f.r. f2(y) des Y;

est continue, la probabilité pour que soit vérifiée, par exemple,
I'équation

i

(8.5) N (Ti—Y¥i)=o

h=0

[ qui signifie que le (Z + 1)"*™° visiteur arrive a I'instant de départ du
visiteur précédent |, est nulle.

En négligeant par conséquent tous les événements suivant (8.5},
nous pouvons dire que I'indicateur de I'événement

(6ns1) «La p.o.i. qui débute ¢ Uinstant o, est de classen -1 »
est égal a

(8.6) I:l—sIZL(TA—Y/,)] Ill:_[szl(TL—Y'L)=nn—x,,+1,

k=0 i=0 k=0

ol nous avons posé

n—1 i

(8.7) Re=1, z,l=]]s2(TL—-Yk) (R=1,2, ... ).
i=0 Ai=0

La probabilité de 1’événement &,., est évidemment égale a
E(nt,— Tn1i1), E étant I'opérateur qui figure dans (1.15). De méme, la
probabilité ga.1() pour que notre p.o.i. soit de classe n -1 ainsi

n

que d’une durée 2T,-< t, est égale &

aA=0

X
\ gn+1(t) = Prob <sn+1; 1< r)

(8.8) . {=0

=E[(7:,,-—:v,,+1)s<t—2T1>J (t>o;n=o0,1,...).
i=0

On en tire pour la f.r. (conditionnelle) des durées des p.o.i. de
classe n 41 I'expression

gn+1(t)/gn+1( ® )= Enrt (O E(mn— Tpr )



g6 F. POLLACZEK.

En vertu du théoréeme de P. Lévy, la fonction non décroissanie

&n+1(t) (nous poserons g,1(t) = o pour ¢ < o) peut étre exprimée
en ses points de continuité au moyen de sa f. c.

(8.9) Tr+1(q) =[_: e ttdg, v (t)= E[(*n""ﬂh—m)exp <— q; Ti):l

[R(g)>o0;n=0,1, ...]

Ensuite

Vs n

(8.10)  gnai(t, tY=FE I:(:t,l— 7:,1_,_1).5'( I—Z T,)s ( t'—Z(Y,-—- Ti))]

\ i=0

\

est la probabilité pour qu'une p. 0. 1. soit de classe n+ 1, et que
sa durée et l'intervalle de temps qui. la sépare de la p. 0. 1. suivante
soient respectivement << ¢ et << ¢'. Clest la f.c. de g (¢, '), &
savoir la fonction

i n " \
(8.11) Tun (2, @) = E[(’Tn—ﬂn+l)exp( ——.Z‘Z(YI—T;)-— qui )]
=0 i=0 7

[R(g)>0, R(z)>0;n=0,1, ...]

\

que nous allons déterminer d’abord afin de faciliter les calculs
ultérieurs. Pour z = o, cette {. ¢. s¢ confond avec (8.9), donc

(8.!".) '|'n(01 9)=‘{n(7)-
On reconnait aussi que dans le cas d’une répartition poissonnienne

des i.a. <52(———x)=ﬁ—5>, l’intervalleZ(Y,-—-T;) est, dans
i—0

I’hypothese (8.4), une v.a. poissonnienne, indépendante de la

9} . . . . .
v.a. 2‘ T; et de I’entier 7, si bien qu’il vient dans ce cas
0

(#8:13) @ D=1 [pourfe(t) =1—en]

Au moyen des notations

(8.14) Jo=1, Jnti (2, §) = 7nt exp(\_x%(Y‘_Ti)_q;oTi)

(n=0,1,...)
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et en vertu des relalions

(8.15) E[zn exp(*‘”i(y'_'r’)“qi'r‘>]
— E[e—xv,.+(x—0q)T-J,,(.z', 7)] '
_—_L(”df,(z,.)£”dfz(yn)e—’-"*‘”‘""’“EJ"(“” ?)
=& (2 —q)ea(—=x)Ela(x, q),

Péquation (8.11) se transforme en

(8.16) ‘ Ta+1(Z, 9)=51(E—9)52(—$)Ejn(z‘, q)_EJn+1(‘z'7q)
) ? (n=0,1, ...)

De la, nous obtenons pour la f. g. des f. c. ya(2, ¢q)

7) ‘ Dz, ) =1—(1—zu(z — ) aa(—2)) D5 Eln(, )
o n=1 n=0 ,

l (lz] <)
En employant la notation
(8.18) I(=, q,z)=2z"EJ,,(x,q),
n="0

I'équation (8.17) prend la forme
(8.19) Zznyn(x, =1—(1—a(—g+a)a(—2)) (= ¢, 3):
n=1

les dernidres séries convergent pour |z | <1, puisque |va.{(z, )i,
[Ju(x, )] et |EJn| sont L.

Nous élablirons maintenant une relation linéaire entre J 4 et .,
d’ot résultera pour I(z, ¢, z) une équation intégrale linéaire.

Au moyen de la relation ° '

n
S ::nsZ(Tg—-Y,)
i=0

qui résulte de (8.7), la formule (8. 14) se transforme en

;qéri xzn(r.~v;\ n
(8.20) Jaoi(x, g)=1=5,€¢ ° € ° s Z(T'— Y:).
=0

MEMORIAL DRS SC. MATH. — N* 136.
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En vue d’obtenir EJ,.4, E étant Vopérateur figurant dans (1.15),
calculons d’abord 'intégrale

" —vzn‘ﬂ. " xzm—m ”
Jos1 dfs(Yn) ==, ize i=o T, — Y\ df:(Y,
S i dny=rae = [ 2T V0 AV

0

n
Pour cela, posons a :2 (T;—Y;) dans l'identité
0

I
E—uar

e¥e s(a) = (e —1) s(a) + s(a) = -2—;—‘ [eﬁa < —_ %) dt + s(a)
¢

(8.21)
[R(§)> o0, R(E—=2)> 0]

01‘1‘} converge uniformément par rapport a a, et effectuons l'opéra-
¢

, —7 0T ne e

tion mpe o f ... dfa(Y,); 1l vient ainsi
o

n—1i

(E V)EL—&E\
(8.22) f J,H.,dfz(y,,)_n”—l— o E,,(_g)<
]

2% C

1
E—ur

-zl IIZT'fM (ZT,-—,}:Y—V >df(m

Le deuxiéme terme du deuxidme membre est égal &

qZT! n

H(35)

et peut, en vertu de (1.24) et (8.1), étre écrit sous la forme

"""—@Ti;ﬁfh <ET—; >=s<—s>§;

en substituant cette expression dans (8.22), nous obtenons

fﬂdfe(yn)JnH(x, q)
[+

8.93 (E—q)éTs—E“Y.
(8.2 ) =7‘n"L'fe o " e (—E)
C

2%t
[R(E), R(§—2)> 0]

E—ux
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En supposant provisoirement R(g—z) > o, nous pouvons amener
C¢ a gauche du point ¢, de sorte que R(¢g—E)>o0. la der—

ni¢re intégrale est alors majorée par lintégrale f sg(—’g) gy
laquelle converge en vertu de (8.1). Par conséquent, l'intégrale (8.23)
converge uniformément par rapport 3 Ty, ..., Ty, Yo, ..., Y,_,, de

sorte que P'opération E relative a ces varlables peut étre effectuée sous
le 51gnef Ainsi nous obtenons, en procédant d’abord a Pinté-

grauonf .-+ dfi(t,) et en utilisant (8.14),
0

(8.24) [ [T A Iante, )

0 0

__1t r - . dC

=5 ) G Dat— g a(— DT
en effectuant ensuite 'opération E relative & Ty, ..., Y,_;, nous
trouvons

43
(8.25) % Bl (2, ”‘;ﬁfu (E,Q)En(’é—q)sg(——g)m

[R(g —E), R(E—=z) >0l
Il en résulte pourla f. g. I(z) =1(=, ¢, 2) [‘_éclu- (8.18)] Péqua-
tion intégrale .
(8.26) { 1) = 35 [ 10—
[R(g—§), R(E—=) >0, |5]<1]

dont la solution [voér équ. (20) et (26) de la Note placée a la fin de
ce travail], est

1 , d:
(8.27) { g, ) = exp | — 1 [logGr—s G = pa(— ) 55 |

[R(E—2) > o].

En substituant cette expression dans (8.19), nous obtenons enfin

Y, srtates ) =1 (= sb g (=)

a8) "7 d
(8.28) XCXP[ flog(l—za,(’__q)s‘z(—C))'f:c—x]

[R(§—z)> 0]
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ou, en amenant G a gauche du point z,

@

(8 2()) ZzﬂYn(ﬁaq)=l—EXp[5ﬁ£log(l—zE,(t_,——q)gg(_'_c))x‘i;_:]

n=1

[R(x—1%)> o]

En admettant des hypothdses appropriées sur ¢4 ou ea, les derniéres
intégrales peuvent étre calculées de la méme fagon que l'intégrale qui
figure dans (7.30), et nous utiliserons la formule (8.28) ou (8.29)
selon que la fonction &, ({—¢)e2(—¢) sera méromorphe dans le
demi-plan droit ou gauche des ¢.

Ezemple. —— 1° Soit d’abord
ft)y=1—en, E(—§)= "Ti—g
Il résulte du théoréme de Rouché que la fonction

(8.30) 1—za(l—g (=l =1— a9 [R@>0z]<]

posséde dans le domaine R(Z) <C o, outre son pdle unique — =, un
seul zéro %o(g, z). Dans le demi-plan gauche des ¢, découpé entre £,
et —n (fig. 5), le logarithme de la fonction (8.30) est donc holo-

morphe, et O ( ﬁ) pour |¢|->o. Pour cette raison, la dreite C,
=

dans (8.29), peut étre remplacée par un lacet C' (parcouru dans le
sens positif) qui contourne la coupure. En intégrant ensuile par
parties et appliquant le théoréme de Cauchy (résidus en —n et Zo),
il vient pour l'intégrale qui figure dans (8. 29):

LY S A — o1 T2 _
@30 5o [ = leste —yate (1— e D)
=log(x —%o) — log(x + 1),
et ainsi (8.29) prend la forme
\ - _ x—L8 _ n-+Llg, 3)
(8.32) Nl ) =1 — T = 2D

n=1

Au moyen de (8.12), ou de (8.13), on déduit de 1a :

(8.33) Ez"':u(q)= 1i°,f"—-z—) [fo(t) =1— ene],

n=1
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Zo(q, z) désignant la racine unique de 'equation
(8.34) M+L{—nze({—¢q =0

telle que R(¢) <o pour|z{=1, R(¢)>o.

T

T
C
c! x
A
3{g.x)

Fig 5. — Plan ¢

La derniére équation qui, au moyen des substitutions

n+L=§ aaE—g)=u(l),
prend la forme
(8.35) E—zu(t)=o0 [u(o)Zo],

peut étre résolue par la formule d’inversion de Lagrange ([ 26], p. 133)

2 [dnd;ff—"l(i)]szo,

(8.36)
n I gn— n (z
S@=s0 3 2 [fe B,

JS(€) désignant ici une fonction qui est holomorphe pour { = o.
A Yaide des derniéres formules et de (1.24), on obtient pour 1,(q)
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et pour la probabilité cherchée g, (¢) les formules

(=m)t dnief( -1 —gq)

tn(g) = ~—>5 :lq,,_, )

(8'37) 1 N+ 8 dq
g =lim o [ et (r=na ).

Pour la probabilité pour qu'une p.o.i. de classe quelconque
soit <C¢, on tire des équations (8.33) (pour z=1) et (1.24)
I'expression-

IN+0

BET 1 . dg

(8.38) §lgn<t>-g;q:———m.f_maev'(w,o<q, DE MG
n—

pour laquelle M. Kendall ([6], p. 169) a esquissé une démonstration
fondée sur des raisonneméents probabilistes.
2° Soit maintenant

1
1+q—¢&

Hil)=1—et,  a(l—q)=

Désignons par (g, z) la racine unique de I’équation

Bea(—08) _
1+qg—0

(8.39) 1—z2e(f—¢qg)ea(—{)=1— o

telle que R(¢) > o0 pour |z| L1, R(g) > o. Substituons ensuite la
fonction (8.39) dans (8.28), intégrons par parties et appliquons le
théoréme de Cauchy. Tl vient ainsi

©

n _ I+q—x—38(—x)
Ez Tn(?, g)=1— ar—

n=1

R =1

[R(I—2), R(1+¢g—1), R(Li— ) > o]
1+g¢—2—36(—2) L—1—g+z5(—7z)
L—=x - Li—w

¢t de 1a, en vertu de (8.12),

) Y@= STIE IR =t 0l

n=t
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En développant la derniére fonction, au moyen de (8.36), en série
de Taylor en z, nous trouvons

_ I—e(—g—1)
s Yi(Q)—-——-q—:l———v

(8-42) ?Tn(Q)= L,:n[iﬁi‘_(_@]‘"“” —-(q+l)[5"l(2)](n_” }

n! 5 & f=—g—1 g2 f==—g—1
(n=2,3,...)

et de la en particulier, au moyen de (1.24) et (7.2),

¢
8.83) s =1—et— [ (eme=)df(x)  [flt)=1—e].

Pour &, (¢) = - k] 71 on obtient pour la racine Z; de (8.39)
-
8.4 (g, =)
=4rr—-n_ 1 — = 1z .
= S +2\f(q+1+1q)2 N3 =g +1 =t

donc [équ. (8.41)]

(8.45) le"h(q)=g—-"—2iniﬂ—2%1\/(9+1+n)2——4nz--

Du développement taylorien, en z, de la derniére expression nous

tirons enfin au moyen de I'opération 2—;z.fe'l’ ... %q les formules
(
en—2
_ nr—t (2n —2)! R (14 )¢
(8.46) A0 rerry = Sy sy ) Zo——“

[n=1,2, ..., i()=1—¢"", fo(B) =1—e],

valables pour tout n > o.
En utilisant (8.45), nous trouvons que la probabilité pour qu’une
p. 0. i. soit de classe finie, est dans le cas présent égale a

@47 Won(®) =N 1al0)= 5o (1+n—l1=2]) =1 (1<,

(n>n.

S|

Donc pour n>>1, la probabilité pour qu'une p.o.i., une fois
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commencée, ne prenne jamais fin, donc gu’elle soit de classe o, est
égale a

1
=1~ - .
Po 'q>0

Détermination de p_ pour f;(t) et f,(¢) arbitraires. — La
condition nécessaire et suffisantc pour que la p. 0. 1. qui commence

a I'instant X,= o, soit de classe o, est constituée par les inégalités
i—1

=3, (Ti— Ys) >0 ({=1, 2, ...). Il vient done

k=0

(8:48) po=limE ]_:_! s(n) = l—iE <f[s('c,-) _ﬁs(ci)>.

n=0 i=1

Commel'équation (8.4) est maintenant valable pour toutz; (i >0), nous
n

avons, au moyen de la notation (8.7), I I $(7i) = wn pour lout ; en
i=1

utilisant en outre (8.9), nous obtenons

- =1— E‘u—n =1- n =1— li "Yn .
(8.49)  p.=1 Z (%u— Fart) =1 gy @ =1—lim ¥ sn7,(0)

n=1

Au moyen des équations (8.12) et (8.29) [ou le signe de la variable
d'intégration ¢ sera inversé], cette formule prend la forme

. ix -0 d:
(B.50) | Pe=im exp[ﬁmf log(n—zqa(—c»f]

5=1—0 Y w40

[2(8) =& (D) —E)].

La derniére intégrale se traite comme celle qui figure dans (7.16).
Comme l'inégalité |o(—2)| Lo (—R(Z)) <1 est vérifiée pour
—1<€R (%) < o0 ou pour o < R(¢) < 1, selon que ¢'(0) << 0 ou > o,
nous aménerons dans le premier cas le chemin d’intégration dans le
demi-plan gauche, d’ou

. i»—0 d:
@51y | P==lp i Eexe [5‘11?2',/_.1”_0"’%('_‘ ?(—0) —g]
[¢’(0) <o),

tandis que pour ¢'(0) > o, nous conserverons (8.50).
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! . . .

Pour ¢'(0)=o0, on prendra pour chemin d’intégration [’axe
maginaire, déformé a lorigine (suivant la figure 1@ ou 15) sous
) . . .
forme d’un demi-cercle de rayon r trds pelit, d'oit a la limite r > o

(8.52) p,= lim n;/l—zexp[—;—l.f log:i(-ﬂ C—IE_I [9'(0) =0].

—1— 2 1— z9(it) ¢

En vertu de (8. 1), les trois derniéres intégrales convergent | respec-
uvement pour ¢'(0) > o0, <0, = o] uniformément par rapport a z
(pour 5] < 1), de sorte que nous pouvons faire tendre 5 7 1 sous
les signes d’intégration. Ainsi il vient, en utilisant I'équation (7. 29),

0 [E(T) < E(Y)],

(8 53) y = (x40
r exp[ 2%\:2[ log(1—~¢(—:))%]>n [E(T) > E(Y)}-

—~rl x40

Mentionnons enfin que dans le premier exemple de ce chapitre, on
obtient directement en vertu de (8.33)

(8.54) pz=1—27,,(0)=-—;0—(_?\i),

n—=l1

la racine £,(o0,1) de (8.34) s'annulant ou étant < o, selon quon
a e;(o)é% ou & (0)> %, c’est-a-dire selon que E(T)<E(Y)
ou E(T)>E(Y).

Dans notre deuxiéme exemple, on tire pour ¢, arbitraire des équa-

tions (8.49), (8.41) et (8.39), par le passage a la limite z 7 1,

8.55) p.=o0 [EMZLEWY)] =1—gh(0)=1— E(iz [E(TY > E(Y)}] (-

(®) Les questions étudiées dans les chapitres I, VII et VIII ont été traitées
récemment par M. L. Takacs [23]. Concernant deux points de détail de ce travail
(loc. cit., p. 102 et 104) remarquons : 1° La théorie des problémes stochastiques
relatifs & un systéme de s >1 lignes interchangeables ne se hunite nullement a des
cas ou, en raison des hypothéses admises, Ja queue d'attente se décompose automa-
tiquement en s quecues particulitres. Les formules de A. K. Erlang pour le cas oa
(dans nos notations) f,(¢) =1~ e, f,(¢) =1— e, 1 <s, sont Pexemple contraire
le plus ancien. 2° C'est nous qui, en 1930, avons établi dans [12] la formule (1.35)
comme exemple d’une théonie plus générale; en 1932, M. Khintchine {8] en a donné
unc démonstiation directe.
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CHAPITRE IX.

PROBLEMES STOCHASTIQUES CONCERNANT DES « GUICHETS » SANS POSSIBILITE D’ATTENTE.

Des problémes stochastiques d'une autre nature se posent dans
I’hypathése ot les visiteurs qui se présentent pendant que le « guichet »
est occupé, sont réfusés. Gest 'exemple des réseaux téléphoniques
sans dispositif d’attenle, donc o sont refusés les appels qui, faute de
lignes libres, ne peuvent étre acheminés immédiatement, qui est &
Porigine de cette hypothése. Les problemes de Calcul des Proba-
bilités que souldve le fonctionnement d’une seule ligne, sontrésolubles
par les méthodes utilisées dans les chapitres précédents et nous en
traiterons ci-aprés plusieurs exemples.

Nous conserverons les hypothéses (1.6) et (7.1) surles v.a.1. T,
et Y,=X,,1— X, et I'hypothese (8.1) sur la f. c. ea(3) de fa(2)
qui implique la convergence absolue d’intégrales telles que

Lx—0

d?
f a5 [e>o, ¥xo;
l('-—'?' s

les intégrales (1.26) et (7.2) seront supposées convergentes
pour z < 8(3 > o). Par

(9.1) sn=35n(To, Yo. .... Ty, Y,y) (n=o0,1,...)

nous désignons l'indicateur de P'événement : « Le n'*™° wpisiteur
est traité »; s, est donc égal A 1 ou A o, selon que le r'*™¢ visiteur
est accepté ou refusé.

Nous supposons qu’a I'i.a. X, du visiteur initial, le guichet est
non occupé, donc que

(92) Sp=1.

Au moyen du symbole s, I'instant de départ du n'*®° visiteur peut
étre écrit sous la forme X, 5, Tp, et pour Pinstant de départ du
dernier (du plus attardé) des n -+ 1 premiers visiteurs nous obtenons
ainsi
(9.3) max (X;+ 5;T;)-

i=0,...,n
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Désignons par U, Vintervalle de temps entre les instants X, 4
et (9.3), done

(Un+i=xn+1— max (X;+T,)=
(94) l =0 ... 1

min  (Xp+1— X;— 5, Ty)
=0, n

(n=0,1, ...).

Dans P'hypothése présente, le (n -+ 1)®m° visiteur est traité ou
refusé selon que Uniy > 0 ou < 0. Au moyen de la notation (1.12),
il vient donc

(9.3) sn=28(Up) (n=1,2,...)

et la probabilité pour que le (» + 1)'*™° visiteur soit traité est égale &

(9.6) prri=Espi1=Es(Up;)=1—Prob(Uyps <o) (n=o0,1, ...)

E étant Popérateur qui figure dans (1.15). De méme que dans cette
formule, la valeur attribuée dans (9.6) a s(o) est sans importance,
car en raison de la continuité de fa(y) [qui résulte de (8.1)] et de
'équation (9.7), I'événement U,y = o est de probabilité nulle.

Afin de démontrer que Un, est la différence de deux v.a. 1. non
négatives, retranchons X, des deux termes du deuxid®me membre
de (9.4). Il vient ainsi

9.7) Upr1=Y,— n;ax (Xi—Xp+5T)=Y,—V,,
1=0,,.,02
" lav.a.
{ Vn= max (X;—Xn-i-s,T,):V,,(To, aeey Tn, Yo, "'7YII.—-1)
(9.8) 1=0,...40
( (n=o0,1,...)

étant indépendante de Y, et non négative en raison de I'inégalité

VaxspnTaxo.

Au moyen de (9.7), nous trouvens

(9.9) Eerlnrimz EesMnV=EetBetVr=e(g)Eed% [0£LR(g)<b],

3 désignant l'abscisse de convergence de l'intégrale (7.2). Pour
obtenir E 7+ et de la, la f.r. Prob (U,.1 << ¢), nous n’avons donc
qu'a construire le. m. Ee~7"*[R(g)>o0].

Etablissons d’abord pour les V, une formule de récurrence. En
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utilisant la relation évidente
(9-10) max(ay, «.., Gy ) = max(@,+1, max(ao, ..., @y))
on tire de (9.8)

(9.11) Vper = max{(Sp+: Tpyy, max (X;— Xpaq+ 5,T1)),
1=0,. ..

donc, en vertu de (9.4), (9.5) et (9.79),
(9.12) Vi = max(sp41Trrr, — Upay) = max(Tpeis(Y,— Va), Yo —Y,).
Il vient ainsi
Virr=— Uy (pour Upyy <o), = Tpi1 (pour Un+1>0),
d’ott 'on tire
eV n+i= eMat1  (Upyq < 0), = e~/Tn+1 (Upp>0)
ce qui, au moyen de la notation (1.2), peut s’é¢rire

(9.13) e~ MWnt1=(1— s(Upp1)) €9Unt14 s(Uppy) -9 0n+
= (1— ${Upn+1)) €90n+14- s(Upit) + s (U pan1) (e~ Tlat1—1)
= exp[— ¢(— Uns)*]
+ $(Up1) (e 9Tnti—1)  (UpriZ o).

En utilisant 'équation (9.7) et la formule
—par= L (a4 —
= [ty [Ra— >0 RO>,
nous avons ensuite

(9:14) eV owr= ;‘%fecm_v,)c( d:c)+s(vn—vn)(e—an+x—x>.
[H

et en effectuant ici 'opération f“f” v oo dfa(yn)dfi(tnss), nous
[] o

obtenons

CRONY N f " e 9Vors dfa(yn) dfs(bnss)

- e 53 (8) gl s (1= A (Va)) (a1~ ) =)

2ﬂl <
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109
Comme les autres intégrations indiquées dans (1.15) peuvent

étre effectuées sous le signe f, il vient ensuite
(

(9.16)

« 1
Ee='VYn+s=— —
oW

g df
=5

(= ) =) (1= Efa(Va)).

.
EeVne,

Or, cn vertu du théoréme de P. Lévy ct de la relation f;(0) = o,
nous avons

f‘-’(vn)=j.’(vu)_f-'(0)= QKlf (e\‘n-—l)sl(_c)‘_ic.:

I L3

ami) (e~ Vn—1)e ’(2;) v’
d'ott

L . d
(9.17) Efi(Va)=— (B Da(D) %
to e
D’autre part, il vient

9.18) —— [Er\us,( )C(‘I‘l

Wl t=
= --——l E e":" 2 C

v 744
=V e 9 - .
7 =7 5. (Ee I)E'(OC +I

En portant les expressions (9.17) et (9.18) dans (9.16), nous
lrouvons

ro

-
Ee—’]‘u+1—_—_._l_ Ee— —a} d
PR e —&
(9.19) : P
+E|("7)kl+§2'/_‘w(Ee v 1)e2(%) 3 )
[R(g)>o0; n=0,1, -..]

En outre, n

ous tirons des équations (9.2), (9.8) (pour n=o0)
et (1.26)

(9.20) Vo=150To= T, EeVi=e(—9q)

Introduisons maintenant la f. g.

(9.21) V(g, )= siEes  [R(@)> 0 |5]<1);
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cette série converge pour | z | <C 1, puisque V,> o, donc [Ee=Y~ |
pour R(g)>o.
Pour V(g, z) on déduit de (9.19) et (9.20) I'équation intégrale

a;
q—1t

(9:22) V(g 5~ 505 [ V(G D)a®) 22 =@ u(=9),

ou il a été posé

(9.23)  e(s)= —— + = f_:(\’(:,z>—l_‘z)eg<c)‘—§»-

1i—z oxi
Substituons dans (9.22) la série

(9-24) V(g, 2) =c(z) Y, an(q)2",

n=—0

intégrons au premier membre terme & terme et égalons ensuite le
coefficient de z" a zéro. Il vient ainsi

(9.25) {“"(9):“(—“ an(2)= 72 _,;s(m,(—c)é%:
[R(g)>o0, n=1,2,...]
donc
- . 1M z2a(l)  a(—0dl
(9.26) {v(q,z)—c(z)<=,(—q)+;:—i _1,1—;2(;) — >
[13] <1, R(q)>o0].

Au moyen de (9.25) et (8.2) on montre que
|a,(Ey)| < ¢ [—e<y<w;n=o0,1,...]
¢/ désignant une constante appropriée, ce qui, en vue de la conver-
e 52(C)d‘:|
gence de’/:”° <=7

de la série (9.24).

En introduisant la derniére expression dans le deuxi®me membre
de (9.23), on obtient pour c¢(z) une équation linéaire dont la
solution peut étre écrite sous la forme

ani)_,, 1—3za(l) 4

) justifie le procédé d'intégration terme & terme

(9.27) o(s)=

et pour la solution (9.26) de I'équation iniégrale (9.22) nous
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obtenons ainsi I'expression explicite

(9.28) v(q,z,=_'_[l+_z_ ‘”n—s,<—:)sa<:>dc]‘

1—3 ami, ), 1—za(l) L

= 1T sa(=0) w(d
><I\-1(—‘I)+§;_.—i‘_m1—zsg(§) 7—% ]

De méme que la serie (9.24), la série de Taylor, en 5, de cette
fonction converge uniformément sur les droites R(g) = const. et en
la substituant dans (9.22), on est en droit d’intégrer terme & terme.
De 1a résulte pour les coefficients tayloriens de (9.28) une formule
de récurrence de la forme (9. 19) qui, avec la condition initiale (9.20),
les détermine de maniére univoque. Donc, la fonction (9.28) est
en effet celle des solutions de I’équation (9.22) dont les coefficients
tayloriens sont les Ee=7'»,
Puisque dans nos hypotheses, Uintégrale

sl(’é)=f e dfi ()
[

converge pour { <3 (6>>o0), nous pouvons prendre pour chemin
d’intégration des intégrales de (9.28) la droite R({) =—4' (o < 8" <9).
Comme sur cette droite une inégalité de la forme |ea(£) | = 1—d" <1
est vérifiée, il existe des constantes zo>> 1 telles que les intégrales
qui figurent dans (9.28), considérées en tani que fonctions de z,
soient holomorphes pour |z|< z,. Nous sommes donc en droit
d’étendre le chemin d’intégration de I'intégrale

. 1 :
(9.29) Ke ¢Vn= 2—“—t‘¢ Vg, )7t ds.

au-dela du cercle unité, en vue d’évaluer Ee~*» pour les grandes
valeurs de n. Pour 7 —-o0, nous obtenons ainsi, en admettant, ce
qui sera démontré plus loin, que la fonction (9.28) n’a, pour | 3| <1,
qu’un seul péle (du premier ordre) z =1,

Al — " PR v 1d -1
(9.30) Fe—s* = lim Ee—qvn=[1+-—'— ool ) meh C]

ny>» ‘-“riv_,,c._o I_E'Z(:) C

X[sl(—q)+——l—. T a(=5) @) (E,],

EX T SN l——'Eg(t) g—23
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d’ou, en vertu de (9.9), nous tirons

(9.31)  Eeft= lim Ee?l==¢,(¢)Ee—¥ [0 < R(q)< 3]
nyx

1l nous reste cncore & démontrer que la fonction

l”l—e‘(—:) ) dg

I—2ze(7) 4

(9.3») Stz =1

rme,)

t»

qui figure au dénominateur de (9.28), ne s’annule pas pour|z|<1.
En amenant le chemin d’integration de (9.32) & gauche de Porigine
et en changeant ensuite le signe de ¢, il vient

- - ————t 2
27 1—3:5(—0) T amt) L 155 ) ¢

o [|Z]-_fl],

lz‘—r\’_=’ _ : » ', RN =z, .
705 PPN Gy Ll TG T (=4 &

Pl

la deuxidme integrale étant nulle en vertu de (8.2). Dans la premiere
intégrale du deuxitme membre, nous sommes en droit de rem-

-]
= par la série Zz"a’,‘(— ¢) et d’intégrer terme

[— 36(—7)
3

placer

a terme, d’olt resulte la formule

. 7 . Al , d
(9-33) o= [ = Da

T
tr +0
n=t

Orej(g)er(—t)estlaf c. delav. a.
(9.3%) E=Y+...4+ Y, — T (n=1,2,.. )
En posant F,(¢) =Prob(X,<¢) et en appliquant le théoréme

de P. Lévy, pour ¢ = o, sous la forme (1.24), on voit donc que le
coetficient de 27, dans (9.33), est égal a F,(0), de sorte que

(9.35) f(z)=1+zann(0.)§
n=1

nous cn tirons la relation
(9.36) 1—23)f(z)=1—[(1—Fy(0))3 + (Fy(0) —Fa(0))z2+...].
Or il est ¢évident qu’en vertu de (8. 1),

Fi(o) <1 et Frii(0) < Fr(o) (n=1,2,...)
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Pour |3| <i, le module de la série entre crochets dont les
coefficients sont >0 et ont pour somme 1, est donc <1; de

méme, pour |z|=1 et 21, le module de cetie série est < 1. Il
vient donc

(9.37) f(z)#o (|a]<1).
C. Q. F. b.

Calcul des probabilités p, [équ. (9.6)]. — En vertu de (9.2),
il vient po=so=1, et au moyen des équations (9.6), (9.7)
et (9.17) nous obtenons sucgessivement

©9.38) pu=Es(Un)=Es(Yuci—Va) =B [ dfa(¥n1)8(¥am1— V)

)

= E(I "f'?.(vn—l )) =1— E,f2(vn~—1)

1 b dg
= —_— Ee—3Vn—1— ) = = %
14 2RL£1w( e~ Vn—1—1)es(3) 7 (n=1, 2, )

En utilisant les équations (9.21), (9.23), (9.27) et (9.32), nous
trouvons ensuite la formule

z 4

20 d;
030 Seepnm g w5 [ (¥6 0 ) w0

=c(z) = [(1— 3) /()]

=0

Au moyen de Lopération lim 2—:'t.¢‘ ..z~ dz on en déduit
nyw© v

. Jdo—0 e _c t d: —1
(9-do) P=1'"’””=J‘TIT)=[‘+2%- ll_l(.x:))sa( c) ] '

-1 =0

p est la probabilité pour qu'en régime stationnaire un visiteur
soit traité. En téléphonie, la probabilité contraire 1 — p est appelée
probabilité de perte ou « perte de communications ».

Construction de f.r. & plusieurs variables. — Des problémes
concernant des v. a. vectorielles, analogues & ceux qui ont été
étudiés au chapitre VI et qui se traitent A peu prés de la méme
manidre, sc posent aussi dans I’hypothése présente. Mentionnons,
a titre d’exemple, la f. r.

(9.41) Prob(U,< ¢, Unin, < 1)  (—o <& 6 <)

MEMORIAL DES SC. MATH. -— N¢ 136. 8
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qui correspond a la f.r. (6.1), et dont le calcul se ramene a la
construction de la f. g. de sa f. c., a savoir de la série

@

(9.42) 3, StspEereralaen  [0ZR(g), R(g)) <3 |3, || <1)

n,n=0

En vue d’obtenir cette f. g. on supposera, au lieu de (9.2), que le
« guichet » est occupé jusqu’a l'instant Xo,— U, et 'on construira

©

d’abord la f.g. Zz"EeVU" en fonction du parameétre (Uys20) qui

0
correspond au parameétre 7, des équations (1.44) et (7.15). Cela
nécessite la résolution d’'une équation intégrale de la forme (9.22)
qui a pour deuxiéme membre la fonction (¢(z) —1)e1(—q) + alq);
on a posé ici

(9.43) a(q) = e (— q)s(Uyp) + el s(— U,).

En procédant de la méme manitre que lors de la résolution
de (9.22), on obtient la solution

Vg, 5; Uo)=a(q)+_z_f“‘ a(f)e(?) _di

27L vo1—3e(l) g—3

11 T a(f) e (2) df

9.44) ! T FE R L T—za@) €

z° Tea(—8 ) d%
x[zsx(—'])"‘yci‘/_ml_—;s—;(—i)— q—C]

[12]<1, [26(8)| <1, R(g)>o0]

Pour tirer de 1a la f. g. (9.42), on multipliera le deuxiéme membre
de cette équation ol ¢, z, U, seront remplacés respectivement
par qi, 31, Un, par e (gi1)z"e’, sommera ensuite de n=o0
jusqu'a n =oco et utilisera la formule (9. 28).

Ezemple. — Pour f3(t)=1—e™, &5({) = ;)—2—2-;, les équations
(9.30) et (9.31) donnent respectivement

Ee9' =

1 qg—n
e o] et

kil

(9.45) A 7
JU — fi — (— .

Bet= l+ns’1(0)[n-q aul q)]
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Il en résulte en vertu de (1.24) :

(9.46) Prob(U<t)=—I_fe'IlEe~flbf.lg
27 C q

- ' (orifeay— B\
T 14 ne(0) ‘Miju‘eq ("(q) 'n+t1>qﬂ'

donc, en utilisant (1.26),

1
(9.47) Pl‘Ob(U<t}=I— -I—_._—T‘ETI—(F)G'—'I’ (téo),

= bl "
= e (z+t)ydfi(x) (<o)
et, en particulier,

(9.48)  p="Prob(Uxo0)=1— Prob(U<o)= !

1+ 1n¢e(0)
De (9.32) et (9.39) résulte la formule
I N n— ______E____ — T,
(9-49) Zf = ey =1 s <)

Prenons ici pour fi(¢) la f.r. (2.13), normée suivant (1.33), dont
la f.c. est donnée par (2.16), les positions permises du point
(b4, ba) étant représentées sur la figure 3. En substituant cette f. c.
dans (9.49), nous obtenons

-]
2 ey 5 + G
Pn I+mMI—3 ' 1—C23
0
o l'on a posé

72 (bl_l)(l_bg)’ o1 (1+1)b,b»

1+ (bi+ 1) (b4 1) : (by+1)(ba+1)
_ W+ (bi+ by—byby)
T (B 1) (b2t m)

Ccy1=

En vertu de l'inégalité (2.18), il vient 0 < ¢y <1 ; d’autre part, la
figure 3 montre que selon le choix des paramdtres by et bs, ¢y sera
positif, nul ou négatif.

Donc dans I’hypothése d’une répartition poissonnienne desi.a.,
et sous la condition initiale (9.2), la probabilité p, = T—TI—TI + eyt
tendra, selon le choix des paramétres de la f.r. fi(¢), en croissant

8.
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1

y ou sera méme indé-
I+ 7

ou en décroissant vers sa valeur limite

pendante de n.

NOTE.

RESOLUTION DE DEUX EQUATIONS INTEGRALES SINGULIERES DE DEUXIEME ESPECE.

1° Pour traiter les problémes du chapitre VII, nous avons besoin
d’une certaine solution de I'équation intégrale

1
E—wx

-+

£ —§

o o= [ ) 2= B u(e)dt = er
[R(.Z‘-—-E), R(E—2) >0, I RE(E)I <6]

Ici, I'intégrale de Stieltjes

(2) cp(s>=f°°eitdf(t) (| R(E)| < 3)

qui, par hypothese, converge pour |R(£)|<C9, estlaf. c. d’une f. r.
donnée f(t); 5 et x, sont des paramétres complexes et 7o(>0),
une constante. ”

La reésolution de cette -équation peut étre ramenée A celle de
Péquation intégrale

(3) “(”)‘?zﬂ’ifc(_l—"‘—l—) e(— B u(f)di=1

x—§ E—umo

qui, comme nous allons le montrer, est vérifiée par la fonction

i 1 I I
u(z, xu, 3) = exp [— ;:—l‘/‘:t(x—__c + :—_';o> log(r—z ?(-C))dC]
(R(z=10), RE—20)>0, 2] <z =[max|o(=0){]™)

(4)

Substituons ici & log(1— 2 ¢(—¢)) la série

® —i‘%l?"<—€>=—i%"f f mﬂ_ﬁ?l'df(to---dfan) (18] < 20)
1 1 - -

qui converge uniformément sur C;. En raison de la convergence
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de I—I + C—a‘ lldc|, on peut alors intégrer terme a terme,
d’ox‘x
(6) u(z, xo,z)=expiz_” f...fe%g"df(tl)...df(t,,)
n=1 " S e
él,éo
_zoi“tl
+f...fe S df(e). . df(t)
Nu<o

1

Par suite de la convergence de (2), cette fonction est bornée pour

(7) R(@)>—3>—3, R(z0) <8 <38, |37 |87l = e%lti df(2).

Par conséquent, u(z, zo, 5) satisfait a 'équation

I 1 I
(8 %u(x)—;ﬁ (5(”—E+E—$o)u(E)d5
[R(z —£), R(§E—x0) >0, | R(E) | < &),

car, u(&, %o, z) étant bornée a droite de C¢, la derniére intégrale est
égale au résidu de sa fonction a intégrer en § = z.
En multipliant ensuite I'équation (6) par

1—3(— &)= exp [——i%nfz...fme_lglldf(ti)...df(tn)],

1 — o —

nous obtenons

(9) (l—zq’(_"z'))u(‘z'z ‘2'0)5)
had n —a.i“t, —xél,)
=exp2%j f<e T —e T Jdf(e)... dfita),

21,(0
1

et cetle fonction est bornée pour R{x) < 8,, R(xe) <L do << d et | 3}
assez petit, et égale a 1 pour z = zo. Donc u(z, z, ) satisfait a
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Véquation

(]o) ;%;.I/(‘,‘(.L'LE_FE._l_vo)(l_z?(—E))u(E)dE=l
[R(x— &) R(E—z4)> 0],

puisque, (1—3z¢(—¢&)) u(E, zo, 2) 6lant bornée A gauche de C,
le premier membre de (10) se réduit au résidu en § =, lequcl
est —1.

En ajoutant les équations (8) et (10) membre & membre, nous
voyons que la fonction (4) satisfait a Péquation (3),

C. Q. F. D.

En effectuant maintenant dans les deux membres de I'équation

(3) Yopération

1 e e
27‘”..,( (£ — ko)

(11) . dzg [R(x'—xo)>o, R(x0) > 0, T 0],

nous obtenons I'équation

I e vwhu(z, x, 3 3 " zewhdr
¢12) — u(#, o, )d.z‘o—— - Mchad’
P (& — @xrq) 2y {2z J. (x—Za)Xo

xg

. . R
Xf(.u——sms—xo)?( E) u(E, zo, 3) df = e~

L’intégrale itérée qui figure ici converge absolument, car

Ie—loTo?(_ E)u(E7 Lo, z)'

est borné et f f ' dzo d

S IR (2 —E)(E—z0)2o

converge. Les intégrations par

rapport & z, et & { peuvent donc étre interverties, ce qui montre
que la fonction

1 reqou(r, xry, 3 1 x =%
ﬁ($, z; TO)= ____.f R ( 9 L0y )d.l”o= —_ /‘ _we
2%, (& — x9)xy 2T (x— x0) L0

(13) , : s ,
o] - m[c(x Ly ) oG — s e(— N & | ey
[R(z—2), R — 20, R(20) > 0, | R(Z)| <3]

satisfait & 'équation intégrale (r1).
I} nous reste 3 démontrer que cetle solution de (1) coincide avec
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la fonction ®(z, z) = Zz"Ee*“" [équ. (1.39) et (7.14)], dont

L]
les coefficients de Taylor satisfont & la formule de récurrence (7. 13).

Observons dans ce but que les coefficients de la série de Taylor
{14) u(we, xo, z)=2a,,(w,za)z"
¢

vérifient une inégalité de la forme

Ia"(‘z‘y .Z'o)l= T

1
ﬁfu(x, Zo, 3)3—n—1dz| < c37",

puisque | u(z, o, 3)| << ¢ [ pour des z, 2, 5 suivant (7) ].

Substituant la série (14) dans (3), nous sommes donc en droit
d’intégrer terme a terme, d’olt résulte pour les a, la formule de
récurrence

X — &

(15) apy (2, -To) = E%;-ﬁ‘(?'_fs—)—(g—o_*;‘s?(—f)an(ﬁ wo)dE
1
[R(z —E), R(§—a0) > 0].

En effectuant ensuite dans les deux membres de cette formule
Vopération (11) et en intervertissant, pour la méme raison que

dans (12), les intégrations f et f, nous obtenons pour les

Cxq
coefficients
{16) Ap(r) = —-—f (z:a:,.;;: an(z, o) dur,
de la série de Taylor
(7) Tz, 53 %) = D An(@)n,
0
la formule de récurrence
” X I
() pent@) = 5 [ (FER+ E) v DM &
(n=0,1, ...; Ap(x) = €~T%).

Cette formule coincide, aux notations pres, avec (7.13), ce qui
démontre I'identité des fonctions #(z, 3; 7o) et ®(z, 3; 70).
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2¢ En utilisant la notation

* N+
(19) f...dE:lim ..df (8> 0),
t

N3o /N8,

considérons I'équation intégrale

x ‘ dE
(20) {u(w)—z—; a(E—g)a(—HuE) y=y =1
[R(E—2) >0, R(§—¢) <3]

qui est plus générale que I'équation (8.26) du chapitre VIII et ou &,
et ¢; sont les intégrales (1.26) et (7.2), supposées convergentes
pour z < d. Cette équation est vérifiée par la fonction

(21) :u(x, q,z)=li“agexp [——ﬁ;/; l°g(1_“1(c—q)ez(—t))cd_cw]
[R(Z—=) >0, R(t~q)<3],

ou nous avons posé

(32) a(3)= expzl z"/ f . dfi(h)---dfl(tn)dfe(.}’i)---dfz(_}’n)-

V(t—\ J=0
La démonstration est tout analogue a celle qui a été donnée dans
la premidre partie de cette Note, les équations (6), (8) et (10) étant
respectivement remplacées par

n . (1'—"75" 2;

(23) w(@,q,5)= e pzzj j Cdfyt)dfa(ra),
2( Y 0

(24) u(x)-—' w(Hp— +u(—=) [RE—=)>o],

27

(25) mj (:—zn(&-—q)u(—s»u(s)E e T BTG

Quand P'une au moins des f. r. fi(¢) et f2(¢) est continue, toutes
les intégrales qui figurent dans (22), sont nulles, de sorte qu’alors
a(z)=r1.
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Or, Péquation intégrale (8.26) a été établie dans ’hypothese (8.1)

qui entraine, outre la continuité de f,(z)[d'od a(z)=1], la
convergence absolue des intégrales figurant dans (20) et (22), ce qui

nous permet d'y écrire f au lieu de f . Dans 'hypothese (8.1),
c c
la solution de (20) prend donc la forme

1

_mllog(l—zi1(c—q)€z(—t)) Citx]

id
A

(26) u(z, ¢, 3) = exp

En raisonnant comme dans la premiére partie de cette Note, on
démontre ensuite que les coefficients de la série de Taylor de (26)
satisfont 4 une formule de récurrence de la forme (8.25), d'od
résulte I'identité des fonctions (26) et I(z, ¢, ) [ équ. 8.18)}.

Notons que dans [ 16] nous avons montré comment on parvient
a établir que la solution en question (c’est-d-dire celle dont la série
de Taylor en z peut étre intégrée terme a terme) d’une équation

intégrale telle que (3) doit pouvoir étre représentée sous la
forme (4).
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