
P r o b l e m i  a l  c o n t o r n o  c o n  c o n d i z i o n i  o m o g e n e e  

per le equaz ioni  quas i -e l l i t t i che .  

MARIO ~]~ROISI (Bari) (*) (**) 

~ummary ,  - I4ze are concerned with non-variational boundary value problems, with omogeneus 

boundary conditions, for linear part ial  differential equations of quasi-elliptic type in 

a bounded domain ~ in R n. 

I t  is well known that some of difficulties which arise in treating such problems, 

in comparison with ~regular.) elliptic problems, are connected with the presence of 

angular points in ~: let us point out with B. l ) ~ I  [32] that • a bounded domain for 

which it is possible to assign a correct boundary value problem for a quasi-elliptic but 

not elliptic equation always has angular points ~. 

]/Ve suppose ~ is a cartesian prod~+ct of a finite number of open sets and, in order 

to overcome the difficulties attached to the presence of angular points in P., taking as a 

model the two previous papers [33], [3¢] devoted to elliptic problems with singular 

data, we investigat~ the problem within suitable Sobolev weight spaces~ connected with 

the angular points of ~ and included in the ones we have studied in [35]. With in  such 

spaces we get existence and uniqueness theo~'ems. 

Per dare, con qualehe esempio, un' idea dei problemi che studiamo e dei 

risultati che otteniamo, assegnamo nel piano il rettangolo g t -  {(x, Y)t 

a ~ x < b ,  o < y < d } ,  di cui indiehiamo con 1~1 la porzione di frontiera 

unioae dei due lati di equazioni x ~ - a  e ~c ~ b, con rl  la porzione di fron- 

tiera unione dei due lati di equazioni y----c e y----d. 

[ndichiamo, inoltre, con ~o(~, y) la distanza di (x, y) dai vertici di ~ ,  con 

~(x, y) la distanza di (x, y) da r l ,  ed assegnamo f i e  {0, 1}, s ER ~ e f(w, y) 

tale t he  p~ f E L2(~2). 

Consideriamo allora il probiema consistente nel determinate una solu- 

zione u(x, y) del l 'equazione 

tale che 

~x~ ~y~ A- ~,u -- f in ~ (), = costante), 

(1) s~u 2 ~3 2u 2) dwdy < 

o 

(*) L a v o r o  esegui to  con contr ibuto  de] C. 5L R. 

(**) En t r a t a  in l~edazione il 30 ot tobre 1971. 
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e ehe nel  caso k - - 0  soddisf i  le condizioni  

~U 
U - - - - - - ~ - ~  0 s u  P~ "-'- ~x , u 0 su ]?2, 

men t r e  nel caso k - - 1  soddisfi  la condizione 

u - - 0  su  P2. 

Dai nostr i  r i sul ta t i  segue che esiste ~0 E ] 0, 1/2 [ tale che, se s E [ 2 - -  ~o, 

2-{-. ~o], per  tale p rob lema vale l ' a l t e r n a t i v a  di FREDEOL~I e si ha  un ivoea  

r isolubi l i t~  per  k su f f i e i en t emen te  grande.  

Ind ieh iamo ancora  con ~2(x, y) la d is tanza  di (x, y) da ]?2, con ~3(x, y) 

ta d is tanza  di (~, y) da ~f~, assegnano  k C { O ,  t ,  2, 3}, s E R  1, f (x ,  y) come 

sopra, e cons ider iamo il p rob lema consis tente  nel de t e rmina re  una  soluzione 

u(w, y) dell '  equazione 

~du ~2u _~ 
~ 4  ~y2 ÷ ~k u -- f in f~ (), -- costante), 

ehe ver i f ich i  la  (1) e che:  nel  easo k -  0 soddisfi  le condizioni  

~u ~3u ~u 
a x ' -  ~ = 0 su r~, ~y_---- 0 su r2, 

nel  easo k - -  1 soddisf i  la condizione 

~U 
~-~=0 su P2, 

nel  easo k - - 2  soddisfi  le eondizioni  

~u ~ u  
= 0 su F1. 

Dai nostr i  r i su l ta t i  segue che, q u a l u n q u e  sia s E 121, esiste una  costante  

~s > 0 tale che per  ogni k ~ ~. det to p rob lema r i su l t a  un ivocamen te  r isolubile.  

In  generale ,  s iano:  nl ,  . . . .  nt dei numer i  inter i  posit ivi  tall  che n l - ~  ... 

n ~ -  n, nh ,  . . . ,  m .  dei nume r i  in ter i  posi t ivi  tal i  ehe m~o+. . .+~_l  + 1 -  ... 

- -  m~o+...+~i "- m(O (i = 1, . . . ,  t), dove no = 0. 

Pon i amo  m - - s u p  {m~, . . . ,  m~}, q~- -m/m~,  q = ( q ~ ,  . . . ,  q.), <:¢, q > - -  

= ~q~ q- ... + ~ q ~ .  
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Assegnamo,  per  ogni i E{1, .. , t}, un  ins ieme aperto e l imi ta to  ~2(0 di 

R ~i e un  ins ieme chiuso S(0, eventualmenSe vuoto,  di pun t i  di ~2(0, con la 

condizione the ,  se S(0 @ ~ ( 0 ,  ~2(~) _ S(0 sia una  var ie th  a n ~ -  1 d imens ion i  

di classe C ~ e ~2( ~} sia s i tua te  (( localmente da una  s tessa par te  di ~ ( 0 _  S0 ) , .  

l:)oniamo g~ - -  ~ o )  X ... X ~2('), ~ -" ~20) X ... X ~(~-~) X ( ~ ( ~ )  - -  S(0) X 

X ~2 (~+~)X ... X~2(° ( i : l ,  . . . ,  t), S = ~ - - U ~ A 2 ,  ~(~¢) :~  dist  ( x , S ) , d o v e  

6 u n ' o p p o r t u n a  cos tante  posi t iva,  e ind ich iamo con ~ l ' i n s i eme  dei nu- 

mer i  i ~ { 1 ,  ..., t} per  cui ~12 ,:4:O. 

Ino l t r e  ind ich iamo con LZ,(~), s reale,  la classe del le  funzioni  u tal i  che 

9*u~L:(~2) e con W'~(~2) la elasse delle d is t r ibuz ioni  u su 12 tal i  che 

D,u  ~ L ~ ~+<~. q>_~(~2) per  ~ ~, q ~ ~ m. 

Assegnamo in 12 un  opera tore  d i f fe renz ia le  l inea re  A = Z a~(x)D ~ di 

ripe quas i -e l l i t t i eo  e, per  ogni i ~ ~,  propriamenle quasi-elliltico di tipo v~ su 

3~12 (err. il n. 8, ipotesi  ~) ) .  

Assegnamo inoltre,  per  ogni i r iS ,  un  s i s tema {B#J j~  di v~ operator i  dif.  

ferenzia l i  l inear i  di frontiera def in i t i  su c~2, de l ia  fo rma  

~a, q:>~--PiJ 

e soddisfacent i  la condizione complementare r ispet to  ad A su ~A2 (cfr. il n: 8, 

ipotesi  ~4)). 

S tud iamo al lora  il p rob lema 

A u  : f in ~, B~iu : 0 su ~ 2 ,  j : 1, . . . ,  v~, i E $ ,  

cercando la soluzione negli  spazi W]"(~2). 

I r i su l ta t i  che o t ten iamo vanno  dis t in t i  in quell i  re la t iv i  al case in cui 

le condizioni  al contorno sono di ripe genera le  ed in quel l i  re la t iv i  al ease 

in eui le condizioni  al  contorno sono del  ripe di DIRIOttLE~, e eio~ al ease in 

cui B~] = (O/On~)i, dove n~ ~ la  normale  a ~ .  

Nel  pr imo case o t ten iamo dei teoremi  di un ic i th  e di esistenza,  richie- 

dendo perb ehe ne l l ' equaz ione  a lmeno il coef f ic ien te  di u sia s ingolare  su S 

oppure  che la quasi-ell i t t ici tf i ,  di A degeneri su S .  

Nel secondo case, e ne l l ' i po tes i  t h e  A s i a  fortemente quasi-ellittico in ~ ,  

o t ten iamo ul ter ior i  teoremi di unicitfi, e di es is tenza sotto ipotesi  meno gene- 

rat i  sui coeff ic ient i  di A ma in cai  v iene  a t t enua t a  od e l imina ta  la prece- 

dente  ipotesi  di s ingolar i t~  del coeff ic iente  di u .  

R i lev iamo anche,  come in [33], che, sebbene nei  problemi cons idera t i  

nes suna  condiz ione al contorno  sia impos ta  a pr iori  su S ,  la soluzione pub 

soddisfare  su S ad un  certo numero  di condizioni  omogenee del  ripe di DialO~T.~v, 
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come condizioni natural i  derivanti  da l l ' appar tenenza  della soluzione alla 

classe W:(~2). Infat t i  dal lemma 7.8 segue c h e s e  u E W'~(~) e D~u ~ dotata 

di t raccia su S ,  tale traccia ~ nulla. 

I1 lavoro ~ suddiviso in tre capitoli. 

I1 Cap. I, di carat tere prel iminare ed i cui risultati  trovano applicazioni 

nei teoremi esistenziali s~abiliti negli altri capitoli, b dedicato a questioni  di 

regolarizzazione per problemi quasi-el l i t t ie i  nel semispazio ed a quest ioni  

eoncernenti  la formula di GREEN nel semispazio per operatori  quasi-el l i t t ic i .  

Net n. 1 sono introdotti  alcuni spazi di distribu~ioni che r ientrano in 

spazi pifi generali  studiati  da vari Autori, fra i quati  r icordiamo L. ]:]~(iR~[A/~DER 

it8], L .R .  VOLEVICiI-B. P. PAi'~EYAKH [37], A. C.tV~_LLVCCI [t0], 3i. I~xso [t9]. 

Ne vengono r ichiamati  aleuni teoremi di densit/~, di inctusione e di tracce 

su iperpiani.  

Nei nn. 2 e 3 vengono stabilite delle limitazioni a priori nel semispazio 

relative ad operatori  quasi-el l i t t ici .  Tall limitazioni sono analoghe ad altre 

note nel easo ellittico e eontenute,  ad es., nei nn. 4.4 e 4.5 det cap. 2 di 

J . L .  Lloxs-E.  ~[AG~EI~ES [20]. Le loro dimostrazioni si ottengono opportuna- 

mente adattando al nostro caso i procedimcnti  di [20]. 

Nei nn. 4 e 5 vengono stabiliti dei teoremi di regolarizzazione per ope- 

ratori quasi-el l i t t iei .  La teenica della dimostrazione del teorema 4.1 di rego- 

larizzazione tangenziale ~ in parte del tipo di quetla  utilizzata da T. I~IA~svzAw~ 

in [21] per  dimostrare un altro risultato. La-dimostrazione del teorema 5.1 Si 

ottiene adattando al nostro caso ua  ben noto procedimento relativo al caso 

ellittico. 
Nel n. 6 vengono stabiliti un 'oppor tuna  formula di G-REEN per  it semi- 

spazio ed alcuni risuttati  ad essa connessi. Tall r isultati  trovano applicazioni 

al n. 11 nel teorema relativo alla formula di GREEI¢ in un dominio timitato. 

II Cap. I I b  dedicato allo studio dei problemi al contorno quasi-el l i t t ic i  

in un dominio limitato e nel l 'ambi to  degli spazi W~(~2). 

Nel n. 7 si introducono gli aperti  ~2 e si approfondisce lo studio degli 

spazi W:<~I), met~endone in luce alcuni teoremi di densith e di immersione, 

in parte dedotti dai risultati  det preeedente  tavoro [35]. 

Nel n. 8 vengono precisate le ipotesi sugli operatori  che intervengono 

nel problema e vengono enunciat i  i risultati,  the  sono uu opportuno teorema 

di regoIarizzazione, un teorema di unicith ed un teorema di esistenza. 

Tall r isultati  costituiscono un 'es tens ione  di altri r isultati  da noi stabiliti  

nel caso ellittico (cfr. [33] e [34]), e le loro dimostrazioni, che sono date nei 

nn. 9, 10 e 11, si ottengono con procedimenti  analoghi a quelli tenuti  in [33], 

[34] ed utilizzando una limitazione a priori stabil i ta da T. MA~svz~_wA in [21]. 

Il Cap. [ [ I  b dedieato ad un ulteriore approfondimento dello studio del 

problema considerato nel Cap. I I  nel caso part icolare che A sia fortemente 

quasi-el l i t t ico in ~ e che i dati al contorno siano quelli di DIaIC~L~T. 
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Nel n. 12 vengono studiati  alcuni spazi funzionali  contenuti  in quelli  

eonsiderati  al n. 7 e vengono stabilite delle limitazioni a priori relative a 

funzioni di tali spazi e a d  operatori  for temente  quasi-el l i t t ic i  in f~. 

~-%i nn. 13 e 14 vengono stabilit i  dei teoremi di unicith e dei teoremi 

di esistenza speeifici  per il problema di DIR~CRLE~ e che non r ientrano in 

quelli del Cap. II.  

Rileviamo che questi  ultimi risultati  non solo estendono al caso quas i -  

ellittico i r isultati  contenuti  nei nn. 6 e 7 di [33], ma sono di questi pifi ge. 

nerali anehe se riferiti  ad equazioni ellittiehe. 

~AP]TOLO I 

P r o b l e m i  q u a s i - e l l l t t i c i  i n  u n  s e m i s p a z i o .  

1. - A l e u n i  s p a z i  d i  d i s t r i b u z i o n i .  

Indieheremo con R" lo spazio reale euclideo a n dimensioni di punto 

~c--(x~ , ..., ~c~) e con R~_ il semispazio { ~ c E R " l x , > O } .  

Se o : - - ( ~ ,  ..., a~) ~ una n -p l a  di interi non negativi, porremo 

1 ~ 1 = ~ 1 +  ... + ~ ° ,  x ~ = ~ ,  ... ~ ° ,  

dove 

D ~ __. D ~  D ~,- 
Xl * * '  x n  Y 

D'k =i~x-~k'  k =  1, ..., n ,  i - - V - 1 .  

Porremo anehe 

x = (x', t), ~ ' =  (x l ,  . . . ,  ~ . -1) ,  t = x . ,  

~, = (~,', o,.), ~,'= (:,~, ..., :,._,), D~'= Z) ~, ... D~°-, 
~ t  X l  x n _ l  • 

Denoteremo con u(~) la  t rasformata di FOURIER di u(x), con u(~', t) la 

la t rasformata parziale di FormER di u ( x ) - - u ( ~ ' ,  t) rispetto a x' e con g(~') 
la t rasformata  di FovRI~R di g(w't. 

Assegnamo una  n -p l a  di interi positivi ~ - - I r a 1 ,  ..., m~). 
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P o r r e m o  

m - -  sup  {ml ,  ... ,  m , } ,  d - -  m.c.d. {ml ,  ... ,  m~}, t o o - - r e ~ d ,  

q~ = m/mk(k = 1, . . . ,  n), q ---- (ql,  . . . ,  qn), I!tl "- ql + ... + q , .  

P e r  ogni copp ia  di pun t i  x, y E  R ~ po r r emo  

< x, y > - - 0 c l y ~ +  ... + x , V , .  

Ino l t r e  per  ogni ~ = (~1, ..., ~.) - -  (~', ~n) E R" por romo 

, <  > =  

Si ver i f i ca  f ac i lmen te  the ,  e o m u n q u e  si assegna  un  n u m e r o  reale  a ,  si ha 

(1.1) + < ~ > 2 2  < - - c ( l + l S - - ~ i  ~1"t) ~ ,  ~qEB", 

dove c /~ una  cos tan te  d i p e n d e n t e  solo da a ,  ~ ed n .  

DEvi~iZlOX~ 1.1. - I n d i e h e r e m o  con H~,~(R'), s e r reali ,  lo spazio del le  

d is t r ibuz ioni  t e m p e r a t e  u su R" tall  ehe 

(1 + < ! >~)~/: (1 + < i '  > 2)~/2 u(~) e L2(R~), 

muni to  del la  n o r m a  

(1.2) []uI]~,,~(R~) = (1 + < ~ >2)~(1 -{- < ~' >2)~tu(~}l: d ~ 

Rn 

P o r r e m o  
H ' ( R  ~) = H~ O(Ro). 

Osse rv iamo ehe, in eonseguenza  del la  (1.1), gli sloazi H~,~(R ~) sopra  intro- 

dot t i  r i en t rano  in spazi di d i s t r ibuz ioni  pifi genera l i  s tudia t i  da  divers i  Autori,  

fra  i qua l i  r i co rd iamo L. H(iR~AnDEa [18], L. R. V o L ~ w c H - B .  P. P .~nEYA~ [37L 

Dai  r i su l ta t i  eon tenu t i  nei  suee i ta t i  lavor i  t r a iamo il s eguen te  

Lv,~rA 1.1. - C~(R") ~ denso in  H~.~(R~). Risul la  H~.~(R ~) = (H -~, -~(R")) ' (~). 

Se s2 ~ s~ e s~ + r2 ~ s~ -~ r l ,  allora si ha H ..... (R ~) ~ H'~, ~(R ~) algebrivamente 

e topologicamenle. 

(l) Se E ~ uno spazio di BANAC~, indicheremo con E t il duale forte di E. 
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Osserviamo anche,  come si ver i f ica  fac i lmente ,  c h e :  

L ~ ) ~ A  1.2. - Se s~ > s2 > ss, allora per ogni ~ > 0 esiste una  costante 

posit iva ~ - - e ( s ,  s~, s2, sz) tale she si ha 

(1.3~ 

per ogni r reale e per ogni u E H s. qR~). 

Suss is te  inol t re  il seguente  

L E ~ x  1.3. - Siano u una  distribuzione di classe H', ~(R ~) ed a supporto 

compalto, ~ un  insieme aperto e liraitato conlenente il  supporio di  u e a(oc} 

una  funzione di elasse C°~(R~). 

Esiste una  oostante posit iva c, indipendente da u ,  tale the si ha 

(1.4) Ilau][. , sup I a( )t ° Ilul[   r(Rn) + ~IIUI[ H . . . .  l(Rn) ' 

dove, se r ~ O, l ' u l t ima  norma pub es8ere sosti tuita dalla norma di u 

Infa t t i ,  eons ider iamo una  funzione  ~(x)E CT(R~} tale t h e  

in  

0 ~  ~ ( x ) ~  1 , ~{~c} = 1 in supp u ,  supp ~ C ~ ) ,  

e pon iamo b(x) - -  ~(x)a(x). 

Con r ag ionamen t i  ana loghi  a quel l i  t enu t i  da J. PEE~R.E per  s tabi l i re  il 

l e m m a  2 di [30], si d imos t ra  che esiste una  costante  c ( indipendente  da u) 

tale che 

x ~  R n 

dove, se r --- 0, l ' u l t ima  n o r m a  pub essere sos t i tu i ta  da l la  no rma  di u in Hs-t(R~). 

Da q u e s t ' u l t i m a  re laz ione si deduce  in mode ovvio la  test. 

Deno te remo con J(!~)~) l ' i n s i e m e  dei humer i  raz ional i  k tali  ehe Fequa-  
zione 

< a ,  q > - - k  

abbia a lmeno una  soluzione :¢-~ (a~, .. . ,  s¢~), con gli a~ in ter i  ~ 0 .  

D~HNIZIOrrE 1.2. -- Se ~) ~ un ins ieme aper to  di R ~, i nd iche remo  Wk.P(~), 

k E J ( ~ }  e p reale  ~ 1, lo spazio delle d is t r ibuzioni  u su ~) tal i  t h e  

D~u E Lp(~} per  < c¢, q > ~ k ,  reuni te  de l la  n o r m a  

(1.5) I l u n ~ , p ( ~  ) ---. Y, [ID~uk~(~). 
<¢z, q > ~ k  

Annali di Matematica 
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Por remo  Wk(~) --  W k, 2(~)). 

L ~ M A  1.4. - Se k E J(~q'5), esistono due coslanti c~(k) 

ha per  ogni ~ E R" 

e c2(k) tali che si 

tl.6) c~(k) < ~ > ~ <_ ~ ~ ~ c@) < ~ > ~, 
<~, q>~k 

dove, se k ~ un  mutt iplo di too, si pub supporre c~(k)> O. 

Inollre il sussistere della (1.6) con c~(k) > 0 e ~ fuori  di un  compalto di 

R" implica che k ~ u n  multiplo di too. 

Infa t t i ,  si s tabi l isee la (1.6) per  ogni ~ ~ R ~, osservando che ~2~ 1> 0 e ehe 

si  ha  

(1.7) ~2C¢---.( ~=l fi (l~t]mi)aiqi[<~'q>) 2<a'q>/m~ < ~ >2<~¢,q> 

Se poi k b mul t ip lo  di too, i humer i  m~k/m sono in ter i  e qu ind i  il poli .  

nomio E ~2~ ~ minora to  dal  pol inimio E =2,~.~1,, ~ ~ e percib anche  dal  pr imo 
<~, q>~k i~l 

membro  del la  (1.6) con una  costante  c~(k~ posit iva.  

P e r  d imos t ra re  l ' u l t ima  af fermazione ,  osserviamo the ,  se ~ ver i f i ca ta  la 

(1.6) con c~(k)>O e per ~ fuori  di un  compat to  di R ", esiste a > 0  tale che 

per  ogni t e]a ,  ~ [  si ha  

Z t 2~ 
r~t) 

- -  >~ c~(k) > O, i - -  1, . . . ,  n ,  

dove [m~k/m] denota  il pitt g rande  intero ~ m~k/m. 

Ne segue che i humer i  m ~ / m ,  i :  1, ..., n, sono in ter i  e qu ind i  t h e  k b 

un  mul t ip lo  di too. 
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LI~MMA 1.5. - 1 due spazi  W~(R ~) e Hk(R ~) sono isomorfi  (algebricamente e 

topologicamente) se e solo se k ~ u n  mul l ip lo  di too. 

In fa t t i ,  o sse rv iamo the ,  se k 6 un  mul t ip lo  di too, in conseguenza  del  

l e m m a  1.4 es is te  una  cos tan te  c -  c(k) > 0 tale che si ha  

(1.8) c_~(1 + < i >2? <: ~: ~ < c(1 + < i >~? V i e R -. 
<~, q>~k 

0 s s e r v i a m o  ino l t re  che, se ~ ve r i f i c a t a  la (1.8), r i su l t a  anche  ve r i f i ca t a  la 

(1.6) con c~(k) > 0 e pe r  < ~ > s u f f i e i e n t e m e n t e  grande ,  e quindi ,  a n c o r a  per  

il l e m m a  1.4, k r i su l t a  un  mu l t i p lo  di too. 

Da tal i  osservaz ion i  si deduce  la tesi  con no te  cons ideraz ioni .  

DEFINIZtONE 1.3 - I n d i c h e r e m o  con Hs, r(R~), s e r reali ,  lo spazio del le  

d i s t r ibuz ion i  u su R~. che  sono res t r iz ion i  a R~_ di e l e me n t i  di H~,~(R~), mu n i t o  

de l la  n o r m a  

(1.9) []U[1H~.r(R~_ ) -  inf  ]1 UH.*,~(~), U = u s~ ~ ,  

Dal  l e m m a  1.1 si deduce ,  con  note  cons ide raz ion i  (cfr . ,  ad es. ,  il cap. I 

di L. R. V o L E v I c ~ - B .  P.  PANEYAKR [37]), il s eguen te  

LEI~MA 1.6. - C~(R~+) ~ denso in  H ~, r(R~). Se s2 ~ Sl e s2-k  r2 ~ s~ q-r~,  

allora si ha H~,~(R~) C H ..... (R~) algebricamenle e topologicamente. (H ~, ~(R~))' 

isomorfo algebricamente e topologicamente al sottospazio H - ~ ' - ~ ( R ' )  di 
R~ ÷ 

H -~, -~(R ~) costiluito dalle u e H -~,-~(R') the hanno supporto contenuto in  R ~ .  

DEFINIZIONE 1.4. - I n d i c h e r e m o  con Hs(R'~-~), s reale ,  lo spazio del le  

d i s t r ibuz ion i  t e m p e r a t e  g su R ~-~ tal i  ehe  

(1 "-b < ~' > 2)~/~(~,) e L2(Rn-1), 

m uni to  del la  n o r m a  

(1.10) 
= ( f  + < 

R n ~ l  
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P e r  ogni n u m e r o  rea le  s > m / 2 m . ,  deno te remo con l. il pifi g rande  intero 

< s m , / m -  1/2. Ino l t r e  per  ogni u e C~(R~) po r r emo  

yju --  D~ u(x', 0). 

Suss i s t e  il s eguen te  

LE~[A 1.7. - Siano s > m / 2 m ,  e r due numer i  reali .  L'applicazione 

u--> (~.ou, . . . ,  y4u) def in i ta  su C~(R~) si pro lunga  per  continuitd~ in  un'appl i .  

cazione, che ancora indichiamo con u--> (yoU, ..., ~f,u), l ineare e cont inua da 
1 s 

H s, s u  I I  
] = o  

Infa t t i ,  pon iamo 

k(~) = (1 -I- E l~, ]2~'-~/'~)(1 + < ~' >2),, 

, 1  

--(DO 

j - - O ,  1, ..., l~. 

Si ve r i f i ca  f ac i lmen te  ehe es is te  una  cos tante  c tale  ehe si ha 

c-1(1 + < ~ :>=y(1 -t- < ~' >2)r ~ k(~) ~ c(1 -t- < ~ >2)~( 1 "4- < ~' >2)~ 

c-~(1 + < ~' >=y+~-~¢--%/~ ~ kj(f') ~ C(1 + < ~' >=y+~-j~ -~j2 ~ ' e R  ~-~. 

Da tali relazioni  segue,  per  noti  r i su l ta t i  (err., ad es.: il t eo rema  2 e 

l ' o sse rvaz ione  f inale  del  n. 2 di A. CAVALLVCCI [10]; il t eo r ema  1 ed il re la t ivo  

eorol la r io  di M. I~A~TO [19]), ehe il l emma  suss i te  con H'.r(R ") in luogo di 

H s, ~(R~-). 

Da l la  def in iz ione s tessa  di H ~'~(/T+) si deduce  e v i d e n t e m e n t e  la  tesi. 

2. - Va lu taz ion i  a priori  per operatori  a eoe f f i e i ent i  eostant i .  

Nel  segui to  di ques to  eapi to lo  per  comodi t~ por remo x " - ( x l ,  ..., ~.)--- 
- - ( y ,  t) e ~- - (~1 ,  ..., ~ . ) - - (4 ,  x), dove y ' - ( x l ,  ..., x._l)  e ~ - ' ( ~ ,  ..., ~-1). 
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Assognamo an operatoro differenziale linoaro a coefficienti  costanti della 

forma 

, , , , ,  ]q~"/'lV'n (2.1) A(D) = A(Dz, B,) = X ~L.y ~., , 
<~, q>=m 

sul quale faremo la seguonte ipotesi:  

~)  A(D) b quasi-el l i t t ioo,  cio/~ r isul ta  

A(~) = A(~ ,  ~) 4= 0 ~ ~ = (~,  z) e R ~ - -  l 0  }; 

inottre per  ogni ~ e R n - ~ -  {0} il numero v dolle radici con parte  immagina- 

ria posit iva del polinomio, nolla variabile  complessa z, A(~Q, z) ~ indipendente 

da ~ (2). 

Indicheromo con z+(~), ..., z+(~) lo snddetto r a d i c i e  porremo 

(2.2) _~+(~, ~) = I~ (z - z+(~)). 
k ~ l  

B 
v Assognamo inoltro un sistema { j(D)}]=~ di v operatori  differenziali  linea- 

ri a coefficienti  costanti  della forma 

(2.3) Bj(D) - -  Bj(Dy, D~) - -  Z bj~DSD~ ~ , 0 ~ pj ~ m - -  q~, 
<~' q>=Pi 

supponendo che sin verif icata la seguente ipotesi:  

a2) Gli operatori  B~(D), ..., B~(D) soddisfano la condizione complemen.  

tare (3) r ispetto ad A(D), ciob per  ogni ~ e R ~-~ - -  I 0 } i polinomi, nella variabile  

complessa z, B~(~, z), ..., Bv(~, z) sono l inearmente  indipendenti  modulo M+(~, z). 

Sussistono i seguenti  lemmi:  

LE•MA 2.1. - Se ~ veri f icata l ' ipotesi  ~)~ allora la a2) ~ oondizione neces. 

sar ia  e suf[iciente affinch~, per  ogni  f i ssato  ~ e R n-~ - -  { 0 }, i l  problema 

(2) :Notoriamente, so n ~ 2  l 'opera tore  quasi-ell i t t ieo A(Dy, Dr) soddisfa senz 'al t ro a 
talo condizione. 

(3) Cfr ,  ad es., la definizione 3.1 di T. MATSUZAWA [21]. 
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A(~, D,)v(t) = 0 per t > 0, 

B](~, D,)~o(t)l,=o = 0, j = 1, ..., v, 

m 1 abbia in  H .(R+) la sola soluzione nul la .  

L]~M~,iA 2.2. - Se sono veri f icale le ipotesi al) e a2), al lora per  ogni  ~ e R ~-~ 

- -  t 0 } l' operatore 

(2.4) ~ :  ~0-->(A(~, D,)% BI(~, D3~o],=o, ..., Bv(~, D3~01,=0) 

r i su l ta  u n  i somor f i smo (algebrico e topologico) di H~,(R~) su  L2(R~_)X C ~ (% 
m 1 

Inol t re  per  ogni ~ e H .(B+) si ha  

dove ~---> e(~) ~ u n a  funz ione  con t inua  in  t~ ~ - ~ -  {0 }. 

Le dimostrazioni di tali lemmi (ehe qui per  brevith omettiamo) si ottengono 

con ragionamenti  analoghi a quelli tenuti  da J. L. LlOl~s-E. ~IA(~E~'rES (err. 

il n. 4 del cap. 2 di [20]) per dimostrare gli stessi risultati  re la t ivamente  al 

case ellittieo, e cio~ al case in eui m~- -  - - m ~ - - m .  
* 

0sserviamo era ehe l 'operatore aggiunto ~ di ~'~ b l 'operatore l ineare e 
- - r n  n 

ra 1 t continue da L 2 ( R ~ ) X  C v in (H ~(R+)) - - H  ~ (R ~) definite dalla relazione 
+ 

(2.6) < % ~ I F  > = < ~.~% I F >  

ra  1 per ogni ~o e H  ~(R+) e per ogni I F -  (+, cl,  ..., e~)~L2(R.~)X CL 

Dal lemma 2.2 si deduce la maggiorazione 

(2.7) tl c(  )ll VIF × 

2 n Nel seguito, per ogni funzione ~ L  (R+), n 2 1, indicheremo con ~o i l  

sue prolungamento a L~(R ~) con valori nulli  per t 4 0 ,  e per ogni distribuzione 

(a) Ind ich iamo con C lo spazio doi humer i  complessi.  
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¢~eH~(R~_) indicheremo con ~ un  sue assegnato p ro lungamento  a H~(R'). 

Con tali notazioni dalla (2.6) si ha 

-- < A(~}, D,)¢O~, ~o > + Z < Bj(~, D~)~I, vj~ > 
]=1 

--  < ~ ,  :A*(~, D,)~o2> + Z < ~1, Br(~, D,)cfl > , 

dove ~ denota la misura  di D~RAC nell 'origine,  A*(~, D,) e B * ~ ,  D,) denotano 

gli operatori  aggiunt i  formali  r i spe t t ivamente  di A(~, D,) e B](~, D,) (come 

operatori  differenziali  in t). 

Se ne deduce che per  ogni W = (~, Cl, ..., c~)e L2(R~)X C ~ r isul ta  

(2.8) ~ * W - - A * ( ~ ,  D,)+o(t)-4- Z B~(~, D,)cj~. 
j ~ l  

Consideriamo era l 'operatore 

(2.9) : u ---> (A (D)u, BI(D)u I=o, ..., B~(D)ul,=o) 

che, in conseguenza del l emma 1.7, r isul ta  l ineare e cont inue  da H"(R~_) in 

L2(R;) X II Hm-,Tqg2CR~-l). 

L'opera tore  aggiunto ~* di ~ ~ l 'operatore l ineare e cont inuo da L~(R~) 

Nj=~II tt-~+pj+qJ2(R~-l) in ( / /~(R_~)) ' --H-~ (R ~) definito dalla relazione 

(2.10) < u ,  ~ * F > - -  < 3 u ,  F >  

per  ogni u e H~(R~) e per  ogni F -- (f, gl,  ..., g~)e L2(R~) X II H-~+pj+qJ2(R"-I). 
]~1 

Denotat i  con A*(D) e BT(D ) gli operatori  aggiunti  formal i  r i spe t t ivamente  
di A(D) e Bi(D), dalla (2.10) si ha 

< u, ~*F > --  < A(D)ul, 7o > + ~: < Bj(D)ul It=o, gj 2> 
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- -  < A(D)u~, fo > + Z < Bj(D)u~, gj(y) ® 8(t) > 
]=1 

--- < u~ , A*(D)fo > -~- Z < u~, B?(D)(gj(y) @ ~(t)) > .  
]=1 

Se ne deduce ehe per ogni F - -  (f, g , ,  ..., g~) e L2(R~) X H H-~+PS+q~I2(R'-~) 
risulta J=~ 

(2.11) ~ * F -  A*(D)fo -{- Z B~(D)(gj(y)® ~(t)). 
]=1 

Vogliamo dimostrare il seguente teorema che estende al caso quasi-elli t-  

tico la formula (4 27) del cap. 2 di J .L .  LIO~s-E .  MAGE~ES [20]: 

TEORE~A 2.1. - Se sono veri]~cate le ipolesi ~ )  e ~2), per ogni F - - ( f ,  g~, 

2 ~ h H-'~+~j+q~12(R ~-1) sussiste  la l imi taz ione . . . ,  g~) e L (R+) × 
]=1 

(2.12) 
-l- j = l  

+ I1 ro~._~(.,,)× h . - - + . : - ~ : ~ . o - ~ ) ) ,  

dove F o - "  (fo, gl,  ..., g~) e dove e ~ u n a  eoslartle ind ipenden te  da  F. 

lnfat t i  (~), dalle (2.7) e (2.8) si ha per W = (~, cl, ..., G)eL2(R~-)X C~ e 

per < ~ > - - 1  

Jf-O0 

f ish(t) ]2dt q- 

0 - - 0 0  0 

+ ~ B?(~, ~)cjl2d~, 
]=1 

dove k0 6 una eostante indipendente  da ~ e W. 

(s) O t t e r r emo  la  d imos t r az ione  di  ques to  t e o r e m a  con r a g i o n a m e n t i  c o n c e t t u a l m e n t e  

ana logh i  a que l l i  t e n u t i  da  f f . L  L i o n s  e E. MA~ENES pe r  d i m o s t r a r e  l ' a n a ] o g o  r i su l t a to  

r e l a t i v o  al  caso el l i t t ico (cfr. la  d imos t r az ione  de l la  c i t a ta  f o r m u l a  (4.27) de l  cap. 2 dl  [20]). 
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Osserviamo ehe posto, per  ogni ~ E R  "-~ 10}, = (< .7  >-q~*7~ 
<aq>-q , - l~ ,_~ )  si ha < ~ ' > - -  1 e 

A*(~', ":) = < .7 >-=A*(*7, < ~ >q.z) ,  

a k 

Bj  (~ , ":) = < "q >-~'~B*(~, < *7 >q,~'c). 

Se ne deduce  t he  per  ogni ~ ~ R  ~ - 1 -  {0} si ha 

(2.13) 

21-OO 

f l+(< n >~.t)?dr + < *7 > - ~  ~ t~Jl 2 
0 

+oo +oo 

+ ~E B?(*7, ':)c i "< .7 >'~-Pj-q, 12d':. 
] : 1  

Assegnato ora F = (f, g~, . . . ,  g~) e L2(R~) X II H-"+Pj+q,/2(R~-~), sost i tuiamo 
] : 1  

nella (2.13) f(*7, t) ~ ~ ( <  *7 >q.t)  e g / ~ )  a cj < ~ ~ - p j - q , .  Tenuto  allora conto 
della (2.11) si ha per  ogni ~ e / ~ - ~  - -  { 0 i 

(2.14) 

~l-oo 

]=1 
0 

-~-oo 

~ k o  f ( <  
--CX~ 

5Tel seguito di questa  dimostrazione 
costanti  ind ipendent i  da F. 

Dalla (2.14) si deduce  lu l imitazione 

denoteremo con k~, ..., k5 delle 

(2.15) 

< kl I] ~*Fll2.-"(R") • 

AnnaIi di Matematica 44 
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(2.16) 

Inoltre si ha evidentemente 

f (1 + < ~ > ~)-~+';+~tgJ(~)I~d~ 
<~>~i 

k= I1 g; II =--m+'>-~-/=(Ro-'), 

mentre con le stesse considera~ioni tenute in [20] per stabilire la (4,33) del 

cap. 2, si dimostra ehe risulta 

(2.17) 

+~ 

<-n><__l o 

+ f ~"~fo(~, t) ~ ,~ d~). 
8l ~'~ H-- ~(R~) 

Per maggiorare l'integrale a secondo membro della (2.17), osserviamo the  

si ha (si tenga presente la (2.11)) 

a~4o(~, ~)= A*(~, ~)/~(~, ~ ) -  Z ak(~):kfo(~, ~) 
k ~ O  

= ~ * F - -  ~ a~(~)~fo(~, ~)--  ~ B?(~, ~)gt~), 
k=O j=l 

dove a b una costante q= 0 e le ak('q) sono delle funzioni continue di ~. 

Se ne deduce ehe risulta 

(2.18) f ,,'~r°~?~, ~ ,3J~o_.,~,#- f ~,f~, + ~>.,~.io<,, ~),~ 

<-n>__<i --oo 

Jcoo 

<~>~i --oo <~><_i 
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k5( ] ~ '/¢-~ l]2H--mcR n) "~ I1 ]gO iI2H--I(R n) -t- '~ It g+ 1t2H--ra+PJ--q"/2(Rn--1)) " 

Dalle (2.15)-(2.18) si deduce la (2.12), e quindi si ha la tesi. 

3. - galutazioni  a pr ior i  per operatori  a coeff ieient i  variabili .  

Assegnamo era un operatore differenziale l ineare della forma 

(3.1) A(x, D) =- Z a~(x)De, 
<p., q><ra 

a coefficienti  a~(x)e C~(R") e con la seguente condizione: 

~) L 'operatore a eoeffieienti  eostanti 

(3.2) AdD) --  Ao(O, D) = Z ae(O)D~ 
<p., q>=~ 

verifiea l ' ipotesi ~). 

Assegnamo inoltre un sistema {B/y, D)}]L~ 

lineari della forma 

di v operatori differenziali  

(3.3) B/y, D) -" Z bje(y) De, 0 ~ pj ~ m - -  q., 

a coefficienti  b]~(y)e C~o(R ~-I) e con la seguente condizione: 

~2) Gli operatori  a eoefficienti  costanti 

(3.4) Be~D) ---- Bo](O, D) - -  Z b]~(O)D~ , j - -  1, ..., v, 
<~, q>~I'j 

verif icano la eondizione complementare  rispetto all 'operatore Ao(O, D). 

Chiameremo parle principale di A(x, D), l 'operatore 

Ao(x, D) = Z al~(w)De 
<~, q>=.~ 

e parle principale di B/y,  D), l 'operatore 

Bjo(y, D ) =  Z bje(y)D~. 
<~, q>=Pj 
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Osserviamo che, in conseguenza del l emma 1.7, Foperatore  

(3 .5 )  

risulta,  per  ogni r reale, 

]=1 

P:u- -~  (A(x, D)u, B~(y, D)ul,=o , ..., B~(y, D)ul,=o ) 

l ineare e cont inue  da H~.~(R~) in H°.~(R~)X 

L'opera tore  aggiunto P* di P r isul ta  allora l ineare e cont inuo da 

H °" - r ( R ~ ) X  i=1II H . . . .  +pj+qJ2(R'~-l) in (H "~, r(R~))' R~ ( R )  e, con le stesse 

eonsiderazioni  tenure per  stabilire la (2.11), si prova che per  ogni F - - ( [ ,  

gl ,  ..., g~)e H °, - r ( R ~ ) X  lYI H . . . .  +P¢+q.~/2(R~-l) si ha 
1=1 

(3.6) P*F = A*@, D)fo(x) + E B]~(y, D)(g/(y)® 8(t)), 
]=t 

dove A*(a~, D) e B~(y, D) denotano gli operatori  aggiunti  formal i  rispetfiva- 
mente  di A(x, D) e Bj(y, D). 

Ser iveremo A* e B~ nella forma 

(3.7) A*(w, D) - -  Z a~(x)D% 
<p., q>~m 

(3.8) Bj~(y, D) = Z b~(y)D~, } =: 1, ..., v. 

Per  ogni numero  reale ~ > 0 porremo 

= {xeR { < x >Ot, 

z(p) ---- { y e R ~ - ~  1 lYl < ~}. 

Vogliamo dimostrare  il seguente  

TEOREMA 3 . 1 . -  Se sono verificate le ipotesi ~t) e ~2), esiste un  numero 

reale p~ > 0 tale che per ogni F - -  (f, gi , ..., g~) ~ H °' r(R~) >< ]I H-~+~+p~+q~]~(R~-~), 
j.~-t 
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r reale, con f e gj aventi  supporti  contenuti  in  Y.(9~) e ~(~) rispett ivamenle,  

sussisle la l imitazione 

(3.9) (tl I! 

+ IIFI].°, o 

dove e ~ una  eostante indipendente  da F e dove, se r - - 0 ,  si pub sostituire la 

norma di  f in  t t  °,-,(R"+) con la norma di fo in  H-~(R~). 

Infatti ,  indichiamo con A2(x ,  D) e Bo~(y, D) le parti  principali  di A*(x, D) 

e B?(y,n) .  

Evidentemente,  A*(0, D ) e  B~(0, D) sono gli operatori aggiunti  formali 

di Ao(O, D) e Boj(O, D). 

Int roduciamo la distribuzione ?~r(y) su R ~-~ tale che 

~',(~q) = (1 + < ~ >2f/~, 

ed osserviamo che per ogni F --  (f, g , ,  ..., gO G H °, r(/~_) X II H-m-~r-~'Pj~-qnl2(l~ n-l) 
j = l  

risulta ),~ • F ---- (),r * f, ),r * g~ , . . . ,  ),r * g~) e L2(R~) X II H-"+~+qd2(R ~-~) e si ha 

(3.10) r(Ra_) X II H--m-b~-l-Pj-kq~12(Rn--1) • 

Assegnato allora un vettore F della suddetta classe, dal teorema 2.1 si 
deduce the  si ha 

(3.11) .u o, "( ","+;'+e#'-~'~ I2(R , , -~)  

c,( ~A~'(O, D)fo + E B~.(O, D)(gj(y) ® 8(t))lI• . . . .  (R~) 
j = l  

qui e nel seguito di questa dimostrazione denotiamo con c~, c2, e c3 delle 
eostanti positive indipendenti  da F. 
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Dalla (3.11) eonsegue la limitazione 

(3.12) r~ Y 

j=l  

dove si 0 posto 

I~ ( F ) -  II(A~(O, D ) -  A*(x, D))fo + ~ (B~(O, D ) -  Bo~.(y, D)(gj(y) ® ~(t))ltH . . . .  (R.), 

<~, q><m j=l <a, q><pj 

In conseguenza del lemma 1.3, si ha the  per  ogni ~ > 0 esiste un nu- 

mero reale ~ > 0 tale che, se f e g1 hanno support i  contenuH r ispet t ivamente 

in E(~) e ~(~), r isul ta  

(3.13) X,(F) g ,(Hfol).o ,<,.) + ~ IlgJ~Y) ¢~ 8 (t)ll,,-=+pj ~(.-)) 

]=1 

dove, se r - - 0 ,  si pub sosfi taire la morma di fo in H °,-l(R~) con la norma di 

fo in H-~(m). 
Inoltre, in conseguenza del lemma 1.2, si ha per ogni ¢ > 0 

(3.14) 
j ~ l  

+ cl(#qlfo[1.-~, r(..) + ~ II gjIY) ~ ~(t)ll,,--=+Pj--~, r(..)). 
]-----1 

D'altra parte si verif iea faei lmente che, comunque si assegnano i humeri  

reali l > q . /2  e k, r isul ta  

(3.15) l1 gJ(Y) ® ~(t)I[H-l, k(R~) ~ C3 I[ g] II~--~+k+q#2(R~--~. 

Dalle (3.12)-(3.15) si deduce in modo ovvio la tesi. 
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4. - Regolar izzaz ione  parz ia le  a l la  f r o n t i e r a .  

I n  questo  n u m e r o  ind iche remo  con co(y) un ' a s s egna t a  funzione  rea le  e non  

nega t i va  di e lasse  C~(R ~-~) e ta le  che  

f o(y)dy supp coIY)-- {Y l l Yt ~ t. 1, 1 

Rn--1 

P o r r e m o  per  ogni ~ :> 0 e per  ogni d is t r ibuzione  u(y, t): 

o) Jy) - -  e-{"-~)~o(yl~), u~(y, t) - -  u{y,t),  co~(y). 

Da noti  r i su l ta t i  (err.,  ad es. ,  il cap. I di L. I-IOR~IANDER [18])segue che 

se u e H ~' ~(R~_) [risp. u e H~(R~-~)] al lora  u~ e H ~' ~(R~) [risp. u~ e Hk(R~-~)] per  
ogni k reale;  inol t re  r i esce  

(4.1) l im l [ u ~ -  uII,~,~{R~) -~ 0 [risp. l im ]]u~ --ul[,~'~R-- b - -  0]. 
e---->0 ~-->0 

P e r  ogni funzione  ~(y, t) def in i ta  in R" e per  ogni ve t tore  F - - ( f { y ,  t), 

gl(y) . . . .  , gJy)) por remo 

~(y) - -~(y ,  0), ~ F - - ( ~ t ,  ~g~, ..., ~g,~), 

(~F)~ : ((~f)~, (~g~)~, ..., (~g~)~). 

Vogl iamo d imos t r a r e  il s eguen te  

TEOREI~IA 4.1. - S iano  verif icate le ipotesi ~1), ~2) e s ia  F -  (f, g l ,  ..., g~) 

u n  assegnato vettore di  classe L2(R~+) X II H-'~-pj+qJ2(R~-I). 

Esiste, per  ogni  intero k ~ O, u n  numero  posi t ive  ~ o ~  (dove ~ ~ i l  

numero  def in i te  dal  teorema 3.1) tale the se r isul ta ,  per  ogni  ~ e C~o(R ~) e con 

supporto  contenuto in  F(~) per  u n  ~ < ~o, 

(42) e k(R'), 
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allora si ha 

(4.3) e × 
]----1 

Ragionando per ricorrenza, ci baster~ stabilire la (4.3} nell ' ipotesi  che 

sussista la (4.2) e ehe si abbia 

(4.4) ~F {~ H 0, k--l(.~.~_) ~ ~ [_I--mAi-k--l-+.pf~.qn[2(~n--1). 
j=l 

In  eib faremo in parte  use della teeniea utilizzata da T. ~vIA~rSUZAWA 

per dimostrare il teorema 8.1 di [21]. 

Fissati p < 9o, ~ e C ~ ( R  ~) ed a supporto contenuto in F(~), consideriamo 

il vettore (~F)~ per e < (t~o- ~)/2. 

Le funzioni (~f)~ e (~gj)~ hanno supporti eontenuti  r ispet t ivamente in E(p') 

e a(~'), dove ~ ' ~  (~ + ~o)/2, e quindi per il teorema 3.1 si ha la limitazione 

(4.5) 

nel corse di questa dimostrazione con c~, 

positive indipendenti  da e. 

Osserviamo era ehe risulta 

• , . ,  C6 indichiamo delle costanti 

+ ~ Z Z (~)b~D~-~.D~(gj(y)®~(t)). 

Si verifica facilmente, in conseguenza dell ' ipotesi di induzione (4.4) e 

della (3.15), ehe, per ogni funzione + e C~(/~") ed a supporto contenuto in una 

sfera con centre  nelForigine e di raggio < ~o, r isulta 

(4.7) 

(4.8) 

Da(+fo) ~ H -,~, k(R~ ) 

D~((~gi) ® 8) ~ H -~, ~(R n) 

per  c¢<~,  dove <t~, q > ~ m ,  

per ~ <  ~t, dove <~t~, q > ~ P i .  
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Le  (4.2), (4.6), (4.7) e (4.8) i m p l i e a n o  che  si ha  

(4.9! P*(~F) e H -~, ~(R"). 

Ino l t r e ,  con  r a g i o n a m e n t i  ana logh i  a quel l i  t enu t i  da L. I:~(~RlgA:NDER pe r  
s tab i l i re  la (2.4.18) di [18], si p rova  t h e  si ha 

a *  (4.10) [] ~ (~f)~ - -  (a~ ~f)~ !1.o, ~(,~) ~ c2 [1 ~fl[zto, k--'(R~) 

e (si t enga  p r e s e n t e  la (3.15)) 

(4.12)  ~ tlbi~((;gi) ® ~ )~ -  (b~(t~gj) ® ~))~{i~'-"+p~, k(,,) 

~ 11 b ~'p(~gj)~ - -  (b ~ ~gj)~ ~H--m-Fk*'FPj-I-qnI2(R n-l) 

Dalle  14.4), (4.10) e (4.11) segue  t h e  si ha  

(4.12) 11P*(~F), - (P*(~F)) ,  t l . -~ ,  ~ ( ~ )  _ <  c~(1 

+ E E Iln,-=a~ .D=(~fo), --  (De-~'a~ .n=(~fo))~_ll.-.,, k(R.) 
<F, q><_m a <  F 

y 

i = l  <p,q><__pj a<p 

D'a l t r a  pa r t e  si pub sc r ive re  

(4.13) II P*(~F)~ [ 1 . - " '  ~(,'~) ~ t] ( P*(~F) )~ [1H-". k(R,,) 

+ I] P*(~F)~ - (P*(~F)), I],,-~, ~(,,.). 

Dalle  re laz ioni  p r e c e d e n t i  e da l la  (4.1) si d e d u c e  che  es is te  u n  n u m e r o  
s o > 0  tale t h e  p e r  ogni  n u m e r o  pos i t ivo  a ~ ~o si ha  

(4.14) i / ( ~ F ) , l l . 0 ,  . ~ _ . _ k(R+)X].II1 B ,,+k+p3+q,,,/2(R,, a) ~ C6, 

e tale  re laz ione  impl ica ,  pe r  il t e o r e m a  di B~NAcE-S~Ks,  la (4.3). Si  ha  cosl 
la tesi .  
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5. - Rego la r i zzaz ione  ~llla fvon t i e r a .  

Cons ide r i amo un  ope ra to re  d i f f e renz ia le  l i nea re  A(x, D) del la  fo rma  (3.1) 

GO r~ ed a eoef f i c ien t i  a~(x) di e lasse  C (R+). 

Suss i s te  il s eguen te  teorema~ dove i nd i ch i amo  con ~ / ~ _ ) ,  s reale ,  lo 

spazio a~ eui  si r i duee  H~IR~+} q u a n d o  m ~ -  - - m ~ - - 2 .  

TEOREMA 5.1. - Siano k un  intero 7> 0 e ~o un  numero reale > O. 

Se riesce a(x.) - -  a(o ..... o. ,~ )(~c) ~: 0 in  Z(~o), allora per ogni distribuzione f su 

t ~  tale ehe 

(5.1) 

(5.2) 

si  ha per  ~ < ~o 

Dyf e 

e c o n  s u p p  

D~D:+~f e L~(Z(~)), I "c I : h. 

0 t t e r r e m o  tale  d imos t raz ione  f acendo  uso di una  t ecn ica  che  genera l i zza  

un  noto p r o c e d i m e n t o  re la t ivo  al caso e l l i t t ico  (cfr. ,  ad es . ,  la d imos t raz ione  

del  l e m m u  9.5 di S. AGMON [2]). 

(5.6) 

(5.3) D~DlfeL~(~(~)), 1~1 ~ ( m  - -  mn d- 1)(k - -  l), l ~ k .  

S u p p o n i a m o  che la (5.3) sia ve ra  per  l - -  r, dove r ~ k - -  1, e d imos t r i amo  

ehe  di eonseguenza  essa ~ ve r a  pe r  l - ~  r - ~ - 1 .  

E v i d e n t e m e n t e ,  poss iamo l imi t a r e i  a d i m o s t r a r e  ehe  

(5.4) D~+lf ~ L2(Z{~)) 

e ehe  se si ha, pe r  u n  gene r i co  in te ro  posi t ivo  h ~ ( m - - m ~ - ~  1 ) ( k - - r - - 1 ) ,  

(5.5) 

a l lo ra  si ha  anehe  
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Osserv iamo che, c o m u n q u e  si a s segna  una  n -  pla  di inter i  non nega t iv i  

~, si pub  scr ivere  

aDT~D~,f --  D~Af -- E E 

<p, q>~m f3<a 
p,n<mn 

~<~ ~/ 

Ne segue  t h e  per  ogni funzione  ~ e C~(R~+) si ha 

(5.7) 

-}-< D~Af, ~ > - -  ~ (~) < D~-~al~ . DeD~f, ~ > 

~<~ ~ < D~-~a. D,'~D~f, ~ > .  

Dal la  (5.7) sc r i t t a  pe r  a -  (0, ..., 0, r I si deduce  e v i d e n t e m e n t e  t h e  es is te  

una  cos tan te  M tale che si ha 

D, ¢~)1 ~ M E [] De~/!L'(Z(~)) (5.8) I(aDf~ "~ 

dove il s imbolo ( , ) deno ta  il p rodot to  sca la re  in L2(E(p)). 

L a  (5.8) implica,  per  noti  r i su l ta t i  (cfr. ,  ad es. ,  il l emma 9.3 di S. AGMO~ [2]), 

che D~(aD~f)~ L2(E{~')) per  ogni p ' <  ~. 

Res t a  cosi d imos t ra to  che suss i s te  la (5.4). 

P e r  s tabi l i re  pot la t5.6h cons ide r i amo la (5.7) scr i t ta  con t ~ ' l - - h  e a ~ - - r .  

Da tale relazione,  u s u f r u e n d o  del le  ipotesi~ si d e d u c e  f ac i lmen te  che es is te  

una  eos tan te  M~ tale che si ha  

~5.9)  ~, r ~ e - 

Dal la  (5.9) si deduce ,  come nel  caso p receden te ,  che ~ r n,(aD~'D,f) e L2(E(p')) 
pe r  ogni  ~' < ~, e quindi ,  come volevasi ,  che suss i s te  la (5.6). Si ha eosi la test.  
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Cons ider iamo aneora  gli opera to r i  A(x., D) e Bi(y, D) def ini t i  al n. 3. 

Dai  t eoremi  4.1 e 5.1 consegue  ovv iamen te  il seguen te  

COn0LLAaIO 5.1. - Siano verificate le ipotesi ~), ~2) e sia F - - ( f ,  g~,..., g~) 

un vettore di classe L2(l~+) X H tt-'~+PJ~-qJ2(R~-I) e tale the 

P*F e C~(~(~o)) per un ~o > O. 

Esiste, per ogni intero k ~ O, un numero positivo ~ ,< ~o tale the si ha 

D~f ~ L~{Z(~)), I :¢ 1 ~ k, 

D~g i G L2(~(¢)), I x t ~ k, j .~ 1, ..., v. 

R i c h i a m i a m o  ora  le seguen t i  def iniz ioui  (err. T. MA~SUZAWA [21], [22] e 

C. PAR~NTI [29] t~)): 

DEFI~IZIO~E 5.1. - Si d ice  che l ' opera to re  A(x, D) 6 propriqmente quasi- 

ellitlico di tipo v su un  so t t ins ieme  9 di i x e R ~ t x . - ~ O ! ,  se per  ogni x o e 9  

Fopera to re  a coef f ic ien t i  cos tant i  Ao(xo, D) ver i f ica  Fipotes i  al) con v indipen-  

dente  anche  da  ~Co. 

DEFINIZIONE 5 . 2 . -  Se A(~c, D) ~ p r o p r i a m e n t e  quas i -e l l i t t i co  di t ipo v 

su  9 ,  si d ice  che g| i  opera to r i  Bi(y, D), ..., B~(y~ D) ver i f icano  la condizione 

complementare r i spe t to  ad A(x, D) su 9 ,  se per  ogni xo-- tYo,  0 ) e  9 gli ope- 

ra tor i  a coef f ic ient i  costant i  Boltyo, D), ..., Bo~(yo, D) ver i f icano  la condiz ione  

c o m p l e m e n t a r e  r i spe t to  ad Ao(xo, D). 

0SSERVAZIO~E 5.1. - Se 9 ~ connesso  e A(x, D) b quas i -e l l i t t i co  in 9 ,  

dal la  cont inui th  dei  coef f ic ient i  segue  e v i d e n t e m e n t e  ehe A(x, D) r i su l t a  

p rop r i amen te  quas i - e l l i t t i co  su  ~) se, per  un par t i co la re  pun to  x o e  9 ,  t 'opera-  

tore Ao(xo, D ) s o d d i s f a  l~ipotesi gi). ]~ inol t re  nolo (err., ad es. ,  A. CAvAL- 

LuccI  a pag. 146 di [8] ed il t e m m a  1 di [9]) che, nel  caso n > 2  e se 9 

connesso,  ogni opera to re  quas i - e l l i t t i co  in 9 i~ anche  p r o p r i a m e n t e  q u a s i -  

e l l i t t ieo su 9 .  

(6) Avvertiamo the ~ stato possibile prendere ~isione del lavoro [29] di C. PARENT][ 
solo a stesura ultimata del presente lavoro. 
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Dal la  ipoellitticit~ degli  ope ra to r i  quas i - e l l i t t i c i  e dal  coro l la r io  5.1 si 

ded uce  con no te  cons ide raz ion i  il s eguen te  

COROLLAnIO 5 . 2 . -  Assegnato un  numero reale po > O, supponiamo che 

A(m, D) sia quasi-ell i t t ico in  Z(po), propriamente  quasi-el l i t t ico di ripe v su o(~o) 

e the gli  operatori B~(y, D), ..., B,~(y, D) verifichino la condizione complementare 

rispetto ad A(x, D) su a(po). 

Al lora per ogni F -  (f, g~ , ..., g~) e L2(R~+) X II H-~+pj+qJ~(R ~-~) e tale the 
]=1 

e 

si ha per  p < po 

f e  C~(E(p)), gj e C~(~(p)) (] - -  1, ..., v). 

6. - La f o r m u l a  di Green .  

In  ques to  n u m e r o  per  ogni  m E R ~ p o r r e m o  a n c o r a  m - -  (y, t), dove y e R ~-~ e 

t e R  ~ . 

I n d i e h e r e m o  con o un  in s i eme  ape r to  e connesso  di R ~-~, e o n t e n e n t e  

l 'o r ig ine ,  e con E l ' i n s i eme  {(y, t) I y e  ~ e O ~  t < 1 }. 

I n o l t r e  i n d i c h e r e m o  con z - - ( ~  . . . .  , ~:.) un~assegnata  n - p l a  di n u m e r i  

rea l i  posi t ivi ,  con ~(y, t) u n ' a s s e g n a t a  funz ione  di c lasse  C°(Z) e pos i t iva  in E; 

p o r r e m o  ~ ' - - ( z l ,  ..., ~ - l )  e ~0(y)----~(y, 0). 

Assegnamo in E a n  ope ra t o r e  d i f fe renz ia le  l i nea re  de l la  f o rma  

(6.1) L = L(x, D) = E /~(m)D~. 
<F,q>_<m 

DEFISHZIONE 6.1. - D i r emo  che  L ~ u n  o p e ra t o r e  q u a s i - e l l i t t i c o  di c lasse  

(r, s), dove r e J(~)~'C) e s e R 1 , se:  

1) le de r iva t e  D~I~CoiE)  per  < a ,  q > ~ <  it, q > + r ,  ed esis te  u n a  

cos tan te  M ta le  ehe si abb ia  pe r  < a ,  q > ~ . ~ <  ~, q > + r  e per  m E E  

t ~+<~'  ~ > -  <e' ~>D~l~ t ~ M; 

2) L b qnas i - e l l i t t i eo  in E;  

3) la funz ione  ~ ' - "~ l (0  ..... o.~,) 6 c o n t i n u a  e :# 0 su Z N { t - - 0 } .  
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Assegnamo inol t re  un  s i s tema di opera tor i  d i f ferenzial i  tangenz ia l i  defini t i  

su Z N { t - - 0 }  e de l la  fo rma  

(6.2) 0jk ----- Z Oj,~k(y)D~, 
<~, qS>S~_~qn(j--k) 

k - - O ,  ..., j e j : O ,  ..., m ~ - -  l,  

avendo  posto q " - ( q ~ ,  ..., q~-l) e, per  ogni ( n -  1)-pla  di in ter i  non negat iv i  

= (~1, . . . ,  ~o-~), < ~, q' > = ~1q1 + .,. + ~ - ~ q ~ - ~ .  

DEFINIZIONE 6.2. - D i remo ehe gli opera tor i  0jk eos t i tu i scono u n  s i s t ema  

di e lasse (r, s), dove r e J(~7,~) e s e t t  1, se: 

a) le de r iva te  D~Oj~k(y) e C°(a) per  < ~, q' > _< q~(m~ - -  ]) + r, ed esis te  

una  cos tan te  Me tale ehe si abb ia  per  <[~, q ' > < _ q ~ ( m n - - j )  q - r  e per  y e a  

o ~'yi~k I <-- 31o ; 

b) le funzioni  ~o(gij sono con t inue  e ~ 0 su  ~. 

tmn - 1  Sia poi {Fj~j=o un s i s t ema  di m~ opera tor i  d i f ferenzia l i  l inear i  di f ron t iera  

defini t i  su Z A i r - - - 0 [  e del la  forma 

y 
• "-" F k (6.3} Fj Z Fj~(y}D~D k, --- Z jkD, 

<,~, q'>-{-kqn < jqn k=O 

j = O, . . . ,  m~ - -  1. 

ra~ml 
DEFINIZIONE 6.3. - Di remo che {Fj~j=o ~ un  s i s tema di DIRICHLET di 

c lasse  (r, s), se gli opera to r i  tangenzia l i  Fj~ cos t i tu i scono  un  s i s t ema  di 

c lasse  (r, s). 

LEMMA 6.1. - Se {Fj ,~-1 ~ u n  s i s t ema  di Dir ichle t  di  classe (r, s), esiste 
j=o 

u n  s i s t ema  (bjk, 0 ~ k ~ j  ~ mn - -  1, di  operator i  t angenz ia l i  d i  elasse (r, - s) 

tale the  si  ha  

J 
(6.4) D~--- Z ~j~Fk, 

k~0 
j = O ,  ..., m ~ - - l .  

La  d imost ra~ione  di ques to  l emma  ~ ana loga  al la  d imos t raz ione  del  lem- 

ma 4.1 di [34], a cui  r inviamo.  
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{ ]~. },%--I 
LEMMA 6 . 2 . -  Supponiamo che t-J,]=o sia un  sistema di Dirichlel di 

classe (r, s), per un  r e J(~ff'() e per un  s e R~ e che i coefficienti di Fj siano di 

classe C~(o). 

Allora comunque si assegnano le funzioni  ~i~ C~(¢~), ] - - O ,  ..., m ~  1, 

esiste v e C~(Z) tale che si ha 

(6.5) F j v - - ~ j p e r  t : O ,  j = O ,  ..., m , - - 1 .  

Applicando un  note procedimento (efr., ad es., la dimostrazione del 

lemma 2.2 del cap. 2 di J .L .  LIO~s-E. MAG]~NES [2011, poniamo 

k 

~k = Z (I)kh?h, k - - 0 ,  ..., m~--l, 

dove i @kh sono dofiniti  dal lemma 6.1. 

Siccome, nolle ipotesi poste, i coefficienti  degli operatori (I)kh sono di 

classe C~(~) (err. la (4.7) di [34] che fornisco le espressioni dei (1)kh), si ha ehe, 

so le ?j ~ C~(z), le ~ke CT(z). 

Ne segue, per noti risultati,  ehe esiste v e C~(Z) tale che 

D~v--  d?k per  t - -  0, k : 0, ..., m . - -  1. 

Si ha allora 

(6.6) 
J ] 1 

F j v - -  E Fi~D~v--" ~,, ( Z Fikff)kh)Th. 
k~O h~O k = h  

D'altra parte, in conseguenza delle (6.3) e [6.4), si ha 

] 

(6.7) E Fjkq)kh --- ~jh, 
k = h  

O ~ h ~ j < m ~ - - l .  

Dalle [6.6) o (6.7) segue la (6.5), e quindi si ha la tesi. 

Snssiste inoltre il seguente lemma che costituisce una generalizzazione 
del lemma 4.2 di [34]: 

LEMMA 6.3. - Supponiamo che L sia un  operatore quasi-ellittico di classe 

tr, s') e che {F i,i=o~-1 sia un  sistema di Dirichlet di classe (r + q n ( m . -  1), s") 
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~m~a--1 8'  8 ft Esiste  un  sistema di Dirichlet ~'~]~]=o di elasse (r, -- --m~':~) tale 

che per  ogni coppia di [unzioni  u e v, una  di classe C~IZ) e t 'altra di classe 

C~o (Z), sussiste la [ormula di Green 

(6.81 Lu . vdydt  - u .  L*vdydt  = g [ ~}u .  O,~_j_~v]~=ody, 
] = o  

dove L* denota l'operatore aggiunto [ormale di L. 

Infa t t i ,  a s segaa te  le funzioni  u e v, u n a  di classe C~(E)e t ' a l t ra  di classe 

C~{Z), con del le  in tegraz ioni  per  par t i  si p rova  ehe  si ha  

(6.9) f f °C - L u .  vdydt  --  u .  L*vdydt  -F f [D{u. 2¢jv],=ody, 
]=o j 

Z Z cr 

dove 

(6.lo) 
m~¢--1 

Njv --  i Z Z D,k-JDy(l(.~,k+~)(y, ~ - t)v(y, t)). 
k~j  ~q ,  qr~qn(m~--k--1) 

Consider iamo gli opera tor i  tangen~ial i  ~]~ def ini t i  dal  l e m m a  6.1. 

I nd i ch i amo  con (I)~ Fopera tore  aggiunlo formale di (I)ik e poniamo 

rnqz--1 

(6.11) Gj - -  Z ~ _i_lNh, j - - ' 0 ~  ...~ m ~ - -  1. 

Si ver i f ica  fac i lmente  che gli opera tor i  Gj def ini t i  dal la  (6.11) soddisfano 

le condizioni  r ieh ies te  dal  lemma.  

Assegnamo ora gli in te r i  p l ,  ..., p~, r t ,  ..., r , ,_~ tall t h e  {pl, ..., p~, r l ,  

..., r,~_~ } - -  { 0, 1, ..., m ~ - -  1 }, e, supponendo  ver i f ica te  le condizioni  del  lem- 

ma  6.3, poniamo 

B](y, D) "-- ]Fpj, Ci(y , D) -" Fri, 

' C' D) - -  G~n_p:_l Bify , D) --  Gm-, j_l ,  j(y, - -  
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Con tali posizioni, dalla (6.8) si ha per ogni coppia di funzioni u e v di 

classe C~°(/~_) ed a supporto compatto in Z 

(6.12) f f _ L u  . vdydt - -  u . L*--vaydt = Z [ Cju . B~v],=ody 
]=1 

R~ Rn+ R n-1 

j = I  

Osserviamo c h e s e  l 'operatore L(x, D) ~ propriamente quasi-el t i t t ico di 

fipo v su a, allora Foperatore L*(x, D) ~ propriamente quasi-el l i t t ico di tipo 

~ n n - -  V 811 O. 

Sussiste i] seguente 

LE~MA 6.4. - Siano verificate le ipotesi del lemma 6.3 ed inoltre L(x, D) 

sia propriamente quasi-ellittico di tipo v su ~. 

Allora gli operalori B~(y, D), ..., B~(y, D) verificano la condizione comple. 

mentare rispetto a L(x, D) su ~ se e solo se gli operalori B~{y, D), ..., B" _~(y, D) 

verificano la condizione complementare rispelto a L*(x, D) su o. 

La dimostrazione di questo lemma si ottiene adattando al nostro caso 

un noto procedimento utiliz~ato per dimostrare un risultato analogo nel caso 

ellittico, ed esposto, ad es., nel n. 4.3 del cap. 2 di it. L. LIOl~s-E. MAeEN]~S [20]. 

Ne diamo un accenno di dimostrnzione, allo scopo di indicare alcuni  

accorgimenti  di carat tere formale che rendono possibile l 'applicazione al 

nostro caso di detto procedimento relativo al caso ellittico. 

Siano Lo, L*, Boj, ... le parti  principali  r ispet t ivamente di L, L*, Bj, .... 

Possiamo evidentemente l imitarci  a dimostrare the  gli operatori Bo~(0, D), 

..., Bo~(0, D) verificano la condizione complementare rispetto a Lo(O, D) so e 

solo se gli operatori B~l(O, D), ..., B~.~_~(O, D) verificano la condizione comple- 

mentare rispetto a L*(0, D). 

Poniamo, per )~ reale > 1, 

Osserviamo c h e s e  le funzioni u e v sono di classe C~(R~)ed a supporto 

compatto in Z, u~ e v~ sono ancora funzioni di classe oo ~ a Co (R+) ed supporto 
compatto in Z. 
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Applicando allora la (6.12) a uz e v~., operando nella formula cosi ot tenuta 

il eambiamento di variabili y~ --  ~.qiy~, t' -" )~q~t e passando al limite per 1.->oo 

si ottiene la formula 

(6.13) Lo(O, D)uty, v(y, t ) d y d t -  j u(y, t) 
F 

t).  • L*(O, D)v(y, t) dyd t  

__ ,~v  (CoA 0, D)u(y, t)i,=o. B~/(0, D]vty, t)t,=ody 
1=1 J 

Rn--1 

- -  ]=~Z /Bo j (0 ,  D)u(y, t)l,=o. C~jt0, Diviy, t)l,=ody, 

Rn---1 

nell ' ipotesi che u e v siano di classe C~(R~+) ed a supporto compatto in X. 

Se poi u e v sono deile funzioni qualunque di elasse C~(R~_), per t 

suff ic ientemente grande u)~ e vx hanno supporto compatto in Z. Applicando 
allora la (6.13) a tali funzioni u),, vz ed operando il cambiamento di variabili 

~i = ).qiy~, t / - -~.%t,  si deduce che la (6.13) sussiste per ogni u, v e C~(R~_). 
Tenendo allora presenti  i lemmi 2.1 e 2.2, si ottiene la tesi r ipetendo i 

ragionament i  tenuti  nel cap. 2 di [20] per  dedurre  dalla (4.20) la tesi del 

teorema 2.2. 

CAI-'ITOI, O II  

P r o b l e m i  q u a s i - e l l i t t i c i  i n  u n  d o m i n i o  l i m l t a t o .  

7. - P r e l i m i n a r i ;  spaz i  di S o b o l e v  con peso.  

Nel seguito indicheremo con nl ,  ..., n, dei humer i  interi  positivi tali che 

nl + ... + n, = n. 

Supporremo che sia 
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m n o + . . . + ~ _ l + l  - -  - -  m . o + . . . + ~  ~ = m(~), i ~ I, . . . ,  t ,  

dove ~o - -  O, e p o r r e m o  

~ n  
q(0 - -  i - -  1~ t. ~ ( ~ )  ~ . . .  

Ino l t r e  i n d i e h e r e m o  con R(O, i----1, . . ,  t, lo spazio rea le  euc l ideo  a 

n~ d imens ion i  di pun to  x (0 - - (x~  0, x(°~ • . . ,  ni~ ~ e per  ogni  w e b  ~ p o r r e m o  w - -  (~c(~), 

. . . ,  ~(0), dove x(0 ~ R(0. 

Se ~) ~ un  i n s i eme  mi su ra b i l e  di R ~, pe r  ogni  u e Le(~)) p o r r e m o  

I u b = [lu TIL (e). 

Suss i s te  il s eguen te  l e m m a  e o n t e n u t o  nel  co ro l l a r io  I di [35]: 

L E M ~ i  7.1. - S i a  ~) --  ~)(~J X ... X ~  ('), dove ~(o, i - -  1, . . . ,  t, ~ u n  ins ieme 

aperto e l imi ta to  di  R(O, dotato della propr ie t4  di  cono, e sia p u n  numero  

reale > 1. 

Per  ogni  dis tr ibuzione u su  ~ tale ehe u e LP(~)), ~k D~ k u e L~(~)), k - -  1, . . . ,  n, 

per  ogni  n - p l a  di  inleri  non  negal iv i  ~ tale che < % q >  < m e l~er ogni  

a e [ <  :9 q > / m ,  i] sussiste la l imi taz ione  

(7.1) ] D~u l~,. ~) ~_ C[( E i ~ )~ 1 - - a  U I k=l D~kU]P'~ "IU]P'~-~"I FP.~9], 

essendo : v u n a  eostante ind ipenden te  da  u, p' u n  numero  ~ p e tale ehe 

1 1 a m  - -  < :9 q > 

nqf 

dove va escluso il  segno di  u g u a g l i a n z a  nei  seguent i  due casi:  1) < a, q > 

~ m - - l q l / p  e a - - l ;  2) m = l q l / p  e a M  < ~, q > / m .  

Assegnamo,  pe r  ogni  i ~ { 1  , ..., t l ,  u n  ins i eme  ape r to  e l imi ta to  12(o di 

R(O e a n  in s i eme  chiuso  SO), e v e n t u a l m e n t e  vuot% di pun t i  di ~12(0~ s u p p o n e n d o  

ehe  sia ve r i f i c a t a  la s eguen te  cond iz ione :  
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ao) Se S(0:4:8~2 (~), esiste un  r i copr imento  di ~ 2 (  ~ ) -  S(0 cost i tui to  da 

un  numero  f ini te  I~ 0, 1 (0 di aper t i  di R(O, d isg iunt i  da S(0 e tal i  ehe ad 

ogni I(0 sia possibile associa te  un  omeomorf i smo x.--> :¢(~°(x) di elasse O °° di 
2 

I(~ 0 sul  e i l indro  { y ~ R(Oly~ -{- ... + y~_~ ~ 1, - -  1 ~ y=~ ~ 1 }, il quale  t ras formi  
2 

I~ ° (3 ~(~) ne l l ' ins ieme i y ~ R(0] y~ + . . .  + y,~_~ < 1, 0 < y~  < 1! e I(~ ~) ~ (~2(0 - -  S(o) 
2 . _ .  

ne l l ' ins ieme { y ~ R ( O l y ~ + . . . - } - y ~ _ ~  < 1 ,  Y-i 0}; inol t re  sia soddisfa t ta  la  

seguen te  eondizione di compatibil i tY: se I~: ) ~ I(~ ~) @ ~ ,  esiste un  omeomorf i smo 

~(~) C ~ j acob iano  posit ive di :¢(~),r(~)(3 I~0) a(0,~(0 i~o) ~ di elasse ed a ~ ~ su ~ I ~  

tale  ehe 

a(~o(x ) - -  ~(~),~('),x~ I~O I(~ ~) 

Riprendendo  a lcune  notazioni  def in i te  ne l l ' in t roduzione ,  poniamo 

E~ - -  ~(~) X ... X 12 (~), 

S = ~ - -  0 ~2, 

e ind ich iamo con @ l ' ins ieme dei numer i  i e I 1  . . . .  , t l tali  ehe ~ ~2 =4= 0 .  

OSSERVAZIONE 7.1. - L a  condizione sopra  imposta  agli ins iemi  ~(~)impli- 

ca, ev identemente ,  l ' es is tenza di un  r icopr imento  di ?~2 cost i tui to  da un  nu- 

mere  f in i te  e ~ l ,  ..., e , ~  di aper t i  di i~ ~, d isg iunt i  da ~Y~-  ~A2 e tat i  che ad 

ogni e~ik si possa assoc ia te  un  omeomorf i smo x--> 0~k(x) di classe C ~ di z)l,~ su 

an  ins ieme aper to  e eonnesso  ]? di R', eontenuto  ne l l ' ins ieme {y-----(y(~), ... , 

y(')) e R ~ I lY(J) I < 1, j = 1, ..., t t e con tenente  l 'origine,  in mode che s iano sod- 

d i s fa t te  le seguent i  eondiz ioni :  

rl) 0,~ t r a s [o rma  e)~k A fl ne l t ' ins ieme E(0 = { y = (y(~), . . . ,  y(')) e R ~ f 
(o 0 } N F; Y,~" (0 > 0 } N F e ~ (7 ~ ~2 ne l l ' i ns ieme  a(~) --  { y =-- (y(~), ..., y(0) ~ R~ I Y~, --  

r2) posto y--0~k(x), r iesce ~y~/~wj ~--0 per  r @ s  e ~ y ~ / ~ x ~ > O  (v); 

r~) b soddis fa t ta  u n a  eondizione di eompat ib i l i th  det ripe di quel la  

deser i t t a  nel l ' ipotes i  ao). 

(7) Osserviamo che tale condizione implica chela  trasformazione y ~ 0ik(~ ) risulta, nel 
sense di A. CAVALLUCCI [9], stabile per ogni polinomio quasi-ellittico della forma P(~)= 

E %~a e quindi che ~ifi risulta, ancora nel sense di [9], una superficie normale per P(~). 
<a, q>~ra 
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I n d i c h e r e m o  : 
o 

con Wk.P(Ft}, k ~ J(~['Q e p reale  ~ 1, la classe delle funzioni  u ~ Wk.P(gt) t 8) 

ed a suppor to  compat to  i1,. ~ 2 -  S;  

con ~z¢(~) la elasse delle funzioui  u ~  C ~ ( ~ t  ed a suppor to  compat to  in 

- -  S; eioi~ por remo C~(~) ___ C~{~ - -  S}. 

L E~)IA 7.2. - Qualunque siano k e J ( ~ )  e p reale ~ 1, C~(~t) ~ dense 
o 

in W~,~(t2). 

Infa t t i ,  sin u u n a  funz ione  di classe VV~.~(~) e sin T il sue supporto.  

Consider iamo gli aper t i  ~ def in i t i  ne lFosservazione  7.1 e due aper t i  

e)~o, e)~ di R ~ tal i  ehe 

e tali  inol t re  che g l i i n s i e m i  e ~ ( h  = 1, ..., he, i e S), ~ o  e ~'~ eos t i tu iseano 

un r i copr imento  di ~t. 

Assegnamo qu ind i  u n a  par t iz ione  dell 'uniti~ su ~ re la f iva  al suddet to  

r i eopr imento  e eos t i tu i ta  di funzioni  a~h, :¢o, :¢~ di classe C~(R ~) e tal l  ehe 

supp a~h ~ z)X~h, supp ao ~ ¢)Xo, supp ~ 1  ( -  ~')¢~1 , 

Facendo  use delFoperatore regolarizzante def in i te  a1 n. 1.3 del cap. 2 di 

J. N ~ A S  [26] (cfr. anehe  il n. 1.2 di L. It0aMA~DER [18] e il n. 1 di S. A(~Mo~ 

[2]) e tenendo conto del l 'osservazione 7.1, con note cons ideraz ioni  (err., ad es. ,  

la d imost raz ione  del teorema 3.1 del cap. 2 di [26]} si d imos t ra  che, per  ogni 

i e d  h, esiste una  suceess ione  iu~h,} di funzioni  di classe C~(~) ed avent i  supporto  

eon tenu to  in z ) ~  (~ ~ convergente  ad o:~u in Wk.p(t2}, ed esiste u n a  sucess ione  

{uo, l di funzioni  di e lasse C~(gt) convergente  ad ~ou in Wk.P(E~). 

Posto  a l lora  

h i 

~6~ h=l 

si ha ev iden temente  che u~e  C~(~2) e c h e l a  success ione {u~} converge ad u 

in Wk.P(~2). Ne segue la tesi. 

(s) ]Der la definizione di Wk'P(~) cfr. il n. 1 (def. 1.2). 
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I n d i e h e r e m o :  con ~ = (~,  ..., x~) u n ' a s s e g n a t a  n - p l a  di numer i  real i  

e tal i  che  

z,o+...+,~1+1 = ... = ~,o+...+,~ = ~(0, i = i,  . . . ,  t, 

> 1  

con d u n  assegna to  numero  rea le  

per  ogni  Xo e 

1 
sup dist  (x, S ) ,  e 

1 
~txo)-----.-77~,~dist (Xo, S) ,  

a v t  

Q(xo) = {x, ~ R ~ II ~(') - ~(o') I < e~(°(~o}, i - 1, . . . ,  t i ,  

I(xo) - "  F~ n Qixo), P(Xo) = ~ n  n QIxo). 

por remo 

Si ve r i f i ea  f ae i lmen te  che r iesce  

1 t ~ t ?  
(7.2) ] p(x'} - -  ~(x") l _< d V i  ix' - -  x' 'l  M ~c, 6 •, 

(7.3) d - -  1 d -t- 1 ~(Xo) ~ x ~ I(xo), 
d ~(Xo) < ~(o~) < - - a - -  

(7.4) ff(xo) N S - - O .  

Dal la  (7.4) si d e d u c e  che, posto 

si ha  

~7.5) 

r,(xo) = ~,n n e(~o), i e ~, 

r(xo) = u r,(~o). 

Nel seguito,  se z b u n  pun to  di R ~, por remo 

~(Xo)Z = (~,(xo)~,  ..., ~4xo)z~). 

P e r  ogni  so t to ins ieme  ~ di I(xo), i nd i che remo  con ~)* [ ' ins ieme (dei 
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punti  ~) t rasformato di ~ mediante la sostituzione 

(7.6) - xo = ~ ( z o ) ( ~  - xo) 

e, per  ogni funzione v(x) definita in ~), porremo 

t7.7} v*(xo, ~) = v[xo + p(xo)(~ - Xo)]. 

0SSERVAZIONE 7.2. - Facendo uso del l 'osservazione 7.1, si verifica facil- 

mente (9) che, assegnati  comunque i e  ~ e Xo E f~ tali che F~(Xo):4: O, esistono 

un intero positivop~, indipendente da Xo, e un r icoprimento di F2(xo) formato 

da p~ aperti  di R~: ©~1, ..., ©~; tali che ad ogni ©~ si possa associate  un 

omeomorfismo ~-->~(~t di classe C ~ di ©~ A I*(xo) su E(s) in modo che siano 

soddisfatte le seguenti  condizioni: 

Sl) q0~k t rasforma O~k A P*(Xo) su c(0; 

~(,) ,,~(~) 
s2) posto z=c~M~), riesce ~ h / ~ . j  - ~ 0  per r ~ s  e ~zh/S~h>O, 

S~) i moduli di continuiti~ delle funzioni ~k(~} e ¢~l(z) ed i moduli  di 

continuit~ delle derivate delle componenti di ~k(~t e ~l (z)  sono indipendenti  

da Xo; 

s4) i massimi moduli  delle funzioni p~{xo)~k(~) e U(xo)c~l(z) ed i massimi 

moduli  delle derivate delle componenti  di T~k(~ e ¢~(z) sono limitati da una 

costante indipendente  da xo. 

Indicheremo con L~(f~), s reale e 0 < p ~ _ _ ~ ,  lo spazio delle funzioni u(x) 

tali the  psu G Lp(f~), munito della norma 

I u g ,  = 11 ~s~ k~(o) ,  

Vogliamo richiamare,  per  comodit~t, i seguenti  tre lemmi, contenuti  rispet- 

t ivamente nel lemma 4.1, nel lemma 4.2 e nel corollario I I  di [35] e dove 

poniamo do - -  d/ (d  - -  1): 

LEMMA 7.3. - Siano p > 0 e s due humer i  reali. Per  ogni funzione u(x) 

tale che pS(xo) [ u I p. l(xo) ~ Lp(f~) si ha 

(9) Si tenga anche conto dell'osservazione 1.1 di [34]. 
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P 

(7.8) ~ (p~(x0) [ u t~, ~(~o))~dxo >~ cd:~'~! u ~ l p, ~+['d/P 
l /  
f l  

dove o ~ u n a  costante pos i t i va  ind ipenden te  da  u, s e p. 

LEMMA 7.4. - Siano  p > O e s due 
u(~) " e L,+l~i/p(~2) si ha  

h u m e r i  reali.  

f I~i? p 
t7.9) {p~(a%) ]u Ip. ~(~)pdxo <_. cdo t u Ip. ~+l<lp, 

f l  

Per  ogni  tunz ione  

dove c ~ u n a  costante ir tdipendente da  u, s e p.  

LEMMA. 7.5. - S iano  p > 1 e s due n u m e r i  reali.  

Per  ogni  dis lr ibuzione u su ~2 tale che u ~ L~(~), mk P D ~ktt e/~,+,~k(~)(k = 1, 

. . . ,  n), per  ogni  n - p l a  di  in ler i  non  negat iv i  a tale che < ~, q > < m e per  

ogni  a ~ [<  o:, q > / m ,  1] sussisle la l imi taz ione  

(7.~o) 
n 

ra k 

k ~ l  

dove p'  ~ il  numero  definito nel l emma 7.1 e c d u n a  costante ind ipendenle  da  u. 

I n d i c h e r e m o  conW~'  (~ ) ,  keJ (~Y~) ,  p reale  ~ 1  e s reale ,  lo spazio 
L e  • del le  d is t r ibuz ioni  u su ~2 tall che D a u ~  ~+<a.~>_~(F~) per  <:¢,  q >  <_. k, 

muni to  del la  no rma  

(7.11)  I luf l~ , , (~)  = ~ IDea I~,~+<~, ~>-~" 

k k, 2 
P o r r e m o  W~(~) - -  W~ (£~). 

0, p 
Osserv iamo ehe r iesce  W~ (F~)= L~(~) e ehe per  ogni k e J (O 1 L)  e 

si ha W P  p ( ~ ) ~  W~+k_,~(E~)k'~ a lgeb r i camen te  e topolog ieamente .  

Suss i s t e  inol t re  il s eguen te  

< m  

LEM~A 7.6. - S i a n o  assegnat i  i h u m e r i  reali  s, k e p, di  eui  k e J (O1E) e 

< m  e p >  l .  

Per  ogni  ~ > s + k - -  m, l ' iniezione di  W:'P(~2) in  W~'P(~2) ~ vompletamente  

cont inua.  



M. TROISI: Problemi al contorno con condizioni omogenee, ecc. 369 

Poggiando sul lemma 7.5, con ragionamenti  analoghi a quelli  tenuti  per  

dimostrare il lemma 1.5 di [33], si prova c h e l a  test i~ vera  per  k - - 0 ,  e cio/~ 

- -  W~ (~2) in L~(~) 6 completamente  che per  ogni ~ > s m l ' iniezione di "~'P 

continua. 

Supposto ora k > 0, osserviamo che, aneora in conseguenza del lemma 

7.5, si ha per ogni ~ > 0 e per ogni u E W:'e(~2) 

(7.12) 

D'al t ra  part% siccome per ipotesi ~ -  k > s - - m ,  da quanto prcmesso si 

ha the  l ' iniezione di W :  'p(fl) in L~_~(~) b completamente  continua, e quindi  
m p  

da ogni successione [u~} l imitata in W~' (~2): 

tlu ll ?, (o) _< M 

se ne pub estrarre una convergente in L~_~(~2). 

Osservando allora the, in conseguenza della (7.12), la reIazione 

implica che si ha 

[ ]u~-  uj[l~,pW) _ (2M + 1)~, 

si ottiene evidentemente la test. 

Pe r  ogni ~ > 0 suff ic ientemente  piccolo, indicheremo con 8~(m) una funzione 

di classe C~(~) e tale ehe 

(7.13} 
t - - 1  se p ( x ) ~ 2 e  

~(x) 
--  0 se ~(x) __< ~, 

(7.ta) 

dove ca b una costante dipendente solo da ~2, S e ~. 

LEM~[a 7.7. - Per ogni u E W ~', P(~), k E J ( ~ ) ,  p reale __~ 1 e s reale, si ha 

{7.15} lim ltS~u - -  ull~.p(a)= O. 
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Infa t t i ,  osserviamo che r iesce 

~ , u  - -  u[I~'P(a ) : ~, ] D~[(1 - -  ~,)u] Ip, ,+<~. ~>-k 
< a , q > < k  

<a, q><k 

dove c1 b una  costante  ind ipenden te  da u e ~. 

Tenuto  conto dellc (7.13), {7.14) ed osservando che per  ~ _< :¢ r iesce 

(7.16) • > - k ,  

dal la  p receden te  re lazione con note  considerazioni  si deduce  Ia tesi. 

Dimos t r iamo inol t re  il seguente  

LEM~A 7.8. - Qualunque siano k E J(~'~),  p reale ~ 1 e s reale, Cc°(t2) 

denso in  W)'P(gt). 

Infa t t i ,  sin u una  funzione  di classe W~'P(t2).  

Cominciamo con l 'osservare  che, tenuto conto del la  (7.14}, si ha 

<a,q><k ~<__a 

< c2 E Y, ]D~ul 

dove ca e c2 sono due costant i  i nd ipenden t i  da  u e e. 

Tenu to  qu ind i  conto del la  (7.16}, si deduce  che 

ind ipenden te  da  u e e tale Che si ha  

esiste u n a  cos tante  c 

(7.17) 

Inol t re ,  s iccome 8~uE ~dT~.P(gt), dal  l emma  7.2 segue che, per  ogni ~, esiste 

u n a  successione (u(~ 0 } di funzioni  di classe C~(~) convergente  a ~ u  in Wk, p(~). 

D 'a l t ra  parte,  tenendo presente  la def iniz ione di ~(x), ~ subito visto che 

r iesce 
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2 k, 

d o v e  c(~) e c'(~) sono  d u e  c o s t a n t i  i n d i p e n d e n t i  da  u e n.  

C o n s e g u e  che ,  f i s sa to  e, la  s u c c e s s i o n e  (~u~ ~)} c o n v e r g e  a $~u in  W~'P(~2), 

o q u i n d i  e s i s t e  n~ t a l e  t h e  si h a  

(7.18) It ~u(:)  - -  8~u~rz~' P(~) _< ~. 

P o s t o  u~ ~ ~u(~), si ha  p e r  le (7.17) e (7.18) 

D a  q u e s t ' u l t i m a  r e l a z i o n e  e da l  l e m m a  7.7 s e g u e  

l im  tlu~-- ul l~.p(a)  --- 0,  
s--> 0 

e q u i n d i  si h a  la  tesi .  

R i c h i a m i a m o  a n e h e  il s e g u e n t e  r i s u l t a t o  e o n t e n u t o  ne l  t e o r e m a  2.3 de t  

cap.  6 di J .  ~ECAS [26]: 

LEMMA 7.9. - Siano: ~ un  insieme aperto, l imitato ed a /rontiera (~local- 

mente lipschitziana)> (~o~ di  uno spazio reale eueIideo RN; ~(x) una  funzione di  

classe C°(~), posi l iva in  f~ e tale che si abbia in  coordinate locali (x'~, x~N) (~) 

(7.19) c~(~c) <_ X~v - -  a~(x') q- X~(x;)<c2~(x), 

(lo) Cio~ ~ e ~ ( ° } ' l  nel sense di J. NE~AS [26] (cfr. in [26] i l  n. 1.3 del cap. 1 e l l  n . l .1  
deI cap. 2). 

(ii} t~aeeiamo uso detle notazioni di 3", 2N~AS [,96] (cfr. i riferimenti eitati nelta nora (t0) 
e la (2.1) del cap. 6 di [26]). 
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dove e~ e s2 sono due costanti  positive, X,(Os'~) ~ una funzione def ini ta  in  5, e 

tale che 0 < X~(X'~) _< cost. 

Allora, f issati  i humer i  reali p > l e So< 1 - - 1 / p ,  per ogni s~_so e per 

ogni u~C~(~) tale she u -= 0 su ~ ,  D ~ u ~ L ~ ( ~ ) ( k - -  1 . . . .  , N) ,  sussiste la 

l imitazione 

(7.20) I z~-~u I~dx ~_ C h~' 1 I z~D~u l~dx, 

dove s ~ una  costante indipendente  da u e s. 

OSSERVAZIONE 7.3. - Si ver i f ica  f ac i lmen te  the,  se £~ ha f ron t ie ra  

<doealmente lipschitziana>>, la f anz ione  z(w) = ~(a~) ver i f i ca  le ipotes i  de1 l e m m a  

7.9 con ~) - -  ~ e X~(x~) - -  ~(x), dove  x = (x~', a~(w')). I no t t r e  s e t  - -  2, S(2) - -  13 e 

£1(~) ha f ron t i e ra  <doealmente lipsehitziana>>, f issato y E~(2), la funzione  

z(a~)--t;(~, y) def in i ta  in 12(1) ve r i f i ca  le ipotes i  del  l emma  7.9 con ~ ) ~  ~(~), 

X~(a;'~)- z(a~) (dove x - - (x '~ ,  a~(x'~))) e con le costant i  i nd ipenden te  da  y. 

8 .  - P r o b l e m i  quas i -e l l i t t i e i :  ipotes i  e r i su l t a t i .  

Assegnamo  in F~ un  opera to re  d i f fe renz ia le  l ineare  del la  fo rma  

(8.1) A --  A(x, D) --  Z a~(x)D~ , 

di cui  i nd iche remo con Ao la parte pr incipale:  

(8.2) Ao - -  Ao(w, D) ~-- Z ae(x)D~. 

S u p p o r r e m o  ehe s iano ver i f ica te  le seguen t i  ipotes i :  

~Ed Es is te  un  numero  re~le )~ tale che le funzioni  ~x-<~.~>(~)a~(x) s iano 

con t inue  in ~ per  <IL, q >  ----m, misurab i l i  e l i m i t a t e i n l ~ p e r  < ~ , q > < m ;  

inol t re  b soddis fa t t a  la seguen te  condiz ione di quasi.ellitticitdt: 

(8.3) 
<~t, q ~ m  

;E~) P e r  ogni i E~, A e propriamente  quasi.elli t t ieo di ripe v~ su ~ ,  
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eio(~ per  w E ~ ,  per ogni vettore reale ~ : 0  tangente a ~i~ in x e per  

ogni vettore reale ~ ' ~  0 normale a ~ 2  in x, il polinomio Ao(x, ~ ~ z~'), nella 

variabile complessa z, ha esat tamente v~ radiei con parle immaginaria  posit iva (~2). 

So w(~)(x) ~ una funzione definita su ~12 e 0~ ~ uno degli omeomorfismi 

ehe intervengono nella definizione 7.1, porremo per ogni y ~ (~(~) 

(8.4) w( ~, ~)(y) = w(~)[O~(y)]. 

Assegnamo inoltre, per  ogni i ~ ,  an sistema {B~}]'~I di v~ operatori  dif. 

ferenziali  l ineari di frontiera definiti  su ~ 2  e della forma 

(8.5) Bq -~ B~]ix, D) - -  Z , b(O(x)D,% p q  < m(O ~ 1, 
<i~,q~Pijq(i) Jt~ 

di cui indieheremo con B0~] la parle pr ineipale:  

(8.6) Bo~i = Boq(x, D) - -  Z b(jO(~c)DI~. 
<~, q~Pi j~  (i) 

Supporremo che siano verif icate le seguenti  ipotesi :  

~3) I coefficienti  ~i~(x) sono di elasse C~(~i2); inoltre esistono dei 

numeri  reali y~(iE~) tali che le funzioni ~+zq~(~)-<e'~>(x)b{~Ix)E C°(~2) per 

< t~, q>- 'p~]q(~) e tali ehe si abbia per < ~, q:> ~p~]q(~), per ogni y e a  (~) e 

per ogni 

(8.7) i (~( ~' ~)(y))vi+Pq~Ci)+<~'~>-<e'~>D~b~ k)(y) I <__ M~ , 

dove M~ 6 una costante indipendente da y;  

J~4) Pe r  ogni i E $, gli operatori  B~I, ..., Bi~ soddisfano la condizione 
complementare rispetto ad A su ~ii2, eio~ per ogni xE3~2, per ogni vettore 

reale ~ # 0 tangente a ~A2 in x e per ogni vettore reale ~'=~ 0 normale a 

~ 2  in x, i polinomi Bo~(x, ~ -]- z~'), ..., Bo~(x, ~ -4- z~'), nella variabile eomplessa 
vi 

z, sono l inearmente  indipendenti  modulo il polinomio H ( z - -  zk+(x , ~, ~')), dove 

(ie) Osserviamo che, nel caso n > 2 ,  da quanto rilevato nell'osservazione 5.1 segue 
ch% se ~,4~ ~ un insiome connesso, ogni operatore quasi-ellittico su ~l~ ~ propriamente quasi- 
eltittico su ~t~. 
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le z+(0~, ~, ~') sono le radiei  con par te  i m m a g i n a r i a  posi t iva di Ao{x, ~ + z~'). 

Nel seguito,  assegnato  comu n q u e  X o ~ ,  porremo 

(8.8) ~I - -  A(xo, ~, D)--" E ~x-<~,,'~>(OCo)a~(Xo, ~)D~ 
<p, q>~m 

e, se r d x o ) # O ,  

(8.9) 
~:~, q~Pi jq  ( : 

OSSEUVAZIO~E 8.1. - Sia ~(x) una  fanz ione  di classe C°.~(Ft) e tale t h e  

si abbia  

(8.10) 

dove cl e e 2 sono due  costant i  posi t ive ind ipenden t i  da  0~. 

Dal la  lipschitzianiti~ di ¢~(x) e dal le  (7.3), (8.10)segue the  per  ogni numero  

reale  s la funzione  (~*(Xo, ~)/~(Xo)y r i su l ta  con t inua  r ispet to  a ~ in l*(xo) unifor .  

memente  al var ia re  di oeo in EL 

O S S E R V A Z I O N E  8 .2 .  - Tenendo  conto de l l ' osse rvaz ione  8.1 ed osservando 

ehe si pub scr ivere  

\ ~(xo) 

~,+p,:(o-<~, ~> (zo) = {~* (Xo, i)) <~, ~>_~_~:(o. e*~,+~'; ~('j-<~' ~> (0~o, ~), 

si ver i f ica  f ae i lmen te  che, se sono soddisfa t te  le ipotesi  ~ 1 ) -  294), f issato uno  

degli  omeomorf i smi  ~k def ini t i  ne l l ' osse rvaz ione  7.2, med ian te  ¢~k l ' opera to re  

e il s i s tema [ ~ Bq ~fi=l vengono t ras format i  in un  opera tore  A del la  fo rma 

- -  E ~t~(Xo , z)D~ 

e in un  s is tema {/3~jti~ 1 di operator i  del la  forma 

- -  ~, b ) ~ ( X o ,  z ' )D~ ~ , 
<~,-q>~_pijq(i) 



M. TROlSI: ProbIemi al contorno con condizioni omogenee, ecc. 375 

dove  z ' =  (z~, ... ,  z~_~), sodd is facen t i  le seguen t i  condiz ioni :  

t~) i coeff ie ient i  ae(Xo, z) hanno  modul i  l imi ta t i  in Y.(~) da una  cos tan te  

i nd ipenden te  da xo; inol t re  i coef f ic ien t i  /t~(xo, z) per  < t~, q > = m sono 

con t inu i  in Z(~) ed hanno  modul i  di continuit/~ ind ipenden t i  da  xo; 

t2) i eoef f ic ient i  b(~)'x z) sono di e lasse  C~(a(~)) ed i loro mass imi  mo- jp, l 0 

dul i  e quel l i  del le  loro de r iva te  sono l imi ta t i  da una  cos tan te  i nd ipenden te  

da  ~Co; inol t re  i eoef f ie ient i  b(~)~xo z) per  < ~t, q >--p~jq(~) hanno modul i  di Jp4 

eontinuit/~ ind ipenden t i  da x0; 

t3) ~ ve r i f i ca ta  la condiz ione  di quasi-et l i t t ic i t /~:  

<p,, q > ~ n t  i-.~-i 

dove  ao ~ una  cos tan te  pos i t iva  i nd ipenden t e  da  z, ~ e Xo; 

t,) A ~ p r o p r i a m e n t e  quas i - e l l i t t i co  di t ipo v~ su z(~--) e gli opera to r i  

/~1, ..., B~i ver i f icano  la condiz ione  c o m p l e m e n t a r e  r i spe t to  ad A su ~(~--3. 

Suss i s t e  il s eguen te  t eo remu di regolar izzaz ione:  

TEORE~tA 8.1. - S i a n o  verif icate le ipotesi  ao), ~ ) - - ~  J~4) e s ia  s u n  asse- 

gnato  n u m e r o  reale. 
L 2 P e r  ogni f u n z i o n e  u ~ s(~2) e tale the  

(8.11) 

(8.12) 

(8.13) 

u e W~(  T} ~ compat to  T C f~ - -  S , 

A u e L~+z(~2 ) , 

B~ju - -  0 su  ~f~ (~3), j - -  1, . . . ,  v~, i e ~ .  

s i  ha  t h e  u 6 W,'~-m(F~) e suss i s te  la l imi taz ione  
! 

(s.14) II uLi 5 < et I]AuI1L + (o) + It ullL  (o)), 

dove e ~ u n a  costante i nd ipenden l e  d a  u .  

(ia) Qui  e n e l  s e g u i t o  l ' a n n u l l a r s i  de i  da t i  su  ~,~ v a  i n t e s o  l o c a l m e n t e  n e l  s e n s o  de l  

¢ e o r e m a  di  t r a c c e  e n u n e i a t o  al n.  1 (cfr .  i l  l e m m a  1.7). 
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L a  d imost raz ione  di questo teorema sar/~ da ta  al successive n. 9. 

Cons ider iamo era  il p rob lema  

(8.15) 

(8.16) 

~8.17) 

u ~ W7(12), s reale, 

du + X -xu f in 12 f ~  -- , L~+x-z(~2), 

B ~ u = O  su ~12, j =  1, . . . ,  v~, i e a ,  

dove X 6 un  numero  complesso, X 6 il numero  def in i te  ne l l ' i po tes i  ~f~) e (~(~v) 

una  funzione  di classe C O, ~(12) e soddis facente  la (8.10). 

Assoeiamo ad x i |  punto  (x, y), dove y 6 una  var iabi le  reale,  e poniamo 

D~ --  D, Dz = -- i3/~y.  

Ino l t r e  associamo ad A(x, D ~ ) ~  A(x, D) l ' ope ra to r e  

£o.~-- ~o.~(x, D. ,  Dz) - -  A(x, D,) + dOD], 

dove 0 6 un  numero  reale  e l 6 un  intero posit ive.  

S tab i l i remo un  teorema di un ie i th  per  il p rob lema (8.15)-(8.17), suppo- 

nendo che siano ver i f iea te  le ipotesi  del t eo rema  8.1 di regolar izzazione e la  

seguente  u l te r iore  ipotesi :  

:~5) Esis tono 0 e 1 tall  ehe sia ver i f i ca ta  la seguente  condizione di 

quasi-el l i t t ic i t /~ : 

Z + 4 0 

e gli operator i  B~(x, D~), ..., B%(x, D~) ver i f ich ino  la condizione complemen-  

ta re  r ispet to  a ~o.~(x, D~, Dy) su ~12 X R 1 (1~). 

TEOREMA 8.2. - Siano verificate le ipotesi ao) e ~ ) -  Xs). 

Allora, fissato s, esiste una costante yo > O, indipendente da s, tale the 

_~2~{ (~) O, una eventuale soluzione u del per ogni ~, con I X]~'~oao ~ e arg X= 

problema (8.15)-(8.17) soddisfa la limitazione 

(8.19) 2{sl 
{]ull 7(o)  do IIfUL , ,m, s-t-x--m t--~ 

dove c ~ una costante indipendente da u,  f ,  s e X. 

(~4) Osserv iamo the, essendo n +  1 ~ 2, in eonseguenza  detPipotes i  ~ ) ,  de l l ' ipo tes i  di 

quasi-e l l i t t ic i t~  di ~0, t e di quanto r i leva to  ne lPosse rvaz ione  5.1, si ha  che ~O,l(x, Dx, Dy) 
riesce~ per  ogni  i ~ ~ propr iamento  quas i -e l l i t t ico  di ripe v~ su ~ifa N( R i. 

(15) do 6, la costante che f igura  nei  lemmi  7.3 e 7.4. 
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L a  d imos t raz ione  di ques to  t eo rema  di un ic i th  sarh da ta  al n. I0. 

Volendo  era  passa re  ad e n u n c i a r e  un  t eo r ema  di es is tenza  per  il proble .  

ma  (8.15)-(8.17), pon iamo  la s eguen te  

DEFI~Z~O~E 8 . 1 . -  F i s sa to  i ~ ,  d i remo ehe un  s i s tema {B]}~=~ di r 

opera~ori  d i f fe renz ia l i  l inear i  di f ront iera  del la  forma 

(8 .20 )  = 
<p., q>~Pj 

e con i coef f ic ien t i  bj>(m), pe r  < it, q > " - P  i, def ini t i  su una  porz ione  I~ di 

a£t ,  ~ normale  su I' ,  se si ha P1 ~ p k  per  j ~ k e 

(8.2l) E bi~(ac){~ :4:0 
<~, q>=ej 

per  ogni  x e 1" o pe r  ogni ve t tore  ~ e R ~ -  {0} normale  a 11 in x .  

Agg iung iamo a l lora  al le  ipotes i  del  t eo rema  8.2 di unieit~t le seguen t i  

ipotes i  : 

~ 6 )  I eoeff ie ient i  ae(ac) e C ¢ ~ ( ~ 2 -  S)  e le de r iva te  D~a~(ac) e 

L~+<a, ~>-<~, ~>(a) ; 

:E7) P e r  ogni i ~  $ ,  il s i s t ema  {B~/c~), . . . ,  B!v,,~)}, dove 

(8.22) B(r~, ~) - -  v 
~j 

<~, q>~pij q(i) ]1 ~-  ~ ~' 

¢~ normale  su 3~f~; 

2f8) Es is te  una  suceess ione  {~k(x)} di funzioni  di c lasse  C ~ ( ~ -  S ) ( 3  

N C °.~(~) e tal i  ehe 

con cl ,  c2 e c3 cos tant i  pos i t ive  ind ipenden t i  da  k ,  eonve rgen t e  a a(x) in 
co, 

Annali di Matematica 48 
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TEORE]~ 8.3. - Siano verifieate le ipotesi ao) e ~ ) -  JG). 

Allora, fissato s, esiste una eoslanle 2,o> 0 tale che per ogni ),, con 

I k I ~ ~o e arg X --  (}, e per ogni f • L~,+×_,,,(~2) il  problema (8.15)-(8.17) ~ univo- 

camente risolubile, 

Questo  ~eorema di es i s tenza  sar/~ d imos t ra to  al n. 11. 

S u p p o n i a m o  in p a r t i c o l a r e  che A ver i f i ch i  la s eguen te  condiz ione  di 

forte quasi-eltitlicit~ : 

t8.23) yxG  e V i •  

In  tal  caso, da  noti  r i su l t a t i  (cfr. G.C.  BAnozzI  [5]) segue che  gli in te r i  

m~, .... , m~ sono par i  e ehe  6 sodd i s fa t t a  la condiz ione  ~2) di quasi-ellitticit& 

propria con v(0 __. m(~}/2. 

Cons ide rando  a l lo ra  il p r o b l e m a  di D I m c H L ] ~  

(8.24) 

u e W~(~2), s reale, 

A u q - ~ a - Z u - " f i n  f~ f e  2 , L~+z_,~(f~), 

J u m (~) 
rt~ - -  0 su 3sfl, j - -  O, . . . ,  ~ - - -  1, i • ~ ,  

dove n~ deno ta  ta n o r m a l e  a ~F~ or ien ta ta ,  ad es.,  verso  l ' i n t e r n o  di F~, si h a :  

COnOLL~n~O 8.1. - Supponiamo che i coefficienti ae(x) verifichino le ipotesi 

~f~), X,6) e che siano soddisfalte la condizioue (8.23) di quasi-ellitticit~ forte e 

le ipotesi aol, ~8). 

Allora, fissato s, esiste una coslanle ),o> 0 tale che per ogni )~, con 
2 

Re )~ ~ Xo, e per ogni f • L~+x_~(a) il problema (8.24) ~ univoeamente risolubile. 

L a  tesi  consegue  dal  t eo r e ma  8.3 os se rvando  che, se 6 v e r i f i c a t a  la con. 

d iz ione  (8.23) di fo r te  quasi-e l l i t t ie i t /~  e B~] --  (3/~n~)s, l' ipotes i  Jgs) 6 sodd is fa t t a  

pe r  l - -  m e per  ogni  0 e ] - -  ~/2, r: /2[.  

9. - D i m o s t r a z i o n e  deI t e o r e m a  8.1. 

P r e m e t t i a m o  un  l emma.  

P e r  ogni  n u m e r o  rea le  r > 0, p o r r e mo  
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L - -  { x - -  (xO), ..., x('))ER" ] t x(~)l < r, i - -  1, ..., t }, 

{xELtxo>_0}, 

e ind icheremo con Q~ l ' u n o  o l 'a l t ro  dei due  ins iemi  l?r e E~. 

Fissa to  ro > O, assegnamo in ~o un  opera tore  d i f fe renz ia le  l ineare  del la  

fo rma 

(9.1) A = A(x, D) = v, a~(x)D ~, 

supponendo  che s iano ver i f ica te  le seguent i  ipotes i :  

$~) I eoeff ic ient i  a~(x) sono con t inu i  in Q~o per  < ~, q >  ~ m, misurab i l i  

e l imi ta t i  in Q~0 per  <1~, q>  < m;  

82) A b quas i -e l l i t f i eo  in Q~ e, nel  easo Q~o = ~,~o, p rop r i amen te  quas i -  

e l l i t t ico di t ipo v su Z~o. 

Inol t re ,  se Qro--E~o, assegnamo su % un  s i s tema { B  i }]=~ di v operator i  

d i f ferenzia l i  l inear i  di f ron t iera  del la  fo rma (8.20) e soddisfaeenf i  le seguent i  

ipotesi  : 

~3) R isu l t a  p] ~ m - -  q. e i eoeff ic ient i  b]~(x) fi C~(~)  ; 

~4) B1, ..., By ver i f icano la eondizione eomplemen ta re  rispe~to ad A su z~o. 

Ind iehe remo  con V(Y,~ o) la classe delle funz ioni  uEWz(S%)  e tali  che 

(9.2) B j u - - O  su %,  ] - - 1 ,  ..., v, 

e con F(Fr0) lo spazio Wz(Fro). 

LE~I~A 9.1. - Nelle ipotesi sopra poste, per  ogni 

l imi taz ione  
u E V(Q~o) sussisle  la 

(9.3) Z ] D~u 12, e~ ~ c(] Au  12, % -1" [ u 12, %), 

dove r < ro e dove e ~ u n a  vostante ind ipenden te  da  u. 
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Infa t t i ,  assegnat i  ire numer i  posit ivi  r<r '<r"<ro ,  con r ' - - r -  r" - - r '<l ,  
C~ (/~), ta l l  che eons ider iamo duo funzioni  ~(x) e ¢~(x) di classe :~ rs 

(9.4) 
{:__1 

~(x) 0 se x ~ R ° - - r ~ , ,  se x e R ° - - L , ,  

e tal i  inol t re  che si abbia 

(9.5) I D~(x) ] ~ M~(r'-- r) -l~l, I D~(x)  l ~ M~(r"-- r') -J~l , 

dove M~ ~ una  costante  d ipenden te  solo da ~. 

Sia  era u una  funzione  di elasse V(Q~o). 
Nel case Q~o--Pro, con ben note  considerazioni  si d imos t ra  ehe suss is te  

la l imi tazione (16) 

(9.6) 

hTel case Qr0-" ~'T0, assoeiamo ad u le funzioni  

V ( ~ ) f :  ~0(X)U(X ) se XE~r  0 

0 se xER~--Y,~o,  

: v(x) se xrs > 0 

v~(x) ~ 
),jv(x',--jx,~) se x o < 0 ,  

]=1 

dove i )'J sono dei numer i  real i  tal i  che 

mrs 

z )`j(--j)~= 1, 
],..~I 

k - -O ,  ..., m ~ - - l .  

Eviden temen te  si ha ehe v EH"(R~) e vlEH'~(R~), dove gli H "~ sono gli  

spazi def in i t i  al n. 1. 

(is} I%1 corse di questa dimostrazione indichiamo con c i ,  . . .~ c~4 delle eostanti positive 
indipendenti da r, ~.r r" e u. 
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Allora dai risultati  di T. MA~SVZAWA [21] si deduce, ancora  con note 

eonsiderazioni, che sussiste la limitazione 

(9.7) [ Da(~ u)  [2, ~ro ~ 02 ([ A ( ~ u )  [z, ~o 

j ~ l  

Osserviamo era  the  si ha 

(9.8) I A(~u) ]2, Qr ° ~ I ~ A u  ]2, Qr ° + 03 ~ ~' [ D ~ - ~  • D ~ u  12, % 

~ l  ~ A u  t2, Qro + C~4( rt  - -  r)  - m  2] [ D~(~u)[2, %. 
<~,  q><ra 

D'a l t ra  parte, in conseguenza del lemma 7.1, si ha 

(9.9) 

dove 

1 ~a o 
Z l D~@ u) 12, % ~ 05[( Y, I D~(~u) t2, Q,J°" 1 ~u 2, % A- I ~u Iz, %] 

<a, q><m <a, q>~m 

06[(¢'-- r')-~( ~ ] D %  1~, °° 1-oo Q~,,) . l u  ~,Q~,,+IUl:.Qr,,], 
<~, q><ra 

0~o - -  s u p  
<a, q><m 

<~, q> 

Dalle (9.8) e (9.9) segue che r isulta 

(9.10) I A(~u) 12. % ~ o7 (1 Au  12, ¢~, + (r" - -  r)  - ~  I u 12, e~,, 

1--a 0 ,~ 
+ ( r " - -  r ) - ~ (  ~, I D %  1~,o~,,) °° I u 2, e,.J. 

<a, q><m 

Inoltre,  in conseguenza delle (9.2) e dei lemmi 1.7, 1,3, si ha 

(9.11) 
<~, q><---pj a<l~ 

< a ,  q > < p j  
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Con ragionament i  analoghi a quelli  tenut i  da E. GIUSTI per  stabil ire il 
l emma 4. I I  della parte  I di [16], si d imost ra  ehe, se < a ,  q >  < p j ,  si ha per  

ogni ~7 > 0 

da eui, posto 

si r icava 

II D~'vt II==-PJ(R ") ~ elo(aq-P;+<~' q> Y' t D~v~ 12, m 
<p, q>=.* 

+ (1 -t- ~-PJ+<~' q>)l v112. R'*), 

|--lira 
~'t = ( ~a 1 DP'V112, Rn) ll'n ° I Vl  12, R n , 

<p. q>=m 

(9.12) 

+ ( E t D%112, R") ~-cPj-<~' q>)/,, 
<ix, q>~ra 

• 1 vl  I(PJ~ <~' q>)/'~- 2, R 

Se poniamo 

b j =  sup (1 - p j - < a ' q > )  
<a, q><pj m ' 

b e - -  s u p  { b l ,  . . . ,  by},  

dalle (9.11) e (9.12) si deduce  ehe r iesee 

(9.13) II Bj(~vl)llHm--pj--qn/2(Rn--1) ~ ~12(r' - -  r)--'~( 1 r u  12, Q,o 
j ~ l  

1--b 0 -~ 
+ ( v. I D~(~ u) I~. Ore) ~°" I ~ u  ,. o~0J 

<.9:, q>=m 

C~3(r' - -  r) - 2 ~  (I U 12, Or,, + ( Y" I D~u 12, o~,,) ~° " t u 12, o~,,). 
<O:, q>~m 

Dalle (9.6), (9.7), (9.10), (9.13) e de1 lemma 7.1 segue ehe, denotato  con y 

il pi~ grande dei due numer i  ao e be, si ha 

(9.14) (r,, _ r)2~ Y. ID~u]2,0,.~Cl,~([Au[2, Qr,,-.I-IU[2, O/, 

1-- T 
+ ( .v 1 0 %  l~, Q~,,F" I u t~, o~,,). 

<o;, q >.~-m, 
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Da q u e s t ' u l t i m a  re lazione e da un  l emma  di crescenza di C. ~ I R A N D A  

(cfr. il l e m m a  3.1 di [23]) si deduce  la tesi. 

DI~OS~I~AZmN~ del t eorema 8.1. - F issa to  c o m u n q u e  Xo E S2 ed assegna ta  

una  funz ione  u(x) soddis facente  le ipotesi  poste, cons ider iamo la funz ione  

u*(xo, ~) def in i t a  in I*(xo) dal la  (7.7). 

Cominciamo col d imos t ra re  the  esiste u n a  cos tante  Co, i nd ipenden te  da  

u e xo, tale the  si ha 

(9.15) ~, I D=u* l=,¢l=C~o) ~ Co(I ~u* l~. .(~o) -l- l u* t~,**(~o)), 
<a, q>~m 

dove A ~ l ' ope ra to re  def in i te  da l la  (8.8) e 

l Rn 1 I Ill2(Xo) = S2 A x E [ z(') - -  x(oo I < ~ ~(°(Xo), i - -  1, ..., t . 

Da l l ' i po tes i  :El) e dal le  (7.2), (7.3) si deduce  ehe .4 i~ quas i -e l l i t t i co  in 

I*(xo) e the i suoi coeff ic ient i  

~-<~, ~>(Xo)a~(Xo ~) (p*ixo, ~) <> ~>-y. ' - - \  ~(Xo) ) ~*z-<>~>(Xo, ~)a*(xo, ~) 

per  <~,  q > - - m  sono cont inu i  r ispet to  a ~ in I*(xo) u n i f o r m e m e n t e  al variare,  

di Xo in ~2 (17) e per  <~,  q> < m hanno  modul i  l imi ta t i  r ispet to  a ~ in I*(xo) 

da una  cos tante  ind ipenden te  da Xo. 

Per tanto ,  se F(Xo)-  0 ,  la (9.15) si o t t iene come conseguenza  del l e m m a  

9.1 appl icato r e l a t i vamen te  al case in cui Qro-  Fro----I*(xo). 

Oonsider iamo al lora  il case che sia F(Xo)~O.  In  tal  case la funz ione  

u*(Xo, ~) soddisfa  le condizioni  

(9.16) /~ju* --  0 su r~(Xo), 

per  quei  valori  di i per  cui I?i(Xo)~=O, 

dal la  (8.9). 

j - -  1 . . . .  , vi, 

dove gli operator i  /~ij sono def ini t i  

(17) Si tenga presente l 'osservazione 8.1. 
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Proeedendo come nella dimostrazione del teorema 2.1 di [34], consideriamo 

un r ieoprimento di I~/2(Xo)* mediante un numero finito ~ ,  ..., ~ di aperti  di 

R ~ in modo che ogni Ck soddisfi una delle seguenti  condizioni: 

1) ~k C I*(xo); 

1') ~k b contenuto in uno degli apert i  ©~h definiti  nel corso dell 'osser- 

vazione 7.2. 

Se ~k C I*(xo), ancora come conseguenza del temma 9.1 applieato relati- 

vamente  al caso in cui Q~0--F~0, si ottiene la limitazione 

(9.17) 

dove c' b una eostante indipendente da u e da x0. 

~e l  caso 1') si ottiene aneora la ~9.17) t rasformando l ' ins ieme ©sr~ 71 I*(xo) 

sul l ' ins ieme y,(O mediante F omeomorfismo ~%, tenendo presente le proprieti~ 

di ¢?~h, tenendo conto delUosservazione 8.2 e faeendo uso del lemma 9.1 

re la t ivamente  al easo in eui Q~o--Y,~o. 
La (9.17) valida per k :  1, ..., r implica la (9.15). 

Operando ora in (9.15) il eambiamento di variabili  (7.6) si ha 

(9.~8) Z t~<~'~>-J~l/2(xo) / D~'u 12, x~12(~o) ~ c@x-1<12(Xo) l A u  12, ~(~o) 
"<a, q > ~ m  

Moltiplicando primo e secondo membro della (9.18) per ~(xo), elevando al 

quadrato ed integrando su £t si ha 

(9.19) <~. q>=,~E f (9~+<~' ~>-i~lI2(x0) I D~u 12, ~12(~o))2dxo 

t2 

dove el b una costante indipendente  da u. 

Dalla (9.19) e dai lemmi 7.3, 7.4 si deduce la limitazione 

(9.20) ~' ] D~u 12, ~+<~, ~> ~ c2 ([ A u  12, s+× --[- I u J2, ~), 
<a,  q>~rn 

dove c2 b una costante indipendente da u. 
Dalla (9.20) e dal lemma 7,5 segue la (8.14) e quindi si ha la tesi. 
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10. - D imos t raz ione  del t eo rema  8.2. 

P r e m e t t i a m o  il seguente  lemma,  che eost i tu isce  una  genera l izzazione del  

l emma  3.1 di [33] e dove facc iamo uso del le  notazioni  inizial i  del  n. 9: 

LEMMA 10.1. - S u p p o n i a m o  ehe: 

&) s iano verificate le ipotesi  del l emma  9.1; 

12) esistano 0 e l tali  ehe l 'operatore £0. z(x, D~, Dy), associato a d  

A(x, D~) tramite  la (8.18), s ia  quasi-e l l i t t ico  in  Q~o X R ~ e gli  operalori  B~(x, D~)~ 

..., B~(x, D.) verif ichino la eondizione complemenlare  rispetto a ~o. ,(x, D . ,  Dr) 

su  % X R ~. 

Al lora  per  ogni  u E V( Q~o) e per  ogni n u m e r o  reale ~I sussis te  la l imi taz ione 

(10.1) 
l 

I~l  k Y. ID~ul2, o ~ ( l ( A - b  ~ 'd°)ul2 ,% 
k=~O <a, q>~m(l~k/l) 

+ (1 + 1"0 ['-~)1 u12. %), 

dove r < ro e dove c ~ u n a  coMante ind ipenden te  da  u e da ~. 

Pogg iando  sul  l e m m a  9.1, o t te r remo la d imos t raz ione  di questo l e m m a  

ada t t ando  al nostro  caso un nolo p roced imento  dovuto a S. AG~o~¢ [1]. 

Siano u(x) u n a  funzione di classe V(Qro) e ~ un  numero  reale.  

Assegnata  ~(y)E C~(R 1) e tale che 

poniamo 

- - 1  per  t y l ~ I / 2  
~(y) 

= 0  per  ly [~l ,  

v~(x, y) - -  ~(y)e~yu(x). 

Eviden temente ,  in conseguenza  del l e m m a  9.1 si ha la l imi taz ione  

(t0.2) D~D;v~ l~. Q,x~, <-  c, (1 .¢ o. ~.~ 1~. %xR, + 1 v~ 1~. %xR,), 
<~, q>+~ff~.~ 

dove r ~ un  f issato numero  reale  posit ive < r o e  cl ~ una  cos~ante i nd ipenden te  
da u e da  ~I. 

Annali di Matematica 49 
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Osserviamo che si ha  

I--1 / ~\ 

e qu ind i  r iesce 

(10.3) 
t--1 ) 

1 £0,~v. 12, %xR~ ~ c 2  I(A ÷ ~W~°)u t2, % -t- t u {2, %" ~ {~ 1 ~ , 

k~0 

dove c2 b u n a  costante  ind ipenden te  da u e da ~. 

Ino l t r e  si ha 

1/2 

O. --3[]2 

[ D~D~(e~Yu(x)){2dy 

/ -  
= { ~ L:~I I ~)~u 12dx, 

,J 
Qr 

da cui segue 

(10.4) 
l 

D a~k  I k a u . I x uyV~ 12, QrXR1 ~ ~' {~ ~" ]Dx 12, Qr 
<~¢, q>-~mk]l<."m k=O <a, q>~m(1--k]l) 

Dalle (10.2), (10.3) e (10.4) si deduce  la (10.1) e quindi  si ha  la tesi. 

DIMOSTRAZlONE del t eorema 8.2. - Cons ider iamo l ' ope ra to re  

.71 - -  ¢~*(Xo, ~) ~ 

dove A # def in i te  da l la  (8.8), ed assegnamo una  funzione u di elasse ~V~(~) 

e soddis facente  le (8.17). 

Tenendo  presente  t ' osse rvaz ione  8.1~ con cons ideraz ioni  ana loghe  a quel le  

tenure  nel  corse del la  d imost raz ione  del t eorema 8.1 per  dedur re  dal  l e m m a  

9.1 la (9.15), si deduce  era  dal l emma 10.1 che per  ogni xoE ~ e per  ogni 

numero  rea le  ~ sussis te  la  l imitazione 

l 

(10.5) ~ I ~ I ~ ~ { D~u* 1~, ,~]2(~o) 
k=0 <a, q>~m(~--k/0 

~ e l ( I ( Z +  ~qW~°)u * [2, t*(~0) ~- (1 + {~ I~-1)t u* {2,1.(~0)), 

dove cl # una  cos tante  ind ipenden te  da xo, u e ~. 
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Inol t re ,  con cons ideraz ioni  ana loghe  a que l le  tenure  per  dedur re  dal la  

(9.15) la (9.19), si d e d u c e  da l la  (10.5) che si ha 

(10.6) Y'ol ~ I ~k "2 f CV-~+<~, ~>-~,t/~ iXo) l D~u 12. h/~(~0))~dxo 
~----- <a,  q>~m(1--~/O 

n 

~ C 2  I f  (~ . . . .  ]'Vl]2(X0) l ((j)/A _~ ~le~O)u 12 , i(~o))2dzo 
~2 

f ~2dx~] 7 (- (1 + [ ~ II--1) 2 (~ . . . . .  ['Cl/2(x0) I av~ 2, I(xo)) oj ,  

~2 

dove  c2 b una  cos tan te  i nd ipenden t e  da u, "~ e s .  

Dal le  (10.6), (8.10), (7.3) e dai l emmi  7.3, 7.4 segue  la l imi taz ione  

l 
(10.7) E I~ I k 21 1 D~u 12, ~+<~, .>-.~ 

k=O <a,  q>~ra(X--k/t) 

c3do "(I(A + ~e~%-×)u [~, ~+)~_~ + (1 -a t- ] ~ [z-~) I u 12 . . . .  ), 

dove c3 b una  cos tan te  i nd ipenden te  da u, ~ e s .  

Dal la  (10.7) si d e d u c e  in mode  ovvio la tesi a s s u m e n d o  ) , - -~zd0.  

I1. - La f o r m u l a  di G r e e n ;  d i m o s t r a z i o n e  del t e o r e m a  8.3. 

D i r emo  che un  ope ra to re  di f ron t i e ra  B~j del la  fo rma  (8.5) e def in i te  su 

12 b di c lasse  ~(~ '  ¢), se i suoi  coef f ic ien t i  ve r i f i cano  l ' i po tes i  :g3); ch iamere ino  

q - o r d i n e  di B~j il n u m e r o  p~]. 

Ino l t re  d i remo t h e  un  s i s t ema  {Bj }j~ di r ope ra to r i  di f ron t ie ra  del la  

fo rma  (8.20) b un  sislema di Dirichlet di ord ine  r su  una  porzione r di "0~fL 

se esso i~ normale su r e i humer i  pj sono ~ (r--1)q(O. 

I n d i c h e r e m o  con A* l ' o p e r a t o r e  aggiunto formale di A :  

(11.1) A*u = Y~ D~(%(x)u). 
<p., q><ra 

Li~MMA 11.1 . -  Siano verificate le ipotesi ao), ~ ) ,  ~g3), Jg6), JfT) e siano asse- 

gnarl gli operatori C~j, j = 1, ..., m(O - -  v~ e i E 7, di q-ordine n~j, di classe 
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~) C(~. ~) ~(~'~) e tali  the, per  ogni i ~ ,  gli  operatori B!~ ~" e v vostituiscano un  

sistema di Dirichlet di  ordine m(o su ~i~2. 

Allora, per  ogni i ~ ~, esistono due s is temi { Bq Ii=~ e { C~ }~=1 di operatori 

dif ferenziali  l ineari  di front iera verif icanti  le seguenli  condizioni : 

1) B~ i e C~ i sono operatori di  elasse ~(~- '~-  ' , r ispet l ivamente di 

q-ordine m(O n~ 1 e m(O - p~j - -  1 ; 

B :(~-r~-A%(°' ") C~ (~-~-'~(0"(°' ") eostitui. 2) Per ogni i ~ ~, gli operatori ~ e 

scono un  s is tema di  Dirichlet di  ordine m(O su ~12 :, 

3) Per ogni eoppia di funz ion i  u e v di ~lasse C ~ ( - ~ - - 8 )  sussiste la 

formula  di Green : 

(11.2) Au* v d x -  u .  A*vdx  - -  ~ C~iu " B~ivda-7- ~ ~ Bqu .  C[ivdo 
- ~,~\ i=z d i=1 d 

a n ~i n ~ a  

4) Se, fissato i E ~, A ~ propr iamente  quasi-ell i t t ico di tipo v~ su ~Z ,  allora 

gl i  operatori B~,  ..., B~..~(o_~ verificano la condizione complementare rispetto 

ad A* su ~ se e solo se gli operatori Ba, ..., B~v~ verificano la stessa condi. 

zione rispetto ad A su  ~2 .  

Infatti ,  siano e~k gli insiemi definiti nell 'osservazione 7.1. 

Dai r isultati  del n. 6, si deduce evidentemente che ad ogni ~ k  ~ possibile 
p ,m(O--y. C' Vi assoeiare due sistemi [B~j~i=~ ' e { ~kj }1=~ di operatori soddisfacenti, limita- 

tamen~e alla porzione ~ 2  N o')~k di ~2, atle condizioni I), 2) e 4) del teorema 
e tall ehe per f, gE C:~(~--), con f oppure g a supporto eompatto in ~-A ~ k ,  si 
abbia 

"~(°-vi ~n ~i fia 

= ~ C~jf . B~kjgd~' " - -  ~ B~if. C~]gd~: 
]=1 ]=1 

Assegnamo un ricoprimento di S mediante un numero finite Cl,  ..., ~r 
di aperti  di R ~ tali che, per  ogni r E { i ,  ..., p} e per ogni iE~ ,  l ' ins ieme 
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@~ (3 a,~l, se non vuoto, sia contenuto in uno degli insiemi 6)X;k. 

Assegnamo inoltre un numero finito ©~, ..., ©, di aperti di R" tall ehe 

©kCgl e con la condizione che gli insiemi ©k, @g~ e ~ costituiscano un 

rieoprimento di gl. 

Oonsideriamo quindi  una partizione deli'unit/~ su ~2 relativa al suddetto 

ricoprimento e eostituita di funzioni a~, ~ ,  % di elasse C~°(R ") e tali che 

supp ak C ©~, supp ~i~ C ~g~k, supp ~k C @k. 

Fissate allora u, v E O~°(-~--S), si ha 

(11.4) f A u .  7dx -- ~ f Au .  ~kvdx 
Fa 

' f  - 
q- ~, ~, Au . ~kvdx ..f- Au . ~vdx. 

Evidentemente r isul ta  

(11.5) f Au .  vdx - f u . A*(  vYdx, 
,2 fl 

mentre in eonseguenza della (11.3) si ha 

(11.6) f Au .  },~vdx - - f  u .  A*(~J,kvidx 

_ _ .  * I ¢ j  t 

j--1 _J ]=1 
a# 

Volendo trasformare l 'u l t imo integrale a secondo membro della (11.4), 

indichiamo con T il supporto di v e con Ek il supposto di Sk. 

Assegnamo un ricoprimento di 7'A Ek con un numero finito ~kl, ..., ~)~rk 

di aperti  di R ~ in modo che ogni ~kr verifichi una delle seguenti due condi- 
zioni : 

a) ~ r  C ~ ; 
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a') esiste 6 ~  tale che ~)~ (q ( T (5 E~) ~ ~;.£~ ~ T e ~ 3 e2~ (3 ~I2. 

Consideriamo quindi una partizione del l 'uni t~ su T A  E~ relat iva al 

suddetto r icoprimento e costituita di funzioni ~ C~(R~), a supporto compatto 

in ~)~ e tali ehe nel ease a') f i es ta  

hl lora  si pub serivere 

f , .......... rk f Au . ~kvdz = v. Au.  ~k~kvdx. 
r~l 

I'~ f l  

Nel ease a) si ha evidentemente  

f Au.  ~%vdx -- f u .  A*(~k~?kv)dx. 

Nel case a') si pub evidentemente applieare la (11.3), e quindi si ha 

f Au.  ~k~kvdx -- f u.  Ji*(~kr~kV)dX 
&2 ~2 

- - -  Y~ ~ C ~ j U .  B i ~ j ( ~ k r ~ k V ) d ~  - -  y '  BvU" C~ki(~kr'~kv)dcr. 
]=1 1=I 

~Te segue the  r isulta 

(11.7) f Au.  ?kvdx -- .f u .  A*(~kv)dx 

~.~ \ j = l  _,1 j = l  

Dalle (11.4)-(11.7) e dalle propriet~ degli operatori B~kj e C~'ki si deduce 

che gli operatori  B~] e C~] definiti  dalle formute 
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hi p 

B,~v = Y, B ;d~v )  q- ~ B~d~v), 
k ~ l  k ~ l  

hi p 

k ~ l  k ~ l  

soddisfano le condizioni r iehieste dal lemma. 

LEMMA 11.2. - Nelle stesse ipotesi del lemma 11.1 si ha:  

a) La  formula di Green (11.2) sussiste per ogni coppia di fun~ioni u 

e v, una  di classe C ~ ( - ~ - - S )  e l 'a l tra  di classe W~(T)  per ogni compalto 

7 'Cf~  ~ S. 

b) Se v e W'~( T)  per  ogni compatto T C ' -~- -  S, si ha B ' ~ v = O  su ~ 2 ,  

- - 1 ,  ..., m(~) --v~, s e e  solo se risulta 

(11.8) f A u .  v--dx = f u .  A*vdx 

per  ogni u E C~(~2 U ~f~) e tale ehe Biiu -" 0 8U ~ 2 ,  j "- 1, ..., v~. 

e) Se u E W'~(T) per ogni compatto T C - ~ -  S, si ha B ~ j u -  0 su  3~2, 

j = 1 . . . .  , v~, s e e  solo se ~ verificata la (11.8)per  ogni vE C~(f2 U 3£~) e tale 

che Bijv --  0 su 3~I2, j ---- i, ..., m(O --- v~. 

Infatti ,  osserviamo the, in conseguenza del lemma 7.2, ogni funziono 

w E VV'~(O) pub essere approssimata  in W'~(~) da una successione di funzioni 
di elasse C ~ ( ~ - - S ) .  

Osserviamo inoltre che, in conseguenza del lemma 6.2, comunque  si 

assegnano le funzioni f / ,  j - - 1 ,  ..., v~, e gj,  j =  1, ..., m(0--v~,  di classe 

C~(3~), esiste uE C~(~ U c~2) tale ehe 

B ~ j u = f j  su 3~2, j = i ,  ..., v~, 

C~iu--gi  su ~f~, ] - - 1 ,  ..., m(O--v~, 

ed esiste vE C~(fl  U 3 ~ )  tale che 

B ~ v - -  g i su 3 ~ 2 ,  j - - l ,  ..., m(O--  v~, 

C' 
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Dopo tali osservazioni, la dimostrazione del lemma si ottiene con consi- 

derazioni analoghe a quelle tenute in [34] per stabilire il corollario 5.1. 

Quando sono verif icate le condizioni del lemma 11.1, daremo il nome di 

problema aggiunto formale di (8.15)-(8.17) al problema 

v E W'_"~-z+~(), 

(11.9) A*v +~z-Xv  = g in 12, g E L2s+=(~), 

B~v: -O su ~i~2, j = l ,  ..., m(O--v~, iE~, 

e indicheremo con N~x l ' ins ieme delle soluzioni del problema 

associato a (11.9). 

Inoltre indicheremo : 

con ~ . ~  l 'opera tore  u--> Au + kz-Zu l ineare e continuo da 

omogeneo 

Wi(12, B~j )={uE Wi(  )lB~+u=O su ~ £ ~ , j - - 1 ,  v,, i E ~ }  

in L~+z_=(~) ; 

con ~*x l 'opera tore  aggiunto di ~ .  ~; 

con ~YL,*~ il nueleo di ~I:~. 

LE~IMA 11.3. - Siano verificate le ipotesi ~1)-~4), ~6), ~7) ed inoltre 

~(x)EC~(~ - S). Allora per ogni s reale e per ogni ~, eomplesso si ha ~Y'E,*x 

Se inoltre ~ anche verificata l' ipotesi J~), si ha ~iL:*~--N*x. 

Infatti ,  cominciamo con l' osservare che per  ogni s realc riesce L 2 , ( ~ ) =  
__ 2 ~ (18) --(L~(g]))' ( =  duale forte di L s ( ) )  e che dalla definizione di operatore 

aggiunto segue the  v E ~ * z  se e solo se si ha 

(11.10) v E  L ~ _ z + , ~ ( t 2 )  e f v .  Au +)~z-Xudx = 0 U m E W ; ( n ,  B~). 

D 'a l t ra  parte dal corollario 5.2, dal lemma 11.2 e dal teorema 8.1 si 

deduce, con note considerazioni, che una soluzione v di (11.10) ~ anche una 

soluzione del problema omogeneo associato a (11.9); ne segue la prima parte 

del lemma. 

(is) Cfr. il lemma 1.3 di [33]. 
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La dimostrazione della seeonda parte del lemma, ehe qui per brevith 

omettiamo, si ottiene poi r ipetendo i ragionamenti  tenuti  nel torso della 

dimostrazione del lemma 5.3 di [33] per  stabil ire Fanalogo r isul tato nel caso 

ellittico. 

DI~OSTRAZlONE del teorema 8.3. - Osserviamo the, nelle ipotesi poste, 

dal lemma 11.1 segue che gli operatori  A* e B'~j verif icano le ipotesi T~)-:~4), 

~f6), ~7) con m( ~ ) -  v~ in h o g o  di v~ e l ' ipotesi  ~5) con - - 0  in luogo di 0. 

Se ne deduce che, fissato s, esiste una costante ko > 0 tale che per  ogni 

~, con [ k 1~)~0 e arg k -- 0, i problemi (8.15)-(8.17) e (11.9) ammettono cia- 

seuno al pifi una soluzione. 

Da tali considerazioni, da noti r isultati  relativi agli operatori  lineari e 

dal lemma 11.3 si deduce la tesi ne l l 'u l te r iore  ipotesi che c E C ~ ( ~ -  S). 

Se poi ~ C ~ ( ~ - - S ) ,  eonsideriamo il problema (8.15)-(8.17) con ~k in 
luogo di z (err. l ' ipotesi  ~8)). 

Pe r  quanto sopra stabilito e per  il teorema 8.2 si ha evidentemente ehe 

esiste una costante ),0 > 0, indipendente  da k, tale che per ogni )., con I k I~) ,o  

e arg k - - 0 ,  detto problema ammette  un 'un i ca  soluzione u~ la quale soddisfa 

la l imitazione 

(11.11) lJ u~ Ills (~) - -  c II f IILs+~_,~(a), 

con v eostante indipendente da k. 

Tenuto conto del lemma 7.6, dalla (11.11) segue che da {uk} si pub 

estrarre  una  successione debolmente  convergente in WT(~)) e for temente 

convergente in Wi(~), per ogni j EJ(!ff[5) e < m e per  ogni ~ >  s - { - j - - m ,  

verso una funzione uE Ws"(~), la quale, evidentemente,  riesce una soluzione 

del problema (8.15)-(8.17). ~ e  segue la tesi. 

CAPITOLO III .  

U l t e r i o r i  r i s u l t a t i  r e l a t l v i  a l  p r o b l e m a  d l  D i r l c h l e t  

p e r  l e  e q u a z i o n i  f o r t e m e n t e  q u a s i - e l l i t t i c h e  

i n  u n  d o m i n i o  l i m i t a t o .  

12. - Lemmi preliminari. 

Nel seguito considereremo operatori  differenziali  l ineari della forma (8.1) 

e fortemente quasi-ell i t t iei .  Per tanto  09), supporremo ehe gli interi m~, ..., m. 

(19) Cfr. quanto osservato netla parte finale del n. 8. 
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s iano par i  e po r r emo  

m k - - 2 N k  ( k = l ,  ..., n), m(0 _-= 2N(~) (i = 1, ..., t), m --  2N. 

~n I n d i c h e r e m o :  con Ws2N( ~2, O/c ~), s reale,  la c lasse  del le  funzioni  

u E W~2N(~) e sodd is facen t i  Ie condizioni  

(12.1) 3n---~=01 su ~ 2 ,  j = 0 ,  .,., _N(0- -1 ,  l e g ,  

o - -  o - -  

con C:c(~2, ~/3n~) la c lasse  del le  funzioni  u E C ~ ( ~ )  e soddis facent i  le (12.1). 

LEM~x 12.1. - Supponiamo che sia verificata l'ipotesi ao) e che esista una  

funz ione  z(x)E C~(~2 - S )  (3 C o, ~(~2) e soddisfacente la (8.10). 

Allora, per ogni s reale, C~(~2, ~/~n~) ~ denso in  W~2N(~, ~/~n~). 

Infat t i ,  a s segnamo A e k tali  che il p rob lema  (8 .24 ) s i a  u n i v o c a m e n t e  

r i so lubi le  per  ogni fEL~2+z_2~v(~) (cfr. il corol lar io  8.1). 

Inol t re ,  a s segna ta  uE WF(~2,  O/~n~), pon iamo 

f = A u  -1-- ),z-Zu 

e indichiamo con t fk } una  success ione  di funzioni  di c lasse  C (~)NLs÷~-2N() 
conve rgen te  ad f in L2+×_2N(g2). 

Ind ich iamo  inoltre,  per  ogni k, con uk la soluzione del  p rob lema  

uk E W J (  ~,  ~/?r~), 

Auk -Jr- ),z-Zu~ - -  fk in ~2. 

E v i d e n t e m e n t e  r i su l ta  

l im ~ u~ - -  u II~N(a) - -  0. 
k 

Ino l t r e  dal  corol lar io  5.2 segue  t h e  ukE C~(~ - S) .  
Si o t t iene  a l lora  la  tesi osse rvando  che per  il l e m m a  7.7 si ha per  ogni  k 

2N -'-" 0 l im [[ 8~uk - -  uk ~s (~) 

e che le funzioni  ~ukE ( ~ ( ~ ,  ~/3n~). 
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Facendo ora uso delle notazioni introdotte per il lemma 9.1, supponiamo 

che l 'operatore  A definito dalla (9.1) verifichi l ' ipotesi  $1) e la seguente 
ipotesi : 

~2) A 6 fortemente quasi-ellitlico in O~o, cio6 riesce 

(12.2) Re Ao(x, ~) = Re E a~(x)~ ~" > 0 
<1~, q>:2N 

Indichiamo con a))(~o) la classe delle funzioni u ~ W2i¢(Ero) e tali the  

~U 
(12.3) ;~x--': = 0 su %, j - - O ,  ..., N ~ - - I ,  

e con 6"P(Lo) lo spazio W2~'(Eo). 

LE~I~.~ 12.2. - Se sono verifieate le ipotesi ~ )  e ~'2), per  ogni uE 6))(Q~o) e 

per ogni )~ > 0 sussiste la l imitazione 

(12.4) ~' tD ~ul~,Q~+),~l~ ~ lD~ul~,Q.+). lul~,o~ 
<a ,  q>=2.N <~,  q > = N  

<_ ~(! Au + ),u I~, % + I u t~, %), 

dove r < ro e dove c ~ u n a  eostante indipendente  da u e ~,. 

Infatti ,  poniamo per ogni xkE Q~o 

Ao~ - -  Y~ a~(xk)D ~. 
<~, q:>=2N 

Per  la compattezza di Qro e per la continuiti~ in Q~0 dei coefficienti a~(x) 

per  <~t, q> =_ 2N, in corrispondenza d i e  > 0 esiste un insieme finito {x ~ t~=i 

di punti  di Q~0 godenti della proprieth che ogni x k ha un intorno n-dimensio- 

nale ~(x k) tale che {$(x k) }~=~ sia un r icoprimento di Q~--~ e tale inoltre che si 
abbia 

(12.5) ] Aov - -  Aokv 12, % ~ ~ ~ l D %  [2, % 
~a, q>~2N 

per  ogni v E 1¥2~(Q~o) ed a supporto compatto in O~)(3 ~(xk). 

Indicheremo_ con { % }f_l, %E C~(R") e supp q~k C ~(x~), 

del l 'uni th  su Qr0 relativa al suddetto ricoprimento.  
una partizione 
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Sia ora u u n a  funzione  di classe 6))(Q~ 0) e sia ~(x) la funzione def in i ta  

nel  to rso  del la  d imos t raz ione  del  l e m m a  9.1. ]?oniamo v -  ~u e vk = ~0,v. 

Ind iche remo  con c~, ..., c9 delle costant i  posit ive ind ipenden t i  da u, r, r 'e  ~. 

Con noti  p roced imen t i  si p rova  che r iesce  

(12.6) Re f Aokv~ . vkdx ~ c1<~, ~q>=Nt D~vk 1~, %.  

Qr o 

Consegue ehe pe r  ogni ), > 0 si ha 

DO; V 2 
<a, q>=N 

[" 
c ~  l(Ao~v~ + Xv~) 

d 
Qr o 

(33 2 ), 
-~ i Ao~Vk + )~V~ 12, % -4- ~ I V~ 1~, % 

• v~ l d x  

e qu ind i  si ha anehe  

(12.7) )kl]2 ~ [ Dq'vk t 2, Qr o + )~ t vk 12' Qro ~ 04 ~ Aokvk + ),Vk I2, % .  
<a, q>....~.N 

Dalle  (12.5), (12.7) e dal  t omma 7.1 segue e v i d e n t e m e n t e  ehe r iesce  

(12.8) ~1/2 E I D~Vk 12. % + k l vk 12, % ~ C5 ([ Avk + ).Vk [2. % 
<a,  q>=N 

+ s ~ ] D%~ 12, Qro -Jr- C~(S)[ Vk 12, Qro)* 
<a,  q>=2N 

Ino l t re  dal le  (12.8) e (9.3) si ha 

Z 1 D%k [2, % ~ c6(l Avk + ),vk ]2, % 
<a, q>~.2N 

+ ~ Z ] D%k 12, % + (1 + c(s)) Ivk t2. %) ; 
<a, q>~.2N 

da tale re taz ione  e dal la  (12.8) si deduce  la l imi taz ione 

x tD%~12,%+)1/' Z ID%~12,%+Xtvkl:,% 
<a, q>~.2N <a, q>~N 

c7 (I Avk + kvk f2, % + I v~ 12, %) 

~ c s ( I A ( ~ u  ) -4- k~u 12, % + Z I D ~ u )  t2, %). 
<:p,, q><2N 
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P 
Tenu to  conto che ~u ~ v - -  Z v~, da ques t ' u l t ima  re laz ione e dal  l emma 

7.1 segue  ehe si ha ~=~ 

(12.9) I D6;(~ u) 12, Qro "-}- ~'I/2 ~] I D°¢(~ u) t2, Qr o -~ )k I ~U 12, Qro 
<[0¢, q>=2N <~, ~>~,N 

69 ( I A(~U) ~1~ ~ U  [2, Qr ° "4- I ~U [2, Qro)* 

Dal la  (12.9) si d e d u c e  la tesi  con cons ideraz ioni  ana loghe  a que l l e  t enure  

per  dedu r r e  dal le  (9.6) e (9.7) la tesi del 1emma 9.1. 

Assegna to  ora  in ~1 un ope ra to re  del la  forma (8.1), d imos t r i amo il 

segnen te  

L ~ . ~ _  12.3. - Supponiamo the sia verificata l'ipotesi ao), ~he i eoefficienti 

ae(x) verifichino l'ipotesi ~ )  e che sia soddisfatta la vondizione (8.23) di forte 

quasi-ellitticit& 

Allora, assegnati i humeri reali ~ ~ X, s e una funzione ~(x)EC °, ~(~2) e 
2z¢ 

soddisfacente la /8.10), per ogni u E W~+2~(~, 8/~rt~) e per ogni X > 0 sussiste 

la limitazione 

(12.10) 

+ )~ ] u [2. ~+z-~ ~ c ( I Au + Xa-~u I~. ~+× + I u 12. ,), 

dove c ~ una costvbnte indipendente da u e X. 

Infa t t i ,  pon iamo (20) 

{o*(xo, 

dove .4 ~ l ' o p e r a t o r e  def in i to  dal la  (8.8). 

Con cons ideraz ioni  ana loghe  a quel le  t enu te  per  dedu r r e  dal l emma  9.1 

la (9.15) e dal  l e m m a  10.1 la (10.5), si d e d u c e  dal  l emma  12.2 che  si ha pe r  
2N 

u EW~+~(~, ~/~n0 e ;~ > 0 

(12.11) 

+ kp~-~(Xo) t u* 12. I~/~C~o) ~ c~ (I ~](~)u* + ~pz-~(Zo)U* 12. ,*C~o) + I u* 12.-Cxo)), 

dove c~ ~ una  cos tan te  i nd ipenden te  da u, k e xo. 

(2o) Si tenga presente l'osservazione 8.1. 
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0perando in (12.11) il cambiamento di variabili (7.6) si ha 

Z ~<as, "t'>--t'~t/2(X0) I D a u  [2./l/2(xo) "-~ )kl/2 Z ~<~¢' ~7>'~-(~-~)[2--|'rt/2(x0) t D~A~ 12 I1 2(~o) 
<:a, q>~---2/'¢ <a,  q>~-N ' ] 

+ P-I</~(xo) t u t~, ~(~o)) 

v2(~z-I~l/e(xo) I Au + ),z-~u I2, Z(~o) + ~9--1"V[]2(Xo) ] U ]2, l(xo)) , 

dove c2 b una costante indipendente da u, ), e Xo. 

Da ques t 'u l t ima  relazione si deduce la tesi con ragionamenti  analoghi a 

queUi tenuti  per dedurre  dalla (9.18) la tesi del teorema 8.1. 

Nel seguito supporremo che sia 

(12.12) ~ -" qk, k - -  1, ..., n, 

N 
e indieheremo con Ho.,(~), s reale, la chiusura di C~(~) in W,~(~). 

Inoltre eonsidereremo la seguente ipotesi (2~): 

al) Esiste una funzione z(x) E C ' ¢ ( ' ~ - - S ) ( 3  C°.~('~), soddisfacente la 

(8.10) e le limitazioni 

(12.13) t D%(x) i~< e~z-~<+~(x) M x E~2, 

dove le c~ sono delle costanti indipendenti  da x. 

Assegnamo ora una forma sesquil ineare e continua su 

del tipo 

- -  Z (12.14) a~(u, v) f <h. q><_~v ahkcx)Dhu" Dk(z2sv)dx' 

~:~ <k, q > < N  

W,~(~) X W,N(~) 

dove z(x) ~ la funzione definita nel l ' ipotesi  a~), supponendo the  sia verifieata 

la eondizione di forSe quasi-el l i t t ic i th:  

(12.15) Re Z ahk(X)~'+~ > 0 
<h, q>=<k,  q>=N 

M x ~ a  e M ~ R " - - ( O } .  

V 
(2i) I n  c o n s e g u e n z a  d e l  I e m m a  3.1 d e l  cap.  6 di  J .  ~ECAS [26], s i  h a  e h e  t a l e  i p o t e s i  

~, a d  es., v e r i f i c a t a  n e l  ea se  in  cu i  fi h a  f r o n t i e r a  ~ l o c a l m e n t e  l ipsehi tz iana ,~  e S ~ - ~ °  e 

n e l  caso  in  c u i t  ~-  2~ S (i) ~ ~fi(i) S(e) ~ e o(i) h a  f r o n t i e r a  , l o c a l m e n t e  l i p s c h i t z i a n a , .  
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Si ha : 

LE~M~ 12.4. - Siano verificate le ipotesi ao) e a~), la condizione (12.15) di 

forte quasi-ellitticit& ed inollre i coefficienti ahk(X) siano di classe C°(t2) per 

<h, q > - -  <k,  q > - - I 7 ,  di elasse L~¢(~) per < h + k ,  q> ~ e di classe 

L ~ ~--<h+k,q>(~) per <h + k, q> < ~, dove ~ ~ un fissato numero reale apparte. 

nente all' intervallo [0, 2_N]. 

Allora, assegnato so>0,  per ogni sE[- -So ,  So] e per ogni u E H ~ ( ~ )  si ha 

(12.16) r~ l D~u f~.~ < c Re a~(u, u) 
<a, q><N 

-~ co (82 ~ [ D~ u I~. ~+<~, q>-N "4- [ u I~, ~-~12), 
<a,  q><2¢ 

dove c e co sono due costanti positive indipendenti  da u e s. 

Se non ~ verificata l'ipotesi al), la (12.16) sussiste per s "- O. 

suffieiente stabilire la (12.16) per funzioni uE C~(~2). 
Poniamo 

a'~(u, v) --  ( Z ahk(X)DhU. Dk(z2~v)dx, 
j <h+k, q > ~  

~2 

a:'(u, v) = as(u, v ) -  a:(u, v). 

Assegnamo s E [ - - so ,  So] e u fi C~(~). 

Nel corso di questa dimostrazione indicheremo con cl, ..., cs delle costanti 
positive indipendenti  da u e s. 

Notoriamente, nelle ipotesi poste si ha (err. E. GIvs~i [16]) 

(12.17) Rea~(u, u ) ~ c ~  Z iD~ul~ .o-C2tUl  2,0. 
<a, q:>~N 

D'a l t ra  parte osserviamo che riesee 

(12.18) ! s a:(u, u) = aoCZ u, asu) + Be(u), 

dove 

(12.19) 
<h--kk, q>_>~ J \ a<k  

t2 
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Tenuto conto delle (8.10), (12.13) ed osservando che 

] h - - a ] ~ N - -  <~, q> per a < _ h  e <h, q> <_N, 

si verifica faeilmente che riesce 

(12,2o) [ B,(u) I ~ c~ I s l( r, I D~u I~, ~+<~, ~>-~) ' X (I 1) ~u 12,, + I O~(o'u) l~, o). 
<o:, q > < N  <h, q>.~N 

Analogamente si verifica ehe si ha per  <h, q> < N  

(12.21) ] Dh(z'u) - -  ~'Dhu I~, o ~ c4 ] s I X t D*u 12, ,+<~, q>_~v • 
<a,  q><2v 

D'al t ra  parte per la (12.17) si ha 

(12.22) R e  t s ao(o u,  o'u) ~ c~ ~ I Dh(o'u) t~,o - -  c~ t o 'u t~.o. 
<h, q><~N 

Dalle (12.18)-(12.22) si deduce evidentemente la limitazione 

(12.23) Z [ D~'u l~,~ ~ c5 Re a:(u, u) 

+ c6(s2 r, l O ~u [i,,+<~, ~>_N + ] u 12 ) .  
< a ,  q > < N  

Se ~ - - 0 ,  la (12.23) coincide con la (12.16) e quindi si ha la tesi. 

Se ~ > 0, osserviamo ehe riesee 

(12.24) "'u E E f l ah~Dhu " z2s--lk--~l. D~u t dx .  ] as / , u) [ ~_ C7<h+k ' q><~ ~_<k 
i] 

Tenuto conto che per ipotesi ahk(x) EL~--<h+k,q>(~) per <h  + k, q> < 

ed osservando che 

2 s - - l k - - ~ , l - ~ + < h + k , q > > ~ 2 s + < h ,  q>  + <:,,  q >  - -  ~, 
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dalla (12.24) si deduce facilmente la limitazione 

(12.25) I a:'(u, u) I "~ c8 E I D~u 12, ~ + < h .  q>-~/2. E ] D~u 12, ~+<~, ~ > - ~ / 2  • 
<h, q><N <::o;, q><lY 

Dalle (12.23), (12.25) e dal lemma 7.5 si deduce la (12.16), e eio~ la tesi, 

con note considerazioni. 

Indieheremo con W,~(~2), s reale, la classe delle funzioni uE WjV(~) e 

soddisfacenti  le (12.1). 
N 

Evidentemente  (22) riesce Hg, ~(~) ~ HroV~(~). ¥og l iamo inoltre dimostrare ehe 

H N  N 
L~M~_~ 12.5. - Se 8ono verificate le ipolesi ao) e a~), si ha o, ~(g2)= Wo, ~(~). 

N 
Dobbiamo solo dimostrare e h e w  E W0.~(~2) impliea w E H~,~(~). 

Assegnamo un operatore differenziale l ineare A della forma 

(12.26) Au = Z Dk(ahk(x)D~u), 
<h, q>.<N 
<k, q)<~N 

a coefficienti  ahk(X)E C~(D,) e soddisfaeente la condizione (12.15) di forte quas i -  

ellitticitfi. 

Dai lemmi 12.4 e 7.5 segue che esistono delte costanti  positive c, co e 

c~ tali ehe si ha per  ogni u E Ho~.,(~) 

(12.27) 

cil  u co o-2 u . 

&2 

dove as(u, v) ~ definita dalla (12.14). 

Fissiamo un numero eomplesso 

per  ogni f E L~+~.(~) iI problema 
), tale the  Re ~ . ~ c ~  e tale inoltre ehe 

(12.28) 

U E 2iv 

Au + ~a-2Nu --  f in 

sia univocamente  r isolubile (cfr. il corollario 8.1). 

(22) S i  t e n g o n o  p r e s e n t i  i l  l e m m a  1,7 e la  no ra  (as). 
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N 
Assegna ta  era ~v~ W~.~(g]), osserviamo ehe 

f 
a~(w, v) + k ~3--2Np3,  (~2~vdx 

a ]  
~t 

r iesce un  funz iona le  l ineare  e con t inue  su H5~(~),  e qu ind i  esiste uo~H~'~(~) 

tale ehe 

a~(w - -  uo, v) + ~. ~ o - ~ ' ( w  - -  Uo). ~ v d x  = 0 ~ v  ~ H ~ ( ~ ) ) .  
. I  

Dal corol lar io 5.2 si deduce,  con note considerazioni ,  c h e w  ~ u0 fi C~(~ - -S) ,  

e qu ind i  per  il t eorema 8.1 si ha anche  che w - - u 0  ~ una  soluzione del 
N 

prob lema  amogeneo associa te  a (12.28). Ne segue ehe r i su l t a  w - ~  uo~H0.~(~) 

e quindi  si ha la tesi .  

13. - Teoremi  di unic i th .  

I teoremi  di un ic i th  e di es is tenza per  il p rob lema di DIRICHLET che ci 

p roponiamo di s tabi l i re  in  q u e s t ' u l t i m a  par te  del lavoro, si appl icano  quando  

A r i su l t a  fo r t emen te  quas i -e l l i t t i co  in gt, ta le  eio~ che si abbia  

(13.1) Re ~ at~(x)~ > 0 ~ x e ~  e ~ e R ~ - - { O } ,  
~ , ,  q ~ 2 N  

e quando  sono ver i f ica te  le ipotesi  ao), a~) e la seguente  eondiz ione:  

a2) t ~ 2, N - "  N ~), 12 (~) ha  f ron t i e ra  <,loealmente lipsehitziana)> e, se 

t ---- 2, S(2) --  tZi. 

~ e l  seguito o(a~) denoterh  la funzione  def in i ta  dall '  ipotesi  a~). 

Comineiamo col d imos t ra re  il seguente  t eorema di unic i th :  

TEOREh[A 13.1. - Sup poniamo che siano verificale le ipotesi ao), a~) e a2), 

che A s i a  forleme~te quasi-ellillico in ~ e che i coefficienti a~(~) siano di classe 

C°(~) per < ~, q >  = 2N, di classe L~+~_<e.q>(~2) per < ~, q > < 2N, dove y 

u n  fissato numero reale tale che sup < a, q >  -- b] ~ y ~ N .  

Esistono due costanti ),o > O e ~o e ]0, 1/2[ lali che per ogni k ~ ),o, per 
2N 

ogni s e [ N - - ~ o ,  N + ~o] e per ogni u e  W~ (~,  O/$n~) sussiste la l imitazione 

(18.2) ttuU~NW) ~ c tl Au  + ),o-2vuI]~(~), 

dove c ~ una coslante indipendenle da u, s e ~ (23). 

(e3) Osserviamo,  come si deduce dal la  dimostrazione,  the  se non ~ ve r i f i ca ta  l ' ipo tes i  

ai) la (13.2) sussiste pe r  s : 0  e per  ogni funzione c (x )e  C 0,i(~) e soddisfacente  la (8.10). 
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P r e m e t t i a m o  il seguente  

L E M ~  13.1. - Sia  verificata l ' ipotesi  a2) e sia So un assegnato numero 

reale < 1/2. 

Per  ogni s ~ so e per  ogni u ~ Ho~.~(~2) si ha 

(13.3~ t u :~2. ~-N _~ c Z t D~,u ]2.~, 
<~, q > ~ N  

dove e d una  costante indipendente  da u e s .  

]~ ev iden temen te  suf f ic ien te  s tabi l i re  la (13.3) per  fun~ioni  u ~  C~°(~). 

Al lora  se t - -  1, osservando che in tal case r i su l ta  < 0¢, q > --  ]a t ,  la tesi  

consegue da l l ' osse rvaz ione  7.3 e dal  l emma  7.9. 

S e t  - -  2, ancora  da l l ' o sse rvaz ione  7.3 e dal  l emma  7.9 segue the ,  f issato 

y e ~ 2  ~, si ha  per  S ~ S o  

y) t2dx, 

~)(~)J I ~t=N(~) ~0) ~ 

dove c ~ una  eostante  ind ipenden te  da u, s e y. Siceome per  ipotesi  N - -  E(~), 

da  q u e s t ' u l t i m a  relazione si deduce  la (13.3) e qu ind i  si ha  la tesi. 

DIMOSTRAZIONE del t eorema 13.1. - P rocedendo  come nel la  dimostra-  

zione del l e m m a  12.2, consider iamo,  in eor r i spondenza  d i s  > 0, un  ricopri- 

mento  f in i te  di ~ med ian te  gli in to rn i  ~(x~), k ~ 1, . . . ,  p, in mode che si abbia  

(13.5) l A o v - -  Ao~vl2,~ ~ ~ E ! D ~vI2,~ 
<~,, q>~2N 

2 N  
per  ogni v ~  Ws (l~) ed a supporto compat to  in ~ A ~(xk}, e una  parti-  

zione dell '  uniti~ {~0k(~)}~=1 su ~ re la t iva  a tale r icopr imento ,  con ~k~ C~°(R ~) 

e supp Vk C ~(ock). 

Ossorviamo the ,  in  conseguenza  del l e m m a  12.1, b suf f ic ien te  s tabi l i re  la 
(13.2) per  funzioni  u e  ~ o ~ ,  ~/3n~). 

Assegna ta  al lora u e ~oo(~, 3/~n~), poniamo u k -  ~ u .  

Nel corse di ques ta  d imos t raz ione  deno te remo con c~, . . . ,  c12 del le  eos tant i  

posi t ive i nd ipenden t i  da u, s e ).. 

Da l l ' ipo tes i  di forte quasi-el l i t t ici t i~ (13.1) si deduce,  con note considera-  
zioni (24), che si ha  per  ogni ). > 0 

(13.6~ 

(~) Gfr. anche la (12.6), 
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fl 

c~ I~N( Ao~(~'-~U~) -t- X~--i--ZrU~) t=, O " [ ~s-2N'~k [2,0* 

Dalla (13.6), con eonsiderazioni analoghe a quelle tenute nel corso della 

dimostrazione del lemma 12.4, si deduce facilmente ehe, fissato un intervallo 

[s', s"], si ha per  ogni se [ s ' ,  s"] e per ogni ). > 0 

z f Dou~ 1~, , -~  + z lu~ t~ ~. ~-~-~ 
<t~, q>=N 

<~, q><2N 

+ ts - -  N t  2 Y~ I D~u~ 12, s.d;-,~a, q> --21"~r]. 
<~, q><N 

Da quest '  ul t ima relazione, dal lemma 12.5 e dalla (13.3) scritta con s - - N  

in luogo di s segue the  si ha, supposto s " <  N-{--1/2, 

(13.7) 

<a,  q><2N 

Dalla (13.7) e dalla (12.10} scri t ta per  X = 2N, z = q, ~ : 2"( e con s - -  2N 

in luogo di s si deduce la l imitazione 

<~, q>~2N 

~ v5[Aokuk -{- Xz-2~Uk[2,~-l-v61s-- N] Z ID~uk[z,~+<~,q>_21v, 

da cui segue che esiste ~oe]0,  1/2[ tale the  per  ogni s e [ _ N ~ o ,  N-{-~o] e 

per  ogni ~ > 0 si ha 

(13.8} Z [Dau~12,~+<a,q>_2N-~ ),~/2JUkI2,~_N_r_~cTtAokU~-4- Xz-2rukl2,~. 
<a, q><2N 

D' attra par te  dalla (13.5), dall ' ipotesi che i coefficienti  ae(x) e L~+~_<~. q>(~) 

per < ~, q > < 2N e dal lemma 7.5 si deduce faci lmente ehe si ha 

[A6~u~ - -  Auk [~,~ ~ ~ ~ I D~u~ i~,~ 4- e8 Y, [ D=u~ 12, ~+<~, q>-N-v  

<~a, q>=2N 
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Da ques t 'u l t ima relazione, dalla (13.8), dalla condizione 3 " ~ N  e dalle 

ipotesi relative ai coeffieienti  ae(x ) segue che si ha 

(13.9) 
<~, q>~2N 

eg(IAu~ + ).z-2yu~ i2, s --~ [Uk 12, s--N--,~) 

C~o(tAu + ~(~--2$U [2, s + ~ ~ t a~ D~u I~,~ + ]ul~, ~-~y) 
<~, q>_~2N a<~ 

e n ( ] i u  + X~-2ru [2,~ -{- ~ (t D~u [2.~ + ] D~u [e, ~+<~. q> --N-- r) "Jr- [u [2. ~--N--v). 
<9¢, q><2N 

D'a l t ra  parte osserviamo che dal l ' ipotesi  

~ ' ~  sup <% q > - - N  
<~, q><2N 

segue che si ha 

1D~u 12,~ ~ c~2 I D~u [2. ~+<~, q>-N- r per  < a, q > < 2N. 

P 
Tenendo presente the  u - ~  E u~, da ques t 'u l t ima relazione, dalla (13.9) 

k ~ l  

e dal lemma 7.5 si deduce con ovvie considerazioni ta tesi. 

Sussiste inoltre il seguente teorema di unicit/~: 

TEORE~,tA 13 .2 . -  Sia A un  operatore della forma (12.26)e supponiamo 

che siano verificate le ipotesi del lemma 12.4, l 'ipolesi a:) e le condizioni 

a~k(a~) e CIk[(~ _ S), Dk--~ahk(X) e L~--<~+h. q>(D) per ~ < k.  

Esistono due costanli ) , o > 0  e ~o~]0, 1/2[ tali ehe per ogni ) , ~ ) , o ,  per 
2N 

ogJ~i s e [ N - -  ~o, N +  aqo] e per ogni u e W~ (~, ~/~rt~) sussiste la limitazione 

( 13 ,10 )  IIUI1w2N(~) ~ GtIAu -~ ~ - - ~ Ut lL 2 ( I ) )  , 
s s 

dove e ~ una  costante indipendente da u, s e )~. 

Alia dimostrazione di questo teorema premett iamo il seguente 

LEM~A 13.2. - Siano verificate le ipotesi del lemma 12.4 e la condizione a:). 

Esistono due costanti ),o > 0 e so e ]0, 1/2[ tall the per ogni numero com. 
N 

plesso )~, con Re ~ ~_ ~o, per ogni s e [ - -  so, so] e per ogni u~Ho,~(~)  sussiste 

la limitazione 

(13.11) 

dove c ~ una  costante posi t iva indipendente da u, s e ~. 
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Infa t t i ,  dai l emmi  12.4 e 13.1 si deduce  ev iden temente  t h e  esiste u n a  

cos tante  so ~ ]0, 1/2[ tale t h e  per  ogni s e [--  so, so] e per ogni u e H~.~ (FD si ha  

(13.12) 
2 2 

dove ~ e ~o sono due oostanti  posi t ive ind ipenden t i  da u e s .  

DalIa  (13.12) si deduce  ev iden temen te  la tesi. 

DIM:OSTRAZIO~¢E del t eorema 13.2. - Lu  tesi 6 u n ' o v v i a  conseguenza  dei 
2N 

l emmi  12.3, 12.5, 13.2 e de l l ' osse rvaz ione  che per  ogni u e  W~ (D, 3/~n~) r iesce 

Re (as_N(U, u)-~ ~ f (~-~ u . ~2(s-#)udx) 
¢1 

fl  

14. - Teoremi  di esis tenza.  

Cons ider iamo era  il p rob lema 

u E 

(14.1) 

Au -4- ),~-2vu =. f in ~ ,  

dove ~, 0 un  f issato n u m e r o  rea le  ta le  che 

(14.2) sup < a ,  q >  - N ~ 7  < N .  
< a ,  q~<2N 

Sussis te  il seguente  

TEOREM& 14.1. - Nelle stesse ipotesi del teorema 13.1,:esistono due costanti 

) , o > 0  e ToE]0, 1/2[ tall che per ogni X > ~ o ,  per ogni s e [ N - - ~ o ,  N + ~ o ]  
L 2 e per ogni f~  ~(~) il  problema (14.1) d univocamente risolubile. 

Inoltre, per ogni ~ complesso e per ogni s ~ [ N - - ~ o ,  N +  To], (14.1) ~ u n  

problema a indite  e i l  sue indite ~ hullo. 

Cominc iamo con l ' o s se rva re  c h e l a  tesi 6 vera  n e l l ' u l t e r i o r e  ipotesi  

t he  i eoeff ic ient i  a~(x)~ C~°(f~). In fa t t i  a l lora la p r ima  par te  del teorema si 

d imostra ,  t enendo conto del t eorema di un ic i th  13.1, con r ag ionamen t i  analo- 
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ghi a quelli tenuti  per  stabilire il teorema 8.3, e la seeonda parte si ottiene 

poi come conseguenza del lemma 7.1 di [33] e del lemma 7.6. 

Supponendo ora verif icate le sole ipotesi del teorema, assegnamo, per  

ogni t~ tale ehe < ~, q > - - 2 N ,  una successione {al~)(x)} di funzioni equieon- 

t inue ed equil imitate  di classe C+(~), uniformemente  convergente  in ~ ad 

a+(x), e, per ogni ~ tale che < ~, q > < 2N,  una suecessione {a(~)(x)} di fun- 

zioni di classe C+(~) ed equil imitate in L~+~_<+.~>(~2), convergente quasi  

ovunque in ~ ad al~(x ). 

Supponiamo inoltre, cib che b lecito, che si abbia 

I~ -~' a(~k)(~) ~ > ~ -i ~2Ni 

dove ao ~ una costante positiva indipendente da x,  ~ e k. 

Posto 

- -  E a~)(~)D~ A 
~ ,  q> ~2N 

eonsideriamo il problema 

(14.3t 

2N 
u e W~ ( ~ ,  V/~n~), 

A ~u --}- ),a-2vu = f in ~ .  

Da quanto premesso e dal teorema 13.1 di unicith segue che esistono 

due eostanti  ~o > 0 e ~7o~ ]0, 1/2[, indipendenti  da k, tall ehe per  ogni ) ~ k o ,  

per  ogni s e [ N - - ~ 7 o  , N.~- ~70 ] e per  ogni f eL2(~2)  il problema (14.31 ammette  

un ' un i ca  soluzione uk la quale soddisfa la limitazione 

(14.4) 

dove v i~ una eostanto indipendente da k. 

Tenuto eonto del lemma 7.6, dalla (14.4) segue che da {uk} si pub estrarre  

una suceessione debolmente convergente  in w~N(YD e for temente convergente 

in W~/tYD, per  ogni j~J(9]~; )  e < 2 N  e per  ogni a > s 2 v j - - 2 N ,  verso una 
2N 

funzione u e  W~ (£~), la quale, evidentemente,  riesce una soluzione del pro. 
blema (14.1). 

Da tali eonsiderazioni, dal teorema 13.1 di unicith, dal ]emma 7.1 di [33] 

e dal lemma 7.6 si deduce la tesi. 

Consideriamo inoltre il problema 

(14.5) 
2N 

A u  %. kc -~u  -" f in 12, f~ L~Ia), 
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dove ~ ~ un fissure numero reale tale che 

(14.6) 0 ~ ~ < 22/. 

Vogliamo dimostrare il seguente 

TEORm~ 14.2. - Nelle stesse ipotesi del leorema 13.2~ esistono due costanti 

yo > 0 e ~oe]0 ,  1/2[ tali che per ogni numero complesso )  ̀ con Re k ~ y o ,  per 

ogni s e [ N - - ~ o ,  N +  ~o] e per ogni feL~(~2) il problema (14.5) ~ univoca- 

menle risolubile. 

Inoltre (14.5~ ~, per ogni )̀  complesso e per ogni s e [ N - - ~ o ,  N--~-~o], un 

problema a indiee e il sue indice ~ nullo. 

Infatti ,  con ragionamenti  del ripe di quelli tenuti  per dedurre  dal teore- 

ma 13.1 la tesi del teorema 14.1, si deduce dal teorema 13.2 che esistono 

due costanti ).~ > 0  e ~ e ] 0 ,  1/2[ tali che per  ogni ) ` ~ ) ` ~ ,  per  ogni 

s e [ / V - - ~ l ,  N ~ ]  e per ogni feL~(~2) il problemu (t4.5) ~ univoeamente  

risolubile e che inoltre (14.5) b, per ogni )` complesso e per ogni s ~ [ N - - ~ x ,  

N - { - ~ ] ,  un problema a indiee di indice hullo. 

D 'a l t ra  parte, tenure conto del lemma 12.5, si ha che una soluzione di 

(14.5) ~ anche una sohz ione  del problema 

u e 

(14.7) 

a~_~(u, v )+  )  ̀f a-~u . ~2(~-N)vdx = ,~ f " ¢s~-N)vdx 
o fl 

N g~ 
~ v  e H0, o_~(), 

e quindi dal lemma 13.2 segue che per ogni k complesso con Re), ~ ) , o  e per 

ogni s e [ N - - S o ,  N-t-So] (dove ko e so sono le eostanti definite dal lemma 

13.2) il problema (14.5} ammette  al pifl una soluzione. 

Da tali considerazioni si deduce in mode ovvio la tesi. 

0SSERVAZIONE 1 4 . 1 . -  Supponiamo che i coefficienti  a~(x) di A siano 

suff ic ientemente regolari (ad es., supponiamo che sia soddisfatta 1 ~ ipotesi ~6)). 

Allora dal lemma 11.3 segue ehe, sc sono anche verificate le ipotesi del 

teorema 14.1, le condizioni di compatibiliti~ per il problema (14.1) sono date 

dall 'ortogonali th,  secondo il prodotto scalare in L2(~), di f alle soluzioni del 

problema omogeneo 

v E W~+21~(~, v/~n~), 

A*v -~ ~a-2rv = 0 in Ft. 
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Analogamente  si ha ehe se, oltre alle suddette ipotesi di regolari th sui 

eoeffieienti  a~(w) di A, sono verif icate te ipotesi del teorema 14.2, le condi- 

zioni di compatibilit'~ per  il problema (i4.5) sono date dall'ortogonaliti~, so- 

condo il prodotto sealare in L2(~Q), di f alle soluzioni del problema omogeneo 

v e w ~ + . , ( a ,  ~/~.,), 

A*v -q--~-~v  - -  0 in ~2. 

0SS]~RV~ZIOI~]~ 14.2. - Supponendo verif icate le ipotesi del teorema 13.1, 
eonsideriamo il problema 

u e w ~ ( a ,  ~l~n~), 
(14.8) 

A u  = f in It, f ~  L~iS2). 

Dal teorema 14.1 segue che esiste una costante ~o~]0, 1/2[ tale ehe il 

problema (14.8) ha nucleo di dimensione finita per  ogni s ~ 2 V - t - ~ o  ed ~ un 

problema ad indice, con indice nullo, per ogni s ~ [ N - - ~ o ,  N-I-~0]. 

Vogliamo r icercare  in un esempio (ehe r i fer i remo al case ellittieo, cio~ 

al case t - - 1 )  l ' ins ieme dei valori d i s  per cui il problema ha nueleo di di. 

mensione finita e l ' ins ieme dei valori d i s  per i quali il problema i~ un 
problema a indice. 

Nel piano R 2, consideriamo il cerehio f~ = {(x, Y) I ~c2 -}- y2 < 1 } e indi. 

ehiamo con ~(ae, y) la distanza di (x, y) da S~2. 

Allora se A = A -  operatore di LAPLACE, il problema (14.8) diventa 

u e w~(a), 
(14.9) 

a u  - -  f in ~2, f E  L~(S2). 

Se s > 3/2, il problema omogeneo associate a (14.9) ha infinite soluzioni 

l inearmente  indipendenti .  Infatti ,  utilizzando le coordinate polari (r, 0), si 
verifica faci lmente che:tal i ,  ad es., sono le funzioni 

u~(r, 0) --  rn(cos nO q- sen nO), n > 0. 

Inoltre, osserviamo eho l ' agg iun to  formale  di {14.9) ~ il problema 

v e wL+~(f~), 
(14.1o~ 

~v = g in ~2, g e L~,+~(f~), 

e ehe l 'omogeneo associate a tale problema ha infinite soluzioni l inearmente  
indipendonti  per  s < 1/2. 

AnnaU di Matematica 52 



410 M. TRo~s~: Problemi  al contorno con condiz ioni  omogenee,  ecc. 

D ' a l t r a  par te ,  se s < 3/2 ,  da  no~i r i s u l t a t i  (cfr . ,  ad  es . :  il t e o r e m a  2.2 

del  cap.  6 di [26], l ' o s s e r v a z i o n e  5.1 di [33]) s egue  che  u n a  funz ione  u e  W~(~) 

ha  t r a c c i a  nu l l a  su  3~2 (si t e n g a  anche  p r e s e n t e  ehe nel  caso cons ide ra to  si 

ha  W~ (~ 2)=  H~,~(~2)), nel  senso che 

27~ 

(14.11) lim~ / ]u(r, 0)12d0--0, 
0 

e q u i n d i  u n a  so luz ione  del p r o b l e m a  omogeneo  assoc ia to  a (14.9) b u n a  fun- 

z ione a r m o n i c a  in ~ e s o d d i s f a c e n t e  ]a (14.11}. 

S i c c o m e  la  sola  f unz i one  n u l l a  gode di ques t e  u l t i m e  p r o p r i e t h  (cfr . ,  ad  

es . ,  il n. 2 di G. CIM~[I~O [14]b si conc lude  t h e  il p r o b l e m a  o m o g e n e o  asso- 

c ia to  a (14.9) pe r  s < 3 /2  a m m e t t e  la sola so luz ione  nul la .  

A n a l o g a m e n t e  si v e r i f i c a  che p e r  s > 1/2  il p r o b l e m a  omogeneo  assoc ia to  

a (14.10) a m m e t t e  la  sola  so luz ione  nu l la .  

I no l t r e ,  t enu i o  conto  de l l '  o s se rvaz ione  14.1, si ha  che  p e r  ogni  s ~ ]1/2,  3 /2[  

e p e r  ogni  f~L2~(~)  il p r o b l e m a  (14 .9 )b  u n i v o e a m e n t e  r i so lub i l e .  
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