Problemi al contorno con condizioni omogenee
per le equazioni quasi-ellittiche.

Mario Troist (Bari) (*) (*%)

Summary. - We are concerned with non-variational boundary value problems, with omogeneus

boundary conditions, for linear partial differential equations of guasi-elliptic type in
a bounded domain Q in E».

It is well known that some of difficulties which arise in ifreating such problems,
in comparison with «regular elliptic problems, are conmected with the presence of
angular points in Q: let us point out with B. Pini [32] thal «a bounded domain for
which it is possible fo assign a correct boundary value problem for a quasi-elliptic buf
not elliptic equation always has angular poiniss.

We suppose & is a cariesian product of a finite number of open sets and, in order
to overcome the difficulties attached to the presence of angular poinis in 2, taking as a
model the two previous papers [33], [34] devoled fo elliptic problems with singular
data, we investigate the problem within suitable Sobolev weight spaces, connected with
the angular points of @ and included in the ones we have studied in [35). Within such
spaces we get existence and unigueness theorems.

Per dare, con qualche esempio, un’idea dei problemi che studiamo e dei

risultati che otteniamo, assegnamo nel piano il rettangolo Q = {(x, ¥)]
a<ax<b ¢c<y<d}, di cui indichiamo con T; la porzione di frontiera
unione dei due lati di equazioni ® =a e x=2>0, con I; la porzione di fron-
tiera unione dei due lati di equazioni y =c¢ e y = d.

Indichiamo, inoltre, con po(w, ) la distanza di (¢, y) dai vertiei di Q, con

e, y) la distanza di (2, y) da I, ed assegnamo k€ (0, 1}, s€R' e f(x, y)
tale che p; f€ L¥O).

Consideriamo allora il problema consistente nel determinare una solu-

zione u(x, y) dell’ equazione

tale che

(1)
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{*) Lavoro eseguito con confributo del C.N.R.
(**) Entrata in Redazione il 30 ottobre 1971,
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e che nel caso k& = 0 soddisfi le condizioni

u:g'—l—:O su Iy, =0 sul,,
2

mentre nel caso k=1 soddisfi la condizione
=0 su [s.

Dai nostri risultati segue che esiste 7o €] 0, 1/2 [ tale che, se s€[2 — no,
2 4- o], per tale problema vale 1’ alternativa di Frepmoru e si ha univoca
risolubilita per A sufficientemente grande.

Indichiamo ancora con pgi(x, %) la distanza di (@, ) da T:, con ps(x, )
la distanza di (¢, y) da 3Q, assegnano k€ {0, 1, 2, 3}, s€R*, f(x, y) come
sopra, e consideriamo il problema consistenfe nel determinare una soluzione
u(x, y) dell’ equazione

4 2
g‘”;“: —g“g; +diw =fin Q (A= coslante),

che verifichi la (1) e che: nel caso & = 0 soddisfi le condizioni

du  Pu ou
@—W—O su Iy, a—é-’._..() su Iy,
nel caso k =1 soddisfi la condizione
ou
-a—!}: 0su Iy,
nel caso k = 2 soddisfi le condizioni
du  u
ég = -a—-a;g = 0 sua Pl .

Dai nostri risultati segue che, qualunque sia s € ', esiste una costante
’s > 0 tale che per ogni A =1, detto problema risulta univocamente risolubile.

In generale, siano: #,, ..., n, dei numeri interi positivi tali che n; 4 ..
4 n,=n, m, .. ) M dei numeri interi positivi tali che M, 4 . 1. _, 4 = ..
=My, =m0 (=1, ..., ¥), dove no = 0.

Poniamo m = sup {1, ..., .}, s =m/m:, ¢ =(q1, <, @) <& > =

= oan + aee + “nqn.
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Assegnamo, per ogni ¢€{1, .., ¢}, un insieme aperto e limitato QO di
R" e un insieme chiuso S¥, eventualmente vuoto, di punti di 3Q®, con la
condizione che, se 8O == 300, 200 — SO gia una varietdh a n; — 1 dimensioni
di classe C* e QW sia situato «localmente da una stessa parte di 9Q® — SO,
Poniamo Q= 0Q® X .. X OO, 30 =00 X ... X QD X (200 — S&) X
XQHI X ..o X QW =1, .., 4, S=230 —UdQ, p@) =2 dist (x, S), dove

=]
3 & un’opportuna costante positiva, e indichiamo con & Dinsieme dei nu-
meri ¢€{1, ..., ¢} per cui 3QF+0@.
Inoltre indichiamo con LXQ), s reale, la classe delle funzioni # tali che
cu€L¥ Q) e con W,(Q) la classe delle distribuzioni # su O tali che
D1 € Ly o, g>—n(S2) per < o, g > < m.

Assegnamo in  un operatore differenziale lineare A= ¥ a,x)D* di
<2 g>=m

tipo quasi-ellittico e, per ogni i € J, propriamente quasi-ellittico di tipo v; su
3:Q (cfr. il n. 8, ipotesi #.)).

Assegnamo inoltre, per ogni i€J, un sistema {By],21 di v operatori dif-
ferenziali lineari di frontiera definiti su 2;Q, della forma

B;= X b}Q(W)D“, pi << m — mjm0),

<o ‘1>§P¢j

e soddisfacenti la condizione complementare rispetto ad 4 su 3;Q (cfr. il n. §,
ipotesi ¥.)).
Studiamo allora il problema

Au=7f in Q, Bu=0su3Q,5j=1, .., v;, i€,

cercando la soluzione negli spazi W,(Q).

I risultati che otteniamo vanno distinti in quelli relativi al caso in cui
le condizioni al contorno sono di tipo generale ed in quelli relativi al caso
in cui le condizioni al contorno sono del tipe di Diricuvurmr, e ciod al caso in
cui By = (9/9n:)/, dove n; & la normale a 3:0.

Nel primo caso otfeniamo dei teoremi di unicitdh e di esistenza, richie-
dendo perd che nell’ equazione almeno il coefficiente di u sia singolare su §
oppure che la quasi-ellitticitd di 4 degeneri su §.

Nel secondo caso, e nell’ipotesi che A sia fortemente quasi-ellittico in Q,
otteniamo ulteriori teoremi di unicitd e di esistenza sotto ipotesi meno gene-
rali sui coefficienti di 4 ma in cui viene attenuata od eliminata la prece-
dente ipotesi di singolaritd del coefficiente di u.

Rileviamo anche, come in [33], che, sebbene nei problemi considerati
nessuna condizione al contorno sia imposta a priori su §, la soluzione pud
soddisfare su S ad un certo numero di condizioni omogenee del tipo di DiricrLED,
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come condizioni naturali derivanti dall’appartenenza della soluzione alla
classe W7;(()). Infatti dal lemma 7.8 segue che se u € W;(Q) e D*u & dotata
di traccia su §, tale traccia & nulla.

Il lavoro & suddiviso in tre capitoli.

Il Cap. I, di carattere preliminare ed i cui risultati trovano applicazioni
nei teovemi esisfenziali stabiliti negli altri capitoli, & dedicato a questioni di
regolarizzazione per problemi quasi-ellittici nel semispazio ed a questioni
concernenti la formula di Greex nel semispazio per operafori quasi-ellittici.

Nel n. 1 sono introdofti alcuni spazi di distribuzioni che rientrano in
spazi pit generali studiati da vari Aufori, fra i quali ricordiamo L. Hormanprn
18], L. R. Vourvicu-B. P. Panevaxnm [37], A. Cavarvrvocr [10], M. Iraxo [19]
Ne vengono richiamati alcuni teoremi di densitd, di inclusione e di tracce
su iperpiani.

Nei nn. 2 e 3 vengono stabilite delle limitazioni a priori nel semispazio
relative ad operatori quasi-ellittici. Tali limitazioni sono analoghe ad altre
note nel caso ellittico e contenute, ad es., nei nn. 44 e 45 del cap. 2 di
J. L. Lions-B. Magenes [20]. Le loro dimostrazioni si ottengono opportuna-
mente adattando al nostro case i procedimenti di [20].

Nei nn. 4 e b vengono stabiliti dei feoremi di regolarizzazione per ope-
ratori quasi-ellittici. La tecnica della dimostrazione del teorema 4.1 di rego-
larizzazione tangenziale & in parte del tipo di quella ufilizzata da T. Marsvzawa
in [21] per dimostrare un altro risultato. La .dimostrazione del teorema 5.1 si
ottiene adattando al nostro caso un ben noto procedimento relativo al caso
ellittico.

Nel n. 6 vengono stabiliti un’opportuna formula di Gresy per il semi-
spazio ed alcuni risultati ad essa connessi. Tali risultati trovano applicazioni
al n. 11 nel teorema relativo alla formula di Gresy in un dominio limitato.

11 Cap. II & dedicato allo studio dei problemi al contorno quasi-ellittici
in un dominio limitato e nell’ambito degli spazi W,(Q).

Nel n. 7 si introducono gli aperti Q e si approfondisce lo studio degli
spazi W,((), metiendone in luce alcuni teoremi di densitd e di immersione,
in parte dedotti dai risultati del precedente lavoro [35).

Nel n. 8 vengono precisate le ipotesi sugli operatori che intervengono
nel problema e vengono enunciati i risultati, che sono un opportuno teorema
di regolarizzazione, un teorema di unicith ed un teorema di esistenza.

Tali risultati costituiscono un’estensione di altri risultati da noi stabiliti
nel caso ellittico (cfr. [33] e [34]), e le loro dimostrazioni, che sono date nei
nn. 9, 10 e 11, si ottengono con procedimenti analoghi a quelli tenuti in [33],
[34] ed utilizzando una limitazione a priori stabilita da T. Marsuzawa in [21].

Il Cap. III & dedicato ad un ulteriore approfondimento dello studio del
problema considerato nel Cap. IL nel caso particolare che A sia fortemente
quasi-ellittico in e che i dati al contorno siano quelli di DiricHLET.
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Nel n. 12 vengono studiati alcuni spazi funzionali confenuti in quelli
considerati al n. 7 e vengono stabilite delle limitazioni a priori relafive a
funzioni di tali spazi e ad operatori fortemente quasi-ellittici in Q.

Nei nn. 13 e 14 vengono stabiliti dei teoremi di unicitd e dei feoremi

di esistenza specifici per il problema di Diricrrer e che non rientrano in
quelli del Cap. IIL

Rileviamo che questi ultimi risultati non solo estendono al caso quasi-
ellittico i risultati contenuti nei nn. 6 e 7 di [33), ma sono di questi piu ge-
nerali anche se riferiti ad equazioni elliftiche.

Caprroro 1
Problemi quasi-ellittici in un semispazio.

1. - Alcuni spazi di distribuzioni.

Indicheremo con E" lo spazio reale euclideo a »n dimensioni di punto
© = (@1, .., ®z) e con B il semispazio (€ R"|x.> 0}.

Se o = (&1, ..., %,) & una n-pla di interi non negativi, porremo

el =oa1 4 v o, 2% =aB ... X%,

D*=D* .. D%,
Lo

dove

Porremo anche
w=1(x, t), € ={x1, .., Bur), I =2,,

o= (@, i)y & = (1, w0, %), DY =D .. DL,

“n—1

Denoteremo con u() la trasformata di Foummer di u(x), con 1;(&’, f) la

la trasformata parziale di Fourirr di u(x) = u(x/, {) rispetto a «' e con 5(&’)
la trasformata di Fourmer di g(@').

Assegnamo una n-pla di interi positivi O = (m1, ..., m,)
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Porremo
m = sup {mi, ., M.}, d = med. {my, .., M.}, mo=m/d,
gr=m/mik =1, .., n), =11, ., ¢ |2 =¢ + . +¢n.
Per ogni coppia di punti x, y€ E* porremo
<X, Y>> =011+ .. + BYn.

Inoltre per ogni £ = (E1, ..., £.) = (€, &.) € B porremo
n 1fm n—1 1fm

Si verifica facilmente che, comunque si assegna un numero reale a, si ha

(1.1) (}_-_t-_s.é_zf

Ty o) SollFIE— il g nekr,

dove ¢ & una costante dipendente solo da a, 91T ed n.

Durinwzioxe 1.1, - Indicheremo con H*'(R"}, s e r reali, lo spazio delle
distribuzioni temperate u su R tali che

(14 < &> (1 + <& >yrRuE)e LYRY,
munito della norma

0 e =( [0+ <>+ <e>lagra)

R%
Porremo
HY(R") = H*°(R").

Osserviamo che, in conseguenza della (1.1), gli spazi H~"(E") sopra intro-
dotti rientrano in spazi di distribuzioni pid generali studiati da diversi Autori,
fra i quali ricordiamo L. Hormanper [18], L. R. Vorevicu-B. P. Panevaxs [371.

Dai risultati contenuti nei succitati lavori traiamo il seguente

Lemma 1.1. - CP(R") & denso in H*'(R"). Risulta H*"(R*) = (H——(B") ().
Se $,<<8, € 82 + rs<< 81 4 71, allora si ha H»»(R*) & H="™(R") algebricamente
e topologicamente,

(4) Se E & uno spazio di Baxacs, indicheremo con E' il duale forte di E.
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Osserviamo anche, come si verifica facilmente, che:
Levma 1.2. - Se 8, > 82> s3, allora per ogni e > 0 esiste una costante
positiva ¢, = cle, s1, 82, 83} tale che si ha

(1.3) Vol @my << @ las - @m 4 oot foss 7 mn)

per ogni r reale e per ogni w € H"(R").
Sussiste inoltre il seguente

Levyma 1.3, - Siano u una distribuzione di classe H>'(E") ed a supporto
compatto, D un insieme aperio e limitato conlenente il supporto di u e afx)
una funzione di classe C=(R").

Esiste una costanie positiva ¢, indipendenie da u, tale che si ha

(14) laulas zm < sup la(@)| « |ulas & + clu]a " @n,
xeg

dove, se r =0, l'ultima norma pud essere sostituita dalle norma di w in
H—Y(R").

Infatti, consideriamo una funzione {(x) € CF(R") tale che

O<fx)<1, {x)=1 in supp #, supp {C 9D,

e poniamo b(x) = {(x)a(x).

Con ragionamenti analoghi a quelli tenuti da J. Perrar per stabilire il
lemma 2 di [30], si dimostra che esiste una costante ¢ (indipendente da u)
tale che

.

16t s, 7 (my < sup | blar)
*ER"

Wlas r@wmy + o ulas 1@,

dove, se r =0, I'vltima norma pud essere sostituita dalla norma di u in H'—(R").
Da quest’ nltima relazione si deduce in modo ovvio la tesi.

Denoteremo con J(OT) Iinsieme dei numeri razionali k£ tali che I’ equa-
zione

<% g>=k

abbia almeno una soluzione & = (x1, ..., «,), con gli «; interi == 0.

Derinizione 1.2. - Se D & un insieme aperto di B”, indicheremo W* ?(9),
ke J(O) e p reale =1, lo spazio delle distribuzioni u su 9 tali che
Dru € Lx (D) per < «, ¢ > <k, munito della norma

(1.5) lelrtrgy = I |D*ulirgy-

<o, >k

Annali di Matematica 43
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Porremo WH4D) = W= D).

Leuma 1.4, - Se k € J(DN), esistono due costanti ciik) e cok) tali che si
ha per ogni £ € B™

(1.6) el <E>F< X B cofk) <E>H,
<Lay g>u=k

dove, se k é un multiplo di mo, si pud supporre ci(k) > 0.
Inoltre il sussistere della (1.6) con cik) >0 e & fuori di un compatio di
B implica che k ¢ un multiplo di m,.

Infatti, si stabilisce la (1.6) per ogni £ € R", osservando che £* > 0 e che
si ha

(1.7) Eo — ( 0 (] & [mi)nit<o q>>z<,,,, i< < E 52<0 0>,

=

Se poi & & multiplo di m,, i numeri mk/m sono interi e quindi il poli-

nomio X  £%* & minorato dal polinimio X §¥™#m e percio anche dal primo
<o, g>=k (L
membro della (1.6) con una costante ci(k) positiva.

Per dimostrare 'ultima affermazione, osserviamo che, se & verificata la
(1.6) con ¢:(k) > O e per & fuori di un compatto di R", esiste o > 0 tale che
per ogni {€la, oo si ha

==k >0, i=1, .., n

dove [mk/m] denota il pit grande intero << mik/m.
Ne segue che i numeri mk/m, ¢=1, ..., n, sono interi e quindi chek &

un multiplo di ..
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LeMua 1.5. - I due spazi WHE®) ¢ HYR") sono isomorfi (algebricamente e
topologicamente) se e solo se k é un multiplo di me.

Infatti, osserviamo che, se k¥ ¢ un multiplo di m,, in conseguenza del
lemma 1.4 esiste una costante ¢ = ¢{k) > O tale che si ha

(1.8) clF <E>h<= X EBrool+ <E>Y MEeRn
<L, >k

Osserviamo inoltre che, se & verificata la (1.8), risulta anche verificata la
(1.6) con ci(k) > O e per < & > sufficientemente grande, e quindi, ancora per
il lemma 1.4, k£ risulta un multiplo di mo..

Da tali osservazioni si deduce la tesi con note considerazioni.

DeriN1zIONE 1.3 - Indicheremo con H*7(R.), s e r reali, lo spazio delle

distribuzioni » su R che sono restrizioni a R} di elementi di H*"(R"), munito
della norma

(19) UMHH& ’(Rfl__) = inf “ U”H&, "(R™) U=wu su Bn+.

Dal lemma 1.1 si deduce, con note considerazioni (cfr., ad es., il cap. 1
di L. R. VorLEvicH-B. P. Paneyvaxn [37)), il seguente

Lemyma 1.6, - C’f)’o(lﬁ) ¢ denso in H>"(BL). Se 8, <<s, € 84 1rs<<8 +ri,
allora si ha H+"(Ry) S H»"(RY) algebricamente e topologicamente. (H> (R} ¢
isomorfo algebricamente e {topologicamente al sottospazio H g}"(R’*) di

+

H——(R") costituito dalle we H—~"(R*) che hanno supporto contenuto in R_’_‘,_

DeriNizioNE 1.4. - Indicheremo con HY(R"Y), s reale, lo spazio delle
distribuzioni temperate g su B! tali che

(1 4+ <& >2igE)e IXB),

munito della norma

— s
(1.10) ng:-}fﬂw_.l,=( f (14 < E’>“‘)S}g<€’)>2d6’> .

g1
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Per ogni numero reale s > m/2m,, denoteremo con /. il pitt grande intero
< smi,/m — 1/2. Inoltre per ogni ue Co(RY) porremo

viu = D] u(a, 0).

Sussiste il seguente

Lemma 1.7. - Siano s >m/2m, e r due numeri reali. L'applicazione
U —> (Yol ..., Y,u) definita su C(RL) si prolunga per continuits in wn'appli-

cazione, che ancora indichiamo con w—> (You, ..., Y.u), lineare e conlinua da
l

BBy su 1L He+—,—0,(Re1),

j=0

Infatti, poniamo
MO = (L+ £ (8Pt + <8 >,

—+s0

fsa{é’)x( k;;) czan)"l, j=0,1, ., b

—00

8i verifica facilmente che esiste una costante ¢ tale che si ha

M+ <ESHA+ <EST<HO) <ol + <E>PA+ T > MEek,

0-1(1 + < EI >2)s+r-—fq,,—-qn/2 g k](&l) S 0(1 + < EI >2).s+r——jqn—-qn/2 )VL gl e Rnﬁl.

Da tali relazioni segue, per noti risultati (cfr., ad es.: il teorema 2 e
Vosservazione finale del n. 2 di A. Cavarruccr [10]; il teorema 1 ed il relativo
corollario di M. Itaxo [19]), che il lemma sussite con H*"(R") in lnogo di
o (RY).

Dalla definizione stessa di H~'(R}) si deduce evidentemente la tesi.

2. - Valatazioni a priori per operatori a coefficienti costanti.

Nel segnito di questo capiiolo per comodith porremo « = (%1, ..., ®.) =
=(:% ) e E=(E19 1) gn) =(7]7 ), dove 3/:(901, ey Xn1) © 7 =(EI: ony En-—l)'
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Assegnamo un operatore differenziale lineare a coefficienti costanti della
forma

@1 ADy=AD,, D)= X a,DiDi,
<ps g>=m

sul quale faremo la seguente ipotesi:

o) A(D) & quasi-ellittico, ciod risulta

AE) = 4A(n, 9 =40 ME=( 1je R"—{0};

inoltre per ogni ne R — {0} il numero v delle radici con parte immagina-
ria positiva del polinomio, nella variabile complessa 2, A(y, #) & indipendente

da 7 ().

Indicheremo con #'(y), ..., zj"(n) le suddette radici e porremo
(2.2) Mty &)= 1 (s — ().

Assegnamo inoltre un sistema {ByD)};_, di v operatori differenziali linea-
ri a coefficienti costanti della forma

2.3) B(D)=B(D,, D)= %= b, DiDi", O<p, <m—gq,,

L g>=py;

supponendo che sia verificata la seguente ipotesi:

ag) Gli operatori ByD), ..., B/(D) soddistano la condizione complemen-
tare (%) rispefto ad A(D), ciod per ogni € R*—*—{0} i polinomi, nella variabile
complessa 2, Bi(y, 2), ..., B,(7, #) sono linearmente indipendenti modulo M+(y, 2).

Sussistono i seguenti lemmi:

LeMMA 2.1. - Se ¢ verificata Uipotesi o), allora la «:) é condizione neces-
saria e sufficiente affinché, per ogni fissato ne B — {0}, il problema

(?) Notoriamente, se n>2 I’operatore quasi-ellittico 4(D,, D;) soddisfa senz’altro a
tale condizione.
(®) Cfr,, ad es., la definizione 3.1 di T. Marsuzawa [21]
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A(m, D)g(t) = 0 per ¢> 0,

Bin, D)p(t)| =0 =0, j=1, .., v,

abbia in H™(RYy) la sola soluzione nulla.

LemMma 2.2. - Se sono verificale le ipotesi o)) e «), allora per ogni v € R+
— {0} Poperalore

(2.4) 8a: 9 = (A(m, D)y, Bi(n, D)e|.i=o, v, By, D)P| o)

risulla un isomorfismo (algebrico e topologico) di H"‘n(R;) su LX(RY) X O (4).
Inoltre per ogni ¢ € H™(RY) si ha

(2.5) 1 lymncaly < el [ 8ne | xmjoxers

dove v —>c(r) & una funzione continua in E— — {0},

Le dimostrazioni di tali lemmi (che qui per brevitd omettiamo) si oftengono
con ragionamenti analoghi a quelli tenuti da J. L. Lions-E. MacENEs (ofr.
il n. 4 del cap. 2 di [20]) per dimostrare gli stessi risultati relativamente al
cago ellittico, e ciod al caso in cui #n = ... = m, = m.

Osserviamo ora che loperatore aggiunto &, di 8, & V'operatore lineare e

continuo da LZ(Ri_) X O in (H’”n(Rﬁ.))’ = H;n (RY definito dalla relazione
+

(2.6) < 8U>=<89y U>

per ogni ¢ € H™(R}) e per ogni ¥ =(}, ¢1, ..., c,)€ IARy) X O
Dal lemma 2.2 si deduce la maggiorazione

2.7 1P sebxe < o) 8Tl w  ¥WeI(Ry) X O.

Nel seguito, per ogni funzione ¢ € LX(R}), n =1, indicheremo con ¢, il
suo prolungamento a L*(E") con valori nulli per { <0, e per ogni distribuzione

(*) Indichiamo con C lo spazio dei numeri complessi.
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¢ € H(R}) indicheremo con ¢ un suo assegnato prolungamento a H'(R-").
Con tali notazioni dalla (2.6) si ha

<@, SXW > = < Aln, Dypr, b > + < Bfn, D imo, 6>
j=
= <A(7)7 Dt)cph q_"-o > + -21 < Bj(n, Dt)cph G]—5>
j=
= < ¢, A*(Yb Dt)¢0> + 21 < 91, Bf*(n’ Dt)of5 >,
=

dove & denota la misura di DiRAc nell’origine, A¥*v, D, e B*®, D, denotano
gli operatori aggiunti formali rispettivamente di A(v, D.) e Bjvn, D)) (come
operatori differenziali in f).

Se ne deduce che per ogni W' = (¢, ¢, ..., cv)eLz(Ri) ¥ O risulta

(2.8 81 = 4%, D)o + X BY(n, D)o
j=1
Consideriamo ora l’operatore
(2.9) 8:u — (A(Dyu, By(D)t |0, ..., B(D)u'!—o)

che, in conseguenza del lemma 1.7, risulta lineare e continuo da H™(R}) in
IHRY) X 1 Hr—ri—n(Rr),

L’opell_';tore aggiunto §* di 8 & l'operatore lineare e continuo da ILXRJ)
X fIH“"‘+Pj+9n/2(R"'1) in (H"(B}) = H;f;:_ (B") definito dalla relazione

j=1
2.10) <u, $*F > = < 8u, F >

per ogni u € H™RY) e per ogni F =(f, g1, ..., g,)€ I¥R}) X il H—mtpjtan2(Rr—1),

j=1
Denotati con A*D) e Bj*(D) gli operatori aggiunti formali rispettivamente
di A(D) e By(D), dalla (2.10) si ha

<u, FF > = < ADy,, fo> + = < B(D)1| .m0, g >

j=1
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= <ADwu, To> + X < B(Dyur, g{y) @ &) >

j=1

= <, ZFDo> + X <, Bf Dligy) ® o) > -
j=1

Se ne deduce che per ogni F =(f, o1, ..., g) € L{RY) X fi H—mtetaa? Br—1)
risulta =

@.11) §F = A*Dfo + X BF(Dg(u)® 50

Vogliamo dimostrare il seguente teorema che estende al caso qnasi-ellit-
tico la formula (4 27) del cap. 2 di J. L. LioNs-E. MaceENES [20]:

TrorREMA 2.1. - Se sono verificate le ipolesi ) e az), per ogni F =(f, g1,
ey )€ LHRY) XTI H—mtejtal(Rr—=1) sussiste la limitazione
j=1

(2.12) |F “L2(R _Y_)Xjély—m-i-i’ﬁ-qnlz(m-—l) = o|S*F l|;;—m(m)
+ [ Fo BH_l(R”)X It H—m+Pj—9%!2(Rﬂ*1)) ’
j=1

dove Fo = (fo, ¢, ..., 9,) € dove ¢ é una costante indipendente da F.

Infatti (°), dalle (2.7) e (2.8) si ha per W= (), ¢1, ..., ¢,)€ AR X O e
per <> =1

0 , -+o00 o0
[1aorait 3 jop <t [+ 2, o [ e

+ p2 BJ*(W’ T)cj |ZdT;
Jj=1

dove %k, & una costante indipendente da n e W.

(5} Otterremo la dimostrazione di questo teorema con ragionamenti concetinalmente
analoghi a quelli tenuti da J.L. Lions e E. Magexes per dimostrare I’analogo risulfato
velativo al caso ellittico (cfr. la dimostrazione della citata formula (4.27) del cap. 2 di [20].
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Osserviamo che posto, per ogni ne R — {0}, ' = (<>, ..,
<N >"h-1,) 8i ha <n'> =168

A*(ﬂl; =< >—mA*(717 << M) >nt),
B, ©y= < n >"BXy, <n >W1).

Se ne deduce che per ogni ne R*~' — {0} si ha

o0
(2.13) f (< >0b) fdt + < 0 >~ z o
-
0

o0 ~}-co
< ko f (< 1 > - T2)=mn| A%, ) f o=t <1 St
) 0

v

+ Z Bl'(m, ©)6; < n >"r— 2.
1

j=

Assegnato ora F = (f, g1, ..., g,) € LAR}) X I H—m+rj+ta.2(R~), sostituiamo
j=1

nella (2.13) ?{n, t) a (<< >%1) e grj(v;) a ¢; < >"F~4. Tenuto allora conto
della (2.11) si ha per ogni ne R~ — {0}

4-z0
@.14) [7e, vpat 4 £ < g srcmtoom g
:
0

o0
=k f (<M >%n 4 2™ | §*F Pdr.

—oC

Nel segnito di questa dimostrazione denoteremo con %, .., ks delle
costanti indipendenti da F.
Dalla (2.14) si deduce la limitazione

00 )
2.15) f dn f Fn, DPde+ 2| (LA < Sl g Py
<>z o T L

< ki [8*F [Fr—mgry.
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Inoltre si ha evidentemente

(2.16) f (14 < n >t g(n) Pdn
<n>=<l

< ko | gj|Pa AP gy,

mentre con le stesse considerazioni tenute in [20] per stabilire la (4.33) del
cap. 2, si dimostra che risulta

+8
@.17) f dy f [T, BdE < Fal | folPr—1cam)
<>l 0
mafoln, t
+ f 1 f°f )| dn)
at - n(Rl)
<n>=<l1

Per maggiorare l'integrale a secondo membro della (2.17), osserviamo che
si ha (si tenga presente la (2.11))

m,—1

atmufoln, 1) = A*(, Tfuln, T — 2 an)etfo, )

m,, 1

=57 — E a(n)PHfoln, ) — ~21 B} (4, 1g(n);
j=

dove @ & una costante 5= 0 e le ai(n) sono delle funzioni continue di 7.
Se ne deduce che risulta

~+-o00
atrn Nl

<n>=l <p>=<1 —oo

2.18) f “a i, )|

o0
<tl[ nfas e

o>l “oo

+f f(l + )= foln, T) 2dr + Z J |g() lzdﬂ>

<H><1 —o0 <n>=1
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< ks(|8*F P u—mgamy + [foPa—1amy + .le Mg [Pomer=eal an—;).
i

Dalle (2.15)~(2.18) 8i deduce la (2.12), e quindi si ha la tesi.

3. - Valatazioni a priori per operatori a coefficienti variabili.

Assegnamo ora un operatore differenziale lineare della forma

3.1) A, D)= Z a,x)Dv,
<p» g>==m

a coefficienti a,x)e C;(R") e con la seguente condizione:

8:) L’operatore a coefficienti costanti

(3.2) A(D) =440, D)= =  a,O)Dr
L g>==m

verifica D'ipotesi «,).
Assegnamo inoltre un sistema {B(y, D)|/-. di v operatori differenziali
lineari della forma

(33) Bf(y’ D) = z b]tk(?f) Dy, 0< b= — G,

<Lpo §>=py
a coefficienti b;,(y) € Co°(R—") e con la seguente condizione:

3:) Gli operatori a coefficienti costanti

(3.4) BofD)=Boj0, D)= T b OD¢, j=1,.., v,
<po g>=p;

verificano la condizione complementare rispetto all’operatore 4,0, D).

Chiameremo parte principale di A(x, D), 'operatore

Ao, D)= = a,w@)Dr
<p» g>=m

e parte principale di By, D), I'operatore

By, D)= Z  by(y)Dv.

<p» g>=p;
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Osserviamo che, in conseguenza del lemma 1.7, Poperatore
(8.5) P:u s (A(w, D)u, Bily, D)t |i=0, ..., B,(y, Dtt|=0)

risulta, per ogni r reale, lineare e continuo da H™'(B}) in H%(B})X
X I Bm—rmms(Rr).

Fi’operatore aggiunto P* di P risulta allora lineare e continuo da
H—"(R}) X ]_Ii H—r—rtrtas(Re-1) in (H™"(By) = H ;—g”r(R") e, con le stesse
considerazioni tenute per stabilire la (2.11), si prova che per ogni F = (f,

g1, e, g€ HO—T(RE) X f{l H-m—+7H.2(B—Y) si ha
]=

(3.6) P*F = 4%, D)fa) + E BF(y, Diig(y)® 30),

dove A*wx, D) e Bf'(y, D) denotano gli operatori aggiunti formali rispettiva-
mente di A{w, D) e By, D).
Scriveremo A* e B/ nella forma

3.7 A*w, D)= I  aS(@@Dv,
Lpa g>=m
3.8 By, D)= X bjﬁ(y)D}L’ j=1.., v
<o >

Per ogni numero reale p > 0 porremo
Lo)={eeR||x|<pl,
)= {xeR||x|<p 2,=01,
ole) ={ye B |y| <el.
Vogliamo dimostrare il seguente

TroREMA 3.1. - Se sono verificate le ipolesi B) e Bi), esiste un numero

reale p; >0 tale che per ogni F = ([, g1, ..., g,) € H*"(R}) X I H—mtrteta(R—1),
j=1
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r reale, con [ e g; avenli supporti contenuti in Z(gr) e olpl) rispettivamente,
sussiste lo limitazione

(3.9) 1B .ty it ettt anitae=ty < o] PP | ran

| B =1 ) 11 B=mbr=ttpstan/2en—y),
j=1
dove ¢ ¢ una costante indipendente do F e dove, se r = 0, si pud sostituire la
norma di f in H>—YRY) con la norma di fo in H-(R").
Infatti, indichiamo con A& (x, D) e By, D) le parti principali di A*x, D)
e Bf(y,D).
Evidentemente, Af(0, D) e B0, D) sono gli operatori aggiunti formali

dl Ao(o, D) e Boj(O, D).
Introduciamo la distribuzione A\(y) su E*' tale che

M) = (14 <5 >0,

ed osserviamo che per ogni F =(f, ¢, ..., g,) € H*'(R%}) X IVI H —mtrtptan? Br—1)

j=1

visulta 3, « F =, # £, A % g1, e, A # g,) € LHBY) X 1 H-mtota2(B-1) e si ha

j=1

(8.10) 1A+ F l?ﬁ(ﬂ’;)x 1t —mteptan 2=ty = | P [go, WX 11 a—mFrtotaglagri—1y.
j=1 j=1

Assegnato allora un vettore F della suddetta classe, dal teorema 2.1 si
deduce che si ha

(3. 1 1) H F HHU, ’(Rn_{_}}( ﬁ H—m—}-r-—}-pf{—gn fZ{Rza—l)
=1
=< a(145(0, D)fo + Z B (0, D)giy) ® 3(E)a—m. rany
j=
+ “ FO HH-—-I, 5:07% ly[ IH_m+’+pf—'9n/2(R"_1)) ;
=

qui e nel seguifo di questa dimostrazione denotiamo con ¢, ¢, e c; delle
costanti positive indipendenti da F.
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Dalla (3.11) consegue la limitazione
(3.12) " F"HO, T(R’_’l_)x f] 1H—""+T+Pj+qnl2(1{"—1) = Cof ” P*p “H—m, (R%)
j=
+ | Fola—1. ramx e + L(F) + L(F)),
j=
dove si & posto

I, (F) = (420, D)— 4@, D))fo + ﬁ (BiH0, D) — By, D)Ng/y) ® 3()[u—m rtkny,
=1

LFy= 2 |Dfola—mr@m 4 & 2 | DHgly) © 3t)) la—m ram-
< g =1 <w,g>< Py

In conseguenza del lemma 1.3, si ha che per ogni ¢ > 0 esiste un nu-
mero reale p > 0 tale che, se [ e g; hanno supporti contenuti rispettivamente
in Z(p) e o(p), risulta

(3.13) L(E) < el ol ey + 2 Jay) ® 3 @ty )

+ o) folao = + 2 N Y) ® 8(t) [a—mtry r=10am),
dove, se r = 0, si pud sostitunire la morma di fo in H* ~'(E") con la norma di

fo in H-Y(E").
Inoltre, in conseguenza del lemma 1.2, si ha per ogni e > 0

(3.14) I(F) << e follao ey +]§1 19i(y) ® &8(t)z—mts;> rcam)
+ i)l fola—1 ram + 2 I 9:(%) ® B(t)rr—m-tri—1. ram).

D’altra parte si verifica facilmente che, comunque si assegnano i numeri
reali !> q./2 e k, risulta

(3.1) | 9() © 3(t) [a—+ Kamy < €3] g; [a~t+rtam2imn—ry .

Dalle (3.12) - (3.15) si deduce in modo ovvio la tesi.
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4. - Regolarizzazione parziale alla frontiera.
In questo numero indicheremo con w(y) un’assegnata funzione reale e non

negativa di classe C’(B™) e tale che

f ofy)dy =1,  supp oly) ={y | |y| <1}

grr—1
Porremo per ogni ¢ > 0 e per ogni distribuzione u(y, f):
o.(y) = e=C=Du(y/e), u:(y, ) = uly,t)xw.ly).

Da noti risultati (cfr., ad es., il cap. I di L. HoRMANDER [18]) segue che
se u € H*'(R}) [risp. ue H'(Rj] allora w.e H>*RY) [risp. u.e H{E")] per
ogni k reale; inoltre riesce

(4.1) li“;‘ |9 — ]y = O [risp. lim Ju, — oty = O],
E~> =30

Per ogni funzione ((y, #) definita in B e per ogni vettore F = (f(y, #)
gly), ..., gly)) porremo

C(?/) = Z(?ﬁ O): CF = (Cf} t:egl; eery Cgv}y

(QF}E = ((gf)e) (Cgl)e) eery (Cgv)s}-

Vogliamo dimostrare il seguente

TeorEMA 4.1. - Siano verificate le ipotesi Bi), B2) e sia F ={(f, g:, ..., 9,
un assegnato veffore di classe L*(R.) X il H—m+ptaal2(Br—1),
J==1

Esiste, per ogni intero %k >0, un numero positivo p,<<p, (dove p, & il
numero definito dal teorema 3.1) tale che se risulia, per ogni {e CX(R") e con
supporto contenuto in I'(p) per un o <o,

(4.2) CP*F e H—™*Rr),
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allora si ha

(4.3) CF e HOMRY) X 1 H-mHetorro(Br),
J=1

Ragionando per ricorrenza, ci basterd stabilire la (4.3) nell’ipotesi che
sussista la (4.2) e che si abbia

(4.4) (F e H =Y RY) X T H-mH—iteitealzRe1),
J=1

In cib faremo in parte uso della tecnica utilizzata da T. MATsUzZAWA
per dimostrare il teorema 8.1 di [21].

Tissati p < po, € (B ed a supporto contenuto in I(p), consideriamo
il vettore (CF). per e < (g0 — g)/2.

Le funzioni ({f). e ((g). hanno supporti contenuti rispettivamente in Z(e)
e afpf), dove @' = {p + po)/2, & quindi per il teorema 3.1 si ha la limitazione

(4.5) A A e B L e
FNCF)e o iy fy mmmbi bt

nel corso di questa dimostrazione con ¢, .., ¢s indichiamo delle costanti
positive indipendenti da e.
Osserviamo ora che risulta

(4.6 P¥(F)=LP*F 4 z z (9) af Di—a{. D*f,
<ps g>=m alp A&

+5 s = (”) b DY, - D¥(g,{y) ®(1)).
=1 <p.g>=<pj oy \&

Si verifica facilmente, in conseguenza dell’ipotesi di induzione (4.4) e
della (3.15), che, per ogni funzione ¢ e C(B") ed a supporto contenuto in una
sfera con centro nellorigine e di raggio < po, risulta

4.7y Dty € H— H R} per a < p, dove <p, g> <m,

(4-8) D¥(bg) ® B)e H—™HR")  per a <p, dove <y, ¢ > <p;.



M. Troisi: Problemi al contorno con condizioni omogenee, ecc. 363

Le (4.2), (4.6), (4.7) e (4.8) implicano che si ha
(4.9) P*{F)e H—™ X R).

Inoltre, con ragionamenti analoghi a quelli tenuti da L. HORMANDER per
stabilire la (2.4.18) di [18], si prova che si ha

(4.10) lai (&) — (@i Cf)e oo vty << 2| Sf a0 =1y
e (si tenga presente la (3.15))

(4.11) 101((Eg7) ® 8). — (b4((Cgy) @ B))c[r—mtry. bam)
< C3 ﬂ b ;‘;(ng)a - {b};tgj)e HH —m-tktp g, /2(Rr1y

€0 ﬂng ler—m+r—1tp g, /2=y
Dalle (4.4), {(4.10}) e (4.11) segue che si ha

(4.12) | PACE), — (PHCF) J—m by < (1

+ I X Deeaf -DACfo) — (Demea) - DHESo))s Ja—m ey
<ps g>=m o<y

+ 3 2 Z|Drobf - DH(Cg).® 3) — (Dr2b - DA(Cg)® B)).fm—m kam).
J=1 <po >=p; a<p

DYaltra parte si pud scrivere
(4.13) [ PHEE): fa—=r: #qamy < (PHEE))e = Hemmy
+ | PHEF)e — (PHEF)): Ja—m k.

Dalle relazioni precedenti e dalla (4.1) si deduce che esiste un numero
g >0 tale che per ogni numero positivo e <Ceg; &i ha

(4.14) n (CF), “H 0, k(RfF)ngv.lH —mtktpite,/2rr—1) << Co

e tale relazione implica, per il teorema di BANAcH-SAKS, la (4.3). Si ha cosi
la tesi.
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b. - Regolarizzazione alla frontiera.

Consideriamo un operatore differenziale lineare A(x, D) della forma (3.1)

ed a coefficienti a,(x) di classe C*(RL).
Sussiste il seguente teorema, dove indichiamo con J¥RL), s reale, lo
spazio a cui si riduce HY(RY) quando mn = .. =m, = 2.

TworEMA 5.1. - Siano k un intero > 0 e po un numero reale > 0.
Se riesce afx) = ap, ..., o, n @) &= 0 in Z(po), allora per ogni distribuzione f su

R tale che

(5.1) CAfe H—Ho—m A MRY)  MCe CP(RY) com supp §C Blpo),
(5.2) Dife P(E(p)),  [v] < (m — mn + L)k,

st ha per ¢ < go

(5.3) DiDfe LY 2(p)), |t|<<(m —m, + L)k —1), I<E

Supponiamo che la (5.3) sia vera per I =r, dove r <k — 1, e dimostriamo
che di conseguenza essa ® vera per I =v + L.
Evidentemente, possiamo limitarei a dimostrare che

(5.4) D't e I(Z(p))

e che se si ha, per un generico intero positivo h < (m — m, 4 1)k — r — 1),
(5.5) DD e IZp), [tk —1,

allora si ha anche

(5.6) DD fe IMZe), |kl =h.

Otterremo tale dimostrazione facendo uso di una tecnica che generalizza
un noto procedimento relativo al caso ellittico (efr., ad es., la dimostrazione
del lemma 9.5 di 8. AceMoN [2]).
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Osserviamo che, comunque si assegna una n — pla di interi non pegativi
«, 8i pud scrivere

24

aDrDsf = D*Af — £ % (
Lo g>m Bl ﬁ

[

>Dm-ﬁap « DeDEf

-3 (“) D#—%q . D" DEf.
g<e ﬁ

Ne segue che per ogni funzione ¢ e C(RY}) si ha

{6.7) < aD*f, Di™p > = I ( Q;”) < Dia - DD, ¢ >
j=1
+<Df,o>— = X (“) < De—fg, « DVDEf, @ >
<p«, greem Bt p
Py Ty,

— 3 (“)< D*Bg » DT”D?)‘; c; >,
B<= ﬁ

Dalla (5.7) scritta per & = (0, ..., 0, r} si deduce evidenfemente che esiste
una costante M tale che si ha

(5.8) (@D, Di*g)| <M ! I Dvolepgy @€ CE(e) — 32(p)

pl=m,—1

dove il simbolo { , )} denota il prodotto scalare in L¥Z(p)).

La (5.8) implica, per noti risalfati (cfr., ad es., il lemma 9.3 di S. Acmon [2]},
che DJaD'f)e L*(Z(¢')) per ogni ¢' < p.

Resta cosl dimostrato che sussiste la (5.4).

Per stabilire poi la (5.6}, consideriamo la (5.7) scritta con |a'|=h e aj=r.
Da tale relazione, usufruendo delle ipotesi, si deduce facilmente che esiste
una costante M; tale che si ha

(6.9)  |(aD; Dif, Dig)| SMll r 2 [Drolusen Ve e Go(Z(e) — 3Z(p)).

[N

Dalla (5.9) si deduce, come nel caso precedente, che D(aDZDif)e L¥Z(p")
per ogni ¢’ < p, e quindi, come volevasi, che sussiste la (5.6). Si ha cosi la tesi.
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Consideriamo ancora gli operatori A(x, D) e Bjy, D) definiti al n. 3.
Dai teoremi 4.1 e 5.1 consegue ovviamente il seguente

CorOLLARIO 5.1. - Siano verificate le ipotesi fi), ) e sia F =(f, g1,.., @)

un veltore di classe L¥EL}) X il H-mtet.2(Br—1) e tale che

j=1
P*F € 0~(T(go)) per un po > 0.
Esiste, per ogni intero k=0, un numero positivo ¢ < po tale che si ha

Dife I*Z@), |al<k,

D e Lole)),  Itf<k  j=1, ., v

Richiamiamo ora le seguenti definizioni (cfr. T. Marsuzawa [21], [22] e
C. PagrexntI [29] (9)):

DEFINIZIONE DB.1. - Si dice che Voperatore A(x, D} & propriamente quasi-
ellittico di tipo v su un sottinsieme D di {xe R*|w. =01, se per ogni x €D
I'operatore a coefficienti costanti Aq(x,, D) verifica V'ipotesi ;) con v indipen-
dente anche da x,.

DerFINIZIONE 5.2. - Se A(x, D) & propriamente quasi-ellittico di tipo v
su 9, si dice che gli operatori Bi{(y, D), ..., By, D) verificano la condizione
complementare rispetto ad Afx, D) su D, se per ogni o = (%o, 0)€D gli ope-
ratori a coefficienti costanti Bo(yo, D), ..., Bo(yo, D) verificano la condizione
complementare rispetto ad Adx,, D).

OSSERVAZIONE 5.1. - Se 9 & connesso e A{x, D) & quasi-ellittico in 9,
dalla continunity dei coefficienti segue evidentemente che A(x, D) risulta
propriamente quasi-ellittico su 9 se, per un particolare punto xo €9, Popera-
tore Aofxo, D) soddisfa Vipotesi o). B inoltre noto (cfr., ad es., A. CAVAL-
LUCOI a pag. 146 di [8] ed il lemma 1 di [9]) che, nel caso n>2 e se D &
connesso, ogni operatore quasi-ellittico in 9 & anche propriamente quasi-
ellittico su 9.

(8} Avvertiamo che & stato possibile premdere visione del lavoro [29] di C. ParentI
solo a stesura ultimata del presente lavoro.
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Dalla époellitticita degli operatori quasi-ellittici e dal corollario 5.1 si
deduce con note considerazioni il seguente

CoRroLLARIO 5.2, - Assegnalo un numero reale p, > 0, supponiamo che
A(x, D) sia quasi-ellittico in Z(p), propriamente quasi-ellittico di tipo v su o(po)
e che gli operatori By, D), ..., By, D)wverifichino la condizione complementare
rispetto ad Afx, D) su opo). .

Allora per ogni F = (f, g1, .., §,) € LA(RY) X -H1 H—+rita.2(RY) e tale che

=

P*F & C=(T(pd)),

si ha per p < po

e C°Z(p), gielC®le) (=1, .., ).

6. - La formula di Green.

In questo numero per ogni x € R* porremo ancora x = (y, t), dove y € B*~' e
te R,

Indicheremo con ¢ un insieme aperto e connesso di R"!, contenente
Porigine, e con X linsieme {(y, f)lyec e 0t < 1}.

Inoltre indicheremo con t={%n, .., 7) un’assegnata n-pla di nameri
reali positivi, con 3(y, f) un’assegnata funzione di classe C°%Z) e positiva in Z;
porremo T = (T1, ..., T.—1) © Sofy) = 3(y, 0).

Assegnamo in X un operatore differenziale lineare della forma

(6.1) L=1ILx, D)= Z I, x)Dw.
g >=<Im

DEeFINIZIONE 6.1. — Diremo che L & un operatore quasi-ellittico di classe
(r, 8), dove re J(IN) e seR', se:

1) le derivate D, e C%Z) per <a, ¢ > << < &, ¢ >+ r, ed esiste una
costante M tale che si abbia per <a, g ><<yp, ¢ > +r e per kel

{ Sot<an T>—<p T>D°‘lp{ < M;

2) L & guasi-ellittico in X;

3) la fanzione 3™l .. o, & continua e == 0 su TNit=0]
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Assegnamo inoltre un sistema di operatori differenziali fangenziali definiti
su XN {t=0} e della forma

62 Op= E  Ouy)Dl, k=0, .., fei=0 ., m—1,

<1, ¢">>xg,(—H)

avendo posto ¢ = (qi, ..., g=—1) ©, per ogni (n — 1)-pla di interi non negativi
N =[N, v, a1}y <N, ¢ > =G + o + Nr1Gu1 -

DErINIZIONE 6.2. - Diremo che gli operatori 8, costituiscono un sistema
di classe (r, s), dove reJ (M) e se R, se:

a) le derivate D8,.(y) € C°c) per < B,

g > < guln —j) + 1, ed esiste
una costante M, tale che si abbia per <8, ¢ > <.

(mn—j) 47 o per y€o

} <P T> < T _k}DEQM& | << Mo;

b) le funzioni 5,0, sono continue e =0 su o.

Sia poi {F; }]'.";”;'1 un sistema di m, operatori differenziali lineari di frontiera
definiti su TN {f=0! o della forma

63) F,= T  F,yDDi= ké_onkDf, =0, oy my—1.

<y ¢ >k, < iq,

DEFINIZIONE 6.3. - Diremo che {F;17"

classe (r, s), se gli operatori tangenziali Fj costituiscono un sistema di
classe (r, §).

d un sistema di DiricHELET di

LeMMma 6.1, - Se {F; };";0"1 & un sistema di Dirichlet di classe (r, s), esiste
un sistema @, 0<<k<<j<m, — 1, di operatori langenziali di classe (v, — 8}
tale che si ho

6.4 D= % ®uF., =0, .., m,—1.
j

k=0

La dimostrazione di questo lemma & analoga alla dimostrazione del lem-
ma 4.1 di [34], a cui rinviamo.
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LemMMa 6.2, - Supponiamo che |F; }]'.20’1 sia un sistema di Dirichlel di

classe (r, s), per un r € JION) e per un se R', e che i coefficienti di F; siano di
classe 0>(o).

Allora comunque si assegnano le funzioni ¢ € C(s), 1 =0, .., m, — 1,
esiste ve C7°(Z) tale che si ha

{6.D) Fiv =g per { =0, j=0, .., m,—1.

Applicando un noto procedimento (cfr., ad es., la dimosfrazione del
lemma 2.2 del cap. 2 di J. L. Lions-E. MAacENEs [20]), poniamo

k
“l’k':hz @y k=0, .., m,—1,
e ()

dove i @ sono definiti dal lemma 6.1.

Siccome, nelle ipotesi poste, i coefficienti degli operatori @, sono di
classe C®(s) (efr. 1a (4.7) di [84] che fornisce le espressioni dei @), si ha che,
se le g€ 03(a), le ¢r€ CF(o).

Ne segue, per noti risultati, che esiste ve C5’(¥) tale che

Div = ¢, per =0, k=0, .., m, — 1.
Si ha allora

i i j
(6.6} Fo= kzo ijDf’t} = X (X Fyu@u)p:.

Ra= k=h

D’altra parte, in conseguenza delle (6.3) e (6.4), si ha

6.7) L Fulu=2,, O<h<j=m, —1

k=h

Dalle {6.6) e (6.7} segue la (6.5), e quindi si ha la tesi.
Sussiste inoltre il seguente lemma che costituisce una generalizzazione

del lemma 4.2 di [34):

Lemma 6.3. - Supponiamo che L sia un operatore quasi-ellittico di classe

(r, s') e che { F; }j’.’l‘;' ' sia un sistema di Dirichlet di classe (r + Gu(m, — 1), §").
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n, —1

Esiste un sistema di Dirichlet {G;} =~ di classe (r, § — § — mat,) tale
che per ogni coppia di funzioni u e v, una di classe C°Z) e Valtra di classe
CY(Z), sussiste la formula di Green

m,—1

(6.8) f Lu - vdydt — f u- LFodydt = = f [(Fou + Gr 10 =0dy,
j=0
z Z [

dove L* denota Uoperalore aggiunto formale di L.

Infatti, assegnate le funzioni # e v, una di classe O®(Z} e I'altra di classe
C®(Z), con delle integrazioni per parti si prova che si ha

m,, —1 ) o
(6.9) f Lu - vdydt = fu - Lvdydt + 2 f [Diw « Nv]—ody,
b1 =0
dove
m,—1 s -
(6.10) Ny =1 2 z D, 7Dk, 10y, DV, 1)

ka=f <5 ' > =g p(mpy—F—1)

Consideriamo gli operatori tangenziali ®; definiti dal lemma 6.1
Indichiamo con @} Loperatore aggiunto formale di ®; e poniamo

m%—-l

(6.11) Gj poveed = (D}:m%_,j_lNk, j = 0, ceey Hilp — 1.

hzm,n—j——l

Si verifica facilmente che gli operatori @; definiti dalla (6.11) soddisfano
le condizioni richieste dal lemma.

Assegnamo ora gli interi P, ..., Pu; 71, oy Tmp—y tali ehe {p:1, ..., By, 71,
} =10, 1, ..., my,—1}, e, supponendo verificate le condizioni del lem-

ey Py

ma 6.3, poniamo

Bf(y’ D)= Fi’j’ G}{y; D)=F,,

7

B;{y; D) = G”‘n—’j"l’ G;(.% D) e Gmn——-pj—-l .
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Con tali posizioni, dalla (6.8) si ha per ogni coppia di funzioni u e v di
classe C5’(R}) ed a supporto compatto in Z

(6.12) f Lu - vdydt — f w » D*odydt = 3.:1 [Cu « Bw].—ody
-
&Y R gt

— 2 | [Bu- Cv]dy.
Je==1

Rt—1

Osserviamo che se l'operatore L{x, D} & propriamente quasi-ellittico di
tipo v su o, allora Voperatore L*x, D) & propriamente quasi-ellittico di tipo
m, — v su o.

Sussiste il seguente

LeMMA 6.4. - Siano verificate le ipotesi del lemma 6.3 ed inoltre L{x, D)
sia propriamente quasi~ellittico di tipo v su o.

Allora gli operatori Bi(y, D), ..., By, D) verificano la condizione comple-
mentare vispetto a L(x, D) su o se e solo se gli operatori Bi(y, D), ..., B _,(y, D)
verificano la condizione complementare rispetto a L*(x, D) su a.

La dimostrazione di questo lemma si ottiene adattando al nostro caso
un noto procedimento utilizzato per dimostrare un risultato analogo nel caso
ellittico, ed esposto, ad es., nel n. 4.3 del cap. 2 di J. L. LioNs-E. MAGENES [20).

Ne diamo un accenno di dimostrazione, allo scopo di indicare alcuni
accorgimenti di carattere formale che rendono possibile l'applicazione al
nostro caso di detto procedimento relativo al caso ellittico.

Siano Lo, L&, By, ... le parti principali rispettivamente di L, L*, B, ...

Possiamo evidentemente limitarci a dimostrare che gli operatori Bu(0, D),
«y Bo,0, D) verificano la condizione complementare rispetto a Lo0, D) se e
solo se gli operatori Bu(0, D), ..., Bi,n (0, D) verificano la condizione comple-
mentare rispetto a L0, D). ‘

Poniamo, per A reale > 1,

wly, 1) = Wy, . .., A1y, Aial).

Osserviamo che se le funzioni # e v sone di classe C;'(R}) ed a supporto

compatto in %, u; e vy sono ancora funzioni di classe OF(R}) ed a supporto
compatto in X.

Annali di Matematica 46



362 M. Troisi: Problemi al contorno con condizioni omogenee, ecc.

Applicando allora la (6.12) a u, e v,, operando nella formula cosi oftenuta
il cambiamento di variabili gi = A%y;, #' = A%¢ e passando al limite per A — o0
gi ottiene la formula

618 [ 240, Dy, 0 ol tayat — [ iy, - 550, Divt, ) aya

T 7
B R

m_——y

= 7.‘21 fGOf(O; D}“(.’% t) i!=0 * Baj(Oa 'DM@I: tszod?/
e
g1

— £ [ Bof0, Diuty, )io- TH0, Dify, )}y
]=
RW-I

nell’ipotesi che u e v siano di classe Ci°(R}) ed a supporto compatto in Z.
Se poi u e v sono delle funzioni qualunque di classe C3(R}), per A

sufficientemente grande u, e v, hanno supporto compatto in Z. Applicando

allora la (6.13) a tali funzioni u,, v, ed operando il cambiamento di variabili

4! = Miy;, ¢! = \t, si deduce che la (6.13) sussiste per ogni u, ve C°(E}).

Tenendo allora presenti i lemmi 2.1 e 2.2, si ottiene la tesi ripetendo i
ragionamenti tenuti nel cap. 2 di [20] per dedurre dalla (4.20) la tesi del
teorema 2.2.

Cariroro 11

Problemi gquasi-ellittici in un dominio limitato.

7. - Preliminari; spazi di Sobolev con peso.

Nel seguito indicheremo con #,;, ..., #, dei numeri interi positivi tali che

N+ o + 0N, = n.

Supporremo che sia
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Pl ooy 1l = oo = Mgy g, = 0, i=1.., ¢
dove ny, = 0, e porremo

A "
) = — =1, .., L
= o i=L,t

Inoltre indicheremo con RO, i=1, .., {, lo spazio reale euclideo a
#n; dimensioni di punto a® = (x{’, ..., m&?}, e per ogni x€ RB" porremo x = (x(,
oo, 29, dove x e RY,

Se 9 & un insieme misurabile di R*, per ogni ue LD} porremo

|ulp, @ = |#]ray -

Sussiste il seguente lemma contennto nel corollario I di [35]:

Lemma 7.1, - Sia @ = QM X ... XD, dove DD, ¢ =1,..., i, & un insieme
aperto e limitato di RO, dolato della proprietd di cono, e sia p un numero
reale > 1.

Per ogni distribuzione u su D tale che we LA(D), DfueLr(D), k=1, .., n,
per ogni n~-pla di initeri non mnegalivi o tale che <o, g > < e per ogni
ael[<a, g >/m, 1] sussiste la limitazione

(7.1) D

v D= 6[( 151 | Difuly, ) -

" ;,—é) + l“fp, 5)]7
essendo: ¢ una costanie indipendenie da w, p' un numero = p e tale che

_1,2}__am—<oc,q>
Pp lq]

b

dove v escluso il segno di uguaglianza nei seguenti due casi: 1) <a, ¢ > <<
<m—|ql/pea=1; 2ym=|q|/peaf<a q>/m.

Assegnamo, per ogni ¢€{l, ..., t}, un insieme aperto e limitato QO di
E® e un insieme chinso §®, eventualmente vuoto, di punti di 200, supponendo
che sia verificata la seguente condizione:
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a,) Se SO =300, esiste un ricoprimento di 3Q® — 8O costituito da
un numero finito I, ey Iﬁ? di aperti di R0, disgiunti da S® e tali che ad
ogni I¥) sia possibile associare un omeomorfismo - () di classe O= di

I sul cilindro {ye ROy} + ... + yzi_l <1, —1<y, <1}, il quale trasformi
I9 N QW nell’insieme iy € RO| i + ...+ 471 <1,0< g, < L1 e I N (30O — SO)
nell’insieme {ye RY [yf + .. +yii_1 <1, 9, =0}; inoltre sia soddisfatta la
seguente condizione di compatibilita: se I WY = (), esiste un omeomorfismo
@ di classe C» ed a jacobiano positivo di of (I N IP) su HIP N 1)
fale che

D) = BUee)  aelP NIP.
Riprendendo alcune notazioni definite nell’introduzione, poniamo

O=00%..X%X Q(l)’

A0 = OW X ... X QY X (2 QO — §O) x Qi+ X ... X Q, =1, .., 1

S=230— U 3,9,

i=1
e indichiamo con & Vinsieme dei numeri 41, ..., {| tali che 2; Q 5=0.

OSsSERVAZIONE 7.1. - La condizione sopra imposta agli insiemi Q® impli-
ca, evidentemente, 1’esistenza di un ricoprimento di & costituito da un nu-
mero finito i, ..., Qu, di aperti di R*, disgiunti da 9Q — 2.0 e tali che ad
ogni @f; si possa associare un omeomorfismo x — 8(x) di classe 0~ di Oy su
un insieme aperto o connesso I' di B, contenuto nell’insieme {y= (y", ...,
Yy eR | |y0|< 1, j=1, ..,t} e contenente l'origine, in modo che siano sod-
disfatte le seguenti condizioni:

. r) 0 ftrasforma 9f; N Q nellinsieme IO = {y=(y", .., y) eR"|
y? > 01N T e Ay N 2,0 nellinsieme o® = {y = (Y, ..., y¥) e B* | ) =0} N T

r5) posto y == 0u(x), riesce /3 = 0 per r =5 e dyu/dws >0 (7);
r3) & soddisfatta una condizione di compatibilita del tipo di quella
descritta nell’ipotesi ao).

{7} Osserviamo che tale econdizione implica che la trasformazione y == 0;,{x} risulta, nel
genso di A. Cavarrucct [9], stabile per ogni polinomio quasi-ellitfico della forma P(f)—

= 2 af” e quindiche 3,2 risulta, ancora nel senso di [9], una superficie normale per P(E).
<L g>=m
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Indicheremo:

con i‘/V"'P(Q}, ke J(IN) e p reale =1, la classe delle funzioni ue W57(Q) (8
ed a supporto compatto in Q — S;

con 5’00{5) la classe delle funzioni e C®(Q) ed a supporto compatto in
0 — S; ciod porremo () = X — 98).

Lemma 7.2, - Qualunque siano ke J(OW) e p reale =1, ém(ﬁ) é denso
in W*hr(Q).

Infatti, sia » una funzione di classe Vfof"'P(Q) e sia T il suo supporto.
Consideriamo gli aperti f; definiti nell’osservazione 7.1 e due aperti
Yo, O di B tali che

oY e Q, S, O NacQ—T

e tali inoltre che gli insiemi Suh =1, ..., ki, i€ J), WUo e U costituiscano
un ricoprimento di 0.

Assegnamo quindi una partizione dell’unith su Q relativa al suddetto
ricoprimento e costituita di funzioni oy, o, o di classe C(R") e tali che

supp o C Wi, supp oo C Wy, supp o1 C ;.

Facendo uso dell’operatore regolarizzanle definito al n. 1.3 del cap. 2 di
J. Nuoas (26] (cfr. anche il n. 1.2 di L. HORWANDER [18] e il n. 1 di S. AeMox
[2]) e tenendo conto dell’osservazione 7.1, con note considerazioni (cfr., ad es.,
la dimostrazione del teorema 3.1 del cap. 2 di [26)) si dimostra che, per ogni
i ed h, esiste una successione i#,) di funzioni di classe (o(Q) ed aventi supporto
contenuto in Yy N O convergente ad ayu in W5r(Q), ed esiste una sucessione
{#o,! di funzioni di classe C5°(Q)) convergente ad au in WH?(Q).

Posto allora

k.
i

o= 2 I Wi, - Uon,
i€g =t

si ha evidentemente che u,e C.‘Oo(ﬁ) e che la successione {u,} converge ad u
in W&r(Q). Ne segue la tesi.

(3) Per la definizione di W5?(Q) cfr. il n. 1 (def. 1.2).
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Indicheremo: con t =(t, ..., T,) un’assegnata n-pla di numeri reali >1
e tali che

T bty_g 4l == oo T Tagopn; = T, i=1, .., 1,

1 .
con d un assegnato numero reale >1 e = Vi sup dist {x, §), e porremo
“ef
per ogni &€ Q

1 ..
p(wo) == m dlstv (wo, S),

Qaco) = [we B* || @ — af’ | < o), i =1, .., 8],

Ifwo) = Q N Qlwo),  [lac)) = 39 N Qlavo).

Si verifica facilmente che riesce

(7.2) o) — ola)] < Eii:t o —a'| M, @' en,
7.3 4= Letwg) <o) <23 o) vwelia),
(7.4) Txe) N S = 0.

Dalla (7.4) si deduce che, posto

Pi((l'o) = 3:Q N Q(wo), i€ 3,
si ha
(7.5) I‘(xo) = U F,(%o).
Nel seguito, se z & un punto di R", porremo
p"(xo)z prmend (PTl(wO)ZI, seey an(.'l'o)zn).

Per ogni sottoinsieme @ di I(xo), indicheremo con D* l'insieme (dei
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punti ) trasformato di © mediante la sostituzione
(7.6) & — 0 = (o) € — )

e, per ogni funzione v(x) definita in 9, porremo

(7.7) V¥, &) = v[ao + g(X)(E — o))

OSSERVAZIONE 7.2. - Facendo uso dell’ osservazione 7.1, si verifica facil-
mente (°) che, assegnati comunque ¢eJ e x,€Q tali che T'x) == @, esistono
un intero positivo p;, indipendente da &y, e un ricoprimento di I'*(x,) formato
da p; aperti di R*: O, ..., &, tali che ad ogni &, si possa associare un
omeomorfismo §—¢u(E) di classe C= di O N I*axo) su X in modo che siano
soddisfatte le seguenti condizioni:

81) @i trasforma Oy N T'*(ao) su o;

82) posto 2= gu(f), riesce 3z '/3EY = 0 per r==5 e /3 > 0;

83) 1 moduli di continuitd delle funzioni gu() e ¢ (2) ed i moduli di
continuitd delle derivate delle componenti di @u(E) e 9% (2) sono indipendenti
da Xo,

8s) 1 massimi moduli delle funzioni g7(wo)pu(E) e p~(ao)p (2) ed i massimi
moduli delle derivate delle componenti di u(%) e o7 (2) sono limitati da una
costante indipendente da a,.

Indicheremo con L{(Q), s reale e 0 < p << oo, lo spazio delle funzioni u(x)
tali che p'w € L7((2), munito della norma

)y, = | eu]erg),
Vogliamo richiamare, per comodita, i seguenti tre lemmi, contenuti rispet-
tivamente nel lemma 4.1, nel lemma 4.2 e nel corollario II di [35] e dove

poniamo d, = d/(d —1):

Lemma 7.3. - Siano p > 0 e s due numeri reali. Per ogni funzione u(x)
tale che p(@o) | u|,, 1(x) € LP(Q) 8i hov

(°) Si tenga anche conto dell’osservazione 1.1 di [34].
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(7.8) f{P&(%‘o) | % p, ()P A0 = cdy " [ |7, ctinlip s
i

dove ¢ ¢ una coslante positiva indipendente da u, s e p.

Lemma 74, - Siano p >0 e s due numeri reali. Per ogni funzione
u(w) € LijirplQ) 83 ot

7.9) [t s < cdi® i,
1

dove ¢ ¢ una costante indipendenie da u, s ¢ p.

LeMMa 7.5. - Siano p >1 e s due numeri reali.

Per ogni distribuzione u su Q tale che we L(Q), Ditue L. (Q)k =1,
vy 0), per ogni n-pla di interi non negativi o lale che <a, ¢ > < i e per
ogni ae[< a, g >/m, 1] sussiste la limitazione

n

(7. 10) ‘ D*u !p’, sy Tl (Up—1jp) = of = [ D";:M 3 stmyT )
k=1

ulp s w0l )

dove p' é il numero definito nel lemma 7.1 e ¢ é una costanle indipendente da u.

Indicheremo con W' (Q), ke J(ON), p reale =1 e s reale, lo spazio
delle distribuzioni u su Q tali che DwmeLlic,.~ Q) per <a, ¢> <k,
munito della norma

(7.11) Julvirg = DAy, oo o
<og>=<k

Porremo WiQ)= WF*q)

Osserviamo che riesce W:7(Q) = L/(Q) e che per ogni ke J(ON) e < m
si ha WIPQ)C Wih_.(Q) algebricamente e topologicamente.

Sussiste inoltre il seguente

LeMMA 7.6. — Siano assegnati i numersi reali s, k e p, di cui ke J(ON) e
<mep>1.

Per ogni 8> s + k — m, Viniezione di WT"7(Q) in W§°(Q) é completamente
continua.
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Poggiando sul lemma 7.5, con ragionamenti analoghi a quelli tenuti per
dimostrare il lemma 1.5 di [33], si prova che la tesi & vera per =0, e ciod
che per ogni B> s —m Uiniezione di W ”(Q) in LE(Q) & completamente
continua.

Supposto ora k > 0, osserviamo che, ancora in conseguenza del lemma
7.5, si ha per ogni e >0 e per ogni u€ W ’(Q)

(7.12) lalry P@) < eulry 2@ + cle)|ulf_yo-

D’altra parte, siccome per ipotesi 8 — %k > s —m, da quanto premesso si
ha che l'iniezione di W;"?(Q) in Z{_,(Q) & completamente continua, e quindi
da ogni successione {u,} limitata in W 7(Q):

fnllr™ 20y < M n,

se ne pud estrarre una convergente in Lf_,(£2).
Osservando allora che, in conseguenza della (7.12), la relazione

€
s — s 1w = 55
implica che si ha
lu: — w;lwg 20y < (2M + 1)e,

8i ottiene evidentemente la tesi.

Per ogni ¢ > 0 sufficientemente piccolo, indicheremo con 3(x) una funzione
di classe O®(Q) e tale che

=1 se plx) = 2¢

=0 se plx) <,
(7.14) | DB ()| < c.p—1oim) X E€Q,
dove ¢, & una costante dipendente solo da Q, S e «.

LeMMA 7.7. — Per ogni u € We(Q), k€ J(OR), p reale =1 e s reale, si ha

(7.15) lim |80 — uly* 2 = 0.

>0

Annali di Matematica 4
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Infatti, osserviamo che riesce

ﬂas% e %“Wf’ floy = Z ‘ Dq[(l - 58)”] ‘P- s <Lty Tk
<g>=k

= Cl( Z I (1 - 55)Dau Ip, Lo, T>—k
<o, >k

p> % | D*=E8.« Dfy ’P) s+<a, T>——k)’
<mgsk 3<a

dove ¢, & una costante indipendente da u e «.
Tenuto conto delle (7.13), (7.14) ed osservando che per B < a riesce

{7.16) s+ <o, t>—k—la—f|=s+<B, t>—k

dalla precedente relazione con note considerazioni si deduce la fesi.
Dimostriamo inoltre il seguente

LEMMA 7.8. - Qualungque siano k€ J(ON), p reale = 1 ¢ s reale, C=(Q) ¢
denso in WE?(Q).

Infatti, sia # una funzione di classe W ?(Q).
Cominciamo con osservare che, tenuto conto della (7.14), si ha

[Bulpbry<e & L [D* .« DPufp oy ca o>
<La.g>=<k B=a

= 0 z Z ] Dy !p. sty T>—h—lo—Bl »
<L og>=k BS&

dove ¢, e ¢ sono due costanti indipendenti da u e e.
Tenuto quindi conto della (7.16), si deduce che esiste una costante ¢
indipendente da u e ¢ tale che si ha

(7.17) 13wk 7oy < oulwr? 2.

Inoltre, siccome S.ué€ I/ff"fl’(ﬂ), dal lemma 7.2 segue che, per ogni ¢, esiste
una successione {ul} di funzioni di classe (*(Q) convergente a 3,u in Wh?(Q).

D’altra parte, tenendo presente la definizione di 3.(x), & subito visto che
riesce
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184 — Bulri 7o) < ofe)| Sl — Blu ™ 7y

< o(e)|uld — Sulptr,

dove c(e) e c(¢) sono due costanti indipendenti da u e n.
Consegue che, fissato ¢, la successione {3,u()} converge a 8°u in W*r(Q),
e quindi esiste », tale che si ha
(7.18) |80 — BPulpt 2y < e
Posto u, = 3.u{), si ha per le (7.17) e {7.18)
lue — wlwl 2oy < [#. — Bulri i

+ 5% — B

Ik 2oy + |8 — ulwt Py

<e+ (L+0)]8u —ulrlra-
Da quest’ultima relazione e dal lemma 7.7 segue

lim Ju, — ulyk 20 =0,
g0

e quindi si ha la tesi.

Richiamiamo anche il seguente risultato contenuto nel teorema 2.3 del
cap. 6 di J. NEoaAs [26]:

LemMMa 7.9. - Siano: Q un insieme aperio, limitato ed a frontiera «local-
mente lipschitziana> (*°) di uno spazio reale euclideo RY; ofx) una funzione di

classe CD), positiva in D e tale che si abbia in coordinate locali (x,, x.) (%)

(7.19) ciol@) < @ — afar) - y.fer) < eso(x),

(19) Ciot Q€ U nel senso di J. Nudas [26] (cfr. in [26] il n. 1.3 del cap. 1 e il n. 1.1
del eap. 2).

(11} Facciamo uso delle notazioni di J. NrOAs [26] (cfr. i riferimenti citati nella nota %
e la (2.1) del cap. 6 di [26]).
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dove c: e c; sono due costanti positive, y{x)) é una funzione definita in A, e
tale che 0 < x(x;) < cost.
Allora, fissati ¢ numeri reali p >1 e so <1 —1/p, per ogni s=<so e per

ogni u€CYD) tale che w=0 su 3D, D, u€LD)k=1,.., N), sussiste lo
limitazione

N
(7.20) f | o tu lpde < o}El i | oD, u|rdex,
% -

dove ¢ ¢ una costante indipendente da u e s.

OsservAzIONE 7.3, - Si verifica facilmente che, se ( ha frontiera
<localmente lipschitziana», la funzione olw) = p(x) verifica le ipotesi del lemma
7.9 con D= 0 e y.(x/) = plx), dove x = (x/, a.{x)). Inoltre se f =2, SO = Ge
QW ha frontiera «localmente lipschitziana», fissato y € Q®, la funzione
o(x) = p(x, y) definita in QO verifica le ipotesi del lemma 7.9 con D = QO),
%)) = ofx) (dove x = (a}, a.(x))) e con le costanti indipendente da .

8. - Problemi quasi-ellittici: ipotesi e risultati.

Assegnamo in £ un operatore differenziale lineare della forma

(8.1) A=Ax, D)= Z ayxDv,

<po g><m

di eui indicheremo con 4, la parile principale:

(8.2) ,Ao = Ao(%, D) = = ap(m)DP.

<pog>=m

Supporremo che siano verificate le seguenti ipotesi:

¥,) Esiste un numero reale y tale che le funzioni px—<t-*>(x)a,(x) siano
continue in Q per <, ¢ > = m, misurabili e limitate in £ per <p, g> < m;
inoltre & soddisfatta la seguente condizione di quasi-ellétticitcr:

(8.3) T <o e e)r =0 o€ e EER — [0};

<<y g>=m

Hy) Per ogni i€, 4 e propriamente quasi-ellittico di tipo v. su 2.Q,
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cioé per x €3:Q, per ogni vettore reale £ =0 tangente a &Q in x e per
ogni vettore reale £ == 0 normale a 3.Q in a, il polinomio Ao(x, § 4 2£'), nella
variabile complessa 2, ha esattamente v; radici con parte immaginaria positiva ('2).

Se #w®(x) & una funzione definita su 3.0 e 6; & uno degli omeomorfismi
che intervengono nella definizione 7.1, porremo per ogni y € o¥)

(84) wlDfy) = w67 (y)]:

Assegnamo inoltre, per ogni ¢€J, un sistema [B;;| di v; operatori dif-

¥
je=

ferenziali lineari di frontiera definiti su 2,0 e della forma

(85} B;‘}' = ng{x, D) p— z . b@(iﬂ)ﬂg, pz’j < ﬁ?r(i) e 1,
<|qu>$?,',~<7(’) #

di cui indicheremo con By; la parte principale:

{8.6) BOij frwsd Boij(w, D} = % . b(*)(m)Di*.
<p q>=p¢jq(‘) ¥

Supporremo che siano verificate le seguenti ipotesi:

Hs) I coefficienti bj(ii{w) sono di classe (%*(3.Q); inoltre esistono dei
numeri reali vi{i€J) tali che le funzioni pw+l’z'f’~(i)~<+*-’~>(w)b,(:3(90)6 0°(2:Q) per
<, ¢ > =pi;q? e tali che si abbia per < p, ¢> <p;,g¥, per ogni y€o® e
per ogni B

(8.7) | (o€ By rotpi O+<er>—<w>D3E D) | < My,

dove M; & una costante indipendente da y;

¥4 Per ogni € J, gli operatori Ba, ..., Bi, soddisfano la condizione
complementare rispetto ad 4 su 2,0, cioé per ogni x€23,Q, per ogni vettore
reale £ 4= 0 tangente a 2;Q in x e per ogni vettore reale £ ==0 normale a
2.0 in o, i polinomi Bou(x, £ 4 28), ..., Boy (2, £ 4- 2€), nella variabile complessa

#z, sono linearmente indipendenti module il polinomio i (¢ — 2z, § &), dove
=1

{(*?) Osserviamo che, nel caso #>8, da quanto rilevato nell’osservazione 5.1 segue
che, se 32 & un insieme connesso, ogni operatore guasi-ellittico su 5,2 & propriamente quasi-
ellittico su 3,Q.
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le g, &, &) sono le radici con parte immaginaria positiva di Aofw, £ + #8).

Nel seguito, assegnato comunque ;& {2, porremo

~

(8.8) A= Ax, £, D)= T px—<e(mal(x,, E)D>

<p, ¢>=m

e, se Iixo) &= 0,

(8.9) Bij=Bylwo, & D)= I oretri =<5y, E1Dw.
<p, g>=psjg)

OsseERVAZIONE 8.1. - Sia o(x) una fanzione di classe C>YQ) e tale che
si abbia

(8.10) cip(x) < ofx) <cple)  MaED,

dove ¢, e ¢® sono dne costanti positive indipendenti da .

Dalla lipschitzianita di o(x) e dalle (7.3), (8.10) segue che per ogni numero
reale s la funzione (c*{wo, £)/p(xo))* risulta continua rispetto a £ in I*(ao) unifor-
memente al variare di ao in Q.

OssERVAZIONE 8.2. - Tenendo conto dell’ osservazione 8.1 ed osservande
che si pud scrivere

#* <p» T>—y
pxw<pu T>(£l'}0) e (.P_M) T . p*}:“<%" T>($€o, E),
placo)

P* T¢+p1:fr(il_<p, o] (wO s &)’

E ey iz )
pritpy =< > (o) = (P*(%’o, g\ <S¢
)

elo

si verifica facilmente che, se sono soddisfatte le ipotesi If:) — ¥ .), fissato uno
degli omeomorfismi ¢; definiti nell’osservazione 7.2, mediante g, 1’operatore
A e il sistema {By!, vengono trasformati in un operafore 4 della forma

A= 3  a,x., 5D+
<ph g>=m

e in un sistema {B; J4, di operatori della forma
éij = z I;,{g(wo, ZK}D‘L,
<py"q>£p'.jq[’)
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dove 2’ = (21, ..., %), soddisfacenti le seguenti condizioni:

t1) i coefticienti ap(mo, #) hanno moduli limitati in 2@ da una costante
indipendente da wx.; inoltre i coefficienti a,(x,, 2} per <p, g > =m sono
continui in LG ed hanno moduli di continuitd indipendenti da ax,;

tz) 1 coefficienti 5§3(m0, %) sono di classe C®(c®) ed i loro massimi mo-
duli e quelli delle loro derivate sono limitati da una costante indipendente
da @o; inoltre i coefficienti 5;3(900, 2) per <, ¢> = p;q® hanno moduli di
continuitd indipendenti da w;

ts) & verificata la condizione di gquasi-ellitticity:

=}

Z o ayfwe, 2)fr|=ao B |&fm,
<y gr==m i=1

dove o, & una costante positiva indipendente da 2z, £ e x;

t4) 4 propriamente quasi-ellittico di tipo v; su o® e gli operatori

2.

B, ..., B;, verificano la condizione complementare rispetto ad 4 su o,
[
Sussiste il seguente teorema di regolarizzazione:

TrorEMA 8.1, — Siano verificate le ipotesi ao), 1) — Hi) e sia s un asse-
gnato numero reale.
Per ogni funzione u e L) e tale che

(8.11) ne W~T) \t compatto TC Q — S,
(8.12) Aue L (),
(8.13) Bu=0su2.Q (¥, j=1,.., v, ied.

st ha che ue Wi.(Q) e sussiste la limitazione
I

(8.14) Il n, o= olldul; o Tk o)

dove ¢ ¢ una costante indipendente da u.

(*3) Qui e nel seguito 'annullarsi dei dati sn 2,2 va inteso localmente nel senso del
teorema di tracce enunciato al n. 1 (cfr. il lemma 1.7).
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La dimostrazione di questo teorema sard data al successive n. 9.

Consideriamo ora il problema

{8.15) ue W), s reale,
(8.16) Autroom=1fin Q, [feLi.(Q),
{8.17) Byu =0 su 3:Q, j=1, .., v, ted,

dove A & un numero complesso, ¥ & il numero definito nell’ipotesi ¥:) e o(x)
& una funzione di classe C%'(f) e soddisfacente la (8.10).

Associamo ad x il punto (x, y), dove y & una variabile reale, e poniamo
D,=D, D,= — i3/%.

Inoltre associamo ad A{x, D.} = A{x, D) V' operatore

(8.18) Co.1= So,:{e, D., D,) = Alx, D.)+ ¢°D;,

dove O & un numero reale e / & un intero positivo.

Stabiliremo un teorema di unicitd per il problema (8.15)-(8.17), suppo-
nendo che siano verificate le ipotesi del teorema 8.1 di regolarizzazione e la
seguente ulteriore ipotesi:

H#s) Esistono 6 e ! tali che sia verificata la seguente condizione di
quasi-ellifticita:

T pr<e>(wa,x)Er e =0 MaoeQ e M(E n)e R — (0],
Ly g>=m

e gli operatori Bu(w, D.), ..., By (®, D.) verifichino la condizione complemen-
tare rispetto a £o,:(x, D., D,) su 3:Q X B* (%)

TeEOREMA 8.2. - Siano wverificate le ipolesi ao) e H.) — Hs).
Allora, fissato s, esiste una costante y,> 0, indipendente da s, tale che
per ogni X, con |A| = vods"! () e arg A =10, una eventuale soluzione w del

problema (8.15)-\8.17) soddisfa la limilazione
(8.19) lulpng <o dr \lfﬂLf+X_m(Q) )

dove ¢ é una costante indipendente da u, f, s e A.

{#4) Osserviamo che, essendo n+1>>2, in conseguenza dell’ipotesi ¥,), dell’ipotesi di
quasi-ellitticita di £, , e di quanto rilevato nell’osservazione 5.1, si ha che £4 (o, Dy, Dy)
riesce, per ogni ¢ € J, propriamente quasi-ellittico di tipo v, su 2,2 > E*.

(%) d; & la costante che figura nei lemmi 7.8 e 7.4.



M. Troisi: Problemi al contorno con condizioni omogenee, ecc. 377

La dimostrazione di questo teorema di unicitd sard data al n. 10,

Volendo ora passare ad enunciare un teorema di esistenza per il proble-
ma (8.15)-(8.17), poniamo la seguente

DErFINIZIONE 8.1. - Fissato ¢e€d, diremo che un sistema {Bj}i., di r

operatori differenziali lineari di frontiera della forma

(8.20) Bi= 2 byx)Dr

<p ¢>=py

e con i coefficienti b(x), per <p, ¢ > =p;, definiti su una porzione I' di

0.2, & normale su I', se si ha p;4=p, per j==Fk o

(8.21) S b 0

<ps §>=py

per ogni xel e per ogni vettore £ € B — {0} normale a I' in w.
Aggiungiamo allora alle ipotesi del teorema 8.2 di unicitd le seguenti
ipotesi:

#e) I coefficienti a,(x) e C°(Q — S) e le derivate D*a,(x) e
€ L, - (Q);
Y <L T>—<p, T ’

#7) Per ogni ie d, il sistema {Blyy 7, ..., Blrp D}, dove
il iy,
E)

(8.22) Bg_Td'T) - oA . Pyi+pij-:(i)-<w r>(9g)b](_;)(m)l)ﬁ,
J <ps g>=pi5a)

o normale su 9.

#s) Esiste una successione [oxw)} di funzioni di classe O®(Q — S) N
N C-YQ) e tali che

c1p(®) << o) << cap() VeeQ,

|ck(ac') _— Gk(m”)l S 63]06' . wu' lv[‘x,, mn e ‘(_2’

con ¢i, ¢» e ¢s costanti positive indipendenti da %, convergente a ofx} in
(832 I(Q).

Annali di Matematica 48
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TrorEMA 8.3. - Siano verificate le ipotesi ao) e 1) — Hs).

Allora, fissato s, esiste una costanle do> 0 tale che per ogni X, con
[A|=2%Xo e argh =06, e per ogni fe Lfﬂ_.m(m il problema (8.15)-(8.17) ¢é univo-
camente risolubile.

Questo teorema di esistenza sard dimostrato al n. 11,
Supponiamo in particolare che 4 verifichi la seguente condizione di

forte quasi-ellitticilo:

(823) Re I pr<e@lair>0 MreQ e VEe R — (0.

<po gD>m=m

In tal caso, da noti risultati (cfr. G.C. Barozzr [5}) segue che gli interi
M1, ..., M, sono pari e che & soddisfatta la condizione },) di quasi-ellitticita
propria con v = m0/2.

Considerando allora il problema di DiricHLET

ue WQ), s reale,

(8.24) Au+rou=fin Q, fe L, (),
i 4]
i‘:jzmuain, =0, ...,”;—1,¢e3,

dove m; denota la normale a &0 orientata, ad es., verso ’inferno di Q, si ha:

CoroLnraRrio 8.1. - Supponiamo che i coefficienti a,(x) verifichino le ipotesi
H1), He) e che siano soddisfatte la condizione (8.23) di quasi-ellitticila forte e
le ipotesi ao), Hs).

Allora, fissalo s, esiste una coslante 2o>0 tale che per ogni A, con
Bel == ko, € per ogni fe Lf+x_m(ﬂ) il problema (8.24) ¢ univocamente risolubile.

La tesi consegue dal teorema 8.3 osservando che, se & verificata la con-
dizione (8.23) di forte quasi-ellitticita e By = (3/2m;)/, 1'ipotesi 5} & soddisfatta
per I =m e per ogni bel—m/2, n/2[.

9. ~ Dimostrazione del teorema 8.1.

Premettiamo un lemma,
Per ogni numero reale r > 0, porremo
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I'={z=1(D, .., 20)€R| |2 | <r,i=1, .., t},
X =|z€l} 2. =0},
Gr:{xeFréx;-;:O},

e indicheremo con @, I"uno o Valtro dei due insiemi I e Z,.
Fissato 7, > 0, assegnamo in ¢, un operatore differenziale lineare della
forma

(9.1) A=A@, D)= I a =)D
<p» g>=m

supponendo che siano verificate le seguenti ipotesi:

&) 1 coefficienti a,(z) sono continui in 9., per <p, ¢> = m, misurabili
e limitati in @, per <p, ¢> < m;

8;) A & quasi-ellittico in @, e, nel caso @, = 2,, propriamente quasi-
ellittico di tipo v su o,.

Inoltre, se @, = 3,, assegnamo su o, un sistema { B;}/=; di v operatori
differenziali lineari di fromtiera della forma (8.20) e soddisfacenti le seguenti
ipotesi:

&:;) Risulta p;<<m — q. e i coefficienti by, (z) € C®(G,);

&s) Bi, .., B, verificano la condizione complementare rispetto ad 4 su o,,.

Indicheremo con V(Z,) la classe delle funzioni u€ W=2,) e tali che

(92) B]-'M =0 su Cry s §=1, .., v

e con V() lo spazio W=T,).

Levma 9.1. - Nelle ipotesi sopra poste, per ogni w€ V(Q,) sussiste la
limitazione
(9.3) L[ Dol o << (| Ay, o + |2 o)
<o, g>==m

dove r < ro e dove ¢ é una costante indipendente da u.
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Infatti, assegnati tre numeri positivi r <r'<#"<ro, con #'—r = ¢"— ¢'<1,
consideriamo due funzioni {(z) e ¢(z) di classe C5(E"), tali che

=1 se z¢€l, =1 se z€I'.
o(x)

94 <) {

=0 se z€R"—TI,, =0 se z€R —T.

e tali inoltre che si abbia
(9.5) | D) | < Mo’ — )™, | DPgla)| << Mo — )™,

dove M, & una costante dipendente solo da a.

Sia ora # una funzione di classe V(@,).

Nel easo @, =1, con ben note considerazioni si dimostra che sussiste
la limitazione (*%)

(9.6) | D)o, <a(ACW b1, + |8l

<La, g>=m

Nel caso @, = Z,,, associamo ad u le funzioni

= p(z)ulzr) se z€Z,
v(zx)
=0 se z€RY —1Z,,
= v(x) se z,>0

vi(x) n , )
= X M, —jz.) se =,<0,
=1

dove ¢ }A; sono dei numeri reali tali che

S o—jf=1 k=0, ., m.— L.

j=1

Evidentemente si ha che v€ H"(R}) e v;€ H"(R"), dove gli H™ sono gli
spazi definiti al n. 1.

(1%) Nel corso di questa dimostrazione indichiamo con ¢, ..., ¢,y delle costanti positive
indipendenti da 7, v, " e u.
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Allora dai risultati di T. Marsuzawa [21] si deduce, ancora con note
considerazioni, che sussiste la limitazione

9.7 I | D*Cw) a5, < 02f| ACW) |2, 3,

<a, g>=m

+ ,21 | BAGv) [y —ri—tnjzgn—y + | S |2, 3, )
=
Osserviamo ora che si ha

9.8) | ACw) b, o, <|%dt ] o + ¢ 3 I |DC.Doulg,

<po g=m a<lp

<|Cdul, o +olr' —n)" I | D(pu)lz o, -
' <o g><m

D’ altra parfe, in conseguenza del lemma 7.1, si ha

9.9) 3| Dgu) o, <6l 2 | DXqu)l o) | % s + | 9% e o]
<o g><m <o ¢>==m

<" —rY7( 2 [ Dubg.)lulon 4+l
Ly glm
dove

<, ¢g>
o = 8up ——=—"—.
Lohy g>=m m

Dalle (9.8) e (9.9) segue che risulta

(9.10) | ACW) .o, <c:(l AU 2,0, + (" — 1) " |6 lo,q,.

] w
+O" =07 S [ Dulon)” u kg
&y g >=m

Inoltre, in conseguenza delle (9.2) e dei lemmi 1.7, 1.3, si ha
(9.11) I B{Cw) lym—r=tajzgn—1y e B I [D¥THC D0y fympipn
<po >=p; o<p )

oo’ — ) B | Dor fympiggn, -
<o > p;
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Con ragionamenti analoghi a quelli tenuti da E. Grusri per stabilire il
lemma 4.II della parte I di [16], si dimostra che, se <a, ¢ > <p;, si ha per
ogni >0

1 D%v HH""‘PJ(R”)Scl‘)(n—Pj+<% q>< 2> | DPor |z, 5
e g>=m

o (1 prprF<e 2>) |y |, ),

da cui, posto

m=( 3 [D'oile)" ol m,
Lo =
gi ricava
(9.12) | D%v: “H'n-'Pj(Rn) <ou{| vl &

L—{p;—<a, 4>) (py—<a, g>)m
(21D T "y | s 2

Se poniamo

(lmpj—<“’ Q>)
m

b= sup , bo = sup {b1, ..., b},

<a» €><py

dalle (9.11) e (9.12) si deduce che riesce

(9.13) .zl | Bi(Gv1) ”Hm—Pj—qn/2( = Crolr — ) (| pte |, o,
j=
+( Z | DHgwl o) | ou o)
Loy g>=m
<ol — (U hon+( Z | Dulyo. )| wlaon)

Lo g>=Im

Dalle (9.6), (9.7), (9.10), (9.13) e dal lemma 7.1 segue che, denotato con y
il piu grande dei due numeri a;  bo, si ha

(9.14) @ —rm B | Dulse <cu( Auls, 0. + 1 % 2,0,
Lot g>==m

+ ( » ! Da% 12, Qr”)? ¢ } u E’—Q‘i")‘
<o, g>==m
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Da quest’ultima relazione e da un lemma di crescenza di C. MIRANDA
(cfr, il lemma 3.1 di [23]) si deduce la tesi.

DimosrrazionE del teorema 8.1. — Fissato comunque z,€ Q ed assegnata
una funzione wu(z) soddisfacente le ipotesi poste, consideriamo la funzione
u*(xy, §) definita in I*(,) dalla (7.7).

Cominciamo col dimosirare che esiste una costante c,, indipendente da
u e xo, tale che si ha

(9.15) - E> | D*u* |, B jple) <= Col| AU* |2, 12y + | U* |2, 1),
Ay q =m

dove A @ I’ operatore definito dalla (8.8) e

Illz(xo) =QNjz¢€ R

. . 1 . .
| 2l — x(()l) | < QPT( )(EO)) i=1, ., ¢

Dall’ipotesi ;) e dalle (7.2), (7.3) si deduce che Ao quasi-ellittico in

I*(xo) e che i suoi coefficienti

P*(-'.UO , E))<p, T>—y

pr <t T>(zo)aty (o, E) :( p(xo) <> (2o, E)a* (2o, €)

per <p,q>=m sono continui rispetto a £ in I*(x;) uniformemente al variare
di o in Q (") e per <p, ¢> <m hanno moduli limitati rispetto a £ in I*,)
da una costante indipendente da z,.

Pertanto, se I'(x)) =@, la (9.15) si oftiene come conseguenza del lemma
9.1 applicato relativamente al caso in cui Q, = I, = I*(y).

Consideriamo allora il caso che sia I'(z)) &=@. In tal caso la funzione
u*(wo, £) soddisfa le condizioni

(9.16) Bu*=0 su T¥) j=1. .., v,
per quei valori di ¢ per cui I'(z)3= (@, dove gli operatori B; sono definiti

dalla (8.9).

(+7) Si tenga presente l’osservazione 8.1.
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Procedendo come nella dimostrazione del teorema 2.1 di [34], consideriamo
un ricoprimento di Ifjy(z,) mediante un numero finito &, ..., € di aperti di
R in modo che ogni &, soddisfi una delle seguenti condizioni:

1) G C I*wo);

1’y €, & contenuto in uno degli aperti O, definiti nel corso dell’osser-
vazione 7.2.

Se ©, C I*xo), ancora come conseguenza del lemma 9.1 applicato relati-
vamente al caso in cui @, =1, , si ottiene la limitazione

(917) <é Z> l Du llzv @/bg 6’(1 AM* IZ, I¥*(xg) + ] u* '2’1*(’50])7
Uy g >==m

dove ¢’ & una costante indipendente da u e da 2,.

Nel caso 1) si ottiene ancora la (9.17) trasformando 1’insieme @i M I*(xo)
sull’insieme X mediante I’omeomorfismo ¢, , tenendo presente le proprieta
di ¢,, tenendo comto dell’osservazione 8.2 e facendo uso del lemma 9.1
relativamente al caso in cui @, =23, .

La (9.17) valida per k=1, ..., r implica la (9.15).

Operando ora in (9.15) il cambiamento di variabili (7.6) si ha

@.18) T p<eian) | D o sy < ooler o) | At b sy
oy g >=m

+ o7P(@o) | w0 |2, ()
Moltiplicando primo e secondo membro della (9.18) per pi(xo), elevando al

quadrato ed integrando su Q si ha

(9'19) .?-l f(93+<a> T>—I’L’Uz(x0} I Doﬂu Ig’ Iljz(xo})zdwo
Lo, g>==m &

écl( f (e a1 (zo) | At [o, 1) A0 + f (=2 (@o) | ® [o, 10a))? dfcv) ;
O Q

dove ¢; & una costante indipendente da wu.
Dalla (9.19) e dai lemmi 7.3, 7.4 si deduce la limitazione

(9.20) < 2> I D*u lz, sf o, > < Co ([ Au lz, sty + ! w iz,s);
Oy 4 >=m

dove ¢, ® una costante indipendente da wu.
Dalla (9.20) e dal lemma 7.5 segue la (8.14) e quindi si ha la tesi.



M. Troisi: Problemi al contorno con condizioni omogenee, ecc. 385

10. - Dimostrazione del teorema 8.2.

Premettiamo il seguente lemma, che costitmisce una generalizzazione del
lemma 3.1 di [33] e dove facciamo uso delle notazioni iniziali del n. 9:

Lemua 10.1, - Supponiamo che:
i) siano verificate le ipotesi del lemma 9.1;
i;) esistano © e I tali che Uoperatore £ [z, D., D,), associato ad
Az, D) tramite la (8.18), sia quasi-ellittico in Q,, X R* e gli operatori Bi(z,D.),
e, By(z, D.) verifichino la condizione complemeniare rispetlo a £, {zx, D., D,)
su o, X R.
Allora per ogni u € V(Q,) e per ogni numero reale v, sussiste la limilazione

[4
(10.1) Ziql B | Dul o <ol(d+ n'etuls,o,

L0 Loty §>=m{d-kfl)

+ (U + ) wle o),

dove r <1y e dove ¢ é una costante indipendente da u e da 7.

Poggiando sul lemma 9.1, otterremo la dimostrazione di questo lemma
adattando al nostro caso un noto procedimento dovuto a S. Acmon [1].

Siano u(z) una funzione di classe V(Q,) e v un numero reale.

Assegnata {()€ C5(RY) e tale che

=1 per |y|l<1/2
{
“9 =0 per |y|=1,

poniamo

0o(#, y) = Lyleulz).

Evidentemente, in conseguenza del lemma 9.1 si ha la limitazione

{10.2) z { D,?Df,v,, lz, Q,XR! < & (I 26, L2 12, Qr XB —-}— } Yy lz, 9, Xm),
Lt g>pmkflsm o

dove r & un fissato numero reale positivo <7, e ¢, & una costante indipendente
da u e da 7.
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Osserviamo che si ha
-1

Lo, = LY (4 + n'eu 4 e%evu . I (zi) Dy,

e quindi riesce

i—1
(108) |80,k o0 < ol | (4 + 00N b g + 1o+ 3 |7 K

dove ¢; & una costante indipendente da u e da 7.
Inoltre si ha

1/2
| DiDwy i, o scm = f dz | | DiDjenr u(z)) Pdy

0, ~1/2

= {7 ]”‘f[ Diu |*da,
7

da cui segue

4
(10.4) 3 | DDy |2, o, = 3 | |* ) | Dl 2, o, -
<o, g>>mk[l<m k=0 <a, g>=m(1—k[l)

Dalle (10.2), (10.3) e (10.4) si deduce la (10.1) e quindi si ha la tesi.

DimosrrAazIONE del teorema 8.2. - Consideriamo 1’ operatore

" 0*(560; E) X~
A={—=1204
( plo) ) ’

dove A o definito dalla (8.8), ed assegnamo una funzione u di classe W (Q)
e soddisfacente le (8.17).

Tenendo presente I’ osservazione 8.1, con considerazioni analoghe a quelle
tenute nel corso della dimostrazione del teorema 8.1 per dedurre dal lemma
9.1 la (9.15), si deduce ora dal lemma 10.1 che per ogni z,€Q e per ogni
numero reale 7 sussiste la limitazione

14
(10.5) Sl I DU re

) <oty §>zm(1—k|L)
< 6 ([ (A -+ 0'eU* o, 1y + (L4 |1 1) |07 |, 1),

dove ¢, & una costante indipendente da z,, u e 7.
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Inoltre, con considerazioni analoghe a quelle tenute per dedurre dalla
8.15) la (9.19), si deduce dalla (10.5) che si ha

!
(10.6) Ty e 3 f(Ps'-erQ" > (g0) | D s, Il/z(xO))deo

=) <d, ¢ smm(l—kl)
O

= Co [ f (o1 1220} | (¥4 + n'eP)u |o, 1) dzo
d

(L [ f (o=m=1%12(z0) | 4 |, 1:0)Pdbn

Q

dove ¢; ¢ una costante indipendente da u, v e s.
Dalle (10.6), (8.10), (7.3) ¢ dai lemmi 7.3, 7.4 segue la limitazione

i
(10'7) br l U] lk z l D*u !2, s, T>—m
k=0 <o g><m{1—k[l)

< oo™ (| (A + 70 W o, sy + (LA 19 D1 8 J2, omn)y

dove ¢s & una costante indipendente da u, n e s.
Dalla (10.7) si deduce in modo ovvio la tesi assumendo A = vle®.

11. - La formula di Green; dimostrazione del teorema 8.3,

Diremo che un operatore di fromntiera B; della forma (8.5) e definito su
20 ¢ di classe BU 7 se i suoi coefficienti verificano I'ipotesi ¥#s); chiameremo
g-ordine di By il numero p;.

Inoltre diremo che un sistema [ B;}i_; di r operatori di frontiera della
forma (8.20) & un sistema di Dirichlet di ordine # su una porzione I' di 2,0,
se esso & normale su I' e i numeri p; sono << (r — 1)g®.

Indicheremo con A* I’operatore aggiunto formale di A:

(11.1) A*u= 3 Dayzu).
< g>=m

Lumma 11.1. - Siano verificate le ipotesi ao), H.), Hs), He), H:) e siano asse-
gnati gli operatori Gy, j=1, ..., m —v; e €3, di q-ordine n;, di classe
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B ¢ tali che, per ogni i€d, gli operatori BY* T e CY7 costituiscano un
sislema di Dirichlel di ordine m su 9,Q).

m(D—y;

Allora, per ogni i€ J, esistono due sistemi { By )7 e | Oy /o dé operatori
differenziali lineari di frontiera verificanti le seguenti condzvzom

’ .. g (D (), , . .
1) By e Oy sono operatori di classe BV "7 rispettivamente di
q-ordine m® —n; — 1 e m® —p,;, —1;

—n0.m) o om0 o titu.

2) Per ogni i€ 3, gli operatori BY %
scono un sistema di Dirichlet di ordine m® su 3.Q;

8) Per ogni coppio di funzioni w e v di classe O5°(Q — S) sussiste la
formula di Green:

—_ — m(!)_.\,Z . Vi —
(11.2) fAuo vdx——fu s A*vde — 3 f Cyu + Bijvdo — Z fB;u . O;’,,-vda);
s P ieg =1 =1

i

4)  Se, fissato i €J, A é propriamente quasi-ellittico di tipo v. su 9:Q), allora
glé operatori Bi, .., Bi .0, verificano la condizione complementare rispetio
ad A* su 3,Q se e solo se gli operatori Bu, ..., By, verificano la stessa condi-
zione rispetto ad A su Q.

Infatti, siano 90y gli insiemi definiti nell’ osservazione 7.1.

Dai risultati del n. 6, si deduce evidentemente che ad ogni 9f;. & possibile
associare due sistemi { By }]'”i)l_y e { G Lo di operatori soddisfacenti, limita-
tamente alla porzione 3,0 N9y di 3.0, alle condizioni 1), 2) o 4) del teorema
e tali che per f, g€ C=(Q), con f oppure g a supporto compatto in QN 9y, si
abbia

(11.3) fAf.j,?dx-ff. A*gde
Q 0

ml)—y,

Ty J Oif - Biygds — z B,f - Ciygd.
;O bzn

i1

Assegnamo un ricoprimento di S mediante un numero finito @i, ..., C,
di aperti di R~ tali che, per ogni r€{1, .., p} e per ogni ¢€J, 'insieme
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@, N 39, se non vuoto, sia contenuto in uno degli insiemi 8f;.

Assegnamo inoltre un numero finito @i, .., &, di aperti di R tali che
©:CQ e con la condizione che gli insiemi Ok, Vi e @, costituiscano un
ricoprimento di Q.

Consideriamo quindi una partizione dell’unita su Q relativa al suddetto

ricoprimento e costituita di funzioni «;, fu, ¢ di classe CF(R") e tali che

supp o C O, supp Bu C Wi, supp 9. C C;.

Fissate allora u, v€ CP(Q — S), si ha

(11.4) f Au-vdn = 2 f Au - zvde
k=1
Q

)

h’i _ -
+ X I fAu- Buvdzr + ﬁ fAuo prvde.
k=1 J

i€y k=1
Q 2

Evidentemente risulta

(11.5) f Au - wvds = f u - A¥(ov)dz,
Q Q-

mentre in conseguenza della (11.3) si ha

(11.6) ] Au + Bavdw — f w+ A*Bav)da
O

m(i)—yi vi -
= X Cyu » ByfBuv)ds — 3 fBi,-u » Oh(Bav)do.
j=1 je=1
! bin 7 bzﬁ

Volendo frasformare !’ultimo integrale a secondo membro della (11.4),
indichiamo con T il supporto di v e con E; il supposto di g.

Assegnamo un ricoprimento di 7'M F; con un numero finito D, ..., Dy,
di aperti di L* in modo che ogni 9 verifichi una delle seguenti due condi-
zioni :

a) D.CQ;
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&) esiste 9y tale che D, NITNE)CS WU N T e DD WUn N 30

Consideriamo quindi una partizione dell’unitd su 7'M E; relativa al
suddetto ricoprimento e costituita di funzioni {, € CJ(R"), a supporio compatto
in 9, e tali che nel caso a) riesca

Co=1 su E, N3aQ.
Allora si pud scrivere

i3

Au  quds = 3 fAu « Sutprvdz.

r=1

1] 4]

Nel easo o) si ha evidenfemente

f Au » Guovde = f u o A¥Crprv)de.
Q

o

Nel caso o) si pud evidentemente applicare la (11.3), e quindi si ha

f An « §pvde — f u « A*Cnprv)de
94

)y,

= 3 f Osu « Bi(Cupiv)do — 2 f Bju » Caf{Cuprv)do.
=1

j=1
0.8 ;0

Ne segue che risulta

(117 fAu-c’p;b“dx— fu-A*(cpw)dx
0

Q
)y, v
=13 ( b fO,u - Bi(pv)dos — 2 fB,u . C{k,-(cpkv)do) .
ieg j
LE

j=1 j=1
do

Dalle (11.4)-(11.7) e dalle proprietd degli operatori Bi; e Ci si deduce
che gli operatori By e O} definiti dalle formule
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3

i P
Biw =k21 Biy(Buv) +k§ Bi(pwv),

hy »
Cip = kz i Ba®) + kzl Cii(prv),
=1 —

soddisfano le condizioni richieste dal lemma.

LeMMma 11.2. - Nelle stesse ipolesi del lemma 11.1 si ha:

a) La formula di Green (11.2) sussiste per ogni coppia di funzioni u
e v, una di classe C(Q — 8) e Valtra di classe W™(T) per ogni compatto
TCca— 8.

b) Se ve W™T) per ogni compatto TC O — S, si ha Bw=0 su 3Q,
j=1, .., m —v,, se e solo se risulta

(11.8) f Au - dz = f w -« TFodz
1Y)

per ogni u € CY(QU 3,Q) e fale che Byju =0 su 8,0, j=1, .., v.

c) Se ue W™T) per ogni compatto TC Q — S, si ha Byu =0 su 3,0,
J=1, .., vi, se e solo se ¢ verificata la (11.8) per ogni v€ CT(Q U 3.0Q) e tale
che Biw =0 su 2.Q, j =1, ..., m® —vy,.

Infatti, osserviamo che, in conseguenza del lemma 7.2, ogni funzione
w € V?/""(Q) pud essere approssimata in W"(Q) da una successione di funzioni
di classe CF(Q — 8).

Osserviamo inoltre che, in conseguenza del lemma 6.2, comunque si
assegnano le funzioni f;, j=1, .., vi, e g;, j=1, .., mO® —v,, di classe
C(3:0), esiste u€ CF(Q U 3,0Q) tale che

Bu=/f sa 3&Q, J=1 ., v,

Ciju =g 8su aiQ, 7 = 1, veey mb) — Yi,

ed esiste v € 05 U 2:) tale che
By = g su 34, j=1, .., mO—yvy,

Ci,/0=fj su &0, i=1, .., v:i.
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Dopo tali osservazioni, la dimostrazione del lemma si oftiene con consi-
derazioni analoghe a quelle tenute in [34] per stabilire il corollario 5.1.

Quando sono verificate le condizioni del lemma 11.1, daremo il nome di
problema aggiunio formale di (8.15)-(8.17) al problema

vE W25~X+2M(Q),
(11.9) A ho*v=g in 9, g€L” .(Q),
Bpr=0 su o0, j=1, .., md —y;, ied,

e indicheremo con N, D'insieme delle soluzioni del problema omogeneo
associato a (11.9).
Inoltre indicheremo :

con &, ; I'operatore u — Au 4 Ao—*u lineare e continuo da
mm(ﬂ, ng) = {ué mm(g) {Biju =0 su Biﬂ, j:‘- 1, ey Vi, £ € 3}

: 2
in Ly n(Q);
con &%, Voperatore aggiunto di ., ;

con 9T¥, il nucleo di &, .

Lemma 11.3. - Siano wverificate le ipolesi Hy-He), He), H:) ed inollre
o(x) € C°(Q) — S). Allora per ogni s reale e per ogni A complesso si ha U,
c N:X .

Se inolire ¢ anche verificala U ipotesi Hs), si ha OUF, = N, .

Infatti, cominciamo con 1’ osservare che per ogni s reale riesce L’,(Q)=
= (LZ(Q)) (= duale forte di LXQ)) (**) e che dalla definizione di operatore
aggiunto segue che v € 9V, se e solo se si ha

(11.10 vELL,_ 1.(Q) e fv « Au 4 Ao uds = 0 M u€ W, (Q, By

Q

D’altra parte dal corollario 5.2, dal lemma 11.2 e dal teorema 8.1 si
deduce, con note considerazioni, che una soluzione v di (11.10) é anche una
soluzione del problema omogeneo associato a (11.9); ne segne la prima parte
del lemma.

(%) Cfr. il lemma 1.3 di [33].
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La dimostrazione della seconda parte del lemma, che qui per brevita
omettiamo, si ottiene poi ripetendo i ragionamenti tenuti nel corso della
dimostrazione del lemma 5.3 di [33] per stabilire Panalogo risultato nel caso
ellittico.

DiMOSTRAZIONE del teorema 8.3. - Osserviamo che, nelle ipotesi poste,
dal lemma 11.1 segue che gli operatori 4* e Bj; verificano le ipotesi ¥.)-¥.),
He), Ho) con m® —y; in luogo di v; e I'ipotesi ¥;) con — & in luogo di .

Se ne deduce che, fissato s, esiste una costante A, > 0 tale che per ogni
A, eon |A|=X e arg==0, i problemi (8.15)-8.17) e (11.9) ammettono cia-
gouno al pilt una soluziomne.

Da tali considerazioni, da noti risultati relativi agli operatori lineari e
dal lemma 11.3 si deduce la tesi nell’ ulteriore ipotesi che o€ (®(n — ).

Se poi o¢ 0°(Q— S), consideriamo il problema (8.15)(8.17) con o in
luogo di o (efr. Vipotesi Has)).

Per quanto sopra stabilito e per il teorema 8.2 si ha evidentemente che
esiste una costante X, >0, indipendente dak, tale che per ogni A, con |A|=2,
e arg A = 0, detto problema ammette un’unica soluzione u; la quale soddisfa
la limitazione

(11.11) lorlwmay<clf

L:—{-x—-m(n] k2

con ¢ costante indipendente da k.

Tenuto conto del lemma 7.6, dalla (11.11) segue che da [ux} si pud
estrarre una successione debolmente convergente in W.,(Q) e fortemente
convergente in W4(Q), per ogni JEJOW) e <m e per ogni B>s-j—m,
verso nna funzione u€ W.(Q), la quale, evidentemente, riesce una soluzione
del problema (8.15)-(8.17). Ne segune la tesi.

Carprirono IIL

Ulteriori risultati relativi al problema di Dirichlet
per le equazioni fortemente quasi-ellittiche
in un dominio limitato.

12. - Lemmi preliminari.

Nel seguito considereremo operatori differenziali lineari della forma (8.1)
e fortemente quasi-ellittici. Pertanto (**), supporremo che gli interi m,, ..., m,

(*%) Cfr. quanto osservato mnella parte finale del n. 8,
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siano pari e porremo
m,=2N, k=1, .., n), m =2NO (G=1, .., ¥, m = 2N.

Indicheremo : con W2¥(, 9/ém;), s reale, la classe delle funzioni
u € W2YQ) e soddisfacenti le condizioni

oy
P
onf;

(12.1)

=0 su 30, 4=0 .., NO—1 i€,

con Gow(?z, 3/9m;) la classe delle funzioni w € é""(ﬁ) e soddisfacenti le (12.1).

Lzmua 12.1. - Supponiamo che sia verificata Dipotesi as) e che esista una
funzione o(x)€ C°(Q — 8) N C*XQ) e soddisfacente la (8.10).
Allora, per ogni s reale, C=(Q, 9/cm;) é denso in W2, 3/om).

Infatti, assegnamo A e ) tali che il problema (8.24) sia univocamente

risolubile per ogni fGLfﬂ_ZN(Q) (efr. il corollario 8.1).
Inoltre, assegnata u€ W2¥(Q, 9/2m;), poniamo i

= Au -+ Ao u
e indichiamo con {fi} una successione di funzioni di classe C*(Q)N Lf_{,x_ZN(Q)
convergente ad f in Ll on(Q).
Indichiamo inoltre, per ogni %, con #; la soluzione del problema
u, € W2N(Q, 3/°m),
A%}c + )\.G"X%k pd f;c in Q.

Evidentemente risulta

lim Uuk - U "WZN(Q) = 0.
& s

Inoltre dal corollario 5.2 segue che u; € C(Q — S).
Si oftiene allora la tesi osservando che per il lemma 7.7 si ha per ogni k

lim | 8.0 — w28, = 0
Y s

e che le funzioni 3.u: € (5“’(5; 9/0m;).
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Facendo ora uso delle notazioni introdotte per il lemma 9.1, supponiamo
che 1’operatore A definito dalla (9.1) verifichi 1’ipotesi &) e la seguente
ipotesi:

82) A & fortemente quasi-ellitlico in @Q,,, ciod riesce

(12.2) Re Aow, )=Re X a,@xE* >0 V€@, e MEER — {0}
< g>=2IN

Indichiamo con )(Z,) la classe delle funzioni u € W2¥Z,) e tali che
(12.3) pa—— 8U  a, §=0, .., N,—1,

e con OXI\) lo spazio W2NI).

Leuma 12.2. — Se sono verificate le ipotesi &) e &), per ogni n€ONQ,) e
per ogni X > 0 sussiste la limitazione

(124) 2 ] D'n ’z, 0, + ALz M ] D’u Iz) 0, + A l u !2, 0,

<oty g>=2N Lo g>=N

sc(Au+ o + |l o),

dove r <1y e dove ¢ é una costante indipendente da u e .

Infatti, poniamo per ogni 2*€ Q,

do= I a ahD"
<p» g>=2N

Per la compattezza di @, e per la continuitd in @, dei coefficienti a,(z)
per <y, ¢> = 2N, in corrispondenza di e > 0 esiste un insieme finito {&*}r_,
di punti di @, godenti della proprietd che ogni #* ha un intorno n-dimensio-
nale J(z* tale che {J(#*)}f_; sia un ricoprimento di @, e tale inoltre che si

abbia

(12.5) | Aw — Ao le, 0, ¢ X | D% le, o,

<oy g>=2N

per ogni v€ W*¥Q,) ed a supporto compatto in Q, N J(z*).

Indicheremo con { g, }i, 9,€ C3(R") e supp ¢, C J(z*), una partizione
dell’unita su @, relativa al suddetto ricoprimento.
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Sia ora u una funzione di classe (Q,) e sia {(z) la funzione definita

nel corso della dimostrazione del lemma 9.1. Poniamo v =§{u e v, = ¢,0.
Indicheremo con ¢, ..., ¢, delle costanti positive indipendenti da u, r, 7" e A.
Con noti procedimenti si prova che riesce

(12.6) Re fAOk’U}s cvdz=c 3 | Dwl;, Oy
P <o, g>=N

Consegue che per ogni A > 0 si ha

S D", + M who, < sz [ (Aowve + Avs) - vi | d
Lo, g>=N g

( A
S%% | Aoty 4 Avy I% o, + 3 o I, @,
e quindi si ha anche

(12.7) Az 3 1 Dey, }2, @, -+ A | }2' O, < C4 1 Aoxtx + Ay, 12, Oyt

Lo, el

Dalle (12.5), (12.7) e dal lemma 7.1 segue evidentemente che riesce

(12.8) AP B | DMule g M| 0k o, <05 (| A+ Mz o,
<&, go=N
+e Z [ Dilyo, +cle)| vl o,)
<Lty g>==2N

Inoltre dalle (12.8) e (9.3) si ha

z | D%, tz, o, << co(} Avy - Avg |z, 2,

<oty q>==BN

+e & | D%ilyo, + A o) veho,);

Loty q>==2N

da tale relazione e dalla (12.8) si deduce la limitazione

S | Dwlg, +22  E | Dl + Al vibo,

Lo, g=2N L, g>=N
< (] Avy = Ak |2, @, + v |2, Q,o)

(| AQuw) +Mulo + = | D%Cu) k2, o, )-
< <2N

o 4>
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14
Tenuto conto che {u == v = X v, da quest’ultima relazione e dal lemma
7.1 segue che si ha =

(12.9 S | DGk g, + W E | DHW) o, + M| G,
<oy g>=2N Lt gl

=< ¢ (| AGU) + ACu [z, ¢, + [Stt [z, 0, )-

Dalla (12.9) si deduce la tesi con considerazioni analoghe a quelle tenute
per dedurre dalle (9.6) e (9.7) la tesi del lemma 9.1,

Assegnato ora in  wun operatore della forma (8.1), dimostriamo il
segnente

Lemma 12.3. - Supponiamo che sia verificata Uipotesi ao), che ¢ coefficienti
a,(x) verifichino 1 ipolesi ¥.) e che sia soddisfatla la condizione (8.23) di forte
quasi-ellitticita.

Allora, assegnati i numeri reali B<y, s e una funzione o(x)€C*Y(Q) e
soddisfacente la (8.10), per ogni u ¢ T/Vsiivzzv(ﬂ, 2/%n;) e per ogni ) >0 sussisle
lo limitazione

(12.10 DMy pco >+ A D [ DU, <, >y~ B2
<&, ¢>=IN <oy g>=N

+ A | u IZ, sy—B = 0( l Au —I" APy 12. sy + l u \2~ 8);

dove ¢ é una costanle indipendente da w e ).

Infatti, poniamo (*)

do = (T By,
e(@o)

dove A & I’operatore definito dalla (8.8).

Con considerazioni analoghe a quelle tenute per dedurre dal lemma 9.1
la (9.15) e dal lemma 10.1 la (10.5), si deduce dal lemma 12.2 che si ha per
wE€Whn(Q, 3/3n) e >0

(12.11) S| DU o e o PR PRz B | DUUR D, 1y
L@ty G2 <o =N

+ 2o B(@0) | ¥ |, 13500 < €2 (] APU* - 2t B@ou* Jo, r3gegy + | U* |, 14,

dove c1 & una costante indipendente da u, A e zo.

(*%) Bi tenga presente 'osservazione 8.1.
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Operando in (12.11) il cambiamento di variabili (7.6) si ha

B p<n o) | DUl gy + A D p<n DRI ) | D e
Loy g>=2N <a, g>=N

+ ApX B (@0) | % o, 1y o) << Ca(pXETINR(o) | OB AB 4+ At |2, 1)

+ P‘-l’ﬂ/Z(.’vo) ! u 12, ()
< Co(pr 1) | Atk + AP 5, 10y F 0TV | U |2, 1),

dove ¢; & una costante indipendente da u, A e .

Da quest’ultima relazione si deduce la tesi con ragionamenti analoghi a
quelli tenuti per dedunrre dalla (9.18) la tesi del teorema 8.1.

Nel seguito supporremo che sia

(12.12) T=q,, k=1, .., n,

e indicheremo con H, (Q), s reale, la chiusura di C°(Q) in W (Q).
Inoltre considereremo la seguente ipotesi (*!):

a:) Esiste una fanzione ofz) € C°(Q — S) N C*YQ), soddisfacente la
(8.10) e le limitazioni

(12.13) | D%ola) | < c,oo (@) M2 €Q,

dove le ¢, sono delle costanti indipendenti da .
Assegnamo ora una forma sesquilineare e continua su WH(Q) X W.N(Q)
del tipo

(12.14) afu, v) = f 2 awlz)Dwu - DHo®v)de,
<k, g><N
G <k gS=N

dove o(w) & la funzione definita nell’ipotesi @), supponendo che sia verificata
la condizione di forte quasi-ellitticita :

(12.15) Re T an(@EHE>0 M az€Q e MEER — (0]
<h, g>=<k, g>=N

{?1} In conseguenza del lemma 8.1 del cap. 6 di J. Nubas [26], si ha che tale ipotesi
8, ad es., verificata nel caso in cui @ ha frontiera «localmente lipschitziana» e S=08, e
nel caso in cui £=2, § =R, §® =) e Q) ha frontiera «localmente lipschitziana-.
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Si ha:

Lizuma 12.4. - Siano verificate le ipotesi ao) e o), la condizione (12.15) di
forte quasi-ellitticitec ed inollre i coefficienti an(z) siano di classe C°(Q) per
<h, gq> =<k, q> =N, di classe L™(Q) per <h-+k, q>=8 e di classe
L cnpr, > (Q) per <h+k, q> < B, dove 8 é un fissato numero reale apparte-
nente all’ intervallo [0, 2N].

Allora, assegnato s,> 0, per ogni s€[— 8o, 8o e per ogni u € Hy (Q) si ha

{12.16) T [D'ul;,<c Reafu, u)
<m ¢>=N
+ 00(82 z [ un ‘g, s+<a, g-—-N + l u ‘;, s—ﬁlz)/’

<oy §><N

dove ¢ e ¢, sono due costanli positive indipendenti da u e s.
Se non & verificala Uipotesi a1), la (12.16) sussiste per s = 0.

E sufficiente stabilire la (12.16) per funzioni u€ C°(Q).
Poniamo

alu, v)= f Z  aw{z)D'u . DHs*v)dz,
4 <Ak, =8

s (u, v) = afu, v)— alu, v).

Assegnamo s€{— sy, $o) e u € C7(Q).

Nel corso di questa dimostrazione indicheremo con ¢, ..., cs delle costanti
positive indipendenti da u e s

Notoriamente, nelle ipotesi poste si ha (cfr. E. Grusmr [16))

(12.17 Re agu, uy=c. L |[Dul —cluf,.
<o, §>ZN ’ ’

D’altra parte osserviamo che riesce

{12.18) au, u) = ao°u, c°u) -+ Bu),

dove

(12.19) B = = f ahk(x)( > (k )("‘)Dku. D% . D" o D'u
<h4-k, 11>2{3‘Q alk y==a\% / \Y

— X (h) Di—eg o D*u » D"(c’u)) dx.

a<lh \®
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Tenuto conto delle (8.10), (12.13) ed osservando che
|h—a|<N—<a, g> per a<h e <h ¢><N,

gi verifica facilmente che riesce

(12.20) | B(w) [<os|8[( = |DUfrcaq—n) T (| DMy -+ [Do"W) o)

<a, g><N <h, ¢>=N

Analogamente si verifica che si ha per <h, ¢> << N

(12.21) ] Dh(dsu) —_ Othu ‘2) 0 << Ca ] ) ‘<,‘ q2><1v! Dau %2, sh<Za, g>—N »

Daltra parte per la (12.17) si ha

(12.22) Re aiou, sou)y=c L |[Deou)f ,—cjculfj,.

<k, g>N
Dalle (12.18)-(12.22) si dedunce evidentemente la limitazione

(12.28) L | Dul; =< cs Be afu, u)

<a, g>=N

Loy 12 |
t cﬁ(sia q§<N| Du 2, st<on g>—N T E o)

Se 8 =0, la (12.23) coincide con la (12.16) e quindi si ha la fesi.
Se B > 0, osserviamo che riesce

(12.24) |of(u, w)| <<c;, X 2 || ouwDu . c¥—V—ol. D'y | da.
<htk, g><P aﬁkn

Tenuto conto che per ipotesi am(z) € Lg>citr ~(Q) per <h 4k, g> < B
ed osservando che

2 —|k—a|— B+ <h+k ¢ =25+ <h, ¢> + <z, ¢> — B,
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dalla (12.24) si deduce facilmente la limitazione

(1225) ! aﬁ’(u, u) ! = Cs z | D'u ‘2, <k, g>—BJ2 * z ! Du tz, sh<at, g>—BJ2
<t ¢>=¥ <o >N

Dalle (12.23), (12.25) e dal lemma 7.5 si deduce la (12.16), e ciod la tesi,
con note considerazioni.

Indicheremo con Wi (Q), s reale, la classe delle funzioni u€ WHQ) e
soddisfacenti le (12.1).

Evidentemente (2?) riesce Hy, .(Q) & We Q). Vogliamo inoltre dimostrare che

Lemma 12.5. - Se sono verificate le ipotesi ao) e ay), si ha Ho (Q)= Wo (Q).

Dobbiamo solo dimostrare che w € Wy (Q) implica w € Hy' (Q).
Assegnamo un operatore differenziale lineare 4 della forma

{12.26) Auv = 2 DHaw{z)D*u),
<h, g=N
<k, g>=N

a coefficienti au(z)€ C(Q) e soddisfacente la condizione (12.15) di forte quasi-
ellitticita.

Dai lemmi 12.4 e 7.0 segue che esistono delle costanti positive ¢, ¢; e
¢ tali che si ha per ogni u € Hoy (Q)

(12.27) Re aju, uy=c|u [y — ool e B )

=ofullNg —c f 2Ny - >udyz,
14

dove afu, v) & definita dalla (12.14).
Fissiamo un numero complesso A tale che Re A =¢;, e tale inoltre che
per ogni f€ Ll x(Q) il problema

w€ WAMQ, 9/n),
(12.28) *

Au 4oy = f in Q

sia univocamente risolubile (cfr. il corollario 8.1).

(**) Si tengono presenti il lemma 1.7 o la nota {*3),

Annali di Matematica 51
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N .
Assegnata ora w € W, (Q), osserviamo che

adw, v) + A f gy « o¥udx

QO

s . > . N : . . .
riesce un funzionale lineare e continuo su H, (Q), e quindi esiste uc€ Hy (Q)
fale che

a{w — o, v)+ A f o= (W — uo)» a¥vdz = 0 Vo€ Ho (Q) .

Q

Dal corollario 5.2 si deduce, con note considerazioni, che w — o € C°(Q —S),
e quindi per il teorema 8.1 si ha anche che w — u, & una soluzione del
problema amogeneo associato a (12.28), Ne segue che risulta w = uo € Ho, (Q)
e quindi si ha la tesi.

13. - Teoremi di unicita,

I teoremi di unicitd e di esistenza per il problema di DIRicHLET che ci
proponiamo di stabilire in quest’ ultima parte del lavoro, si applicano quando
A risulta fortemente quasi-ellittico in Q, tale cio® che si abbia

(13.1) Re 2  a,wé >0 Ve e Ee B — (0],

< g2 N

e quando sono verificate le ipotesi ao), @) e la seguente condizione:

as) t<2, N=NO QO ha frontiera «localmente lipschitziana» e, se
t=2 80 =¢g,

Nel seguito o(x) denoterad la funzione definita dall’ ipotesi a).
Comineciamo col dimostrare il seguente teorema di unicitd:

TeEOREMA 13.1. — Supponiamo che siano verificale le ipotesi ao), a) e as),
che A sia forlemente quasi-ellittico in Q e che i coefficienti a,(x) siano di classe
Co%Q) per <, ¢ > = 2N, di classe Ly« ~(Q) per <p, ¢> < 2N, dove v

é un fissalo numero reale tale che sup <a, ¢q>— N<y<N.
<a, g> <2N

Esistono due costanti o> 0 e n0€0, 1/2[ (ali che per ogni A=k, per
ogni se[N — o, N o] e per ogni ue w2, 3/on;) sussiste la limitazione
(18.2) u’““WZNm) < c|Au + Ao—u HLZ(Q)’

dove ¢ ¢ una costante indipendenie da u, s e L (*).

(28) Osserviamo, come si deduce dalla dimostrazione, che se non & verificata I'ipotesi
a,) la (18.2) sussiste per s==0 e per ogni funzione o(x) € C* () e soddisfacente la (8.10).
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Premettiamo il seguente

Lemma 13.1. - Sia verificata Uipotesi as) e sia so un assegnato numero
reale < 1/2.

Per ogni s <<s, e per ogni ue Hi (Q) si ha

(13.3 (o, v=<c E  |Dul,,
<o g>=N

dove ¢ & una costante indipendenie do u e s.

B evidentemente sufficiente stabilire la (13.3) per funzioni u e C&(Q).

Allora se f =1, osservando che in tal caso risulta < a, ¢ > =|«/|, la tesi
consegue dall’ osservazione 7.3 e dal lemma 7.9,

Se ¢ = 2, ancora dall’osservazione 7.3 e dal lemma 7.9 segue che, fissato
y€?, si ha per s=Cs,

(13.4) ] o=@, yule, y)Pdw <o 5 [ | elw, 9Dl y)Pde,
N lap=rt

dove ¢ & una costante indipendente da #, s e y. Siccome per ipotesi N = N,
da quest’ ultima relazione si deduce la (13.3) e quindi si ha la tesi.

DiMosSTRAZIONE del teorema 13.1. - Procedendo come nella dimostra-
zione del lemma 12.2, consideriamo, in corrispondenza di e >0, un ricopri-
mento finito di Q mediante gli intorni J(x*), £ = 1, ..., p, in modo che si abbia

(13.5) IA()’U — Aok’U lz, s == E 2 5 Dy [z, s

<oy g>=2N

per ogni ve W:'(Q) ed a supporto compatto in Q N Jx*), e una parti-
zione dell’ unitd {¢u(x))i—1 su Q relativa a tale ricoprimento, con o,e CP(R™)
e supp ¢ C J(xh).

Osserviamo che, in conseguenza del lemma 12.1, & sufficiente stabilire la
(13.2) per funzioni we =(Q, 3/3m).

Assegnata allora ue (0100(5, d/¢n;), poniamo u, = v,u.

Nel corso di questa dimostrazione denoteremo con ¢y, ..., ¢ delle costanti
positive indipendenti da u, s e X.

Dall’ipotesi di forte quasi-ellitticita (18.1) si deduce, con note considera-
zioni (*), che si ha per ogni A >0

(13.6) Z | DHo MUy o 4 A o vu o
<2, g>=N

(24) Cfr. anche la (12.6),
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< o1 [ 1{Aulo="s) + 2o - =iy | d
1]

< 61| oM Ao{o M us) + AoV 2ug) s, 0 ¢ |0 U s, 0.

Dalla (13.6), con considerazioni analoghe a quelle tenute nel corso della
dimostrazione del lemma 12.4, si deduce facilmente che, fissato un intervallo
[¢', §”], si ha per ogni s€[s’, 8"] e per ogni X >0

z [ Doy 122? N+ AUy Iz s—N—y
<o, g>=N
< Csf(| Aormer + )KO'_ZTMk}z, s IS — N| z ‘D“uﬂz, s-Zat, > —2N) * |Mk|2 $me 2V
<a, g><2N

+ i § N*z = ; Doy, fg, s Lty > —2n].
Lo, Y

Da quest’ ultima relazione, dal lemma 12.5 e dalla (13.3) scritta con s — NV
in luogo di s segue che si ha, sapposto " <V 4 1/2,
{(13.7) [, monw A AP {0l vy << €3] Aoktts -+ Ao™Us 2

+ cs|s — N| z | D*uy,
<o, g><2N

2, s+ <¢a, g —2N -

Dalla (13.7) e dalla (12.10) scritta per y =2N,t1=¢q, B =2y econs— 2N
in luogo di ¢ si deduce la limitazione

Z l D%uk IZ, sty g>—2N + >\1/2 l Ui !2, s—N—-\f
<o, gOIN

<< ¢s5| Aoty + AUy, 4 Cs|s — N| Y | D2, scon g>—2N
<o, g><(2N

da cui segue che esiste n.€]0, 1/2] tale che per ogni s€[N — o, N4 v.] o
per ogni A >0 si ha

(138) 2 [ Dauk |2, s-<Zat, g >—2N + )‘1/2 J U iZ, e Nt < ¢7 1 Aokuk + ;\G—2Yuk IZ,S .

<a» ¢>L2N

D’ altra parte dalla (13.5), dalVipotesi che i coefficienti a,(x)e Lf\;ﬂ_Q, Q)
per <, ¢> <2N e dal lemma 7.5 si deduce facilmente che si ha

[Aaur — Aurle,s<e & |D*ifpat0s I [ D*Uil, sp<o o>ty
<o» g>=2N <a, g><2N

e z (| Dusls, s + | D*uiale, syn—y) 4 ce) | Uiz, smn—y

<o, g>=2N
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Da quest’ ultima relazione, dalla (13.8), dalla condizione y << N e dalle
ipotesi relative ai coefficienti a,(r) segue che si ha

(13.9) z 1 D*uy, ’z, <, ¢>—2N - A2 | ls, S By

<o, g><2N

< ool | Aur + Ao~ Huslz, 4 [Uals, vy

< 010( i Au -+ Ao~y lg’ s+ Z 3z ' apD“u lz, s 1 u 12, 5_.N_Y)
<po ¢>=2N a<p

<onl|du 420l + E ([ Dl | DU s g —vy) F ] vy
<oty §>L2N

D’ alfra parte osserviamo che dall’ipotesi

y= sup <« qg>—N
Lo, g><2H
segue che si ha

J D:tu IZ,S S Ci2 t D%u [2, s, g>———.1V——\( per < “7 q > < 2N.

Tenendo presente che u = 3 uy, da quest’ ultima relazione, dalla (13.9)
k=]

e dal lemma 7.5 si deduce con ovvie considerazioni la tesi.

Sussiste inoltre il seguente teorema di uniciti:

TeorEMA 13.2. - Sia 4 un operatore della forma (12.26) e supponiamo
che siano wverificate le ipotesi del lemma 12.4, Uipolesi a,) e le condizioni
anfw) € CH(Q — S), Di—saux) € L cppn ;~(Q) per o < k.

Esistono due costanti Ao >0 e no,e]0, 1/2[ tali che per ogni A =1,, per
ognt S€[N — o, N 7| e per ogni ue WfN(Q, 2/emi) sussiste la limitazione

(13.10) lolyen @ < of Au + Ao=Pul s,

dove ¢ é una costante indipendente da u, s e X.
Alla dimostrazione di questo teorema premettiamo il seguente

Leuma 13.2. - Siano verificate le ipotesi del lemma 12.4 e la condizione a.).

Esistono due costanti Lo >0 e so€ 0, 1/2] tali che per ogni numero com-
plesso X, con Re X = Lo, per ogni se[— so, So] e per ogni ue Hé\{s(ﬂ) sussiste
la limitazione

(13.11) lwlf v < cRe (as(u, u) 4 A [ By . Ez—s—ﬁdw) ,
0

dove ¢ é una costante positiva indipendente da u, s e X.



406 M. Toorsi: Problemi al contorno con condizioni omogenee, ecc.

Infatti, dai lemmi 12.4 ¢ 18.1 si deduce evidentemente che esiste una
costante 8,€10, 1/2 tale che per ogni s &€[— 8o, 8o] e per ogni u € Hy ,(Q) si ha

(13.12) hulf v < ¢ Be afu, u) + coluls, —ge,
dove ¢ e ¢ sono due costanti positive indipendenti da u e s.

Dalla (13.12) si deduce evidentemente la tesi.

DiMosTRAZIONE del teorema 13.2. - La tesi & un’ovvia conseguenza dei
lemmi 12.3, 12.5, 13.2 o dell’osservazione che per ogni uwe W:" (0, 3/3n;) riesce

Re (aS#N(u, u) 4 [ =B c‘zts-N)udx)
Q

f

14. - Teoremi di esistenza.

Consideriamo ora il problema

ue WQ, 3/on),
(14.1)
Au 4 do~2ry == f in Q, fe Liq),

dove v & un fissato numero reale tale che

(14.2) sup <a, ¢g> - N<vy <N.
<a, §><2N

Sussiste il seguente

TroreMA 14.1. - Nelle stesse ipotesi del teorema 13.1,” esisiono due costanti
Xo>0 e vo€l0, 1/2[ tali che per ogni X = ko, per ogni s€[N— o, N + 7o)
e per ogni fe L{Q) il problema (14.1) é univocamente risolubile.

Inolire, per ogni k. complesso e per ogni s€[N — 1o, N+ o], (14.1) é un
problema a indice e il suo indice é nullo.

Cominciamo con 1’ osservare che la tesi & vera nell’ulteriore ipotesi
che i coefficienti a,(x)e C*(Q). Infatti allora la prima parte del teorema si
dimostra, tenendo conto del teorema di unicitd 13.1, con ragionamenti analo-
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ghi a quelli tenuti per stabilire il teorema 8.3, e la seconda parte si ottiene
poi come conseguenza del lemma 7.1 di [33] e del lemma 7.6.

Supponendo ora verificate le sole ipotesi del teorema, assegnamo, per
ogni p tale che <, ¢ > = 2N, una successione {ag“](m)} di funzioni equicon-
tinue ed equilimitate di classe C°((Q)). uniformemente convergente in Q ad
au(x), e, per ogni y tale che <y, ¢ > < 2N, una successione {ag‘)(m)} di fun-
zioni di classe C®(Q) ed equilimitate in Lt —<p o>(Q), convergente quasi
ovunque in Q ad a,(x).

Supponiamo inoltre, ¢id che & lecito, che si abbia

Re 3 aPmir=a0 3 B MaeQ e EeR",

<p g>=IN # ]

dove a, & una costante positiva indipendente da x, £ e k.
Posto
A, = z a,(f)(w)l)f* s
<p ¢>=2N

consideriamo il problema

143 uwe W2Q, 3/eny),
.3)

Aw + Aoy =f in Q.

Da quanto premesso e dal teorema 13.1 di unicitd segue che esistono
due costanti 2o >0 e yo€10, 1/2[, indipendenti da k, tali che per ogni X =X,
per ogni s€[N —v,, N+ 7o) e per ogni fe L}(Q) il problema (14.8) ammette
un’unica soluzione u: la quale soddisfa la limitazione

(14.4) los]y2v g, < olf .2 )

dove ¢ & una costante indipendente da k.

Tenuto conto del lemma 7.6, dalla (14.4) segue che da {u,} si pubd estrarre
una successione debolmente convergente in W:'(Q1) e fortemente convergente
in WjQ), per ogni jeJ(OR) e < 2N e per ogni o> s-44— 2N, verso una
funzione u e W>'(Q), la quale, evidentemente, riesce una soluzione del pro-
blema (14.1).

Da tali considerazioni, dal teorema 13.1 di unicitad, dal lemma 7.1 di [33]
e dal lemma 7.6 si deduce la tesi.

Consgideriamo inoltre il problema

ue W¥Q, 3/om),
(14.5)
Au+roPu=fin Q, [feliq),
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dove 3 & un fissato numero reale tale che

(14.6) 0<B<2N.

Vogliamo dimostrare il seguente

TrorEMA 14.2. - Nelle stesse ipotesi del leorema 13.2, esistono due costanti
Yo> 0 e noel0, 1/2[ fali che per ogni numero complesso & con Red =vy., per
ogni s€[N— 1o, N+ vo e per ogni feLQ) il problema (14.5) é univoca-
menle risolubile.

Inoltre {14.5; é, per ogni A complesso e per ogni 8€[N — o, N - mo), un
problema o indice e il suo indice é nullo.

Infatti, con ragionamenti del tipo di quelli tenuti per dedurre dal teore-
ma 13.1 la tesi del teorema 14.1, si deduce dal teorema 13.2 che esistono
due costanti A; >0 e %,€]0, 1/2{ tali che per ogni X =X;, per ogni
s€[N—1:, N+n.] e per ogni feL¥Q) il problema (14.5) & univocamente
risolubile e che inoltre (14.5) &, per ogni A complesso e per ogni se[N — 7,
N + 71], un problema a indice di indice nullo.

D’altra parte, tenuto conto del lemma 12.5, si ha che una soluzione di
(14.5) & anche una soluzione del problema

ue Ho, (),
(14.7)

Oenl(tt, v) lfo’ﬁu » —Mpdx = /f . Myde  Nve H) Q)
0 1)

e quindi dal lemma 13.2 segue che per ogni A complesso con Rel =), e per
ogni s€[N — so, N+ 8] (dove Ao e so sono le costanti definite dal lemma
13.2) il problema (14.5) ammette al piti una soluzione.

Da tali considerazioni si deduce in modo ovvio la tesi.

OsSERVAZIONE 14.1. - Supponiamo che i coefficienti a,(x) di 4 siano
sufficientemente regolari (ad es., supponiamo che sia soddisfatta 1’ ipotesi H¢)).

Allora dal lemma 11.3 segue che, se sono anche verificate le ipotesi del
teorema 14.1, le condizioni di compatibilita per il problema (14.1) sono date
dall’ ortogonalitd, secondo il prodotto scalare in L*Q), di f alle soluzioni del
problema omogeneo

Ve W%i\;}_zzv(ﬂ; 3/om;),

A%y 4 de~2v =0 in Q.
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Analogamente si ha che se, oltre alle suddette ipotesi di regolarita sui
coofficienti ay(w} di A4, sono verificate le ipotesi del teorema 14.2, le condi-
zioni di compatibilith per il problema (14.5) somno date dall’ortogonality, se-
condo il prodotto scalare in L2Q), di f alle soluzioni del problema omogeneo

ve W?_]i.pzzv(ﬂ , 9/3my),
A*v +7\c—ﬁv =0in Q.

OssERVAZIONE 14.2. - Supponendo verificate le ipotesi del teorema 13.1,
consideriamo il problema

ue W (Q, 3/2n),
(14.8)

Au={f in 0, fe L)

Dal teorema 14.1 segue che esiste una costante v,€]0, 1/2[ tale che il
problema (14.8) ha nucleo di dimensione finita per ogni s < N 4 1, ed & un
problema ad indice, con indice nullo, per ogni s&[N—v,, N 4 7,

Vogliamo ricercare in un esempio (che riferiremo al caso ellittico, ciod
al caso ¢ = 1) I’insieme dei valori di s per cui il problema ha nucleo di di-
mensione finita e !’insieme dei valori di s per i quali il problema & un
problema a indice.

Nel piano R? consideriamo il cerchio Q = {(x, )| %>+ y> <1} e indi-.
chiamo con p(x, y) la distanza di (x, y) da 3Q.

Allora se 4 == A = operatore di LAPLACE, il problema (14.8) diventa

ue WiQ),
(14.9)

bu=fin 0, [felLiQ).

Se s> 3/2, il problema omogeneo associato a (14.9) ha infinite soluzioni
linearmente indipendenti. Infatti, utilizzando le coordinate polari (r, 6), si
verifica facilmente che"tali, ad es., sono le funzioni

war, 0) = r*(cos nb - sen n), n > 0.
Inoltre, osserviamo che I’ aggiunto formale di (14.9) & il problema
vE W‘Z_S_f_z(ﬂ),
(14.10)
Av=gin Q, gelLl Q)

e che I’omogeneo associato a fale problema ha infinite soluzioni linearmente
indipendenti per s < 1/2.
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D’ altra parte, se s < 3/2, da noti risultati (cfr., ad es.: il teorema 2.2
del cap. 6 di [26], I’osservazione 5.1 di[33]) segue che una funzione u & W;()
ha traccia nulla su 3Q (si tenga anche presente che nel caso considerato si
ha W3Q) = H; .(Q)), nel senso che

2

(14.11) lim lufr, 6)]2d6 =0,

resl

e quindi una soluzione del problema omogeneo associato a (14.9) & una fun-
zione armonica in Q e soddisfacente la (14.11).

Siceome la sola funzione nulla gode di queste ultime proprieta (cfr., ad
es., il n. 2 di G. CimMiNO [14]), si conclude che il problema omogeneo asso-
ciato a (14.9) per s <3/2 ammette la sola soluzione nulla.

Analogamente si verifica che per s > 1/2 il problema omogeneo associato
a (14.10) ammette la sola soluzione nulla.

Inoltre, tenuto conto dell’ osservazione 14.1, si ha che per ogni se]1/2, 3/2]
e per ogni feL}Q) il problema (14.9) & univocamente risolubile.
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