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❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝❧❡✈❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ ♠❛♥② ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❧♦❝❛❧✐t② ❬P❘❆✶✷❪✳ ■♥ t❤✐s r❡♣♦rt✱
✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ❧♦❝❛❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❛♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s✬ ❛✣♥✐t② ❛♥❞ ♦♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢
t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❲❡ ✉s❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ❚r❡❡▼❛t❝❤ t♦ ♣❡r❢♦r♠
❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣r♦❝❡ss ♣❧❛❝❡♠❡♥t t❤❛t t❡❧❧s ✇❤❡r❡ t♦ ♠❛♣ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts
♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡♠♦r② ♠✉❧t✐❝♦r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛❝❤✐♥❡✳

❚❤✐s r❡♣♦rt ❡①♣♦s❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❞ ❡♥❢♦r❝❡ ❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ t❤✐s
✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❡ss❛❣❡ P❛ss✐♥❣ ■♥t❡r❢❛❝❡ ✭▼P■✮ ❬▼❡s✾✹❪✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts
s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❛♥❦s t♦ ✐ts ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣✐❡s✱ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ ♦t❤❡r
✉s✉❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❣r❛♣❤✲❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦r ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❖♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❦❡r♥❡❧s ❛♥❞
♦♥ ❛ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝s ✭❈❋❉✮ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣
t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱
s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ st❛♥❞❛r❞ ▼P■ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s
❛♥❞ ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐✲
❝❛❧❧② ❛♥❞ tr❛♥s♣❛r❡♥t❧② t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ t♦♣♦❧♦❣② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ▼P■ st❛♥✲
❞❛r❞ ❬❍❘❘+✶✶❪✳

❚❤✐s r❡♣♦rt ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❡①♣♦s❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❢♦r
t❤✐s ✇♦r❦✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❞❡s❝r✐❜❡s ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♣r♦❝❡ss ♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✱ ❚r❡❡▼❛t❝❤✱ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t
✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s r❡♣♦rt✳

✷ Pr♦❜❧❡♠ ❙t❛t❡♠❡♥t ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❚❤✐s ✇♦r❦ t❛r❣❡ts ♣r♦❝❡ss ♣❧❛❝❡♠❡♥t t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛②
❞❛t❛ ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡✐t❤❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦r
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡♠♦r②✳ ❉❡ ❢❛❝t♦✱ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s
▼P■✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s r❡♣♦rt✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❛❝❦❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r✐s♠ ♦❢
▼P■✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♠♦st ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐t ✐s ♥♦t str✐❝t❧② ❜♦✉♥❞ t♦ t❤✐s st❛♥❞❛r❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss✲❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
❈❤❛r♠✰✰ ❬❑❑✾✸❪ ❛♥❞ t♦ ❛ ❧❡ss❡r ❡①t❡♥t t♦ P❛rt✐t✐♦♥❡❞ ●❧♦❜❛❧ ❆❞❞r❡ss ❙♣❛❝❡ ✭P●❆❙✮ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤✐s r❡♣♦rt ♠❛❦❡ ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❖✉r ✇♦r❦ ✐s t❤✉s
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐t❤r❡❛❞❡❞ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s✿ t❤✐s ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦r❡s
❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❛❞s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❝❡ss ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t

❘❘ ♥➦ ✽✷✻✾



✹ ❏❡❛♥♥♦t ✫ ▼❡r❝✐❡r ✫ ❚❡ss✐❡r

❢♦r t❤✐s ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❝♦♠♣❛ss ❜♦t❤ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❝♦r❡s
❛♥❞ ♣r♦❝❡ss♦rs✳

❆♥ ▼P■ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t❡s ✐ts ✇♦r❦ ❛♠♦♥❣ ❡♥t✐t✐❡s ❝❛❧❧❡❞ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t r✉♥ ✐♥
♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭♣r♦❝❡ss♦rs ♦r ❝♦r❡s✮✳ ❚❤❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▼P■ ✐s ✢❛t ✿ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s s❡♥❞ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡ ♠❡ss❛❣❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❡❝✉✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐rr❡❣✉❧❛r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ▼P■ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♠❡ss❛❣❡s ♠❛② ✈❛r②✳ ❚❤✐s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❬▼❚▼+✵✾❪✳

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ♥♦✇ s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s❀ ✇❤❛t ✐s s❤♦✇♥ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠❡ss❛❣❡s ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ r❛♥❦ ♥✉♠❜❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❛t ♦❢ ▼P■❴❈❖▼▼❴❲❖❘▲❉✳
❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❢♦r t❤❡ ❈● ❦❡r♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ◆❆❙ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✱ ❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s ❋❚ ❛♥❞
❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s ▲❯✳ ❋♦r ❩❡✉s✴▼P✱ ❋✐❣✳ ✹ s❤♦✇s t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❢♦r ✻✹ ♣r♦❝❡ss❡s✳
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cg.C.64 communication pattern − Metric : msg

Sender rank

R
ec

ei
ve

r 
ra

nk

0
20

00
40

00
60

00
80

00
10

00
0

12
00

0

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❈●✳❈✳✻✹

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ▼P■ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ r✉♥ ♦♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ◆❯▼❆ ♥♦❞❡s✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡s✬ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r✲
❝❤② ✐♥❞✉❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ▲✸
❝❛❝❤❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦❞❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦sts✳ ❚❤❛t
✐s✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❆♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✐❞❡❛ ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ♠❛t❝❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❤❛r❞✇❛r❡ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥t♦ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts✳

Pr♦❝❡ss ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s
❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭❛✳❦✳❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✲❜♦✉♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t
tr❡♥❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✐s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❛t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ ❝♦r❡s ✐s ♥♦t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡s♦✉r❝❡s✳ ❍❡♥❝❡✱

■♥r✐❛



Pr♦❝❡ss P❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ▼✉❧t✐❝♦r❡ ❈❧✉st❡rs✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ■ss✉❡s ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✺
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ft.D.64 communication pattern − Metric : msg
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❋❚✳❉✳✻✹

10 20 30 40 50 60

10
20

30
40

50
60

lu.D.64 communication pattern − Metric : msg

Sender rank

R
ec

ei
ve

r 
ra

nk

0
50

00
0

10
00

00
15

00
00

20
00

00
25

00
00

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ▲❯✳❉✳✻✹

t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡♠♦r② ♣❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡
❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ②❡❛rs✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐ss✉❡ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❡✈❡♥ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡✲
❜♦✉♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡ t❤❡ ♠❡♠♦r②✱ ❛♥❞ ❧❛t❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ♠✐❣❤t ❜❡❝♦♠❡ t❤❡
❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✐♠♣r♦✈❡

❘❘ ♥➦ ✽✷✻✾



✻ ❏❡❛♥♥♦t ✫ ▼❡r❝✐❡r ✫ ❚❡ss✐❡r
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ZeusMP − 64 processes, msg metric − Baseline
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❩❡✉s✴▼P ✻✹

s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ s✉❝❤ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡✲st❡♣s ♠❡t❤♦❞✿

✶✳ ●❛t❤❡r t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

✷✳ ▼♦❞❡❧ t❤❡ t❛r❣❡t ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

✸✳ ❈♦♠♣✉t❡ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼P■ ♣r♦❝❡ss r❛♥❦s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐t ♥✉♠❜❡rs✳
❚❤✐s ♠❛t❝❤✐♥❣ ❞❡✜♥❡s ❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝② t❤❛t ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞✳

✷✳✶ ❋✐rst ❙t❡♣✿ ●❛t❤❡r✐♥❣ ❛♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ P❛tt❡r♥

❚❤❡ ✜rst ♣✐❡❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ ✐s t❤❡ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱
♦✉r ♠❡t❤♦❞ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r✉♥
♦❢ t❤✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❝♦❞❡✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦✜❧✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✶

✇✐t❤✐♥ ❡①✐st✐♥❣ ▼P■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✭❜♦t❤ ▼P■❈❍✷ ❛♥❞ ❖♣❡♥ ▼P■✮✳ ❇② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇✲
❧❡✈❡❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ ▼P■❈❍✷ ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ◆❡♠❡s✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ❬❉✳ ✵✼❛❪✮ ❛♥❞ ❖♣❡♥ ▼P■
st❛❝❦s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ tr❛❝❡ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❡①❤❛✉st✐✈❡❧② ✐♥ ❝❛s❡s ♦❢ ❜♦t❤ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ❛♥❞
❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r ♣r♦✜❧✐♥❣ ❧✐❜r❛r✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❛♥❦s
t♦ t❤✐s ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡ss❛❣❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✲
s♣❡❝✐✜❝ ♠❡ss❛❣❡s ❢♦r✇❛r❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❣❛t❤❡r ♦r ❛ s❝❛tt❡r✮✳
❙✐♥❝❡ t❤✐s ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✐s ✈❡r② ❧✐❣❤t✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞✐st✉r❜ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ t❤✐s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r✉♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✐s ♠❛♥❞❛t♦r② ❛♥❞ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭❡✳❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✱ ❡t❝✳✮

✶❚❤❡s❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛❜♦✉t ❛ ❤✉♥❞r❡❞ ❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ▼P■❈❍✷ ♦r ❖♣❡♥ ▼P■ s♦❢t✇❛r❡
st❛❝❦s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳

■♥r✐❛



Pr♦❝❡ss P❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ▼✉❧t✐❝♦r❡ ❈❧✉st❡rs✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ■ss✉❡s ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✼

♦❢t❡♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡r✉♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s st❡♣ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❧❡❣❛❝② ▼P■ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ♥♦t ❛❧r❡❛❞② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♥❡✇❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ▼P■ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❝♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ▼P■ r♦✉t✐♥❡ ✭s❡❡ ❙t❡♣ ✸ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤✐s ✜rst st❡♣ ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ ❛♥②♠♦r❡✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s ♠♦♥✲
✐t♦r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
t❤❛t ♣♦ss❡ss ❛ st❛t✐❝ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❈❋❉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢❡❛t✉r❡ ❛ r❡❣✉❧❛r
♣❛tt❡r♥ t❤❛t ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❋♦r ♥♦✇✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ❛ s♣❛t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥✱ t❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡
❝❤❛♥❣❡s ✭✐❢ ❛♥②✮ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞✉r✐♥❣ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t
t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s st❛t✐❝ ❛♥❞ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r st❛t✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼P■
♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡✐r ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡r✐✈❡ s❡✈❡r❛❧ ♠❡tr✐❝s ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ tr❛❝❡✿

♠s❣ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ ✈✐❡✇ ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦t ♦❢ s♠❛❧❧ ♠❡ss❛❣❡s ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧❛t❡♥❝②✲❜♦✉♥❞✳

s✐③❡ ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ ✈✐❡✇ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
❢♦r ❜❛♥❞✇✐❞t❤✲❜♦✉♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❛✈❣ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s✳

✷✳✷ ◆❡①t ❙t❡♣✿ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❍❛r❞✇❛r❡ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦❝❡ss ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s t♦ r❡tr✐❡✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❤❛r❞✇❛r❡ ✭❡✳❣✳✱ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤②✱ ❝♦r❡s ♥✉♠❜❡rs✱ ❡t❝✳✮✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ✐♥ ❛ ♣♦rt❛❜❧❡
✇❛② ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ✉♥t✐❧ r❡❝❡♥t❧②✱ ♥♦ t♦♦❧ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❡❛s✐❧② ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝❛❝❤❡ ❧❡✈❡❧s ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡✐r s✐③❡s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦r❡s ❛❝❝❡ss t❤❡♠✮ ♦♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡
♦❢ s②st❡♠s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ s♦❢t✇❛r❡ t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤✐s ❣♦❛❧✿
❍❛r❞✇❛r❡ ▲♦❝❛❧✐t② ♦r ❍✇❧♦❝ ❬❇❈❖▼+✶✵❪✳

■♥❞❡❡❞✱ t❤❛♥❦s t♦ ❍✇❧♦❝ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ tr❡❡✱ t❤❡ ❞❡♣t❤
♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ✭❡✳❣✳ ♥❡t✇♦r❦
s✇✐t❝❤❡s✱ ❝❛❜✐♥❡t✱ ♥♦❞❡s✱ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❝❛❝❤❡s✱ ❝♦r❡s✮ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❛✈❡s ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❍✇❧♦❝ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐♥ ❛ ♣♦rt❛❜❧❡ ❢❛s❤✐♦♥
✭✐✳❡✳✱ ❛❝r♦ss ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠s✮✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✢❡①✐❜❧❡✿ t❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②
❜❡❝❛✉s❡ ❍✇❧♦❝ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❧✐❜r❛r② t❤❛t ✐s ❝❛❧❧❛❜❧❡ ❜② ❛♥♦t❤❡r s♦❢t✇❛r❡✱ s✉❝❤ ❛s ❛♥ ▼P■
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❍✇❧♦❝ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s ♥♦t ♠❛♥❞❛t♦r②✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ♦♥❡ ♦❢ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s
✇♦r❦ ❬▼❈❖✵✾❪ r❡❧✐❡❞ ♦♥ ❛ t♦♣♦❧♦❣② ♠❛tr✐①✷ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ s✉❝❤ ❛ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ str✉❝t✉r❡✱ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❧♦st✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❛ ◆❯▼❆ ♥♦❞❡ ✐s ♠♦st ♦❢
t❤❡ t✐♠❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧❧② str✉❝t✉r❡❞✱ ❛ tr❡❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❛ t♦♣♦❧♦❣②
♠❛tr✐①✳

✷✳✸ ▲❛st ❙t❡♣✿ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❊♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ Pr♦❝❡ss P❧❛❝❡♠❡♥t

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❢t❡r ❜♦t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ♣✐❡❝❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❛t❤❡r❡❞✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡①♣♦s❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❊♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝② ♠❡❛♥s t❤❛t ❡❛❝❤ ▼P■ ♣r♦❝❡ss ❤❛s t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞

✷❚❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✐♥ ❬❈❈❍+✵✻❪✳

❘❘ ♥➦ ✽✷✻✾



✽ ❏❡❛♥♥♦t ✫ ▼❡r❝✐❡r ✫ ❚❡ss✐❡r

♦♥ ✐ts ♦✇♥ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐t✳ ❚❤✐s t❛s❦ ✐s ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ▼P■ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ ❢❛❧❧s
♦♥ t❤❡ ▼P■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♠❛♥❛❣❡r ♦r r✉♥t✐♠❡ s②st❡♠✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ r❡s♦✉r❝❡
❜✐♥❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❬▼❈❖✵✾❪✱❬❘▼◆P✵✾❪✮✳ ●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❜✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✿
✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❜♦✉♥❞ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❧✐✈❡r ♠♦r❡ st❛❜❧❡
❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s
❞❡❝r❡❛s❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❲❤❡♥ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐s ♥♦t ❜♦✉♥❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐t✱ t❤❡
♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ s❝❤❡❞✉❧❡r ♠❛② s✇❛♣ ✐t t♦ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐t✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❝❛❝❤❡ ♠✐ss❡s t❤❛t
❤❛r♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ r✉♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧
r✉♥s ✐s ❧♦✇❡r ✇❤❡♥ ❜✐♥❞✐♥❣ ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞✳

◆✉♠❜❡r ♦❢ ■t❡r❛t✐♦♥s ◆♦ ❇✐♥❞✐♥❣ ❇✐♥❞✐♥❣ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥t
♦❢ Pr♦❝❡ss❡s ♦❢ Pr♦❝❡ss❡s
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❚❛❜❧❡ ✶✿ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✜❣✉r❡s ❢♦r ✶✵ r✉♥s ♦❢ ❩❊❯❙✲▼P✴✷ ❈❋❉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✻✹ ♣r♦❝❡ss❡s
✭♠❤❞ ❜❧❛st ❝❛s❡✮

❲✐t❤ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❜✐♥❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣❤②s✐❝❛❧
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐t ❛♥ ▼P■ ♣r♦❝❡ss s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ✉♥✐q✉❡ ▼P■ ♣r♦❝❡ss r❛♥❦ ♦❢ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐t ♥✉♠❜❡r✸✳ ❚❤❡ ▼P■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
♠❛♥❛❣❡r t❤❡♥ ❜✐♥❞s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ▲❡❣❛❝② ▼P■ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞
t♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■ts ❞r❛✇❜❛❝❦s ❛r❡ ✐ts ❧❛❝❦ ♦❢ tr❛♥s♣❛r❡♥❝②
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s t♦ r❡❧② ♦♥ ▼P■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✲s♣❡❝✐✜❝ ♦♣t✐♦♥s ❛♥❞ ✐ts ❧❛❝❦ ♦❢ ✢❡①✐❜✐❧✐t②
s✐♥❝❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❞✐✣❝✉❧t✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❛♥❦ r❡♦r❞❡r✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✜rst ❜♦✉♥❞ t♦
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦r ♦♣t✐♠✐③❡❞
❜✐♥❞✐♥❣ ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ▼P■ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝r❡❛t❡s ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t♦r ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✲s♣❡❝✐✜❝
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ✐t✳ ❚❤❡ r❛♥❦s ♦❢ t❤❡ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤✐s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t♦r
❝❛♥ ❜❡ r❡♦r❞❡r❡❞✱ t❤❛t ✐s✱ ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ✜t s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡s❡ r❛♥❦
♥✉♠❜❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♥❡✇ ▼P■
r❛♥❦ ♥✉♠❜❡r ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ r❡s♦✉r❝❡ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤✐s r❡♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ r❛♥❦ ♥✉♠❜❡rs
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛✈♦✐❞ ❞❛t❛ ♠♦✈❡♠❡♥ts ❛❢t❡r✇❛r❞s✳

▲❡❣❛❝② ▼P■ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ✐ss✉❡ ❛ ❝❛❧❧ t♦ ❛ r❛♥❦✲r❡♦r❞❡r✐♥❣ ▼P■ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t♦r✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐s q✉✐t❡

✸❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦✈❡rs✉❜s❝r✐❜✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts✳

■♥r✐❛



Pr♦❝❡ss P❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ▼✉❧t✐❝♦r❡ ❈❧✉st❡rs✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ■ss✉❡s ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✾

❧✐♠✐t❡❞ ✭❛ ❢❡✇ ❞♦③❡♥ ❝♦❞❡ ❧✐♥❡s✱ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡s✮✳ ▼P■❴❉✐st❴❣r❛♣❤❴❝r❡❛t❡ ✭♣❛rt ♦❢
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s✐♥❝❡ ▼P■ ✷✳✷ ❬❍❘❘+✶✶❪✮ ✐s ♦♥❡ s✉❝❤ ▼P■ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❛♥❦ r❡♦r❞❡r✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳
■t t❛❦❡s ❛s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥t❡rs ✭s♦✉r❝❡s✱ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s✱ ❞❡❣r❡❡s ❛♥❞ ✇❡✐❣❤ts✮ t❤❛t
❞❡✜♥❡ ❛ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡s❡ ♣♦✐♥t❡rs ❝❛♥ ❝♦♥✈❡② r❛♥❞♦♠ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s t♦ t❤❡
▼P■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❖♣❡♥ ▼P■ ❛♥❞ ▼P■❈❍✷
s♦❢t✇❛r❡ st❛❝❦s ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛♥② r❛♥❦ r❡♦r❞❡r✐♥❣✱ ✇❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜♦t❤ ✈❡rs✐♦♥s ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣
❍✇❧♦❝ ❛♥❞ ♦✉r ❚r❡❡▼❛t❝❤ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❬▼❏✶✶❪ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ▼P■ ♣r♦❝❡ss ❣❛t❤❡rs ❛❧❧ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❍✇❧♦❝✱ t❤❡♥
❝❛❧❧s ❚r❡❡▼❛t❝❤ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❜r♦❛❞❝❛sts t❤❡ ♥❡✇ r❛♥❦s t♦ ❛❧❧ t❤❡
♦t❤❡r ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱
✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❢♦r t❤✐s r❡♣♦rt✱ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ r❡♦r❞❡rs ♦♥❧②
✐ts ✭❧♦❝❛❧✮ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜✉t t❤❡ ✐♥t✐❛❧ ❞✐s♣❛t❝❤ ♦❢ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥
t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s r✉♥♥✐♥❣ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ♣♦ss❡ss ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥♥♦t r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥♦❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❘❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛
st❛♥❞❛r❞ ▼P■ ❝❛❧❧ ❡♥s✉r❡s ♣♦rt❛❜✐❧✐t②✱ tr❛♥s♣❛r❡♥❝② ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝✐t② ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐ss✉❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡
t✐♠❡s ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts ❛s✐❞❡✱ t❤❡ r❛♥❦ r❡♦r❞❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ②✐❡❧❞s
t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛s t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❜✐♥❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

✸ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt

❚❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♥ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛t❝❤ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ t♦
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❚❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
✉s✉❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ●r❛♣❤ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
❬❍❛t✾✽❪ ❛♥❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❑❡r♥✐❣❤❛♥✲▲✐♥ ❤❡✉r✐st✐❝ ❬❇✳ ✼✵❪ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
r❡s✉❧ts ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❛✐❧♦r❡❞ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✈❡♥❞♦r ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞
✐s t❤✉s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❣❡♥❡r✐❝ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ♦♣t✐♠✐③❡s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r♦✉t✐♥❡s
t❤❛t ❝r❡❛t❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❜✉t ❧❡❛✈❡s ✉♥❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❣r❛♣❤ t♦♣♦❧♦❣② ❝❛s❡✳ ❚❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ ❞r❛♠❛t✐❝ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❜✉t ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s t❤❛t ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❙♦♠❡ ♦t❤❡r ✇♦r❦s ❛❞❞r❡ss ❣❡♥❡r✐❝ ✈✐rt✉❛❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✭✉s❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛t✲
t❡r♥✮ ❜✉t ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣❤②s✐❝❛❧ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛s♣❡❝ts✳ ❚❤❡ ❇❧✉❡ ●❡♥❡
❝❧❛ss ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❛r❣❡t❡❞ ✭❬❙❇✵✺❪✱ ❬❨❈▼✵✻❪✱ ♦r ❬❇●❱❇✶✶❪✮✳ ■♥✜♥✐❇❛♥❞ ❢❛❜r✐❝
✐s ❛❧s♦ ❛ s✉❥❡❝t ♦❢ st✉❞✐❡s✿ ❬❘●❇+✶✶❪ ❛♥❞ ❬■●❖✶✷❪ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✉s❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❬❙P❑+✶✷❪ ✉s❡s t❤❡
◆❡✐❣❤❜♦r ❏♦✐♥✐♥❣ ▼❡t❤♦❞ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ■♥✜♥✐❇❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦✳
▲✐❜❚♦♣♦▼❛♣ ❬❍❙✶✶❪ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡rs ❣❡♥❡r✐❝ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ r❡❧✐❡s ♦♥ P❛r▼❊❚■❙ ❬❑❑✾✺❪
t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❣r❛♣❤ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❞❡✜♥✐t✐✈❡❧② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② t♦ ♦✉r
✇♦r❦ ❛s t❤❡② ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❝♦r❡ ♥♦❞❡s✳

▼P■ t♦♣♦❧♦❣② ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❏✳ ✵✷❪✳ ❇♦t❤ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❛♥❞
❣r❛♣❤ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐s ❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❑❡r♥✐❣❤❛♥✲▲✐♥ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s ❡✐t❤❡r t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❝♦st ♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✈❡♥❞♦r ❤❛r❞✇❛r❡
✭◆❊❈ ❙❳ s❡r✐❡s✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤✉s ❧❡ss ❣❡♥❡r✐❝ t❤❛♥ ♦✉rs ❛♥❞✱ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱
❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② t♦ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ♠✉❧t✐❝♦r❡ ♥♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦✉r t❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳

▼P■PP ❬❈❈❍+✵✻❪ ✐s ❛ s❡t ♦❢ t♦♦❧s ❛✐♠❡❞ ❛t ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ▼P■ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❤❛r❞✇❛r❡✳ ▼P■PP r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ t♦♦❧ t♦ ❣❛t❤❡r t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
st❛t✐❝❛❧❧②✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ♠❛♥❛❣❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s t❛s❦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛t r✉♥t✐♠❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ❆❧s♦✱

❘❘ ♥➦ ✽✷✻✾



✶✵ ❏❡❛♥♥♦t ✫ ▼❡r❝✐❡r ✫ ❚❡ss✐❡r

▼P■PP ❛❧❧♦✇s ♦♥❧② t❤❡ ❞✐s♣❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ ♥♦❞❡s ✭♠❛❝❤✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞❞r❡ss
t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ♥♦❞❡✳ ▼✉❧t✐❝♦r❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛r❡ t❤✉s
♥♦t ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞✱ ❛s t❤❡ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤② ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❞r❛✇❜❛❝❦
❛♣♣❧✐❡s t♦ ❬❇❆●✶✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛♥❛❣❡s t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥t❡r♥♦❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ❛♥ ▼P■ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❡♦r❞❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣
♦❢ r❡♦r❞❡r✐♥❣ ✐♥ ❬❇❆●✶✷❪ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦✉r ✇♦r❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❬❇❆●✶✷❪ ♦♥❧② r❡♦r❣❛♥✐③❡s t❤❡ ✜❧❡
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡ ♥❛♠❡s ✭❛✳❦✳❛ t❤❡ ❤♦sts ✜❧❡✮✱ t❤✉s ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✇❛② ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❞✐s♣❛t❝❤❡❞
♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♥♦t ❜♦✉♥❞ t♦ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts ❛♥❞
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② ❝❛❧❧ ❛♥② r❡❛❧ ▼P■ r❡♦r❞❡r✐♥❣ r♦✉t✐♥❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦✉r ♣❛rt✐❛❧❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ▼P■❴❉✐st❴❣r❛♣❤❴❝r❡❛t❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ t❤✐s
✇♦r❦✳

❙♦♠❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❜✐♥❞ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤✐s r❡s♦✉r❝❡ ❜✐♥❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬❘▼◆P✵✾❪ ❛♥❞ ❬▼❈❖✵✾❪✳
❇♦t❤ ✇❡r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛♥❞ s❤❛r❡ ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❞❡s✐❣♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t❤❡② s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✿ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ▼P■ ❝❛❧❧s t♦ r❡♦r❞❡r t❤❡
♣r♦❝❡ss r❛♥❦s✱ t❤❡② ❜♦t❤ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❙❝♦t❝❤ ❬❋✳ ✾✹❪ ♣❛rt✐t✐♦♥❡r ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❣❛t❤❡r
t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛t r✉♥t✐♠❡✳ ❆❧s♦✱ ❬❘▼◆P✵✾❪ ✉s❡s ❛ ♣✉r❡❧② q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❧❡ ♦✉rs ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s✐♥❝❡ ✇❡ ♠❛♥❛❣❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤②
♦❢ ❛ ♥♦❞❡✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ♠❛❥♦r ❢r❡❡ ▼P■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ▼P■❈❍✷ ❬❆r❣✵✹❪
❛♥❞ ❖♣❡♥ ▼P■ ❬●❋❇+✵✹❪ ♣r♦✈✐❞❡ ♦♣t✐♦♥s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s ❜✐♥❞✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❛t ❧❛✉♥❝❤ t✐♠❡
t❤❛♥❦s t♦ t❤❡✐r ♣r♦❝❡ss ♠❛♥❛❣❡rs✱ ❍②❞r❛ ❛♥❞ ❖❘❚❊✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❢r♦♠
s♦♠❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s ✭❡✳❣✳✱ ❬❍❙❉✶✶❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤
♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❞ ❢❛✐❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✬s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r r✉♥t✐♠❡ s②st❡♠s t❤❛t ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❜✐♥❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡
♦♥❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ▼P■ ✈❡♥❞♦rs✬ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❈r❛② ✭❬◆❛t❪✱ ❬❏✳ ✶✶❪✮✱ ❍P ❬❉✳ ✵✼❜❪ ❛♥❞
■❇▼ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❊✳ ✵✽❪✮✳

❈♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▼P■ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s
❛✐♠ ❛t t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❬❩●●❚✵✾❪ ✉s❡s ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❡ t♦ ♠❛❦❡ ❜❡tt❡r ✉s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❝♦r❡
♥♦❞❡s✳ ❬❩❩❈❩✵✾❪ ❛♥❞ ❬▼❍❇❉✶✶❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♣r♦❝❡ss ♣❧❛❝❡♠❡♥t str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s t♦ ✜♥❞
t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❖✉r ✇♦r❦ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧❧
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❑❡r♥✐❣❤❛♥✲▲✐♥ ❤❡✉r✐st✐❝✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦
s♦❧✈❡ ❛ ●r❛♣❤ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠✳ ❈❤❛❝♦ ❬❍▲✾✹❪ ❛♥❞ ▼❡t✐s ❬❑❑✾✺❪ ✭♦r P❛r▼❡t✐s ❢♦r ✐ts ♣❛r❛❧❧❡❧
✈❡rs✐♦♥✮ ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ❣r❛♣❤✲♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡✳ ❙❝♦t❝❤ ❬❋✳ ✾✹❪ ✐s ❛ ❣r❛♣❤✲♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣
❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ tr❡❡✲str✉❝t✉r❡❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✭❝❛❧❧❡❞ t❧❡❛❢✮ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡
♠❛♣♣✐♥❣✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✴❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ♦✉r
✇♦r❦ ✐s t❤❛t ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❤❛r❞✇❛r❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r
✇♦r❦s r❡q✉✐r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✱ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦❧❧❡❝t ♦♥ ❝✉rr❡♥t ❤❛r❞✇❛r❡
❞✉❡ t♦ ◆❯▼❆ ❡✛❡❝ts✳

Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦t❤❡r t❤❛♥ ▼P■ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣r♦❝❡ss ♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❈❍❆❘▼✰✰ ❬❑❑✾✸❪✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❞②♥❛♠✐❝ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♦❢
✐♥t❡r♥❛❧ ♦❜❥❡❝ts ✭❝❤❛r❡s✮ ✉s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛✣♥✐t② ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②✳ P●❆❙ ❧❛♥❣✉❛❣❡s
✭❡✳❣✳✱ ❯P❈ ❬❯P❈✵✺❪✮ ❡①♣♦s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❡ ✭❧♦❝❛❧ ❛♥❞ r❡♠♦t❡✮ ❢♦r ♠❡♠♦r② ❛✣♥✐t②
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳

■♥r✐❛



Pr♦❝❡ss P❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ▼✉❧t✐❝♦r❡ ❈❧✉st❡rs✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ■ss✉❡s ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✶✶

✹ ❚❤❡ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠

✹✳✶ ❘❡❣✉❧❛r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❚r❡❡▼❛t❝❤

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❝❛❧❧❡❞❚r❡❡▼❛t❝❤✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❜✐♥❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭✐✳❡✳✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
✉♥✐ts ♥✉♠❜❡rs✮ ♦r ❢♦r t❤❡ r❛♥❦ r❡♦r❞❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭✐✳❡✳✱ ♥❡✇ ▼P■ r❛♥❦s✮✳ ❆ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
❚r❡❡▼❛t❝❤ ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬❏▼✶✵❪✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❚❤❡ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠
■♥♣✉t✿ T✴✴ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣② tr❡❡
■♥♣✉t✿ m ✴✴ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①
■♥♣✉t✿ D ✴✴ ❚❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ tr❡❡

✶ ❣r♦✉♣s❬✶✳✳D − 1❪❂∅ ✴✴ ❍♦✇ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧
✷ ❢♦r❡❛❝❤ ❞❡♣t❤← D − 1✳✳✶ ❞♦ ✴✴ ❲❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛✈❡s
✸ p← ♦r❞❡r ♦❢ m

✴✴ ❊①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②
✹ ✐❢ ♣ mod arity(❚, depth− 1) 6= 0 t❤❡♥

✺ m←❊①t❡♥❞❈♦♠▼❛tr✐①✭T ✱m✱❞❡♣t❤✮

✻ ❣r♦✉♣s❬❞❡♣t❤❪←●r♦✉♣Pr♦❝❡ss❡s✭T ✱m✱❞❡♣t❤✮✴✴ ●r♦✉♣ ♣r♦❝❡ss❡s ❜② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛❢❢✐♥✐t②
✼ m←❆❣❣r❡❣❛t❡❈♦♠▼❛tr✐①✭m✱❣r♦✉♣s❬❞❡♣t❤❪✮ ✴✴ ❆❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s

✽✽ ▼❛♣●r♦✉♣s✭T ✱❣r♦✉♣s✮ ✴✴ Pr♦❝❡ss t❤❡ ❣r♦✉♣s t♦ ❜✉✐❧t t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣

Pr♦❝ ✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼
✵ ✵ ✶✵✵✵ ✶✵ ✶ ✶✵✵ ✶ ✶ ✶
✶ ✶✵✵✵ ✵ ✶✵✵✵ ✶ ✶ ✶✵✵ ✶ ✶
✷ ✶✵ ✶✵✵✵ ✵ ✶✵✵✵ ✶ ✶ ✶✵✵ ✶
✸ ✶ ✶ ✶✵✵✵ ✵ ✶ ✶ ✶ ✶✵✵
✹ ✶✵✵ ✶ ✶ ✶ ✵ ✶✵✵✵ ✶✵ ✶
✺ ✶ ✶✵✵ ✶ ✶ ✶✵✵✵ ✵ ✶✵✵✵ ✶
✻ ✶ ✶ ✶✵✵ ✶ ✶✵ ✶✵✵✵ ✵ ✶✵✵✵
✼ ✶ ✶ ✶ ✶✵✵ ✶ ✶ ✶✵✵✵ ✵

✭❛✮ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ▼❛tr✐①

!" #" $" %" &" '!" '" (" )" *" +" ''"

!" '" #" (" $" )" %" *"TreeMatch: 

Packed:  !" '" #" (" $" )" %" *"

!" #" $" %" )" *"'" ("Round Robin:  

Computing Units ID: 

✭❜✮ ❚♦♣♦❧♦❣② ❚r❡❡ ✭sq✉❛r❡s r❡♣r❡s❡♥t ♠❛♣♣❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✮

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ■♥♣✉t ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❋♦r ❚r❡❡▼❛t❝❤✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② tr❡❡ ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✭❧❡❛✈❡s ❛r❡ ❛❧❧ ❛t t❤❡ s❛♠❡
❞❡♣t❤✮ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ ✭❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡♣t❤ ♣♦ss❡ss t❤❡ s❛♠❡ ❛r✐t②✮✳ ❙✉❝❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ✈❡r② r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs✱
s♦❝❦❡ts✱ ♥♦❞❡s ♦r ❝❛❜✐♥❡ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛♥

❘❘ ♥➦ ✽✷✻✾



✶✷ ❏❡❛♥♥♦t ✫ ▼❡r❝✐❡r ✫ ❚❡ss✐❡r

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ♠❛♣ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ❝♦r❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❞❛t❛ t❤❡② ❡①❝❤❛♥❣❡✳

❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ✇❡ ✇✐❧❧ r✉♥ ✐t ♦♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ tr❡❡ ♦❢ ❞❡♣t❤ ✹ ✇✐t❤ ✶✷ ❧❡❛✈❡s ✭❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts✮✳
❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛♥ 8 × 8 ♠❛tr✐① ✭❤❡♥❝❡✱ ✇❡
❤❛✈❡ ❡✐❣❤t ♣r♦❝❡ss❡s✮✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ tr❡❡ ✉♣✇❛r❞ ❛t ❞❡♣t❤ ✸✳ ❆t t❤✐s ❞❡♣t❤✱ ✇❡
❝❛❧❧ t❤❡ ❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❧❡✈❡❧ k✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡ k = 2 ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ♦r❞❡r p = 8 ♦❢ t❤❡
♠❛tr✐①m✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② ❣♦ t♦ ❧✐♥❡ ✻ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ●r♦✉♣Pr♦❝❡ss❡s✳
❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳

❋✉♥❝t✐♦♥ ●r♦✉♣Pr♦❝❡ss❡s✭T ✱m✱❞❡♣t❤✮
■♥♣✉t✿ T ✴✴❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣② tr❡❡
■♥♣✉t✿ m ✴✴ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①
■♥♣✉t✿ ❞❡♣t❤ ✴✴ ❝✉rr❡♥t ❞❡♣t❤

✶ l←▲✐st❖❢❆❧❧P♦ss✐❜❧❡●r♦✉♣s✭T ✱m✱❞❡♣t❤✮
✷ G←●r❛♣❤❖❢■♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✭l✮
✸ r❡t✉r♥ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❙❡t✭G✮

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜rst ❜✉✐❧❞s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛r✐t② k ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ ✭❤❡r❡ ✷✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥
❣r♦✉♣ ♣r♦❝❡ss ✵ ✇✐t❤ ♣r♦❝❡ss❡s ✶ ♦r ✷ ✉♣ t♦ ✼ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ✶ ✇✐t❤ ♣r♦❝❡ss❡s ✷ ✉♣ t♦ ✼ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳
❋♦r♠❛❧❧② ✇❡ ❤❛✈❡

(

2
8

)

= 28 ♣♦ss✐❜❧❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ p = 8 ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ✇❡
✇✐❧❧ ❣r♦✉♣ t❤❡♠ ❜② ♣❛✐rs ✭❦❂✷✮✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ p/k = 4 ❣r♦✉♣s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥
❝♦♠♠♦♥✳ ❚♦ ✜♥❞ t❤❡s❡ ❣r♦✉♣s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♣s
✭❧✐♥❡ ✷✮✳ ❚✇♦ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡② s❤❛r❡ ❛ ♣r♦❝❡ss ✭❡✳❣✳✱ ❣r♦✉♣ ✭✷✱✺✮ ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
✇✐t❤ ❣r♦✉♣ ✭✺✱✼✮ ❛s ♣r♦❝❡ss ✺ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ ❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s✮✳ ■♥ t❤✐s ❣r❛♣❤ ♦❢
✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ✈❡rt✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s
✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s✉❝❤ ❛ ❣r❛♣❤ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❑♥❡s❡r ●r❛♣❤ ❬❑♥❡✺✺❪✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♣s ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ✐s t❤✉s ❛♥
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡t ♦❢ t❤✐s ❣r❛♣❤✳

❆ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❑♥❡s❡r ❣r❛♣❤ ✐s t❤❛t s✐♥❝❡ k ❞✐✈✐❞❡s p✱ ❛♥②
♠❛①✐♠❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡t ✐s ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♦❢ s✐③❡ p/k✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥② ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧✇❛②s
✜♥❞s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡t ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s✐③❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ ❣r♦✉♣✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✭✐✳❡✳✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
s❡ts✮ ❛r❡ ♥♦t ♦❢ ❡q✉❛❧ q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❣r♦✉♣✐♥❣
♣r♦❝❡ss ✵ ✇✐t❤ ♣r♦❝❡ss ✺ ✐s ♥♦t ❛ ❣♦♦❞ ✐❞❡❛ ❛s t❤❡② ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐❢ ✇❡
❣r♦✉♣ t❤❡♠ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦t ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛t t❤❡ ♥❡①t ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡
t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s✱ ✇❡ ✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡❞
t❤❛♥❦s t♦ t❤✐s ❣r♦✉♣✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛tr✐① m✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss
✵ ✐s ✶✶✶✹ ❛♥❞ ♦❢ ♣r♦❝❡ss ✶ ✐s ✷✶✵✹ ❢♦r ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✸✷✶✽✳ ■❢ ✇❡ ❣r♦✉♣ t❤❡♠ t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❜② ✷✵✵✵✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❣r♦✉♣
✭✵✱✶✮ ✐s ✸✷✶✽✲✷✵✵✵❂✶✷✶✽✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❣r♦✉♣✐♥❣✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✜♥❞✐♥❣ s✉❝❤ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡t ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t ✐s ◆P✲❍❛r❞ ❛♥❞ ✐♥❛♣♣r♦①✲
✐♠❛❜❧❡ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t r❛t✐♦ ❬❑❖❍❍✵✺❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❤❡✉r✐st✐❝s t♦ ✜♥❞ ❛ ✏❣♦♦❞✑ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
s❡t✿

❼ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡s ✜rst✿ ✇❡ r❛♥❦ ✈❡rt✐❝❡s ❜② s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡s ✜rst ❛♥❞ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠❛①✐♠❛❧
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡t ❣r❡❡❞✐❧②✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡s✳

❼ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡s ❧❛st✿ ✇❡ r❛♥❦ ✈❡rt✐❝❡s ❜② s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡s ✜rst ❛♥❞ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠❛①✐♠❛❧
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✈❡rt✐❝❡s ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳

■♥r✐❛



Pr♦❝❡ss P❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ▼✉❧t✐❝♦r❡ ❈❧✉st❡rs✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ■ss✉❡s ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✶✸

❼ ❧❛r❣❡st ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞❡❣r❡❡s ✜rst✿ ✇❡ r❛♥❦ ✈❡rt✐❝❡s ❜② t❤❡✐r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞❡❣r❡❡s
✭t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs✮ ❛♥❞ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡t ❣r❡❡❞✐❧②✱
st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡st ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞❡❣r❡❡s ❬❑❖❍❍✵✺❪✳

■♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ tr② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❧❛st t✇♦✳ ❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ t♦ ❞✐s❛❜❧❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞❡❣r❡❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣r♦✉♣s ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝
✇❡ ✉s❡✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡t ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ④✭✵✱✶✮✱✭✷✱✸✮✱✭✹✱✺✮✱✭✻✱✼✮⑥✳ ❚❤✐s
❧✐st ✐s ❛✛❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❛rr❛② ❣r♦✉♣❬✸❪ ✐♥ ❧✐♥❡ ✻ ♦❢ t❤❡ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♣r♦❝❡ss ✵ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ✶ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣✉t ♦♥ ❧❡❛✈❡s s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✳

❱✐rt✳ Pr♦❝ ✵ ✶ ✷ ✸
✵ ✵ ✶✵✶✷ ✷✵✷ ✹
✶ ✶✵✶✷ ✵ ✹ ✷✵✷
✷ ✷✵✷ ✹ ✵ ✶✵✶✷
✸ ✹ ✷✵✷ ✶✵✶✷ ✵

✭❛✮ ❆❣❣r❡❣❛t❡❞ ♠❛tr✐① ✭❞❡♣t❤ ✷✮

❱✐rt✳ Pr♦❝ ✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺
✵ ✵ ✶✵✶✷ ✷✵✷ ✹ ✵ ✵
✶ ✶✵✶✷ ✵ ✹ ✷✵✷ ✵ ✵
✷ ✷✵✷ ✹ ✵ ✶✵✶✷ ✵ ✵
✸ ✹ ✷✵✷ ✶✵✶✷ ✵ ✵ ✵
✹ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵
✺ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✭❜✮ ❊①t❡♥❞❡❞ ♠❛tr✐①

❱✐rt✳ Pr♦❝ ✵ ✶
✵ ✵ ✹✶✷
✶ ✹✶✷

✭❝✮ ❆❣❣r❡❣❛t❡❞ ♠❛tr✐① ✭❞❡♣t❤ ✶✮

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛t ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❣r♦✉♣s ❛t ❞❡♣t❤ ✷✱ ❜✉t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❤❡ ♠❛tr✐①m ✇✐t❤ t❤❡ r❡♠❛✐♥✲
✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♠❛tr✐① ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆❣❣r❡❣❛t❡❈♦♠▼❛tr✐①
❋✉♥❝t✐♦♥✳

❋✉♥❝t✐♦♥ ❆❣❣r❡❣❛t❡❈♦♠▼❛tr✐①✭m✱g✮
■♥♣✉t✿ m ✴✴ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①
■♥♣✉t✿ g ✴✴ ❧✐st ♦❢ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✭✈✐rt✉❛❧✮ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ♠❡r❣❡

✶ n← ◆❜●r♦✉♣s✭g✮
✷ ❢♦r i← 0..(n− 1) ❞♦
✸ ❢♦r j ← 0..(n− 1) ❞♦
✹ ✐❢ i = j t❤❡♥

✺ r[i, j]← 0
✻ ❡❧s❡

✼ r[i, j]←
∑

i1∈g[i]

∑

j1∈g[j]
m[i1, j1]

✽ r❡t✉r♥ r

❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ✭✵✱✶✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣ ✭✷✱✸✮ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
✐s ✶✵✶✷ ❛♥❞ ✐s ♣✉t ✐♥ r[0, 1] ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✭❛✮✮✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① r ✐s ♦❢ s✐③❡ 4× 4 ✭✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉r ❣r♦✉♣s✮
❛♥❞ ✐s r❡t✉r♥❡❞ t♦ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ t♦ m ✭❧✐♥❡ ✼ ♦❢ t❤❡ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ♠❛tr✐① m
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❝❛❧❧❡❞ ✈✐rt✉❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✮

❘❘ ♥➦ ✽✷✻✾



✶✹ ❏❡❛♥♥♦t ✫ ▼❡r❝✐❡r ✫ ❚❡ss✐❡r

❜✉✐❧t ❞✉r✐♥❣ t❤✐s st❡♣✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ❣r♦✉♣ t❤❡s❡ ✈✐rt✉❛❧
♣r♦❝❡ss❡s ✉♣ t♦ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳

❋✉♥❝t✐♦♥ ❊①t❡♥❞❈♦♠▼❛tr✐①✭T ✱m✱❞❡♣t❤✮
■♥♣✉t✿ T ✴✴❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣② tr❡❡
■♥♣✉t✿ m ✴✴ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①
■♥♣✉t✿ ❞❡♣t❤ ✴✴ ❝✉rr❡♥t ❞❡♣t❤

✶ p← ♦r❞❡r ♦❢ m
✷ k ←❛r✐t②✭T ✱❞❡♣t❤✰✶✮
✸ r❡t✉r♥ ❆❞❞❊♠♣t②▲✐♥❡s❆♥❞❈♦❧✭m✱k✱p✮

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡♥ ❧♦♦♣s ❛♥❞ ❞❡❝r❡♠❡♥ts ❞❡♣t❤ t♦ ✷✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❛r✐t② ❛t ❞❡♣t❤ ✶ ✐s ✸ ❛♥❞
❞♦❡s ♥♦t ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ m ✭✹✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛❞❞ t✇♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❣r♦✉♣s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡
✇✐t❤ ❛♥② ♦t❤❡r ❣r♦✉♣s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❛❞❞ t✇♦ ❧✐♥❡s ❛♥❞ t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ❢✉❧❧ ♦❢ ③❡r♦❡s t♦ t❤❡
♠❛tr✐① m✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♠❛tr✐① ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✭❜✮✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s st❡♣ ✐s t♦ ❛❧❧♦✇ ♠♦r❡
✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣✱ t❤✉s ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛♣♣✐♥❣✳

❖♥❝❡ t❤✐s st❡♣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣r♦✉♣ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❣r♦✉♣ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❜✉✐❧t
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✮✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡t ❤❡✉r✐st✐❝s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣✿ ④✭✵✱✶✱✹✮✱✭✷✱✸✱✺✮⑥✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥
❛ 2× 2 ♠❛tr✐① ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✭❝✮✮✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t ❧♦♦♣ ✭❞❡♣t❤❂✶✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
t♦ ❣r♦✉♣ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✿ ④✭✵✱✶✮⑥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ t♦ ❣r♦✉♣❬✶❪✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡♥ ❣♦❡s t♦ ❧✐♥❡ ✽✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s st❡♣ ✐s t♦ ♠❛♣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ t❤❡
r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s t❛s❦✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❣r♦✉♣s ❛rr❛②✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❣r♦✉♣s
♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤✐s ❤✐❡r❛r❝❤② ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✈✐rt✉❛❧
♣r♦❝❡ss ✵ ✭r❡s♣✳ ✶✮ ♦❢ ❣r♦✉♣❬✶❪ ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✭r❡s♣✳ r✐❣❤t✮ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ❲❤❡♥ ❛ ❣r♦✉♣
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❣r♦✉♣✱ ♥♦ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉❜✲tr❡❡✳ ❆t
t❤❡ ❡♥❞✱ ♣r♦❝❡ss❡s ✵ t♦ ✼ ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❧❡❛✈❡s ✭❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts✮ ✵✱✷✱✹✱✻✱✶✱✸✱✺✱✼✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡
❜♦tt♦♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❜✮✮✳ ❚❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢
t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✭♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥
❜❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ tr❡❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧♦s❡r t❤❡② ❛r❡ ✐♥ t❤✐s tr❡❡ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡✮✱ t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② tr❡❡ ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✭❛✮✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♣t✐♠❛❧
❣r♦✉♣s ♦❢ ✭✈✐rt✉❛❧✮ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡t ❤❡✉r✐st✐❝✱ ❛s t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡s❡ ❣r♦✉♣s ❛r❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❣r♦✉♣s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❣r♦✉♣s ✭❧✐♥❡ ✺✮✱ ✇❡ ❛✈♦✐❞ t❤❡ P❛❝❦❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ✵✱✷✱✹✱✻✱✽✱✶✱✸✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
✇♦rs❡ ❛s ♣r♦❝❡ss❡s ✹ ❛♥❞ ✺ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❛ ❧♦t ✇✐t❤ ♣r♦❝❡ss❡s ✻ ❛♥❞ ✼ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♠✉st ❜❡ ♠❛♣♣❡❞
t♦ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜✲tr❡❡✳ ❖♥ t❤❡ s❛♠❡ ✜❣✉r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❘♦✉♥❞ ❘♦❜✐♥ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤
♠❛♣s ♣r♦❝❡ss i ♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐t i✱ ❧❡❛❞s ❛❧s♦ t♦ ❛ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧t✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ●r♦✉♣Pr♦❝❡ss❡s✳ ■❢ k ✐s t❤❡ ❛r✐t② ♦❢ t❤❡
♥❡①t ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ p ✐s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ♣❛rt
✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ k✲s✐③❡❞ ❣r♦✉♣s ❛♠♦♥❣ ❛ s❡t ♦❢ p ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s
(

p
k

)

= O(pk)✳
❚r❡❡▼❛t❝❤ ✉s❡s ❛ tr❡❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ ▼P■PP✱

P❛r▼❡t✐s✱ ❡t❝✳✮ ♥❡❡❞ ❛ t♦♣♦❧♦❣② ♠❛tr✐① ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢
♣r♦❝❡ss❡s✳ ❍❛✈✐♥❣ ❛ tr❡❡ ❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣r♦❝❡ss ❜② ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✿ t❤❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❣❛t❤❡r✐♥❣
s✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❡❛s② ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s♣❡❡❞s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts ❛r❡ ✈❡r②
❤❛r❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛s t❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♠❛♥② ❢❛❝t♦rs ✭♠❡ss❛❣❡ s✐③❡✱ ❝❛❝❤❡ s✐③❡✱ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✱
❧❛t❡♥❝②✱ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ❡t❝✳✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈♦✐❞s
s✉❝❤ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s ♠♦r❡ ♣♦rt❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❤❛r❞✇❛r❡ str✉❝t✉r❡
✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳

■♥r✐❛



Pr♦❝❡ss P❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ▼✉❧t✐❝♦r❡ ❈❧✉st❡rs✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ■ss✉❡s ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✶✺

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
♠❛❝❤✐♥❡✱ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ✐s st✐❧❧ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡
✐s ❛ tr❡❡✱ ✐t ♠✉st ❛❜str❛❝t t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ tr❡❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ✐t ✭♣❡r❤❛♣s ❛t
t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✢❛tt❡♥✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡✮✳ ■❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❣r❛♣❤✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡❡❞s t♦
❜❡ ❛❜str❛❝t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ✢❛tt❡♥✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐♥❞❡r t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✿ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ t✐♠✐♥❣s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ◆❆❙ ❦❡r♥❡❧s
♦♥ ✶✷✽ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts ✭✶✻ ♥♦❞❡s✮ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❧❛ss❡s ❈ ❛♥❞ ❉✳ ❚✇♦ ❝❛s❡s ❛r❡ st✉❞✐❡❞✿ ✐♥ t❤❡ ✜rst✱
❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s✇✐t❝❤ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❞✐s♣❛t❝❤❡❞ ❡✈❡♥❧②
♦♥ t✇♦ s✇✐t❝❤❡s✱ ✐♥❝✉rr✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦st❧② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❚r❡❡▼❛t❝❤
✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r
t❤❡s❡ t✇♦ ❝❛s❡s ✐s s♠❛❧❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❆rt ❙❡❝t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦
t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ♦t❤❡r ✇♦r❦s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❢❛s❤✐♦♥✳

cg.C.128 cg.D.128 ft.C.128 ft.D.128 lu.C.128 lu.D.128

Impact of network on processes placement with TreeMatch
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❋✐❣✉r❡ ✼✿ ◆❡t✇♦r❦ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ ❚r❡❡▼❛t❝❤✱ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② tr❡❡ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ✉♣✇❛r❞ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❣r♦✉♣❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♥ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ●r♦✉♣Pr♦❝❡ss❡s✳ ■❢ k ✐s t❤❡ ❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ p ✐s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ k✲s✐③❡❞
❣r♦✉♣s ❛♠♦♥❣ ❛ s❡t ♦❢ p ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s

(

p
k

)

✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
(

p
k

)

= O(pk)✳ ❍❡♥❝❡✱
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❡rs✐♦♥ ❤❛s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡✱ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ t✇♦ ♥❡✇ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧②
❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢
❣r♦✉♣s ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❤ ❣r♦✉♣s ✐s ❧❛r❣❡✳ ❇♦t❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

❘❘ ♥➦ ✽✷✻✾



✶✻ ❏❡❛♥♥♦t ✫ ▼❡r❝✐❡r ✫ ❚❡ss✐❡r

✹✳✷ ❘✉♥♥✐♥❣ ❚✐♠❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❚r❡❡▼❛t❝❤

✹✳✷✳✶ ❆r✐t② ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡❡

■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣r♦✉♣s ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ●r♦✉♣Pr♦❝❡ss❡s✱ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡
❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❛r✐t② ✐♥t♦ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ s♠❛❧❧❡r ❛r✐t②✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥str❛✐♥t
✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡✇ ❧❡✈❡❧s ❤❛s t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❧❡✈❡❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ❛ tr❡❡ ❤❛s ❛ ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❛r✐t② ♦❢ ✹✱ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤✐s ❧❡✈❡❧ ✐♥t♦ t✇♦ ❧❡✈❡❧s
♦❢ ❛r✐t② ✷✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ●r♦✉♣Pr♦❝❡ss❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞✳ ❇✉t✱ ❛s
2×

(

p
2

)

✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
(

p
4

)

❢♦r p > 8✱ t❤✐s ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♠❛♣ ❡✐❣❤t ♣r♦❝❡ss❡s
♦r ♠♦r❡ ✭✐✳❡✳✱ ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ tr❡❡✮✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s❡
k ✐♥t♦ ♣r✐♠❡ ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ ❛r✐t② k ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ✇✐t❤
❛♥ ❛r✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❢❛❝t♦r✳ ❆s ✐♥ ♠♦❞❡r♥ ❝♦♠♣✉t❡rs t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts
✐♥ ❛ ♥♦❞❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ✷ ♦r ✸✱ s✉❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❡❧♣ t♦ r❡❞✉❝❡ k t♦ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s
❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✭✇❤❡♥ p ✐s ❤✐❣❤✮✳

▲❡t fk,d(p) =
(pk)

d( p
k/d)

✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❣❛✐♥ ✇❤❡♥ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ ❛r✐t② k ✐♥t♦

d ♥♦❞❡s ♦❢ ❛r✐t② k/d ❢♦r p ♣r♦❝❡ss❡s ✭k < p ❛♥❞ d ❞✐✈✐❞❡s k✮✳ ▲❡t ✉s st✉❞② ✇❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❣❛✐♥
✭✐✳❡✳ ✇❤❡♥ fk,d(p) > 1✮✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢

(

p
k

)

✱ ✇❡ ❤❛✈❡✹✿

fk,d(p) =

(

k
d

)

!
(

p− k
d

)

!

k! (p− k)!d

❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s✿

f ′k,d(p) = −

(

Ψ(p− k + 1)−Ψ
(

pd−k+d
d

))(

pd−k
d

)

!
(

k
d

)

!

k! (p− k)!d

✇❤❡r❡ Ψ ✐s t❤❡ ❉✐❣❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ]0,+∞[✳ ❆s p − k + 1 < pd−k+d
d ✱ f ′k,d(p) ✐s

♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r 0 < k < p✳ ❍❡♥❝❡✱ fk,d(p) ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ p✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

lim
p→∞

fk,d(p) =

(

k
d

)

!

k!d
lim
p→∞

(

p− k
d

)

!

(p− k)!
= +∞

❜❡❝❛✉s❡ k < p ❛♥❞ d > 1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥✉♠❜❡r p∗✱ s✉❝❤ t❤❛t ∀p > p∗, fk,d(p) > 1
❛♥❞ ❤❡♥❝❡

(

p
k

)

> d
(

p
k/d

)

✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ ♦❢ ❛r✐t② k✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♣r♦❝❡ss❡s ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ❜❡tt❡r t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤✐s ♥♦❞❡ ✐♥ d ♥♦❞❡s ♦❢ ❛r✐t② k/d ✭✇❤❡r❡
d ❞✐✈✐❞❡s k✮✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♥♦✇ ❛s❦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥✿ ❣✐✈❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ ❛r✐t② k✱ ✇❤❛t ✐s t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ p∗ ❛♥❞ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✭d∗✮ ♦❢ d❄ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r k ≤ 128 ❛♥❞ p ≤ 500 000✳ ❚❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ d ✐s t❤❡ ♦♥❡
t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s d

(

p
k/d

)

✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧② ❡♥♦✉❣❤✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ t❡st❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ k ❛♥❞ p t❤✐s

♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ d∗ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ p ❛♥❞ ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡ ❣r❡❛t❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞✐✈✐s♦r ♦❢ d ✭✐✳❡✳✱
t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❞✐✈✐s♦r ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ d✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ k t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
p∗ ❛♥❞ ♦♥❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ d∗ s✉❝❤ t❤❛t ∀p ≥ p∗,

(

p
k

)

> d∗
(

p
k/d∗

)

❛♥❞ ∀p ≥ p∗, d ≤ d∗, d
(

p
k/d

)

> d∗
(

p
k/d∗

)

✳

❋♦r ❛❧❧ k ≤ 128 ❛♥❞ ♥♦t ♣r✐♠❡✱ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ p∗ ❛♥❞ d∗ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳
●✐✈❡♥ ❛ tr❡❡✱ ✐t ✐s ♥♦✇ ❡❛s② t♦ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ✐t ✐♥t♦ ❛ tr❡❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥♦❞❡s ♦❢ ❤✐❣❤

❛r✐t② ❛r❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ♥♦❞❡s ♦❢ s♠❛❧❧❡r ❛r✐t②✳ ❲❡ ✜rst r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡ ❛r✐t② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ tr❡❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛t ❧❡✈❡❧ n ❣✐✈❡♥ ❛

✹♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✉s✐♥❣ ▼❛t❧❛❜

■♥r✐❛



Pr♦❝❡ss P❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ▼✉❧t✐❝♦r❡ ❈❧✉st❡rs✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ■ss✉❡s ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✶✼

k p∗ d∗

✹ ✽ ✷
✻ ✶✵ ✸
✽ ✶✷ ✹
✾ ✶✹ ✸
✶✵ ✶✹ ✺
✶✷ ✶✻ ✻
✶✹ ✶✽ ✼
✶✺ ✷✵ ✺
✶✻ ✷✵ ✽
✶✽ ✷✷ ✾
✷✵ ✷✹ ✶✵
✷✶ ✷✻ ✼
✷✷ ✷✻ ✶✶
✷✹ ✷✽ ✶✷
✷✺ ✸✷ ✺
✷✻ ✸✵ ✶✸
✷✼ ✸✷ ✾
✷✽ ✸✷ ✶✹
✸✵ ✸✹ ✶✺
✸✷ ✸✻ ✶✻
✸✸ ✸✽ ✶✶
✸✹ ✸✽ ✶✼
✸✺ ✹✷ ✼
✸✻ ✹✵ ✶✽
✸✽ ✹✷ ✶✾
✸✾ ✹✹ ✶✸
✹✵ ✹✹ ✷✵
✹✷ ✹✻ ✷✶
✹✹ ✹✽ ✷✷
✹✺ ✺✵ ✶✺
✹✻ ✺✵ ✷✸
✹✽ ✺✷ ✷✹

k p∗ d∗

✹✾ ✺✽ ✼
✺✵ ✺✹ ✷✺
✺✶ ✺✻ ✶✼
✺✷ ✺✻ ✷✻
✺✹ ✺✽ ✷✼
✺✺ ✻✷ ✶✶
✺✻ ✻✵ ✷✽
✺✼ ✻✷ ✶✾
✺✽ ✻✷ ✷✾
✻✵ ✻✹ ✸✵
✻✷ ✻✻ ✸✶
✻✸ ✻✽ ✷✶
✻✹ ✻✽ ✸✷
✻✺ ✼✷ ✶✸
✻✻ ✼✵ ✸✸
✻✽ ✼✷ ✸✹
✻✾ ✼✹ ✷✸
✼✵ ✼✹ ✸✺
✼✷ ✼✻ ✸✻
✼✹ ✼✽ ✸✼
✼✺ ✽✵ ✷✺
✼✻ ✽✵ ✸✽
✼✼ ✽✻ ✶✶
✼✽ ✽✷ ✸✾
✽✵ ✽✹ ✹✵
✽✶ ✽✻ ✷✼
✽✷ ✽✻ ✹✶
✽✹ ✽✽ ✹✷
✽✺ ✾✷ ✶✼
✽✻ ✾✵ ✹✸
✽✼ ✾✷ ✷✾
✽✽ ✾✷ ✹✹

k p∗ d∗

✾✵ ✾✹ ✹✺
✾✶ ✶✵✵ ✶✸
✾✷ ✾✻ ✹✻
✾✸ ✾✽ ✸✶
✾✹ ✾✽ ✹✼
✾✺ ✶✵✷ ✶✾
✾✻ ✶✵✵ ✹✽
✾✽ ✶✵✷ ✹✾
✾✾ ✶✵✹ ✸✸
✶✵✵ ✶✵✹ ✺✵
✶✵✷ ✶✵✻ ✺✶
✶✵✹ ✶✵✽ ✺✷
✶✵✺ ✶✶✵ ✸✺
✶✵✻ ✶✶✵ ✺✸
✶✵✽ ✶✶✷ ✺✹
✶✶✵ ✶✶✹ ✺✺
✶✶✶ ✶✶✻ ✸✼
✶✶✷ ✶✶✻ ✺✻
✶✶✹ ✶✶✽ ✺✼
✶✶✺ ✶✷✷ ✷✸
✶✶✻ ✶✷✵ ✺✽
✶✶✼ ✶✷✷ ✸✾
✶✶✽ ✶✷✷ ✺✾
✶✶✾ ✶✷✽ ✶✼
✶✷✵ ✶✷✹ ✻✵
✶✷✷ ✶✷✻ ✻✶
✶✷✸ ✶✷✽ ✹✶
✶✷✹ ✶✷✽ ✻✷
✶✷✺ ✶✸✷ ✷✺
✶✷✻ ✶✸✵ ✻✸
✶✷✽ ✶✸✷ ✻✹

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❚❛❜❧❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ tr❡❡ ❞✐✈✐s✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ ❛r✐t② k ✐t t❡❧❧s ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣r♦❝❡ss♦rs p∗ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤✐s ♥♦❞❡ ✐♥t♦ d∗ ♥♦❞❡s ♦❢ ❛r✐t② k/d∗✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ∀p ≥ p∗,

(

p
k

)

> d∗
(

p
k/d∗

)

✳

♥♦❞❡ ♦❢ ❛r✐t② kn✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐❢ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ✐t ♦r ♥♦t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ p✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✭♦r ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✮ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡
❤❛✈❡ p =

∏n
i=0 ki✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ tr❡❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢

t❤❡ ❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ❛t r♦✇ k✱ p ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ p∗✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ ❛❧❧
t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥t♦ d∗ ♥♦❞❡s ♦❢ ❛r✐t② k/d∗✳ ❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❛r✐t✐❡s✱ ✇❡ tr❛✈❡rs❡ t❤❡ tr❡❡
s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ✭t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ ♥❡✇ ♥♦❞❡ ♦❢ ❛r✐t② K/d∗ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞✮ ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
♠♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥♦❞❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ tr❡❡ ♦❢ ❞❡♣t❤ ✸ ✇✐t❤ ❛r✐t② ❢r♦♠ r♦♦t t♦ ❧❡❛✈❡s ❡q✉❛❧ t♦ ✹✱ ✹ ❛♥❞ ✶✳

❘❘ ♥➦ ✽✷✻✾



✶✽ ❏❡❛♥♥♦t ✫ ▼❡r❝✐❡r ✫ ❚❡ss✐❡r

❇❛s❡❞ ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ♦♥❧② ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❢♦✉r ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❧❡✈❡❧ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❞❡❛❧ ♦♥❧② ✇✐t❤ ❢♦✉r ❣r♦✉♣s ♦❢
♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆❢t❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢♦✉r ❧❡✈❡❧s ✇✐t❤ ❛r✐t✐❡s ♦❢ ✹✱ ✷✱ ✷ ❛♥❞ ✶✳

✹✳✷✳✷ ❙♣❡❡❞✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❜✉✐❧❞✐♥❣

❘❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛r✐t② ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❛s
(

p
k

)

= O(pk)✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱
♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ tr❡❡s ✇✐t❤ ❛r✐t✐❡s ✷ ❛♥❞✴♦r ✸✱ r❡❞✉❝✐♥❣
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❚r❡❡▼❛t❝❤ st❡♣ t♦ sq✉❛r❡❞ ♦r ❝✉❜✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡s❡ st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✉s❡ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❛t r✉♥t✐♠❡ ✭❡✳❣✳✱ ✐♥
❛ ❧♦❛❞✲❜❛❧❛♥❝❡r✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t t❛❦❡ t❤✐s ❛❝t✉❛❧ st❛t❡ ❢♦r ❣r❛♥t❡❞✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t
✐♥t❡r♥❛❧ ❛r✐t✐❡s ♦❢ ♥♦❞❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ✐s ❛❧r❡❛❞② t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ s♦♠❡
♠❛❝❤✐♥❡s t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛r✐t② ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ s✇✐t❝❤❡s ✐s ♥❡✐t❤❡r ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ✷ ♥♦r ✸✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❢❛st❡r ✇❛② ♦❢ ❣r♦✉♣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ♦r ❣r♦✉♣s
♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋❛st●r♦✉♣Pr♦❝❡ss❡s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
t❤❡ ●r♦✉♣Pr♦❝❡ss❡s ♦♥❡ ✇❤❡♥

(

p
k

)

≥ Th✱ ✇❤❡r❡ Th ✐s ❛ ✉s❡r✲❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭30 000 ❜② ❞❡❢❛✉❧t✮✳

❋✉♥❝t✐♦♥ ❋❛st●r♦✉♣Pr♦❝❡ss❡s✭T ✱m✱❞❡♣t❤✮
■♥♣✉t✿ b ✴✴◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜✉❝❦❡ts
■♥♣✉t✿ T ✴✴❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣② tr❡❡
■♥♣✉t✿ m ✴✴ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①

✶ ❜✉❝❦❡t❴❧✐st←P❛rt✐❛❧❙♦rt✭m, b✮❀
✷ r❡t✉r♥ ●r❡❡❞②●r♦✉♣✐♥❣✭❜✉❝❦❡t❴❧✐st✱T ✮

■t ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✜rst✱ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛r❡ s♦rt❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♦r❞❡rs ♦❢
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥t♦ b ❜✉❝❦❡ts ✭t❤❡r❡ ❛r❡ ❡✐❣❤t ❜✉❝❦❡ts ❜② ❞❡❢❛✉❧t✮✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
♠❛tr✐① ❛r❡ ♣✉t ✐♥ t❤❡ ✜rst ❜✉❝❦❡t✱ s♠❛❧❧❡r ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❜✉❝❦❡t✳ ❚♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡s❡
❜✉❝❦❡ts✱ ✇❡ r❛♥❞♦♠❧② ❡①tr❛❝t ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ 2b ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ s♦rt t❤✐s s❛♠♣❧❡✳
❚♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ s♦rt✐♥❣ ✇❡ ❡①tr❛❝t b − 1 ♣✐✈♦ts ❢r♦♠ t❤✐s s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♣✐✈♦t ✐s t❤❡
❧❛r❣❡st ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ it❤ ♣✐✈♦t pi ✐s t❤❡ 2i−1 ❧❛r❣❡st ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ s❡t p0 = +∞ ❛♥❞ pb = 0✳ ❚❤❡♥✱ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ✈❛❧✉❡ v ✐s ♣✉t ✐♥ t❤❡
❜✉❝❦❡t j s✉❝❤ t❤❛t pj−1 < v ≤ pj ✳ ❖♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣✉t ✐♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❜✉❝❦❡ts✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❜✉❝❦❡t ❜② ❜✉❝❦❡t✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✉❝❦❡t ♦❢ ❧❛r❣❡st ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲❡ s♦rt
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜✉❝❦❡t ❛♥❞ ✇❡ ❣r♦✉♣ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜✉❝❦❡t t♦❣❡t❤❡r ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡
❛r❡ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❣r❡❡❞✐❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ♠❛tr✐① ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s✳ ■❢ ❛ ❜✉❝❦❡t ✐s ❡①❤❛✉st❡❞✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡✳

✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ❜♦t❤ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞
✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

✺✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❆❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❛ ❝❧✉st❡r ❝❛❧❧❡❞ P❧❛❋❘■▼✳ ❚❤✐s ❝❧✉st❡r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ✻✹ ♥♦❞❡s ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ■♥✜♥✐❇❛♥❞ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t ✭❍❈❆✿ ▼❡❧❧❛♥♦① ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ▼❚✷✻✹✷✽
❈♦♥♥❡❝t❳ ■❇ ◗❉❘✮✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ❢❡❛t✉r❡s t✇♦ ◗✉❛❞✲❝♦r❡✲ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ◆❡❤❛❧❡♠ ❳✺✺✺✵ ✭✷✳✻✻
●❍③✮ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ✽ ▼❜②t❡s ♦❢ ▲✸ ❝❛❝❤❡ ❛r❡ s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦r❡s ♦❢ ❛ ❈P❯✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
❛❧s♦ ✷✹ ●❇ ♦❢ ✶✳✸✸ ●❍③ ❉❉❘✸ ❘❆▼ ♦♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❛ ❙❯❙❊ ▲✐♥✉①
✭✷✳✻✳✷✼ ❦❡r♥❡❧✮✳ ❲❡ r❡s❡r✈❡❞ t✇♦ ■♥✜♥✐❇❛♥❞ ◗❉❘ s✇✐t❝❤❡s ❛♥❞ ✶✻ ♥♦❞❡s ♦♥ ❡❛❝❤ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡

■♥r✐❛



Pr♦❝❡ss P❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ▼✉❧t✐❝♦r❡ ❈❧✉st❡rs✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ■ss✉❡s ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✶✾

❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆s ❢♦r t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✱ ❜② ❞❡❢❛✉❧t ✇❡ ✉s❡❞ ❖♣❡♥ ▼P■ ✈❡r✳ ✶✳✺✳✹ ✭▼❱❆P■❈❍✷ ✈❡r ✶✳✽
❢♦r ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✮ ❛♥❞ ❍✇❧♦❝ ✈❡r✳ ✶✳✹✳✶✳

❋✐rst✱ ✇❡ r❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ◆❆❙ P❛r❛❧❧❡❧ ❇❡♥❝❤♠❛r❦s ❬❇❇❉❙✾✹❪✳ ❲❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤r❡❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❦❡r♥❡❧s✿

❼ t❤❡ ❈♦♥❥✉❣❛t❡ ●r❛❞✐❡♥t ✭❈●✮ ❦❡r♥❡❧ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ✐rr❡❣✉❧❛r ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ❛♥❞ ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥s

❼ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❋❚✮ ❦❡r♥❡❧ ❢♦r ✐ts ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥

❼ t❤❡ ▲♦✇❡r✲❯♣♣❡r ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ❦❡r♥❡❧ ✭▲❯✮✱ ✇❤✐❝❤ ❢❡❛t✉r❡s ❛ s♦❧✈❡r ✇✐t❤ ✐rr❡❣✉❧❛r ♠❡♠♦r②
❛❝❝❡ss❡s

❋♦r t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❦❡r♥❡❧s ✇❡ ✉s❡❞ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ✭❈ ❛♥❞ ❉✮ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛✈❡r❛❣❡ ♦r ❧❛r❣❡ ♣r♦❜❧❡♠
s✐③❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝❤♦s❡ t♦ t❡st ♣r♦❝❡ss ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♥ ❛ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ❩❊❯❙✲▼P✴✷ ❬❏✳ ✵✻❪✳
❩❊❯❙✲▼P✴✷ ✐s ❛ ❈❋❉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❣❛s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ✐❞❡❛❧ ♠❛❣♥❡t♦❤②❞r♦❞②✲
♥❛♠✐❝s✱ ✢✉①✲❧✐♠✐t❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ s❡❧❢ ❣r❛✈✐t②✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐s♣❡❝✐❡s ❛❞✈❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
❚r❡❡▼❛t❝❤ ✇✐t❤ ❙❝♦t❝❤✱ P❛r▼❊❚■❙✱ ❈❤❛❝♦ ❛♥❞ ▼P■PP✳ ❆s ▼P■PP ✐s ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ str❛t❡❣②
✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s✿ ▼P■PP✶ ❛♥❞ ▼P■PP✺✳ ▼P■PP✺ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ▼P■PP✶ ✜✈❡ t✐♠❡s✳

❲❡ ❛❧s♦ t❡st❡❞ t✇♦ ❣r❡❡❞② ♣r♦❝❡ss ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❘♦✉♥❞ ❘♦❜✐♥
✭❘❘✮✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐❞❡♥t✐t② ✭♣r♦❝❡ss i ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐t
i✮ ✺✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ❝❛❧❧❡❞ P❛❝❦❡❞✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ✐❞❡♥t✐t② ✭♣r♦❝❡ss i ✐s ♠❛♣♣❡❞
♦♥t♦ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐t i✮✳ ▲♦❣✐❝❛❧ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦♥❡✿ ✐♥
❧♦❣✐❝❛❧ ♥✉♠❜❡r✐♥❣✱ ✉♥✐ts ❛r❡ ♥✉♠❜❡r❡❞ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧② ✉s✐♥❣ ❛ ❜r❡❛❞t❤✲✜rst s❡❛r❝❤ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡
tr❡❡✻✳ ❙♦♠❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡rs ❛r❡ ♥❛t✐✈❡❧② ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
❛s ❞❡✜♥❡❞ ❤❡r❡ ✭❡✳❣✳✱ ❙❝♦t❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ t❧❡❛❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✱ ▼P■PP✮✳ ❋♦r P❛r▼❊❚■❙ ❛♥❞ ❈❤❛❝♦✱ ✇❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ❣r❛♣❤✲❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❧❡✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡✐r
❦✲✇❛② ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❙❝♦t❝❤
❛♥❞ P❛r▼❊❚■❙ s♦♠❡t✐♠❡s ♥❡❡❞ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❛tr✐①✳

❚♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ❙❝♦t❝❤ ♣r♦♣♦s❡s s❡✈❡r❛❧ ❢♦r♠❛ts✳ ❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧✱
tr❡❡✲str✉❝t✉r❡❞ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❙❝♦t❝❤ ✉s❡s t❤❡ t❧❡❛❢ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❆ t❧❡❛❢ ✜❧❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❡ ✜❧❡
✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②♥t❛①✿ t❧❡❛❢ n a0 v0 ✳ ✳ ✳ an−1 vn−1
❚❤❡r❡ ❛r❡ n + 1 ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ✭♥✉♠❜❡r❡❞ ❢r♦♠ ✵ t♦ n✮✳ ❚❤❡ ❧❡❛✈❡s ❛r❡ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ n✳ ai
✭0 ≤ i ≤ n − 1✮ ✐s t❤❡ ❛r✐t② ♦❢ t❤❡ it❤ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ vi ✭0 ≤ i ≤ n − 1✮ ✐s t❤❡ tr❛✈❡rs❛❧ ❝♦st ❜❡t✇❡❡♥
❧❡✈❡❧ i ❛♥❞ i+ 1✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✇✐t❤ ❙❝♦t❝❤ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤✐s t❧❡❛❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥
❡❞❣❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ tr❡❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❚❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ♦✉r r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ✉s❡❞ t✇♦
✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❙❝♦t❝❤✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❙❝♦t❝❤✱ ✉s❡s ✈❡r② s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ✭❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✹✮ ❢♦r t❤❡
✇❡✐❣❤ts ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❙❝♦t❝❤❴✇✱ ✉s❡s ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ✭❜❡t✇❡❡♥ ✶✵ ❛♥❞ ✺✵✵✮✳
■♥ ♦✉r ✶✷✽✲❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✉s❡❞ t✇♦ t❧❡❛❢ str✉❝t✉r❡s✿

❼ t❧❡❛❢ ✹ ✶✻ ✹ ✷ ✸ ✷ ✷ ✷ ✶ ❢♦r t❤❡ s❝♦t❝❤ ❝❛s❡ ❛♥❞✱

❼ t❧❡❛❢ ✹ ✶✻ ✺✵✵ ✷ ✶✵✵ ✷ ✺✵ ✷ ✶✵ ❢♦r t❤❡ s❝♦t❝❤❴✇ ❝❛s❡✳

❊❛❝❤ t❧❡❛❢ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡✿ ✜✈❡ ❧❡✈❡❧s ✇✐t❤ ❛r✐t② ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♥♦❞❡s ❜❡✐♥❣ ✶✻✱ ✷✱
✷ ❛♥❞ ✷✳ ❖♥❧② ❝♦sts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ❝❤❛♥❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♦r❞❡rs ♦❢
♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ s❝♦t❝❤❴✇ t❧❡❛❢ ❧❡❛❞s t♦ ✇♦rs❡ r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤❡ s❝♦t❝❤ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡
❩❊❯❙✴▼P ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✹✳

✺❚❤✐s ♣♦❧✐❝② ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ❜❛t❝❤ s❝❤❡❞✉❧❡rs ✇❤❡♥ r❡s❡r✈✐♥❣ ♥♦❞❡s ✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r ❢♦r ▼P■ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
✻❋✐❣✉r❡ ✺ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❘❘ ❛♥❞ P❛❝❦❡❞ ♣♦❧✐❝✐❡s✳

❘❘ ♥➦ ✽✷✻✾



✷✵ ❏❡❛♥♥♦t ✫ ▼❡r❝✐❡r ✫ ❚❡ss✐❡r

❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡tr✐❝s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❡①❝❤❛♥❣❡❞
✭♠s❣✮✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✭s✐③❡✮ ❛♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♦❢ ♦♥❡
♠❡ss❛❣❡ ✭❛✈❣✮✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦✉♥t✱ ✇❡ r❛♥ ❡✈❡r② t❡st ❝❛s❡ ✇✐t❤ ✻✹✱ ✶✷✽ ❛♥❞ ✷✺✻ ♣r♦❝❡ss
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts✮✳

✺✳✷ ❘❡s✉❧ts

✺✳✷✳✶ ▼❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥❡r ❛♥❞
❚r❡❡▼❛t❝❤✳ ❲❡ ♠❛♣♣❡❞ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✻✹ t♦ ✶✻✸✽✹ ✈❡rt✐❝❡s ✭❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✮ ♦♥ ❛ t♦♣♦❧♦❣② tr❡❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✶✷✽ s✇✐t❝❤❡s ♦❢ ✶✻ ♥♦❞❡s
✇✐t❤ t✇♦ q✉❛❞✲❝♦r❡ s♦❝❦❡ts✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤s ❛r❡ ❞❡♥s❡ ❣r❛♣❤s✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s
✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❝❡ ✇✐t❤ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ♦♥❡✳
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Mapping time comparison between TreeMatch
and other graph partitionners on large communication patterns
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❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s

❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳ ■t s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r✉♥t✐♠❡ ♦❢ ✶✵ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✈❡rs✉s t❤❡
❣r❛♣❤ s✐③❡✳ ❖♥❧② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞✳ ■✴❖ t✐♠✐♥❣s ✭✐✳❡✳✱ ❧♦❛❞✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❞✐s❦✮ ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✳ ❘✉♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♦♥ ❛ ✷✳✻✻ ●❍③ ■♥t❡❧ ◆❡❤❛❧❡♠ ❈P❯✳
❲❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ▼P■PP✺✳ ❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ▼P■PP✶ ✐s ❛❧r❡❛❞②
t❤❡ s❧♦✇❡st ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✺✺✵ s ♦♥ ❛ ✷✺✻✲✈❡rt✐❝❡s ❣r❛♣❤✮ ❛♥❞ ▼P■PP✺ ✐s ♦♥
❛✈❡r❛❣❡ ✜✈❡ t✐♠❡s s❧♦✇❡r t❤❛♥ ▼P■PP✶✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ♣❧♦t t❤❡ ❈❤❛❝♦ ❣r❛♣❤ ❛❢t❡r ❛ s✐③❡ ♦❢ ✺✶✷
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❢❛✐❧s t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❧❛r❣❡r ❣r❛♣❤s✳ ❖♥ t❤✐s ♣❧♦t✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❢♦r s♠❛❧❧ ❝❛s❡s✱ ❙❝♦t❝❤
✐s t❤❡ ❢❛st❡st s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ✶✷✽✲✈❡rt✐❝❡s ❣r❛♣❤✱ ❙❝♦t❝❤ t❛❦❡s ✶✵ ♠s ✇❤✐❧❡ ❚r❡❡▼❛t❝❤ t❛❦❡s
✾✺✼ ♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡②♦♥❞ t❤✐s s✐③❡✱ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❝❤❛♥❣❡s ✐ts ♠❛♣♣✐♥❣ str❛t❡❣② ✭❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ ✐ts ❝✉r✈❡ ✢❛tt❡♥s✳ ❋♦r s✐③❡ ✷✵✹✽ ❛♥❞ ♠♦r❡✱ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ✐s
t❤❡ ❢❛st❡st str❛t❡❣②✳ ❋♦r s✐③❡ ✶✻✸✽✹✱ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ✐s s❡✈❡♥ t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ ❙❝♦t❝❤ ❛♥❞ ✷✵
t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ P❛r▼❊❚■❙✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t ❚r❡❡▼❛t❝❤ s❝❛❧❡s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r
♠❡t❤♦❞s✳

✺✳✷✳✷ ◆❆❙ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❋♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❞✐❞ ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✐✳❡✳✱ ♠❡tr✐❝s✱ ❦❡r♥❡❧s✱
❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ❝♦✉♥ts✮ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ 3 × 3 × 2 × 4 = 72 ❝❛s❡s✳ ❊❛❝❤ ❝❛s❡ ✇❛s r✉♥ t❡♥ t✐♠❡s
❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳

■♥r✐❛



Pr♦❝❡ss P❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ▼✉❧t✐❝♦r❡ ❈❧✉st❡rs✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ■ss✉❡s ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✷✶

❋✐❣✉r❡ ✾ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ◆❆❙ ❦❡r♥❡❧s ✭✐✳❡✳✱ ❈●✱ ❋❚ ❛♥❞ ▲❯✮ ❛♥❞ ❞❡♣✐❝ts
t❤❡ r❛t✐♦ t♦ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ❜♦①♣❧♦ts✿ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ r❛t✐♦✱ t❤❡
❜❡tt❡r ❚r❡❡▼❛t❝❤ ✐s✳ ❊❛❝❤ ❜♦①♣❧♦t ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ♣r❡s❡♥ts ✜✈❡ st❛t✐st✐❝s✼✿ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✭❜♦❧❞ ❧✐♥❡✮✱
t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r q✉❛rt✐❧❡ ✭❝♦❧♦r❡❞ ❜♦①✮✱ ❧♦✇❡r ✭r❡s♣✳ ✉♣♣❡r✮ ✇❤✐s❦❡rs r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧♦✇❡st
✭r❡s♣✳ ❧❛r❣❡st✮ ❞❛t✉♠ ✇✐t❤✐♥ ✶✳✺ t✐♠❡s t❤❡ ✐♥t❡rq✉❛rt✐❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ✭r❡s♣✳ ✉♣♣❡r✮ q✉❛rt✐❧❡✱
♦✉t❧✐❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ❞♦ts✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s
♦❢ ❙❝♦t❝❤ ✭s♠❛❧❧ ♦r ❧❛r❣❡ ✇❡✐❣❤ts✮✱ ✇❡ ♦♥❧② s❤♦✇ t❤❡ s♠❛❧❧ ✇❡✐❣❤ts ✈❡rs✐♦♥✳ ❖♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✇❡ s❡❡
t❤❛t P❛❝❦❡❞ ❛♥❞ ❘❘ ❛r❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❚r❡❡▼❛t❝❤✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❘❘ ❛♥❞
P❛❝❦❡❞ ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t ♦♥❧② ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♥❡❛r t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳
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❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r
t❤❡ ◆❆❙ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❘❡s✉❧ts ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜② ❦❡r♥❡❧s ✭▲❯✱ ❈● ❛♥❞ ❋❚✮✳ ▼❡tr✐❝ ❆✈❣ ❡①❝❧✉❞❡❞✳

❚r❡❡▼❛t❝❤ s❤♦✇s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❜❡st ❣❛✐♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞
❢♦r t❤❡ ❈● ❦❡r♥❡❧✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ❤✐❣❤❧② ✐rr❡❣✉❧❛r
❛♥❞ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②
❚r❡❡▼❛t❝❤ ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ❋❚ ❦❡r♥❡❧
t❤❡ ❣❛✐♥s ❛r❡ s♠❛❧❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ✈❡r② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡
s✐③❡ ♠❡tr✐❝✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❤❛s ♦♥❧② ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
t✐♠❡✳ ❚❤❡ ▲❯ ❦❡r♥❡❧ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈● ❛♥❞ t❤❡ ❋❚ ❦❡r♥❡❧s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧
❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❣❛✐♥s ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❦❡r♥❡❧✳

❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❢♦r ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡tr✐❝s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✵✮✱ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s
❝❧❛ss❡s ✭❋✐❣✉r❡s ✶✷ ❛♥❞ ✶✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❝❡ss ❝♦✉♥ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✸✮✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✱
✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❛t✐♦s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡tr✐❝s✿ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❞❛t❛ ✭❙✐③❡✮✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠❡ss❛❣❡s ✭▼s❣✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ♠❡ss❛❣❡s ✭❆✈❣✮✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡
❆✈❣ ♠❡tr✐❝ ❢♦r P❛❝❦❡❞ ❛♥❞ ❘❘ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥s ❛r❡ ❛❜♦✈❡ ✶✳ ❋♦r t❤❡ ❙✐③❡ ❛♥❞▼s❣ ♠❡tr✐❝s✱ ❛❧♠♦st
✼✺✪ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦s ❛r❡ ❛❜♦✈❡ ♦♥❡✳ ●❛✐♥s ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✪ ✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥♣❧❛❝❡
✇❤✐❧❡ ✇❡ ❧♦s❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✪ ♦♥❧② ✐♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝❛s❡s✳

✼❙❡❡ ❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴❇♦①❴♣❧♦t ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

❘❘ ♥➦ ✽✷✻✾

http://en.wikipedia.org/wiki/Box_plot
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r
t❤❡ ◆❆❙ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❘❡s✉❧ts ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜② ♠❡tr✐❝s ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❞❛t❛ s✐③❡ ♦r ❛✈❡r❛❣❡
♠❡ss❛❣❡ s✐③❡✮

❚❤❡ ✇♦rst r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❘❘ ❛♥❞ P❛❝❦❡❞ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❚r❡❡▼❛t❝❤
✉s✐♥❣ t❤❡ ❆✈❣ ♠❡tr✐❝✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❤✐❣❤❡r ❢♦r t❤✐s ♠❡tr✐❝ t❤❛♥ ❢♦r
t❤❡ ❙✐③❡ ❛♥❞ ▼s❣ ♦♥❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❘❘ ❛♥❞ P❛❝❦❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛♥② ♠❡tr✐❝ ❛s t❤❡②
❞♦ ♥♦t ✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❜✉t ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts ♥✉♠❜❡r✐♥❣✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s
❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡tt❡r ♥♦t t♦ ✉s❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❡ss❛❣❡ s✐③❡ ♠❡tr✐❝ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ t❤✐s ♠❡tr✐❝ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡s ✶✶✱ ✶✷ ❛♥❞ ✶✸✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ ♦✈❡r t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡tr✐❝s ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝❧❛ss
✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✐③❡✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ t❡st❡❞ ❦❡r♥❡❧s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡✲✐♥t❡♥s✐✈❡ ♦♥❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✇❤❡♥
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐③❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❣r♦✇s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❆s
t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❤❡❧♣s ✐♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐s ✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❧❡ss
❢♦r ❧❛r❣❡ ✐♥♣✉ts t❤❛♥ ❢♦r s♠❛❧❧ ✐♥♣✉ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❚r❡❡▼❛t❝❤
❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❣❛✐♥ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✮ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥♣✉t s✐③❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✱ ✇❡ s❡❡ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t
❢r♦♠ t❤✐s ✜❣✉r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦s t❡♥❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ✇✐t❤ ❛ r❛t✐♦ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦♥❡ t❡♥❞ t♦ ❦❡❡♣ ❛ r❛t✐♦ ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ ♦♥❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
t♦ ✶✳✵ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❛t✐♦
❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❡✛❡❝ts ❞✉❡ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡rs ♦❢
♣r♦❝❡ss❡s✳

❖t❤❡r ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❛t ▼P■PP✶ ✐s ✇♦rs❡ t❤❛♥ ▼P■PP✺ ✇❤✐❧st ❈❤❛❝♦ ✐s t❤❡ ✇♦rst
♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❛❧❧✳ ▲❛st✱ P❛r▼❊❚■❙ ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ ❡q✉❛❧
s✐③❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♥♦t ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ s✉❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣♦♦r r❡s✉❧ts
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡r✳

■♥r✐❛
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r
t❤❡ ◆❆❙ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳ ❘❡s✉❧ts ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜② ❈❧❛ss ✭❈✿ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✐③❡✱ ❉✿ ❧❛r❣❡ ♣r♦❜❧❡♠
s✐③❡✮✳ ▼❡tr✐❝ ❆✈❣ ❡①❝❧✉❞❡❞

✺✳✷✳✸ ❩❊❯❙✲▼P✴✷ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ P❧❛❋❘■▼ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❩❊❯❙✲
▼P✴✷ ❈❋❉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ♠s❣ ♠❡tr✐❝ ❛s ✐t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❛♥② ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❢♦r ✉♣ t♦ ✸✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡s ✶✹✭❛✮✱ ✶✹✭❜✮ ❛♥❞ ✶✹✭❝✮ ❞❡♣✐❝t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss ❝♦✉♥ts✳ ❚❤❡ ❩❊❯❙✲
▼P✴✷ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✐s ✈❡r② ✐rr❡❣✉❧❛r ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
t✐♠❡✳ ❘❘ ❛♥❞ P❛❝❦❡❞ ❛❧s♦ ②✐❡❧❞ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❛♥❞ r❛♥❦ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ✐♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ✷✺✻ ♣r♦❝❡ss❡s ❚r❡❡▼❛t❝❤ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❘❘ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷✺✪ ✭✷✽✺✳✻✷ s ✈s ✸✽✽✳✻✶
s✮✳ ❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❧❡❛❞ t♦ ❧♦♥❣❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥❡rs s✉❝❤ ❛s ❈❤❛❝♦
♦r P❛r▼❊❚■❙✳

❋♦r t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ s❡❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇❤❡♥❡✈❡r ❙❝♦t❝❤ ✉s❡s s♠❛❧❧ ♦r ❧❛r❣❡ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✇❡✐❣❤t ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ✇♦rst✳ ❋♦r ✉s✱ ✜♥❞✐♥❣
t❤❡ ❜❡st ✇❡✐❣❤ts ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t t❡st✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙❝♦t❝❤ ❛♥❞
t❤❡ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭t✐♠✐♥❣s ❛r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❞♦✉❜❧❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✹✭❝✮✮✳ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❞♦❡s ♥♦t s✉✛❡r ❢r♦♠
t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ❛s ✐t r❡❧✐❡s ♦♥❧② ♦♥ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✶✻ ♦❢ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts ✐s ♥♦t ❛ ❧✐♥❡❛r ✭♥♦t
❡✈❡♥ ❛♥ ❛✣♥❡✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ s✐③❡✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ t❧❡❛❢ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❜② ❙❝♦t❝❤
✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ t✐♠❡ t❛❦❡♥ t♦ s❡♥❞ ❛ ♠❡ss❛❣❡✳

✺✳✷✳✹ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ✈s✳ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❩❊❯❙✲▼P✴✷ ✭♠❤❞ ❜❧❛st ❝❛s❡✱ ✻✹
♣r♦❝❡ss❡s✮ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❖✉r r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦❧✐❝② ✐s ❘❘✳ ❇❡s✐❞❡s P❛❝❦❡❞✱ ✇❡ t❡st❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s
❢♦r t❤❡ ◆❆❙ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ❘❡s✉❧ts ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜② ❈❧❛ss ✭❈✿ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✐③❡✱ ❉✿ ❧❛r❣❡ ♣r♦❜❧❡♠
s✐③❡✮✳ ▼❡tr✐❝ ❆✈❣ ❡①❝❧✉❞❡❞✳
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Aggregated results by numbers of processes
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❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s
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128 processes
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256 processes
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❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❩❊❯❙✲▼P✴✷ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❛✈❡r❛❣❡ ♦❢
✶✵ r✉♥s✱ ♠s❣ ♠❡tr✐❝✱ ✸✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✮
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Number of iterations

No Binding
Round Robin
Packed
Reorder Size (Centralized)
Reorder Msg (Centralized)
Reorder Size (Distributed)
Reorder Msg (Distributed)

❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ❩❊❯❙✲▼P✴✷ ✭♠❤❞ ❜❧❛st ❝❛s❡✱ ✻✹ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ▼❱❆P■❈❍✷✮✿ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t
♣♦❧✐❝② ♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❚r❡❡▼❛t❝❤ ✇✐t❤ s✐③❡ ❛♥❞ ♠s❣ ♠❡tr✐❝s✱ ❜♦t❤ ✐♥ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇❛②s ✭❝✳❢✳
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ❜❡st ♠❡tr✐❝ ✐s ♠s❣ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ r❡♦r❞❡r✐♥❣
♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ♦t❤❡r ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ♠❛♥❛❣❡ t♦ r❡❞✉❝❡ ✐♥t❡r♥♦❞❡
tr❛✣❝ ❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✐♥tr❛♥♦❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝♦✉♥ts✱ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐s r♦✉❣❤❧②
✶✷✪ ✭✻✼ s ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❘❘ ✈s✳ ✺✾ s✮✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❡♦r❞❡r✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❞✐s♣❛t❝❤ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❛s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❘❘✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ✐s ♦♥❧②
♦♥ ❛ ♣❛r ✇✐t❤ P❛❝❦❡❞✱ ✇❡ st✐❧❧ ♠❛♥❛❣❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♦♥ ❘❘✳ ❇✉t ❛s t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❢❡❛t✉r❡ ♦♥❧② ❡✐❣❤t
❝♦r❡s✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❡①♣❡❝t ♠♦r❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠❛❦❡ t❡sts ♦♥ ♥♦❞❡s ❢❡❛t✉r✐♥❣
❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝♦r❡s ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦s

❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛ ♠❛❥♦r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r ❝✉rr❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♠♣r♦✈✐♥❣ ❞❛t❛
❛❝❝❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❦❡② ✐ss✉❡ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❤❛r❞✇❛r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ♦♥❧② ❞♦❡s t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐ts ❞❡♣❡♥❞

❘❘ ♥➦ ✽✷✻✾



✷✻ ❏❡❛♥♥♦t ✫ ▼❡r❝✐❡r ✫ ❚❡ss✐❡r

♦♥ t❤❡✐r ❧♦❝❛t✐♦♥s ✭❞✉❡ t♦ ❝❛❝❤❡ s✐③❡✱ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤②✱ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ t♦♣♦❧✲
♦❣②✱ ❡t❝✳✮✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠ ✭s♦♠❡ ♣❛✐rs ♦❢
♣r♦❝❡ss❡s ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢❛r ♠♦r❡ ❞❛t❛ t❤❛♥ ♦t❤❡rs✮✳

■♥ t❤✐s r❡♣♦rt✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ❚r❡❡▼❛t❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s ❛
♣r♦❝❡ss ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❛✐❧♦r❡❞ ❢♦r t❤❡ t❛r❣❡t ♠❛❝❤✐♥❡✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❯♥❧✐❦❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤✲♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s♣❡❡❞s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡
❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✿ ♦♥❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r r❡❧✐❡s
♦♥ ❛ ❢❛st ❣r♦✉♣ ❜✉✐❧❞✐♥❣✳

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❛❣❛✐♥st st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt str❛t❡❣✐❡s✳
❚✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞✿ t❤❡ ◆❆❙ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❛♥❞ ❛ ❈❋❉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✭❩❊❯❙✲▼P✴✷✮✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❣r❛♣❤✲♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣
❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ P❛❝❦❡❞ ❛♥❞ ❘❘ ♣♦❧✐❝✐❡s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✐rr❡❣✉❧❛r t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
♣❛tt❡r♥✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ●❛✐♥s ♦❢ ✉♣ t♦ ✷✺✪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✳

❚r❡❡▼❛t❝❤ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ▼P■ ✭▼P■❈❍✷ ❛♥❞ ❖♣❡♥ ▼P■✮ ❛s t❤❡
▼P■❴❉✐st❴❣r❛♣❤❴❝r❡❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♥❛❜❧✐♥❣ r❛♥❦ r❡♦r❞❡r✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
✈❡rs✐♦♥ ❢♦r ❧❛r❣❡ ◆❯▼❆ ♥♦❞❡s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞✳

❋✉t✉r❡ ✇♦r❦s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s ❛ ❢✉❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❚r❡❡▼❛t❝❤ ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❆♥♦t❤❡r st✉❞② ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
♣❛tt❡r♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✇❛②s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❢r♦♠ st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦r ✉s❡r✲❣✐✈❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ✈❡r②
❧❛r❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛r❡ ❛❧s♦ t❛r❣❡t❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥❡s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦r❡s✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t r❡q✉✐r❡
❡✈❡♥ ❢✉rt❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❚r❡❡▼❛t❝❤✳
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❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❍✳ ❏✳ ❙✐♣s✱ ❉✳ ❍✳ ❏✳ ❊♣❡♠❛✱ ❛♥❞ ❍✳✲❳✳ ▲✐♥✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❊✉r♦✲P❛r✱
✈♦❧✉♠❡ ✺✼✵✹ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✽✶✕✾✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✾✳

❘❘ ♥➦ ✽✷✻✾



✸✵ ❏❡❛♥♥♦t ✫ ▼❡r❝✐❡r ✫ ❚❡ss✐❡r

❆ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ ▲❡❣❛❝② ▼P■ ❙♦✉r❝❡ ❈♦❞❡s

❲❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❧❡❣❛❝② ▼P■ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ✐ss✉❡ ❛ ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ ▼P■ ✷✳✷ ▼P■❴❉✐st❴❣r❛♣❤❴❝r❡❛t❡

r♦✉t✐♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t♦r ✭❝♦♠♠❴t♦❴✉s❡✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s r❛♥❦s ❛r❡
r❡♦r❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛❧❧ ✐s ♠❛❞❡ ✭❛♥❞ t❤❡ r❡♦r❞❡r✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡❞✮ ❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ❛♥❞
❜❡❢♦r❡ ❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❞❛t❛ ♠♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡
♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡♥✱ ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ▼P■❴❈❖▼▼❴❲❖❘▲❉ ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❝♦♠♠❴t♦❴✉s❡ ✐♥
t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛s ❛ ❝♦♠♠♦❞✐t② ❛ r♦✉t✐♥❡ ✭r❡❛❞❴♣❛tt❡r♥✮ t❤❛t ❣❡ts t❤❡ ♣❛tt❡r♥
❢r♦♠ ❛ tr❛❝❡ ✜❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ♣r❡✈✐♦✉s r✉♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✽✳

❆✳✶ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❈ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ t❤❡ ■❙ ◆❆❙ ❦❡r♥❡❧

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ■❙ ◆❆❙ ❦❡r♥❡❧✱ t✇♦ ♥❡✇ ♣r♦❣r❛♠ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ♥❛♠❡
♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❧❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s t❤❡ ♠❡tr✐❝ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✭s✐③❡✱ ♠s❣ ♦r
❛✈❣✮✳ ❆❧s♦✱ ❢♦✉rt❡❡♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ▼P■❴❈❖▼▼❴❲❖❘▲❉ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❝♦♠♠❴t♦❴✉s❡ ✐♥ t❤❡
r❡st ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ✭✜❧❡ ✐s✳❝✮✳
❍❡r❡ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝♦❞❡✿

✴✯ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ ▼P■ ✯✴
▼P■❴■♥✐t✭ ✫❛r❣❝✱ ✫❛r❣✈ ✮❀
▼P■❴❈♦♠♠❴r❛♥❦✭ ▼P■❴❈❖▼▼❴❲❖❘▲❉✱ ✫♠②❴r❛♥❦ ✮❀
▼P■❴❈♦♠♠❴s✐③❡✭ ▼P■❴❈❖▼▼❴❲❖❘▲❉✱ ✫❝♦♠♠❴s✐③❡ ✮❀

✐❢✭❛r❣❝ ❃ ✶✮④
✐♥t r❡♦r❞❡r ❂ ✶❀

✐❢ ✭♠②❴r❛♥❦ ❂❂ ✵✮④
✐♥t ✯s♦✉r❝❡s ❂ ◆❯▲▲❀
✐♥t ✯❞❡❣r❡❡s ❂ ◆❯▲▲❀
✐♥t ✯❞❡st✐♥❛t✐♦♥s ❂ ◆❯▲▲❀
✐♥t ✯✇❡✐❣❤ts ❂ ◆❯▲▲❀

r❡❛❞❴♣❛tt❡r♥✭♣❛tt❡r♥❴❢✐❧❡✱❝♦♠♠❴s✐③❡✱
✫❞❡st✐♥❛t✐♦♥s✱✫✇❡✐❣❤ts✱
✫s♦✉r❝❡s✱✫❞❡❣r❡❡s✱♠❡tr✐❝❴t♦❴✉s❡✮❀

▼P■❴❉✐st❴❣r❛♣❤❴❝r❡❛t❡✭▼P■❴❈❖▼▼❴❲❖❘▲❉✱❝♦♠♠❴s✐③❡✱
s♦✉r❝❡s✱❞❡❣r❡❡s✱
❞❡st✐♥❛t✐♦♥s✱✇❡✐❣❤ts✱
▼P■❴■◆❋❖❴◆❯▲▲✱
r❡♦r❞❡r✱ ✫❝♦♠♠❴t♦♣♦✮❀

❢r❡❡✭s♦✉r❝❡s✮❀
❢r❡❡✭❞❡❣r❡❡s✮❀
❢r❡❡✭❞❡st✐♥❛t✐♦♥s✮❀
❢r❡❡✭✇❡✐❣❤ts✮❀

⑥ ❡❧s❡ ④
▼P■❴❉✐st❴❣r❛♣❤❴❝r❡❛t❡✭▼P■❴❈❖▼▼❴❲❖❘▲❉✱✵✱

◆❯▲▲✱◆❯▲▲✱
◆❯▲▲✱◆❯▲▲✱
▼P■❴■◆❋❖❴◆❯▲▲✱
r❡♦r❞❡r✱ ✫❝♦♠♠❴t♦♣♦✮❀

⑥

✐❢ ✭ ❝♦♠♠❴t♦♣♦ ✦❂ ▼P■❴❈❖▼▼❴◆❯▲▲ ✮
❝♦♠♠❴t♦❴✉s❡ ❂ ❝♦♠♠❴t♦♣♦❀

❡❧s❡
❝♦♠♠❴t♦❴✉s❡ ❂ ▼P■❴❈❖▼▼❴❲❖❘▲❉❀

▼P■❴❈♦♠♠❴r❛♥❦✭ ❝♦♠♠❴t♦❴✉s❡✱ ✫♠②❴r❛♥❦✮❀
⑥

✽❚❤❡ ✉s❡rs ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s✉❝❤ ❛ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ ❢❡❡❞ ✐t ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ▼P■❴❉✐st❴❣r❛♣❤❴❝r❡❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
t❤r♦✉❣❤ ✐ts ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s✱✇❡✐❣❤ts✱ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❞❡❣r❡❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

■♥r✐❛



Pr♦❝❡ss P❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ▼✉❧t✐❝♦r❡ ❈❧✉st❡rs✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ■ss✉❡s ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✸✶

❆✳✷ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋♦rtr❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ❩❊❯❙✲▼P✴✷

❚❤❡ ❩❊❯❙✲▼P✴✷ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ s❝❤❡♠❡ ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✿

✶✳ ❆ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♠❴t♦❴✉s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ ♠♦❞❴❢✐❧❡s✳❋✳

✷✳ ❚❤❡ ✜❧❡ ❝♦♥❢✐❣✉r❡✳❋ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝❛❧❧ t♦ ▼P■❴❉✐st❴❣r❛♣❤❴❝r❡❛t❡ ✭❛s
s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✮✳

✸✳ ▼P■❴❈❖▼▼❴❲❖❘▲❉ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❝♦♠♠❴t♦❴✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s♦✉r❝❡ ✜❧❡s✿ ♠st❛rt✳❋ ✭s❡✈❡♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✮✱ rs❤♦❝❦✳❋ ✭t✇♦ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✮✱ s❡t✉♣✳❋ ✭✶✹ ♦❝✲
❝✉rr❡♥❝❡s✮✱ ♠❛rs❤❛❦✳❋ ✭♦♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✮✱ r❡st❛rt✳❋ ✭t✇♦ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✮✱ ❢❢t✇♣❧❛♥✳❝ ✭t✇♦
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✮ ❛♥❞ ❢❢t✇❴♣s✳❝ ✭t✇♦ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✮✳

❍❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❝❡r♣t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢✐❣✉r❡✳❋ ✜❧❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ▼P■❴❉✐st❴❣r❛♣❤❴❝r❡❛t❡
❢✉♥❝t✐♦♥✿

★✐❢❞❡❢ ▼P■❴❯❙❊❉
❝
❝ ❘❡♦r❞❡r✐♥❣ ♠♦❞✐❢s
❝

❝❤❛r❛❝t❡r ♥❛♠❡✯✻✹✱ ♠♦❞❡✯✶
✐♥t❡❣❡r s✇✐t❝❤❴❝♦♠♠
✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❴❞❡❣r❡❡s✱ ♥✉♠❛r❣s✱ ♥❡✇♠♦❞❡
✐♥t❡❣❡r✱ ❛❧❧♦❝❛t❛❜❧❡✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✭✿✮ ✿✿ s♦✉r❝❡s
✐♥t❡❣❡r✱ ❛❧❧♦❝❛t❛❜❧❡✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✭✿✮ ✿✿ ❞❡❣r❡❡s
✐♥t❡❣❡r✱ ❛❧❧♦❝❛t❛❜❧❡✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✭✿✮ ✿✿ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s
✐♥t❡❣❡r✱ ❛❧❧♦❝❛t❛❜❧❡✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✭✿✮ ✿✿ ✇❡✐❣❤ts

★❡♥❞✐❢
❝
❝✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲
❝ ■❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ st❛rt ✉♣ ▼P■
❝✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲
❝
★✐❢❞❡❢ ▼P■❴❯❙❊❉

❝❛❧❧ ▼P■❴■◆■❚✭ ✐❡rr ✮
❝❛❧❧ ▼P■❴❈❖▼▼❴❘❆◆❑✭ ▼P■❴❈❖▼▼❴❲❖❘▲❉✱ ♠②✐❞❴✇ ✱ ✐❡rr ✮
❝❛❧❧ ▼P■❴❈❖▼▼❴❙■❩❊✭ ▼P■❴❈❖▼▼❴❲❖❘▲❉✱ ♥♣r♦❝s❴✇✱ ✐❡rr ✮

❝
❝ ❘❡♦r❞❡r✐♥❣ ▼♦❞✐❢s
❝

r❡♦r❞❡r ❂ ✳tr✉❡✳
s✇✐t❝❤❴❝♦♠♠ ❂ ✵

♥✉♠❛r❣s ❂ ✐❛r❣❝✭✮
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