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PROJECTIVE  M ANIFOLDS SWEPT  OUT BY LARGE

DIM ENS IONAL  LINEAR S PACES

EπcHi  SATO

(Received August 28,  1995, revised February  10,  1997)

Abstract.  The author studies the deformation of a flag variety  and investigates  the
structure of a smooth closed subvariety  in a projective  space which is swept out by large
dimensional  linear  spaces. Then a sufficient  condition is given for the subvariety  to be
isomorphic to one of a projective  bundle, a hyperquadric  and a Grassman  variety.

In  this paper we investigate some deformations  ofzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P(Ωpm(2))  and determine varie-

ties  swept out by  large dimensional  linear spaces.

We  get  the following:

M AI N  THEOREM.  Let  X  be  an n(>2)- dimensional  smooth  projective  variety  in a

projective  space  PN.  Assume  that for  each point  x  in X,  there exists  an m- dimensional

linear subspace Px  in X containing the point x with 2m>n.  (From now on an m- dimensional

linear subspace  is abbreviated as an m- plane.) Moreover,  suppose  that  the  characteristic

of  the base field  is zero.  Then for  a general point  x  the normal bundle NPχ/ x  of  Px  in X

is isomorphic  to one of  the following:

(1)  (9f£ 0  ΘPm(\)φb  (a and b are non- negative integers)

(2)  Ωpm(2)  (m>

(3)  Γ
p m

( -

Moreover,  corresponding  to  the above cases, X  is respectively  as  follows:

(1)  a  Pn~a- bundle  over  an  a- dimensional smooth  projective  variety  S  where  a

general m- plane Px  is  in the fiber of  the canonical projection  (n>a>n/ 2).

(2)  An  even- dimensional smooth  hyperquadric.

(3)  The Grassmann  variety  Gr(m+l,  1) parametrized  by  lines  in pm  + 1  with  n =

2m,  if m  is even.

The  main  theorem  is shown in §6. Combined  with Theorem  3.1, it yields:

COROLLARY.  Let X  be an n( > 2)- dimensional smooth projective  variety in a projec-

tive space  PN.  Assume  that  there exists  an m- dimensional linear space  P  in X  such that

the  normal bundle NPjX  of P  in X  is  isomorphic  to one of  the following:

(1)  (9P£θ  (9Pm(\)®b (a and b are non- negative integers)
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(2)  Ω
p m

(2) (m > 2) ,

(3)  Γ
p m

( - l ) ( m > 2 ) .

Moreover  assume  n < 2m.  Then  in characteristic zero,  X  in  the  above cases corresponds,

respectively,  to  the  one  in  the  latter  conclusion of  the  main  theorem,  where  in  the  case

(3)  the  assumption  that  m  is even is added.

What  is most  important and  difficult  in  treating  the main  theorem is  to determine

the  structure  of  the  normal  bundle  NPχ/ x  and  to  show  that  in  one  case  X  in  question

is a G rassmann variety.  F or the former  we have  to classify  a vector  bundle on Pn
  which

is  'uniform  at  a point ' in §1. F or the latter, which  is most central in  this paper we  have

to  show  in  §4  and  §5  that  the  structure  of  P(Ωpm)  is  deformation - invariant  under

suitable  conditions  as  follows:

THEOREM  1.  Let  E  be  a  vector  bundle  of  rank  m  on  Pn  with  n>2.  Assume  that

there is a point  A  on Pn  so  that for  all  the  lines I through the point  A,  E{,  is Θφa
  0  Θ(l)®b

(a + b = m).  Moreover  assume  that  when m = n,  the n- th Chern class cn(E) = 0 or  1 modulo

rational equivalence.

Then  E  is  Θ%a®Θpn(l)
Θb  (a + b = m)  if  m>n,  while  ifm  = n,  then  E  is  isomorphic

to  one  ofΘ%a®Θpn{\ )®
b  (a + b = m),  Tpn(- l),  andΩpn(2).

This  theorem is  used  not  only  to classify  the normal bundle  in  the main  theorem

but  also  to  show  that  some  deformation  of  P(Ωpm)  has  the  structure  of  P(ΩPm)  as

follows:

THEOREM  4.2.  Let  V  be  a  vector  bundle  of  rank  m+\  on  a  scheme  T  and  f:

P(V)  - + T a Pm- bundle  on  T. Set  W:  = P(V).  Let  S  be  a vector bundle  of  rank  m  on  W

and  Q : P{S)^W  a  Pm- bundle  on  W.  Set  Q\  = P(£)  and  Et\   = Su- Ht).  Assume  that  Et

is generated by global sections for  each point  t  in  T and Et~Ωpm(2)for  a generic point  t

in  T. If  m  is  even,  then  Et^Ωpm(2)for  each point  t  in  T.

Thus  Theorem  4.2  enables  us  to  prove  in  §6  that  if  an  2ra- dimensional  smooth

projective  variety  X  in  PN
  contains  an  w- plane  P  with  NPιX~Tprn(—\),  then  X  is

isomorphic  to  G r(m + 1,1) .

Thanks  to  the  developement  of  the  contraction  theory  and  the  adjunction  map-

ping  theory,  the  structures  of  large  dimensional  F ano varieties  continue to  be  studied

actively  under  some conditions described  in  terms  of  coindex,  length  and  so  on. There

seem to exist few  results  about  large  dimensional F ano manifolds  with  the Picard  group

Z,  even  about  G rassmann varieties,  except  projective  spaces,  hyperquadrics,  Del Pezzo

manifolds  and M ukai manifolds,  whose  coindex are very small  (cf.  [C S], [M o], [M u]) .

Moreover  the  condition  like  the  semi- ampleness  of  the  tangent  bundle  does  not  give

enough  imformation  to  determine  the  structure  so  far  (though  understood  well  in

dimensions  3  and  4.  cf.  [CP 1],  [CP2]). This  is  the  reason  why  the  author  treats  the

varieties  as  in  the main  theorem. M ore precisely,  we  consider  an ^- dimensional  projec-

tive  variety  X  in PN
  satisfying  the following  condition:
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(#)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  X  is  swept  out  by  ra- planes  P  with  2m>n.
As  for  such  a variety  Ein  [E, Theorem  1.7]  and Wisniewski  [W,  Theorem  1.4]  already

showed  that an ^- dimensional  smooth projective  variety  X  containing an w- plane  with

a  trivial  normal  bundle  has  a  projective  bundle  structure.  (See  also  Remark  3.4.)  We

remark  that  the  condition
  4

W
P / X

  is  a  trivial  vector  bundle"  is  a  sufficient  condition

for (# ).

This  paper  is  organized  as  follows:

§ 1.  U niform  vector  bundles  on Pn
  at  a point.

§2.  The normal  bundle  NPy/ x.

§3.  Smooth projective  varieties  with  NP/ X~(9%©   Θpm(l)
φb,  Ωpm(2).

§§4 and  5.  The  deformation  of  P(Ωpm(2))  under  some  conditions, (I) (II).

§6.  Smooth projective  varieties  with  NP/ x~Tpm(—  1).

CONVENTIONS  AND  N OTATION .  We  work  over  an  algebraically  closed  field  k  of

any  characteristic  in  general.  In  §§4,  5  and  6  it  is  supposed  that  the  characteristic  of

the  base  field  is  zero. We  freely  use  the customary  terminology  in  algebraic  geometry.

F or  simplicity  Θ(a) means  the  line  bundle  #
P
i( l)®

α
 o n ?

1
.  F or  a  vector  bundle  E  on

a  scheme  S,  E  denotes  the  vector  bundle  dual  to  E.  In  the  TV- dimensional  projective

space  PN
  an m- plane means an  ra- dimensional  linear  subspace  in PN.  Gr(ΛΓ, m) denotes

the  G rassmann  variety  parameterizing  m- planes  in  PN.  E(N, m)  or  U(N, m)  are  the

rank  (m+ 1)  universal  subbundle  of  Oo^m)  O Γ
  the  rank  (N — m)  universal  quotient

bundle  on  Gτ(N,m),  respectively.  F(N,m,0)  means  the  incidence  subvariety  {(x,  y)e

PN
  x Gr(iV, m)\xeLy}9  where  Ly  is  an m- plane corresponding  to  the point  y.

The  author would  like  to express  his gratitude to the referee  for  valuable  comments

and  advice.

.  1.  Uniform  vector  bundles  onzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Pn
  at  a  point.  In  this  section  we  work  over  an

algebraically  closed  field  k  of  any  characteristic.  Let  E  be  a  rank  m  vector  bundle  on

Pn
  with  m<n.  We  consider  a  vector  bundle  satisfying  the following  conditions:

(1.0)  There  is  a  point  A  on  Pn
  so  that  for  all  the  lines  /  on  Pn

  through  the point  A,

Eιt  is  0
Θ α

Θ 0 ( l )
Θ &  (a + b = m). Moreover  when  m = n,  the n- th  Chern class  cn{E) = 0  or

1  modulo  rational  equivalence.

Then  our  aim  in  this  section  is  to  study  the  structure  of  such  a  vector  bundle.  As

a  consequence  we  have  the  following:

THEOREM  1.  Let  a vector bundle  Ebe  as  in 1.0.  Assume  n>2.  Then E  is isomorphic

to  Θfn@Θpn{\ )®
b  (a + b = m)  if  m<n.  If  m = n,  then  E  is  isomorphic  to  one  of  Θfn

a®

Θpn(l)
Θb  {a + b = m\  Tpn(-   1) and  Ωpn(2).

The  following  result  is  already  known:

THEOREM  1.1  (cf.  Main  Theorem,  Remark  1.1  and  Remark  2.1  in  [Sa]).  Let  E

be  a  rank  r  vector  bundle  on  Pn.  Assume  that  there  is  a point  A  on  Pn  so  that  for  all
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the  lines  I  through  the point  A,  Eµ  is  independent of  the  choice of  the  lines  I  and is
isomorphic to  © *

=
  0( α

ί
)

θ r
'  with n>2,r>2  and aί  >a2>  *  * >as.  Then E is isomorphic

to  0
S
_  Θpn(aj)®rί  if either of  the following  two conditions is satisfied:

(1)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  n> r.
(2)  n =  r, rt>  2 for  i=  1, s and n is 2 or odd.

REMARK  1.1.1.  If  ^ = 1 ,  the above  conclusion holds without  the restriction on n
and  r as  stated in the first part of  the main theorem in [Sa].

Now let us consider the condition (1.0).

Let  φ : P- *Pn
  be  the  blow- up  of  Pn

  at  the  point  A.  Then  P  is  isomorphic  to

Proj(0
P
n - i00pn - i(l))  where  π : P^P"'1  is  a  / ^- bundle.  Let  D  be  the exceptional

locus of φ which is  isomorphic to Pn~ι.  Then D is a section of π.

By virtue of  the base change theorem the condition 1.0  yields  a canonical homo-

morphism π*πiltφ*E- ^φ*E  which is injective  as vector bundles where π^,φ*E is a rank

a vector bundle o n ? ""
1
. Let Fγ  be the vector bundle dual to π^φ*E. Taking the same

procedure for  the quotient vector bundle, we get  the following  exact sequence on P:

(1.2)  0 —•  π*F2 ®  φ*(9pn(l) —•  φ*E —•  π*Fx —•  0 .

Here F2  is  a rank b vector  bundle o n ? ""
1
. Moreover restricting  the above  sequence

to  the exceptional locus D, we have an exact sequence on D:

(1.3)  0 —+ F
2
  —  0 # !i —  Fι- ^0.

This  yields  a  morphism / :  P ""
1
 - »G r(m - l, α - 1)  so  that / *£ ( m - l ,  a- l)~F2

and f*U(m  — 1, a — 1 ) ^ ^  where  E(m — 1, a— 1) is  the  rank  b  universal  subbundle  of
^GrTm- i,α- i)

  o n
  the  Grassmann  variety  Gr(m— 1, a— 1),  and  U(m— 1, α— 1)  is  the

universal  quotient vector bundle of  rank a.
Now we investigate  the Chern class of the vector bundle E. First let h be the class

of  hyperplane  of  Pn~1
  in  the first Chow group  of  Pn~ι.  Then  the  z'- th Chow  group

CW{Pn- γ)  of  P n l
  is  equal  t o  Zti  where  hn~1  =  l  an d  hp  = Q  for  p>n- \ .  T h u s  the

C h ern  polyn om ial  c ^ i ^ )  of  F
x
  is  equal  to  Co +  c ^ / H  c

α
A

fl
ί

α
  an d  c{F2)  — d0Λ- dιht- \

dbh
btb

  where co = do =  1. Since i<\  and F
2

 a r e
  generated  by global  sections  from  1.3 we

have:

(1.4)  each  Chern  class  of  Fλ  and  F2  is  numerically  positive,  namely,  c
f
> 0  and

(- l)jdj>0.  M oreover/ *d?
G r ( m

_
1 > α

_
1 )

( l) =  c
1
(F

1
) =  c

1
( /

2
) .  (See, for  example,  Proposi-

tion  2.1 in  [Ta].)

Let  us  begin  the proof  of  Theorem  1. When  n>m,  there  is  nothing  to  show  by
Theorem  1.1.

N ext  we consider  the case n = m. We may assume  abΦQ by  Remark  1.1.1. Let ξ
be  the tautological  line  bundle  of  the vector  bundle  (9pn- ι®Θpn- i(l)  (- G).  Letting
E=π*h,  we  have  the equality  ξ2  = ξϋ  3,nd therefore  the equality  ξW'^ξP'1  with
\<i<b.   Thus  remarking  that  φ*Θpn(\ )  = ξ, we see that
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Wl))=   ΣzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d^p- tξ^dtf  +  ί Σ
ί =  0  \ i= l

Therefore  sincezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ξh"'1  =  1 and hn = 0, we have

(

Hence the latter condition of (1.0) and (1.4) provide us with  two cases:

(1.5)  ( I )  c
a
= 0  or  *Σ«*ι= 0.

i = O

(II)  c
a
= ? d

f
= l .

i = 0

Since c(Θfn
n- ί)  = c{F1)c(F2)  from  1.3,  we  get  the  fallowings:

l= ( l+ c
1
fc ί+   cah

ata)(l+d 1ht+  *  dbh
btb).

Thus to evaluate integers c
f
, dj, we can consider the following equality  of polynomials

of one variable  x:

(1.6)  l+<xx n = (l+c ίx  +   c
α
x

α
)(l+ d

1
x+   d

b
x*)

with a + b = n and

(1.6.1)  α =  c Λ

First we treat the case (I).

Assume c
α
 =  0. Since α =  0, we have cx = d1 = 0 from  1.6.  Therefore we see that the

morphism/ : Pn~ι
  - >Gr(n— 1, α— 1) in 1.3 is constant by  1.4 and therefore that Fx  and

F2  are trivial  vector bundles. Hence E is  isomorphic to  Θfn®Θpn(l)
φb.

Next we treat the case  Σ *ΓQ  d—0.
We  substitute  1 for  x  of  1.6  to obtain

(1.7)  l+α  =  (l+
Cl

+   + O(lM+   M ).

Thus by  1.6.1  and our assumption we have  1 - \ - cadh — {\  - \ - c1 +   \ - ca)db,  which yields

two equalities 1 + c
x
 +   + c

α
_

1
 =  l andrf

ft
= l by 1.4. I fα > 2,wehavec

1
=   = c

f l
_ != 0

by  1.4 and therefore the morphism/ is constant. Thus F2  is a trivial  vector bundle and

therefore db = 0, which yields a contradiction to db=  1. Hence α =  1. Moreover from  1.4,

(— \ )bdb = {— \)b
  is non- negative. Thus we get

(1.8)  If Y^Zl  di = 0, then F1  is a line bundle. Moreover n is odd and b = n — 1.

Again  from  1.6,  1.6.1  and 4i- i =  l
  w e

  have

(1.9)  l+
C l

ί » =  (l+
C l

ί)(l+ rfiί - + -

Thus substituting  — 1 for  t and noting from  1.4  that  l+d^- l)  ̂ h 1 > 2, we easily



304  E. SATO

ge t c ! =  l  for odd «, which  implies  that ^
F M

- i ( l) =  c
1
(F

1
) =  / *^pn - i( l) by 1.3 and  there-

fore  the m orph ism / :zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Pn~1
  - • P '

1
"

1
  is an isomorphism.  Hence we see that  Fi^Θpn- ι(ί)

and  F2^Ωpn-   i( l) .  Moreover  from  1.2 we obtain  the following  exact  sequence on P:

(1.10)  0—+π*ΩPn- i(l)®φ*ΘPn(l)—+φ*E—+^0^- 1(1)—+0.

It  is  easy  to  see  that  the vector  bundle  φ*E  corresponds  to  a  non - zero  element

in  ^
1
( ΛH o m ( π *^pn - i ( l) , π *Ω p

M
- i ( l) ® φ *^

P
n ( l) ) which  is  isomorphic  to  H\Pn~\

Ωpn- i^}π^φ*Θpn- ι(l)).  Hence it is  isomorphic  to k by  Leray's  spectral  sequence and

by  the fact  that  π *φ *0
P
n ( l) ^0pn - i( l)Θ 0pn - i . On the other  hand  for E=Ωpn(2),  the

exact  sequence  (1.10)  holds  good.  Thus  we infer  that E with  Σ *Γ Q  ^ =  0
  i s  Ωpn(2)  (n

is odd).

Thus we finish the case  1.5.1.

Secondly let us consider the case  1.5.II.  F irst  since ca=  1, the m orph ism / : Pn~x
 - >

Gr(n  — 1, a — 1) of (1.3) is not constant. F rom (1.7) and α =  db we have  1 +  db =  (1 +  cx +

* * Ό O + *4)  By
 c
i ^ 0 , we have db =  — 1 and α =  — 1. Thus  & is odd. N ow noting  that

G r(n— 1, a— l)~ G r(n — 1, b— 1) with  α +  b =  n, we can apply  the  following:

THEOREM  1.11  (Tango  [Ta2]).  ΓΛere exists no non- constant morphism from  Pn to

Gr(n,  d) (rc>3) ι/ one  of the following  conditions holds:

(1) Az fe evβ/2 and n—l>d>0.  (2) </  is evew andn—l>d>0  and(n,d)Φ{5,  2).

The  m orph ism / is  not constant by ca=  1. Hence recalling  that b is odd, we have

the  following  possibilities  for n and b:

(I)  Z> =  1 or n - 1  (n is even).  (II) n =  2.  (I ll) (n, ft) =  (6, 3).

As  for the case  (I) let us consider  the m orph ism / : Pn~ι  - +Pn~ι.  When  b= 1, we

have  dx =  — 1. T h u s/ is  an isomorphism  by (1.4). Thus we infer  that

N ext  when  6 is n— 1, we have  a= 1. By c
t
 =  1 and (1.4), we get, in the same way

as  in the case  of b =  1,

(Fu  F2)  is  (Θpn-  ,(1), Ω p
M
-  t(l))  (n is even).

Moreover, in the same way as in the latter part of 1.5 (I), we immediately  see that

E  is isomorphic  to Tpn(— 1) (n is arbitrary)  or  Ωpn(2)  (n is even) .

As  for (II) what  we have  to study  is the case  a = b=l  by Theorem  1.1. Then by

the  assumption  cx =  1, dx =  — 1 we have  the exact  sequence

0 —•  π *0
F
i( - 1)< g> φ*ΘPi(l)   —•  φ*E—•   π*Θpι(l)   —•  0 .

Thus  in the same  manner as in 1.5.II we have E~ Tp2(— 1).

Finally we show  that the case  (n, ί>) =  (6, 3) does not occur. In view of α =  — 1 it is

shown  in [Tal, Lemma  3.1]  that  wh e n / i s  a  non - constant  morphism,  both  ct and
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(—zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l) jdj  are  positive.  Thus  by  the  equality

we  infer  that

C l
= 2 ,  c

2
 =  2 ,  c

3
 =  l  and  di=- 2,  d2  = 2,  rf

3
= - l.

Thus  since  the  vector  bundle  Fx  is  generated  by  global  sections  and  c
3
 =  l,  the  zero

locus  of  a  general  section  s  of  Fx  is  isomorphic  to  a  2- plane  P
2
  Taking  the  dual  of

the  homomorphism  0  - •  Fx  induced  by  the  sections  s,  we  get  a  surjective  homomor-

phism  F1- +I- +0  where  /   is  the  ideal  sheaf  of  the  2- plane,  which  induces  a  surjective

homomorphism  F1- +I/ I2- +0.  Thus  since  I/ I 2
  is  isomorphic  to  Θp2(  — 1)

Θ 3
,  it  follows

that  F ^ t f ^ - l )
0 3

.  Comparing  the  Chern  classes  of  two  vector  bundles,  we  get  a

contradiction.

Thus  we  complete  the proof  of  Theorem  1.

2.  The  normal bundle NPy/ x.  Our  aim  in  this  section  is  to  show  the  following

which  is  proved  in  (2.10):

THEOREM  2.0.  Let  X  be  an  n- dimensional  smooth  projective  variety  defined over

an  algebraically  closed  field  of  characteristic  zero.  Assume  that  for  a  general point  x

in  X  (<= P
N
)  there exists  an  m- plane P  in  the  variety  X  containing  x.  Then  there  is  an

irreducible  component  Y  of  the  Hubert  scheme  of  m- planes  in  X  so  that  the  normal

bundle  NPy/ x  of  an  m- plane  Py  in  X  is  generically  generated  by  global  sections for  a

general point  y  in  Y  where  Py  is  an  m- plane corresponding  to  the  point  y.  Moreover

assume 2m>n  and  n>2.  Then for  a sufficiently general point  y  in  Y,  the  normal  bundle

NP  ιχ  is  isomorphic  to  one  of  the  following:

0 # ? Θ < M 1 )
Θ

*,  Tpm(- l)  and  Ωpm(2).

F or  this  purpose  let  us  consider  an  ^- dimensional  smooth  projective  variety  X  in

an  TV- dimensional  projective  space  PN
  with  the following  condition:

(2.1)  X  contains  an  m- plane  P.

Then  we  have  an  exact  sequence

(2.2)  0 —* NP/ X  —+ NP/ pN  —  Nx/ pN\ P  —*  0 .

H ere  we  note  that  NP/ pN~Θpm(l)
Θ{N- m).

Moreover  taking  the dual  of  (2.2)  and  tensoring  ΘPm(l),  we  have

(
2.3)  0 —> Nx/ pN]P(\ )  —  NPIPN(\ )  —> NP/ X(\ )  —*  0 .

Since  NP/ pN(\ )  is  ΘfJ^~m\   NP/ x(l)   is  generated  by  global  sections.  H ere  for  a  vector

bundle  E  on  P
m

, we  denote E(a) = E (x) Θpm(a)  from  now  on.

N ow  we  study  the  following  easy  lemma:
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LEMMA  2.4.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Let E be a vector bundle on Pn. Assume  that E is generically generated

by  global sections.  Then there is an open set  U in Pn  such that E\ t is generated by global

sections for  each line I  with  /  n U  Φ0.

PROOF.  When  n =  l,   the  lemma  is  trivial  since E  is  00( α
f
).  Assume  n> \ .  The

assumption yields a canonical homomorphism  φ : ΘΦr
  - > E on Pn

 with r =  dim H°(Pn, E).
Let  U be  the  set  {xePn\ φ®k(x)  is  surjective},  which  is a non- empty  open  set in  Pn.
Taking  a  line  /  with  / n  UΦ0,  we  have  a  generically  surjective  homomorphism  φ^:
0®r_> E^ induced  by  φ. In view  of  the result  for  n=  1,  we  are done.  q.e.d.

PROPOSITION  2.5.  Let P be the m- plane in (2.1). Assume  that N : =  NP/ X  is generi-

cally generated by global sections. Then there exists  an open set  U in Pn  so  that Nµ is of

type  Θ® a
 0  Θ{\ )® h on any line I  intersecting U. Moreover the pair  (α, b) is independent of

the choice of an I.

PROOF.  Take a line /  intersecting the open set U in Lemma 2.4. Then we get at >  0

where  ΛΓj,  is  isomorphic  to  © 0( α
f
)  by  Lemma  2.4. On  the  other  hand  since  N(l)   is

generated by global  sections by  (2.3), we get  1 — α
f
>0 ,  as desired. Finally  let cί(N) =  cH

in  the Chow  ring  where  H  is the class of hyperplanes.  Then  b =  c.  q.e.d.

The following  is an immediate  consequence of  the above  and  Theorem 1.1.

COROLLARY  2.6.  Let the condition and assumption be as in (2.5). Moreover assume

that n>2 ,  2m>n  and that the (n — m)- th  Chern class of N '. =  NP/ X  is zero or Hn~m  in the

(n — m)- th  Chow group ofPm  where H is the class of hyperplanes ofPm  in the Chow group.

Then N is isomorphic to one of&f£®Opm(\ )® b,  Tpm(- 1)  and Ωpm(2)  where the last  two

cases occur only when n =  2m.

From  now  on  we  study  the  condition  for  the  normal  bundle  NPjX  to  satisfy  the

assumptions  of Proposition 2.5 and  Corollary 2.6.

We impose the following  condition which will be assumed till the end of this section.

(2.7)  For  a general  point  x  in  X  (<= :PN)  there  exists  an  m- plane  P  in  the  variety  X
containing  x.

Then  we consider  the Hubert  scheme  Y of w- planes  in  X.  Let Z be  the  universal

scheme of  Y and p:  Z- + X,  q\  Z^Y  the canonical projections.  Moreover in  view  of

the  projectivity  of  Y it  follows  from  the condition  (2.7) that

(2.7.1)  there  is  an  irreducible  component  Yo  of  Y  so  that  the  canonical  projection

p  : q~H^o)  - >X  is  surjective.

Now  we  take the reduced  part  ( ô)red  °f  ^o if  ^o i
s
  non- reduced  and  use Z  and

Y  in place of  q~1(Y0)  and  Yo,  respectively. Thus  we  have  the following  diagram:



PROJECTIVE  M ANIFOLDS  SWEPT  OUT  BY LINEAR  SPACES  3 0 7

(2.8)

G(N9 m) 3  Y  XczPN.

N ote that pq " ̂ y) is an w- plane for each point y in Y. F rom now on set Py=pq~  ί(y).
Moreover  when  F is the smooth part of Y, we set Z : =  q" ι(Ϋ).  The morphism p : = / ?

) z

induces a homomorphism on Z :

(2.9)  p*:T 2—+p*Tx.

On  the other hand when  Γ
z / y

 denotes  the relative  tangent bundle of the  P
m
- bundle

q,  there is a canonical  homomorphism on Z :

(2.9.1)  0 —  T2/ γ—+  T2—+  q*Ty—*0.

H ence we have  a canonical  homomorphism

P'  Tz/ Y—>p*T x

on Z , which  is injective  as a homomorphism of vector  bundles.

We  remark  the following:

(2.9.2)  The  cokernel Jί  of p is a rank  n - m  vector  bundle  on Z and  ^r\ q- Hy) — NPy/ x

for  each >> in Y.

F or  each point y in F taking  the restriction of the exact  sequence  (2.9.1)  to  q~ι(y),

we get

0 —  TPy—+  T2\ ry—+  <9φm—+  0 .

Then  we infer  that  T2\py  is  isomorphic  to  Γ
P y

© 0
Θ m

,  which  is  generated  by  global

sections.  Thus  if the  characteristic  of the  base  field is zero, for a general  point y in F

the  restriction  of  the homomorphism  p*  to  q~1(y)  is  generically  surjective  by the

surjectivity  ofp  and  Sard's  Theorem.

Hence we have:

PROPOSITION  2.9.3.  Let X be a smooth projective  variety  satisfying  the condition

(2.7) and let the notation be as in (2.8). Assume  that  the characteristic of  the  base field

is zero.  Then for a general point y in Y, the normal bundle NPy/ x  is generically generated

by global  sections.

We  begin  the  proof  of Theorem 2.0.

(2.10)  Let us assume  that  n<2m  and that  NPy(X  is  generically  generated  by  global

sections.  Then we have:

Claim:  cm(NPy/ x)  = cHm~n
  in the sense  of (2.6)  where  c is 0 or 1.

Indeed,  consider  the intersection  of Py and Py. for two points y, y' in Y. If dim Y= d,
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thenzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  dimZ=m  + d.  Thus  for  a  general  point y  in  Γwe  have  dimp~1(Py)  = 2m + d — n.

In  particular  if  n =  2m,  then  there  is  a  point y  in  F '  such  that  either  Py  n Py.  is  empty

or  P
y
  properly  intersects  Py>.  Consequently  since  cm(NPy/ x)  = Py  Py,  it  is  0  or  1.  The

case  n<2m—\  is  reduced  to  the  one  n — 2m  by  successive  general  hyperplane  sections

of  X  in PN.  Thus  we  get  the  claim.

Therefore  we  get  Theorem 2.0  from  Corollary  2.6.

REMARK  2.11.  Let  us  consider  the  following  condition:  there  exists  an  m- plane

P in X  ( zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc P
N

) so  that the normal bundle NP/ X  is generically  generated by  global  sections

and  H\P9  NP/ x)  = 0.  Then  in  any  characteristic,  Y  in  (2.7)  is  smooth  at  the point  [P ]

by  virtue  of  the  deformation  theory  of  G rothendieck.  Thus  there  exists  a  unique

component  Yo  containing  the point  [P ]  and  so  let  us  put  Y=  Yo.  Moreover  since  the

morphism p  is  surjective  and  separable  by  assumption,  the condition (2.7)  holds.

Therefore  we  get:

PROPOSITION  2.12.  Let  P  be  an  m- plane  in  an  n- dimensional  smooth  projectίve
variety Xcontained  in PN.  Assume  that  2m>n  and n>2  and  that  the normal bundle  NP/ X

is  isomorphic  to  one  of  Θf£®ΘPm(l)®b,  Tpm(- l)  and  ΩPm(2). Then X  has  the  diagram
as  in 2.8  and for  a general point  y  in  Y  the normal  bundle  NPy/ x  is  isomorphic  to  NP/ X.

PROOF .  Each vector  bundle as  above  is  generated  by  global  sections  and  the  first

cohomology  group  vanishes.  Hence  by  Remark  2.11  the  normal  bundle  NPy/ x  is

generically  generated  by  global  sections  for  a  general  y  in  Y. Thus  NPy/ x  is  one  of  the

vector  bundles  stated  above.  Moreover  in  view  of  the  Chern  polynomial,  we  get  the

desired  result.  q.e.d.

3.  Smooth projective variety with NP/ X~  0# ? ©  (9pm(l)®\   Ωpm(2).  In this  section

we  state  the  following:

THEOREM  3.1.  Let  X  be  an  n- dimensional  smooth projective  variety  in  PN  and  P
an  m- plane  in  X.  Assume  that  2m>n  and  n>3  and  that  the  characteristic  of  the  base
field  is zero.  Then we  have:

(1)  if  the  normal  bundle  NP/ X  is  isomorphic  to  ^ θ t ( l Γ ,  then  X  is  a
Pn~a- bundle  over  an  a- dίmensional smooth  projective  variety  where  the  m- plane  P  is
contained in some  fiber  of  the  projection.

(2)  If  NP/ X  is  isomorphic  to  Ωprn(2),  then  X  is a hyperquadric and  n = 2m.

First we  treat the case  (1) where NP/ x̂ .Θf^®ΘPm(l)®b.  Let us  recall  the  following

fact.

REMARK  3.2  ([E, Theorem  1.7]  and  [W2,  Theorem  2.4]).  Let  the  condition  be

as in Theorem 3.1. Assume  that the normal bundle NP/ X  is a trivial  vector bundle (b =  0).

Ein  showed  (1) in  the case  2m>n  (in  'any'  characteristic) and Wisniewski  showed  it  in

the  case  2m>n  when  the characteristic  of  the base  field  is  zero.
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Moreover  the argument  in  [E, §4]  shows:

REMARK  3.3.  Let  the  condition  be  as  in  Theorem  3.1.  Assume  that  the  normal

bundlezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  NP/ X  is  Θf£®(9prn{\ )®
b
  with  b>0.  Moreover  assume  that  2m>n  and  m>3.

Then  in  any  characteristic  there  exists  an  (m +  i>)- plane P  in  X  containing  P  such  that

the  normal  bundle  Np/ X  is  Θf£+b.

N ow  we  consider  the proof  of  Theorem  3.1,  (1). By  Remarks  3.2  and  3.3  we  have

only  to  treat  the  cases  (m, n) =  (2, 4),  (2, 3),  (1, 2).  F irst  consider  the  case  (m, ή} =  (2,  4)

such  that  NP/ x~Θ®a@(9(\ )®b
  with  (a, 6) =  (1,1),  (0, 2). F or  a  line  /  in  a  2- plane  P,  we

have  — Kx  1=4  or  5.  Thus  X  is  a  smooth  hyperquadric  4- fold  Q,  a  P
3
- bundle  over  a

curve  or  P
4
  by  virtue  of  the adjunction  mapping  theory.  (See, for  example,  [F u].) The

other  cases  are  easy  to  check.

Finally  consider  the  case  (2) with  NP/ x~ΩPm(2).  Taking  a  line  /  in  P,  we  see  that

Nι/ x~ΘξBΘ(\)®n~2
  and  therefore  Kx^(9{- ή).  Thus  Xis  a  smooth  hyperquadric  or

a  scroll  over  a  smooth  projective  curve.  In  the  latter  case  the  m- plane  is  contained  in

a fiber, which  implies  that the normal bundle NP/ X  is ΘPm® 0
P
m ( l)

Θ m
~

2
.  Thus  the latter

case  is  ruled  out.

Thus  we  get  Theorem  3.1.

In  the  remainder  of  this  section,  we  give  a  proposition  which  holds  in  any

characteristic.

(3.4)  Using  the  fact  that  for  a  line  /  on  p(Py)  and  a  point  A  on  the  line  /, the  normal

bundle  Nι/ X{- A)  is  0 ( - l )
Θ β

e 0
Θ

" -
< |

-
1
,  Ein  [E ]  showed  in  the proof  of  Theorem  1.7

that  the union of  lines  through  the point A  coincides  with  the plane p(Py)  together  with

the  following:

F AC T  3.5.  In the diagram  (2.8)  assume  that NP  / x  is  trivial  for  each  point y  in  Y.

Then  for  any  pair  y,  /   of  points  in  Y we  have  dim(p(Py)  n p(Py))<0  in  any  character-

istic.

Consequently  we  have:

PROPOSITION  3.6.  Let  the condition be as  in Theorem  3.1. Assume  that  n>3,2m>n

and  that  the  normal  bundle NPjX  is  Θf£®Θprn(X)®b  with  b>0.  Moreover  if  n = 2m  and

b =  0, assume  in addition  that  in  the  diagram  (2.8)  NP  / x  is  trivial for  each point  y  in  Y.

Then,  in any  characteristic, X  is  a Pn~a- bundle  over an a- dimensional smooth  projective

variety  and  P  is  contained  in a fiber.

PROOF .  We  have  only  to show  the case  π =  2m and b = 0 by  [E, Theorem  1.7]  and

Proposition  3.4,  In view of F ac 3.5  suppose  that there are two points y, y'  in  Y  satisfying

dim(p(Py)  n p(Py,)) = 0.  This  implies  that  the  intersection  number  of  p(Py)  and  p{Py)  is

equal  to  one, which  means  cm(NPy/ x)=\ .   On  the other  hand  by  assumption  cm(N)  is  0,

a  contradiction.  Thus  we  infer  that  for  any  pair  y,  /   of  points  in  Y  the  intersection

p(Py)  n p(Py>)  is  empty.  The  rest  of  the  proof  is  found  in  [E,  Theorem  1.7].  q.e.d.



310  E. SATO

4.  The  deformation  ofzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  P{Ωpm{2))  under some conditions, (I).  We  prove  Theorem

4.2  in  this  section  and  Section  5.

We  consider  the following  condition:

(4.1)  Let  V  be  a  vector  bundle  of  rank  m + 1  on  a  scheme  T  and  f:P(V)- +T

a  / '"- bundle  on  T.  Set  W:  = P(V).  Let  $  be  a  vector  bundle  of  rank  m  on  W  and

0  : P{<$)- + W a  P
m

" ^bundle  on  PP. Set  Q\  = P{£)  and  £ ,  i ^ , , - ^ .

Then  the main  result  in  this  section  is  the  following:

THEOREM  4.2.  Let  us  maintain  the  notation  (4.1). Assume  that  Et  is generated  by

global  sections for  each point  t  in  T and  Et ~ Ωpm(2)  for  a general point  t  in  T.  If  m  is

even,  then  Et~Ωpm(2)for  each point  t  in  T.

The  above  theorem immediately  yields  the  following:

COROLLARY  4.3.  Let  Jί  be  as  in  (2.9.2).  Assume  that  m  is  even.  If  ^\q- ŷ)  is

isomorphic to  Tpm(  — I) for  a general point y  in  Y, then so  is N\q-   Hy)f°r  every point y  in  Y.

Theorem  4.2  and  Corollary  4.3  are  discussed  in  Section  5.  We  start  with  the

following  condition.

(4.4)  T is  a  smooth curve  and  o  is  a  closed  point  in  T. Moreover  for  every  point  t  in

T— {o},  Et  is  isomorphic  to  Ωpm(2)  and  Eo  is  generated  by  global  sections.

(4.4.1)  Letting  Qt\   = (fgy\ t)  we  see  that  Q  is  a  family  {Qt}teT  where  gt:  Qt- +

f~\ t)  is  a  F
m

"
1
- bun d le  on  Pm.  Let  ΘQ(\ )  be  the  tautological  line  bundle  of  S. Then

^
P ( £ t )

( l)  : =  0
C t

( l) . ΘQt{\ )   is  base  point  free.

PROPOSITION  4.5.  Let  <£ be  the  dual  line  bundle  KQ  ̂ of  the  relative  canonical

line  bundle  of  the  morphism fg.  Then  the  line  bundle  5£  on  Q  is fg- ample.  Moreover

h°{Qt, OQt(\ ))  is  independent  of  the  choice of  t.

PROOF .  Since  K^1
  is  isomorphic  to  ΘQt{\ )®

m®gfΘpm{2)  and  since  ΘQt(\ )  is

generated  by  global  sections,  we  see  that  K^1
  is  ample  and  therefore  i f  is / # - ample.

As  for  the  latter  part,  by  virtue  of  the  Kodaira  vanishing  theorem  we  infer  that

H i(Qt,ΘQt(\ ))  = H2m- ι- i(Qt,ΘQt(\y
1®KQt)  = 0  for  l < / < 2 m - l  because  ^ ( l ) "

1
®

KQt  is  a  negative  line  bundle.  Thus  we  get  an  equality  χ(Qt,  (9Qt(l))   = h°(Qt,  ΘQt(\ )).

Moreover  since  χ(Qt,  $Q
t
(l))  is  independent  of  the  choice  of  t,  we  get  the  desired

result.  q.e.d.

Since  0
Q t

( l)  is  base  point  free,  Proposition 4.5  yields  a  surjective  homomorphism

Q ( 1 ) ^ ^ Q ( 1 ) ^ 0 ,  which  induces  a  Γ- morphism  K:  Q^P(Ug)Mψ  Let
a i χ

d  R- +R  the normalization  of  R.  Moreover  we  take  the  Stein  factorization6)

Q  —•  R —•  R  of  the induced morphism  h:  Q^>R  where  every  fiber  of  h  is connected

and  j  is  a  finite  morphism.

(4.6)  Let  a  : F{m91,0)- >P
m
  and  b : F{m, 1,0)- >G r(m, 1) be  the  canonical  projections

as  in  the introduction.
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REMARK  4.7.  (1)  LetzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ht: Qt^>PN~x
  be a morphism  induced by the line  bundle

ΘQt(l)   with  N = h°(Qt9 ΘQt(l)).  Then  hlQt  is equal  to ht for each  tφo  and  it coincides

with  the morphism b in (4.6). Thus  since y is a birational  morphism, j  is an  isomorphism

and  in particular  the  identity  map.

(2)  F or each point /  ( φ o) in T, every fiber Gt of ht is P
1
. Moreover  the intersection

number (Gt  g*ΘPm(\))=\  in Qt.

F rom  now  on we fix the  notation  h:Q- *R  and  Qo '. = (fg)~ί(o).  Let A
o
 be the

restriction of h: Q- +R  to Qo. We  would  like  to  study  the property of h0: β 0
  - •   ho(Qo),

in  particular,  the behavior  of the  fiber of ho,  to  show  that Qo is canonically  isomorphic

to  Qt (tφo) and ho to  Λ,.  F or  the purpose  we  need  the following  tool:

(4.8)  Let M be a vector  bundle  of rank  r + 1  which  is generated  by global  sections

on  P
m

.  Let  L = (9P(M)(\ )®
2®e*ΘPm(\)  where e : P(M)- +Pm

  is the canonical  projection.

Then L is an  ample  line  bundle  on  P(M).  Moreover  let  / f= H ilb£
(

(
5

f)
 with  respect  to L

where p{ϊ) =  χ(ΘPι(T)) and J f the universal  space of H.  Let α : i f  - •  P(M) and β : i f  - •  ^

be  the  canonical  projections.

LEMMA  4.9.  Assume  that H is not  empty.  Then  we  have:

(1)  β\ &- >Hisa  P
1- bundle.

(2)  For a closed point  y in H, (xβ~ί(y)  : = Ly  is a smooth  curve in P(M)  so  that

e : Ly - > e(Ly)  is an  isomorphism and  e(Ly)  is a line ly in Pm.

(3)  Ly is a section  corresponding to the trivial  quotient  line bundle of M\X  where

M ιly~®Θ(ai)  with ax=0<a2<'  <ar+1.

Consequently there is a one- to- one correspondence between the set  H(k) ofk- rational  points

and  the set of trivial quotient  line bundles of Mµ where I  is a line on Pm.

PROOF.  By assumption we get an equality  1 =  (Ly  L) =  (Ly  ^
P ( M )

(1)®
2
 ® e*Θpm (1)).

Since  ΘP{M){\ )   is base  point  free,  (Ly-   ΘP{M)(\ ))  = 0  and  (Ly  έ?*0
p m

( l) )= l.  F rom  the

latter  we get deg e(Ly)=\   and  deg e\Ly=l.   Hence  ly  is a  line  and  therefore  Ly is

smooth.  The  reminder is easily  checked.  q.e.d.

The  above  lemma  immediately  yields  the  following:

COROLLARY  4.9.1.  The normal bundle NLy/ P{M)  appears in the  exact sequence:

0  *zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ̂ L y/ e-  Hh)   * ̂ L y/ P(M)  * Ne~  Hly)/ P(M)\ L y  * 0 J

where NLyle- Hly)^@ 2̂Θ{- a  ̂ andN^^^^^&il)^- ^.

We  apply  Lemma  4.9  and  Corollary  4.9.1  to the  Γ- morphism h : Q- *R.

(4.10)  Let  J? =  0
Q
(2)® 0*0

F ( K )
(1)  in (4.1). N ote  that S  is/ sam ple.  We  consider  the

relative  H ubert  Γ- scheme  i f$ ? of Q over  T with  respect  to S  where  P(f) is the H ubert

polynomial χ(P\ Θpί(ή)  of the  fiber Gt in  (2) of Remark  4.7.  / / £ $ is abbreviated  as H.

Let  H=\JS  Hι
 be  the  decomposition of H into  the  irreducible  components.
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REMARK  4.10.1.  (1)  We  have  a  canonical isomorphism  by  virtue  of  the  univer-

sality  of  the H ubert  scheme:

H x  τ  Spec k(t)~H$τSpecfc(ί)
  ( =  : # , ) .

(2)  F or  tφo,  Ht  is  equal  to  Gr(m, t) by  Remark  4.7.1.

To  investigate  the deformation  of  Gt = : /  of  a  fiber  of  ht  (t φ o)  in  Q  in  detail,  we

use  the exact  sequence

(4.10.2)  0 —  Nι/ Qt  —  Nι/ Q  —•   tf
flt/ fl|I

  —  0 .

N oting  that  Nι/ Qt~Θ®{2m- 2)
  by  Remark  4.7.1,  we  see  that  Nι/ Qc- Θ92m'K  Since

H1^,  Nι/ Q)  vanishes,  H  is  smooth  at  the point  /  and  dim
f
 H=2m—  1.

Summing  up  the above,  we  get:

PROPOSITION  4.11.  Let  H  be  as  in  (4.10)  and  let  us  denotes  T°:  = T- {o}.  Then

we  have:

(1)  There  is  a unique  irreducible component  H'  of  H  containing Htfor  all  teT°.

(2)  H x  τ  T°  is equal to H1
  x  τ  T° which is isomorphic to a Gr(m, \ )- bundle over  T°.

(3)  For  each  i{>2)   (if  it  exists),  Hι
  n Ht  is empty for  each  t  in  T°.

(4.11.1)  Let  ^f  be  the  universal  scheme  of  H,  and  π :  J^^Q  and  p  : ^f  - +H  the

canonical projections. Let J f  *: =  p "
 1(Hx

)  and π
1
  : =  π^i.  Then π and p are  Γ- morphisms.

Thus  for  t  in  T  let  us  set  Ht = : Hx
  Γ

Spec/c(ί),  Hj  = : H1  x  τSpeck(t), tfft = p

jr^p- W)  and  πϊ=πlJt}.
Then  we  have  the  following  diagram:

>p(v)

Ί̂
PROPOSITION  4.12.  (1)  π

1
  : #?x  - *Q  is surjective. Moreover  for  each  t  in  T, π\  :

3ft\  - •  β
r
  is birational  In particular for  tφo  π\  is  an  isomorphism.  Moreover  d im i ί

1
  =

2 m - 1 .

(2)  Every fiber  of  p  is a Pι- bundle.  For  every u  in H,  πp~ι(u)  is P1,  g  : π p
- 1

( w) ^

gf(πp~
1
(M))  is an  isomorphism with a  line as  its  image  in  Pm.

(3)  dim H] =2m- 2  for  each  t  in  T.

(4)  For  tφo,  Ht  is equal  to  H}  and  is  isomorphic  to  Gr(m, 1), and  Jft~F(m,  1, 0).

Moreover  pt  is a P1- bundle  and  is equal  to  b.

PROOF .  Since Nι/ Q  is  generated  by  global  sections,  we  infer  that  π](£Fl)  = Qt  for

tΦo  and dim77= dim/ J°(/ , Nι/ Q)  = 2m- 1.  N ext we  show  πl(J^l)  = Qo.  F or a  point z  in
Qo  take  a  local  section  C  (in  Q)  offg:  Q^T  passing  through  the  point  z.  Then  for

each point c in  C— {z},  there exists a  line  lc  in Qfgic) where  lc  corresponds  to an element
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czyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  in Hfg(c)  and  where  π(p~1(c))  = lc.  Then we  have  only  to  take  the  limit  of  {/
c
}.  Thus

from  Remark  4.7  (1)  we  get  (1)  except  the  assertion  that  π
o
  is  birational.  Hence  we

have  only  to  show:

SUBLEMMA  4.13.  Let  h0,  Qo  and Gt  (Remark  4.7  (2)) be as above.  Then there is an

open set  U  in ho(Qo)  so  that for  each point  u  in  U  a  fiber  Gu  of  the  morphism  ho  is  P1

and go(Gu)  is a  line in  Pm.

PROOF .  Indeed,  since  fg:  Q^T  is  a  smooth  morphism,  the  (2m—l)- ple  self-

intersection  number  ((9Qt(\ )
2m~1)  of  ΘQt(\ )  is  equal  to  0  and  similarly  (OQt(\ )

2m~2)Φ0

for  each point  /  in  T modulo rational equivalence. Thus  the morphism ho  : Qo  - •   ho(Qo)

has  a  general  fiber  which  is  of  dimension  one. As  was  shown,  the deformation  J^1  =

{C
s
}

seH
i  of  l:  = Gt  spans  the  total  space  Q  with  the  parameter  space  Hx.  Let  Λ =

{seH1\Csa  Qo}.  Since fg(Cs)  is  a  point  for  a  general  point  s  in  H1,  A  is  equal  to

H1
  x

  Γ
SpecA:(o)  and  Qo  is  covered  by  the  family  of  closed  subschemes  parameterized

by  A.  N oting  that  for  any  s9  Cs  is  a  smooth  rational  curve  and  that  (0
Q
(1), / ) =  0,  we

see  that (0
Q
(1), Q  =  0  in  Qo.  Recalling  that ho(Cs)  is  a  point and  that every  fiber  of  h0

is  connected  by  the  observation  after  Proposition  4.5,  we  get  the  desired  result  by

Lemma  4.9  (2).

Moreover  (2)  follows  from  Lemma  4.9,  while  (4)  follows  from  Proposition 4.11.

The  rest  is  trivial.  q.e.d.

REMARK  4.12.1.  F rom Proposition 4.12  (2) there is a morphism σ  : Ho  - •  Gr(m,  1)

by  virtue  of  the universality  of  deformation  theory.

The  sublemma  4.13  yields:

COROLLARY  4.13.1.  Let  pi  : 2tf\  - +R\  be  the  canonical  morphism  induced  by  p  :

J f  - * H.  Then  there exist  two  open sets  U  in h(Q0)  and  Ό in  Hi  and  two  isomorphisms

i'.U^UJ:  ft"\U)- +ρ~1(U)  such  that  hφ- {̂U)i=jρl\^ o)- Hϋy

N ow  let  us  recall  the notation:

a:  F(m, 1,0)—+  Pm
  and  b :  F(m, 1,0) —•  Gr(m, 1)  in  (4.6).

The  following  is  well- known:

F AC T  4.13.2.  F or each point x  in Pm,  we  have:

(1)  ba~\x)  is  P "
1
"

1
  in  Gr(m, 1).

(2)  b~1ba~1(x)  ( = P)  is  isomorphic  to P(Θpm- iΘ0
F
m- i(l))  which  is  a  P ^bun dle

o n
  pm - i  Moreover  P  contains  a~1(x).

(3)  F- +Pm
  is  the blow- up  of  Pm

  at  the point  x.

(4)  (4.α)  (&  0
G r O l l i l )

( l)  6 *< Wi ) ( l )  - F) = 0  (/w- times).

(4.β)  [a*Θ P(\ )  -   a*ΘP(\ )  P) =  1 (m- times).

N ow  for  a point x  in P
t

m
, Px  denotes the closed  subscheme  π1(β1)~1(p1)(π1)~1g~1(x)
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inzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Qt  where  p1=p\χι  : Jtfx - +H1
  and  π

1
 =  π

! j r
i :  f̂*  - > β . When  x  runs  through  P(V),

we  get  an  algebraic  family  0> = {Px}xeP(V)  (^P(V)x  TQ).

PROPOSITION  4.14.  (1)  For  x  in P(V\T- {o)),  Px  is  canonically  isomorphic  to  P  in
(2) of  Fact  4.13.2.

(2)  TTzere & an  open set  S  in  P™ such  that  for  each point  x  in  P™,  we  have  the
following:

(α)  dim Px  = m.

(β)  (Px'  9ΐ®p(\ )'  * *zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 ? 0 F ( 1 )) =  1 (m- times),  namely,  go\ Pχ  : Px  - > P
o

m
 ύ  surjective.

(y)  Px  contains  g~1(x).
(3)  The restricted map  σ

)H
i  : Hi  - *G r(m, 1) (c/ . Remark  4.12.1)  is surjective.

PROOF .  (1)  is  trivial.  As  for  (2),  dim/ /
o
 =  2m — 2  and  ^

o
- > β

o
  is  surjective  and

genetically  finite,  as  required.  (3) is  obvious  by  (2).  q.e.d.

REMARK  4.14.1.  If  Hi  is  irreducible,  so  is  Px  for  a  general  point x  in  P™.

F urther  detailed  observation  continues  in  the next  section.

5.  The  deformation  of  P{Ωprn{2))  under  some  conditions,  (II).  This  section  is  a

continuation  of  the  previous  section.  The  main  aim  is  to  show  (I), (II), (III)  stated

below,  which  yields  Theorem 4.2  and Corollary  4.3. The condition (4.4)  is maintained.

We  would  like  to  prove:

(  I  )  Let i:  U  - •  £7 be an isomorphism as in Corollary 4.13.1  and σ  \ Hl~+  Gr(m,  1)

a  surjective  morphism  as  in  Proposition  4.14.3.  Then  σ(i(U))  is  a  dense  open  set  in

Gr(m,  1) or  r =  1.  (It is  treated  in  (5.1)  and  (5.2).)

( I I )  If  the conclusion of  (I) holds, then for  a general  line  /  passing  through each

point  x  in  the open  set  S  in P™ ( ~ P
m

)  (see Proposition 4.14  (2)), Eoµ  is  isomorphic  to

(III)  If  the conclusion  of  (II) holds  and m  is  even,  then E0~ΩPm{2).  (It is  treated

in  (5.4)  and  (5.5).)

Among  the three assersions  above,  (I) is  the central part  for  the proof  of Theorem

4.2.  We  now  make  preparation  for  the  argument  of  (I).  We  keep  the  notation

a:  F(m, 1,0) - >P
m
  and  b:  F(m, l,0)^Gr(m,  1).  Moreover  ly  denotes  the  line  in  Pm

corresponding  to  the point y  in  Gr(m, 1).

(5.1)  F rom  now  on  until  the  end  of  this  section  we  denote  E\  — Eo.  Recalling  that

E  is generated  by  global  sectios, we  see  that for  a  line  /  on Pm  E  ̂ is  ©  Θ(a\ )  with  α |> 0.

Set  r(t): = %{i\ali = 0}.  Let  r:  = r(E) = min{r(l)\ l   is  a  line  in  Pm}.  Moreover  set  D:  =  {ye
Gr(m,  l)\ r{l y) = r}.   Then D  is  an  open  set  in  Gr(m, 1). Since  άt\ .E=ΘPJm- \ \
(5.1.1)  r = r(E0)  is  a  positive  integer.

In  the  notation  (4.6),  we  have  a  canonical  homomorphism  φ  : b*b+a*E - >  a*E.
Thus  we  see by  virtue  of  the base  change  theorem that b^a*E  is  a  torsion- free  sheaf  of

rank  r and  φ  is  an  injection  on b~ί(D)  as  a  subbundle.  Let E  be  the dual  vector  bundle
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ofzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  b^(a*E\D)  and  let  φ  : P(b*E)  - > P(E)  be  the  composite  morphism  of  the  canonical

immersion:  P(b*E)- +P(a*E)  and  the  canonical  projection  P(a*E) - •  P(E).  Letting  5:

P(b*E)  - •  P(E)  to  be  the canonical  projection.  We  infer  that  for  a  point  e  in  P(E),  we

get  (3  -  φ5~1(e))=l  with  S  in  (4.10), which  implies  that P{E)  is  the parameter  space

of  lines  on Qo  : = P(E) with  respect  to S.  N ow  recall  that H  is  the H ubert scheme  Hp$τ

and  Ho = Hx
  Γ

  Specfc(o).  Thus  by  virtue  of  the  universality  of  the  H ubert  scheme  Ho

we  have:

(5.1.2)  a  morphism  θ:  P(E)^HO  which  is  injective  by  construction.  Moreover

dim P(E) =  dim Θ(P(E)) =  2m -   3 +  r.

N ow  we  study  the  behavior  of  the  above  line  on  P(E)  in  terms  of  the  normal

bundle.

F or  a  point y  in D,  P{Eny)  contains  /^©{JJO which  is  /
y
 x P

r l
.  Let  L = ly  x  {Λ}  in

lyXP*"1  (czP(E))  where  ^  is  a  point  in  Pr~1.  Then  the normal  bundle  NL/ Qo  appears

in  the exact  sequence

0  —>   NL/ Π  —>  NLIQO  — •
  NΠ/ QO\L   —>  0

where Π =  g;\goL).  Then NLlπ̂ @ 2̂Θ(- a  ̂ and  JV
π / Q o

|L^O)
Θ ( m

~
1 )

  which  yields
that h°(NL/ π)  = r- l  and h°{NΠIQo\ L)  =  2 m -  2. H ence h°(NL/ QJ  < 2m-  3 +  r, which  implies

that the dimension ( =  dim
c
 7/

o
) of Ho  at a point c in θ(P(E)) is not greater  than 2m — 3 +  r.

On  the other hand  by  (5.1.2)  we  get:

PROPOSITION  5.1.3.  (1)  The Hubert  scheme  Ho  of  lines  in  Qo  is  smooth  at  each

point  c ofθ(P(E))  and  therefore  θ : P(E)- +HO  is  an open  immersion.

(2)  σ(θ(P(E))) = D.

Let /   be the closure of P{E)  in Ho.  Then J  is an irreducible  component of Ho  which

contains  P{E) as  an  open  set  and  dim J = 2m — 3 +  r.

REMARK  5.1.4.  If r > 2, then dim / = d i m P(E) > 2m - 1.  On the other hand dim Hi  =

2m —2. Hence by  the construction of P[E)  there exist an irrducible component Hj  (j>2)

of  H  so  that  suρp/ /
J
 =  supp J  (Remark  4.10.1, (2)).

(5.2)  Proof  of (I).

(5.2.1)  Assume  that Hi  is  irreducible.

In  our  notation, JtfJ-  is  a  variety  and  π
0
:  J ^

1  - +QO  is  birational  by  (4.12.1).  Thus

we  get  the  desired  result  by  the  commutativity  stated  in  Corollary  4.13.1  and  by  the

surjectivity  σ(Hl) = Gτ(m,  1) in  Proposition  4.14.3.

N ext  we  assume:

(5.2.2)  Hi  is  not  irreducible.

Let /  be the closure of  D (of Corollary 4.13.1) in Hi.  Since dim Hi  =  dim Ό= 2m -   2,

/   is  an  irreducible  component of  H\ .  Let  Hi  = 1 u ( |J  ./
f
)  be  the decomposition  of  Hi

into  irreducible  components.  Since  the  morphism  σ:  i/
0
- >G r(m, 1)  is  surjective,  we

have  two  cases.
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(α)  σ(/ ) =  G r( m , l) .

Then we get the  assertion  /  in  the  same  way  as in the  case of (5.2.1).  (However,

this  situation  turns  out  not to occur.)

(β)  σ(I)  is a proper  closed  set in Gr(m, 1). (We  will  deduce a contradiction.)

Hence as for the component I t of Hi we have:

Claim  5.2.3.  Θ(P(E))  n I t is not  empty.

Indeed,  take a point c in (Gr(m, 1) —σ(/ )) n D (see  (5.1)  for D).  By the  property  of Z>,

E\ ιc  is 0
θ r

Θ i2>
Γ +

i 0 ( β ! ) with  α j> 0.  (r: = r{E)  as in (5.1)). On the  other  hand  from

σ(Hl)  = Gτ(m,  1) and  the  characterization of I t there  exist a point c in 7
f
 and a point c

in  Gr(m, 1) so that  g(no(p~ί(c)))  is a line  lc on P
m

 and  that  the  line  πo(β~1(c))  on Qo

corresponds  to a trivial  quotient  line  bundle Θlc of E\lc  by Lemma  4.9  (3). Moreover a

section  P (0
ί c

)  corresponds  to an  element in P (£
) b

- i
( c )

) .  Thus  we  get  the  claim.

We  have  come to the  final  stage of the proof of (I). Assume r>2.  Then we  see by

virtue of the universality  of the H ubert  scheme  (Remark  4.10.1,  (1)) and by (5.1.4)  that

Ho  has, as a component, the closure J of Θ(P(E)) with  the embedded  closed  subscheme

Hon  H1 (\J(Φ0)  scheme- theoretically.  Thus we infer  from  (5.2.3) that Ho is not smooth

at  each  point c in Θ(P(E)) n 7
ί5
 a contradiction to (5.1.3).

Thus we  complete  the  proof  of (I).

(5.3)  Proof  of (II).  If  r = l  in (5.1.1),  there  is  nothing  to show.  Thus  assuming

r > 2 , we  get a contradiction. We  maintain  the  notation  (5.1).

The  assumption  of (II)  yields:

(5.3.1)  the morphism φ : P(b*E)^>P(E)  is dominant.

We  study  the property  of a general  fiber  of φ.

In  the  notation  (5.1.2) we fix a general  point y in D and  choose a curve  L as in

(5.1.2).  Since  dim/ >(&*£) =  2m +  r - 2  and  dimP (£ ) =  2 m - l ,  we see  that:

(5.3.2)  for each  point c in L, we have  dimφ~ί(c)>r  — l. N amely, for such a general

curve L  as above,  there exists a closed  subscheme Z in J and a family  of smooth  rational

curves  {L z}zeZ  in P(E), where for a general  point z in Z we  denote Lz: = lpx  {A1}  with

yeD,  A'ePr~x.  Moreover  d im Z =  r— 1 and  each  curve Lz passes  through  the point c.

Therefore  dim (J zeZ  Lz > r. Recalling  that L  and each Lz go  to a point via  the morphism

h0  we  get:

(5.3.3)  The subscheme  (J
 z e Z

 Lz in P(E) collapses  to a point  via ho. On  the other hand

since  dim P(E) =  dim ho(P{E)) + 1 , we get r =  1.

Hence we  have  shown (II).

(5.4)  Proof of (III). We first show:

PROPOSITION  5.4.1.  Let Fbe a rank m vector bundle on Pm satisfying  the following:

(1)  cJF(- l))#0.

(2)  F(l) is generated by global  sections.

(3)  F{1 ~0®<»- !> φ  (9(1) for a general  line I  in Pm.

Then  dim/ / °(P
m
, F)<m+\.  Moreover  if dimH°(Pm,  F ) =  m + 1 ,  then F is generically
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generated  by global  sections.

PROOF .  If  h°(F) = 0,  there  is  nothing  to prove.  N ext  let s  be  a  non - zero section  of

F,  s  : F - > 0  the homomorphism  induced  by  the non - zero section  s  of  F and  /  the  ideal

sheaf  denning  of  (s)
o
. Then  the  homomorphism  s  induces  a  surjective  homomorphism

F - >  / - • (), and  therefore  F - > I/ I 2
  - •  0. By  (2), we  see  that /  ® Θ{\ ) is  generated  by  global

sections  and  there  exists  an  injective  homomorphism  O - »/ ® 0( l) - > 0p( l)  induced  by

the  canonical injective  homomorphism: 0 - *> / - > 0
P
.  Hence the following  is shown  easily:

F AC T  5.4.1.1.  Assume that the zero locus (s)
o
 of a non - zero section s is of dimension

t>  1. Then  (s)
0
  is  a  linear  space  in  Pm

  and  / / /
2
^ 0 ( -   l )

Θ ( m
"°.

N ow  assume  that  dim H°(Pm,  F ) > m +  2.  Then  letting  J  to  be  the  ideal  sheaf  of  /

in  (3), we  have  an  exact  sequence:

(5.4.1.1)  0 — > J — > & P m — > 0 , — > 0 .

Tensoring  F , we  get

Then  since d i m H ^ P
1
, (9Θim~  υ

  ©  Θ(\ )) = m + 1 ,  there exists a non - zero section  s  in F  so

that  Sµ =  0.  Moreover  (s)
o
  is  a  ί- dimensional  linear  subspace  in  Pm

  containing  /  by  the

above  fact.  If codim(s)
o
 =  m — ί > 2 ,  then by  F act 5.4.1.1 Fµ has  a quotient vector  bundle

0( — l ) ® ^ - ^
  a
  contradiction to (3). Thus we  infer  that (s)

o
 is a hyperplane  in Pm.  Hence

we  get  a  nowhere- vanishing  section  s  in  F (—1),  which  implies  that  cm(F(—1)) =  0,  a

contradiction. Hence we  have  shown  the former  part. N ext  we  consider  the latter  part.

When  F  is  not  generically  generated  by  global  sections,  neither  is  F
( /
  for  each  line  /.

Since  h°(l,  0
Θ ( m

~
1 )

0 0 ( l ) )  =  m + l , by  the  exact  sequence  (5.4.1.2)  we  have  a  non - zero

section s  in F such  that s  ̂=  0 for  a generic  line on Pm.  In the same way  as  in  the  former

part,  we  get  a  contradiction.  q.e.d.

We  note  that

0  if  m  is  odd

—  1  if  m  is  even  .

Thus  the  above  proposition  immediately  yields:

COROLLARY  5.4.2.  Let  F be a rank  m vector bundle on Pm  satisfying  the following:

(Γ)  The Chern polynomial  of  F  is equal  to  that  of  Tpm(— 1).

(2)  F ( l)  is generated  by global  sections.

(3)  F{1 -   ΘΘ(m-   υ
  Θ 0(1) for  a general  line I  in  Pm.

(4
r
)  dimH°(Pm,F)>m+l.

Ifm  is  even,  then F ^ TPm(— 1).

PROOF .  (Γ) and  the above  remark  yield (1) in Proposition  4.13.  At  the same  time
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by  (4') we  see  thatzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  F  is  generically  generated  by  global  sections.  Moreover  (Γ)  yields

cm(F)=   1. Therefore  combining  (3), Lemma 2.4  (1.0)  and  Theorem  1, we  infer  that 7MS

isomorphic  to  either  Tpm(  — 1) or  ΘΘim~1)@Θ(l).  Moreover  in view  of  the  assumption

(Γ)  we  get  the desired  result.  q.e.d.

Thus  we  have  proved  (III).

As  a  consequence we  can prove  Theorem  4.2.

(5.5)  Finally  we  show  Corollary  4.3.  In  4.1,  take  T:=Y,  W:  = Z  and  V\ =  Jί®

P*(^PN(\ )\X)  on  Z .  Then  for  each  point  y  in  Γ,  Yy  : =  K|
q
- i

(y)
  is  generated  by  global

sections  by  (2.3). Moreover  by  assumption,  Vy  for  a general  point y  in  F is  isomorphic

to  Ωpm(2).  Thus  Theorem 4.2  immediately  yields  Corollary  4.3.  q.e.d.

6.  Smooth variety  with  NP/ x~Tpm(—l).  In  this  section  we  work  over  the  field

of  characteristic  zero.

(6.0)  Let  X  be  a  2m- dimensional  smooth  projective  variety  containing  an  ra- plane

P  with  the normal  bundle  NPIX~TPm(  — 1).

Then we  have  the diagram  (2.8) from  Remark  2.11. Moreover  by  Proposition  2.12

and  Corollary  4.3  if  m  is  even,  then  we  have  NPyjX~TPm(—\)  for  each  point y  in  Y.

Thus  our  aim  in  this  section  is  to  show  the  following:

THEOREM  6.  Let  X  be  as  in  (6.0).  If  m  is  odd,  we  suppose  that  NPylx~TPm(—\)

for  each point  y  in  Y.  Then  in characteristic zero  X  is  isomorphic to  G r(m + 1, 1) .

We  begin  with  the  following:

PROPOSITION  6.1.  Let  the  notation  be  as  in  (2.8).  Then  Y  (resp.  Z)  is  a  smooth
projective  variety  of  dimension  m+l  (resp.  2m + 1) .  Moreover  p:  Z^X  is  a  smooth
morphism  with one- dimensional fiber.

PROOF .  Recall the observation  in (2.9.1) and (2.9.2). Then since Hι(Pm

9  Tpm(  - 1))  =

0  and  d im / ί
o
( P

m
, Tpm(— l)) =  m + l ,  Y  is  an  (m+ l) - dimensional  smooth  projective

variety.  Moreover  since  Tpm(—\)  is  generated  by  global  sections,  the homomorphism

P*   :  Tẑ >p*T x  induced  by p  is  surjective.  Thus  we  get  the  latter  part.  q.e.d.

F or  a  point y  in  Y, Py  denotes  the m- plane pq~ί(y)  in  X.

REMARK  6.2.  Since  NPIX=T prn(—l),  we  have  cm(N)=l.   Thus  for  any  y,  /   in  Y

the  intersection  number  of  Py  and  Py.  is  1 and  Py  n Py.  is  not  empty.

PROPOSITION  6.3.  p:  Z- +X  is  a  P1- bundle.

PROOF .  Assuming  that  the  fiber  of p  is  of  genus  > 1, we  get  a  contradiction  as

we  now  show.

F irst  the following  facts  are  well- known  (see  [BPV,  §§3 and  5]):

( I )  Let  S  be  a  compact  complex  surface,  B  a  projective  curve  a n d / :  S- *B  a

surjective  holomorphic map without singular  fibers.  Assume  that B is rational or elliptic.



PROJECTIVE  M ANIFOLDS SWEPT OUT BY  LINEAR  SPACES  3 1 9

Th en / is  locally  trivial.

(II)  Any  elliptic fiber bundle over  P
1
  is  a product or  a Hopf  surface.

Let us  take a linezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I  on  X  and study  the smooth morphism pt:  p "
 1
(/ ) - > /. Letting C

to be  a fiber of ph  we  have:

Claim  1.  p~x(l)   is  a product of  /  and  C  and /?j is  the first projection.

Indeed, the above (I) implies  that px  is  locally  trivial.  First  assume  that  C is  an  elliptic

curve.  Since Z is projective,  so  is p'1^).  Noting that a Hopf  surface  is  not Kahler,  we

see that p~ 1(l)  ̂   /  x C by  (II). Next assume  that C is of genus  > 2. Then the period map

/ :  / - • / )  to  the classifying  space  D  is  constant, hence by  Torelli's  Theorem/ is  a fiber

bundle.  Moreover  since  the automorphism  of  C  is  a finite group, p~Λ(l)   is  isomorphic

to  /  x C.

On  the other hand  Claim  1 yields:

Claim  2.  qp~1(l)  = qp~1(A)  for  each point A  in  I  and  it  is  a point  or  a  curve.

Indeed,  let y  be  a point  in  Γ,  /  a  line  in an m- plane Py  and  C
x
 = / ?~

1
(/ ) n q~x(y).  Then

since p~1(l)~Cxl  by  Claim  1, C
x
  is  a fiber of p~ *(/ )- • /  or an ample divisor  in  p "

1
^ ) .

Now  take  another  line Π n  Py  such  that  /  n 7" is  a  point  A.  Then  Claim  2  implies

that  qp~1(T) = qp~1(A)  and  therefore  is  equal  to  qp~1(Py).  On  the other hand  for  any

two  points y, y'  in  Y, Py  intersects Py  by  Remark  6.2.  Consequently, we  infer  that q(Z)

is  a point or  a curve,  a contradiction. Thus we  get  C=P1.  q.e.d.

Next we  show:

(6.4)  Y~Pm+ι  .

Since p  is  a  smooth  morphism  with  the fiber P
1
, p~1(Py)  is  of  dimension m + 1.

For  a general  point j  in  Γ let P = Py  and  let  us  consider  the morphism  q : p "
x
( P ) ^ Y

induced  by  the morphism  q.  Then we  see  that  q  is  surjective.  Indeed, if  the  image  of

p~ι(P)  via  the morphism  q  is  a proper  set  in  F, P  does  not  intersect  Py.  for  a  general

point  /   in  Y. This  contradicts  Remark  6.2.  At  the  same  time q  is  birational  by  (6.2).

Since p~x(P)  is  a  P^bundle  over  P  containing  a  section  tf"
1
^),  it  can  be  written  as

P(E) where  Eis  a rank  2 bundle on P. Then by  m > 2, we  infer  that E~ΘP®ΘP(a)  and

that a # 0 by the surjectivity  of the morphism q. Moreover by taking P(ΘP) as the section

of  P(E) which  collapses  to  the point y  via  q, we  get  a>0.  Letting  7  to  be  the normal

cone obtained by the blowing- down  of p~ 1(P) along the section P{Θ). Then  Picp~ι(P)~

Z®Z  and  therefore  Pic 7~Z.  Thus  we  get  a  canonical morphism  / i:  F - »  Γ which  is

finite and birational. By Zariski's  main theorem h is an isomorphism. Let v be the vertex

of  the cone  Y. Then we  get

(6.4.1)  α = l .

Indeed, let (R, m) be the local  ring of  F a t  the point v with  R = ΘYy  and m the maximal

ideal  of  R.  Then  the  Zariski  tangent  space  of  Y  at  i; is  isomorphic  to  tti/ m
2
. On  the

other  hand  we  infer  that  dimm/ m
2
>Λ°(P, ΘP(a)) and  therefore  α = l .  Hence  Y~

pm+ 1
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Summarizing  the above  argument, we  get:

PROPOSITION  6.5.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  We have  Y=Pm+1.  For a general point y  in Y,  wehavep~1(Py)~

P((9Pm®Θpm(\ )),  and  q:  p~\Py)- *  Y(^Pm+1)  is  the  blowing- up of  Y  at  the  point  y.

Hence for  each point  x  in X,  we  have  qp~1(x)  — P1,  hence  in particular,  a  line in  Y.

We  come  to  the  final  stage  of  the proof  of  Theorem  6.0.

(6.6)  Recalling  that Z  is  a closed  variety  of  Xx  pm+1
  by  the construction (6.5) we  see

that  X  is  the  parameter  space  of  lines  in  pm+1
  and  Z  is  the  universal  space  of  X.  By

the universality  of H ubert scheme we have a morphismy  : X- > Gτ(m + 1, 1) which induces

an X- πiorphisraj* : Z- +F(m+1,1, 0).

(6.7)  Claim.  P i c Z ~ Z © Z and  P icX~ZΘX(1)  where  Θx{\ )   is  the ample  generator.

Indeed, Z=P(U(N,  m)\pm+ι)   where  U(N, m) is  the rank  m +  1 universal  quotient  bundle

on G(N, m), which yields the former.  On the other hand/ ?: Z - > Xis  a P1
  - bundle, which

yields  the  latter  part.

Thus j  is  finite  surjective.

We  have  the following  diagram:

(6.8)  Z^  •  P(£/ (m+ 1,1))

j

Let  M  := / */ :*0pm
+
i( l) .  Then we  note that

(#)  M  is  not  ample  but  spanned.

(6.9)  Claim.  Mlq- Hy)  is  trivial  for  each point y  in P?  + 1.  Thus  M=q*ΘPm+i(l).   Con -

sequently  the morphism Jk  induced  by  M  collapses  each  fiber  of  q.

Indeed, we  see  that  the  restriction  of  k*ΘP>n+i(\ )   to  the  fiber  of  k  is  Θ{\ )  and  therefore

M lp- Hx)^ΘPι(l).   Moreover  q*ΘPm+ι(\ ) lp- ιix)^ΘPι(\ )   by  Proposition 6.5. Thus we  have

an  equality:

(**)  M:  =  q*Θpm+ι(\ )®p*Θx(b)

with  an  integer  b  by  virtue  of  the  base  change  theorem.  Restricting  (##) to  the  fiber

<I  ι(y\   w e
  i

n
f

er
  that b>0  since  M

( έ r
 i

ω
  is  generated  by  global  sections. Assume  that  b

is  positive.  Since  Z  is  a  subvariety  of  Pm+1
  x χ9  M  is  an  ample  line  bundle,  a  con-

tradiction  to  (# ). Therefore  we  get  Claim  6.9.

By  Claim  6.9  the morphism/ induces  a  morphism /   : PJ"
 +  1  - +P%+1

  with  qf  =Jk.

Thus  we  h ave / *^
p
m + i( l) ^ ^

p
m

+
i ( l)

5
 which  means  t h a t /   is  an  isomorphism  a n d / i s  a

P
m
- bundle  map with  respect  to  the two  projections  q  and k.  On  the other hand  noting

that  there exist canonical  isomorphism:  F(m+1,1,0)~P(U(m+1,  l) )~ P ( Ω
p m +

i(2) ) , we

infer  that Z~P(j'*Ωpm+1(2)).  Moreover  since Ωpm+1(2)  is a homogeneous vector  bundle

on  P
m + 1

,  we  infer  t h a t / *Ω
p w +

i ( 2) ^ Ω
F
m

+
i ( 2)  and  therefore/ is  an  isomorphism.  On

the  other hand  since jh=pj,   j  is  an  isomorphism  and  X  is  G r(m + 1, 1) as  desired.
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Thus  we complete  the  proof  of  Theorem  6.

Combining Theorem 2.10, Theorem 3.1 and Theorem 6.0, we get the main  theorem.
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