
Prol6gom/mes /t l'6tude des polyn6mes orthogonaux 
semi-classiques (*). 

P. ~[A]~O~f 

R 6 s u m $ ~ .  - On dtablit une thdorie gd,~drale des suites de poIyn6mes orthogonaux dont la suite d e s  

ddriv~es est une suite quasi-orthogonale. 

Summary. - One deals with general theory o/orthogonal poIy~wmials sequences whose derivative, s 

seguenee is quasi.orthogonal. 

1 .  - I n t r o d u c t i o n .  

L'objet de eet article est de pr6senter une th6orie g6n6rale des polyn6mes semi- 

elassiques, c'est-~-dire des polynbmes orthogonaux qui g6n6ralisent le plus imm6- 

diatement les polyn6mes classiques (Jaeobi, Bessel, Laguerre, Hermite). 

Les polyn6mes elassiques peuvent gtre caract6ris6s de plusieurs fa~ons, En 

particulier, 

a) Ce sont les suites orthogonales dont la suite des d6riv6es est aussi ortho- 

gonale [1], [2], [3]. 

b) Ce sont les suites orthogonales dont ehaque polynSme P,, v6rifie une rela- 

tion 4u type 

Cb(x)P~+~(~v) = O.oP,,(~) + O~P.+~(x) + O.~P.+~(x) 

off ~b est un polyn6me de degr6 deux an plus [4]. 

Divers auteurs ont prgsent6 des suites orthogonales g6n6ralisant la propri6t6 a) 

ou b), c'est-g-dire des suites orthogona, les dont la suite des 46rivges est quasi-ortho- 

gonale, [5], [6], ou des suites orthogonales dont chaque polynSme v6rifie [7]: 

P~,+~(x) = O.,,,_._P ..... (x) + O. , .P . (x)  . 

(*) Entrata in Redazione il 9 dieembre 1985. 
Indirizzo dell'A.. Universit6 Pierre et Marie Curie, Laboratoire &Analyse Num~rique 

L.A. 189 - 4, place Jussieu, 75252 Paris, Cedex 05, 
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Le point de rue adopt(~ dans [5] et [6] consiste ~ partir d'une gquation diff6- 

rentielle lin~aire du premier ordre ~ coefficients polynomiaux v~rifiSe par la fonetion 

poids et qui g6n6ralise eelle ~6rifi~e par la fonetion poids des polyn6mes classiques. 

Iei, on prgsente le problgme de la manigre suivante: d~terminer toutes les suites 

(rgguligrement) orthogonales dont la suite des d~riv~es est quasi-orthogonale. On 

montre que la condition sur ia suite des dgriv~es peat gtre eonsid~rablement affaiblie 

en introduisant la notion d'orthogonalitg faible (d~finition 2.7). On montre ggale- 

ment  que le probl6me pos6 est 6quivalent an probl6m8 suivant: trouver routes les 

suites {P.}~>o (r6guli6rement) orthogonales dont chaque polyn6me xP, v6rifie la 

relation de structure: 

n+~ 

~(x)r:§ ~ o,~,JUx) 

o/1 deg ~b = t. 

Cela permet de rSpondre ~ deux questions pos6es par Askey, eitSes dans [4] et 

qui sont en fair 6quivalentes. 

On 6t~blit aussi l'6quation dormant routes les formes lin6aires (r6guli6res) asso- 

ci6es aux suites orthogonales en~TisagSes et qu'on appellera dorSnavant les suites 

semi-elassiques. Celles-ci poss6dent une propri6t6 qui p~rait avoir 6ehapp6 aux 

auteurs qui ont eonstruit des suites semi-elassiques partieuli6res: elles sont quasi- 

orthogonales par rapport ~. l~ forme lin6aire associ6e ~ la suite des dSriv6es. 

D~ns le paragraphe w 2, on rappelle les d6finitions indispensables pour la suite; 

un soin particulie r est donn6 '~ 1~ d6finition de 1~ quasi-orthogonMit6 qui est pr6eis6e 

d~ns un sens qui n'est pas forc6ment en accord avec eelui qui a cours darts la litt6- 

rature [5], [8], [9], [10]. On indique 6galement lea conditions dans lesquelles une 

suite (r6guli&rement) orthogonale par rapport ~ une forme lin6aire est en m~me 

temps quasi-orthogonale par rapport ~ une autre forme lin6aire. 

Le paragraphe w 3 eontient 18 th~or6me fondamentM caraetSrisant les suites 

semi-elassiques. L'ensemble des suites semi-classiques ~pparait eomme 6rant 1~ 

r6union des suites dites de eiasse s, s e N (d6finition 3.1). Les suites elassiques sont 

Mors de class8 zSro. 

Deux corollaires d6coulent nature]lement du th6or&me fondamental: la suite 
(k) 

{P~+~}~>o des d6riv6es d'ordre k des polyn6mes d'une suite semi-elassique est quasi- 

orthogonM8 et chaque polyn6me d'une suite semi-elassique v6rifie une 6quation 

diff6rentielle lin6aire d'ordre deux /~ coefficients polynomi~ux. Enfin, une suite 

(r6guli&rement) orthogonale dont la suite des d6riv6es est 1/1) orthogonale [11] est 

n6cessairement une suite semi-elassique. 

D~ns 18 pur~gr~phe w 4~ on indique sommMrement le r6sultat suivant: une suite 

(rSguliSrement) orthogonale dont la suite des dSriv6es d'ordr8 /cest quasi-orthogonMe 

est un8 suite semi-elassique [_12], [13]. 

Le pr6sent article a 6t5 rSsum5 dans [14]. 
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2 .  - N o t a t i o n s  e t  d 6 f i n i t i o n s .  

Soit {B.},>~o une suite de polyn6mes ~ coefficients da,ns C telle que deg B ~ < u  

pour cha,que n > 0 .  L~ suite {B~,}~>~o eat libre si ct  seulemcnt si d e g B ~ =  n, n > 0 .  

Dana ce ca, s, il est toujom's possible de norma,liser chaque polyn6me en consid6ra,nt: 

B.(x)  = x ~ + b,~x"-Z + . . . ,  n>O . 

On dira, a,lors que la, suite {B~,},>o est une suite norma,lis6e. 

Soit r une forme lin6aire sur ~, espa`ce vectoricl  des polyn6mes sur C. La, forme r 

est dite r@nli6re (a,dmissible ou d6finie.) si on peut  lui a,ssocier une suite {P,}~,~>o 

tellc que: 

F.(P,~P,,) : 0 , m # n 

(z.1) ~(P~,) # o ,  n~>0. 

Une telle suite, lorsqu'elle existe, eat dire (r6guli6rement) orthogona,le rela,tive- 

ment  s s elle est libre, de sorte qu 'on peut  toujours la, supposer norma,lis6e. Elle 

est a,lors unique. 

Nota.nt #,~ = r n > 0 ,  on sa,it que la, forme ~_ est r6guli6re si et seulement si: 

A~ = det  (/t,:+~)~ j=o #  0 ,  n > 0  . 

I1 est utile de tra,nsformer cette condition. 

(2.2) 

LE)~_~[E 2.1. - Pour toute suite normatisde {B~},,~o et toute ]orme r on a: 

aet(C(B~B))~,u=o= :J,, n > 0 .  

Soit A = (a,~)~,~= o une ma,trice quelconque; consid6rons: 

~ , ( x ) -  f a,~,B~dx), O < v < n .  
# = 0  

On 

D~ofl: 

(2.:3) 

(C_(B,Bu)) ~A = (s 

A ( C ( B , E , , ) )  - -  ( c _ ( ~ , , ~ , ) )  . 

det (C(g,,~)) = (det A)~ aet (C(~B~)). 
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Prenons en partieulier /?,(x) --  x", 0<v<<n, et  ainsi, oll a: 

a~.~=-0, v < # ~ < n ;  a ~ = l ;  d e t A  = 1 .  

D'oil le r6sultat. 

On en d6duit:  

PROPOSITION 2.1. - Pour ehaque ]orme s les ~none~s suivants sent gquivalents: 

(2A) 

(2.5) 

(2.6) 

La ]orme ~ est rgguli~re. 

II existe une suite {B~},~> o telle que: 

det (~(B~Bv))~,,=oV: 0 ,  n > 0 .  

Pour ehaque suite libre {C,},>~o, on a: 

C ~ n det (~(  ~C, ) ) , , z=o~:0 ,  n > 0 .  

(2.4) ~ (2.5) 

(2.5) ~ (2.6) 

en utilisant (2.3). 

D'aprbs le rdsultat elassique. 

Car en notaut Cn(x) = a~,C,(x) oit C,~ est le polyndme no,rm, alisd, on a: 

det (s -- ~ a2~ det (~(C~C,)) 
v = 0  

D'autre par 6 d'apr~s l'hypoth@se, la suite {B,},~> o est libre et done 

Ia suite normalisde ~~ {B~s~>~ o v&'i]ie la condition (2.5). D'oh, en vertu du lemme 2.1: 

v = O  v = O  

n > 0  . 

(2.6) ~ (2.4) Evident. 

Soit p > 1 un entier. 

_ B ) DI~FI~ITIO~ 2.1. Let suite { n;~>~o est dire 1/p orthogonale relativement ~t Ia ]orme 

s :/: 0 s i p  est le plus petit entier supdrieur ou dgal ~ un tel que: 

(2.7) E(B,,B,,) -- 0 ,  n > m p  + 1 ,  m>O [11]. 

RE~ARQUES. -- 1) Lorsque p ----1, on re t rouve !e cas d 'une suite orthogonMe 

rela t ivement  ~ s 
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2) Lorsque la suite {B,~}~>0 est libre, elle est 1/1) orthogonale relativement s 

si et seulement si elle v~rifie: 

(2.8) g(x"~B.(x)) = 0 ,  n > m p  + 1 ,  m>~O . 

Ds 2.2. - La  suite {B,~}~> o est dire rgguli~rement 1/p orthogonale relati- 

cement it g el elle est libre et el elle est 1/19 orthogonale par  rapport it ~ rdguli~re. 

REMARQIJES. - 1) I1 revient au mgme de dire que la suite {Bn}n~o est r6guli~re- 

ment  l i p  orthogonale par rapport  ~ g si elle v6rifie (2.5) et (2.8). 

2) Lorsque p = 1, on retrouve le e~s d 'une suite (r6gulibrement) orthogonMe 

relat ivement h. g, ear on a: 

O~B B ~" - -  12I C(B2) =/= O. 

3) Soit {P,,},~>o la suite normMis6e orthogonMe assoei~e ~ 1~ forme r rggulibre, 

alors toutes les suites normalisges {B~},,~o r6guligrement l i p  orthogonales relative- 

ment  ~ g sont donn6es par 

(2.9) Bn(x ) = ~ b~,,~P~(x) , 
u ~ O  

off 

(2.10) b .... = 0 ,  n ) v p @ l ~  v > 0 .  

n >  0 

DI~FINITION 2.3. -- La  suite {B.},~> o est dite quasi-orthogonale d'ordre p --  1 relati- 

cement ~ ~ si elle vdri]ie [8], [9], [10]: 

(2.11) g(B.~B.) =- 0 ,  O<~m<~n-  p ,  n>~p 

(2.12) 3r>~p --  i tel que g(B~_~+~B?) ~= 0 .  

I~E3CA~QUES. -- 1) Une suite quasi-orthogonale d'ordre z6ro est une suite or- 

thogonale. 

2) Lorsque la suite {B,},,>~o est libre, les conditions (2.11) et (2.12) sont 6qui- 

vMentes ~: 

(2.~:~) 
C_(xmB.(x))=0, 0 < r e < n - - p ,  u>p 

3 r > p  -- 1 tel que ~(x~-~+~B~(x)) V: 0 .  

DEFI~I'I'IO~ 2.4. - Za  suite {B,~}~,~0 est dite ~dguli~rement quasi-orthogonale d'ordre 

p --  1 relativement it ~, si eI!e est libre et si elle v&ifie (2.13) avec ~ rdguli~rv, 
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Dans ce eas, routes les suites normalis6es {B,~},,>o r6gulibrement quasi-ortho- 

gonales d 'ordre p - - 1  par rappor t  g E sont de la forme: 

(2.~) 

B~(x) = ~ b~, P (x) , O < n < p - - 1  
r = O  

B,,(x) = i b,,,~P,,(x), n>p 

et  il ex is te  r > p -  1 tel  que b,.~_~+~# O. 

D s  2.5. - La ~uite {B,~},~> o est dite strictement quasi-orthogonale d~ordre 

p - - 1  relativement h ~ si elle v&i]ie: 

(2.15) 
V~'b>p -- 1 ,  

0 < r e < n - -  p 

~(B~_~+~B,~) ~ 0 . 

n > p  

Alors chaque polyn6me B~ est de degr6 n effect ivement pour  tout  n >  1 at ainsi en 

posant B o ( x ) = 1 ,  on pom'ra toujours supposer qu 'une suite s t r ic tement  quasi- 

orthogonale d 'ordre p - - 1  est unc suite normalis6e. 

D~FI~-I~m~- 2.6. - Une suite (B,,},>o strietement quasi-o~thogonale d'ordre p -  1 

relativement d u~e ]orme ~ rdguli&'e est appelde une suite normalement quasi-orthogouale 

d'ordre p -- 1. 

D'apr~s (2.1~) at (2.15)~ routes les suites normalement  quasi-orthogonales d 'ordre 

p - - 1  re la t ivement  g ~ sont earact6ris6es par  les conditions: 

b,,,,_~+~# 0,  n > p  -- 1 . 

Dans la suite, on sera souvent pl~e6 dans la si tuation suivante:  soit {P~}n>o une 

suite orthogonale par  rappor t  g ~ r6guli6re; d~autre part ,  il existe une forint  ~ telle 

qua la suite {P.}~,>0 soit quasi-orthogonale d~ordre p -- 1 par  rappor t  g ~. On peut  

ca.ract6riser une telle si tuation de la facon suivante:  

PRoPos~Io~  2.2. - Pour chaque suite {P,~}~,>o no~vnatis& rdguli&ement orthogouale, 

les ~none& suivants sont ~quivalents [2]: 

fp a) La suite l ,~}~,>o orthogonale par rapport ~t ~ r~guli~re est quasi-orthogouale 

d~ordre p -  1 par r~pport d ~. 

b) 3 r > p - -  1 tel que ~(P~_,+~P~) ~- 0; ~(P~) = 0, n > p .  

e) I t  existe un polynSme ,unique q) de degrd p - -  l tel que 
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d) La suite {Pn}n>0 orthogonalc par rapport d ~ r~guli&e cst strietement quasi- 

orthogonale d'ordre p -  1 relativemcnt it "~. 

e) ~(-Pj,-1) ~ 0 ; ~(~PTt) = 0 ,  n > p .  

a) ~ b) C'est 6vident d'apr~s la d~finition 2.3. 
p--1 

b) ~ c) ConsidSrons la forme s == ~ - -  ~ 2, E(x".) off ).,,eC. 
u~0 

D'apr~s la seeonde hypoth~se, on a 5 ( P , )  = O, n > p  et il est possible de d4ter- 

miner les coefficients 2,, 0 < u < p -  1, de fagon unique par les conditions ~(P~) = 0, 

0 < n < p  -- 1. I1 en rSsulte que 5- = 0 et ~ est donn4e par  (2.16) off ~b est un poly- 

n6me de degr4 p -- 1 au plus. Si r est de degr~ p -- 2 an plus, alors ~_(P~_,+~P,.) = 0 

contra i rement  g l 'hypoth~se. Done 2,_lye 0 et on a: 

(2.~ 7) s =/,,,~ ~s n > p  -- J . 

c) ~ d) D'apr~s (2.16) et (2.17). 

d) ~ e) C'est ~vident. 

e) ~ b) C'est 5vident. 

Le r4sultat  est d~montr5 car d) ~ a) de fagon 4vidente. 

Donnons enfin une d4finition nouvelle. 

DgFIz~rrlo~ 2.7. - La suite libre {Bn},> o est dite ]aiblement orthogonale d'index 

(p, q) par rapport h ~, si il existe un couple d'cntiers p, q > l  tels que: 

(2.18) ~(B~_~) # O, ~(B,,) - -  o ,  ~,>p 

(2.!9) ~(xBa_I(x) ) ~k O, ~(xBn(x)) ~- O, ?$>q. 

I~E)~nQUE. - Une suite s t r ic tement  quasi-orthogonale d 'ordre p -- 1 par  rappor t  

c est fuiblement orthogonale d ' index (p, p q- 1) par rappor t  g s 

3. - Les po lynSmes  semi-classi(i0aes. 

Soit P.(x)  un polynbme normalis~, on ~crira Q,,(x) = P'~+l(x)/(n q- 1), n > 0 ,  off P'. 

d~signe la d6riv~e de P , .  

Soit {P,,},~o une suite normalis~e orthogonale par  rappor t  g E r~guli~re. Intro-  

duisons la r~currenee du second ordre v4rifi~e par  la suite {P~,}.>~o: 

( a d )  
P o ( x )  = 1 ,  p , ( x )  = x - f i e  

P~+..(x) = (at - f l , , + l ) P ~ + l ( x )  - >,+~t '~(x) ,  n>O 

off y~v~ 0, n>O, puisque la forme s est suppos~e r4guli~re. 
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P~r d~rivation de (3.1) et en f~isunt n - >  n - - 1 ,  on ~: 

(3.2) ~P~(x) = (n @ 1)Q~(x) + nfi~Q,_~(x) @ ( h i  1)~,~Q~_~(x)- nxQ~_~(x), n ~ o  

an posant Q , ( x ) =  0 s i n  < O. 

On v~ caract6riser eert~ines suites orthogonales {P~,}~>io "~ l'uide d 'une propri6t6 

de 1~ suite normalis6e des d~riv6es {Q~}~o. 

Tn~Ol~]~  3.3. - Les dnoneds suivants sont dquivalents: 

a) La suite {Q~}~>~o est ]aiblement orthogonale d'index (p~ q) par rapport d ~. 

b) Les /ormcs ~ et ~ vdri]ient les propri~tds suivantes: [3]. 

I1 existe un polyndme yJ unique de degr~ p ~ 1 tel que: 

(3.3) ~(P') = ~(~,P) , ~' e ,$. 

I1 existe un polyn(~me A unique de degrd q~  l tel que: 

(3.4) {(xP'(x))  --=- s , P e '$. 

Dd/inissant l'entier s~O par s @ 1 = max ~p~ q--  1), il existe u~ entier O<r< 

s @ 2 et un polyn6me ~ unique de degrd s @ 2- -  r tel que: 

(3.5) ~(p)  = ~(r 2 , e  $ .  

(3.6) 

(3.7) 

e') I1 existe s >~ 0 et 0 < r < s @ 2 entiers tels que: 

La suite (-P,n}~>~o est strietement qu~si-orthogonale d'ordre s @ 2 -- r par rapport it ~. 

La suite (Qn}~>~o est quasi-orthogonale d'ordre s par rapport ~ ~. 

e) _La suite {Q~}~>~o est quasi-orthogonale d'ordre s Tar rapport it ~ [5], [6]. 

d) 1l existe s~O et O<t<s  -~ 2 entiers et un polyndme q~ de degrd t tels que: 

n + t :  

r  = ~: O~,fl),(x), n>~s + 1 

3a>s tel que Oz,r 0 .  

d') I1 existe s~ t~O entiers et un polyn6me ~ de degrd t tels que [4] 

n + t  

r = ~ O~,,~P~(x) , n > s  + 1 

2 a ~ s  tel que 0~.o_~# 0 .  
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a) =~ b) 

~_(g~_~) # o ,  ~(g.)  = o ,  

~ ( ~ + ~ ( ~ ) )  ~ 0 ,  ~(xQ~(x)) - o ,  

Posons 5 - - ~ ( D . )  off D = d / d x .  On a: 

D'apr~s l 'hypoth~se, il existe ~ et p, q>~l tels que: 

n>~p 

n > q .  

= c(/)~+~) - (n v- 1)~_(Q~) o ,  

5(P~) = p~(g,_~) # 0.  

n~>p 

Oll distingue deux cas: 

1) p r q -- 1, alors ~(P~+~) r 0 

car  si 1 < p  < q - ~, on a c;(p~+~) = - q~(xg~_~(x))# o 

et si 0~<q--1  < p ,  on a ~ ( P ~ ) =  py ,+~(Q~_~)r  0 .  

2) p --  q - 1, alors ~(P~+~) = py~+~f.(Q~_~)- q~(xQ~_~(x)) 

4'off le fair qu'i l  existe O<r<s + 2 tel  que ~(P,+~_~)~: o. 

On an d6duit (3.5) d'apr~s la proposition 2.2. 

b) ~ c') La suite {-P~}~>~o est s t r ic tament  quasi-orthogonala d 'ordre  s + 2 -- r 

par  rappor t  ~ ~: 4'apr~s (3.5) et la proposition 2.2. D 'au t re  part ,  de (3.3) at (3.5), 

o n  &: 

(3.s) ~ ( r ' R )  = C ( r { ~ R -  C R ' } ) ,  r ,  R ~ r  

En particulier pour  R ( x ) = - x  et compte- tenu de (3.4), on a: 

(3.9) 

On an d6duit  pour  (3.8): 

(3.10) 

C(AP) = C ( r ( x ) { x ~ ( x ) -  + ( x ) } ) ,  r e r 

r  = x ~ ( x ) -  A(x) . 

~ ( 2 ' R )  = c ( r ( x ) { ~ W ) ( R ( x ) -  xR'(x))  + A ( x ) R ' ( x ) } ) .  

D'apr~s la proposition 2.2, il existe un polyndme ~ unique de degr4 p tel  que 

5 ( P )  = s P e 9". D'ofi (3.3). On montre  de m~me (3.4) en consid6r~nt 5 = 

= ~(xD.).  

D'aut re  part ,  de (3.2), on ~: 
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En partieulier pour P(x) = P~+~(x)/(n + 1), R(x) = x% on 

~ ~ r _ ( P ~ + ~ ( x )  { ( ~  - ~n).~.~(x) + ~x.~-~A(,~.)}) (3.!.1) s - -  n @ J 

D'ofl, eompt, e-tenu de la d6finition de s: 

~-(x"Q~(x)) = o ,  o < m < n -  s - l ,  n > s  + 1 .  

Darts (3.11), prenons m = - n - - s ;  on en d6duit: 

si ~(Q~) = o ,  

si [:(Q~) :~ o ,  

si ~:(Q.J :/: o ,  

l < p < q - - 1 ;  

O < q - - l < p ,  

p - - q - - l ,  

~.(xQ~+~(x)) # o 

~(zQ~+~(~)) = o 

~_(xQ+gx)) ~: o . 

La suite {Q~},>o est bien quasi-orthogonale d'ordre s par rapport ~ ~. 

c') ~ c) Evident.  

c) ==> c') Car d'apr~s (3.2)~ on voit que 1~ suite {P,}~>o est quasi-orthogonale 

d'ordre s @ 2 au plus par rapport  h. ~: done, il existe O<r<-<s ~- 2 tel que {P~}~>o 

soit strietement quasi-orthogona, le d'ordre s @ 2 -  r par rapport  g ~. 

e') => d) D'apr~s l'hypoth~,se et la proposition 2.2, il existe un polynbme 

unique de degT6 t----s + 2 - - r  tel que: 

= ~ (~ . ) .  

Consid6rons l 'expression: 

~ + t  

+(xlQ~(x) = ~ o~ ,,P (x) , 
v=O 

On a: 

Mais 

n >  0 .  

n > s @ l  

en vertu de l 'hypoth~se; de plus, il existe ~ > s  tel que 

~_(P~_~Qo) # O. 

Donc 

0,,~,~- 0,  O<#<<n-- s - -  1 ,  ~>~s @ 1 

3 a > 0  tel que 0~,,_~# 0 .  
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D 'oh  (3.6) et (3.7). 

d) ~ d') C'est 6v iden t  

d') => d) I1 suffit de mont rer  que n6cessa.irement 0 < t < s  + 2. 

Soit ~: d6finie par ~ ---- s ). Alors de l 'hypoth6se, on d6duit 

(3.12) s = 0 ,  0 < r e < n -  s -  1 ,  n ~ s  + 1.  

Supposons que t > ,  ~ 3; de (3.2), on a: 

(3.13) s -- (n ~- 1) ~.(x"-tQ.(x)) 47 nil. s + 

+ (,~- ~)~,, ~(xo-~Q~_~(.)) - ,~(~,,+~-~Q~_~(x)). 

D'~pr6s (3.12), on a 

~ ( x , , - ~ ( x ) )  = o ,  . > t  

ce qui est contra4ictoire avec le f~it que r est de degr4 t. 

Donc n4cessairement t < s ~ 2. 

d) ::> a) D'apr~s (3.12), on a cn particulier:  

"g(Q,~) = o ,  n>~s + 1 ; ~(xQ~(x)) = o ,  ,~>s  + 2 .  

Donc, il existe l < p < s - ~  1 tel que: 

s ~ 0 ; ~(Q.) = o ,  n>~p. 

L~enticr p ne peut  pas 6tre nul, car alors s serait ident iquement  nulle en contra- 

diction avec (3.7). 

De m6mc, il existe l < q < s  -4- 2 tel  que: 

s # 0 ,  s = o,  n>~q . 

L'ent ie r  q nc peut  pas ~tre nul~ car supposons que s 0, n > o .  Alors 

s ~) = 0, n~>l et de (3.13) off 0 < t < s - ~  2, on a 

~(x~ , - ,~ (x ) )  - o ,  ~ > t  + 2 

ce qui cst contradictoire avec s -~ s # 0, n>t .  

Enfin, on a max  (p, q- -  1) = 1 + s, car si max  (p, q- -  1) < 1 + s, la suite {Q,}.~>o 

serait quasi-orthogonale d 'ordre inf6rieur ~ s, ce qui n 'est  pas possible d'apr~s (3.7). 
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Compl6ment s la d6monstration. 

On peut  pr6eiser la propri6t6 de quasi-orthogonalit6 de la suite {Q~}~>~o. 

vons (3.11) avec m - - n - - s :  

(3A4) 

(3A5) 

Ecri- 

~-(t)~+~(x) {(~ - ~ .  + ,~,'),c~--~v,(~) + (+~.- ~)+, ..... ~A(x)}). F_.x( . . . .  q~( ,~))  - ~ + J. 

On en d6duit:  

I) l~<p < q - -  1, Mors ~(Q.~) = 0; ~(x~-~Q~(x)) ~ o, n > s  4- 1 c'est-~-dire 

0.~,o-- 0 ; 0,,,_~4: 0 ,  n > s  ~- 1 . 

I I )  0 < q - -  1 < p ,  alors ~:(Q~):/: 0; ~(xQ~+,(x)) = 0; ~(x":.~Q,($)) ~ o, n>~s 4z 2 

c'est-{~-dire 

0~ o ~a 0 ; 0~+~,~ =-  0 ; 0 . ,~_~ r 0 , n > s + 2 . 

I I I )  p = q - 1 ,  duns ce eas 6crivons ~0(x)----ax~+~+ ... et A ( x ) =  bx'+'~q - ... 

&off 

~(P~+~) 

. n + ~ '  
n ~ s .  

III~) 1 <r~<s + 2, alors a = b(~= O) n6cessairement d'upr6s (3.9) done 

_ a ~ ( P ] + ~ ) ~ O  
~(x~'-~Q'~('~)) n + ~ 

c'est-~-dire 

(3.16) 

Lu ,~uite {Q~},~>o es~ s tr ic tement  quasi-orthogonMe d'ordre s par  rappor t  ~. i:. 

III2) r = O ,  alors a ~ b  car 4 e g ~ = s + 2 .  

Ici encore deux cas se pr6sentent:  

a) I l  existe T>2  entier  tel  que a/b ~ z / ( z - - 1 ) ,  alors: 

c'est-~-dire 

(3.17) O,+s,~ = 0 ; 0+~ .. . .  8~  0 , n > s ,  n ~  T @ s .  
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b) Quel que soit v > 2  entier, on a a/br z ( z - - 1 )  Mors: 

e'est-~-dire 

(3.~8) 

Duns ce cas, la qua si-orthogonalit6 de la suite {Q~},~>o est encore 

stricte. 

RE_~ARQUE. - On volt qu'on est amen6 ~. distinguer deux cas: 

Celui off la suite {Q,,},,>o est strictcment quasi-orthogon~le d'ordre s e 'est4-dire  

0,~,~_~ 0 ~ ~'~8 . 

Celui off 1~ suite {Q~}~,>~o est quasi-orthogonale d'ordre s a v e c  la pr6cision sui- 

vante:  il existe T>0 unique tel que 0s+~,~= 0 et 0n,,,_sr 0, n>s~ n=/= s 47 ~. 

Une premiere cons6quence du th~or~me pr6c~dent est la su iwnte :  

TH~Om~ME 3.2. - Toutes les ]or rues C rdguli&'es pour Iesquetles l'un quelconque des 

&~,one& pr&ddents est vdrifid, sont donn&s par l'gquation suivante: 

(3.19) ~(v~P) = C({x~(x) - A ( ~ ) } P ' ( x ) ) ,  2 ~ e r  

D'apr~s (3.3) et (3.5), eompte-tenu de (3.9). 

On peut donner/~ l '6quation (3.19) 1~ forme d 'une relation de r6currence porta, n$ 

sur les moments de ~, # ~ =  g(x~), n>O. Iqotons 

p 

~(x) = ~ a f ,  a,:/:O 
'v = 0 

q 

A ( x )  = ~ .  b~ x ~ , bo ~ o . 
v = O  

I1 vient  en prenant  duns (3.19) P(x) : x ~, n > 0 :  

q P q 

(3.20) Z a #~+,, = n 2 a/z~+,~--n • b #~+~_1, n > 0 .  
v = 0  v = 0  v = 0  

On ne tr~itera pus iei de la r6solution des 6qu~tions (3.19) et (3.20). Mais on 

peut cepend~mt indiquer qu'il est toujours possible de chereher une repr6sent~tion 



1~78 P. l~LiRo.~'I: Proldgom~nes ~ lu des poiyndmes orthogonauce, etc. 

de la forme g Selon l 'expression: 

(3.21) C_(p) = f z(,~e)P(x) dx 

C 

off C est un therein eonvenable ~ d6terminer 6ventuellement dans le champ complexe. 

On suppose que Z poss6de la r@ula.rit6 indispensable. 

On a done pour  (3.19) d'apr6s (3.21): 

C C 

Si la fonction Z et le ehemin C sont tels que: 

n 9, '  (o..,2) 

(3.23) 

( x~ (x ) -  A(x))Z'(x) + (2~(x) + x~'(x) - A'(x))Z(x) = o 

Z(x) (x~(x) -  A(x))~(x)]~= o ,  r e r 

ils fournissen G au moins formellement,  uric solution de l '6quation (3.19) par  l ' inter- 

m6diaire de (3.21). 

Traitons le eas simple off r  = x~f(x) --  A(x)  = 1 qui implique r = s @ 2 et 

p = q - - l = l + s .  On a de (3.22): 

] Z(z) ~- I f  exp - -  [~o$-+-~ x~,+~ . 

En  supposant de plus que p e s t  impair  et % > 0, on soit qae la solution Z t louv6e 

v6rifie la condition (3.23) avec C = R. I1 en r6su]te: 

+ c o  

dx , P c ~ $  

off s est pair. Si de plus, t o u s l e s  coefficients a~ sont r6els (avec a~+~> 0), alors la 

forme ~ est d6finie positive: e 'est une solution admissible de l '6quation (3.19). Duns 

ee cas, on a ~ ---- s et done la suite {Q~},~>~o est normMement  quasi-orthogonMe d'or- 

dre s par  r~pport  s g [7]. 

Indiquons,  pour  terminer  avec ce~ exemple, un probl~me typique  qui se posera 

duns t o u s l e s  ~utres cas: en supposant toujours s pair et a~+~> 0, mais a~e C, 

0 < v 4 s ,  quel!es sont les conditions ~ imposer aux coefficients a~, O < v < s ,  pour  

que la forme s donn6e par  (3.24) soit r@uli6re~. 

Posons la d6finition suivante:  

Ds 3.1. - Une suite orthogonale {P~}~o associde 4 une ]orme ~ rdguli~re 

solution de l'dquation (3.19) sera dite de clause savec  s + 1 = max (p, q- -  1), p = deg ~o 

et q = (leg A. 
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U~r suite orthogonMe de classe s~ s s N, ser~ appelSe une suite semi-classique. 

I~E~IAUqU]~S. -- 1) On pourra  distinguer ~ l~int~rieur d 'une classes entre les suites 

de type  z~ro pour lesquelles la suite {Q~}~o est s t r ic tement  quasi-orthogonale d'or- 

ch'e s e t  les ~utres qu 'on appelera de type  un. 

2) Les suites classiques (Jacobi, Bessel, Laguerr% Hermite)  apparaissent  ainsi 

eomme des suites semi-classiques de el~sse z6ro. I1 ne semble pus qu 'on air remarqu4 

explici tement la propriSt@ de quasi-orthogonalit5 striete d 'ordre infSrieur ou @gal 

deux de ehacune de ees suites par  rappor t  ~ ~. 

Donnons encore un corollMre du th4orSme 3.1. 

T m ~ o l ~ E  3.3. - Soit s>  l un entier. Une suite {Pn}~>o orthogonate par  rapport 

d ~ rgguli~re et dent la sugte des ddriv~es {Q~}~>o est 1/s orthogonale par rapport ~ u n e  

forme ~, est do vlasse s - - 1 .  

Lorsque s : :1, le rSsultat est d~montr4 par  le th4orbme 3.1. Supposons s~>2. 

On a d'apr~s l 'hypoth~se: 

~(x'~Qdx)) = o ,  n>~ms § 1, m > o  

done, en part iculier:  

~(xp~(x)) = o ,  ~ > s  + 1. 

Montrons que la suite {Q,~},,~>o est fMblement orthogonMe d ' index (1, q), 1 <q<~s ~- 1 

par  r~pport  ~ ~. 

Car si on nvait  ~:(xQ,,(x))-~ o, n>~o, ce]~ entrainerai t  

~_(x"'Q,,(z)) = o ,  .J,~>.~(s- 1) + 1, , t .>o  

et Mnsi la suite {Q~}~>o serMt 1/(s - 1) orthogonMe par rappor t  "s ~, contrMrement 

l 'hypoth6se.  

Montrons que q = s ~ 1 n6eessMrement; c~r si q<~s, on ~urait 1 + a = m~x (1, 

q -  1) < s e t  done lu suite (Q~}~,~>o serMt quasi-orthogonMe d 'ordre a par rappor t  s 

et done elle serMt 1/(a ~-1)  orthogonMe p~r ruppor t  s ~ de qui est encore con- 

tradictoire puisque ~ -~ 1 < s. D'ofl le r4sultut. 

TH]~OR]~)~_E 3.4. - Si la suite P ~ pour { ,s~>o est do elasse s, alors la suite ~)(s~) t ~ n  + lcf n~O , 

ehaque 7c ~ N, est quasi-orthogonale d'ordre ks par rapport d la iorme ~(q51~.) [5], [6]. 
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Le r6sultat est vrai  pour  k = 0 et :1. 

r ivat ion et changeant n e n  n + 1: 

n'-t 
0,,+~.~+~(v + a)q~(~)- ~'(~)q~+~(~), (3.25) q)(x)Q~+~(x) = 

On en dgduit:  

Supposons k = 2. De (3.6), oll a par d6- 

n ~ 8  . 

n+t 

~ 0n+1,v+l(72 -~ 1) ~(X;+~Qv(~))) - -  ~ . (Zm~D'(X)Qn+I(~) )  

e'est-s 

f.(x'~(x)Q'~§ = o ,  o < m < n -  2 8 -  1, n > 2 8  + 1 .  

q' La suite { ,+~}+,>~o est ainsi quasi-orthogonale d 'ordre 28 au plus par  rappor t  
~( r  ). 

Supposons qu'elle soit. quasi-orthogon~le d 'ordre 2 s -  1 par rappor t  ~ g(q). ). 

De (3.2), on a: 

2(n 4- t)Q~(x) = (n + 2)Q~'+~(x) + (n 4- 1)fi~+~Q',(x) -t- n)J~+iQ'~_~(x) - (n 4-1)xQ'~(x) 

d'ofi 

~.(x~q~(x)Q~(x)) - o ,  o < , ~ < ~ -  2s, ,~>2s. 

Or, d'apr~s ce qu'ort a vu, il existe a~>2s tel que 

~(~-%(~)) # 0 

et 4 'aut re  part ,  pour s < t ~ s  ~-2 ,  on 

~ ( ~ - ~ - ~ + ( ~ ) Q o ( ~ ) )  = o .  

C'est contrudictoire et done la suite {Q~+~}~>o est quasi-orthogonule d 'ordre  2s par  

rappor t  ~ ~(q).) lorsque s<.<t<8 4-2. 

Darts le c~s off 0 < t <  8, s > l ,  on a directement  de (3.25): 

~_(x~-~+(x)Q~+~(.+)) = 0~+~,~_~+~(~-  8 + ~) ~.(x~-.Q._o(x)), ~>28  

et donc~ il existe un entier ~ 2 s  tel que 

~(x q)(x)Q~§ # o .  

Le r6sultat es~ done vrai  pour k = 2; par r@urrene% on peut  voir faeilement 

qu'il  est vrai pour k queleonque, 
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T~ol~k) ,n~ 3.5. - Chaque polyndm,~ d'~nc, suite de classe ~" v&i]ie u ne dq~.,ation dif- 

]drentielle [6 ] : 

(3.26) J(x; n)P~i+l(x) q- K(x; n)P~+l(x) 47 L(x; ~*)P=+i(x) = 0 

eli J, k et L sent des polyndmes dent les degr& respeeti]s ne ddpe,~dent que de s e t  de r. 

E n  u t i l i san t  la r6cur rence  (3.1), on vo l t  qu ' i l  exis te  deux  p o l y n b m e s  A(x;  n) et  

B(x; n) tels  que:  

(3.27) q)(x)Q~(x) = A(x; n)P~_~(x) 47 B(x; n)Pn(X) , n > 0  

avec  d e g A < s 4 7 1  et  d e g B < s 4 7 2 .  

On en d6dui t :  

(3.28) 

off 

(3.29) 

(3.30) 

1 
q)(x)Q~(cG) = n(x;  ,,) & ( x )  - - - -  A(x;, ,,,) P~+,(oc) 

yn 

1 
R(x; n) -- - - - ( x -  fl~)A(x; n) 4- B(x; n) 

yn 

q)(x)Q~+l(x) = A(x; n 47 1)P~(x) q- B(x; n + 1)P~+~(x) 

(I)(x)Qn+2(x) = - y~+iB(x;  n @ 2)en(x) @- S(x; ~? 47 1)P~+t(x ) 

ell 

S(x; ~) = A(x; n -r- 1) @ ( x -  fl,,)B(x; n 47 1) . 

E n  61iminant  P~ e t  P~+~ en t re  (3.28), (3.29) e t  (3.30), on ob t i en t :  

(3.31) Q~(x)D(x; n 47 1) - -  O n + l ( 0 ~ ) . ~ ( X ,  n @ 1) 47 Q~+2(X)-E(X; n 47 1) = 0 

&vee 

D(x; n 47 1 ) = A(x;  n -~- 1) S(x;  n =- ! ) 47 y,+~ B(x; n 47 1) B(x; ~ 47 2) 

E(x; n + 1) - -  R(x; n ) S ( x ;  n § 1)--Y"+-~!A(x; n ) B ( x ;  n § ~) 
Y~ 

] 
F ( x ;  n 47 1) = R(x; n ) B ( x ;  ~,~- ~ ) + " A(x ;  ~)A( , r ;  n 47 1 

Y~ 

Ee r ivons  m a i n t e n a n t  (3.28) sous la fo rme :  

(3.~ 
1 
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En d6rivant, on u: 

(3.33) d~-~ R'(x; n)P~(x) ~- n_R(x; n)Q~_~(x) . 

De (3.31), on a 

(3.34) Q~(x)E(x; n) = Q._~(x)D(x; n) ~- Q~+~(x)l~(x i n).  

Enfin de (3.2), on obtient:  

(3.35) e~ = P~+~(x) + (n + 1 ) ( x -  ~+~)Q,(x) = ~§ + (n + 2)Q~+~(x) . 

On 61imine P , ,  Q._~ et Q~+~ entre les gquations (3.32), (3.33), (3.34) et  (3.35): 

a.(x) R(x; n) 0 0 

~:(x) R ' (x ;n )  nR(x; n) 0 

Qn(x)E(x; n) 0 D(x; n) /~(x; n) 

~(x) 0 ny~+~ n + 2 

= 0 .  

C'est l 'gquation diff4rentielle eherehge et on en tire: 

J(x;  n) = r R(x;  n) - = ~ .  ~+~ F(x; n) n) 
n-~ • n-2-1 

k(x; n) = y~+~F(x; n) - - - -  D(x; n) �9 
n @ l  

�9 {R(x; n)(q~'(x)_~_n@y,~ 1A(x;  n))--qS(x)R'(x;n)}  @ 

, [n(n~+.f+ ~) ~/ + ~(~; n~] E(x; ~ ) -  ~(x--%~+~)~(x; ~)F(x; n) 

L(x; n) = ~ (n,~§ n) - -  (~ + ~) D(x; n)} {A'(x; n)R(x; ,~) --  A(x;  n) R'(x; n)} --  

- -  uRn(x; n)F(x; n) .  

4. - indiquons pour terminer un r6sultut qui g~n~rulise un r4sultut connu sur 

les polynSmes clussiques [12], [13]. 

THs 4.1. - Soit {-P,}~>o une suite normatisde orthogonale par rapport ~ fi 

r~guli~re. Soit k ~ 2  un entier. Alors si la suite {P~+l~}~o est quasi-orthogonale d'or- 

dre s par rapport ~ s la suite {Pn},~0 est n~eessairement une suite semi-elassique. 
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Notons ;ouo~ ~ 1~ suite normMis6e des d6riv6es d'orch'e k, c 'est-~-dire 

q(~> (x) = ~ \ n + ~ l '  
k>L a.vee Q(~~ P~,(x). 

D;~pr~s (3.2), on a par  r~currence: 

(4. t) n + p + l ~ , ~  ~ ~==~,~ ( x ) + n , + p + l t , , + ~ w ~ _ ~  ~ 

§ 
(n -- i) n ~+~, 

(x) 
n 

n + p + J  
, ( ~ + i )  

% p > O .  

P~r hypoth~se,  on a: 

~(x'~Ql~)(x)) z o ,  o < m < ~ -  s -  1, n > s  + 1 .  

D'ofl,  de (4.1): 

et Mnsi, p~r r6currence, on voit  que lu suite { Jn~o est quusi-orthogonale 4 'ordre  

s + 2 ( k - -  1) au plus par  ra, ppor t  ~ ~. I1 existe done 0-<<g<s + 2(k - -  1) tel que ]a 

suite (~.f()(1))jn~>o soit quasi-orthogonMe d 'ordre  a par  r~ppor t  s ~: 1~ suite (P~}~>o est 

Mnsi de classe a. 
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