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Abstract. We study  intersection  properties  of multi- dimensional  random
walks. LetzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X and Y be two independent random walks with values in Ί Ld (ά ̂  3),
satisfying  suitable  moment  assumptions,  and  let /„ denote  the  number of
common  points to the paths of X  and  Y up to time n. The  sequence  (/„),
suitably  normalized,  is  shown  to converge  in distribution  towards the
"intersection  local  time" of two  independent Brownian  motions. Results  are
applied  to the proof  of a central  limit  theorem  for the range  of a  two-
dimensional recurrent random walk, thus answering a question raised by N. C.
Jain and W.  E. Pruitt.
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1.  Introductio n

Soient X et X' deux marches aleatoires  independantes a valeurs  dans 7Ld (d^t 1).
Nous supposerons  toujours  que X et Xr

 sont centrees, ont des moments d'ordre
deux et sont adaptees, au sens oύ la trajectoire  de X,  respectivement  de X\ n'est
presque  sϋrement  pas  portee par un sous  groupe  strict  de Έd. On note X(0, ή),
respectivement  X'(0, ή), la trajectoire  de X, resp. de X\ sur Γintervalle  [0, n\ . Soit
/„ =  |X(0, ή)nX'(Q, n)\ le nombre de points d'intersection des trajectoires  de X et Xr
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jusqu'a ΓinstantzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n. On a 1  ̂=  oo p.s. si et seulement si d^4.  Ce resultat a ete etabli
par Erdόs et Taylor  [12], dans le cas des marches aleatoires  simples  (voir  aussi
Lawler [24] pour le cas d =  4). L'idee de depart du present travail est, dans le cas oύ
I  a =  oo p.s., d'etudier le comportement asymptotique de la suite (/„) quand n tend
vers Γinfini. Nous nous limiterons aux dimensions d^3;  le cas d = 4, qui presente
certaines particularites  remarquables,  sera etudie dans un article a venir  [29].

Les  proprietes  d'intersection  des  marches  aleatoires  ont  fait  Γobjet  de
nombreux  travaux  recents  motives  par  des  problemes  d'origine  physique.  La
probabilite d'intersection pour deux marches aleatoires independantes en dimen-
sion 4 a ete etudiee par Lawler [25,26]. Une approche du meme probleme utilisant
la theorie du groupe de renormalisation a ete developpee par Felder et Frόhlich
[13].  Le  present  travail  a  ete  en  partie  motive  par  Γabondante  litterature
concernant  les  "self- avoiding  random walks," marches aleatoires  s'evitant  elles-
memes, qui  trouve  son  origine  dans  le  fait  que  ces  marches  aleatoires  un  peu
particulieres  fournissent  une bonne modelisation  mathematique des  chaines de
polymeres.  II semble  en effet  plausible  qu'une bonne comprehension des "self-
avoiding  random walks" doive passer  par une etude approfondie  des proprietes
d'intersection des marches aleatoires usuelles. Nous renvoyons a Freed [15] pour
de nombreuses references  sur le sujet des "self- avoiding random walks" et les liens
avec la theorie des polymeres, et a Brydges et Spencer [2] pour des resultats recents
interessants  concernant les grandes  dimensions.

Decrivons  brievement  nos  resultats,  en  supposant  maintenant  d ^ 3 .  Le
theoreme  d'invariance  de  Donsker  suggere  que  la  suite  (/„)  convenablement
normalisee devrait converger  en distribution, quand n tend vers Γinfini, vers une
variable  aleatoire  «mesurant  le  nombre  de  points  d'intersection»  de  deux
mouvements  browniens  independants  a  valeurs  dans  KA  Une  telle  variable
aleatoire a ete introduite et definie  rigoureusement  par Wolpert  [42] et Geman,
Horowitz et Rosen [16] sous le nom de temps local d'intersection. Soient Wet  W
deux mouvements browniens independants a valeurs dans R

d (d  ̂ 3) issus de 0. Le
temps local d'intersection de W et W  est la mesure de Radon positive  sur ( R

+
)

2

definie  formellement, pour  toute partie borelienne A  de (1R+)
2
, par:

a(A)=ίjdsdt  <5
(0)

W- Wα  (l.a)

oύ <5
(0)
 designe la mesure de Dirac au point 0 de R

d
. Nous renvoyons a [16] pour

une definition  rigoureuse de oc(A). La notion de temps local d'intersection permet
d'enoncer  les  premiers  resultats  sur  le  comportement  asymptotique  de  / „.
Supposons que X  et X'  sont isotropes, au sens oύ la matrice de covariance de X,
resp. de X\  s'ecrit σ2

  Id., resp. σ'2  Id., oύ σ et σ' sont deux constantes  positives.
Dans le cas d =  3 notons q, resp. q\ la probabilite que X, resp. X'  ne revienne jamais
a son point de depart. Laissant de cote le cas d'= 1, qui est un peu particulier et plus
facile,  on obtient:

-   SI d =  2,
  l i

-   si d =  3,

lim n'll2I n  = qq'(σσ/)'2a([09σ
2']   x [0,σ

/ 2
])  (l.c)
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oύ dans les deux cas la convergence a lieu en distribution et α(  ) est defϊnie par (l.a).
On  comprend  mieux  les resultats  limites  (l.b) et (l.c) en les rapprochant des
resultats  correspondants pour le mouvement brownien, etablis  dans  [27]. Pour
ε> 0 soit S

ε
, resp.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S'ε, la saucisse de Wiener de rayon ε associee a W, resp. W\ sur

Γintervalle [0,1]: Sε est Γensemble des points de R
d
 dont la distance a la trajectoire

de Wjusqu'al'instant  1 est inferieure a ε. Si m designe la mesure de Lebesgue sur R
d

on a (voir  [27]):

-   si d =  2,
  l i m ( l o g 1 / g

) 2
m ( S ε Π S

Q
 =   π

2
α ( [ 0 ?  1 ] 2 )  ( 1 d )

-   si d =  3,

lim ε-
1/ 2

m(S
ε
nS0 =  4π

2
α([0,1]

2
)  (l.e)

ε- >oo

avec convergence dans tous les espaces  LP (1 fgp< oo). De faς on generate Spitzer
[38]  remarque  deja  que les resultats  portant sur la mesure de Lebesgue  de la
saucisse de Wiener  correspondent a ceux qui concernent le nombre de points
visites par une marche aleatoire. Cependant il ne semble  pas facile de deduire
directement les resultats  limites  (l.b) et (l.c) respectivement de (l.d) et (l.e).

Le preuve de (l.b) et (l.c) repose sur la methode des moments: on montre que
pour  tout  entier p ^ l , la suite des moments  d'ordre p de J

M5
 convenablement

normalisee, converge vers le moment d'ordre p de la variable  aleatoire limite. Par
exemple si p =  1 et en supposant pour simplifier  que X et X' ont meme loi et sont
issues de 0, on ecrit:

=   Σ   PlyeX(0,n)nX'(0,n)]= Σ  PίTy^ή\ \  (l.f)
d  d

oύ on note Ty = inf{n^0,Xn  = y}. (l.f) montre que pour trouver un equivalent de
£ [/  J  quand n tend vers Γinfini il suffit d'etudier le comportement asymptotique de
P\Ty^n\  quand  \y\  et n sont  grands.  Pour yeZd- {0},  soit µy la loi de  Ty/ \y\2

conditionnellement a { Ty < oo} (le conditionnement est superflu si d =  2). Toujours
dans le cas isotrope nous montrons que:

lim  (logί/ \y\ )µy = µ  (l.g)

oύ µ (dt) = (l/ 2t)Qxp(— ί/ 2σ2i)dt et la convergence a lieu au sens de la topologie
vague des mesures,

- s i d  =  3,
lim  µy = µ  (l.h)

|)> |- >co

oύ µ (dt) = σ'1(2π)~ll2t~312
  exp( -  l/ 2σ2t)dt et la convergence a lieu au sens de la

topologie etroite. On peut identifier les lois limites apparaissant dans (l.g) et (l.h)
comme les lois du temps d'atteinte de 0 par un mouvement brownien dans R

d
, issu

d'un point x avec |x| =  σ~1
,  et conditionne a visiter 0. La diffϊculte  consiste ici a bien

interpreter  ce dernier  conditionnement. (l.g) est Γanalogue  pour  une marche
aleatoire d'un resultat relatif au mouvement brownien plan etabli par Spitzer [37]
(Lemma 1). Utilisant la representation (l.f) et les resultats  limites (l.g) et (l.h) il
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n'est pas tres difficile d'obtenir un equivalent  de £ [/ „ ] et meme de tous les moments

de  / „, ce  qui  conduit  aux  resultats  limites  (l.b)  et (l.c).

L'etude  du  nombre  de  points  d'intersection  de  deux  marches  aleatoires

independantes est etroitement liee a celle du nombre de points visites par une seule

marche aleatoire. Considerons maintenant une seule marche aleatoirezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X  a valeurs

dans Zd,  adaptee, centree et ayant des moments d'ordre deux. Soient Mx  la matrice

de  covariance  de  X  et  σ
2
 =  (detM

x
)

1 / d
.  D ans  le  cas  d^3  notons  a  nouveau  q  la

probabilite  que X  partan t de 0 n'y revienne jamais. Soit Rn  =  |X(0, ή)\ le nombre de

points  visites  par  X  avant  Γinstant  n.  D voretzky  et  Erdos  [7]  ont montre  que:

- sid  = 2,
lim  (logn/ ή)Rn  =  2π σ

2
,  p.s.,  (l.i)

l i m n "
1

! ^ ^ ,  p.s.  (l.j)
«- >oo

Ces  resultats  peuvent  etre  etendus  a  des  marches  aleatoires  verifiant  des

hypotheses  plus  generates  que les nόtres: voir Spitzer  [39]  (p. 38) et Jain et P ruitt

[20]  pour  le  cas  d = 2.  En  particulier  une  application  simple  du  theoreme

ergodique  sous- additif  de Kingman  [23]  montre que (l.j) est verifie par  toutes  les

marches aleatoires  transientes. Remarquons ici que le cas d =  1 est  tres  particulier

puisqu'on peut montrer [20] la convergence  en distribution de n~1/ 2Rn  vers une loi

non  degeneree.  Les  resultats  limites  (l.i) et (l.j)  constituent la  loi forte  des  grands

nombres pour Rn:  il est naturel de se demander s'il existe aussi un theoreme central

limite  correspondant  (d'autres  resultats  asymptotiques  concernant  la  suite  (Rn)
ont ete etablis par D onsker et Varadhan  [5]). Jain et P ruitt [19,21] (voir aussi Jain

et  Orey  [22])  ont montre  le  theoreme  central  limite  pour  (Rn)  quand  d ̂   3:

lim  (nlogn)"
  1/ 2(Rn- £[ΛJ)  = C- N  (l.k)

«- *oo

l im n -
1
'

2
( i ?

n
- £ [ i l

H
] ) =  C  JV  (1.1)

n- >oo

oύ la  convergence  a lieu  en distribution,  JV designe  une variable normale  centree

reduite et C est une constante dependant de X.  D ans le cas d =  2, le resultat  limite

(l.b) peut etre utilise  pour etablir  le  theoreme central limite pour  (Rn),  repondant

ainsi  a  une  question  de  Jain  et  P ruitt  [20]:

-   si  d =  2,

lim  ((logn)
2
/ n) (Rn- £[RJ)  =   - 4π

2
σ

2
y( ^

1
)  (l.m)

oύ  la  convergence  a  lieu  en  distribution  et  y ^ )  designe  le  temps  local

d'intersection  renormalise  d'un mouvement  brownien  plan  avec lui- meme,  defini

formellement  par:

i)=   ί ίzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  δ
{ 0 ^ l }

{0)(Ws- Wt)dsdt- E\  JJ  δ{0)(Ws- Wt)dsdt].  (l.n)
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Remarquons que bien que chacun des deux termes du membre de droite de (l.n)
soit  infini  il est possible de definir  leur  difference  comme une variable  aleatoire
fϊnie. Ce phenomene a ete observe pour la premiere fois par Varadhan  [40] et est
connu sous le nom de renormalisation de Varadhan.  Differentes  approches de ce
resultat  ont ete proposees  par Rosen  [35] et Dynkin  [11]. Une construction
elementaire  de yC Ί̂) est  donnee  dans  [28] oύ Γon montre  aussi  Γanalogue
«brownien»  de (l.m): soitzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Sε la saucisse de Wiener  de rayon ε associee  a W sur
Γintervalle  [0,1],  alors

lim (log l/ ε)
2
(m(S

ε
) -  £[m(S

ε
)]) =  -   ^ ) ,  (l.o)

ε- >0

avec  convergence  dans  L2(P).
II est remarquable que contrairement a ce qui se passe en dimension superieure,

la loi limite dans (l.m) ne soit pas une loi normale. Essayons  d'expliquer  pourquoi
il en est ainsi, ce qui montrera aussi les liens entre (l.b) et (l.m). On ecrit pour tout
en t ierp^2:

Rpn=   Σ   RP-  Σ   \X(09(/ - l)n)nX((j- l)njn)\  (l.p)
J = lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  3= 2

oύ on a note R$p = \X((j— ϊ)njή)\ .  Les variables R$p (1 f^jt^p)  sont independantes
et de meme loi que Rn. (l.p) entraϊne:

Rpn- ElRpn]  =  Σ   {Rψ- ElRψΊ )

-   Σ (|x(0,0 - i>)πX(0 - i>j^)l- £ [l^(0
?
0 - i>)πX(0 - iK;n)|])  (l.q)

Considerons d'abord  le cas dΞ>3: on verifie qu'on peut alors  choisir p grand, en
fonction de n, et s'arranger  pour que simultanement les termes d'intersection du
membre de droite de (l.q) soient negligeables devant le terme Σ(# £° — ̂ [^i

J )
]) La

convergence en distribution de Rpn — E[Rpn]  est ainsi ramenee a celle d'une somme
de variables aleatoires  independantes centrees, d'oύ la convergence  vers une loi
normale. Dans le cas d = 2 la situation est completement differente:  on s'aperς oit
que si Γon choisit p grand (fixe) les termes d'intersection deviennent preponderants
devant  le terme Σ ( # i

j )
- ί W ] )

Or (l.b), et le fait qu'on puisse interpreter les differentes  parties de la trajectoire
de X  comme des trajectoires  de marches  aleatoires  independantes, permettent
d'etudier le comportement asymptotique des termes d'intersection. On voit qu'a la
limite on obtient un temps local d'intersection du mouvement brownien plan avec
lui- meme, renormalise  puisqu'on  a retranche les esperances.

La partie 2 contient les rappels necessaires sur le temps local d'intersection et la
renormalisation  de Varadhan,  ainsi  que certaines  estimations  concernant les
moments  du  temps  local  d'intersection.  La  partie 3  est  consacree  a  Γetude
asymptotique du temps d'atteinte de 0 par une marche aleatoire, quand le point de
depart tend vers Γinfϊni. Nous montrons en particulier les resultats  limites (l.g) et
(l.h), ainsi que leur analogue en dimension superieure. Les methodes sont ici tres
proches de celles du livre de Spitzer [39]. Dans la partie 4 nous etudions le nombre
de points d'intersection des trajectoires  de k marches aleatoires  independantes en
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dimension  1; les  resultats  obtenus generalisent  un theoreme dύ a Jain et Pruitt
([20] Theorem 6.1). La partie 5 contient la preuve  des resultats  (l.b) et (l.c) ainsi
que Γextension de (l.b) azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k marches aleatoires independantes en dimension 2. Les
estimations  de  la  partie 3  constituent  Γoutil  essentiel  pour  la  preuve  de  ces
resultats. Enfin dans la partie 6 nous etablissons  le theoreme central limite (l.m).
Les  idees  sont  les  memes  que  dans  la  partie 5 mais  les  details  techniques  sont
considerablement  plus difficiles.  Nous esquissons  aussi  un argument  qui montre
que,  a  condition  de  connaϊtre  le  comportement  asymptotique  de  var(2£

π
),  les

memes methodes permettent de retrouver  assez facilement  les resultats de Jain et
Pruitt  (l.k) et (1.1).

2.  Rappels sur  le temps local d'intersection
et  la renormalisation de  Varadhan

Nous nous proposons dans cette partie de rappeler quelques resultats sur le temps
local d'intersection  associe  a des mouvements  browniens  independants et sur  la
renormalisation  de Varadhan  pour le mouvement plan. Nous cherchons aussi  a
savoir,  ce  qui  sera  important  pour  nos  applications,  si  la  loi  du  temps  local
d'intersection  est  ou non determinee par  ses moments.

Soient B1
,...,  Bk k (k ̂  2) mouvements browniens independants a valeurs dans

JR
d
 (d^2), issus de 0. Dvoretzky, Erdόs, Kakutani et Taylor, [8,9,10] ont montre

que les trajectoires  de B1,...,  Bk
 ont presque sύrement des points communs, autres

que 0, si et seulement  si on est  dans Γune des deux  situations  suivantes:

-   soit  d =  2, k quelconque,
(2.a)

- soit  d = 3, fe =  2.

Dans  la  suite  nous  supposerons  toujours  que  le  couple  (d, k)  satisfait  la
condition  (2.a).  Un  outil  important  pour  Γetude  des  points  communs  aux
trajectoires  de B1,...,  Bk

 est la notion de temps local d'intersection, introduite par
Geman, Horowitz, Rosen [16]  (voir aussi  Wolpert  [42]). On appelle temps local
d'intersection  de B1,  ...,Bk

  la  famille  notee (a{y, • ), yeQRd)k~ί),  de mesures  de
Radon positives sur  (JR+)

k
 qui satisfait  P- p.s.  les  deux  conditions  suivantes:

(i)  Γapplication y- +oc(y,  ) est continue pour la topologie vague des mesures,
(ii)  pour  toute  fonction  borelienne  positive  /   definie  sur  ( R ^ "

1
  et  toute

partie borelienne A  de (IR+)
fe
,

l- Bl  ...,Bk

Sk- _\ - BkSk)=   ^ i y α ί y , ^ ) .  (2.b)

L'existence du temps local d'intersection est etablie dans [16], Γunicite decoule
aisement de la condition (i). On peut traduire la condition (ii) par Γidentite formelle

αOU) =  f ds± ...ds^B^- Bl  ...9B
k

Sk- _\ - BkSk)  (2.c)

oύ δ{y)  designe  la mesure de Dirac au point y.
Pour  ί^O on  notera  simplement  at(y) = oc(y, [0;ί]

fc
).  Une approximation  de

α
t
(0)  peut  etre  obtenue  en  etudiant  Γintersection  des  «saucisses  de  Wiener»
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associees  azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  B1,  ...,Bk.  Pour  ε> 0  et  l^ i^ fc  la  saucisse  de Wiener  de  rayon  ε
associee  a B{

  sur Γintervalle  [0; t]  est definie  par

S<(0,  ί) =  {x e R
d
; inf(|Bί -   x|  0 ̂  s ̂   t) ̂  ε} .  (2.d)

SXO, ί) est done simplement le voisinage  d'ordre ε de la trajectoire de Bι
  sur [0; ί].

Soit m la mesure de Lebesgue  sur  IRA Alors,  d'apres  le corollaire  3.2 de [27],

-   si d =  2,  lim (log l/ efm(Sl(0,  t)n...  nSk

ε(0,  t)) =   ^ ( 0 ) ,
ε- >-0

(2.e)
-   sizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d =  3,  ϋ- li2(Sl(Ot)Si(Ot))  42φ)

avec  convergence  dans tous les espaces  U  ( p ^ 1).
L'idee de depart du present travail, qui est developpee dans la partie 5, est de

montrer pour des marches aleatoires sur Έd
 des theoremes limites analogues a (2.e).

On  remplace  la  saucisse  de  Wiener  par  la  trajectoire  de  la  marche  aleatoire
considered L'analogue de la mesure de Lebesgue  de Γintersection des k  saucisses
de Wiener  est  simplement  le nombre de points communs aux  trajectoires  des k
marches  aleatoires, jusqu'a  un instant  n qu'on  fera  tendre vers Γinfini. Comme
notre  approche  repose  sur  la  methode  des  moments,  il  sera  important  de
connaϊtre Γexpression  exacte des moments de α^O).

Proposition 2.1.  Pour  s>0  et  y.zeW,  soit  ps(y,z)  la  densite de transition
gaussίenne:

Alors,  pour  tout  entier  p ^ 1,

EIΦYΊ =  ί  dyi...dyp(z  ί  ^ . . .
(**)*  \σeSp  Ωp(t)

(2.f)

oύ  on note  Sp  Γensemble  des permutations  de  {l,...,p};

et  par abus d'ecriture  s0 =  0, yσ(0)  =  0.

Preuve. Une maniere simple d'etablir  la formule  (2.f) consiste a utiliser  le resultat
d'approximation  (2.e)  conjointement  avec  le  Iemme2.1 de  [27],  ce  qui donne
immediatement le resultat voulu. On peut aussi a partir de Γidentite (2.c) faire des
calculs formels qui seront justifies grace a des methodes d'analyse de Fourier.  D

La formule (2.f) ne permettant pas un calcul explicite des moments de α^O),  il est
utile d'etablir  des estimations qui precisent la faς on dont £[α

ί
(0)

p
] croit quand p

tend vers Γinfini.  Geman, Horowitz et Rosen  [16]  ont montre Γexistence  d'une
constante K>0  telle que pour tout p  ̂ 1,

Le lemme suivant montre qu'on peut sensiblement  ameliorer ces estimations.
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Lemme 2.2.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA II  exίste des constantes positives C
l 5

 C
2
, dependant du couple (d,k),

telles que, pour tout entier p ̂  2,

-   si d =  2, Cl(pΐf'- 1£Elφπ£σ2(pΐf'- 1(logpγ  (2.
g
)

-   si d = 3, Clipψ2^E[_φγ- \^σ2(pψ2.  (2.h)

Preuve. Nous montrerons seulement la majoration de (2.g) dans le cas k = 2 et la
minoration de (2.h). La preuve  des autres  inegalites  est tout a fait  semblable.
Supposons  d'abord  d = 2, k = 2; a Γaide de la formule  (2.f) et de Γinegalite de
Cauchy- Schwarz on obtient,

EίΦ7]^(p\ )2  [Jyi  - dyp(I p(yl9  ..., j^ ) )
2
,  (2.i)

oύ  on note  p

Soit Ap = {(uu ...,wp
);w

i
^0 et w

x
+  ... + M

P
^ 1 }. A Γaide d'un changement de

variables  on deduit de (2.i) Γexistence d'une constante C, dependant de ί, telle que,

Oil  *  /

D\  l ? *  ?  Ό ) ~= J  e x p I  /
;

Ap  tli  ...  Up  \  i=ί

On  obtient aisement Γidentite:

p

(2.k)
1 ^ ^

Notons  φ(r)  =  $ —exp( —r/w). (2.k) et Γinegalite de Cauchy- Schwarz entraϊnent,
o u

(Jp(zu  . . . , z p ) fzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  p p

0 Up

• {Jp̂ {{\ - up)-
ίl2zί,...,{\ - upy

ίl\ ^))1

d'oύ,

f  dzί...dzp{Jp(zi,...,zp))
2^Kp  f  ^ . . . i z , . ^ . ^ , . . . ^ , ^ ) )

2

( I R
2
) "  O R

2
) ? '

1

(2.1)

a  condition de poser

K p =   J  d z p ^ ( | z J 2 ) J — J

R
2
  0 W

p

Un  calcul facile montre

Λ- n =  27Cj  J  •   (
P  0 0  W +  5
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En  revenant  a  (2.1) on  trouve, pour  une certaine constante C,

(2.j) et  (2.m) entraϊnent la  maj oration de (2.g). N ous passons  maintenant a  la

minoration  de  (2.h): on  supposezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  d = 3 et fc =  2;  (2.f)  entraϊne aisement:

E[α
t
(0)

p
] =  Cp

  J  dzx...  dzp(  Σ  JJ&u  •  •>
 Z

P)\
2
»  (

2  n
)

Λ
σ e S

D

oύ:  duγ...dup  (  P
Jσ(zu...,zp)=   ί  IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  3 /

p

2exp(  -   Σ I

(avec  toujours  la  convention  z
σ ( 0 )

 =  0).

.  I   du
Soit  φ (r) =  J  - ^77exp(  — r/ u).  Alors,

i=  1  \   0

d'oύ,  en  revenant  a (2.n)

=  C*  Σ  ί  dz1...dzpJ,(zl9...,zp)Uzl9...9zp)

Σ  ί   dz1...dzp
σ,τeSp  ( R

3
) P

p

•   Π

P

'  Π  V ( k σ ( i ) - ^ σ ( i - l ) ( ) ( )

P our  conclure on remarque simplement que ψ  est minoree sur  tout compact,

d'oύ  pour  une  constante C,

E[at(0Y2^Cpp- p/ 2(p\ )2.  D

Remarque.  U ne autre idee pour majorer  les moments de α
t
(0) consisterait a utiliser

les formules  «de  type Tanaka»  etablies  par Rosen [35]  et Yor  [43] pour le temps
local d'intersection. Cette methode conduit vraisemblablement  a des  estimations
tres  voisines  de celles  du  lemme.

Corollair e 2.3.  Dans  les  cas  d =  2,  k = 2  ou  3  et  d =  3,  k = 2  la  loi  de  at(0)  est
caractέrisέe,  en  tant  que probabilitέ  sur  R

+ ?
  par  ses  moments.

Preuve.  Soit  m
p
 =  £ [(α

ί
(0))

p
].  D 'apres  le  critere  de  Carleman  (voir  par  exemple

oo

Shohat et Tamarkin [36]) il suffit  de verifier  la divergence de la serie  Σ   (m2P)  ~ ί/ p

Or  cela  decoule  des  majorations  du  lemme 2.2.  D
  p=1
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Remarquons  ici que  les  cas  d =  2,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k — 2 ou  3, d =  3, k = 2 sont  les  seuls dans
lesquels  on  puisse  appliquer  le  critere  de  Carleman.  Dans  les  autres  cas,  les
minorations du lemme 2.2 montrent que la  serie  Σ (

m
2p)~

1 / p
  converge.

Nous terminerons cette partie par quelques  rappels  sur la renormalisation de
Varadhan pour le mouvement brownien plan. A partir de maintenant B designe un
mouvement  brownien  a  valeurs  dans  R

2
,  issu  de  0  (certains  des  resultats  qui

suivent  sont aussi valables pour le mouvement brownien  dans R
3
) . Si au lieu de

s'interesser  aux  intersections  de la  trajectoire  de B  avec  les  trajectoires  d'autres
mouvements  browniens  independants,  on  cherche  maintenant  a  etudier  les
recoupements  de  la  trajectoire  de B  avec  elle- meme,  on  peut  definir  [33]  une
notion  de  «temps  local  d'intersection  de  B  avec  lui- meme».  Pour  d'evidentes
raisons de symetrie on se limite a une etude sur ^ =  {(s, t) e ( R

+
)

2  s < t]. Le temps
local d'intersection de B avec lui- meme est la famille  (β(y, - ),ye  R

2
) de mesures de

Radon positives sur  ^  qui satisfait  P- p.s. les  deux  proprietes  suivantes:
(i)  Γapplication y- +β(y,  ) est continue pour la topologie vague des mesures,

(ii)  pour toute fonction borelienne positive  /   sur R
2
  et toute partie borelienne

Ade%,

Sf(Bs- Bt)dsdt=$dyβ(y,A)f(y).
AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  1R2

Connaissant Γexistence  du temps local d'intersection pour deux  mouvements
browniens  independants, il est facile [28] de construire la famille  {β{y, )). En effet
on ecrit ^  comme une reunion denombrable de carres disjoints,  ay ant un sommet
sur  la  diagonale  {s = t}.  Sur  chacun  de  ces  carres  on  est  ramene  a  Γetude  des
intersections de deux mouvements browniens  independants issus du meme point
et on utilise les resultats rappeles plus haut. Nous aurons besoin dans la partie 6 de

connaϊtre  Γexpression  des  moments  E\  tl  βφ^A^L  pour  toute  famille
| i l  J

flβ(O,Ad  ,
b=i  J(Ah  l^i^p)  de  carres,  non  necessairement  disjoints,  contenus  dans  ^.  Pour

chaque i on ecrit A{ = Ft  x G
f
 oύ Ft et Gt sont deux intervalles  disjoints  de R

+
. On a

alors le resultat suivant, dont la preuve utilise les memes arguments que celle de la
proposition 2.1:

=   J  ^ . . . d ^  Σ  J  dti^.d^pHpt  t  (yϊ{i - 1)9yϊ{£  (2.o)
(1R

2
)

2
^  τ e S

2 p
  g

  ( J ? i  χ  G j )
  i = l

oύ, pour τ e S
2 p

 et 1 ̂   i ̂  2p, on note τ(ι) =  /  si τ(i) =  2/  ou 2/  — 1, et on fait les memes
conventions  que dans (2.f), avec  la convention  supplemental  que ps(x, y) =  0 si
s< 0.

Soient X> 0  et pour  toute partie borelienne A  de c€\

La formule (2.o) reste vraie si on remplace β par βκ,  a condition de remplacer dans
le terme de droite ( R

2
)

2 p
  par  ({y;  \y\^K})2p.
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SoitzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <β1 =  ̂ n [ 0 ; I ]
2
. Une difference essentielle avec le cas de deux mouvements

browniens independants vient de ce que β(0, ΉJ =  oo p.s.: la mesure β(0,  ) explose
au voisinage de la diagonale {s = t}9 a cause des «recoupements immediats» de la
trajectoire  de B  avec  elle- meme. L'idee  de la  renormalisation de Varadhan  est
qu'on peut neanmoins definir β(0, $Ί ) — £[/?(0, ΉJ] comme une variable aleatoire
finie  (et meme dans L

2
).

Nous allons brievement decrire une construction qui conduit a la renormali-
sation de Varadhan et nous sera utile dans la partie 6. Pour tout couple d'entiers
(n,k)  avec n ^ l  et  l^fe^2"~

1
  on pose:

^  =  [(2fc- 2)2-
M

;(2/ c~l)2-
M

[x](2fe- l)2-
M

;2fc2-
n
].  (2.p)

On verifie que
 (S1 est la reunion disjointe des A^. D 'autre part, pour tout n fixe, les

variables β(0, Afy sont independantes et de meme loi. Si (α(y,  ), y e IR
2
) designe le

temps  local  d'intersection de deux  mouvements browniens  plans independants
(defini  comme plus haut), on a de plus:

J5(O,^) =  α(0, [0; 2- «]
2
)

(
=

)
2- »α(0, [0; I ]

2
) .  (2.q)

2 n - l

Pour  tout n  ̂ 1, soit An=   \J  A%. II decoule des remarques precedentes qu'il
k= ί

existe deux constantes Kγ  et K2  avec:

E\β(09 A
n)2 =  K± ,  £[(j5(0, ̂

M
) - £[]8(0, ̂

M
)])

2
] =  X

2
2- ».  (2.r)

(2.r) entraϊne aisement β(0,%>1) =  oo, en ecrivant:

i?(0^i)=   Σ  A0,A- )=   Σ  £ [/ ί(0,^")]+   Σ

On pose y(«Ί )=   Σ  (i8(O,yl
M
)- f:[j5(O,yl

n
)]).  On peut montrer [28] que:

lim (β(y, <βύ -  E[β(y, «Ί )]) =  y(«Ί ) avec convergence dans L
2
.  (2.s)

On en deduit aisement que, pour toute suite (gk) de fonctions boreliennes bornees
sur le plan telle que la  suite des mesures gk{y)dy converge  etroitement vers δ

( 0)
,

lim  / f  gk(Bs- Bt)dsdt- E\  J gk(Bs- Bt)dsdt])  =y^γ),  (2.t)

avec  convergence  dans  L
2
.  Un  cas  particulier  de  ce  resultat  a  ete  etabli  par

Varadhan [40] (a ceci pres que Varadhan considerait le pont brownien dans R
2
, a

la place du mouvement brownien plan).
Nous renvoyons a [28] pour de plus amples details sur les resultats rappeles ci-

dessus.  Dans  la  suite  nous  appellerons  y&J  le  temps  local  d'intersection
renormalise (en 0, sur le triangle ^Ί ) du mouvement brownien B. Au vu de (2.t) on
peut ecrire formellement:

Em  δm(Ws- Wί)dSdt].  (2.u)
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3.  Estimations asymptotiques pour le  temps d'atteinte de  0
par  une  marche aleatoire

Dans toute cette partiezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X = (Xn9n^0;Px,xeZd)  designe  une marche aleatoire a
valeurs  dans  Ί Ld (d^tl):  cela  signifie  que, sous  chaque probabilite Px,Xn  s'ecrit
Xn  = x +  Yx + Y2 +  ... +  Yn oύ les variables  Yt sont independantes et de meme loi
portee  par  Έd.  On  supposera  toujours  que  X  satisfait  les  trois  hypotheses
suivantes:

(HI)  X  possede des moments d'ordre deux, i.e. £
0
[P ^il

2
] < oo et X est centree,

o
[

1
]

(H2)  X  est adaptee (aperiodique au sens de Spitzer  [39]): cela signifie que le
sous- groupe  engendre par  {x e Z

d
; P

0
[X

1
  =  x] > 0}  est Έd.

(H3)  X  est isotrope, au sens oύ il existe une constante σ > 0 telle que, pour tout

L'hypothese essentielle est evidemment (HI) qui assure que X  est une «bonne
approximation» discrete du mouvement brownien. L'hypothese (H2) montre que
X  ne vit pas sur un sous groupe strict de TLd. L'hypothese  (H3) n'est pas vraiment
indispensable:  tous  les  resultats  que  nous  obtiendrons  dans  cette partie  et  les
suivantes  peuvent  etre  etendus  aux  marches  verifiant  seulement  (HI) et (H2).
L'hypothese  (H3) simplifie certaines demonstrations et surtout facilite  la descrip-
tion  des  lois  limites.  Occasionnellement  nous  indiquerons  les  modifications  a
apporter  aux enonces dans le cas oύ X  ne satisfait  plus  l'hypothese (H3).

Soit φ la  fonction caracteristique  de X.  Pour tout θ e [ — π; π ]
d
,

L'hypothese (H2) equivaut a dire que sur [ — π; π ]
d
, 1 -   φ(θ) s'annule seulement

pour 0 =  0. L'hypothese (HI) permet d'obtenir un developpement limite de 1 — φ au
voisinage de 0. On trouve  [39]:

l - ί H 0 ) = y |0 |
2
 +  o(|0|

2
)  (3.a)

On a de meme un developpement pour les derivees  partielles  de φ, pour tout

(3.b)

Soit  T
o
 =  inf{n^0;X

n
 =  0}.  Notre but  dans  cette partie  est  de decrire  la  loi

asymptotique de To sous Py9  quand \y\ tend vers Γinfini. D'apres Spitzer [39] on a
Py[T 0 < oo] =  1 pour tout y si et seulement si d= 1 ou 2. En toute dimension on
defϊnit  µy  comme la loi de T

0
/ |j;|

2
 conditionnellement a {Γ

o
<  oo} (le conditionne-

ment est superflu  pour d =  1 ou 2). La normalisation de T
o
 en T

0
/ |j/ |

2
 est ici imposee

par les proprietes d'invariance du mouvement brownien par changement d'echelle.
Notre premier objectif est d'etablir un theoreme limite pour la famille (µy) quand |>;|
tend vers Γinfini. Dans le cas d=l,   comme le suggere le theoreme d'invariance de
Donsker, on trouve que la famille  (µy) converge vers la loi du temps d'atteinte de 0
par un mouvement brownien lineaire issu de 1/σ. En dimension d ̂  3 on montre de
meme (theoreme 3.4) que la famille (µy) converge vers la loi du temps d'atteinte de 0
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par  un  mouvement  brownien  d- dimensionnel  «contitionne  a  aller  en  0».  Le
conditionnement est ici a interpreter au sens de Doob [6]  il suffit  manifestement
de considerer  la partie radiale du mouvement brownien  qui est un processus  de
Bessel d'indicezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA v = dβ—  1. Or le processus  de Bessel d'indice v> 0  conditionne a
aller  en 0 n'est  autre que  le processus  de Bessel d'indice  — v (voir  par  exemple
Pitman  et Yor  [32])  ce qui  explique  que  la  loi  limite  obtenue soit  encore  tres
simple.  Le cas  d = 2 est  le plus  interessant.  On  remarque deja  que  les  marches
aleatoires  en  dimension  deux,  du  moins  celles  que  nous  considerons,  visitent
presque surement tous les points de Γespace, ce qui n'est pas le cas du mouvement
brownien.

En  ce sens on peut dire que la dimension deux est critique pour le probleme de
la visite des points (nous rencontrerons plus loin d'autres situations critiques). On
s'attend, toujours  dans le cas d = 2, a ce que la famille  (µy) converge vers la loi du
temps d'atteinte de 0 par un processus de Bessel d'indice 0 conditionne a aller en 0.
Or  la definition de ce dernier processus pose certaines difficultes  qui sont resolues
par  Pitman et Yor  [31] en se plaς ant sur un espace de mesure infinie, au lieu d'un
espace de probabilite. Ceci explique qu'en dimension deux le theoreme limite pour
la famille  (µy) fasse intervenir une mesure de masse  tot ale infinie (cf. theoreme 3.4).

Le lemme suivant joue un role essentiel  dans la preuve des resultats  de cette
partie.

Lemme 3.1. Soit k un entier positif plus petit que d. Supposons que X  possede des
moments d'ordre k. Pour yeΊ Ld  — {0}  et  £>0, soit

) =   ί  cxp(i^.ω- t(l- φ(^))\y\2)dω.  (3.c)
[- πiyi Φ π*  \   \y\  \  \ \y\JJ  J

II  exίste une constante C telle que, pour tous y, t,

*i 2.  (3.d)

Preuve.  Soit g(y,t,ω) = Qxp( — t(l- φ(ω/ \y\ ))\y\2)  de sorte  que:

ψ(y, t)=   ί  exp ( i γ- -  ω) g(y, t, ω)dω.  (3.e)
[- Φ i;Φ π

d
  V  \y\  J

L'hypothese  du  lemme assure  que φ est  k fois  continument differentiate.  A
Γaide de k integrations par parties successives et en notant que les termes frontieres
disparaissent a cause de la periodicite de φ on deduit de (3.e) que, pour tout  fc- uplet

( Π   (iyΛJ\y\ )) ψ(y> 0 = ( -  i)
fe
  f  / )(«i, ...,«*) to) (y, u ω) exp (if.  ω) dω

\ J = I
  J  J  [- «|y|;π|y|]-   \   \y\  J

oύ,  pour simplifier  Γecriture, on note:  '  '

B
On  verifie  par  recurrence que D(µu  ...,α

Λ
)to)  s'ecrit  comme une somme de

termes de la  forme
((ϊ)\

k ΠD(β{, ...,βi)(φ)(^jg(y,t,ω),  (3.g)
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oύ m est un entier inferieur  ou egal a fc, leszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA kj (1 gj g m) sont des entiers strictement
positifs  tels que kι +  ... +  km =  fc, enfin les j8f (1 ̂  j ̂  m, 1 ̂  /  ̂  fc;) sont des elements

Pour  etablir  le resultat  du lemme il suffit,  compte- tenu de (3.f) de montrer
Γexistence  d'une constante C, ne dependant pas de y ni de t, telle  que pour  tout
terme H(y, ί, ω) de la forme  ci- dessus,

On commence par isoler les indices; tels que kj =  1. Quitte a reordonner la suite
(fc

7
) on peut supposer  qu'il existe un entier n avec 0 ̂  n ̂  m, et kj =  1 si et seulement

si j^n.  On peut  alors  reformuler  (3.g) de la maniere  suivante,

H(y, t, ω) = tm\y\2m- k~nn  (\y\D(β[) (φ)  (^))

•   Π   (Dψu...9βl)(φ)(^))g(y9t9ω).  (3.i)
j=n+i\   \ \y\JJ

G race a (3.b) on peut majorer  —- D(β)  (φ) ( — I uniformement en y et ω. On
|ω|  \ \y\J

deduit alors de (3i) qu'il existe une constante K, independante de y, t et ω, telle que:
\H(y9 ί, ω)| ̂ Xί

m
|y|

2m
~

fc
~

M
|ω|

M
|̂ (y, ί, ω) |.  (3.j)

La propriete (3.a) permet de choisir r > 0 assez petit de faς on que  \θ\^r  entraϊne
RQ(Φ(Θ))^1—  {σ2\θ\2/ 4). On pose ensuite

ε=l- sup{Re(φ(θ));θet~π;πy,\θ\>r}.

L'hypothese  (H2) entraϊne que ε> 0. On peut alors  majorer:

ί
  d

 \ω\n\g(y, t, ω)\dω £  J  \ω\n
 exp( -  σ2t\ω\2/ 4)dω

+  (2π |y|)
d +

«exp( - εί |y|
2
)  (3.k)

Remarquons que, a cause du choix de n, on a: —d ̂ 2m—k  — n^0. Des calculs
elementaires  montrent Γexistence de constantes C1 et C

2
 independantes de t et y

telles  que:

\y\2m~k- n
  ί  |ω Γexp ( - σ

2
ί |ω |

2
/ 4) d ω ^ C

1
ί

( f e
"

2 m
-

ί ί ) / 2
,  (3.1)

{||̂ Φ |}

et:

lyl^ + ^ - ^ exp ί - ε ί lyl
2
) ^ ^ ^ "

2
"

1
- ^

2
.  (3.m)

En revenant a (3.j) et en utilisant successivement (3.k) et les majorations  (3.1) et
(3.m) on trouve, pour une certaine constante K\

ί  \H(y, ί, ω)\dω ̂  K'tmϊk  ~ 2m ' m  =  K'ύk'd)l2
,

[- π |y|;πb|]
d

d'oύ  (3.h) et le resultat du lemme.  D
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Nous  cherchons a etudier  le  comportement asymptotique  de la  famillezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (µy)
quand  \y\  tend vers Γinfini. Un argument simple utilisant la propriete de Markov
au temps  To montre que, pour  tous yeΈd

  et  t^O

J e-λtµy(dt)  = Eyloxp(- λTo/ \y\2)yPylTo<  αo]
o

=  (F(y, e -  λ'W2)/ F(0, e - ^ l
2
) ) / P

y
[Γ

0
 < oo],  (3.n)

a condition de defϊnir,  pour O ^ r ^ 1 :

F(y,r)= Σ  fPyίXn  = Qi\ = (2πyά  J  ( l - r flφ ΓVΛW.
« =  0  [ - π ;π ]

d

La  proposition  suivante  precise  le  comportement  asymptotique  de

F(y,exp(- λ/ \y\2)).

Proposition3.2. Supposons (si  d^3)  que X  possede des moments d'ordre  d—l.
Alors, pour tout A>0, et pour λ = 0 si  d^3,

lim  \y\d~2F(y,e- W2)  =  ]e~λ\2πσ2tydl2Qxp(- ί/ 2σ2t)dt.
\y\ - +co  0

Preuυe. On ecrit:

=   f  (1 -   e~λ'M2φ{θ)Yί  Qxp(ίy -  θ)dθ
[- π;π]<*

]exp(- (l- e-
λ/M2φ(θ))u)du)Qxp(iy  θ)dθ

=  j  exp( - ( l- e-λ l^ 2)u)du  J  exp(ι>  0- £Γ
A/ |y|2

w(l  - φ(θ)))dθ,
0  [- π ;π ]

d

d'oύ, a Γaide des changements de variables  u = \y\2t et θ = ω/ \y\ ,

{2π)dF(y, e~λl^2)  =  \y\2'd  J exp( - ( l  - β " ^ '
2
) |y|

2
ί) dt ψ(y9  e~ψι2t)

o
(3.o)

oύ ψ  est definie  par  (3.c). D 'autre part, (3.a) entraϊne, pour  tous  ί^O  et

lim  e  A / | y |  t\  \—φ \ - —fi\ ) | y|
2
  =  <τ

2
|co

2
|ί/ 2.  (3.p)

\y\ - +™  \   \ \y\ J J
Un passage a la limite sous le signe somme, dont la justification  est ici facile, permet
de deduire de (3.p) que

lim  (ψ(y,e-
λ/M2t)-   ί e x p f ϊ ^  ω - ( σ

2
M

2
ί / 2 ) ) d ω ) = 0 ,

d'oύ:

lim  ψ(y, e~x/M2t) =  (2π/ σ
2
ί)

d/ 2
 exp( -   l/ 2σ

2
ί).

\y\ - ><χ>
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Revenons  a (3.o) et remarquons  que

limzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  ^2

On voit que pour obtenir le resultat de la proposition il suffit de justifier le passage
a la limite sous le signe somme dans (3.o). On utilise le lemme 3.1 et on considere
d'abord le cas d ̂  2: en prenant k =  d dans Γenonce du lemme on trouve, pour une
certaine constante C,

\ψ(y,e
ce qui

5
 lorsque λ > 0, suffit a justifier le passage a la limite. Pour d ̂  3 on applique le

lemme 3.1  en prenant  successivement fc =  0 et  k = d — 1, et  on obtient, pour une
certaine constante  C\

\φ(y, e~λιwt)\   ^ C(Γ1/ 2
  Λ  Γd/ 2),

ce  qui,  pour  tout  λ^O,  justifie  Γapplication  du  theoreme  de  convergence
dominee.  D

Nous sommes maintenant en mesure d'enoncer et de demontrer facilement  les
principaux  resultats  de cette partie.

Ί M o r i m e λ λ f l d - l ,
  U m

|y|- >α>

oύ  la convergence  a  lieu au sens de  la topologie έtroίte et  µ  est  la  lot du temps
d'atteinte de 0 pour un mouvement brownίen  lίnέaire ίssu de  l/ σ:

µ (dή = (2πσ2) ~V2Γ3/ 2
  exp ( -   l/ 2σ2ήdt.  (3.q)

Preuve. II suffit  de montrer, pour  tout  λ>0,

lim  \

Or, (3.n) entraϊne:

ί µy{dt)e ~ λt
  =  F(y,  e ~ λl

Un calcul  facile utilisant  (3.a) montre que:

l i m  \ y \ λ n [

d'oύ a Γaide de la proposition  3.2,

lim  $µy(dήe-λt  =  (2λσ2)112]e- λt(2πσ2tyll2exp{- l/ 2σ2t)dt
b|- >oo  o

=  f e-λt(2πσ2y  ί/ 2Γ3/ 2
exp(-   ί/ 2σ2t)dt.  D

o

Remarque.  Dans le cas particulier  oύ X  est  une marche aleatoire  simple,  T
o
 est

aussi le premier instant oύ X  change de signe (en admettant que 0 est a la fois positif
et negatif). Le theoreme d'invariance de Donsker conduit alors immediatement au
resultat du theoreme. Dans le cas general cet argument ne subsiste pas; cependant le
resultat du theoreme montre que la marche X  doit s'annuler «peu de temps » apres
qu'elle  ait change de  signe.
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Theoreme 3.4.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Si d = 2

lim  (log\y\ )µy =  µ ,
\ y\ - >co

oύ la convergence a lieu au sens de la topologie vague et µ est  la mesure sur R
+
  dέfinie

PaV'  µ (dt) =  ( l / 2ί ) exp ( -   l/ 2σ2t)dt.  (3.r)

Remarque,  µ  s'interprete  encore comme la «loi» du  temps d'atteinte de 0 par  un
processus  de  Bessel  de  dimension  2  issu  de  1/σ  et  conditionne a  aller  en  0.  La
diffϊculte  vient  id  de  la  construction du  processus  conditionne (cf.  P itman,  Yor
[31]).

Preuve.  A  nouveau  (3.n) entraϊne, pour  tout  λ>0

(log |y|) J µ / dί)^ ~
 λ ί

 =  i
7
^ , ^ "

 Λ/ l
^

|2
)/ ((log |y|) ~ ̂ ( 0 , β -

 λ
/ ^I

2
)).

U n  calcul  facile  montre

lim  (\og\y\y ιF(0,e~λiw)  =  ( π σ
2
) "

x

bl- *oo

d'oύ, a  Γaide  de  la  proposition  3.2,

lim  (\og\y\ )$µy(dt)e-λt=]e- 'Xlty1  exp(- l/ 2σ2t)dt  = $µ (dt)e-λt.  D
bl- »co  o

Avant  de passer  au cas d  ̂ 3 signalons  un resultat voisin  du theoreme 3.4, qui
nous sera utile dans la partie 6. On s'interesse maintenant a la loi du premier retour
en  0  apres  Γinstant  n. D e faς on  precise  on pose, pour  tout  n^z 1,

Soit  µ{n)
  la  loi  de  T

0

(n)
/ n sous  P

o
. Alors,  sous  les  hypotheses  du  theoreme 3.

y
n )

  =  µ,  (3.s)

oύ  µ (dt)=l[l;oo[(t)t
  xdt  et  la  convergence  a  lieu  au  sens  de  la  topologie  vague.

La  preuve  de  ce resultat, beaucoup  plus  facile  que  celle  du  theoreme 3.3,  est

laissee au lecteur. U ne fagon  simple de proceder consiste a traiter d'abord le cas oύ

X  est aperiodique (fortement aperiodique au sens de Spitzer [39]) et a utiliser  alors

Γestimation  bien connue:

PolXn  = 0]n~  (2πσ2nyί.

Theoreme 3.5. Supposons d^3,et  que X  possede des moments  d'ordre d—\.  Soit  q la
probabilitέ  que  X  ne revienne jamais  a son  point  de depart.  Alors:

oύ

De plus
lim  µv =
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oύ  la convergence a  lieu au sens  de  la topologie  etroite  et  µ  est  la  loi du temps
d'atteinte  de 0 par un processus de Bessel cΓίndice v=l—d/ 2,  issu de  1/σ:

µ (dt) = kdσ
2- d(2πt)'  d/ 2

  exp( -   \ / 2σ2t)dt.  (3.u)

Remarque. Le resultat asymptotique (3.t) est bien connu: voir par exemple Spitzer
[39]  dans le cas d =  3. L'expression  de la densite de µ est donnee par Getoor et
Sharpe [17]  le theoreme de retournement de Williams [41] montre que µ est aussi
la loi du dernier temps de passage en 1/σ pour un processus de Bessel de dimension
d issu de 0.

Preuve. Remarquons d'abord  que

( [ O V , . = O ) ] )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  '  = (F(0,l)Γ1.

On  a  aussi

PyUΌ < oo] =  F(y, 1)/F(0,1) =  qF(y, 1).

La proposition 3.2, appliquee en prenant λ = 0, montre que:

lim  \y\d- 2F(y, 1) =  ? (2πσ2ty<"2exp(- l/ 2σ2t)dt  =  (σ2kdy
ι,

bl- *oo  o

d'oύ la premiere assertion  du theoreme.
Ensuite on ecrit, pour tout  λ^.0,

T
0
 < oo] ,

et on remarque que

lim  ^2

d'oύ,  en utilisant  (3.t) et a nouveau  la proposition 3.2, la deuxieme assertion  du
theoreme.  D

Les theoremes 3.3, 3.4 et 3.5 visaient  a obtenir un equivalent  asymptotique de
P

3 ?
[ T

0
^ M ]  quand  \y\ et  n  tendent vers  Γinfini  de  faς on  convenable.  Le but  du

prochain  theoreme est  d'etablir  des  maj orations  uniformes,  en y  et  n, pour  les
memes quantites.

Theoreme 3.6. Pour r > 0 soίent

/
x
( r ) = lAr -

2
,

Supposons  (dans  le cas  d^3)  que X  possede des moments dΌrdre d — l.Il   existe
une  constante  Cd  telle que,  pour  tons ye%d—{0}  et  nTzl,

(i)  sid=\ :  W
(ii)  si d = 2:  l

(iii)  si d^3:  nd'2- 'P^Toίή]SCJd(n
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Preuve. Le cas d =  1 est facile: on applique le theoreme d'arret a la sous- martingale

Passons  au cas d = 2. Supposons  d'abord  n  1 / 2
|y|ϊί  1/2.  Alors,  si  |y|^

(logn)P
y
[Γ

0
 S n] ̂ logB^4/

2
(n"

  ι'2\y\ ).

Ensuite,  sin
1 / 4

^ |y|^ n
1 / 2

,

(U>gn)P,[T
0
 :g n] ̂  40og|j>|)P,[r

0
 ^ n]

II suffit  done d'etablir, pour tout y et pour A S: 2,

(3.v)

pour  une eertaine eonstante C.
Avec les  notations precedentes, on a:

II existe  une eonstante δ>0  telle que:

Pour montrer (3.v) il suffit  done d'etablir, pour une eertaine eonstante C,  et pour
tous y et  A:

(3.w)
Or:

0

d'oύ, en utilisant  le  lemme 3.1  et  la  minoration simple  1— exp( — ύ)^u/ 2  pour

F(y, e~1IWA)  ύ C ]  exp( -   t/ 2A)dt(l Λ Γ  J
) ̂  C log A.

o
d'oύ (3.w). Supposons maintenant n~1/ 2\y\>  1/2.  On commence par ecrire:

^  e(log«) f µ/ ί/ ί) exp( -

Or, d'une part F(0, e"
1 / n

)^δ logn ,  d'autre part, toujours  a Γaide du lemme 3.1

F(y, e~1/ n
)^  CI  exp( -  \y\2t/ 2n)dt(l Λ r »)  ^ C(n/ \y\2)

0

d'oύ aussi  le resultat  voulu  si n~ίl2\y\>  1/2.
II resterait a traiter le cas d ̂  3. Les preuves sont semblables  a celles du cas d = 2

et seront laissees au lecteur. Le role cle est  toujours  tenu par les estimations du
lemme 3.1.  D
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Remarques. (i) Les resultats «browniens» correspondant aux theoremes 3.3, 3.4 et
3.5 sont developpes dans [27]. Par exemple dans le cas d =  2, soit B un mouvement
brownien plan issu de l/ σ et pour ε > 0, µε la loi du temps d'atteinte par B du disque
de centre 0 de rayon ε. Alors  lim (log l/ ε)µ

ε
 =  µ oύ la mesure µ est precisement cette

qui  apparait  dans  le  theoreme 3.4.  La  premiere  preuve  de ce resultat  est  due a
Spitzer  [37].

(ii)  L'hypothese  «X  possede  des  moments  d'ordre  d—\»  dans  Γenonce  du
theoreme 3.5  est  sans  doute un peu  trop forte.  Pour  obtenir  Γequivalent  (3.t) il
semble cependant necessaire de supposer Γexistence de moments d'ordre d — 2, ou
alors de faire d'autres hypotheses  sur la loi de Xx.  Remarquons d'autre part qu'un
affaiblissement  des conditions de moments dans le cas d ̂   3 conduirait a de moins
bonnes majorations  dans le theoreme 3.6. Nous verrons  dans la partie  5 que ces
majorations  jouent  un role essentiel  pour nos  applications.

(iii)  Decrivons brievement  les modifications  a apporter a nos resultats  si Γon
omet l'hypothese  (H3). On introduit la forme  quadratique  Q definie  pour θ  d

par

Soit  A  Γunique  operateur  symetrique  positif  tel  que,  pour  tout  θ, Q{θ)
=  AΘΆΘ.  Pour  yeZd,  soit  µy  la  loi  sous  Py  de  T0/ \A~ίy\2, conditionnelle-
ment  a  {T

0
<oo}.  L'enonce  du  theoreme  3.4  reste  alors  vrai  a  condition  de

remplacer  µy  par µy  et de prendre σ =  1. II en va  de meme pour  le theoreme 3.5,
a  ceci pres  qu'il  faut  remplacer  (3.t) par:

Enίin le theoreme 3.6  reste vrai  sans  modification.
(iv)  On aurait pu etablir  les principaux  resultats  de cette partie en utilisant le

theoreme limite local et en s'inspirant  de la methode qu'emploie Spitzer [39] pour
montrer (3.t) dans le cas d = 3. Notons cependant qu'il nous aurait alors fallu, au
moins pour  traiter  le cas  d ̂  4, etablir  une forme  du  theoreme limite  local  plus
precise que celles que montre Spitzer ([39], p. 77- 79), ce qui nous aurait demande
autant de travail  que la preuve  du lemme 3.1. Pour cette raison  en particulier  il
nous a semble  preferable  de proceder directement.

(v)  Certains des resultats de cette partie sont a rapprocher des calculs  effectues
par  Montroll et Weiss  [30], sous  des hypotheses  un peu differentes  des nόtres.

4.  Le  cas de  la  dimension  un

L'objet  de  ce  court  paragraphe  est  de  donner  une  premiere  application  des
estimations  de la partie  3 aux  intersections  de trajectoires  de marches  aleatoires
independantes en dimension un. La preuve du resultat principal (theoreme 4.1) est
facile.  II nous a cependant paru utile de detailler  les arguments car ils  prefigurent
ceux que nous utiliserons  dans la partie 5 pour Γetude en dimension  superieure.
D'autre  part  Γetude  en  dimension  un  presente  certains  caracteres  particuliers
qu'on ne retrouve  pas  en dimension  plus  grande.
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SoitzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X une marche aleatoire a valeurs dans Ί L satisfaisant  les hypotheses (HI) et
(H2) de la partie 3. Pour n ̂   1 soit Rn le nombre de points distincts de Z visites par
X  avant  Γinstant n. Jain et Pruitt  [20] (theorem 6.1) ont montre que:

limn- ίl2Rn  = sup{Bs;s^σ2}- M{Bs;sSσ2},   (4.a)
M - *   00

oύ  la  convergence  a  lieu  en distribution,  B  designe  un mouvement  brownien
lineaire et σ2 = E\X 2

] . Nous nous proposons ici d'etendre (4.a) a la situation oύ Rn

est remplace par le nombre de points de Ί L visites a la fois par k marches  aleatoires
independantes, avant  Γinstant n.

Theoreme4.1. Soίent  k^.1 et X1
, ...,Xk  k marches  aleatoires  independantes  sur Έ

satisfaisant  les hypotheses  (H I ) et (H2). On pose σf =  £ [ ( Z \ )
2
] .

Soit  I n le nombre  de points  communs  aux trajectoires  de X1
, ...,Xk  avant Γin-

stant n.
Alors,

oύ  la convergence a lieu en distribution et B1, ...,Bk  sont  k mouvements  browniens
linέaires  indέpendants  issus du meme  point.

Preuve. Pour  1 ̂ i^k  et tout n^t 1 soient

On a  manifestement:

Λi  η  .   (4.b)

Le theoreme d'invariance  de Donsker  (voir par exemple  [1]) montre que:

=  inf (sup {Bi  s  ̂σf}) -   sup(inf {5^; s ̂  σf})  (4.c)

avec convergence en distribution, les J5
1
 etant comme dans Γenonce du theoreme.

Compte- tenu  de (4.b) et (4.c) il  suffit  pour  obtenir  le resultat  du theoreme
d'etablir que

avec  convergence  en probabilite.  Pour cela il suffit  encore de montrer que:

lim  n- 1/ 2EUn]=   lim  rc ΓfinfX;,sup

σf}=  E Γinf sup {Bι

s, s^σf}-  sup inf {Bι

s, s ̂  σ?}Ί .  (4.d)



492  J.- F . Le Gall

Nous allons montrer (4.d). On peut sans perte de generalite  supposer  quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X* = x\
p.s., pour  1 ̂   i ̂  k. Alors, avec  des notations  evidentes,

yeZ\ ί=l

Notons n~ί/ 2Z  = {n~ll2v'  veΈ}.  Alors:

=  SduφM,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (4 e)

a condition de  poser:

oύ  |>] designe  la partie entiere de υ. Maintenant le theoreme 3.3 entraϊne, pour
tout uφO,

=   J  (2π) -
1/ 2

5"
3/ 2

Mexp( - w
2
/ 2s)rf5.

o

On obtient  ainsi, pour tout

lim  φn(u)=  Π   (1  (2πy^2s- ^2\ u\ ^p(- u2/ 2s)ds)  (4.f)
n- >oo  ί = l \ O  /

L'application  du  theoreme  de  convergence  dominee  etant  aisement  justifiee  a
Γaide du theoreme 3.6  on deduit de (4.e) et (4.f) que:

lim n'WEUA  =  ί dii Π   (ί  ( 2π ) -
1 / 2

5
"

3 / 2
|

W
| exp( -

W

2
/ 2

S
)ds)  .  (4.g)

n^co  ]R  i = l \ O  /

D'autre part, on a:

Π ί  ί
i = l \ O

Finalement  on voit  que  (4.d) est  une  consequence  de  (4.g), d'oύ  le  resultat  du
theoreme.  D
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Remarque. Le schema de la preuve du theoreme 4.1 est celui qu'avaient deja  utilise
Jain  et Pruitt  [20] pour  traiter  le cas k=l.  Le point  interessant  est que  les
estimations de la partie 3 permettent aisement d'obtenir un equivalent de £[/ (n)]
quand  n  tend  vers  Γinfini.  Cela  restera  vrai  pour  des marches  aleatoires en
dimension superieure. Cependant, et c'est en cela que le cas de la dimension un est
tres particulier, Γestimation du moment d'ordre un sera loin d'etre suffisante  pour
etablir les theoremes limites recherches. En fait nous serons amenes a determiner
un equivalent asymptotique de tous les moments de / „. L'outil essentiel sera encore
les  estimations de la partie 3.

5.  Convergence en distributio n  vers le temps local d'intersection

Soit  (d, k) un couple  d'entiers  satisfaisant  la  condition  (2.a) (soit  d = 2, fe^2
quelconque, soit d = 3,k — 2). Nous avons vu qu'on peut alors definir une notion de
"temps  local  d'intersection"  pour  k mouvements  browniens  independants en
dimension d. Considerons maintenant k marches  aleatoires  a valeurs  dans Zd,
independantes et satisfaisant  les conditions (HI), (H2), (H3) de la partie 3, et soit I n

le nombre de points communs a leurs trajectoires. Notre but dans cette partie est
de montrer que la suite (/„), convenablement normalisee, converge en distribution
vers un temps local d'intersection pour k mouvements browniens en dimension d.
Notre approche repose sur la methode des moments. Pour cette raison nous ne
parviendrons  pas a conclure  dans  le cas d =  2,  ίc^4,  car il n'est  pas clair (cf.
lemme 2.2 et proposition 2.3) que la loi du temps local  d'intersection  soit  alors
determinee par ses moments.

Theoreme 5.1. Solent  Xλ,X2,  ...,Xk k marches aleatoires  (fe^2)  independantes a
valeurs dans Z 2

, satisfaisant les hypotheses (H I), (H2), (H3) de la partie 2. Soit σ1 la
constante  intervenant dans Γhypothese (H3) έcrite pour X\ Pour tout n ^ O soit I n le
nombre de points  visitέs a la fois  par Xγ,X2,  ...,Xk  avant  Γinstant n.

Alors, pour  tout entier  p^l,

lim

n- >oo

OU

est  le  temps  local d'intersection sur  [0;σf]x  ... x[0;σ£]  de k  mouvements
browniens plans independants  W1,..., Wh issus de 0 (voir la partie 2).

Corollaire 5.2.  Sous  les hypotheses du theoreme 5.7, et si  k = 2  ou 3, la suite
((logή)k/ ή)In converge en distribution vers (2π)

fe
Z, ou I  est dέfini comme ci- dessus.

Preuve du corollaire. Les estimations de la partie 2 montrent que si k =  2 ou 3 la loi
de I  est determinee par ses moments. Le resultat du corollaire  decoule alors du
theoreme 5.1 et d'une application de la methode des moments (voir par exemple
Feller  [14], p. 269). D
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Preuve du thέoreme 5.1. N ous nous limiterons  au cas k =  2. Sans perte de  generalite
on  peut  supposer  Xo  = yθ9  Xl  = y'θ9  i*- p.s.  P our  tout  j / e Z

2
  on  pose:

T'(y)=mϊ{k^0;X2

k=y}.

Alors, pour  p ^  1:

=   Σ   P\  Qi  {T(yd^n}\P\  (]{TW£n}\ .  (5.a)

Remarquons  que, pour  tous  y
l 5
  . . . , y

p
e Z

2

5

Fn(yi9- ~iy  ) = P\  Π  {̂ (^1)^^}  ^ G
π
( y

1 ?
  . . . , y

p
) ,  (5.b)

o ύ

J  W)< ...< τ(yσ(p)
σeSp

G »0Ί ,  , yP)  =  Σ  / ΊTOvu))^  ^  r c
σe5

p

Fixons maintenant  un  couple (σ, σ') eSpxSp  et  ecrivons:

Z  ...  ίT{y<,{p^n\P{T\ya.{ί))

=   ί  du1...dupθn(ul9...9up)θ'n(ul9...9up)9  (5.c)
( I R

2
) ^

o ύ  o n  a  n o t e  p o u r  w
l 5
  . . . , ^

2

et, pour  u e R
2
,  [w] designe  le point de Z

2
  le plus  proche de u (cette definition  est

ambigue  sur  un ensemble  de mesure  de Lebesgue nulle  qui  n 'a  pas  d'importance
ici).

Soient w
1?

..., up  p points distincts  de R
2
  — {0}.  En utilisant  les  theoremes  3.4 et

3.6  ainsi  que  la  propriete  de  M arkov  on  trouve:

σ
i  dt

lim  θH(ul9  ...9up)=   ί  —
L
e xp ( - |κ

σ ( 1 )
|

2
/ 2 ί

1
)

n- >oo  0  t1

ce  qu'on  peut  encore  ecrire,  avec  la  convention  uσ{0)  =  0,

p

lim  θn(µl9  ...,up)  = (2π)p  j  dSi  ...dsp  Π  P ^ - s , - ^ - ! ) ,  w
σ( ί)

)  (5.d)
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oύ,  comme  dans  la  part ie2,  on  notezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Ωp(t)  = {(sl9  ...9sp);0^s1^  ...  ^sp̂ t}  et

p
s
(w, v) designe  la densite de transition gaussienne  en dimension deux. U n resultat

analogue  vaut  lorsque  θn(uu  ...,w
p
) est  remplace  par  θ'n(ul9  ...,w

p
).

L'etape  suivante  de la preuve  consiste a appliquer  le theoreme de  convergence

dominee  au  membre  de  droite  de  (5.c). On  ecrit:

i =  2

Le  theoreme 3.6  montre  alors,  pour  une  certaine  constante  C > 0 ,

(5.e)

oύ,  comme  dans  le  theoreme 3.6,  on  note pour  r > 0 :

/
2
( r) =  ( l o g l / r )

+
+ r -

2
l

{ r > 1 / 2 }
.

II est  important de remarquer  ici que la fonction  u- >f2(\u\ ) est  de carre  integrable

sur  R
2
.  En utilisant  (5.e) pour justifier  Γapplication  du  theoreme de  convergence

dominee  on  deduit  de  (5.d)  que

lim  /   J ^duγ. . .  dupθn(ul9...,up)θ'n{uu  . . .9up) \

=   (2π)2p  [  du

"  \ Ωp(σj)

•  I  J  ds[  ...ds'p  Π  Psi- si - iOVtf- l) ,  Wσ'(i)) )
\ Ωp{σί)  i= l  J

Revenons  maintenant a Γidentite  (5.c) et  sommons  sur  tous  les  couples  (σ, σ"). La

proposition  2.1,  ou  plus  exactement  une  legere  extension  de  cette  proposition,

entraine  alors:

lim((logn)
2
7n")  Σ  Gn(yu  ...,yp)G'Π(yu  ...,y

p
) =  ( 2 π ) ^ £ [ F ] .  (5.f)

2

oύ  /  est  defini  comme  dans  Γenonce  du  theoreme.

En  reprenant  les  calculs  ci- dessus  on voit  aisement  que  le  resultat  limite  (5.f)

reste  vrai  si  on  remplace  Gn  par  Fn  et  Gf

n  par  F'm  (5.a) et  (5.b) entraϊnent  alors:

lim  {{\ognfηn»)EU!nγ- }  =  (2π )
2
"£ [F ] ,  (5.g)

d'oύ  le  resultat  du  theoreme, dans  le  cas  k = 2.
D ans  le cas  general  la preuve  est  exactement  semblable:  on utilise  principale-

ment  le  fait  que  la  fonction  w- »/
2
(|w|) est  de puissance  fc

iέme
- integrable  pour  tout

fe^2.  D

Remarque. II semble plausible  que le resultat du corollaire  5.2 soit encore vrai  pour

fe^4.  P our  le  verifier  rigoureusement  il  suffirait  d'etablir  que  toute  valeur

d'adherence  de  la  suite  des  lois  de  ((logή)k/ ή)In  possede  certaines  proprietes  qui,

jointes  a  la  connaissance  des  moments, caracterisent  la  loi  de  (2π)
k
Z.
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Theoreme 5.3.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Soient X1
, X2  deux marches alέatoίres indέpendantes a valeurs dans

Z
3
,  satίsfaisant les hypotheses (H I), (H2), (H3) de la partίe 2. Pour  z =  1,2 soient σt la

constante intervenant  dans Γhypothese (H3) έcrίte pour le processus X\ et q(>0 la
probabilite que X1 ne revienne jamais  a son point de depart.

Pour  n ^O, soit I n le nombre de points visitέs par X1  et par X2  avant Vinstant n.
Λlors, pour  tout entier p ^ 1,

lim

oύl=\   J <5(O)W
X
 — W2)dsdt  est le temps local d? inter section sur [0; σ\~\ x [0; σ^]

o o
de deux mouυements browniens indέpendants W1, W2 a valeurs dans Ί R3 et issus de 0.

En particulier la suite n~ll2I n  converge en distribution vers 4i<Z
2
(

σ
i

σ
2)~

2
'

Preuve. Le schema de la preuve est semblable a celui de la preuve du theoreme 5.1.
N ous  indiquerons  seulement  les principaux  points oύ les deux  demonstrations
different.  On part de Γidentite (5.a) qui reste verifiee.  Ensuite on ecrit a la place de
(5.c), pour  tout couple de permutations (σ,σθ:

n- P,2  Σ

yι...ypeZ3

• PlT{ya,

=   f  duι...dupθn(u1,...,u)θ'n(uu...,u),  (5.h)
3

ou  Vniµl9...,up)
E n  ut ilisan t  les th eorem es  3.5 et 3.6 o n t rouve  que, p o u r  t ou s  ul9...,up

poin t s  dist incts  de R
3
 — {0},

limθn(uί,...,up)  = qp

ίσϊ2p
  ί

 a
 ds±  ...dsp  Π  P^- S^MΦ- ^K^  (5.i)

oύ  ps(u, v) designe  maintenant la densite de transition  gaussienne  en dimension
trois et comme d'habitude on fait la convention s

0
 =  0, w

σ(0)
 =  0. Le theoreme 3.6, et

en  particulier  le fait  que la fonction  u- >/
3
(M) soit  de carre  integrable  sur R

3

justifient  Γapplication du theoreme de convergence  dominee, qui conduit a:

Hm(  ί  dui...dupθn(uu...,up)θ
/

n(uu...,upj)
n- κχ)  WjR

3
)P  /

(  P  \

I   Γ  i  P  \

•   J  ds\  . . . dSp Π   Psi- sί- SVσ'd- D'  Uσ'(i))  '  (
5
j)

\Ωp(σi)  i=\   J

On  conclut  comme dans  la preuve  du theoreme 5.1 en utilisant  (5.h), (5.j) et la
proposition 2.1.  D

Remarques.  (i) Les analogues  «browniens»  des theoremes 5.1 et 5.3 [voir  (l.d) et
(l.e)] sont etablis  dans  [27]. Ces resultats  sont appliques  dans  [27] a Γetude de la
mesure de Hausdorff  des  points multiples du mouvement  brownien.
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(ii)  Nous n'essaierons pas d'ecrire en toute generalite les resultats correspond-
ant aux theoremes 5.1 et 5.3 dans le cas oύ Γon omet Γhypothese (H3). On obtient
en  general  comme  loi limite  la loi d'un temps  local  d'intersection  pour des
mouvements browniens independants «non iso tropes ». Nous allons decrireun cas
particulier simple qui nous sera utile dans la partie 6. On considere deux marches
aleatoires  independanteszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Xι,X2

  a valeurs  dans Έd (d = 2 ou 3) satisfaisant  les
hypotheses  (HI) et (H2). Soient Qu Q2 les formes  quadratiques  associees  a X1

 et
X2

  et Al9A2  les operateurs  symetriques  positifs  definis par:

Supposons A2 = λAί pour un λ >0. Alors a Γaide des remarques de la fin de la
partie 3, on verifie que les resultats des theoreme 5.1 et corollaire 5.2 (dans le cas
d = 2) et du theoreme 5.3 (dans le cas d =  3) restent vrais, a condition de definir:

(iii)  Soient XX,X2
  deux  marches  aleatoires  a valeurs  dans  TLd (d=2 ou  3)

independantes et satisfaisant  les hypotheses  (HI), (H2), (H3). Pour n  ̂1 posons:

j  =   y  y  L
y
i-

Y
2,.

Remarquons que Jn est Γexact analogue discret du temps local d'intersection pour
deux mouvements browniens independants. On peut montrer pour Jn des resultats
asymptotiques  analogues  a ceux que nous  avons  etablis  pour  / „. En utilisant a
nouveau la methode des moments on obtient:

-   si d =  2,

lim n- 1Jn = {σ1σ2)-
2<x(\b;σ2~\ x [O σ?,])  (5.k)

-   si d = 3,

lim n- ^J^iσ^yMlO  σ2! x [O σi]),  (5.1)

oύ dans les deux cas la convergence a lieu en distribution et α(  ) est le temps local
d'intersection de deux  mouvements  browniens  independants a valeurs  dans R

d

5

issus de 0. La forme  particulierement  simple  des resultats  limites  (5.k) et  (5.1)
suggere qu'il devrait etre possible d'etablir pour les temps locaux d'intersection un
«theoreme d'invariance fort» analogue a celui que montrent Csaki et Revesz [3]
pour les temps locaux  ordinaires du mouvement brownien  lineaire. Precisement,
en supposant  pour simplifier  σί = σ2 =  1, on voudrait  trouver  deux  mouvements
browniens  independants a valeurs  dans R

d
, W et W\ definis  sur le meme espace

que X1
  et X2

  et tels  que, si α  designe le temps  local  d'intersection de W et W,
- s i d  =  2,

lim n -
1
( J

n
- α ( [0;n ]

2
) ) =  0,  p.s.

«- »oo

-   si d = 3,

l i
1 / 2

( o c ( [ 0 ; n ]
2
) )  =  0  p.s.
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6.  Un theoreme central  limit e  pour le nombre de points
visites par une marche  aleatoire plane  recurrente

SoitzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X une marche aleatoire a valeurs  dans Z
2
, satisfaisant  les hypotheses  (HI) et

(H2) de la partie 3. Si A est Γunique operateur symetrique positif tel que E[(θ  X)
2
]

= \AΘ\2
  on pose  σ =  (det^4)

1/ 2
. Pour  tout  entier  n ^O o n  note Rn le nombre de

points (distincts) de TL2
 visites par X avant Γinstant n. Dvoretzky et Erdόs [7] ont

montre, dans le cas des marches  aleatoires  simples que:

\ im((logn)/ n)Rn = 2πσ2,  (6.a)

avec convergence p.s. Le cas general a ete traite par Jain et Pruitt [18, 20] qui ont
aussi etudie la variance de Rn et etabli Γexistence  d'une constante C > 0 telle que:

(6.b)

Ceci suggere d'etudier la convergence en distribution de ((logn)
2
/ n) ( £ „ -

Nous montrons le:

Theoreme 6.1.
lim ((logή)2/ n)(Rn- ElRJ)=  - ^ V t f )

oύ la convergence a lieu en distribution et y(^Ί ) dέsigne le temps local d? inter section
renormalίsέ  d'un mouvement  brownien  plan  avec  lui- meme, sur  le  triangle
%ί  =  {(s, ί) ; 0< ;s< t<; 1} (voir la fin de la partie 2).

La preuve du theoreme 6.1 utilisera  deux resultats  intermediaires. Le premier
(lemme 6.2) est manifestement une consequence du resultat de Jain et Pruitt (6.b).
Nous en donnerons une preuve  independante afin  que notre demonstration du
theoreme 6.1 soit  complete.

Lemme 6.2. II  exίste  une constante C telle que, pour  tout  entier n^2,

E[_(Rn

Preuve. Pour tout k^t 1, soit

Soient  maintenant  fe^2  et n  tel que 2k<n^2k+1.  Notons  nί = [n/ 2~]  et
=  n — nί. On a:

- (\X(0, ni)nX(nu  ή)\ - E[}X(0, nJnXin,,  n)|]),  (6.c)

oύ la notation X(p, q) designe  {Xk; p^k^q}  (plus generalement on notera X(F)
=  {Xk;keF})  et on a pose Rn2 =  \ X{nx,n^)\ .   Remarquons  que Rnι  et RΛ2 sont
independantes et que Rn2 a meme loi que Rnr  On deduit de (6.c) que

va r ^ )
1
'

2
  ^(var(l?

ni
) +  va r ^ ) )

1
'

2
+ £ [ |Z ( 0 ,  ni)nX(nu  n ) !

2
]

1
'

2
.  (6.d)

II decoule du theoreme 5.1 que pour une certaine constante C
t
:

- ^ .  (6.e)
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(6.d) et (6.e) entraίnent:

SoitzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA bk = k22~kak.  On trouve, pour  tout ρ > 2~
1 / 2

  et tout k assez  grand:

b^ρVi  +  Ci  (6.f)

(6.f) entraϊne que la  suite  (bk) est  bornee, d'oύ le resultat  du lemme.  D

Proposition6.3. Soient m^.2  et pour tout  l^i^m

lim ( ( lo gn ) »  (\X(nFdnX(nFj)\  1 ̂   i  <jgm)
IJ- *0O

=  4π V(j?(ί'
i
  x F , )  1 ̂   i < j g m)

oύ la convergence a lieu en distribution et β( • ) dέsigne le temps local ^intersection
(non renormalise)  Xun  mouvement brownien plan W avec  lui- meme:

β(AxB)=  Π   δm(Ws- Wt)dsdt(  =  β(O,AxB)
A*B

avec les notations de la partie 2).

Preuve. Si m = 2 Γenonce de la proposition revient a la convergence en distribution
de ((logn)

2
/ n) \X(nF\)nX(nF

2
)|.  A une  translation  pres  on peut  voir  X{nF^) et

X(nF2)  comme les trajectoires  de deux marches aleatoires independantes issues du
meme point. Le  resultat  de  la  proposition  est  alors  equivalent  au  cas  k = 2 du
corollaire  5.2.

Dans le cas general la demonstration de la proposition reprend les idees de la
preuve  du theoreme 5.1. Cependant il se presente quelques  difficultes  techniques
supplementaires  que nous allons  prendre la peine de traiter  en detail.

Soit K>0.  Pour  tout  l ^ i ^ m o n  note, de faς on  un peu  abusive:

Xκ(nFd  = XinFJniy  eΈ2  \y\ ^Knί/ 2}  .

Le theoreme d'invariance  de Donsker (voir par exemple Billingsley [1]) entraϊne
que:

lim  (sup P[sup(|X
fe
|  k ̂  ή) > Knll2~]\  =  0.  (6.g)

(6.g) montre qu'on peut  ramener la  convergence  en distribution  de

{(logή)2/ ή)\X(nFdnX(nFj)\

a celle de ((logτi)
2
/w) \Xκ(nFi)nXκ(nFj)\ .  Apres cette premiere reduction, Γidee de

la preuve est la meme que celle du corollaire 5.2, a savoir qu'on utilise la methode
des moments. On se fixe un entier p^. 1 et p  couples  (i1 J Ί ) ,  ..., (ipjp)  avec z'

z
</

z

pour  tout  ί^l^p  Qt on  etudie la convergence  de
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Pour des raisons  qui apparaitront plus  loin il est id preferable  de se fixerzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ε > 0
suffisamment  petit et pour  tout  1 ̂  i' ̂  m de remplacer Ft par

On ecrit  alors:

=   ΣzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  P
yt...yPeΊ L

Σ   ιn2  P [ ή {nll\  6 X(nF])nX{nF))} J .  (6.h)
χ

Notons z =  (z
1?

...,z
p
) et pour tout  ί^l^p:

T|,= inf {fe e n ^ X ^ n
1

avec la convention  inf0 =  oo. On peut alors  ecrire:

= i  J  L
τ

^ Σ
τeS2p

(6.i)

et on obtiendrait  une minoration au lieu  d'une  majoration  en remplaς ant les
inegalites larges par des inegalites  strictes. Remarquons que certains des termes de
la  somme  d- dessus  sont  toujours  nuls, mais  cela ne porte pas a consequence.
Fixons maintenant TGS2P  et etudions:

ί  WK^^.^^n],  (6.j)

m\\
oύ pour  xe(R

2
)

p
, x = (xu  ...,xp

), on a note ίx]n = (ίxί]n,...,  [ xJ J ,  le point de
( n "

1 / 2
Z

2
)

p
 le plus  proche de x, et |[x]

π
| =  sup{|[xj

n
|;  1 ^ / ^p}.

Pour  alleger les notations plaς ons- nous  dans le cas oύ Γhypothese  (H3) est
verifiee et oύ σ =  1 (dans le cas general  on utilise la remarque (ii) de la fin de la
partie 5). En utilisant a la fois le theoreme 3.4 et le resultat limite (3.s) on trouve, si
les xt sont distincts et distincts de 0,

2p

—  \ z π )  J
  a ι ί  "  UL2p  1 1 Ptτ(i)- tτ(i- i)\xτ(i- l)>  xτ(i))  ?  V°

 κ
/
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avec la notationzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA τ(ί) = l si τ(i) =  2Z— 1 ou 21 [de plus  on convient  que tno) = 0 et
ps(u,v) = 0 si s< 0] .

On  voudrait  maintenant appliquer le theoreme de convergence  dominee au
membre de droite de (6.j), en utilisant  (6.k). Pour cela on  majore

Π

^Π C / 2 ( |x T ( < ) - xι ( < - 1 ) | ),  (6.1)
i=   1

avec les notations  du  theoreme 3.6.  La  majoration  ainsi  obtenue  n'est  pas  tres
interessante  s'il existe des  indices  i tels  que  τ(ΐ) = τ(i— 1), puisque  /

2
(0)=  + oo.

Pour  remedier  a cet inconvenient  on remarque  que  si τ(ί) = τ(ί — 1) =  /  on  a
necessairement  τ(i— I) = 21— 1 et τ(ί) = 2l, et on deduit de (3.s) la majoration:

<logή)PίxύnllxΛn e X(en, n)] £ C
ε
,  (6.m)

pour une certaine constante C
ε
. Ensuite, grace au remplacement des F

f
 par les F ,

on  peut utiliser la majoration  (6.m) pour ecrire a la place de (6.1)

=   Π  (CΛdx -̂ -̂ ijD)  Π  (Q.  (6 n)

La fonction de (xu ..., xp)  qui figure dans le terme de droite de (6.n) est clairement
integrable  sur  tout  compact. Ceci suffit  a justifier  Γapplication  du  theoreme de
convergence dominee au membre de droite de (6.j). On trouve, compte- tenu de (6.h)
et (6.i):

limsup((logn)
2
/ n)'£  Π   \Xκ(nFl)nXκ(nF%)\

n- >oo  L
ί = 1

  J

mπ)2p  ί   dXl...dxp  Σ  ί   dh...dt2p

'  .Π   Ptτ(i) - tτ(i-   i}(Xw-   1), *τ( 0)  (6.0)
.

A Γaide de la remarque suivant  (6.i) on obtiendrait aussi aisement une minoration
pour  la limite  inferieure  par la meme  quantite.  D'autre  part  cette  quantite
s'interprete  (voir la partie 2) comme etant egale a

oύ β est  comme dans Γenonce de la proposition et βκ est  definie  par:

βκ(A  xB)=  J  β(ds dt) 1
 (
|Ws\  ^ K).

On a done etabli:

lim ((logn)»
p
f:  Π  {X^nFDnX^nF^l  =(2π)2pE Π  β^K x

 i

(6.p)
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On  peut maintenant faire  tendrezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ε vers 0 dans  (6.p) pour aboutir  a:

lim (logn)
2
/n)<Έ  Γ Π   \X\nFi)nX\nFh)|1  =  (2π )

2
Έ Γ Π   βκ(F,, x Fj

n- +oo  U
=

l  J  l_I=  1  J

(6.q)

La  justification  du  passage  de  (6.p)  a  (6.q)  ne  presente  pas  de  difficultes:  les
estimations  de la partie 5 permettent de verifier  aisement  que:

lim ((logn)2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAfn)"E  [ jj   \ Xκ(nF\ )nX\ nF)) |

=  ((logn)2/ n)"£ | j l  \ Xκ(nFiι)nXκ(nFh)|J,

avec  convergence  uniforme  en  n.  (6.q)  et  le  principe  de  la  methode  des
moments entrainent:

lim ((logn)»(\Xκ(nFdnXκ(nFj)\   1 ̂ i< / £ m )
«- >oo

) ,  (6.r)

avec convergence en distribution. En faisant  tendre iC vers oo et en utilisant (6.g) on
deduit de (6.r) le resultat  de la proposition.  D

Preuve du thέoreme 6.1. Soit p^l.  On ecrit pour  tout entier n:

f2  (6.s)
i = l  4 = 1  , 7 = 1

a condition de poser: pour  l5Ξi5Ξ2
p
,  l^Lk^p,  l^j- ^2k~1,

I n(k,j)  = \X((2j- 2)2-kn,(2j-1)2'kή)nX((2j-  \ )2~kn,2j2~kή)\ .

Pour  toute variable  aleatoire  integrable  U notons  U = U — E\U~].  On deduit de

(6.t)
ί= l  k = l  j= l

A Γaide du lemme 6.2 et de Γindependance des R{j]
  on obtient:

Σ±   ^
}
)

2
]  =  ((log")

4
/ "

2
)  .Σ  BKΛi

0
)

2
] ̂  C 2 - *,  (6.u)

pour une certaine constante C et tout n assez grand.
D'autre part  la proposition 6.3 entraϊne:

oύ  la convergence a lieu en distribution, les A) sont definis par (2.p), et β est, comme
dans la proposition 6.2, le temps local d'intersection  avec lui- meme d'un mouve-
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ment brownien plan. Le temps local d'intersection renormalise yO&Ί) est defini (voir
la partie 2) par:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  χ  %k_x  p  2lt

_,

y( ^ i) = Σ  Σ / S(4)= iim  Σ  Σ / K 4 ) .  (
6 w

)

Le resultat du theoreme decoule aisement de (6.t), (6.u), (6.v) et (6.w), en choisissant
d'abord  p  suffisamment  grand  avant  de faire  tendre n vers Γinfini.  D

Remarques. (i) Soit W un mouvement brownien plan et pour ε > 0
5
 Sε

 la saucisse de
Wiener  de rayon ε associee  a  W sur Γintervalle  de temps  [0; 1]. Si m designe  la
mesure de Lebesgue  sur R

2
  on a:

lim(logl/ ε)m(S
ε
) =  π ,

£ - •0

avec  convergence  p.s. et  dans  les  espaces  LP. On peut  montrer le  resultat  «au
second ordre»  suivant, qui est Γanalogue  du theoreme 6.1:

lim (log 1/ε) ((log l/ ε)m(S
ε
) -   π) =  -  π

0

oύ  la  convergence  a  lieu  dans  L
2
  et  y(^Ί )  est  le  temps  local  d'intersection

renormalise associe au mouvement brownien  W. La preuve de ce resultat  [28] est
tres semblable a celle du theoreme 6.1, a ceci pres que le resultat correspondant a la
proposition 6.3 devient  immediat.

(ii)  Jain  et  Pruitt  [20]  ont montre que, pour  toutes  les  marches  aleatoires
planes  recurrentes, (Rn) verifie la loi des grands  nombres, i.e. lim(Rn/ E[Rn~])  =  1,
p.s. On peut done se demander si  le  theoreme central limite  reste vrai  dans un
cadre plus  general.  II serait  en particulier  interessant  de determiner queues  lois
limites autres que la loi normale on obtient pour la suite (varRn) ~~ ίl2(Rn  — £[- RJ).

(iii)  En dimension d  ̂ 3, Jain et Pruitt [19], [21] ont montre que, pour toutes
les marches aleatoires  satisfaisant  (H2), le theoreme central limite est verifie par
(Rn),  avec convergence vers une loi normale. Dans le cas particulier oύ la marche
aleatoire  consideree  satisfait  aussi  Γhypothese  (HI) on peut donner une preuve
simple de ce resultat calquee sur celle du theoreme 6.1. Par exemple en dimension
d =  3, on choisit un entier p ^ 1 et on ecrit,

ί = l
(6.x)

oύ  on  a  note  R  ̂= \X((i— l)n/ pjn/ p)\  et  I(n,p)  est  une  somme  de  «termes
d'intersection».  On  remarque  ensuite  qu'on  peut  a  la  fois  choisir  p  grand, en
fonction  de  n,  et  s'arranger  pour  que  I(n,p)  soit  negligeable  devant  Rn = Rn

— £ [# „ ].  Pour cela on a besoin de connaitre le comportement asymptotique de
var  Rn  qui nous est donne par le theoreme 2 de [19]:

vari^
w
  ~  a2n\ogn  (6.y)

pour une certaine constante a > 0 [les techniques du lemme 6.2 permettent de voir
facilement  que varΛ

n
^Cn(logw)

2
].  A Γaide des resultats  de la partie 5 on verifie

que,  par exemple  en prenant p
Π
 =  (logn)

1/ 2
  on a:
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d'oύ

Pour  conclure et retrouver  (l.k) on remarque que, pourzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n fixe, les variables Rf
(1 ̂ ι^p

M
) sont independantes et qu'on peut appliquer le theoreme de Lindeberg

sur les tableaux  triangulaires  (voir  par  exemple  Feller  [14], p. 530) a la famille
(Rf  — EIR^J).  Pour verifier  la condition de Lindeberg il suffit  de montrer que:

Cette maj oration est aisement etablie a Γaide des resultats de la partie 5 en utilisant
les memes techniques que dans la preuve  du lemme 6.2.

(iv) Le theoreme 6.1 est etroitement lie au resultat  de renormalisation de
Varadhan  [40]. De la meme faς on on peut rapprocher le theoreme central limite
pour (Rn) en dimension 3 des resultats de renormalisation obtenus par Yor  [44]
pour les temps locaux  d'intersection du mouvement brownien  dans R

3
.

(v)  D'autres resultats  asymptotiques  concernant la suite  (Rn) ont ete  etablis
par Donsker et Varadhan [5] qui ont determine un equivalent de log£[exp — λR J
(λ > 0) quand n tend vers Γinfini. II est remarquable que le resultat ainsi obtenu soit
Γexact analogue d'un resultat etabli par les memes auteurs [4] relatif a la saucisse
de Wiener  dans KA Ceci pose a nouveau la question de Γexistence d'un theoreme
d'invariance  «sufϊϊsamment  fort»  qui permettrait de passer  de Γune des deux
situations a Γautre.

7.  Conclusion et remarques

Les resultats des parties 4 et 5 donnent dans certaines cas particuliers une reponse
au  probleme  general  suivant.  Soient  X1, ...,Xk k  (fe^l)  marches  aleatoires
independantes a valeurs dans Zd, satisfaisant  les hypotheses (HI), (H2) de la partie
3, et /„ le nombre de points visites a la fois par X

1
, ...,Xk

 avant Γinstant n. Alors
peut- on  trouver  une  fonction  deterministe  / (n)  telle  que la suite  {f{n))~1I n

converge  en distribution?  Le probleme n'a d'interet que si 1  ̂=  oo, p.s. On a le
resultat  elementaire  suivant.

Proposition 7.1. Supposons  de plus  que X1, ...,Xk ont des  moments  d'ordre  d — \ .
Alors  £[/ oo] =  oo si et seulement  si Γune des  conditions  suivantes  est rέalisέe:

- d  — 1 ou 2, k  quelconque,

Preuve. On ecrit:

ΣzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  u
yeπd\ i=ί
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SizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d= 1 ou 2 le fait  que les X1
  soient  recurrentes montre immediatement que

/ ^ =  oo p.s. Si d ^ 3,  (3.t) montre que la  relation £[/oo] =  oo equivaut  a:

yeZd- {0}

ce qui equivaut  encore  a:

d'oύ la proposition.  D

Remarque. L'hypothese  de moments sur les X1
  n'est certainement pas la meilleure

possible.  II suffit en fait que Γequivalence  (3.t) soit verifiee pour toutes les marches
considerees.

Les resultats des parties 4 et 5, et les rappels de Γintroduction concernant le cas
k=  1, montrent que le probleme du comportement asymptotique  de I n est  resolu
dans  tous  les  cas  oύ £ [/

o o
] =  oo, a Γexception  des  cas d =  3, fe =  3 et d = 4, k = 2

[remarquons  aussi  que  si  d — 2, k^.4  on  obtient  seulement  la  convergence  des
moments de ((logn)

fc
/w)I

n
]. Un peu comme la dimension d — 2 etait critique pour le

probleme  de la visite des  points, ces  deux  valeurs  du couple  (d, k) peuvent  etre
considerees  comme  critiques  pour  le  probleme  de  Γetude  des  intersections  de
trajectoires  de marches aleatoires independantes. En effet elles correspondent a la
situation  oύ  les  trajectoires  de  k  mouvements  browniens  independants  en
dimension d n'ont pas de points communs, alors que le contraire se produit si on
remplace les mouvements browniens  par des marches aletoires (voir a ce sujet les
remarques dΈ rdόs et Taylor  [12]). Les resultats correspondants aux cas critiques
sont etablis  dans  [29]. Supposons  pour  simplifier  que les X1

  (1 ̂ i^fe)  satisfont
l'hypothese  (H3) de  la  partie 3, notons  σt  la  constante  associee  a  X1

  et  qt  la
probabilite  que X{

  partant de 0 n'y  revienne jamais.  Alors:

-   si d =  4, fe =  2,

lim
  2 2

-   sid=3,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  fc =  3,

oύ  dans  les  deux  cas  la  convergence  a  lieu  en  distribution,  N  est  une variable
normale centree reduite et M suit une loi gamma de parametre 1/4 de moyenne 1,
dont la densite  s'ecrit:

4 -
1 / 4

(Γ( l/ 4) )"
1
χ -

3 / 4
exp( - x/ 4) .
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