
◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✐♥
❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧

❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②

❉✐ss❡rt❛t✐♦♥

❩✉r ❊r❧❛♥❣✉♥❣ ❞❡s ❛❦❛❞❡♠✐s❝❤❡♥ ●r❛❞❡s
❡✐♥❡r ❉♦❦t♦r✐♥ ❞❡r ■♥❣❡♥✐❡✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✭❉r✳✲■♥❣✳✮

❞❡r ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐s❝❤❡♥ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❋❛❦✉❧tät ■■■
❈❤❡♠✐❡✱ P❤❛r♠❛③✐❡✱ ❇✐♦✲ ✉♥❞ ❲❡r❦st♦✛✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥

❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät ❞❡s ❙❛❛r❧❛♥❞❡s
✉♥❞

❞❡r ❊❝♦❧❡ ❉♦❝t♦r❛❧❡ ▼■▼
❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐té P❛✉❧✲❱❡r❧❛✐♥❡✴▼❡t③

✈♦r❣❡❧❡❣t ✈♦♥

❈❤r✐st✐♥❡ ▼❛r❣✉❡r✐t❡ ❩ö❝❦❡
❛✉s ❙❛❛r❜rü❝❦❡♥

❙❛❛r❜rü❝❦❡♥ ✉♥❞ ▼❡t③✱ ❉❡③❡♠❜❡r ✷✵✵✾



❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❡✐♥❣❡r❡✐❝❤t ❛♠✿ ✺✳✶✳✷✵✶✵
❚❛❣ ❞❡s ❑♦❧❧♦q✉✐✉♠s✿ ✶✶✳✻✳✷✵✶✵

❯♥✐✈❡rs✐tät ❞❡s ❙❛❛r❧❛♥❞❡s
❊rst❡r ❘❡❢❡r❡♥t✿ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❲✳ ❆r♥♦❧❞
❩✇❡✐t❡r ❘❡❢❡r❡♥t✿ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❍✳✲●✳ ❲❛❧t❤❡r

❯♥✐✈❡rs✐tät P❛✉❧ ❱❡r❧❛✐♥❡ ▼❡t③
❊rst❡r ❘❡❢❡r❡♥t✿ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❉✳ ❋♦✉r♥✐❡r
❩✇❡✐t❡r ❘❡❢❡r❡♥t✿ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❍✳✲●✳ ❲❛❧t❤❡r

▼✐t❣❧✐❡❞❡r ❞❡r ❏✉r②✿
❱♦rs✐t③✿ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❍✳ ❱❡❤♦✛

Pr♦❢✳ ❉r✳ ▼✳ ❇❡r✈❡✐❧❧❡r
Pr♦❢✳ ❉r✳ ❋✳ ▼❡r❛❣❤♥✐
❉r✳ ❆✳ ❇❛r♥♦✉s❤
❉r✳ ❆✳ ▲❛♥❣♠❡✐❡r

✐



❘és✉♠é

▲❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❝❛r❜♦♥❡✲é♣♦①② ❝♦♥♥❛✐ss❡♥t ✉♥ ✐♥térêt ❣r❛♥❞✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡✳ ❉❡s t❡sts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐❢ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s
❞é❢❛✉ts✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ s✬❛tt❛❝❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐❢ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉①
❝♦♠♣♦s✐t❡ ❝❛r❜♦♥❡✲é♣♦①② ♣❛r ❧❛ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ♦♣t✐q✉❡ ❧♦❝❦✐♥✳ ■❧ é❧❛r❣✐t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
❧✬❛♥❛❧②s❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s t❡❧s
❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ❞❛♥s ❞❡s ♣✐è❝❡s ❡♥ ♠❛tér✐❛✉
❝♦♠♣♦s✐t❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡✳
❉❛♥s ✉♥ ❜✉t ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts✱ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡
s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡s ♣✐è❝❡s ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡s ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❞❡s ✈✉❡s ♣❛♥♦r❛✲
♠✐q✉❡s✳ ❉❡s ✐♠❛❣❡s t❤❡r♠✐q✉❡s ♣r✐s❡s ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡ s♦♥t s✉✲
♣❡r♣♦sé❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥t✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ✐♠❛❣❡s t❤❡r♠❛❧❡
✭❧♦❝❦✐♥ ❡t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✉❧tr❛s♦♥♦r❡✮ s♦♥t ❢✉s✐♦♥♥é❡s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s
❞é❢❛✉ts ❞✉ t②♣❡ ✐♠♣❛❝ts✳
▲❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣r♦✲
❢♦♥❞❡✉r ❞✉ ❞é❢❛✉t ❡t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ●r❡❡♥ ❡t ❛❞❛♣té à ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❛♥✐s♦tr♦♣❡s✳ ▲❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ✿ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱
t❛✐❧❧❡ ❡t ❢♦r♠❡ ❞✉ ❞é❢❛✉t s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥✈❡rs❡s✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t
❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é❢❛✉ts
♣❧❛♥❛✐r❡s ❡st ✈❛❧✐❞é✳

✐✐



❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣

■♥ ❞❡r ▲✉❢t✲ ✉♥❞ ❘❛✉♠❢❛❤rt ✇❡r❞❡♥ ✈❡rstär❦t ❦♦❤❧❡❢❛s❡r✈❡rstär❦t❡ ❑✉♥st♦✛❡ ✭❈❋❑✮ ❡✐♥❣❡✲
s❡t③t✱ ❞✐❡ ♠✐t ▼❡t❤♦❞❡♥ ❞❡r ③❡rstör✉♥❣s❢r❡✐❡♥ Prü❢t❡❝❤♥✐❦ ❛✉❢ ❉❡❢❡❦t❡ ❤✐♥ ü❜❡r♣rü❢t ✇❡r✲
❞❡♥ ♠üss❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❜❡❢❛sst s✐❝❤ ♠✐t ♦♣t✐s❝❤❡r ▲♦❝❦✐♥ ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❛❧s ③❡r✲
stör✉♥❣s❢r❡✐❡ Prü❢t❡❝❤♥✐❦ ❢ür ❈❋❑ ❲❡r❦st♦✛❡✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡ ❞✐❡ q✉❛♥✲
t✐t❛t✐✈❡ ❆♥❛❧②s❡ ✈♦♥ ❉❡❢❡❦t❡♥ ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡♠ ✉♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣❡♠ ❈❋❑ ▼❛t❡r✐❛❧ ❡r✲
✇❡✐t❡rt✳
■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♥ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ✈♦♥ ❉❡❢❡❦t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❇✐❧❞✈❡r❛r❜❡✐t✉♥❣s❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡♥ ❛✉❢ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❇✐❧❞❡r ❛♥❣❡✇❛♥❞t✱ ✉♠ P❛♥♦r❛♠❛✲❇✐❧❞❡r ✈♦♥ ❣r♦ÿ❡♥✱ ❧❛♥❣❡♥
❇❛✉t❡✐❧❡♥ ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✳ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✈♦r✲ ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❇❡❧❛st✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✱ ✉♠
❡✐♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❉❡❢❡❦t✇❛❝❤st✉♠ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❚❤❡r♠✐s❝❤❡ ❇✐❧❞❡r ❞❡r ▲♦❝❦✐♥ ✉♥❞ ❞❡r
❯❧tr❛s❝❤❛❧❧ ❛♥❣❡r❡❣t❡♥ ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❙✐♥♥❡ ✈♦♥ ✧❉❛t❛✲❋✉s✐♦♥✧ ü❜❡r❧❛❣❡rt✱
✉♠ ❜❡ss❡r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❉❡❢❡❦t❡ ✇✐❡ ■♠♣❛❦ts❝❤ä❞❡♥ ③✉ ❡r③✐❡❧❡♥✳
❉✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❇✐❧❞❡r ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ P✉♥❦t❜✐❧❞❢✉♥❦t✐♦♥✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ❚✐❡❢❡ ❞❡s ❉❡✲
❢❡❦t❡s ✉♥❞ ❞❡r ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥s❢r❡q✉❡♥③ ❛❜❤ä♥❣t✱ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt✳ ❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✇✐r❞ ♠✐t ❍✐❧❢❡
●r❡❡♥✬s❝❤❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛❞❛♣t✐❡rt✳ ❉✐❡ P❛r❛♠✲
❡t❡r ❚✐❡❢❡♥❧❛❣❡✱ ●röÿ❡ ✉♥❞ ❋♦r♠ ❡✐♥❡s ❉❡❢❡❦t❡s ✇❡r❞❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❡✐♥❡s ✐♥✈❡rs❡♥
Pr♦❜❧❡♠ ♠✐t ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❋✐❧t❡r ❜❡st✐♠♠t✳ ❉✐❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠✐t ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❙✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥❡♥ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳ ❊✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ③✉r ❘❡❦♦♥str✉❦t✐♦♥ ✢❛❝❤❡r ❉❡❢❡❦t❡ ✇✐r❞ ✈❛❧✐❞✐❡rt✳

✐✐✐



❆❜str❛❝t

■♥ t❤❡ ❛❡r♦s♣❛❝❡ ✐♥❞✉str②✱ ❝❛r❜♦♥✲✜❜❡r r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ♣❧❛st✐❝ ✭❈❋❘P✮ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ❜❡❝♦♠✐♥❣
✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ♣♦♣✉❧❛r✳ ❉✉❡ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ s❛❢❡t② r❡❧❛t❡❞ ✐ss✉❡s✱ ❈❋❘P
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠✉st ❜❡ ✐♥s♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ❢♦✲
❝✉s❡s ♦♥ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ t❡st✐♥❣ ♦❢ ❈❋❘P ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ♦♣t✐❝❛❧ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳
❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡✳❣✳ ❞❡♣t❤✱ s✐③❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❣❧♦❜❛❧❧②
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❈❋❘P ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳
❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✇❛②✱ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡r✲
♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ♣❛♥♦r❛♠✐❝ ✈✐❡✇s ♦❢ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛✐r❝r❛❢t ♣❛rts ❛♥❞
t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛ ❢❛t✐❣✉❡ ❧♦❛❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❞❡❢❡❝t ❣r♦✇t❤✳ ■♠❛❣❡s ♦❢ ❧♦❝❦✐♥ ❛♥❞ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ❡①❝✐t❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤
❞❛t❛✲❢✉s✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❣❡t ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❞❡❢❡❝ts s✉❝❤ ❛s ✐♠♣❛❝ts✳
❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✲
♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡♣t❤✱ s✐③❡
❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✐♥✈❡rs❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✜❧t❡rs✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ♣❧❛♥❛r s✉❜s✉r❢❛❝❡
❞❡❢❡❝ts ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞✳

✐✈



◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

❙②♠❜♦❧ ❯♥✐t ❉❡s✐❣♥❛t✐♦♥

a Wm−3 ❱♦❧✉♠❡ ❤❡❛t✐♥❣

A ❱♦❧✉♠❡ ❤❡❛t✐♥❣ ✐♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡

Am ❆♠♣❧✐t✉❞❡

❆❖■ ❆r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st

α = k
ρcP

m2s−1 ❚❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t②

CP J1kg−1K−1 ❚❤❡r♠❛❧ ❝❛♣❛❝✐t②

❈❋❘P ❈❛r❜♦♥✲✜❜❡r r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ♣❧❛st✐❝

❈▼❚ ❈❛❞♠✐✉♠ ♠❡r❝✉r✲t❡❧❧✉r✐❞

❞ m ❉❡♣t❤ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t

❞❇ ❉❡❝✐❜❡❧

❉♦● ❉✐✛❡r❡♥❝❡✲♦❢✲●❛✉ss✐❛♥

❢ ❍③❂s−1 ❋r❡q✉❡♥❝②

fb ❍③❂s−1 ❇❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②

fo ❍③❂s−1 ❖♣t✐♠❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②

❋ Wm−2 ❍❡❛t ✢✉①

❋❋❚ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠

❋▼▲❚ ❋r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②

❋❲❍▼ ❋✉❧❧✲✇✐❞t❤ ❤❛❧❢✲♠❛①✐♠✉♠

✈



fi(t) ❙♣❡❝✐✜❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❦✐♥❞ i

❣ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥

● ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥

h ❈♦♠♣❧❡① ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

ha ❈♦♠♣❧❡① ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧

h∆Φ P♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❛♥

✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧

h∆Φa P♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❛♥

❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧

hi ❑✐♥❞ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥st❛♥t✲✇✐t❤✲t✐♠❡

❤❡❛t✲tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦r ❝♦♥t❛❝t ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡

■♠ ■♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝t✐♦♥

■♥❙❜ ■♥❞✐✉♠ ❛♥t✐♠♦♥✐❞❡

ki ❑✐♥❞ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

k W 1m−1K−1 ❚❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

Λ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② t❡♥s♦r

L ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r

µ =
√

2α
ω

m ❚❤❡r♠❛❧ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤

µg ▼❡❛♥ ✈❛❧✉❡

◆❉❚✴◆❉❊ ◆♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ t❡st✐♥❣✱ ◆♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

◆❊❚❉ ◆♦✐s❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❖▲❚ ❖♣t✐❝❛❧ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②

ω s−1 ❆♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝②

✈✐



P❙❋ P♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

P❚ P✉❧s❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②

PP❚ P✉❧s❡✲♣❤❛s❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②

Φ r❛❞ P❤❛s❡ ❛♥❣❧❡

q s−1 ❘❛t❡ ♦❢ ❤❡❛t ✢✉①

r m P♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛rt❡s✐❛♥ s②st❡♠

❘ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❘❡ ❘❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝t✐♦♥

❘❚▼ ❘❡s✐♥ tr❛♥s❢❡r ♠♦❧❞✐♥❣

❘❋■ ❘❡s✐♥ ✜❧♠ ✐♥❢✉s✐♦♥

R
n ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❧✲s♣❛❝❡

ρ kg1m−3 ❉❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧

S m2 ❙✉r❢❛❝❡

❙■❋❚ ❙❝❛❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢❡❛t✉r❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❙◆❘ ❙✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦

❙❯❘❋ ❙♣❡❡❞❡❞✲✉♣ r♦❜✉st ❢❡❛t✉r❡s

σ = (1 + i)
√

ω
2α

= (1+i)
µ

m−1

σg ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

t s ❚✐♠❡

❚ K ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡

.

T ❚✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❚

Ti ✐th ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❚

T,i = ∂T
∂xi

❙♣❛t✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❚ ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐th

✈✐✐



❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✉✐♥❣ ❊✐♥st❡✐♥✬s ♥♦t❛t✐♦♥

T,ij = ∂2T
∂xi∂xj

❙❡❝♦♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❚ ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡ ✐th ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

Ti =
n∑

i=1

Ti ❙✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❚ ✭✐♥ ❛♥

❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ R
n✮

θ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❯■❚ ❯❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♥❞✉❝❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②

❱❆P ❱❛❝✉✉♠✲❛ss✐st❡❞ ♣r♦❝❡ss

xi✱ xj✱ xk m ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

❩❖■ ❩♦♥❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st

✈✐✐✐



❈♦♥t❡♥ts

❘és✉♠é ✐✐

❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✐✐✐

❙✉♠♠❛r② ✐✈

◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ✈

Pr❡❢❛❝❡ ✈✐✐✐

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✶

✶ ❈❋❘P ♠❛t❡r✐❛❧ ✻
✶✳✶ ❈❛r❜♦♥✲✜❜❡r r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ♣❧❛st✐❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
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❈♦♥t❡①t

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ s♣❡❝✐❢✲
✐❝❛❧❧② ✐♥ ❝❛r❜♦♥✲✜❜❡r r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ♣❧❛st✐❝s ✭❈❋❘P✮ ✐♥ t❤❡ ❛❡r♦s♣❛❝❡ ✐♥❞✉str② ❛♥❞ ♠❛♥②
♦t❤❡r ✜❡❧❞s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❧♦✇❡r ✇❡✐❣❤t ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
t♦ ♠❡t❛❧s✳ ❈❋❘P ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ❢♦r q✉❛❧✐t② ❛ss✉r❛♥❝❡ ❛❢t❡r ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣
♦r ❞✉r✐♥❣ ✐♥✲s❡r✈✐❝❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t ✐ts❡❧❢ ✇❤❡r❡ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ t♦ ❜❡
❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭◆❉❚&❊✮
❛r❡ ✉s❡❞✳
❚❤r❡❡ str❛t❡❣✐❡s ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ❛❡r♦s♣❛❝❡ ✐♥❞✉str② t♦ t❡st ❛♥❞ q✉❛❧✐❢② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts t❤❛t ♠✉st s✉♣♣♦rt ❧♦❛❞s ❞✉r✐♥❣ ✢✐❣❤t✿ t❤❡ s❛❢❡✲❧✐❢❡✱ t❤❡ ❢❛✐❧✲s❛❢❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡
t♦❧❡r❛♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳
❙❛❢❡✲❧✐❢❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❞✉❝ts ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ s✉r✈✐✈❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡s✐❣♥ ❧✐❢❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❤♦s❡♥ r❡s❡r✈❡✳
❚❤❡ s❛❢❡✲❧✐❢❡ ❞❡s✐❣♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❝r✐t✐❝❛❧ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡✐t❤❡r ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t
t♦ r❡♣❛✐r ♦r ♠❛② ❝❛✉s❡ s❡✈❡r❡ ❞❛♠❛❣❡ t♦ ❧✐❢❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡s❡ s②st❡♠s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞
t♦ ✇♦r❦ ❢♦r ②❡❛rs ✇✐t❤♦✉t t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥② r❡♣❛✐rs✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❛t ♣r♦❞✉❝ts
❞❡s✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❛❢❡✲❧✐❢❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ ♦✈❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ✉♥❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧✳
❚❤❡ ❢❛✐❧✲s❛❢❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢❛✐❧ ❛❢t❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❧♦❛❞ ❝②❝❧❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❢❛✐❧✉r❡✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s st❛t✐❝❛❧❧②
♦✈❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s♦ t❤❛t ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢❛✐❧s✱ ❛♥♦t❤❡r ❝❛♥ t❛❦❡ ♦✈❡r ✐ts t❛s❦✳ ❚❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❛❞ ❤❛s t♦ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✶✾✼✵✬s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
♠✐❧✐t❛r② ❍❛♥❞❜♦♦❦ ❬▲❛❜❪✱ ✧t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❆✐r ❋♦r❝❡ ✭❯❙❆❋✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❞❛♠❛❣❡
t♦❧❡r❛♥❝❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② t♦ ❤❡❧♣ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❢❛✐❧✉r❡s ❛♥❞ ❝r❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s
t❤❛t ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ♠✐❧✐t❛r② ❛✐r❝r❛❢t✳ ❚❤❡ ❆✐r ❋♦r❝❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧
❢❛✐❧✉r❡s ❤❛❞ r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t t❤❡ s❛❢❡✲❧✐❢❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ❞✐❞ ♥♦t ♣r♦t❡❝t ❛❣❛✐♥st ❞❡s✐❣♥s t❤❛t ✇❡r❡
✐♥t♦❧❡r❛♥t t♦ ❞❡❢❡❝ts t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦r ❞✉r✐♥❣ ✐♥✲s❡r✈✐❝❡
✉s❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ st❛♥❞♣♦✐♥t ♦❢ ✢✐❣❤t s❛❢❡t②✱ ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ ♣r✉❞❡♥t t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♥❡✇ ❛✐r❢r❛♠❡
str✉❝t✉r❡s ❝♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ✭❡✳❣✳ s❝r❛t❝❤❡s✱ ✢❛✇s✱ ❜✉rrs✱ ❝r❛❝❦s✱ ❡t❝✮ ❛♥❞ t❤❛t
♥♦t ❛❧❧ ❝r❛❝❦s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❞✉r✐♥❣ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♦❧❞❡r ❛✐r❢r❛♠❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❛ ❞❛♠❛❣❡
t♦❧❡r❛♥❝❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ✇❛s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ s❛❢❡t② ✉♥❞❡r
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ❛t ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧
str✉❝t✉r❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ✇❛s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡
✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❣r♦✇ t♦ ❛ s✐③❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❡♥❞❛♥❣❡r ✢✐❣❤t s❛❢❡t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡
s❡r✈✐❝❡ ❧✐❢❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t✧✳
❚❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❆✈✐❛t✐♦♥ ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✭➓✷✾✳✸✵✺✮ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ ❛✈✐♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
t❡st❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✿
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✭❛✮ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s✉♣♣♦rt ❧✐♠✐t ❧♦❛❞s ✇✐t❤♦✉t ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ♦r ♣❡r♠❛♥❡♥t
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆t ❛♥② ❧♦❛❞ ✉♣ t♦ ❧✐♠✐t ❧♦❛❞s✱ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ s❛❢❡
♦♣❡r❛t✐♦♥✳
✭❜✮ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s✉♣♣♦rt ✉❧t✐♠❛t❡ ❧♦❛❞s ✇✐t❤♦✉t ❢❛✐❧✉r❡✳ ❚❤✐s ♠✉st ❜❡
s❤♦✇♥ ❜②✲
✭✶✮ ❆♣♣❧②✐♥❣ ✉❧t✐♠❛t❡ ❧♦❛❞s t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❛ st❛t✐❝ t❡st ❢♦r ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ s❡❝♦♥❞s❀ ♦r
✭✷✮ ❉②♥❛♠✐❝ t❡sts s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛❝t✉❛❧ ❧♦❛❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❋♦r ❡❛❝❤ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s r❡q✉✐r❡❞✿

• ❉❡s✐❣♥ ❝❛t❡❣♦r②

• ❉❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♥✲s❡r✈✐❝❡ ✐♥s♣❡❝t❛❜✐❧✐t②

• ■♥s♣❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s

• ■♥✐t✐❛❧ ❞❛♠❛❣❡✱ ✐♥✲s❡r✈✐❝❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

• ▼✐♥✐♠✉♠ r❡q✉✐r❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ str❡♥❣t❤

• ❉❛♠❛❣❡ s✐③❡ ❣r♦✇t❤ ❧✐♠✐ts

• P❡r✐♦❞ ♦❢ ✉♥r❡♣❛✐r❡❞ s❡r✈✐❝❡ ✉s❛❣❡

• ❘❡♠❛✐♥✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❞❛♠❛❣❡ s✐③❡s

Zerstörende 
Prüfungstechnik
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡❢♦r❡ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢❛✐❧s ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ✐♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r❡♠✐s❡ ✐♥ ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♠❛❣❡ s✐③❡s ✐s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡
❢❛❜r✐❝❛t❡❞ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✢❛✇s ♦❢ ❛ s✐③❡ ❥✉st s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ✢❛✇
s✐③❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❉❚ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥❡✳ ❋✐❣✳ ✶ s❤♦✇s ❛ t②♣✐❝❛❧
❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ s✐③❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡✳ ■♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡
t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✉♥t✐❧ ❛ ❞❡❢❡❝t ❜❡❝♦♠❡s ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ✇✐t❤ ◆❉❚ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✐s
❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥
♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢❛✐❧✉r❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ n ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s✳
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❚❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ s❤♦rt❡st
✐♥t❡r✈❛❧ ✐s t❛❦❡♥ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❉❛♠❛❣❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ✐s ♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤❡r❡ ❞❡❢❡❝ts ❣r♦✇ s❧♦✇❧②✳ ❋♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤❡r❡ ❛ ❞❡❢❡❝t ❣r♦✇s ♠♦r❡ r❛♣✐❞❧②
❢r♦♠ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✐t ❜❡❝♦♠❡s ✈✐s✐❜❧❡✱ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s❛❢❡✲❧✐❢❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❛ ❞❡❢❡❝t ✐s ❞❡t❡❝t❛❜❧❡
t❤r♦✉❣❤ ◆❉❚ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ ❛ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞ ❢♦r❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s✳
❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❛❞ ❢♦r❝❡s ❞✉r✐♥❣ ❛ ✢✐❣❤t✱ t❤❡
❧✐❢❡t✐♠❡ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ▼✐♥❡r✬s r✉❧❡✳
❚❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ❛♥❞ ❧♦❛❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❧✇❛②s ❛r❡ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ◆❉❚ ❛♥❞ t❡st ♣r♦❝❡❞✉r❡s
t♦ q✉❛❧✐❢② ❞❡❢❡❝ts✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ ❞❡❢❡❝ts ❤❛✈✐♥❣
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✐③❡ ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ✇✐t❤ ◆❉❚ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐❧❧ s✉♣♣♦rt t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❧♦❛❞
❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❢❛✐❧✳ ❋❛t✐❣✉❡ ❛♥❞ ❧♦❛❞ t❡sts ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛✈✐♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ♣♦s✐t✐♦♥✱ s✐③❡ ❛♥❞ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦
♣❡r❢♦r♠ tr✉st❢✉❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

Pr♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t

❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✐s ❛♥ ◆❉❚ ♠❡t❤♦❞ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ s②st❡♠s ❛r❡
♠♦❜✐❧❡ ❛♥❞ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♥♦✇❛❞❛②s ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ s♠❛❧❧ s✉✐t❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡
s②st❡♠s ❡♥❛❜❧❡s ❞✐r❡❝t ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛✐r♣❧❛♥❡ ♦r ❤❡❧✐❝♦♣t❡r✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❡ r❡❛s♦♥ ✇❤②
t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✐s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❛❡r♦s♣❛❝❡ ✐♥❞✉str②✳
❆❝t✐✈❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❝♦♠♣r✐s❡s s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✇❤❡r❡ t❤❡r♠❛❧ ♦r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s
❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❲✐t❤ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ❡✐t❤❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
♦❢ ❛ ♣✉❧s❡ ✭♣✉❧s❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✮ ♦r ✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❢♦r♠ ✭❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✮✱ ✐♥t❡r♥❛❧
❞❡❢❡❝t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❧✐❦❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥s ♦r ❝r❛❝❦s ♣r♦❞✉❝❡ ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✇❛✈❡✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠❛❣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛✳ ■♥ ❛ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ✉❧tr❛s♦♥✐❝
t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❋r✐❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛t ❝❧♦s❡❞ ❝r❛❝❦s ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡ ❤❡❛t t❤r♦✉❣❤ ❛ ❤②st❡r❡s✐s
❡✛❡❝t✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛✳
❚❤✐s ✇♦r❦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡
✐♥s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮ ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣✉❧s❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥
t✐♠❡ ✐s ❧♦♥❣ ❜✉t ♠♦❞❡r♥ s②st❡♠ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛❧❧♦✇s ❡♥t❡r✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❧♦❝❦✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞
t❤✉s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t t❤❡
♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♥t❛❝t✲❢r❡❡✳ ❯❧tr❛s♦✉♥❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ r❡q✉✐r❡s ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡
✉❧tr❛s♦✉♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s♦♥♦tr♦❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s♦ t❤❛t t❤❡ ✉❧tr❛s♦✉♥❞
✇❛✈❡s ❝❛♥ ♣❡♥❡tr❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳

❖❜❥❡❝t✐✈❡

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✇✐t❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣t❤✱ s✐③❡✱
❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❯♥t✐❧ ♥♦✇✱ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ s②st❡♠s ❛❧❧♦✇❡❞
❞❡❢❡❝ts t♦ ❜❡ r❡❣✐st❡r❡❞ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞✱ ❜✉t ❧✐♠✐t❡❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❛s

✸



❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ st❛♥❞❛r❞ s②st❡♠s✳ ❋✐❣✳ ✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ st❛t✉s ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡r♠♦✲
❣r❛♣❤✐❝ s②st❡♠s✿ t❤❡ t❡st✲♣✐❡❝❡s ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞ ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s r❡❣✐st❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡r str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞❡❢❡❝ts
❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦♥✐t♦r✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❞❛t❛ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❈❋❘P ♠❛t❡r✐❛❧✳

Artificial energy excitation

Registration of surface

temperature

Quantitative analysis of defects

Observation of defects

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥✳

❚♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞✳ ❚❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛♣♣❡❛r ❜❧✉rr❡❞✳ ❚❤❡
❜❧✉rr✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s✐③❡s
❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❈❋❘P t❡st✲♣✐❡❝❡s ✇✐t❤ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❡❢❡❝ts s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❛r❡
♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐③❡s ❛♥❞ s❤❛♣❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡
t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

• ❆❝t✉❛❧ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ s②st❡♠s ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❡✲
❢❡❝ts✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ s✐③❡ ♦❢
❞❡❢❡❝ts✳ ❆t ❧♦✇❡r ❧♦❝❦✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❛t ❣r❡❛t❡r ❞❡♣t❤s✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛♣♣❡❛r ♠♦r❡
❛♥❞ ♠♦r❡ ❜❧✉rr❡❞ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛♣♣❡❛r ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡② ❛❝t✉❛❧❧② ❛r❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s
t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❜② ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡
❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡❢❡❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ ❈❋❘P
♠❛t❡r✐❛❧✳

• ❈❋❘P ♣❛rts ✇✐t❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞❡❢❡❝ts ♦❢ ❦♥♦✇♥ s✐③❡s ❛♥❞ ❞❡♣t❤s ❛r❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞✳
❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s ❧♦❝❦✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t♦ ❜❡ ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡❞ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

• ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

• ❆♥♦t❤❡r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❡①❝✐t❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✭❖▲❚✮
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

• ■t ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❧♦❛❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡r✲
♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ❛s♣❡❝ts✳ P❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ st✐t❝❤❡❞

✹



✜rst t♦ ❣❡t ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛✐r❝r❛❢t ♣❛rt ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ r❡✲
❣✐♦♥ t❛❦❡♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ✉♥❞❡r s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝t ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ♦✈❡r❧❛✐❞✳ ❚♦
❝♦♠♣❛r❡ ✐♠❛❣❡s✱ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❛rr❛♥❣✐♥❣ ❢r❛❣♠❡♥t ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❧♦♥❣ ❝✉r✈❡❞
❛✐r❝r❛❢t ♣❛rts ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ♣❛♥♦r❛♠✐❝ ✐♠❛❣❡s t❤❛t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡❢❡❝t ❣r♦✇t❤✳ ▼❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ ✐♠✲
❛❣❡s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ◆❉❚ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✭❞❛t❛✲❢✉s✐♦♥✮✳

• ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❡st❡❞ ♦♥ ❈❋❘P ♣❛rts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❡r♦s♣❛❝❡ ✐♥❞✉str②✳

❖✉t❧✐♥❡

❚❤❡ t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛♣t❡rs✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❈❤❛♣t❡r ✶ ✐♥tr♦❞✉❝❡s r❡❧❡✈❛♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞
✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❛❡r♦s♣❛❝❡ ✐♥❞✉str② ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣
♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❈❋❘P ❜♦❛r❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❡❢❡❝ts ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

• ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t✐♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳

• ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤❡❛t ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❈❋❘P ♠❛t❡r✐❛❧✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❛✈❡s ♦❢ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣✲
r❛♣❤②✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s
✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s♦❧✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡
♣❧❛t❡✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ P❙❋ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✳

• ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ t❡st✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✹✳

• ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✱ ✐♥
s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t❡❞ ✇❛②s✱ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❡t❤♦❞s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❈❋❘P
t❡st✲♣✐❡❝❡s ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥❞ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❡❢❡❝ts✳

• ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♠❛❣❡ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡❢❡❝t ❣r♦✇t❤ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❢❛t✐❣✉❡
t❡st✱ ✐t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤♦✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ st✐t❝❤❡❞❀ ✜rst✱ t♦ ❣❡t
❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛✐r❝r❛❢t ♣❛rts✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱ t♦ ♦✈❡r❧❛② ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥
t❛❦❡♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛ ❢❛t✐❣✉❡ ❧♦❛❞ ✉♥❞❡r s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝t
❛♥❣❧❡s✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs t❤❛t ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s✱ ❛r❡ ✜①❡❞
♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣❛♥♦r❛♠❛ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st
t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ s❤♦✇♥✳

• ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✱ t❤❡ ❧✐♠✐ts ❢♦r ❜♦t❤ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s r❡✈❡❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛ ❞❛t❛ ❢✉s✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✺



❈❤❛♣t❡r ✶

❈❋❘P ♠❛t❡r✐❛❧

■♥ t❤❡ ❛❡r♦s♣❛❝❡ ✐♥❞✉str②✱ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣♦♣✉❧❛r ✐♥ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛✐r❝r❛❢t✱ ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs✱ ♠✐ss✐❧❡s ♦r s❛t❡❧❧✐t❡s ❧❛✉♥❝❤❡rs✳ ❋✐❣✳ ✶✳✶ ✶ ✐❧❧✉str❛t❡s
t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✉s❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ❊❆❉❙
❝♦♠♣❛♥② ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✐♥❝❡ ✶✾✼✺✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ♦❜✲
❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ✐s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❛✐r❝r❛❢t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛s ❧♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❇② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ♠❡t❛❧s ✐♥ ❛✐r❝r❛❢ts ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛ ♠❛ss r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♣ t♦ ✹✵✪
❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ❜② ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ❊❆❉❙ ❝♦♠♣❛♥②✳

❈♦♠♣♦s✐t❡s ❛r❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♠❛❞❡ ✉♣ ♠♦st❧② ♦❢ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✿ ❛ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❛ r❡✐♥✲
❢♦r❝❡♠❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐s❦❡rs✱ ✜❜❡rs✱ ❧❛♠❡❧❧❛❡✱
♦r ❛ ♠❡s❤✳
❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ❝❛r❜♦♥✲✜❜❡r r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ♣❧❛st✐❝s ✭❈❋❘Ps✮✱ ✇❤♦s❡ ♠❛ss❡s
❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✻✵✪ ✜❜❡r ❛♥❞ ✹✵✪ r❡s✐♥✳ ❚❤❡ ❡♣♦①② r❡s✐♥ ♠❛tr✐① ✐s r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ✇✐t❤ ❝❛r✲
❜♦♥ ✜❜❡rs✳ ❆♥♦t❤❡r ❣r♦✉♣ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ s❛♥❞✇✐❝❤ str✉❝t✉r❡s✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❤♦♥❡②❝♦♠❜

✶✇✇✇✳❡❛❞s✳❝♦♠

✻



♦r s②♥t❤❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② t✇♦ ❈❋❘P ❧❛②❡rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❣❧❛ss ✜❜❡r✲
r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ♣❧❛st✐❝s ✭●❋❘Ps✮ ❛♥❞ ❝❡r❛♠✐❝ ✜❜❡r✲r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ♣❧❛st✐❝s ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❡①♣♦s❡❞
t♦ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s s✉❝❤ ❛s r♦❝❦❡t ♠♦t♦rs✳
❈❋❘P ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ ❜❡tt❡r r❡s✐st❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ❢❛t✐❣✉❡ ❛♥❞ ❝♦rr♦s✐♦♥✳
❚❤❡✐r ❢♦r♠❛❜✐❧✐t② ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠❡t❛❧s✱
❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ s♣❤❡r✐❝❛❧✮ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❡❛s✐❧②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ♦❢ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ s✉❜✲s②st❡♠s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ss❡♠❜❧② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s r❡❞✉❝❡❞✱ ✇❤✐❝❤
❞✐♠✐♥✐s❤❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ str✉❝t✉r❡ r❡s✐st❛♥❝❡✳ ❈♦♠♣♦s✐t❡s s♦♠❡t✐♠❡s ✈❛r② ✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss
♦r r✐❣✐❞✐t② ❛♥❞ t❤❡✐r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❤✉♠✐❞✐t②✳ ■♥ s♦♠❡
❝❛s❡s✱ t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐♠♣❛❝ts s✉❝❤ ❛s ❤❛✐❧ ♦r ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ❜✐r❞s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠❡t❛❧s✳ ❆♥♦t❤❡r ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ✐s t❤❡✐r ❤✐❣❤ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❝♦st✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② r❡s❡❛r❝❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❛✉t♦♠❛t✐③❡
t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✿ ✭✶✮ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ✜❜❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢
r❡s✐♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ r❡s✐♥ tr❛♥s❢❡r ♠♦❧❞✐♥❣ ✭❘❚▼✮ ♦r ✭✷✮ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ r❡s✐♥
t❤r♦✉❣❤ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❦♥♦✇♥ ❛s r❡s✐♥ ✜❧♠ ✐♥❢✉s✐♦♥ ✭❘❋■✮ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ t❛s❦s t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡
❛✉t♦♠❛t❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❛✈♦✐❞ ❛✉t♦❝❧❛✈❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❈❋❘Ps ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ♣r❡♣r❡❣
♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♦❢ ✈❛❝✉✉♠✲❛ss✐st❡❞ ♣r♦❝❡ss ✭❱❆P✮ ✇✐t❤ ❞r② ✜❜❡rs ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

✶✳✶ ❈❛r❜♦♥✲✜❜❡r r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ♣❧❛st✐❝

❈❛r❜♦♥ ✜❜❡rs ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♦①✐❞❛t✐♦♥✱ ❝❛r❜♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❣r❛♣❤✐t✐③❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② t❤❡ ✜❜❡rs✿ t❤❡ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ❛r❡ ✈❡r② ❣♦♦❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t❤❡r♠❛❧✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧✱
❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ♠❡t❛❧s✳ ❙♦♠❡ t②♣✐❝❛❧
♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✶✳✶✳ ❋✐❣ ✶✳✷ s❤♦✇s ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♠❛❣❡ t❛❦❡♥ ❛t ❛
③♦♦♠ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷✺✳
❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡♣♦①② ♠❛tr✐① ✐s t♦ ❜✐♥❞ ❛♥❞ ♣r♦t❡❝t t❤❡ ✜❜❡r✬s s✉r❢❛❝❡ ❢r♦♠ ❞❛♠❛❣❡✱
t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❢r❛❝t✉r❡❞ ✜❜❡rs✳ ❚❤❡ r❡s✐♥ ♠❛tr✐① ✐♥✢✉❡♥❝❡s
t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ✜r❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛r❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ r❡s✐♥s✱ ❛❧❧ ✇✐t❤ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❊♣♦①② r❡s✐♥ ✐s t❤❡ ♠♦st
❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
r❡s✐♥✳ ❚❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦❢ ❈❋❘P ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥✈♦❧✈❡s ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡
r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ♣r❡✐♠♣r❡❣♥❛t❡❞ ✜❜❡rs ✭Pr❡♣r❡❣✮ ❛♥❞
❞r② ✜❜❡rs✳

✶✳✶✳✶ Pr❡♣r❡❣

Pr❡♣r❡❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s t❤❡ ❞❡s✐❣♥❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤❡r❡ ✜❜❡rs ❛r❡ ♣r❡✐♠♣r❡❣♥❛t❡❞
✇✐t❤ ❛ r❡s✐♥✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ t❛♣❡s ✇✐t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✜❜❡rs ♦r ❢❛❜r✐❝ t❛♣❡s ✇✐t❤
s❡✈❡r❛❧ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ✜❜❡rs ❛r❡ ❜♦♥❞❡❞ ❜② ❛ ✜❧♠ ♦❢ s❡♠✐✲❝✉r❡❞ r❡s✐♥ ✭❋✐❣✳ ✶✳✸✮✳
■t ✐s ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣r❡❣♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛✈♦✐❞❡❞ ❞✉r✐♥❣
❝✉r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧❛②❡rs ♦❢ Pr❡♣r❡❣ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❝✉t t♦ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♥❡❡❞❡❞ ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛✐❞ ✐♥t♦
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❢♦r♠✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣r❡ss❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt ♦❢
❛✐r ❜✉❜❜❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ s♣♦♦❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r❡ss t❤❡ ❧❛②❡rs ❛❣❛✐♥st ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

✼



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✭❛✲❜✮ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ✜❜❡rs ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t ❛♥❞ ❜❛❝❦ s✐❞❡s ✐♥ ❛ ❜✐❞✐✲
r❡❝t✐♦♥❛❧ ❢❛❜r✐❝ ❛♥❞ ✭❝✲❞✮ ✐♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ❝✉r❡❞ ✇✐t❤ ❡♣♦①② r❡s✐♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧
♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳

1 to

1500mm

silicone 
paper protector

support

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❈♦♠♠❡r❝✐❛❧ Pr❡♣r❡❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ❬❍❡①✵✺❪✳

❆♥ ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛s t♦ ❜❡ st♦r❡❞ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭✲✶✽◦❈✮ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ s❤❡❧❢✲❧✐❢❡ ❛t ❛♠❜✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ✈❡r② ❧♦✇ ✭❧❡ss t❤❛♥ ✷✹ ❤♦✉rs✮✳ ■ts s❤❡❧❢✲❧✐❢❡ ❛t ❧♦✇
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♦♥❡ ②❡❛r✳

✽



❈❋❘P ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❍❡①P❧② ❘©▼✶✽✴✶ ✇✐t❤
●✾✸✾ ✜❜❡rs

❚❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② k ‖ ✹ [Wm−1K−1]
❚❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② k⊥ ✵✳✽✸ [Wm−1K−1]
❚❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t② α ‖ ✷ [10−6m2s−1]
❚❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t② α⊥ ✵✳✹ [10−6m2s−1]
❚❤❡r♠❛❧ ❡✛✉s✐✈✐t② ‖ ✹✹✵ [Ws−0,5K−1m−2]
❚❤❡r♠❛❧ ❡✛✉s✐✈✐t② ⊥ ✶✵✵✵ [Ws−0,5K−1m−2]

❚❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤ ‖ ✽✵✵ [MPa]
❚❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤ ⊥ ✽✵✵ [MPa]
❚❡♥s✐❧❡ ♠♦❞✉❧✉s ‖ ✻✺ [GPa]
❚❡♥s✐❧❡ ♠♦❞✉❧✉s ⊥ ✻✼ [GPa]
❈♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡♥❣t❤ ‖ ✽✵✵ [MPa]
❈♦♠♣r❡ss✐✈❡ str❡♥❣t❤ ⊥ ✽✵✵ [MPa]
❈♦♠♣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞✉❧✉s ‖ ✻✷ [GPa]
❈♦♠♣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞✉❧✉s ⊥ ✻✹ [GPa]
❙❤❡❛r str❡♥❣t❤ ✶✵✵ [MPa]

❊♣♦①② r❡s✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❚❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② k ✵✳✷ [Wm−1K−1]
❚❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t② α ✵✳✵✾ [10−6m2s−1]
❚❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤ ✻✻ [MPa]
❚❡♥s✐❧❡ ♠♦❞✉❧✉s ✹✳✷ [GPa]

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❙♦♠❡ t②♣✐❝❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧s ‖ ❛♥❞ ⊥ s✐❣♥✐❢② t❤❡ ♣r♦♣❡rt②
✈❛❧✉❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❧♦♥❣ ❛♥❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❬❍❡①✵✺❪✳

✶✳✶✳✷ Pr❡❢♦r♠ t❡❝❤♥♦❧♦❣②

❆♥♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉s✐♥❣ ❞r② ✜❜❡rs t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✐♠♣r❡❣♥❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s✐♥✳ ❚❤❡
✭♣r❡❢♦r♠✮ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❛ t❡①t✐❧❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ st✐t❝❤❡❞ ❝❛r❜♦♥ ✜❜❡rs✳ ❚❤❡ ✜❜❡rs ❛r❡ st✐t❝❤❡❞
t♦❣❡t❤❡r ❡✐t❤❡r ✐♥ ❛ ❝r✐♠♣❡❞ ♦r ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❝r✐♠♣❡❞ ✭t❤❡ ✜❜❡rs ❛r❡ str❛✐❣❤t✮ ♠❛♥♥❡r✳ ❋♦r
t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ ✜❜❡rs ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♠♣r❡❣♥❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s✐♥ ❞✉r✐♥❣ ❝✉r✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❱❆P ✈❛❝✉✉♠ ❛ss✐st❡❞ ♣r♦❝❡ss ❬▲❑●❍✵✹❪ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝✉r✐♥❣✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s
❜❡❡♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛♥❞ ♣❛t❡♥t❡❞ ❛t ❊❆❉❙ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❲♦r❦s ✐♥ ✷✵✵✶ ❬❋▲❙❯✵✶❪✳ ❲✐t❤ t❤✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛♥② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✬s ❣❡♦♠❡tr② ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞✳

✶✳✷ ❱❛❝✉✉♠ ❜❛❣ ♠♦❧❞✐♥❣ ❧❛②✲✉♣

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❈❋❘P ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞
♦♥ ✇❤❡t❤❡r Pr❡♣r❡❣ ♦r ❞r②✲✜❜❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

✶✳✷✳✶ ❙t❛❝❦ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❚❤❡ ✜❜❡r ❧❛②❡rs ♦r Pr❡♣r❡❣ ❛r❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❚❤❡ ✜❜❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♠♦♥♦✲
❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♦r ❢♦❧❧♦✇ s❡✈❡r❛❧ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✳ ✶✳✹✮✳ ■♥ t❤❡ q✉❛s✐✲✐s♦tr♦♣✐❝ ❧❛②✲✉♣✱ t❤❡

✾



Quasi-isisotropic lay-up Unidirectional lal lay-up

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ♦❢ ✜❜❡rs ✐♥ t❤❡ st❛❝❦ ❬❍❡①✵✺❪✳

✜❜❡rs ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✵◦✲✹✺◦✲✾✵◦✲✵◦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✱ ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❝❝✉rs
✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✵◦✲✹✺◦✲✹✺◦✲✵◦✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ q✉❛s✐✲✐s♦tr♦♣② ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ st❛❝❦s ✇✐t❤ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✜❜❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ✵◦✲✾✵◦✳ ❋♦r t❤❡ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❧❛②✲✉♣✱
t❤❡ ✜❜❡rs ❛r❡ ❛❧❧ ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❛②✲✉♣ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❤✐❣❤ ❛♥✐s♦tr♦♣②✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ q✉❛s✐✲✐s♦tr♦♣✐❝ ❧❛②✲✉♣ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥ ①✲ ❛♥❞ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

✶✳✷✳✷ ❱❛❝✉✉♠✲❛ss✐st❡❞ ♣r♦❝❡ss

Distribution media
Release film
Tool

Fibers stack

Resine injection tube

Breather material

Connector to 
vaccum pump

Vacuum bag

Seal

Membrane

Peel ply

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ▲❛②❡rs ♦❢ t❤❡ s❡t✲✉♣ ♦❢ ❛ ✈❛❝✉✉♠ ❜❛❣ ♠♦❧❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❞r② ✜❜❡rs ♠❛t❡r✐❛❧✳

❚❤❡ ❧❛②✲✉♣ ❢♦r t❤❡ ❝✉r✐♥❣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✺✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ✜❜❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦✈❡r❧❛✐❞✱ t❤❡②
❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜r❡❛t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ❛❜s♦r❜s t❤❡ s✉♣❡r✢✉♦✉s r❡s✐♥✳ ❋♦r ❞r② ✜❜❡rs✱
❛ t✉❜❡ ✐s ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ✐♥✜❧tr❛t❡ t❤❡ r❡s✐♥✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ✈❛❝✉✉♠ ❜❛❣ ✐s ✜①❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ✈❛❝✉✉♠ ✐♥ t❤❡ ❧❛②✲✉♣✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❚♦♦❧✿ ❚❤❡ t♦♦❧ ✐s ❛ ♠❡t❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ✐s ❧❛✐❞✳

❘❡❧❡❛s❡ ✜❧♠✿ ❚❤✐s ✜❧♠ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❛❧ ♣❧❛t❡ t♦ ❛✈♦✐❞ r❡s✐♥ ❞r②✐♥❣ ♦♥ ✐t ❛♥❞ t♦ ❛❧❧♦✇
❛ ❜❡tt❡r ❞r♦♣✲♦✛ ♦❢ t❤❡ ❧❛②✲✉♣✳

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❡❞✐❛✿ ❚❤❡ ❣r✐❞ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ✜❜❡r st❛❝❦ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❣♦♦❞ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡s✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ t✉❜❡ t♦ t❤❡ ✜❜❡rs✳

✶✵



P❡❡❧ ♣❧②✿ P❡❡❧ ♣❧✐❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ✜❜❡r st❛❝❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❛♥ ❡✈❡♥
s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♣❡❡❧ ♣❧② ❜r❡❛❦s ❛✇❛② ❛❢t❡r t❤❡ ❝✉r✐♥❣✳

▼❡♠❜r❛♥❡✿ ❚❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐s ❛ ♠✐❝r♦✲♣♦r♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ✐s ✐♠♣❡r♠❡❛❜❧❡ t♦ t❤❡ r❡s✐♥
❛t ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡s ❛♥❞ ❧❡ts ❣❛s ❡s❝❛♣❡✳ ■t ❛❧❧♦✇s t❤❡ r❡s✐♥ t♦ st❛② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❧❛②✲✉♣ ❛♥❞
♣r♦✈✐❞❡s ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ❞❡❣❛ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡s✐♥✳

❇r❡❛t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧✿ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♠♣❛❝t❡❞ ✢❡❡❝❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛❜✲
s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✢✉♦✉s r❡s✐♥✳ ■t r❡t❛✐♥s ✐ts t❤✐❝❦♥❡ss ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡
s♦ t❤❛t ❣❛s ❝❛♥ st✐❧❧ ❡s❝❛♣❡ t❤r♦✉❣❤ ✐t✳

❱❛❝✉✉♠ ❜❛❣✿ ❚❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❜❛❣ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛❧❧ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❧❛②✲✉♣ ❛♥❞ ✜①❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦♦❧ ✇✐t❤
❛ s❡❛❧✳

✶✳✷✳✸ Pr♦❝❡ss ❢♦r Pr❡♣r❡❣

❋♦r Pr❡♣r❡❣ ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡ ❧❛②✲✉♣ ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ t✉❜❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✳
❚❤❡ ✜❜❡r ❧❛②❡rs ❛r❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ❜② ♣r❡ss✐♥❣ t❤❡♠ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ s♣♦♦❧✳ ❚❤❡ ♣❧❛t❡ ❤❛s t♦
❜❡ ♣✉t ✐♥ ❛ ♣r❡ss ❡✈❡r② ✽ t♦ ✶✵ ❧❛②❡rs s♦ t❤❛t t❤❡ ❛✐r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛②❡rs ❝❛♥ ❡s❝❛♣❡✳ ❚❤❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ ❧❛②✲✉♣ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✻✳

Tool

Fibers stack

Breather material

Connector to 
vaccum pump

Vacuum bag

Seal Membrane
Peel ply

Release film

Pressure plate

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ▲❛②❡rs ♦❢ t❤❡ s❡t✲✉♣ ♦❢ ✈❛❝✉✉♠ ❜❛❣ ♠♦❧❞✐♥❣ ♦❢ Pr❡♣r❡❣ ♠❛t❡r✐❛❧✳

✶✳✷✳✹ ❈✉r✐♥❣

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛②✲✉♣ ✐s ❝✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❝✉r✐♥❣ ❝②❝❧❡✳ ❋✐❣✳ ✶✳✼ s❤♦✇s ❛ t②♣✐❝❛❧
❝✉r✐♥❣ ❝②❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡♥✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✶✽✵◦❈✳ ❚❤r❡❡
♣❤❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✿ ❛ ❤❡❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ❛ ❜❛❦✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣❤❛s❡✳

✶✳✸ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦❢ t❡st✲♣❛rts

❆ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❛s❦ ✐♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ t❡st✐♥❣ ✐s t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❝r❡❛t❡ t❡st✲♣✐❡❝❡s
✇✐t❤ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ s✐③❡s ❛♥❞ ❞❡♣t❤s✳ ▼♦st st✉❞✐❡s ❡♠♣❧♦② ♣❛rts ✇✐t❤ ❜❧✐♥❞
❤♦❧❡s ♦r ✐♥s❡rt ♣✐❡❝❡s ♦❢ t❡✢♦♥ ❢♦✐❧s ♦r ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ s❤❡❡t✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✱ t✇♦ ❝♦♠✲
♣♦s✐t❡ ♣❧❛t❡s ✇✐t❤ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ❞❡♣t❤s ❛♥❞ s✐③❡s ✇❡r❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞✳ ■♥
❋✐❣✳ ✶✳✽✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❧❛②✲✉♣ ❢♦r t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❛rt ✇✐t❤ ❞r② ✜❜❡rs ✉s✲
✐♥❣ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❛ss✐st❡❞ ❱❆P ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❇❧✐♥❞ ❤♦❧❡s ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s ❛♥❞

✶✶



Time

C
u

re
 

te
m

p
e
ra

tu
re

20

T°C

180

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❈✉r❡ ❝②❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡♥ ❬❍❡①✵✺❪✳

s❤❛♣❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥s✳ ❉✉r✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ♣❧❛t❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞
♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❤♦❧❡s✳
❚❤❡ ♣❛rts ✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✺ ❛r❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ Pr❡♣r❡❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ❍❡①♣❧② ▼✶✽✴✶
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ❍❡①❝❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❡♣♦①② r❡s✐♥ ♠❛tr✐①✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣❛rt ♦❢
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✵ ♠♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❜❡✐♥❣ ✵✳✶✷✺ ♠♠ t❤✐❝❦ ❛❢t❡r ❝✉r✐♥❣✱ ✽✵
❧❛②❡rs ✇❡r❡ ♦✈❡r❧❛✐❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲✐s♦tr♦♣✐❝ ❧❛②✲✉♣ ✭❋✐❣✳ ✶✳✹✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛rts ❛r❡
✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✾✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶✵ ❛♥❞ ✶✳✶✶ s❝❤❡♠❡s ♦❢ t❤❡ t❡st ♣❛rts ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❛r❡ s❤♦✇♥✳ P❧❛t❡ ■ ✐s ♣r❡♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❜❧✐♥❞ ❤♦❧❡s ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ ❞❡♣t❤s ❛♥❞ s✐③❡s✳ ❚❤❡
s✐③❡s ✈❛r② ❢r♦♠ ✻ t♦ ✷✵ ♠♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣t❤s ❢r♦♠ ✶ t♦ ✺ ♠♠✳ P❧❛t❡ ■■ ❤❛s sq✉❛r❡ ❜❧✐♥❞
❤♦❧❡s ❛♥❞ ❛ st❛✐r❝❛s❡✲s❤❛♣❡❞ ✇❡❞❣❡✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡ ❜❧✐♥❞ ❤♦❧❡s ❤❛✈❡ s✐③❡s ♦❢ ✺ ♠♠ t♦ ✷✵ ♠♠
❛♥❞ ❞❡♣t❤s ✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✼ ♠♠✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤s ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss❡s ❛r❡ ✷ ❛♥❞ ✹ ♠♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛②✲✉♣ ♦❢ s❡❧❢✲♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣❛rts❀ ✭❛✮ ❚❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ t✉❜❡ ❛♥❞
✜❜❡r st❛❝❦ ✇✐t❤ ♣❡❡❧ ♣❧② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞❀ ✭❜✮ ❚❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❜❛❣✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t♦r t♦ ✈❛❝✉✉♠
t✉❜❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜❜❡r st❛❝❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❜r❡❛t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳

✶✷



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ■♠❛❣❡s ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♣❛rts❀ ✭❛✮ P❧❛t❡ ■ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❜❧✐♥❞ ❤♦❧❡s❀ ✭❜✮ P❧❛t❡
■■ ✇✐t❤ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❜❧✐♥❞ ❤♦❧❡s ❛♥❞ ❛ ✇❡❞❣❡✳

� �✁✂ ✄ ✄✁✂ ☎ ✆ ✂
✄✝�✞�✟�✆�✄�✝✞✟ ✠✡☛☞✌✍✎✎✏
✑✒✓✡✍✎✎✏ ☎✔✝☎✔✝�✞

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ ♣❧❛t❡ ■ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡ s✐③❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♠♠✳

✶✸



�✁✂�✁✂
✄ ✁ ☎ ✆ �✝✂✞☎✞✂☎✟✠✡☛☞✌✌✍✎☛✏✑✒☞✌✌✍ ✝☎✂ ✝✂✝✂☎✂ ✎☛✏✑✒✓ ✆ ✌✌ ✎☛✏✑✒✓ ✝ ✌✌✔☛✕✖☛ ☎✂ ✝✂ ✗✘✙✚✘ ✛✛✜✢✜ ✛✣✤ ✥✢

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ ♣❧❛t❡ ■■ ✇✐t❤ sq✉❛r❡ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡ s✐③❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♠♠✳

✶✹



❈❤❛♣t❡r ✷

❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤②

✷✳✶ ◆♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ t❡st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛❡r♦s♣❛❝❡ ✐♥❞✉str②

■♥ t❤❡ ❛❡r♦s♣❛❝❡ ✐♥❞✉str②✱ ◆❉❚ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✉r✐♥❣ ✐♥✲s❡r✈✐❝❡
♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦r ❢♦r t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✢❛✇✲r❡♣❛✐rs✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♥♦r♠
❉■◆ ❊◆ ✹✶✼✾✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts t♦ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛r❡✿

• ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥s ✴ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧✐❡s

• ♣♦r♦s✐t② ♦r ❧❛❝❦ ♦❢ r❡s✐♥ ✴ ❞r② ✜❜❡rs

• ✐♠♣❛❝t ❞❛♠❛❣❡s

• ❞❡❜♦♥❞✐♥❣s ✴ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ❢❛❝❡s❤❡❡t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦r❡ ✐♥ s❛♥❞✇✐❝❤ ♣❛♥❡❧s

• ✜❜❡r ✇❛✈✐♥❡ss

• ❢♦r❡✐❣♥ ❜♦❞② ✐♥❝❧✉s✐♦♥

• ✇❛t❡r ✐♥ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ str✉❝t✉r❡s✳

❇❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ◆❉❚ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ♦♣❡r❛t♦rs ✉s❡ ✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥✳ ■♠♣❛❝t ♦r s✉r❢❛❝❡
❞❛♠❛❣❡s ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳ ❆ ♣✐❧♦t ❤❛s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ✈✐s✉❛❧ ❝❤❡❝❦ ❜❡✲
❢♦r❡ ✢②✐♥❣ ❛♥ ❛✐r♣❧❛♥❡ t♦ ❛ss✉r❡ ❤✐♠s❡❧❢ t❤❛t ✐t ✐s ❛❧❧ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❞❛♠❛❣❡s ♠❛② ❜❡
❝r✐t✐❝❛❧ t♦ ✢✐❣❤t s❛❢❡t②✳ ❖♥❝❡ ❛ ❞❡❢❡❝t ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✈✐s✉❛❧❧②✱ ♦t❤❡r ◆❉❚ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✉s❡❞
t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❡①t❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳
❚❡st✐♥❣ ❜② t❛♣♣✐♥❣ ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞ ❞❛♠❛❣❡✳ ❆
s✐♠♣❧❡ ❝♦✐♥✱ ❛ t❛♣ ❤❛♠♠❡r ♦r ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t❡❞ t❛♣ ❤❛♠♠❡r ✭s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❋♦❦❦❡r ❜♦♥❞ t❡st✮
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ ❞❡❢❡❝ts✳ ❆ t❛♣ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ ❛r❡❛ ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s♦✉♥❞
♦❢ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤❡r❡❛s ❛ s✐♠✐❧❛r t❛♣ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡❧❛♠✐♥❛t❡❞ ♦r ❞✐s❜♦♥❞❡❞ ❛r❡❛
✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ❛ s♦✉♥❞ ♦❢ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s s✉✐t❡❞ ❢♦r ❞❡❢❡❝ts s✐t✉❛t❡❞ ♥❡❛r t❤❡
s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳
❚❤❡ ✜✈❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠ ❉■◆ ❊◆ ✹✶✼✾ ❛r❡ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ t❡st✐♥❣✱ ❡❞❞②✲
❝✉rr❡♥t t❡st✐♥❣✱ ①✲r❛② t❡st✐♥❣✱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ t❡st✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧❛st
♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ❛ ❢❡rr♦✲♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧✐❦❡ st❡❡❧ ✇❤❡r❡❛s ❡❞❞②✲❝✉rr❡♥t t❡st✐♥❣ ✐s ♣r❡✲
❢❡rr❡❞ ❢♦r ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ t♦ ❞❡t❡❝t s✉r❢❛❝❡ ❝r❛❝❦s✳ ❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✐♥
t❤❡ t❡st✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❬❙❍✵✻❪✳
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❯❧tr❛s♦♥✐❝ t❡st✐♥❣ ✐s t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥✉❛❧ ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ✉❧✲
tr❛s♦♥✐❝ t❡st✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t tr❛♥s❞✉❝❡rs ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡❞ ❛rr❛② ❞❡✈✐❝❡s
t❤❛t ❝❛♥ ✇♦r❦ ❡✐t❤❡r ✐♥ ♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ♦r ✐♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠♦❞❡✳ ❯❧tr❛s♦♥✐❝ t❡st✐♥❣ ✐s ✉s❡❞
t♦ ❞❡t❡❝t ❞❡❢❡❝ts s✉❝❤ ❛s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ♣♦r♦s✐t②✱ ❞❡❜♦♥❞✐♥❣s ❛♥❞ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥s✳ ❯s❡❞ ✐♥ t❤❡
♣✉❧s❡❞ ❡❝❤♦ ♠♦❞❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ♣♦r♦s✐t②
❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛❧❧ ❡❝❤♦ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❬❙❍✵✻❪✳ ■t ❛❧❧♦✇s ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
❛✉t♦♠❛t❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s❞✉❝❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐③❡s
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥❡s ✇❤❡r❡ ❛ ❢❛st ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❆✉t♦♠❛t❡❞ s❝❛♥✲
♥✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ t❡st ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤✐❧❡ s♣r❛②✐♥❣ ✇❛t❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
tr❛♥s❞✉❝❡r ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
P❤❛s❡❞ ❛rr❛②s ♦❢ tr❛♥s❞✉❝❡rs ✇❡r❡ ✜rst ✉s❡❞ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ②❡❛rs ❛❣♦ ❬❙❍✵✻❪ ❛♥❞ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❧❛r❣❡ ♣❛rts✳
❲❛t❡r ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ t♦ ✐♥❥❡❝t ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦ss❡s✳ ❆t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❛✈❡s ❛r❡ r❡✢❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✐r✲♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ✇❛t❡r✲♠❛t❡r✐❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ✇❛t❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ♦r s❛♥❞✇✐❝❤ ♣❛♥✲
❡❧s✳ ❲❛t❡r ♠❛② ✐♥✜❧tr❛t❡ ❛t ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ❤❡❛✈✐❡r ❛♥❞
❝r❡❛t✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛♠❛❣❡s✳ ❆✐r✲❝♦✉♣❧❡❞ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ t❡st✐♥❣ ❬❙t♦✵✹❪ ✐s ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ ❢♦r
t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ❛ ❧♦t ♦❢ ✇♦r❦ ✇❛s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥
♦❢ tr❛♥s❞✉❝❡rs ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✐r ❛♥❞ t❡st✲♣✐❡❝❡✳ ❍✐❣❤ s♦✉♥❞
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭❜❡t✇❡❡♥ ✺✵ ❦❍③ ❛♥❞ ✶✵✵ ❦❍③✮ ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡
❤✐❣❤ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳
❖t❤❡r t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✱ s❤❡❛r♦❣r❛♣❤② ♦r
❧❛s❡r ✉❧tr❛s♦♥✐❝s ❝❛❧❧❡❞ ✬s♣❡❝✐❛❧✬ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❈♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✐s ❛♥ ❡①✲
♣❡♥s✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❜✉t ❤❛s ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❡✈❡♥ ❞♦✇♥ t♦ ❛ ❢❡✇ µm✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ①✲r❛② t✉❜❡ ❢♦❝✉s✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐ts t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
✐♥❞✐r❡❝t❧② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ■t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦r ❢♦r ✐♥✲s❡r✈✐❝❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s✳
■♥ s❤❡❛r♦❣r❛♣❤②✱ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥ ❛ ❧♦❛❞❡❞ ❛♥❞ ✐♥ ❛♥ ✉♥❧♦❛❞❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ ❛r❡
s❤❡❛r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ▼✐❝❤❡❧s♦♥ ♠✐rr♦r✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ✐s st✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❡①✲
❛♠♣❧❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ s❤❡❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡s s❤♦✇ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡
❞❡❢❡❝t t❤❛t ❛r❡ s❤❡❛r❡❞ ♦♥❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♦t❤❡r ❧❡tt✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♣♣❡❛r ❧✐❦❡ ❛ ❜✉tt❡r✢②✳
❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛r❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♥t❛❝t ❢r❡❡ ❛♥❞ t❤❛t ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡❧✐✈❡rs
❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ❙tr✐♥❣❡r ❞❡❜♦♥❞✐♥❣s ♦r ✐♠♣❛❝t ❞❛♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇❡❧❧ ❜✉t s♦♠❡ ❞❡❢❡❝ts
❧✐❦❡ ♣♦r♦s✐t② ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡❝t✳ ❙❤❡❛r♦❣r❛♣❤② s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥✲s❡r✈✐❝❡
✐♥s♣❡❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♣♦r♦s✐t② ✐s ♥♦t ♦❢ ❝♦♥❝❡r♥✳ ❇✉t ✉♥t✐❧ ♥♦✇✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t ❝♦♠♠♦♥❧②
✉s❡❞ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦r ✐♥✲s❡r✈✐❝❡✳
▲❛s❡r ✉❧tr❛s♦♥✐❝ t❡st✐♥❣ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♥t❛❝t❧❡ss✳ ■t ❛❧❧♦✇s t❤❡ t❡st✐♥❣ ♦❢
♣♦r♦s✐t② ❛♥❞ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❬❋❑✈❑❏✵✻❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❧❛s❡r ✉❧tr❛s♦♥✐❝s ✐s t❤❛t
t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛❧✇❛②s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✬s s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❛r❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r✳ P❛rts ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✲
✐❧② ✐♥s♣❡❝t❡❞ ✇❤❡r❡❛s t❤♦s❡ ✇✐t❤ ♣❤❛s❡❞ ❛rr❛② ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ ♥♦t✳ ▲❛s❡r ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s
❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ✐s ✈❡r② s❧♦✇ s✐♥❝❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛♥② ♦♥❡ t✐♠❡✳ ❙♦♠❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛r❡ st✐❧❧ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤✉s✱ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs
✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡② ❛❧❧ ✉♥❞❡r❣♦ ❛ ❧♦t ♦❢
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

✶✻



✷✳✷ ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤②

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✇❤❡r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐s st✐❧❧
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✳ ■♥❢r❛r❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✐s ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛t
♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ❛ ❝❛♠❡r❛✳
❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤✐s r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞②✬s s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞
♦♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡♠✐ss✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦❞②✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛r❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛♥ ✐♠❛❣❡❞✲❜❛s❡❞
❛♥❞ ❝♦♥t❛❝t✲❢r❡❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❧❛r❣❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ r❛♣✐❞❧②✳
❚❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② r❡❣✐st❡r❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❛❡r♦s♣❛❝❡ ✐♥❞✉str②✱ ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t
t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ s②st❡♠s ❛r❡ ♠♦❜✐❧❡ s♦ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ❛✐r♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡
✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ❤❛❧❧✳

✷✳✷✳✶ ❚❤❡r♠❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥

■♥❢r❛r❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇❛s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❲✐❧❧✐❛♠ ❍❡rs❝❤❡❧ ✐♥ ✶✽✵✵✳ ■♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❤❡
s♣r❡❛❞ t❤❡ s✉♥❧✐❣❤t ✐♥t♦ ❛ r❛✐♥❜♦✇ ♦❢ ❝♦❧♦rs ❛♥❞ t❤❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤
❝♦❧♦r✳ ❍❡ ❢♦✉♥❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡t❡r ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤❡♥ ♣❧❛❝❡❞ ❥✉st
❜❡❧♦✇ t❤❡ r❡❞ str✐♣✳ ❍❡ ❤❛❞ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❡r♠❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥❢r❛r❡❞✳
❚❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s♣❡❝tr✉♠ s♣❛♥s ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❢r♦♠ ✼✽✵ ♥♠ t♦ ✶ ♠♠✳ ❚❤❡
r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ♥❡❛r ✐♥❢r❛r❡❞ ✭✼✽✵ ♥♠ ✲ ✶✹✵✵ ♥♠✮✱ ♠✐❞❞❧❡ ✐♥❢r❛r❡❞
✭✶✹✵✵ ♥♠ ✲ ✸✵✵✵ ♥♠✮✱ ❛♥❞ ❢❛r ✐♥❢r❛r❡❞ ✭✸✵✵✵ ♥♠ ✲ ✶ ♠♠✮✳

Q RQ

TQ

E AQ Q=

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❚❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳

❊❛❝❤ ❜♦❞② ✐s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ Q ✇❤❡r❡ Q ✐s t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❏♦✉❧❡s✳
◗✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ❡♥❡r❣② ❛r❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ✭QA✮✱ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✭QT ✮✱ r❡✢❡❝t❡❞ ✭QR✮✱ ❛♥❞ ❡♠✐tt❡❞
✭QE✮✳ ❚❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

• α = QA

Q
✿ ❛❜s♦r♣t✐♦♥❀

• ρ = QR

Q
✿ r❡✢❡❝t✐♦♥❀

• τ = QT

Q
✿ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥❀

• ǫ = QE

Q
✿ ❡♠✐ss✐✈✐t②✳

✶✼



❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

Q = QE +QR +QT ⇒ α+ ρ+ τ = 1 ✭✷✳✶✮

❤❛s t♦ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳

✷✳✷✳✷ ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡t❤♦❞s

Active thermography Passive thermography

Infrared 
thermography

Optical excitation Mechanical excitation/
Ultrasound thermography

Electromagnetic excitation/
Inductive thermography

Pulsed
(phased) 
thermo-
graphy

Lockin
thermo-
graphy

Frequency 
modulated

Thermography

Strip 
heating

Lockin
Vibrother-
mography

Induced
thermo-
graphy

Burst 
phased
thermo-
graphy

Eddy-
currents Modulated 

eddy 
current

Transient thermography

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❲✐t❤ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t ❛♥❞ ✐ts ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❡st
♣❛rts ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛✳ ❋✐❣✳ ✷✳✷ s❤♦✇s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ✇❛② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦
t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿

• P❛ss✐✈❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②
❲✐t❤ ♣❛ss✐✈❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤
❛ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✜♥❞s ✐ts ❝✉rr❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❡st✐♥❣ ♦❢
❜✉✐❧❞✐♥❣s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t ❤❡❛t ❧♦ss❡s✳

• ❚r❛♥s✐❡♥t t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②
❚❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛❜r✉♣t❧② ❡❧❡✈❛t❡❞ ♦r ❞✐♠✐♥✐s❤❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥
❝✐✈✐❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣s ❬▼❲❇❘✵✹❪✳

• ❆❝t✐✈❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②
❲✐t❤ ❛❝t✐✈❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✱ ❡♥❡r❣② ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦ ❜❡ t❡st❡❞✳ ❚❤❡

✶✽



r❡s✉❧t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤❡ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡s r❡✢❡❝t❡❞ ♦r ❡♠✐tt❡❞ ❢r♦♠
✐♥t❡r♥❛❧ ❞❡❢❡❝ts✳ ❆❝t✐✈❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str② ❛s ❛ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡
t❡st✐♥❣ t♦♦❧✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ♦♥❧② ❛❝t✐✈❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✐❣✳ ✷✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
♦❢ ❛❝t✐✈❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢
❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ✇❛② t❤❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✱ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♥❛♠❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❧✐❣❤t✱ ✉❧tr❛s♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ❡❞❞②✲❝✉rr❡♥ts✳
❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♣✉❧s❡❞ ♦r ❜✉rst ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ s✐♥✉s♦✐❞❛❧❧② ♦r
❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞✳

Time sequence

ijT
IR-camera

External 

energy

Computer

FFT

t

Part

Defect

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳

✷✳✷✳✸ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❧✐st❡❞
✐♥ ❚❛❜✳ ✷✳✶✳ ❇❡s✐❞❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✐♥s♣❡❝t✐♥❣ ❧❛r❣❡
❛r❡❛s ❛t ♦♥❝❡✱ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ s②st❡♠s ❛r❡ ♣♦rt❛❜❧❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥✲s✐t✉ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s✳ ■♠♣♦rt❛♥t
❢❛❝ts t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ ✇❤❡♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡

• ✉s✐♥❣ ❛♥ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮✱ t❤❡ s♦♥♦tr♦❞❡ ✐♥❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✉❧✲
tr❛s♦✉♥❞s ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt ❛♥❞ ♠❛② ❞❛♠❛❣❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡rs❀

• ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♣❤❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞
✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡❀

• ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧❛sts ❧♦♥❣❡r ✭❢♦r ❈❋❘P ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✐t ❝❛♥ t❛❦❡ s♦♠❡ ♠✐♥✉t❡s✮
t❤❛♥ ❛ ♣✉❧s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭s♦♠❡ ♠s✮✳

■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛rt✱ ♠♦st r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦♣t✐❝❛❧ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳
❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳ ❖t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ■♥ ❈❤❛♣✳ ✼✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♥❞✉❝❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✭❯■❚✮ ✐s
❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❞✐s❜♦♥❞❡❞ ❈❋❘P s❦✐♥s ♦r ❣❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧✐❡s ❝❛❧❧❡❞ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❛r❡
❜❡tt❡r ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❯■❚✳ ❉❛t❛ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♥❞✉❝❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❧♦❝❦✐♥ ❛♥❞

✶✾



❆❞✈❛♥t❛❣❡s ❉r❛✇❜❛❝❦s

P❚✴❯■❚ ✲ ❢❛st ✲ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r ❙◆❘
PP❚✴ ❇P❚ ✲ ❢❛st ✲ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐♥ ♣❤❛s❡ s❡✲
q✉❡♥❝❡

❖♣t✐❝❛❧ ❧♦❝❦✐♥ ✲ ❞❡♣t❤ r❡s♦❧✈❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✲ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❙◆❘
✲ ✈❡r② s❧♦✇

❋▼▲❚ ✲ ❞❡♣t❤ r❡s♦❧✈❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✲ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ❡♥❡r❣② ✐♥ ♣❤❛s❡ s❡q✉❡♥❝❡
✲ s❧♦✇
✲ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r ❙◆❘

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❆❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❛❝t✐✈❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳

♣✉❧s❡❞ ♣❤❛s❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✐s ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ s✐♠✲
✐❧❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ t❡st ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐①✳

✷✳✸ ▲♦❝❦✐♥ ✴ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②

Time sequence

IR-camera

Light

Computer

Sinus-modulation of the 

light

Amplitude and 

Phase images

ijT
t

F
F

T

Part

Defect

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳

P❤♦t♦t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❛♥❝❡st♦r ♦❢ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳ ❆ ♠♦❞✉✲
❧❛t❡❞ ❧❛s❡r s♦✉r❝❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡ ♣♦✐♥t✲✇✐s❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✬s s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞
♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❧♦❝❦✲✐♥ ❛♠♣❧✐✜❡r ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦r ❞❡t❛✐❧❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤♦s❡ ♦❢ ♣❤♦t♦t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts
❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❣✐st❡r❡❞ ❛t ♦♥❝❡✳
❖♣t✐❝❛❧ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ♠♦❞✉❧❛t❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✮ ❬❇✉s✼✾✱ ❇❲❑✾✷❪
✐s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s ❬❇▲✵✸❛✱
❇▲✵✸❜❪✳ ■t ❛❧❧♦✇s ❡①tr❛❝t✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♥♦✐s② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❋✐❣✳ ✷✳✹ s❤♦✇s

✷✵



❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② s❡t✲✉♣✳ ❚❤r♦✉❣❤ ❧✐❣❤t ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱
❛ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❊♥❡r❣② ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ❛♥❞ ❛
t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡ ♣❡♥❡tr❛t❡s ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s ✇❛✈❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞
t✐♠❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ♣❡♥❡tr❛t❡s ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❛t
✐♥t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛
♠❡❛s✉r❛❜❧❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛✳ ❋♦r ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ ♣❛rt ✐s
✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧❧② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❧✐❣❤t✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺✱ s♦♠❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛
t✐♠❡❣r❛♠ ✭t✐♠❡ s❡q✉❡♥❝❡✮ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❤❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✳
❉❡❢❡❝ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡
t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s ✭❋✐❣✳ ✷✳✻✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✳

t
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❙✉r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈s✳ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳

∆Φ

A∆

Time

T
e
m

p
e
ra

tu
re

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠❛❣❡s✳

✷✳✸✳✶ ❋♦✉r✲♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✐♠✲

❛❣❡s

■♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡✲
tr✐❡✈❡❞ ❜② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❢♦✉r ❡q✉✐❞✐st❛♥t ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
r❡❝♦r❞❡❞ s✐❣♥❛❧s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❬❇❲❑✾✷✱ ❲✉✾✻❪✿

A =
√

(S1 − S3)2 + (S2 − S4)2 ✭✷✳✷✮

✷✶



Φ = arctan

(
S1 − S3

S2 − S4

)

✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ Si ✐s t❤❡ ♣❤♦t♦t❤❡r♠❛❧ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t t❛❦❡♥ ❛t t✐♠❡ ti✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤✐s r❡tr✐❡✈❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧❡❞ ❢♦✉r✲♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
r❡s✉❧t ✐s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ♥♦✐s❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❢♦✉r s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❡r✐♦❞s
❛r❡ r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ ♥♦✐s❡ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣✳

t

t

S

I

S1

S2 S3
S4

�
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❋♦✉r✲♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡
✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❬■❈✵✺❪✳

✷✳✸✳✷ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s

❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✳
■♠❛❣❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ♣✐①❡❧ ❜② ♣✐①❡❧✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✐♠❛❣❡
❢r❛♠❡s ❢r♦♠ ❛ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡ t✐♠❡❣r❛♠ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♣✐①❡❧✲✇✐s❡ ✉s✐♥❣ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❛ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r②
♣❛rt✿

Fn = ∆t
N−1∑

k=0

S(k∆t)e−j2πnk/N = Ren +i Imn, ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ ∆t = T
N

✐s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ T ✐s t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ n ∈ {0, 1, ..., N} ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts✳ Ren ❛♥❞ Imn ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ Fn✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ An ❛♥❞ ♣❤❛s❡ φn s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧
❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ❜②✿

An =
√

Re2
n + Im2

n and φn = tan−1
(

Imn

Ren

)

. ✭✷✳✺✮

✷✷



■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❋❋❚✮❬❈❚✻✺❪ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡
s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❝❛❧❧❡❞
❛♠♣❧✐t✉❞❡❣r❛♠ ❛♥❞ ♣❤❛s❡❣r❛♠ ❬■❈✵✺❪✳
❋♦r s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠❛❣❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭❧♦❝❦✐♥✮ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ✐♥ ❛
s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛s ✐t ✐s s❤♦✇♥ s❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✽ ❜② t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧
s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ s✐❣♥❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ℑ (sin(2πf0t)) = −δ(f − f0) + δ(f + f0) ✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡ δ ✐s t❤❡ ❉✐r❛❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠❛❣❡s ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❧♦❝❦✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳
❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠❛❣❡s ✭❛♠♣❧✐t✉❞❡✲ ❛♥❞ ♣❤❛s❡❣r❛♠✮✳ ❆♥ ❛❞✲
✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥
❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
✐♠❛❣❡s✳

t

S(t)

✭❛✮

f

|S(f)|

f0-f0

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ✭❛✮ ❙✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❜✮ ✐ts ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✳

✷✳✹ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ♦♣t✐❝❛❧ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛✲

♣❤②

❖♣t✐❝❛❧ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✭❖▲❚✮ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ❦✐♥❞s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✐♥
❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❆ ❣♦♦❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❉✐❧❧❡♥③ ❛♥❞ ❩❡♥③✐♥❣❡r ✐♥ ❬❉❩✵✽❪✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❦✐♥❞s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✿

• ♣♦r♦s✐t② ♦r ❧❛❝❦ ♦❢ r❡s✐♥ ✴ ❞r② ✜❜❡rs❀

• ✐♠♣❛❝t ❞❛♠❛❣❡s❀

• ✜❜❡r ✇❛✈✐♥❡ss❀

• ❢♦r❡✐❣♥ ❜♦❞② ✐♥❝❧✉s✐♦♥❀

• ✇❛t❡r ✐♥ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ str✉❝t✉r❡s✳

✷✸



❋✐❣✳ ✷✳✾ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❛❝t ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ s❛♥❞✇✐❝❤ ❈❋❘P t❡st✲♣❛rt✳ ■♥
❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ✭❤❡r❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ✵✳✶ ❍③✮✱ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ❜✉tt❡r✢②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t✇♦ s✐❞❡s ❛r❡ ❞❛r❦❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
✭♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st✮✱ ❛♥❞ t✇♦ s✐❞❡s ❛r❡ ❜r✐❣❤t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✭♣♦s✐t✐✈❡ ♣❤❛s❡
❝♦♥tr❛st✮✳ P♦r♦s✐t② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✵✮✳ ❋✐❣✳ ✷✳✶✶ s❤♦✇s ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s
t❛❦❡♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ❛♥ ❛✐r❝r❛❢t ♣❛rt ✇✐t❤ ✐♠♣❛❝t ❞❛♠❛❣❡✳ ▲♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡t❡❝t ❞❡❡♣ ❞❡❢❡❝ts✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♠♣❛❝t ❞❛♠❛❣❡
✐s ♠♦r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ❞❡❡♣❡r ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣❧✐❡s✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ P❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ♣❛rt ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✇✐t❤ ✐♠♣❛❝t ❞❛♠❛❣❡s ❛t ✭❛✮ ✵✳✶ ❍③ ❛♥❞
✭❜✮ ✵✳✵✸ ❍③ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ✭❛✮ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣❛rt ✇✐t❤ ♣♦r♦s✐t② ✭✵✳✵✺
❍③✮✳

✷✹



f=0.06 Hz

f=0.03 Hz

Increasing depth f=0.01 Hz

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧♦❝❦✐♥ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ ❛ ❈❋❘P ❝♦♠♣♦♥❡♥t
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

✷✳✺ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②

✷✳✺✳✶ ❇❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②

■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷✱ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♣❧❛t❡ ■ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛t s❡✈❡r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞✱ ❞❡❡♣❡r ❞❡❢❡❝t ❜❡❝♦♠❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡✳ ❆ ❞❡❢❡❝t ✐♥❞✐❝❛✲
t✐♦♥ ✜rst ❛♣♣❡❛rs ❜r✐❣❤t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ t❤❡♥✱ ❛t ❛ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐t ❞✐s♣❛♣♣❡❛rs
❛♥❞ ❛t ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐t ❛♣♣❡❛rs ❞❛r❦❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✵✳✵✵✺ ❍③ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝ts s✐t✉❛t❡❞ ❛t ❞❡♣t❤s ♦❢ ✶ ♠♠ ❛♥❞ ✶✳✺ ♠♠✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❞❡❡♣❡r ❞❡❢❡❝ts✱ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♣❤❛s❡
✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❝❛❧❧❡❞
✬❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✬❬❇❲✵✶✱ ❲❲❏✵✼❪✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧♦❝❦✐♥ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭❛✮ ✵✳✵✵✺
❍③✱ ✭❜✮ ✵✳✵✶ ❍③✱ ✭❝✮ ✵✳✵✷ ❍③✱ ❛♥❞ ✭❞✮ ✵✳✵✽ ❍③✳

■♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❧❡ss✲✈✐s✐❜❧❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❥✉st ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❣❡ts ❜r✐❣t❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♣♣❡❛rs ❞❛r❦❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛t ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥✲
❝✐❡s✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♥♦t✐❝❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣r❛②✲s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱

✷✺



❜✉t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✸✳ ❆ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉✲
❧❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❜♦t❤ ♣❤❛s❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥s
❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ✜rst ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ❛t ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ fb

✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳

✷✳✺✳✷ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②

❋♦r s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬▼❛♥✵✶❪

T (z, t) = T0e
−z/µei(ωt−z/µ), ✭✷✳✼✮

✇❤❡r❡ µ ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ω = 2πf ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡r✲
♠❛❧ ✇❛✈❡s ❛r❡ ❞❛♠♣❡❞✳ ❆❢t❡r ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ µ✱ t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ 0.2% ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❋✐❣✳ ✷✳✶✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✳
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t=0

t=1/10f

t=1/5f

t=3/10f

t=2/5f

t=1/2f

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✳

❚♦ ♠❡❛s✉r❡ ❞❡❡♣❡r ❞❡❢❡❝ts✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❧♦❝❦✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥
t✐♠❡ ✐s t❤❡r❡❜② ❧♦♥❣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❣r❡❛t❡r
❞❡♣t❤s✳ ❋♦r ❈❋❘P ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❧♦✇ ✭✵✳✷ ♠♠2s−1) s♦ t❤❛t t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡ t❛❦❡s s♦♠❡ ♠✐♥✉t❡s ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ❛t t②♣✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ✵✳✵✵✺ t♦
✵✳✵✶ ❍③✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❛t ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❞❡❡♣❡r ❞❡❢❡❝ts ❜❡❝♦♠❡
✈✐s✐❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ ♦♣t✐❝❛❧ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤♦s❡♥ ❤❛s t♦ ❜❡ s♠❛❧❧
❡♥♦✉❣❤ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡❡♣❡r ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t t♦ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛t ❧❡❛st
❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ t✐♠❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ❬❙❤❡✾✼❪✳ ❋♦r ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ♦♥❧②
♦♥❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡ ❛t ♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭t❤❡ ❧♦❝❦✐♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❞❡♣t❤✲r❡s♦❧✈❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ s❡✈❡r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■t ✇❛s ✜rst
s❤♦✇♥ ❜② ❇✉ss❡ ❬❇✉s✼✾❪✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥ ❬❚P❲+✼✾✱ ▲❏❚+✽✶✱ ❇P✽✷✱ ❇✉s✽✹✱ ■❈✵✺❪
t❤❛t t❤❡ ❞❡♣t❤ r❛♥❣❡ ❢♦r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ µ✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♣t❤ dmax t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥s♣❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✐s r♦✉❣❤❧② t✇✐❝❡ t❤❡

✷✻



t❤❡r♠❛❧ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤✿ dmax ≈ 2µ✿

µ =

√

k

π · f · ρ · Cp

=

√
α

π · f , ✭✷✳✽✮

✇❤❡r❡ ρ ✐s t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t②✱ Cp ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝❛♣❛❝✐t②✱ k ✐s t❤❡ ❤❡❛t ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❛♥❞
α ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t②✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② fb ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡❣r❛♠✱ t❤❡
❞❡♣t❤ d ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣

d = C

√
α

π · fb

. ✭✷✳✾✮

❙♦✱ ❜② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞✳ ■♥ ❈❤❛♣✳ ✺✱ ✐t
✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r C ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❙♠❛❧❧ ❞❡❢❡❝t
✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❞✐s❛♣♣❡❛r ❛t ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡❣r❛♠ t❤❛♥ ❧❛r❣❡r ❞❡❢❡❝ts✳

✷✳✻ Pr❡✈✐♦✉s ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

■♥ t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♦❢ ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ❢♦r
❞❡❢❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t s❤❛♣❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✱
♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ❛♣♣❡❛r ❜❧✉rr❡❞✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐③❡✱ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s t♦ ❜❡
s♦❧✈❡❞✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❬❋❍❙❲✾✷✱ ❙❍+✾✺❪ t❤❛t ✐♥ ♣❤♦t♦t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♦♣t✐❝❛❧ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✇✐t❤ ❛ ❧❛s❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❧✉rr✐♥❣
❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❙❋✮✳ ❇② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ P❙❋✱ ❞❡❢❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✈❡❞ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t
s❤❛♣❡✳
❙❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ♣❤♦t♦t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡
✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❙❋✮ ❛♥❞ t❤❡
❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❬❇❆✵✻✱ ❇●▼+✵✼✱ ❈❋❑❚✾✸✱
❋❍❙❲✾✷✱ ❱■◆✽✹✱ ❖❍❙✵✺✱ ❘❡✐✾✼✱ ❙❲❇✾✹✱ ❚❋❈❑✾✷❪✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❬❈❋❑❚✾✸❪ ❝♦♠♣✉t❡❞
t❤❡ ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♣✉❧s❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✿

h(x, y, t, d) =

1

2π(παt)1/2

∂

∂d



exp






−

(√

x2 + y2 + d2 + d
)

4αt







1
√

x2 + y2 + d2



 .
✭✷✳✶✵✮

❚❤❡ ❛✉t❤♦r ♦❢ ❬❈❋❑❚✾✸❪ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❞❡❜❧✉rr✐♥❣ t❤❡r✲
♠❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❆ ❝r♦ss✲❧✐❦❡ ❞❡❢❡❝t ✐s ❞❡❜❧✉rr❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♣♣❡❛rs ♠✉❝❤ s❤❛r♣❡r ❛❢t❡r
❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳
❋♦r ♣❤♦t♦t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦r ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✱ ❇❡♥♥❡t ❛♥❞ P❛tt② ❬❇P✽✷❪ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

h(f) =
1 +Rbe

−2σd

1 −RbRge−2σd
✭✷✳✶✶✮

❜✉t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❞✐❞ ♥♦t ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭Rb ❛♥❞ Rg

❛r❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮✳ ■♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✱ ❇r❡✐tst❡✐♥ ❛♥❞ ❆❧t♠❛♥♥

✷✼



❬❇▲✵✸❜✱ ❇❆✵✻❪ ✉s❡❞ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣❤❛s❡
✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❜♦❛r❞s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② t❤✐♥✿

h(x, y, ω, l) =
A

r
· e−r

√
iωcpρ

λ eiωt, ✭✷✳✶✷✮

✇✐t❤ ρ =
√

x2 + y2 ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❬❈❏✹✻❪✳ ❚❤✐s t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t t♦ ❜❡ ✈❡r② t❤✐♥✳ ❋r✐❡❞r✐❝❤ ❡t ❛❧ ❬❋❍❙❲✾✷❪✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❛ ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤r❡❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧

h(x, y, ω, d) =
π

2
σ2 1
√

x2 + y2 + d2
exp

{

−σ ·
(√

x2 + y2 + d2 + d
)}

(

A
√

x2 + y2 + d2

(

1 +
1

σ
√

x2 + y2 + d2

)

+B

)

,

✭✷✳✶✸✮

✇❤❡r❡ ❆ ❛♥❞ ❇ ❛r❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ m3✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ P❙❋ ❢♦r ❛ s♦❧✐❞ ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡
t❤✐❝❦♥❡ss ❢♦r ♣❤♦t♦t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇❛s ❧❛t❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜② ❙❡✐❞❡❧ ❡t ❛❧ ❬❙❍+✾✺✱ ❙▲❲+✾✼❪✳
❚❤❡ ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ♣❛rts✱ hA ❛♥❞ hB✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

h(x, y, ω, d) = A · hA(x, y, ω, d) +B · hB(x, y, ω, d) ✭✷✳✶✹✮

✇✐t❤

hB(x, y, ω, d) =
π

2
σ2 1
√

x2 + y2 + d2
exp

{

−σ ·
(√

x2 + y2 + d2 + d
)}

hA(x, y, ω, d) = hB(x, y, ω, d)

(

d
√

x2 + y2 + d2

(

1 +
1

σ
√

x2 + y2 + d2

))

.

✭✷✳✶✺✮

A = ∆k/k0 ❛♥❞ B = ∆(ρc)/(ρc)0 r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋✐✲
♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❬P❆✵✽❪ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st r❡s♣♦♥s❡✱ ✇❛s ✉s❡❞✳
❖♥❧② ❢❡✇ ✇♦r❦s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✿ ■♥ ❬❱■◆✽✹❪✱ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❖♥❧② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❇❛✐ ❡t ❛❧ ❬❇❲✵✶❪ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣
t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦
❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❧❛②❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞
❜② ❛ st❛❝❦ ♦❢ ♥ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ st✉❞② s❤♦✇s ❣♦♦❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❛❧❧❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❛t ❝r❡❛t❡s ♠❛①✐♠❛❧ ♣❤❛s❡
❝♦♥tr❛st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❛❝t ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛✳ ❚❤✐s ❢r❡q✉❡♥❝② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞
❢♦r ✐♥s♣❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ s✐♥❝❡ ♥♦ s✐❣♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❡❢❡❝t ✐s ♣r❡s❡♥t✳
■♥ ❬❈❑P+✵✽❪ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤
❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡ ✐s s❤❡❛r❡❞ ❜② δs ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡

∆ϕSP = ∆ϕ(x+ δs, y) − ∆ϕ(x, y). ✭✷✳✶✻✮

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s♣❛t✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ s❤❡❛r ✐♠❛❣❡ ♣r♦✈✐❞❡s
③❡r♦ ♣❤❛s❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐♥✢❡①✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ■t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s✐③❡

✷✽



♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛t t❤❡ ❢✉❧❧✲✇✐❞t❤ ❤❛❧❢✲♠❛①✐♠✉♠ ✭❋❲❍▼✮✳
■♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❞❡❢❡❝t s✐③❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❋❲❍▼ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞
♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛s ✇❡❧❧✳
❋♦r ❛❧❧ st✉❞✐❡s✱ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❆ t❡st✲
♣✐❡❝❡ ✇✐t❤ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❞❡✜♥✐t❡ ❞❡♣t❤s ✐s ✉s❡❞✱ ♥♦t❛❜❧② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②✱
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ❈❤❛♣✳ ✸✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠♦❞❡❧ t♦
❊q✳ ✷✳✶✸ ❬❋❍❙❲✾✷❪ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡
❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✳

✷✾



❈❤❛♣t❡r ✸

❍❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t❛s❦ ✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ ◆❉❚✳
❚❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐❣♥❛t✉r❡s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠❛❧
✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❲❛✈❡s ❛r❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❛t t❤❡r♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡s
✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇❛✈❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✱
❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛s t♦
❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❤❛s t♦ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞
❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦r ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

✸✳✶ ❍❡❛t ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥

✸✳✶✳✶ ❍❡❛t ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠

1dx

d
( )1 2 3, ,P x x x

3dx

2dx

3x

1x2x

)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❋❧♦✇ ♦❢ ❤❡❛t ✐♥ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t✳

❚❤❡ ❤❡❛t ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥
❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✉❡ t♦ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❧❡❛❞ t♦ ❤❡❛t ✢♦✇✳ ❚❤❡②
❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❤❡❛t s♦✉r❝❡ ♦♥ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
♣❡r✐♦❞✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ❛t ❊❛rt❤✬s s✉r❢❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♦♥❡ ❞❛② ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡
s✉♥✬s r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❡❛rt❤✳ ❆♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s
r❡❛❝❤❡❞ ❛❢t❡r ❛ t❡♠♣♦r❛❧ tr❛♥s✐❡♥t r❡❣✐♠❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ st❛t✐♦♥❛r② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❋✐❣✳ ✸✳✶ s❤♦✇s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ dV ❛r♦✉♥❞ ❛ ♣♦✐♥t P ✐♥ ❛ ❜♦❞②✳ ❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ ✢♦✇ qi

✸✵



✐♥ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✿ T,j = ∂T
∂xj

✱

❢♦❧❧♦✇✐♥❣

q1 = −k11T,1 − k12T,2 − k13T,3

q2 = −k21T,1 − k22T,2 − k23T,3

q3 = −k31T,1 − k32T,2 − k33T,3

✭✸✳✶✮

♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜② ✉s✐♥❣ ❊✐♥st❡✐♥✬s ♥♦t❛t✐♦♥

qi = −
3∑

j=1

kij
∂T

∂xj

= −kij
∂T

∂xj

qi = −kijT,j

✭✸✳✷✮

❚❤✐s ❧❛✇ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ✬❋♦✉r✐❡r✬s ❧❛✇✬✳ ■❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t♦

kij = kδij ✭✸✳✸✮

✇❤❡r❡ δ ✐s t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✬s s②♠❜♦❧ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② k ✐s ❛ s❝❛❧❛r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
t❤❡ ❋♦✉r✐❡r✬s ❧❛✇ r❡❞✉❝❡s t♦

qi = −kδijT,j = −kT,i. ✭✸✳✹✮

✭✸✳✺✮

• ■❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✿ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② k ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ xi

• ■❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② k ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✿
k(xi)✳

❋♦r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❜♦❞✐❡s✱ t❤❡ ❤❡❛t ✢✉① ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❬❇❈❍❙▲✾✷✱ ❈❏✹✻❪✿

q = −Λ · ∇T, ✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡∇ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r∇ =
(

∂
∂x1

, ∂
∂x2

, ∂
∂x3

)

✐♥ R
3 ❛♥❞ Λ ✐s t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② t❡♥s♦r

Λ =





k11 k12 k13

k21 k22 k23

k31 k32 k33



 ✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ kij = kji ❞✉❡ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r✳

✸✳✶✳✷ ▲❛✇ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②

❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❛ ❝❧♦s❡❞ s②st❡♠ ✐s ❞✉❡ t♦

• ❤❡❛t ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥

• t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ s♦✉r❝❡s a✳

✸✶



❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥t❤❛❧♣② h ❣❡ts ✐♥❝r❡❛s❡❞✿

ρ
∂h

∂t
= −qi,i + a. ✭✸✳✽✮

❲✐t❤ qi = −kijT,j✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

ρ
∂h

∂t
= (kijT,j),i + a ✭✸✳✾✮

❛♥❞ s✐♥❝❡ h = CPT ✱

ρCP

.

T = (kijT,j),i + a ✭✸✳✶✵✮

✇❤❡r❡ CP ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② [J · kg−1 · K−1] ❛♥❞ ρ ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
[kg ·m−3]✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✱
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t♦

ρCP

.

T = kijT,ij + a ✭✸✳✶✶✮

❛♥❞ ❢♦r ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧✱

ρCP

.

T = kT,ii + a

ρCP

.

T = k∆T + a.
✭✸✳✶✷✮

❋♦r ❛ st❛t✐♦♥❛r② s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t ❛ ✈♦❧✉♠❡ s♦✉r❝❡✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡s ✐♥t♦

∆T = 0. ✭✸✳✶✸✮

✸✳✶✳✸ ▲✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧

❆ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♥❡✇ s②st❡♠ ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ♦❢
❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❈❏✹✻❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t♦

ρCP

.

T −kiT,ii = a, ✭✸✳✶✹✮

✇✐t❤ k1, k2, k3 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②
♠❛tr✐① ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Λ =





k1 0 0
0 k2 0
0 0 k3



 . ✭✸✳✶✺✮

❇② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✱

xi → xi

√

ki

k
, ✭✸✳✶✻✮

❊q✳ ✸✳✶✹ ❜❡❝♦♠❡s

ρCP

.

T −kT,ii = a.

✸✷



❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s♦❧✐❞s ✭❊q✳
✸✳✶✷✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡s♣❡❝t❡❞✿

∣
∣
∣
∣
∣
∣

k
k1

0 0

0 k
k2

0

0 0 k
k3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
k3

k1k2k3

= 1. ✭✸✳✶✼✮

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦

k = (k1k2k3)
1/3. ✭✸✳✶✽✮

❚❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ♦❢
❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❊q✳ ✸✳✶✻ ❛♥❞ ❊q✳ ✸✳✶✽ ❛❧❧♦✇s ♦❜t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ s♦♠❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛❝❤✐❡✈❡ s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ ❊q✳ ✸✳✶✵✳

✸✳✶✳✹ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t r❡s♣♦♥s❡

❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ s♦❧✐❞
✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛t
t = 0✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦ ✈♦❧✉♠❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧✳
❚❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

.

T = αT,11 ✭✸✳✶✾✮

✇✐t❤ α = k
ρCP

✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛

tr❛♥s✐❡♥t ❛♥❞ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ t❡r♠ ❬❲✉✾✻❪✿

T = Ttrans(x, t) + Tdyn(x) · ei2πft, ✭✸✳✷✵✮

✇✐t❤ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ tr❛♥s✐❡♥t ❤❡❛t ✢✉① ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢r♦♠ ❛ ♠♦❞✉❧❛t❡❞
❤❡❛t ✢✉① ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳
❚❤❡ tr❛♥s✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Ttrans ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❤❡❛t ✢✉①

F (x = 0, t) = −kT,i|x=0 =
1

2
F0

❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❬❈❏✹✻❪

Ttrans(x, t) =
2F0

k

[√

αt

π
e

−x2

4αt − x

2
erfc

x

2
√
αt

]

✭✸✳✷✶✮

❛♥❞ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ x = 0✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s

Ttrans(x = 0, t) =
2F0

k

√

αt

π
. ✭✸✳✷✷✮

✸✸



❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Tdyn ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✢✉① ❛t x = 0 ♦❢

F (x = 0, t) =
1

2
F0e

i2πft

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❬❈❏✹✻❪

Tdyn(x, t > 0) =
F0√
2k

√

πf

α
ei(2πft−

√
πf
α

x−π
4
) ✭✸✳✷✸✮

❙♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✇❛✈❡✲✜❡❧❞s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r✲
♠♦♥✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ ❛s

e−
√

πf
α

x = e−2π x
λ , ✭✸✳✷✹✮

❛♥❞ t❤✉s ❞❡❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ r❛♣✐❞❧② ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② f ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛
❝♦♥st❛♥t (−π

4
) ♣❤❛s❡ ❧❛❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❧❛❣✱

√

πf

α
x, ✭✸✳✷✺✮

t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② f ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❧②
❞❛♠♣❡❞✳ ❆❢t❡r ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ = 2πµ✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❝r❡❛s❡s
t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ exp[−2π] = 0.19% ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ s❡♠✐✲
✐♥✜♥✐t❡ s♦❧✐❞ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❢♦r t❡st ♣❛rts ✇✐t❤ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ♦♥❡ ♦r t✇♦ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳
❈❋❘P ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛s ❛ t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ♦❢ t②♣✐❝❛❧❧② 0.2 · 10−6 m2s−1 ✭s❡❡ ❈❤❛♣✳ ✺✳✹✳✶✮✳
❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ▲ ♦❢ t❤❡ t❡st ♣✐❡❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 2λ✳ ❚❤❛t ❣✐✈❡s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢

fmin =
4π

L2
α. ✭✸✳✷✻✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ✭❛✮ P❡r✐♦❞✐❝ ❤❡❛t ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❜✮ s✉r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈s✳ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡
♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ❝❛s❡ ❬❲✉✾✻❪✳

❋♦r ❛ ❈❋❘P ♣❛rt ✷ ♠♠ t❤✐❝❦✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐s ✵✳✻✷ ❍③✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❛ ♣❛rt
✸ ♠♠ t❤✐❝❦✱ ✐t ✐s ✵✳✷✽ ❍③✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s
✐♥t♦ t❤❡ s♦❧✐❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢

√

4απf =
√

2αω. ✭✸✳✷✼✮

✸✹



❍❡r❡✱ ω = 2πf ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② α ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡✐t❤❡r ❜②
♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ① ♦r ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢
t❤❡ ✇❛✈❡✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✼✳✸✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧✲♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞
❛ st❡❛❞② st❛t❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛❢t❡r s♦♠❡ ♣❡r✐♦❞s✳

✸✳✶✳✺ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦❜❧❡♠

( )k x

0
k

0
k k+ ∆

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢♦r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❚❤❡ ❜♦❞② ✐s s✉♣♣♦s❡❞
t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s st❛t✐♦♥❛r②✿

.

T = 0✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ s♦✉r❝❡s a ❛r❡
s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

k(x) = k0 + ∆ke−(x
l )

2

✭✸✳✷✽✮

❛♥❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❜♦❞②✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ρCP

.

T = (kijT,j),i + a. ✭✸✳✷✾✮

■t ✐s ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦❞② ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
r❡❞✉❝❡s t♦✿

(kT,1),1 + a =
((

k0 + ∆ke−(x
l )

2
)

T,1

)

,1
+ a = 0 ✭✸✳✸✵✮

❛♥❞ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦✿

k0T,11 + ∆k
(

e−(x
l )

2
)

,1
T,1 + ∆ke−(x

l )
2

T,11 + a = 0. ✭✸✳✸✶✮

■❢ k ✐s ✉♥✐❢♦r♠✱ ∆k = 0 ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ k0T,11 + a = 0✳
■ t❤✐♥❦ t❤❛t ✐t ✇❛s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s✉♠
♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ (k0T,11 + a = 0) ❛♥❞ ❛ t❡r♠ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✿

✸✺



∆k
(

e−(x
l )

2
)

,1
T,1 + ∆ke−(x

l )
2

T,11✳ ❚❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t❤r♦✉❣❤ ✐ts

❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭l✮ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ ✐ts t❤❡r♠❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ✭∆k✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t✳
❊q✳ ✸✳✸✶ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧

k0T,11 + a′ = 0 ✭✸✳✸✷✮

✇✐t❤ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ s♦✉r❝❡s a′ ❜❡✐♥❣ ❛ t❡r♠ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✬s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞
t❤❡ t❤❡r♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✐ts❡❧❢✿

a′ = a+ ∆k
(

e−(x
l )

2
)

,1
T,1 + ∆ke−(x

l )
2

T,11. ✭✸✳✸✸✮

✸✳✷ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s

✸✳✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡②
❛r❡ ♥❛♠❡❞ ✐♥ ❤♦♥♦r ♦❢ t❤❡ ❊♥❣❧✐s❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝✐st ●❡♦r❣❡ ●r❡❡♥ ✭✶✼✾✸✲
✶✽✹✶✮✳ ❚❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥②
❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛♥② ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❉✐r❛❝
❉❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡✈❡r②✇❤❡r❡✳ ❚❤❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✬●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥✬❬❈❏✹✻❪✳
❆♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠✿

Lu(x) = f(x), ✭✸✳✸✹✮

✇❤❡r❡ L ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✱ x ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ f ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ●r❡❡♥✬s
❢✉♥❝t✐♦♥ ● ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

LG(x, x′) = δ(x− x′). ✭✸✳✸✺✮

▲ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x′✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r u ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

u(x) =

∫

f(x′)G(x, x′)dx′. ✭✸✳✸✻✮

❚♦ ❣❡t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❝❛❧❧❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s♦❧✉t✐♦♥✮ ✲ ✐✳❡✳ t♦ s❛t✐s❢② ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ✲ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥✳
❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

y(t) =
√

2π (G⊗ f) (t) =
√

2π

∫ +∞

−∞
G(t− t′)f(t′)dt′. ✭✸✳✸✼✮

✸✳✷✳✷ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥

❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ✭s❡❡ ❊q✳ ✸✳✶✵✮

T,ii −
1

α

.

T = −1

k
a. ✭✸✳✸✽✮

✸✻



❇② ✉s✐♥❣ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❞✉❝❡s t♦ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡
❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✿

g,ii(r, t; r0, t0) −
1

α

.
g(r, t; r0, t0) = −1

k
δ(r − r0, t− t0). ✭✸✳✸✾✮

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s✐♠♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ■t ✐s ❡❛s②
t♦ ✜♥❞ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❣✐✈❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❆ s❡t ♦❢ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s
❢♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❬❇❈❍❙▲✾✷❪✳ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❬▼❛♥✵✶❪ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❤❡❛t✐♥❣✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❖♥❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s✿

• t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ r❡❣✐♦♥✿ t❤❡ ❜♦❞② ❤❛s ♥♦ ❜♦✉♥❞❛r②❀

• t❤❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❜♦❞②✿ t❤❡ ❜♦❞② ❤❛s ♦♥❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✭❣❡♥❡r❛❧❧② s✐t✉❛t❡❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥
x = 0✮❀

• t❤❡ s❧❛❜✿ t❤❡ ❜♦❞② ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t✇♦ ♣❧❛♥❡s ✭❛t x = 0 ❛♥❞ x = d ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡
t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✮✳

✸✳✷✳✸ ■♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥✱ s♦♠❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣r❡ss ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t✐♠❡ t❂✵✳
❚❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠

T (xi, t = 0) = F (xi). ✭✸✳✹✵✮

❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❣❡t ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡
t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❡①♣r❡ss t❤❡ ❤❡❛t ♦r ✢✉① t❤❛t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡
❜♦❞②✳ ❚❤❡② ♠❛② ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤r❡❡ t②♣❡s ❛t ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r②✿

kiT,i(r, t) − hiT (r, t) = fi(t) ✭✸✳✹✶✮

❛t t❤❡ ✐✲t❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭i ∈ {0..5}✮✳ fi(t) ✐s ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s hi

❛♥❞ ki r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
r✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r hi ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✬❝♦♥st❛♥t✲✇✐t❤✲t✐♠❡ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t✬ ✭♦r ❝♦♥t❛❝t
❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s✐① ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ✭s❡❡ ❚❛❜✳ ✸✳✶✮✿

• ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ③❡r♦t❤ ❦✐♥❞✿ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②❀

• ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ✜rst ❦✐♥❞ ♦r ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

T (r, t) = fi(t); ✭✸✳✹✷✮

• ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞ ♦r ◆❡✉♠❛♥♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ❤❡❛t ✢✉① ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

kiT,i(r, t) = fi(t); ✭✸✳✹✸✮

✸✼



• ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤✐r❞ ❦✐♥❞ ♦r ❘♦❜✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛♥❞ ❤❡❛t ✢✉① ✭❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮

kiT,i(r, t) − hiT (r, t) = fi(t); ✭✸✳✹✹✮

• ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❢♦✉rt❤ ❦✐♥❞ ♦r ❈❛rs❧❛✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s ❛ t❤✐♥ ✜❧♠ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥✈❡❝✲
t✐♦♥

kiT,i(r, t) = fi(t) − (ρCPd)i

.

T
∣
∣
∣
ri

; ✭✸✳✹✺✮

❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t (ρCPd)i ✐s t❛❦❡♥ ❢♦r t❤❡ ✜❧♠ ❛t ✐ts l✲t❤ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ d r❡♣r❡s❡♥ts ✐ts
t❤✐❝❦♥❡ss✳

• ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ✜❢t❤ ❦✐♥❞ ♦r ❏❛❡❣❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s ❛ t❤✐♥ ✜❧♠ ✇✐t❤ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥

kiT,i(r, t) − hiT (r, t) = fi(t) − (ρCPd)i

.

T
∣
∣
∣
ri

. ✭✸✳✹✻✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

T (x, t) =

∫ ∞

x′=−∞
g(x, t/x′, 0)F (x′)dx′

+
α

k

∫ t

t′=0

∫ ∞

x′=−∞
g(x, t/x′, t′)a (x′, t′)dx′dt′.

✭✸✳✹✼✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ t❡r♠s✱ ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❋ ✭❝❛❧❧❡❞ ❛
✬♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥✬✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❤❡❛t s♦✉r❝❡s a✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬❇❈❍❙▲✾✷❪✳

❑✐♥❞ ❑✐♥❞ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✵ ③❡r♦t❤ ❦✐♥❞ ◆♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r②
✶ ✜rst ❦✐♥❞ ♦r ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♠♣♦s❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❊q✳ ✸✳✹✷
✷ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞ ♦r ◆❡✉♠❛♥♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♠♣♦s❡❞ ❤❡❛t ✢✉①✱ ❊q✳ ✸✳✹✸
✸ t❤✐r❞ ❦✐♥❞ ♦r ❘♦❜✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❊q✳ ✸✳✹✹
✹ ❢♦✉rt❤ ❦✐♥❞ ♦r ❈❛rs❧❛✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❚❤✐♥ ✜❧♠✱ ♥♦ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✱ ❊q✳ ✸✳✹✺
✺ ✜❢t❤ ❦✐♥❞ ♦r ❏❛❡❣❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❚❤✐♥ ✜❧♠✱ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✱ ❊q✳ ✸✳✷✳✸

✸✳✷✳✹ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬❇❈❍❙▲✾✷❪✱ ♥❛♠❡❧②✿

• ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠

• ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ✐♠❛❣❡s

• ▼❡t❤♦❞ ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s

• Pr♦❞✉❝t s♦❧✉t✐♦♥✳

✸✽



✸✳✸ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡✲✜❡❧❞s

■♥ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✱ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳
❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡✲✜❡❧❞s✱ ❛s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ▼❛♥❞❡❧✐s ❬▼❛♥✵✶❪✱ ✐s ✉s❡❞ t♦
s♦❧✈❡ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❤❡❛t✐♥❣✳

✸✳✸✳✶ ❯s❡ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s♦✉❣❤t ✐♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ st❡❛❞②✲♣❡r✐♦❞✐❝ r❡s♣♦♥s❡
❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ T (r, t) ❡①✐sts✿

θ(r, f) =

∫ ∞

−∞
T (r, t)e−i2πftdt, ✭✸✳✹✽✮

❛♥❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊q✳ ✸✳✶✵✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

1

α

∫ ∞

−∞

.

T (r, t)e−i2πftdt−
(∫ ∞

−∞
T (r, t)e−i2πftdt

)

,ii

=
1

k

∫ ∞

−∞
a(r, t)e−i2πftdt. ✭✸✳✹✾✮

❇② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts ✐♥ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥✱ T (r, t)
±∞−−→ 0✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ✈♦❧✉♠❡

s♦✉r❝❡s

θ,ii(r, f) − σ2 · θ(r, f) = −1

k
A(r, f), ✭✸✳✺✵✮

✇❤❡r❡

σ = (1 + i)

√

πf

α
=

(1 + i)

µ
✭✸✳✺✶✮

❛♥❞ µ ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ✐♥ [m]✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② σ ❤❛s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣
♦❢ ❛ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r✳

■♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s♦✉r❝❡ ✐s ❤❛r♠♦♥✐❝❛❧❧② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②
f0✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

T (r, t) = τ(r)ei2πf0t. ✭✸✳✺✷✮

❖♥❡ ❤❛s
∫ ∞

−∞
e−i2π(f−f0)tdt = 2πδ(f − f0). ✭✸✳✺✸✮

❇② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❊q✳ ✸✳✹✽ ❛♥❞
❜② ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

θ(r, f) =

∫ ∞

−∞
τ(r, f0)e

−i2π(f−f0)tdt = 2πτ(r, f0)δ(f − f0). ✭✸✳✺✹✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛t t❤❡ s✐♥❣❧❡
❢r❡q✉❡♥❝② f0 ❛♥❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❉❡❧t❛✲❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❍❡r❡✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧

✸✾



t♦ ✉s❡ τ(r, f)✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ τ(r, f0)✱ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡✲✜❡❧❞s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝
s♦✉r❝❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤❛r♠♦♥✐❝✱ ✐ts ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ δ(f − f0)✳ ❙♦✱ ❜②
✉s✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✺✹✱ t❤❡ ❉✐r❛❝✲♣❡❛❦ ❝❛♥ ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✸✳✺✵✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡✲✜❡❧❞s

τ,ii(r, f) − σ2τ(r, f) = −1

k
A(r, f), ✭✸✳✺✺✮

t❤❛t ✐s ♥♦t❡❞

θ,ii(r, f) − σ2(f)θ(r, f) = −1

k
A(r, f) ✭✸✳✺✻✮

❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✇❛s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ❞✐r❡❝t❧②✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❣✐✈❡♥ ✉s✐♥❣
❊q✳ ✸✳✺✷ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡✲✜❡❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ t❡r♠ ei2πft

T (r, t) = T (r, f)ei2πft. ✭✸✳✺✼✮

✸✳✸✳✷ ●❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥

▲❡t✬s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❊q✳ ✸✳✺✻ ❛s

G,ii(r; r0, f, t0) − σ2(f)G(r; r0, f, t0) = −1

k
δ(r − r0)e

−i2πft. ✭✸✳✺✽✮

● ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣

G(r, t; f, t0) =

∫ ∞

−∞
g(r, t; r0, t0)e

−iftdt ✭✸✳✺✾✮

t❤❛t ✇♦✉❧❞ s❛t✐s❢② t❤❡ ❤❡❛t ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❊q✳ ✸✳✺✽ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✸✳✺✻ ✐s

θ(r, f) =
(α

k

)∫∫∫

V

A(r, r0, f)G(r, r0, f)dV

+α

∮

S

[G(r, r0, f)θ,i(r, r0, f) −θ(r, r0, f)G,i(r, r0, f)] · dS.
✭✸✳✻✵✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ t❡r♠s✿ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝
s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✸✳✸✳✸ ❚②♣✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s

●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✜rst✱ s❡❝♦♥❞ ♦r t❤✐r❞ ♦r❞❡r✮✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❛ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❜♦❞② ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞ ✭t❤❡ ✢✉① ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

G(r, r′, f0) =
1

4πα

(e−σr

r
+
e−σr′

r′

)

, ✭✸✳✻✶✮

✇❤❡r❡

r =
√

(x1 − x10)2 + (x2 − x20)2 + (x3 − x30)2 ✭✸✳✻✷✮

r′ =
√

(x1 − x10)2 + (x2 − x20)2 + (x3 + x30)2. ✭✸✳✻✸✮

✹✵



✸✳✹ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s✉❜s✉r✲

❢❛❝❡ ❞❡❢❡❝ts

❚❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ✐♠❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❦✐♥
❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts✳ ❉❡❡♣❡r ❞❡❢❡❝ts ❛♣♣❡❛r ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❜❧✉rr❡❞✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✐s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❧♦❝❦✐♥
t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞s✱ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡
✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ♦♥❡
❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r s✐♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧
✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ♣❛rt✳ ❋♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧
❝❛s❡ ♦❢ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✱ ▼❛♥❞❡❧✐s✬ t❤❡♦r② ❬▼❛♥✵✶❪ ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡✲✜❡❧❞s✱
✐s ✉s❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛ st❛t✐❝ ❝❛s❡ t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

1
x

2x

d

1x

3x

Apparent size 

of the defect

PartDefect

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳

✸✳✹✳✶ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤♦♠♦❣❡✲

♥❡♦✉s s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ♣❛rt

❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊q✳ ✸✳✺✻✮✱ s♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡✿

• t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t❡st ♣❛rt ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ✭s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ♣❛rt✮❀

• t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✈♦❧✉♠❡ s♦✉r❝❡❀

• t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s✉r❢❛❝❡❀

• ❛ t✐♠❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✢✉① ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ x3 = 0 ✭❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥✮

F (rs, t) =
1

2
F0δ(f − f0); ✭✸✳✻✹✮

• ◆❡✉♠❛♥♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①✐st ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡

(G(r, r′, f)dS),i ⑤x3=0 = 0. ✭✸✳✻✺✮

✹✶



S0

Incoming light flux

✭❛✮

d

S0

S1

Incoming light flux

d

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ✢✉① ♦♥ t❤❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ♣❛rt❀ ✭❛✮ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ ✭❜✮
✇✐t❤ ❛ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② S1 ❛♥❞ ✐s ❛t ❛ ❞❡♣t❤ d✳

❙❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ♣❛rt ✇✐t❤♦✉t ❛ ❞❡❢❡❝t

❋✐rst t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ♣❛rt ✇✐t❤♦✉t ❛ ❞❡❢❡❝t ✭❋✐❣✳ ✸✳✺❛✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡
●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭s❡❝♦♥❞
❦✐♥❞✮ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❛r s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✸✳✻✶✿

G(r, r′, f0) =
1

4πα

(e−σr

r
+
e−σr′

r′

)

, ✭✸✳✻✻✮

✇❤❡r❡

r =
√

(x1 − x10)2 + (x2 − x20)2 + (x3 − x30)2 ✭✸✳✻✼✮

r′ =
√

(x1 − x10)2 + (x2 − x20)2 + (x3 + x30)2. ✭✸✳✻✽✮

❉✉❡ t♦ t❤❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ s♦✉r❝❡s✱ ❊q✳ ✸✳✻✵
r❡❞✉❝❡s t♦✿

θ(r, f0) = α

∮

S0

[G,i(r, r
′, f0)θ(r, r

′, f0)] · dS. ✭✸✳✻✾✮

❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✢✉① ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

F (rS, f0) = k
δ

δx3

θ(x10, x20, x30, f0)
∣
∣
∣
x3=0

, ✭✸✳✼✵✮

✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦

⇒ θ,i(r, r
′, f0)|x3=0 =

F0

2k
δ(f − f0). ✭✸✳✼✶✮

❇② ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s r❡s✉❧t ✐♥ ❊q✳ ✸✳✻✾✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

θ(r, f0) = α

+∞∫

−∞

1

4πα

(
e−σ·r

r
+
e−σ·r′

r′

)

· Fo

2k
δ(f − f0) · dx10dx20. ✭✸✳✼✷✮

✹✷



❆t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r x30 = 0✱ s♦ t❤❛t

θ(r, f0) =
Fo

4πk
δ(f − f0)

+∞∫

−∞

(
e−σ·ro

ro

)

· dx10dx20 ✭✸✳✼✸✮

✇✐t❤ r0 =
√

(x1 − x10)
2 + (x2 − x20)

2 + x2
3✳ ❇② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡







x1 − x10 = ρ cos θ

x2 − x20 = ρ sin θ

ρ2 = (x1 − x10)
2 + (x2 − x20)

2 ,

✭✸✳✼✹✮

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

θ(r, ω0) =
F0

4πk
δ(ω − ω0)

+∞∫

0

ρdρ
√

ρ2 + x2
3

e−σ·
√

ρ2+x2

3

2π∫

0

dθ ✭✸✳✼✺✮

❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ♣❛rt ✐s ②✐❡❧❞❡❞✿

θ0(r, f0) = F0

2k
δ(f − f0)σe

−σ·x3 , σ = (1 + i)
√

πf0

α
. ✭✸✳✼✻✮

❙❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ♣❛rt ✇✐t❤ ❛ ❞❡❢❡❝t

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♣❛rt ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛♥❛r ❞❡❢❡❝t S1 s✐t✉❛t❡❞ ❛t ❛ ❞❡♣t❤ d ❛♥❞ ♦❢
✉♥❦♥♦✇♥ s❤❛♣❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✺❜✮ ✐s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡✲✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞
❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡✲✜❡❧❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞ s❝❛tt❡r❡❞ ❜② t❤❡
❞❡❢❡❝t✳ ❋r♦♠ ❊q✳ ✸✳✻✵✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

θ(r, f) = θ0(r, f0) + θscattered(r, f0)

= θ0(r, f0) − α

∫

S1

[G(r, r′, f0)θ,i(r, r
′, f0) −θ(r, r′, f0)G,i(r, r

′, f0)] · dS1

= θ0(r, f0) − α

∫

S1

[
δ

δx3

(G(r, r′, f0) θ (r, r′, f0)

]

· dS1.

✭✸✳✼✼✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳ ❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❇♦r♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✿ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ ❛t ❛ ❞❡♣t❤ d ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ s✉r❢❛❝❡
t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
❜② t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s✐♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥
t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳

θ(r, f0) = R · (θ0(r, f0) + ∆θ(r, f0))

G(r, f0) = R · (G0(r, f0) + ∆G(r, f0)) .
✭✸✳✼✽✮

❍❡r❡✱ ❘ ✐s t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❇♦r♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦✿

θ(r, f) − θ0(r, f0) = −α ·R2

∫

S1

[
δ

δx3

(G0(r, r
′, f0) θ0 (r, r′, f0)

]

· dS1. ✭✸✳✼✾✮

✹✸



❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❙❋✮✱ ❤✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡

θ(r, f) − θ0(r, f0)

= −α ·R2

+∞∫

−∞

[
δ

δx3

(G0(r, r
′, f0) θ0 (r, r′, f0)

]

· sh(x1 − x10, x2 − x20) · dS

= h(x1, x2; f, x3) ⊗ sh(x1 − x10, x2 − x20).

✭✸✳✽✵✮

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

sh(x1, x2) =

{
0 (x1, x2) ∈ S
1 (x1, x2) /∈ S

✭✸✳✽✶✮

❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ ❡q✉❛❧s ♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡ ❛♥❞ ③❡r♦ ♦✉ts✐❞❡
t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❊q✳ ✸✳✼✾ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞
❢✉♥❝t✐♦♥

h = −αR2 ∂

∂x3

G0θ0 = −αR2 ∂

∂x3

(
1

4πα

e−σr

r
× F0

2k
σe−σx3

)

. ✭✸✳✽✷✮

• ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❝♦♥t❛✐♥s✿

∂

∂x3

(
e−σr

r
× e−σx3

)

=

(
∂

∂x3

1

r

)

e−σre−σx3 +

(
∂

∂x3

e−σr

)
1

r
e−σx3 +

(
∂

∂x3

e−σx3

)
e−σr

r
.

• ❚❤❡ ✜rst ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✉♠ r❡❞✉❝❡s t♦

∂

∂x3

1

r
= −x3

r3
.

• ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∂

∂x3

e−σr = −σe−σrx3

r
.

• ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②
∂

∂x3

e−σx3 = −σe−σx3 .

• ❚❤✉s ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

∂

∂x3

(
e−σr

r
× e−σx3

)

= −e−σre−σx3
σ

r

( x3

σr2
+
x3

r
+ 1
)

=

−e−σre−σx3
σ

r

(
x3

r

(
1

σr
+ 1

)

+ 1

)

.

✭✸✳✽✸✮

✹✹



❇② ✐♥s❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✸✳✽✸ ✐♥t♦ ❊q✳ ✸✳✽✷✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❙❋ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✿

h(x1, x2, x3; f0) =
F0

4πk
·R2 · σ

2 · e−σ·(r+x3)

r

(
x3

r

(

1 +
1

σr

)

+ 1

)

. ✭✸✳✽✹✮

❇② ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❜② d✱ t❤❡ ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

h(x1, x2; f0, d) =
F0

4πk
·R2 · σ

2 · e−σ·(r+d)

r

(
d

r

(

1 +
1

σr

)

+ 1

)

, ✭✸✳✽✺✮

✇❤❡r❡ r =
√

x2
1 + x2

2 + d2✳

✸✳✹✳✷ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ P❙❋ ❢♦r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s♦❧✐❞s

❆ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✸✳✶✳✸ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi

✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣

xi → xi

√

k

ki

. ✭✸✳✽✻✮

❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ki ❛s ✇❡❧❧ ❛s ρ ❛♥❞ CP t♦ ❣❡t ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥
t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ µ✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✿

• ❋✐rst✱ ♦♥❡ ❤❛s

σr → (1 + i)

√

πf0ρCP

k

√

x2
i

k

ki

= (1 + i)

√

x2
i

πf0ρCP

ki

= (1 + i)

√

x2
i

µ2
i

= (1 + i)r

✭✸✳✽✼✮

✇✐t❤ r =
√

x2

i

µ2

i

.

• ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

σd→ (1 + i)

√

πf0ρCP

k
d

√

k

k3

= (1 + i)d

√

πf0ρCP

k3

= (1 + i)
d

µ3

. ✭✸✳✽✽✮

• ❚❤❡♥

d

r
→

d
√

k
k3

√

x2
i

k
ki

=

d√
k3

√
x2

i

ki

=
d
√

πf0ρCP

k3

√

x2
i

πf0ρCP

ki

=
d

µ3

√
x2

i

µ2

i

=
d

µ3r
✭✸✳✽✾✮

• ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②

σ2

r
→ (1 + i)2 πf0ρc

k
√

x2
i

k
ki

=
(1 + i)2 (πf0ρc)

3/2

k3/2

√

x2
i

πf0ρc
ki

=
(1 + i)2 (πf0ρc)

3/2

k3/2

√
x2

i

µ2

i

.

✹✺



❇② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❊q✳ ✸✳✶✽✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

k3/2 = (k1k2k3)
1/2

❛♥❞

k
1/2
i →

(
ki

πf0ρc

)1/2

(πf0ρc)
1/2 = µi (πf0ρc)

1/2

❛♥❞
k3/2 = µ1µ2µ3 (πf0ρc)

5/2 .

❋✐♥❛❧❧②

σ2

r
→ (1 + i)2

rµ1µ2µ3

. ✭✸✳✾✵✮

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❊q✳ ✸✳✽✼✲ ✸✳✾✵ ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞✳ ❇② ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❊q✳ ✸✳✽✺✱ t❤❡
♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡ ❢♦r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s♦❧✐❞s ✐s ❢♦✉♥❞✿

ha(x1, x2; f0, d) =

Fo

4πk
·R2 · (1 + i)2

µ1µ2µ3

· e
−(1+i)

(

r+ d
µ3

)

r
·
(

d

µ3 · r

(

1 +
1

(1 + i)r

)

+ 1

) ✭✸✳✾✶✮

✇❤❡r❡ r =
√

x2

i

µ2

i

❛♥❞ µi =
√

ki

πf0ρCP
=
√

αi

πf0

✱ i ∈ {1..3}, ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣❡♥❡tr❛✲

t✐♦♥ ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r k ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ✐t ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳

✸✳✹✳✸ P❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st

■♥st❡❛❞ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❤❛s❡ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡
♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ❢✉♥❝t✐♦♥

∆Φ = ΦS1
− ΦS0

= arg(S1) − arg(S0) ✭✸✳✾✷✮

❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❞❡❢❡❝t✲❢r❡❡ ❛r❡❛✱ S0✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛✱ S1✳
❍❡r❡✱ ΦS1

✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❢♦r ❛ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ ΦS0
✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛ ❞❡❢❡❝t✲❢r❡❡ ❛r❡❛✳

■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❬❋❍❙❲✾✷❪ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡
✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞
❢✉♥❝t✐♦♥✿

∆Φ ≈ Im (sh ∗ h) . ✭✸✳✾✸✮

❋♦r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♥tr❛st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❛❧
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

∆Am ≈ Re (sh ∗ h) . ✭✸✳✾✹✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t✲
s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s

h∆Φ(x1, x2; f0, d) =

Im

[
F0

4πk
·R2 · σ

2 · e−σ·(r+d)

r

(
d

r

(

1 +
1

σr

)

+ 1

)]
✭✸✳✾✺✮

✹✻





0.01 0.02 0.03

0.04 0.05 0.06

0.07 0.08 0.09

0.1 0.11 0.12

✭❛✮ P❤❛s❡ ✐♠❛❣❡ ✷ ♠♠

0.01 0.02 0.03

0.04 0.05 0.06

0.07 0.08 0.09

0.1 0.11 0.12

✭❜✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✷ ♠♠

0.01 0.02 0.03

0.04 0.05 0.06

0.07 0.08 0.09

0.1 0.11 0.12

✭❝✮ P❤❛s❡ ✐♠❛❣❡ ✸ ♠♠

0.01 0.02 0.03

0.04 0.05 0.06

0.07 0.08 0.09

0.1 0.11 0.12

✭❞✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✸ ♠♠

0.01 0.02 0.03

0.04 0.05 0.06

0.07 0.08 0.09

0.1 0.11 0.12

✭❡✮ P❤❛s❡ ✐♠❛❣❡ ✹ ♠♠

0.01 0.02 0.03

0.04 0.05 0.06

0.07 0.08 0.09

0.1 0.11 0.12

✭❢✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✹ ♠♠

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❉❡❢❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❛✲❝✲❡✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ α =❬✵✳✺ ✵✳✺ ✵✳✷✼❪ ♠♠2 · s−1

✭❜✲❞✲❢✮ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❧♦❝❦✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

✹✽



❈❤❛♣t❡r ✹

■♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ◆❉❚

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ◆❉❚
✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡r✲
♠❛❧ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✉t♦♠❛t❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛❧❧♦✇ ✭✶✮ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✭✷✮ ✜❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ✭✸✮ ❡①tr❛❝t✲
✐♥❣ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❞❡s❝r✐❜❡s ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t
❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✿

• ❙t✐t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛②✐♥❣ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✿ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✉t♦♠❛t❡ t❤❡ ❞❡s❦❡✇ ♦r ♦✈❡r❧❛② ♦❢
✐♠❛❣❡s✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥ts ✭❝❛❧❧❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✮ t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛r❡
✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ♠❛t❝❤ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

• ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♣✐①❡❧s✿ ❛ t❛s❦ ✐♥ ◆❉❚ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ❛❝❝✉r❛t❡❧②
s❡♣❛r❛t❡s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢r♦♠ ❞❡❢❡❝t✳

• ❈❧✉st❡r✐♥❣✿ ❛ ❢✉rt❤❡r t❛s❦ ❛❢t❡r t❤❡ ♣✐①❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐s t❤❡ st❡♣ ❝❛❧❧❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✭❝❧✉st❡r❡❞✮✳

• P♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✿ ❜❧✉rr❡❞ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤
❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❤❛r♣ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❛ ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦
r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ s❤❛r♣ ✐♠❛❣❡✳ ■t ✐s ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳

✹✳✶ ❙t✐t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛②✐♥❣ ✐♠❛❣❡s

■♥ ❈❤❛♣✳ ✺✱ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝t✐❢② s✐♥❣❧❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t ◆❉❚ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❞❛t❛ ❢✉s✐♦♥
✐♥ ❈❤❛♣✳ ✼✳ P❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡s t♦
❡①t❡♥❞❡❞ ♣❛♥♦r❛♠❛s ✭❈❤❛♣✳ ✻✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ♦✈❡r❧❛②✐♥❣✱ ❛♥❞ st✐t❝❤✐♥❣
✐♠❛❣❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ ♣❛♥♦r❛♠❛s ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✳ ❋✐rst✱ ❢❡❛t✉r❡s ❤❛✈❡
t♦ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❡✐t❤❡r ♠❛♥✉❛❧❧② ♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞
❞❡t❡❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❧✐♥❦s ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡s✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳
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Matching of features

Optimization of matching

Automatic feature detectors
Harris, SIFT, SURF

Optimization of matching
RANSAC

Computation of the

Panorama, stitched im

Manual selection of features

he transformation F

 images, overlaid images

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ st❡♣s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ F ✳ ❆❢t❡r ❢❡❛t✉r❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❡✐t❤❡r ♠❛♥✉❛❧❧② ♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❛♥❞ t❤❡
♦✉t❧✐❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❘❆◆❙❆❈✳

✹✳✶✳✶ ❋❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥

❋❡❛t✉r❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❋ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥t❡r❡st
♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡❞❣❡s✱ ❝♦r♥❡rs ♦r t❡①t✉r❡s t❤❛t ❛r❡
❡❛s② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❝♦♠♣r✐s❡
❝❛♠❡r❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦❜❥❡❝t tr❛❝❦✐♥❣✱ ♦❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣❛♥♦r❛♠❛
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✐♥❣❧❡ ✈✐❡✇s✳
■♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥tr❛st ✐s ♦❢t❡♥ ❧♦✇ ❛♥❞ ♥♦ str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ✐♥
t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❘❡tr♦✲r❡✢❡❝t✐✈❡ ❧❛❜❡❧s ❛r❡ st✐t❝❤❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥
t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧❛❜❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❡✐t❤❡r ♠❛♥✉❛❧❧② ♦r ✇✐t❤ ❛♥
❛✉t♦♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡
❍❛rr✐s ❈♦r♥❡r ❉❡t❡❝t♦r ❬❙❚✾✹❪✱ ❙■❋❚ ❢❡❛t✉r❡s ❬▲♦✇✾✾❪✱ ❛♥❞ ❙✉r❢ ❢❡❛t✉r❡s ❬❇❚❱●✵✻❪✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❛r❦❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡sts ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t
❢❡❛t✉r❡s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳

▼❛r❦❡rs

❉✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❡sts✳ ❋✐rst✱ ❢♦r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣
❛ s❝❛❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ r♦✉♥❞ ♠❛r❦❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❆✐❝♦♥ ❝♦♠♣❛♥② ✭❋✐❣✳ ✹✳✸❛✮ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞
♦♥ ❛ s♣❡❝✐❛❧ r❡tr♦✲r❡✢❡❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥
✐♥❢r❛r❡❞✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❧❛❜❡❧s ✐s t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t s✐t✉❛t❡❞ ❛t
t❤❡✐r ❝❡♥t❡r✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛r❦❡rs
✇✐t❤ ❛ r✉❧❡r✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧s s❤♦✉❧❞ ❞❡❧✐♠✐t t❤❡ ③♦♥❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❩❖■✮ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦♥ ❡①t❡♥❞❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛s ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳
❋♦r ❝r❡❛t✐♥❣ ♣❛♥♦r❛♠❛s ✭❈❤❛♣✳ ✻✮✱ ♦t❤❡r ♠❛r❦❡rs ❝✉t ❢r♦♠ ❛❧✉♠✐♥✉♠ t❛❜s ❛r❡ ✉s❡❞
✭❋✐❣✳ ✹✳✸❜✮ ❛♥❞ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❧♦✇✲❝♦♥tr❛st❡❞ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❛❞✲
✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t ❝♦r♥❡rs ❛r❡ ✇❡❧❧✲❞❡t❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs✳
❚❤❡s❡ ❧❛❜❡❧s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ✐♥ ✐♥❢r❛r❡❞ ✐♠❛❣❡s✱ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ✐♠❛❣❡s
♦❢ ♦t❤❡r ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✲ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❇✲ ❛♥❞ ❈✲s❝❛♥s ♦❢ ✉❧tr❛s♦♥✐❝
t❡st✐♥❣✳ ❙♦✱ ❛♥♦t❤❡r ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❧❛❜❡❧s ✐s t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♦❢

✺✵





●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ r❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a =
[
a b c d e f

]T

❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥✐❝

F (a, x) = ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f ✭✹✳✶✮

❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✭①✱②✮✳ ❚❤❡ ✜tt✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s✉♠ DA(a) =
N∑

i=1

F (xi)
2✳

❚♦ ❛✈♦✐❞ ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t t❤❡ tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❂✵ ✭❛♥❞ s✐♥❝❡ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ s♦✲
❧✉t✐♦♥✮✱ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a ❤❛s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬❋P❋✾✾❪ ♣r♦♣♦s❡
s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❛t

4ac− b2 = 1 ⇔ aTCa = 1✱ ✇❤❡r❡ C =











0 0 2 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0











✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

DTDa− λCa = 0

aTCa = 1,
✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ D = [ x1 x2 ... xN ]T ✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s t♦

Sa = λCa

aTCa = 1
✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡ S = DTD✳ ❇② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r s②st❡♠✱ s✐① ♣❛✐rs ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs (λi, ui) ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

❛❞♠✐ts ♦♥❧② ♦♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ai = µiui ✇✐t❤ µi =
√

1
uT

i Sui
=
√

1
uT

i Cui
✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡

✉♥✐q✉❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ λi > 0✳
❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✜tt✐♥❣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇❛s t❤r❡s❤♦❧❞❡❞
t♦ ❣❡t t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❧✐♣s❡✳ ❚❤❡ ✜t ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡✳

❍❛rr✐s ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t♦r

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✻ t♦ ❞❡t❡❝t ❢❡❛t✉r❡s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳
❚❤❡ ❍❛rr✐s ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t♦r ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✶✾✽✽ ❬❍❙✽✽❪ ❛♥❞ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠♦st
✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t♦r✳ ■t ✉s❡s t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞ ❜②

H(x, y, σ) =

[
L2

x(x, y, σ) LxLy(x, y, σ)
LxLy(x, y, σ) L2

y(x, y, σ)

]

, ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡ L2
x(x, y, σ) ✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ∂2

∂x2 g(x, y, σ)
✇✐t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ I ❛t ♣♦✐♥t (x, y) ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ s❝❛❧❡ σ✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r L2

y ❛♥❞ LxLy✳ ❚❤❡

✺✷



❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❊❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❧✐♣s❡ ✜tt✐♥❣ ♦♥ ❛ ♠❛r❦❡r ✐♥ ❛♥ ❖▲❚ ✐♠❛❣❡✳

❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ❛r❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r ❛ ✇✐♥❞♦✇ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t ✭①✱②✮✳
❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ ✐s ❛ ❢❡✇ ♣✐①❡❧✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s

g(x, y, σ) =
1√
2πσ

e−(x2+y2)/2σ2

. ✭✹✳✺✮

❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

R = det(H) − k · trace2(H), ✭✹✳✻✮

✇❤❡r❡ k ✐s ❛ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❈♦r♥❡rs ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s✐♥❝❡ R ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦r♥❡r
r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❡❞❣❡ r❡❣✐♦♥s✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k = 0.04 ❬❍❙✽✽❪ ✐s t❛❦❡♥✳
❚❤❡ ❍❛rr✐s✲❝♦r♥❡r ♠❡t❤♦❞ ✇❛s r❡✜♥❡❞ ❜② ❙❤✐ ❛♥❞ ❚♦♠❛s✐ ❬❙❚✾✹❪ ❛♥❞ ✐s ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦
❛s t❤❡ ✬❙❤✐✲❚♦♠❛s✐ ❞❡t❡❝t♦r✬✳ ■t ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❍❛rr✐s ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t♦r✳ ❍❡r❡✱ t❤❡
❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① H ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❜✉t ❛♥♦t❤❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳ ❲❤❡♥ ❜♦t❤
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ1 ❛♥❞ λ2 ♦❢ ♠❛tr✐① ❍ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ λ

min(λ1, λ2) > λ, ✭✹✳✼✮

t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❢❡❛t✉r❡✳ ❋✐❣✳ ✹✳✺ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢
❞❡t❡❝t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ❖▲❚ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣✐❡❝❡s ❛r❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♠❛r❦❡rs✳ ❚❤❡
❝♦r♥❡rs ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ✇❡❧❧✲❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❍❛rr✐s ❞❡t❡❝t♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❑♦✈❡s✐✶

✐s t❛❦❡♥ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❝♦r♥❡rs ♦❢ ♠❛r❦❡rs✳

❙■❋❚ ❢❡❛t✉r❡s

❚❤❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ♦❢ ❍❛rr✐s ❢❡❛t✉r❡s ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t s❝❛❧❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♦❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳ ▲✐♥❞❡❜❡r❣ ❬▲✐♥✾✽❪ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ s❝❛❧❡
✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❞ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐①✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
▲❛♣❧❛❝✐❛♥✱ t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s r❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬▼❙✵✶❪✳ ❆ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛rr✐s ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t♦r ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✇❛s ✉s❡❞✳ ❚❤❡
❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥
✇❛s ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ❛ s❝❛❧❡✳

✶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝ss❡✳✉✇❛✳❡❞✉✳❛✉✴

✺✸



❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❋❡❛t✉r❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t✇♦ ❖▲❚ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ✭✵✳✵✶ ❍③✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❉♦✇♥s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ❙■❋❚ ❢❡❛t✉r❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ▲♦✇❡ ❛♥❞ ❇r♦✇♥ ❬▲♦✇✾✾✱ ❇▲✵✼❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥✬s ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✲♦❢✲●❛✉ss✐❛♥ ✭❉♦●✮ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❢❛st❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❉♦● ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

D(x, y, σ) = L(x, y, kiσ) − L(x, y, kjσ), ✭✹✳✽✮

✇❤❡r❡ L(x, y, kσ) ✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ I t❛❦❡♥ ❛t ♣♦✐♥t (x, y) ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉s✲
s✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ G(x, y, kσ)✳ ❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✲♦❢✲
●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤❡ s❝❛❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ✭❙■❋❚ ❢❡❛t✉r❡s✮ ❛r❡ r♦❜✉st✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜✉✐❧❞s ❛ ♣②r❛♠✐❞
♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❧♦♦❦s ❢♦r ❢❡❛t✉r❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t
s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ s✐③❡ ✐s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❞♦✇♥s❛♠♣❧❡❞ ✭❋✐❣✳ ✹✳✻✮✱ ♠❛❦✐♥❣ ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡s ❛♣♣❡❛r
✐♥ ❛ ❞♦✇♥s❛♠♣❧❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❆ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❢❡❛t✉r❡✳ ❊❛❝❤
♣♦✐♥t ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs ✭❙■❋❚ ❦❡②s✮ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐♦♥
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts s❝❛❧❡ ❧❡✈❡❧✳ ❆t ❡❛❝❤ ❢❡❛t✉r❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❛♥
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❆ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✶✷✽ ❜✐♥s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳
❋✐❣✳ ✹✳✼ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❙■❋❚ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t✇♦ ❖▲❚ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ❛t

✺✹



❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✵✳✵✶ ❍③✳ ❱❡✈❛❧❞✐✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✷ ✐s t❛❦❡♥✳ ❚❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ ❙■❋❚ ✐s t❤❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✈❡❝t♦r✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✶✷✽ ❜✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s
t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♠❛t❝❤❡❞ ❙■❋❚ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❖▲❚ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s
❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ✭✵✳✵✶ ❍③✮✳

❙❯❘❋ ❢❡❛t✉r❡s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♠❛t❝❤❡❞ ❙❯❘❋ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❖▲❚ ♣❤❛s❡
✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ✭✵✳✵✶ ❍③✮✳

❆♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ s♣❡❡❞❡❞✲✉♣ r♦❜✉st ❢❡❛t✉r❡s ❞❡t❡❝t♦r ✭❙❯❘❋✮✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❇❛② ❡t ❛❧ ❬❇❚❱●✵✻❪✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ❜✉t ✉s❡s
❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❜♦① ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡
❞❡s❝r✐♣t♦r ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ✻✹ ❜✐♥s ❛♥❞ ②✐❡❧❞s ♥❡❛r❧② t❤❡ s❛♠❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ②❡t ✐t ✐s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r✳
❋✐❣✳ ✹✳✽ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❯❘❋ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t✇♦ ❖▲❚ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s
❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✵✳✵✶ ❍③✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❛② ❡t ❛❧ ✐s t❛❦❡♥ ✸✳

✷❤tt♣✿✴✴✈✐s✐♦♥✳✉❝❧❛✳❡❞✉✴ ✈❡❞❛❧❞✐✴❝♦❞❡✴s✐❢t✴s✐❢t✳❤t♠❧
✸❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✈✐s✐♦♥✳❡❡✳❡t❤③✳❝❤✴ s✉r❢✴♣❛♣❡rs✳❤t♠❧✬

✺✺



✹✳✶✳✷ ▼❛t❝❤✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts

❖♥❝❡ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ❛ ♥❡①t st❡♣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣
t❤❡ ♣♦✐♥ts t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣❡✳ ■♥
♠♦st ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❖♥❧②
✇✐t❤ ❝♦rr❡❝t ♠❛t❝❤❡s ❝❛♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❋♦r
♠❛♥✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ F ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✳ ❚❤❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞
❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs r❡q✉✐r❡ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ st❡♣✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙■❋❚ ❛♥❞ ❙❯❘❋ ✭s❡❡
❈❤❛♣✳ ✻✳✷✳✷✮ ❤❛✈❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞
❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡s✳ ❋♦r ❍❛rr✐s ❢❡❛t✉r❡s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❦✲❞ tr❡❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠
❛ ♠❛t❝❤✳ ❙♦♠❡ ♠❛t❝❤❡s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❝♦rr❡❝t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✲ ❤❡r❡
❘❆◆❙❆❈ ❬❋❇✽✶❪ ✲ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦✉t❧✐❡rs✳

❑✲❞ tr❡❡

❑✲❞ tr❡❡ ❬❇❡♥✼✺❪ ✐s ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ♣❛rt✐t✐♦♥s s♣❛❝❡ ✐♥ ❛ ❜✐♥❛r② ❢❛s❤✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t✳ ❋♦r ♠❛t❝❤✐♥❣✱ t❤❡ ♥❡❛r❡st
♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❆♥ ✐♥✐t✐❛❧
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ✐♠❛❣❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❛s ✐♥♣✉t✳ ❍❡r❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❘❆◆❙❆❈

❆❢t❡r t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ st❡♣s✱ ❢❛❧s❡❧② ♠❛t❝❤❡❞ ♣♦✐♥ts ❝❛❧❧❡❞ ✬♦✉t❧✐❡rs✬ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❧❡❢t ✐♥ t❤❡ s❡t
♦❢ ♠❛t❝❤❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
♣r❡❝✐s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘❆◆❙❆❈✮
❬❋❇✽✶❪✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉t✐❧✐③❡s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡t ♦❢ r❛♥❞♦♠❧② ✉s❡❞ ♣♦✐♥ts ✭❛ ❝♦♥s❡♥s✉s ❞❡✲
♥♦t❡❞ ❛s r✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♦r✱ ❤❡r❡✱ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❢♦r ♣❛♥♦r❛♠❛ ♦❢ ❝✉r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✻✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ♠❛♥② t✐♠❡s ❛♥❞
t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❧✐❡rs ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳ ■❢ pi ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥ ♦✉t❧✐❡r ✐s ❝❤♦s❡♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❢♦r ♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s

p(Hiscorrect) = (1 − (1 − pi)
r)n. ✭✹✳✾✮

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r pi = 0.5 ❛♥❞ r = 8✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥ ♦✉t❧✐❡r ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛❢t❡r ✶✵✵✵
tr✐❛❧s ✐s ♦♥❧② ✷ ✪ ❛♥❞ ❛❢t❡r ✶✵✵✵✵ tr✐❛❧s 10−15 ✪✳
❋✐❣✳ ✹✳✾ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❘❆◆❙❆❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❇♦t❤ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♦✈❡r✲
❧❛✐❞✳ ❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✲ ❤❡r❡✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❙■❋❚ ♠❡t❤♦❞ ✲ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛✐❞ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s
❧✐♥❦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❖♥❡ ♥♦t✐❝❡s t❤❛t ❛❢t❡r ✉s✐♥❣ ❘❆◆❙❆❈✱ ❞♦✉❜❧❡✲♠❛t❝❤❡s ❛♥❞
♦✉t❧✐❡rs ❛r❡ ❛❧❧ s✉♣♣r❡ss❡❞✳

✹✳✶✳✸ ❉✐✛❡r❡♥t tr❛♥s❢♦♠❛t✐♦♥s

P❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡
❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ❣❡♦❞❡s②✱ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❬❍❲✾✼❪ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ❛❡r✐❛❧ ♣❤♦t♦s✳
P❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ s✉❝❤ ❛s ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣❧❛♥❡

✺✻





❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❬❙③❡✵✹❪✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❆ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ✸❉✲r♦t❛t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✵✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶✱ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❋♦r ❛ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ r♦t❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛❧❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ r❡❢❡r❡♥❝❡
♣♦✐♥ts ✭s❡❡ ❈❤❛♣✳ ✹✳✶✳✶✮✳ ❇♦t❤ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♦✈❡r❧❛✐❞✳

❘❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✢❛t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

■♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ ✜rst t❛s❦ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❝❛❧❡ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❆♥ ❡❛s②
✇❛② ✐s t♦ ❛tt❛❝❤ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❛❧❡ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡✐♥❣ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ✐❢
t❤❡ ♣❛rt ✐s ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐st♦rt❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ❣❡t
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t❡❞ ♣❛rt
✐s ❦♥♦✇♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s♦♠❡ ❝❛♠❡r❛s ♦✇♥ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❧❛s❡r ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✳ ■♥ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ t❡st✐♥❣✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ s❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡
♣❛rt ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥✳
❋♦r r❡❝♦r❞✐♥❣ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t❡❞ ♣❛rts ♠✉st ♦❢t❡♥ ❜❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ t♦ ❛✈♦✐❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❞✐st✉r❜ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡
✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚♦ ♣r♦♣❡r❧② q✉❛♥t✐❢② ❞❡❢❡❝ts✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❤❛s
t♦ ❜❡ ❞❡s❦❡✇❡❞✳
❆ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❍❡❧♠❡rt✲tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬▲✉❤✵✸❪✱ ✐s ✉t✐❧✐③❡❞✳ ❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❢♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ❍❡❧♠❡rt✲
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡♥s❡s✳
❙❡✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✿ t❤r❡❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s (X0, Y0, Z0)✱ t❤r❡❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s (ω1,
ω2, ω3)✱ ❛♥❞ ♦♥❡ s❝❛❧❡✲❢❛❝t♦r ♠✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

−→
❳ =

−→
❳ ✵ + ♠ · ❘ · −→① , ✭✹✳✶✶✮

✇❤❡r❡
−→
❳ =






❳✵

❨✵

❩✵




 ✐s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✱ −→① =






①

②

③




 ✐s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞

✺✽



❘ = ❘ω1 ·Rω2 ·Rω3

=





1 0 0
0 cosω1 − sinω1

0 sinω1 cosω1









cosω2 0 sinω2

0 1 0
sinω2 0 cosω2









cosω3 − sinω3 0
sinω3 cosω3 0

0 0 1





=





cosω2 cosω3 − cosω2 sinω3

cosω1 sinω3 + sinω1 sinω2 cosω3 cosω1 cosω3 − sinω1 sinω2 sinω3

sinω1 sinω3 − cosω1 sinω2 cosω3 sinω1 cosω3 + cosω1 sinω2 sinω3

sinω2

− sinω1 cosω2

cosω1 cosω2





=





r11 r21 r31
r21 r22 r23
r31 r32 r33





✭✹✳✶✷✮

✐s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❬▲✉❤✵✸❪✳ ❇② ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr②✱ ❛r❡ ②✐❡❧❞❡❞✿

❳ ✲❳✵ = (❩✲❩✵) ·
r11 · ① + r21 · ② + r31 · ③
r13 · ① + r23 · ② + r33 · ③

+ ∆①

❨✲❨✵ = (❩✲❩✵) ·
r12 · ① + r22 · ② + r32 · ③
r13 · ① + r23 · ② + r33 · ③

+ ∆②,

✭✹✳✶✸✮

✇❤❡r❡ ∆①✱ ∆② ✐s ❛♥ ❛❞❞❡❞ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳ ❇② ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ (∆①,∆②)✱
t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

❳′ =
a1① + b1② + c1
a3① + b3② + 1

,❨′ =
a2① + b2② + c2
a3① + b3② + 1

✭✹✳✶✹✮

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❍❡r❡✱ ❳′,❨′ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✐♠❛❣❡
S ✭✐♥ ♠✮✱ ①, ② ❛r❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ SP ✭✐♥
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s✮ ❛♥❞ ai, bi, ci, i ∈ {1...3} ❛r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✈✐❛ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥ts✳
❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ✢❛t ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✷ s❤♦✇s
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s r❡❝t✐✜❡❞
❛s ✐❢ ✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s st❡♣ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ s✐③❡s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✳
Pr♦❥❡❝t✐✈❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ♣❛♥♦r❛♠❛s ♦❢ ❧❛♥❞s❝❛♣❡s ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❧✐❡ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♥❡❛r✲✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❝✉r✈❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤✐s tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❝✉r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡s✱ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s
♣r❡❢❡r❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s

❳ = a0 + ❛✶① + ❛✷② + ❛✸①
✷ + ❛✹②

✷ + ..., ❨ = b✵ + b✶① + ❜✷② + b✸①
✷ + ❜✹②

✷ + ... ✭✹✳✶✺✮

❆ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ♦r❞❡r ✷ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■❢ ♦♥❡ ✉s❡s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
♦❢ ♦r❞❡r ✸✱ ✉♥✇❛♥t❡❞ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✻
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣❛♥♦r❛♠❛s ♦❢ ❧♦♥❣ ❛♥❞ ❝✉r✈❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✺✾



a) b)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr②❀ ✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭❖▲❚✱
♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡✱ ✵✳✵✶ ❍③✮❀ ✭❜✮ r❡❝t✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ s❝❛❧❡✳

✹✳✷ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♣✐①❡❧s

❚❤❡ ✜rst t❛s❦ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣♦✐♥t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛
♦r ♥♦t✱ ❛ st❡♣ ❝❛❧❧❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▼❛♥② ♠❡t❤♦❞s ❡①✐sts✱ ❧✐❦❡ r❡❣✐♦♥ ❣r♦✇✐♥❣ ♦r t❤r❡s❤♦❧❞
♠❡t❤♦❞s✳ ▼❛❧❞❛❣✉❡ ❡t ❛❧ ❬▼❑P✾✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts
✐♥ t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣❡s✳
■♥ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ◆❉❚✱ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡s ❛s ❞❡❢❡❝ts ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❛t ❧❡❛st ✻ ❞❇ ❛❜♦✈❡
♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ❙◆❘ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣

SNR = 10 · log10 ·
Psignal

Pnoise

= 20 · log10 ·
Asignal

Anoise

, ✭✹✳✶✻✮

✇❤❡r❡ P ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❆ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
❛ ♠❛♥✉❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❙◆❘✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ Amax ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ Nmax✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ Nmin ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r♦✜❧❡ ❧✐♥❡
❛❝r♦ss t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ ❙◆❘ ✐s t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤

SNR = 20 · log10 ·
Amax −Nmin

Nmax −Nmin

. ✭✹✳✶✼✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❙◆❘ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞
✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳

✹✳✷✳✶ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥

❋♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙◆❘✱ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡ t♦
❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞✳ ■t ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❞✉r✐♥❣ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✇❛②✿

Iinh = I ∗ SM + SA ✭✹✳✶✽✮

✇❤❡r❡ Iinh ✐s t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♠❛❣❡✱ I ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
✜❡❧❞✱ SM ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ SA ✐s t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧

✻✵



a) b) c)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ✐♥ ❛ r❛✇ t❤❡r♠❛❧ ❧✐✈❡ ✐♠❛❣❡✳ ✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣❡✱ ✭❜✮ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
✭❝✮ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✐♠❛❣❡✳

♦❢ t❤❡ r❡tr♦✲r❡✢❡❝t✐✈❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛♥❞✴♦r t❤❡
❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳
■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❖♠❛r ❡t ❛❧ ❬❖❍❙❆✵✺❪ ✐s ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧
♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t SA✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t SM ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥✲
st❛♥t✳ ❋♦r t❤✐s t❛s❦✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ s✉rr♦✉♥❞ Tsurr(i, j, t) ✐s s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧
✈❛❧✉❡ Tpix(i, j, t) ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

T (i, j, t) = Tpix(i, j, t) − Tsurr(i, j, t) ✭✹✳✶✾✮

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✸✳ ❚❤✐s st❡♣ ✐s ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦r r❡tr♦s♣❡❝t✐✈❡ s❤❛❞✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ✷❉✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✜tt✐♥❣ ❬■❈✵✺❪✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡♥tr♦♣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
❬▲❱❱✵✸❪ ♦r ♦❢ ❬❙❍❩❲✵✻❪ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳

✹✳✷✳✷ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ❙◆❘ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛s

❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❙◆❘✱ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞✿

SNR = 10 × log10
(
∑

i

∑

j [Therm(i, j)2]/(ncol × nrow)

1/2[σg(N(i))]2

)

, ✭✹✳✷✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ (i, j) ❛r❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡
♣✐①❡❧✱ ❛♥❞ ncol✱ nrow ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
♠❡❛♥ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦✱ ❛♥❞ σg t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ N(i, j)✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡
✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥t ♦♥❡✳

✹✳✷✳✸ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❙◆❘ t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳
❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✹✳✶✹✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

f(x) =
1

σg

√
2π

exp

(

−1

2

(
x− µg

σg

)2
)

, ✭✹✳✷✶✮
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✇❤❡r❡ µg ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ σg t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝✉r✈❡✱ ❛♥❞ ✐s ✜tt❡❞
t♦ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡② ❝♦♥t❛✐♥
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥
❝✉r✈❡ s✐t✉❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧✐♠✐t t❤❛t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝✉r✈❡

µ± n · σ. ✭✹✳✷✷✮

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛♣♣❡❛rs ❜r✐❣❤t❡r ♦r ❞❛r❦❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❡
♥✉♠❜❡r n ✐s ❛ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✺ ❛♥❞ ✸✳ ❲✐t❤ ❛ ❧♦✇ n ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛ ✐s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦♥ ❛♥ ❛r❡❛ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ n ✈❛❧✉❡✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♥ t✉r♥ t❤❡ ✻ ❞❇ ❞❡❢❡❝t✲
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✱ ♦♥❡ ❤❛s

SNR = 20log10

(
Asig

σg

)

= 6dB ⇒ Asig = 106/20
︸ ︷︷ ︸

≈2

σg, ✭✹✳✷✸✮

✇❤❡r❡ Asig ✐s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
t❤❛t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s

µg ± 2 · σg. ✭✹✳✷✹✮
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❋✐t ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❝✉r✈❡ t♦ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

✹✳✸ ❈❧✉st❡r✐♥❣

❆❢t❡r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✻ ❞❇ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❢❛✉❧t② ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡
✐♠❛❣❡✱ ✐t ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦ s♦rt t❤❡ ♣✐①❡❧s ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❞❡❢❡❝ts✱ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳

✻✷



✹✳✸✳✶ ❑✲♠❡❛♥s

❚❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✐✳❡✳ ♦♥❡ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛ ♣r✐♦r✐
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐s t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ▼❛❝ ◗✉❡❡♥ ❬▼❛❝✻✼❪✳ ■t ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛ ❢❛st
♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ♦❢ t❤❡✐r ❝❡♥t❡rs✳ ■t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

J =
k∑

j=1

n∑

i=1

∥
∥
∥x

(j)
i − cj

∥
∥
∥

2

, ✭✹✳✷✺✮

✇❤❡r❡
∥
∥
∥x

(j)
i − cj

∥
∥
∥

2

✐s ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts x
(j)
i ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❞ ✐ts

❝❡♥t❡r cj✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤✐s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐t❡r✲
❛t✐✈❡❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❝❡♥t❡r ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ❛r❡ r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱
✉♥t✐❧ t❤❡② ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝❤❛♥❣❡✳
❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❤❛s t♦ ❜❡ ✜①❡❞ ❛s ❡♥tr❛♥❝❡
✐♥♣✉t s♦ t❤❛t ♥♦ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡rs✳ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r
▼ ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❤❛s t♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❦✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲✐❦❛s ❡t ❛❧ ❬▲❱❱✵✸❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞
✇♦r❦s ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✇❛②✳ ■t ✜rst st❛rts ✇✐t❤ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s tr✐✈✐❛❧✱
❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ▼ ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❝❡♥t❡rs ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛t st❡♣ ▼✲✶✳ ❋♦r
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ▼✲t❤ ❝❡♥t❡r✱ s❡✈❡r❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ t❛❦❡♥✳ ❙♦✱ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧
♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞✱ ❜✉t ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ♠✉st ❜❡
✜①❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛ st♦♣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡
❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣♦✐♥ts s✐t✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✸✳✷ ◆✲❈✉ts

❚❤❡ ◆✲❈✉ts ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❙❤✐ ❛♥❞ ▼❛❧✐❦ ❬❙▼✵✵❪ ✐s ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ■t ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❜✐✲
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝❧♦✉❞ ♦❢ ♣♦✐♥ts
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ❝❧✉st❡rs✳ ■t ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ✬❝✉t✬ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ❜②

❝✉t (❆,❇) =
∑

u∈A,v∈B

w (✉, ✈), ✭✹✳✷✻✮

✇❤❡r❡ ❲ ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

y = arg min
(
yt (D −W ) y/ytDy

)
, ✭✹✳✷✼✮

✇❤❡r❡ ❉ ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❞✭✐✮ ❂
∑

j

w(i, j) ♦♥ ✐ts ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❚♦ ❣❡t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱

t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ s②st❡♠

(D −W )y = λDy ✭✹✳✷✽✮

✻✸



❤❛s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s t❛❦❡♥ ❢♦r t❤❡
❜✐♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞❡① ✈❡❝t♦r y✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✵
♦r ✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t♦ ✇❤✐❝❤ ❝❧✉st❡r ❛ ♣♦✐♥t ❜❡❧♦♥❣s✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ✐t❡r❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs
r❡❛❝❤❡s ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✺✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✲tr❡❡
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ✐s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞✳ ❋✐❣✳ ✹✳✶✻ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ❛♥❞
t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❝♦rr❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ ❝❧✉st❡rs ❜✉t ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ✐s ✈❡r② ❧♦♥❣✳

Bi-Segmentation approach
based on the normalized cut 
algorithm.
Output: Numbered list of fault-
regions comprising  area, 
convex hull and fault density

Segmentation of 
defects with the 
6 dB criterion

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ◆✲❈✉ts✳

faultregion.Number: n
faultregion.Position: [2x1 double]
faultregion.Density: d
faultregion.ConvexHull: [m x 2 double]
faultregion.Pixel: [n x 2 double]

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡s✉❧t ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✻✹



✹✳✹ P♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

■♥ ♠❛♥② ✜❡❧❞s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❛str♦♥♦♠② ♦r ✐♥ ♦♣t✐❝s✱ ✐♠❛❣❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❚❤✐s
❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❧❡♥s❡s✱ ♦✉t✲♦❢ ❢♦❝✉s ✐♠❛❣✐♥❣✱ ♠♦✈❡♠❡♥ts
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ♦r ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❙❋✮✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❜❧✉rr✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧
✭s❡❡ ❈❤❛♣✳ ✸✮✳
●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

g(x, y) = f(x, y) ⊗ h(x, y) + η(x, y). ✭✹✳✷✾✮

✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✉♥❞✐st♦rt❡❞ ✐♠❛❣❡✱ g ✐s t❤❡ r❡❣✐st❡r❡❞ ❜❧✉rr❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ⊗ ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✐❣♥❛❧s ✭❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✭①✱②✮✮✱ ✐✳❡✳

g(x, y) = f(x, y) ⊗ h(x, y) =

∫∫

−∞

+∞f(x0, y0) · h(x− x0, y − y0)dx0 · dy0. ✭✹✳✸✵✮

❚❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✼✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡
t♦ r❡st♦r❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t♦ ✐♥✈❡rt t❤❡ ❜❧✉rr✐♥❣ ❡✛❡❝t✳

Degradation

function

H

),( yxf
+

Restoration

filter

(PSF)

),( yxg

),( yx
�

Noise

),(
✁

yxf

Degradation Restoration

Degradation

function

H

),( yxf
+

Restoration

filter

(PSF)

),( yxg

),( yx
�

Noise

),(
✁

yxf

Degradation Restoration

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❉❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡st♦r❡❞ s✐❣♥❛❧ f̂(x, y)✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t t❤❡
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢
❜♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞✿

ℑ
(

f(x, y)
x,y
⊗ h(x, y)

)

= F (u, v) ·H(u, v), ✭✹✳✸✶✮

✇❤❡r❡ H(u, v) ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ h(x, y)✱ H∗(u, v) ✐s ✐ts ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❛♥❞
(u, v) ❛r❡ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❇② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✜❧t❡r✱

I(u, v) =
H∗(u, v)

abs(H(u, v))2
, ✭✹✳✸✷✮

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❧t❡r ❡q✉❛❧s ③❡r♦
❞✐✈❡r❣❡✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❲✐t❤
t❤❡ ❲✐❡♥❡r✲✜❧t❡r✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✜❧t❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛✈♦✐❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s

W (u, v) =
H∗(u, v)

abs(H(u, v))2 + Pn(u,v)
Pg(u,v)

, ✭✹✳✸✸✮

✻✺



✇❤❡r❡ Pn(u, v) ✐s t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✱ ❛♥❞ Pg(u, v) ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ✉♥❞❡❣r❛❞❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ✜❧t❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ G(u, v) ♠❛② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

G(u, v) = I(u, v)α ·W (u, v)1−α, ✭✹✳✸✹✮

✇❤❡r❡ α ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❋♦r α = 0 t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r ❛♥❞ ❢♦r α = 1✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
✐♥✈❡rs❡ ✜❧t❡r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❇② ✈❛r②✐♥❣ ❛❧♣❤❛ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶ ♦♥❡ ♠❛② ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❡✛❡❝t ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛♥ ✜❧t❡r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ α = 0.5✳
❚❤✐s ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛♥ ✜❧t❡r ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❚❋❈❑✾✷❪ ❛s ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡
t❤❡ ❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r ✇❤✐❧❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❡❛r❧② s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢
t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✜❧t❡r✳
■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✲▲✉❝② ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬▲✉❝✼✹✱ ❘✐❝✼✷❪ ✐s ✉s❡❞✳
■t ✐s ❛ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❞❡❣r❛✲
❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❧✉rr✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦❢ st❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❛tt❡♠♣ts t♦
♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ r❡st♦r❡❞ ✐♠❛❣❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

f̂n+1 = f̂n

(

h · g

h⊗ f̂n

)

= ψ
(

f̂n

)

, ✭✹✳✸✺✮

✇❤❡r❡ fn ✐s t❤❡ ♥✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✳
■♥ ❬❇❆✾✼❪ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡
r❡st♦r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞

f̂n = xn + αnhn, ✭✹✳✸✻✮

✇❤❡r❡

hn = xn − xn−1

xn+1 = f̂n + gn

gn = ψ(f̂n) − f̂n.

✭✹✳✸✼✮

❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ st❡♣ ✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r αn ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

αn =

∑
gn−1 · gn−2

∑
gn−2 · gn−2

, 0 < αn < 1, ✭✹✳✸✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞♦t s✐❣♥ ❞❡s✐❣♥❛t❡s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞
∑

♠❡❛♥s
t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ▼❛t❧❛❜✹ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡❝♦♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r ❤ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ P❙❋✱ g ❛♥❞ f̂0 t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❣✐st❡r❡❞ ❜❧✉rr❡❞ ✐♠❛❣❡✳

✹✇✇✇✳♠❛t❤✇♦r❦s✳❝♦♠

✻✻



❈❤❛♣t❡r ✺

◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣❧❛♥❛r

s✉❜s✉r❢❛❝❡ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❈❋❘P ♠❛t❡r✐❛❧

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ t❡st✐♥❣ ❡q✉✐♣♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❊❆❉❙✲■❲ ❧❛❜♦r❛t♦r✐❡s ✉s❡❞
❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ t❡sts ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❤❛r❞✇❛r❡ ✐s ❛ss❡♠❜❧❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛❧❧♦✇s
♦♥❡ t♦ r❡❣✐st❡r t❤❡r♠❛❧ t✐♠❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞
♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s✳
❋✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ P❈ ❜❛s❡❞ ▼❛t❧❛❜
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ▼❛t❧❛❜ s❝r✐♣ts✳ ❚❤❡ ▼❛t❧❛❜
✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t♦♦❧❜♦① ✐s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞✳
❚❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ s✐③❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛✱ ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞
✇✐t❤ ❛ ♥❡✇❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s❡t ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✹✳

✺✳✶ ❚❡st ❡q✉✐♣♠❡♥t

❋♦r t❤❡ t❡sts✱ t✇♦ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ s②st❡♠s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❋✐❣✳ ✺✳✶ s❤♦✇s t❤❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝
❞❡✈✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❚❤❡r♠♦s❡♥s♦r✐❦ ❝♦♠♣❛♥②✳ ■t ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ r❡❣✐st❡r t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡
s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠❛❣❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ t❛❦❡ ✉❧tr❛s♦✉♥❞
✐♥❞✉❝❡❞ t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❆♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❞❡✈✐❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡r♠❛❧ r❛✇ s❡q✉❡♥❝❡s ❝❛♥
❜❡ r❡❣✐st❡r❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s♦ t❤❛t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✭❋▼▲❚✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ s♦❢t✇❛r❡✳ ❚❤❡ s❡t✲✉♣ ✉s❡s ❛ ❚❤❡r♠♦s❡♥s♦r✐❦ ❈▼❚ ✸✽✹ ▼ ✐♥❢r❛r❡❞
❝❛♠❡r❛ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡s✿

❙♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡ ✸✳✺ ✲ ✺ µ♠
❉❡t❡❝t♦r ❈❛❞♠✐✉♠ ♠❡r❝✉r②✲t❡❧❧✉r✐❞ ❞❡t❡❝t♦r ✭❈▼❚✮
❋♦r♠❛t ✸✽✹ ① ✷✽✽ ♣✐①❡❧
❈♦♦❧✐♥❣ s②st❡♠ ❙t✐r❧✐♥❣ ❝♦♦❧✐♥❣
P✐①❡❧ s✐③❡ ✷✵ µ♠ ① ✷✵ µ♠
▼❛①✐♠✉♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✶✸✷ ❍③
❉②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ✶✹ ❜✐ts
◆❊❚❉ ❛t ✷✵ ◦❈ ✷✵ ♠❑

❆ ♣r♦❣r❛♠ ❛❧❧♦✇s r❡❣✐st❡r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡
✐♠❛❣❡s✳ ❋♦r ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✱ ❢♦✉r ❤❛❧♦❣❡♥ ❜❡❛♠❡rs ✇✐t❤ ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ ✶✵✵✵ ❲ ❡❛❝❤
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❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦✉r s♣♦t❧✐❣❤ts ❛❧❧♦✇ ❛ ♥❡❛r❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t✬s s✉r❢❛❝❡✳ ❆♥ ❊❞❡✈✐s ❝♦♠♣❛♥② ❜❡❛♠❡r ❞✐♠♠❡r ✭❱❛r✐♥t❡♥s ❞✐♠♣❛❝ ✻ ① ✷✳✺ ❦❲
♦r ❊❉❊❱■❙ ❊❉❊ ❈❯✸✵✵✵✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞✐♠ t❤❡ ❧✐❣❤t✳ ■t ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ s✐❣♥❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛♠♣s✳ ■♥ t❤❡ t❡sts✱ ♦♥❧② ✺✵ ✪ ♦❢
t❤❡ ❧❛♠♣s✬ ♣♦✇❡r ✐s ✉s❡❞✳
❋♦r ♦♣t✐❝❛❧ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ ♥♦♥✲st❡❛❞② r❡❣✐♠❡ ✭s❡❡ ❈❤❛♣✳ ✸✳✶✳✹✮ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡❧✐♠✲
✐♥❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ♦❢
❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲st❡❛❞② ❡✛❡❝t✿

• ❇❡❢♦r❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t♦ ♠♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ ❧❛♠♣s✱ t❤❡ ♣❛rt ✐s ❤❡❛t❡❞ ✭❡✳❣✳ s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤❡
❧❛♠♣s ♦♥ ❢♦r ❛ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s✮ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ r❡❣✐♠❡
✐s r❡❛❝❤❡❞✳

• ❲❛✐t✐♥❣ ✉♥t✐❧ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ r❡❣✐♠❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳

• ❈♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❲✉✾✻❪ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ tr❛♥s✐❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ✭❈❤❛♣✳ ✸✳✶✳✹✮ t♦ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤② s❡t✲✉♣ ♦❢ t❤❡ ❚❤❡r♠♦s❡♥s♦r✐❦ ❝♦♠♣❛♥② ✭❛✮ ✇✐t❤ t❤❡ s♦♥♦tr♦❞❡
❣✉♥ ❛♥❞ ✭❜✮ ✇✐t❤ ❧❛♠♣s ❢♦r ❖▲❚✳

❋✉rt❤❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ s✐❣♥❛❧ ❧♦ss❡s✱ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠✉st ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛t
❧❡❛st t✇✐❝❡ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭❙❤❛♥♥♦♥ s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✮✳ ■♥ t❤❡ ❚❤❡r♠♦s❡♥s♦r✐❦
s②st❡♠✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s fs = ✶✸✷ ❍③✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② s❦✐♣♣✐♥❣
❢r❛♠❡s ❛♥❞ r❡❣✐st❡r✐♥❣ ♦♥❧② ❡❛❝❤ Nrsk ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s

fs =
132

(Nrsk + 1)
, ✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ Nrsk ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❦✐♣♣❡❞ ❢r❛♠❡s✳ ❲❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✶ ❍③✱ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠✉st ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✷ ❍③✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s
st✐❧❧ r❡s♣❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ✉♣ t♦ ✻✻ ❢r❛♠❡s ❛r❡ s❦✐♣♣❡❞✳
❯❧tr❛s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s♦♥♦tr♦❞❡❀ ❤❡r❡ ❛ ❚❤❡r✲
♠♦s❡♥s♦r✐❦ ❝♦♠♣❛♥② ❤❛♥❞✲❤❡❧❞ ❣✉♥ ❍❣ ✷✵✲✶ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶❛✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❝❛♥
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❜❡ ✈❛r✐❡❞✳ ❚❤❡ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ❣❡♥❡r❛t♦r ❆●▼✲✷✵✲✶✵✵P✲✷✸✵✲❇✶ ❣❡♥❡r❛t❡s ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s
✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✷✵ ❦❍③ ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ♣♦✇❡r ✉♣ t♦ ✶✵✵✵ ❲✳ ❇② ♣✉s❤✐♥❣ t❤❡ st❛rt
❜✉tt♦♥✱ ❛ ♣✉❧s❡ s✐❣♥❛❧ ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ▼P❙ s♦❢t✇❛r❡ ❜❡❣✐♥s t♦ r❡❣✐st❡r ❛ t✐♠❡ s❡q✉❡♥❝❡✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❊❞❡✈✐s ❝♦♠♣❛♥② ❛♥❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✳ ■t ✐s
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❛♠❡r ❞✐♠♠❡r ❛♥❞ ♦❢ ❛ ❝❛♠❡r❛✱ ❈❊❉■P ❏❆❉❊ ■■■ ▼❲✳ ❚❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ❛r❡✿

❙♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡ ✸✳✻ ✲ ✺✳✶ µ♠
❉❡t❡❝t♦r ■♥❞✐✉♠ ❛♥t✐♠♦♥✐❞❡ ✭■♥❙❜✮ ❞❡t❡❝t♦r
❋♦r♠❛t ✸✷✵ ① ✷✹✵ ♣✐①❡❧
❈♦♦❧✐♥❣ s②st❡♠ ❙t✐r❧✐♥❣ ❝♦♦❧✐♥❣
P✐①❡❧ s✐③❡ ✷✺ µ♠ ① ✷✵ µ♠
▼❛①✐♠✉♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✶✷✵ ❍③
❉②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ✶✹ ❜✐ts
◆❊❚❉ ❛t ✸✵ ◦❈ ✷✺ ♠❑

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤② s❡t✲✉♣ ♦❢ t❤❡ ❊❞❡✈✐s ❝♦♠♣❛♥②✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❚❤❡r♠♦s❡♥s♦r✐❦ ❝♦♠♣❛♥② ❞❡✈✐❝❡ ♦r
✇✐t❤ t❤❡ ❊❞❡✈✐s ❝♦♠♣❛♥② ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❡①♣♦rt❡❞ t♦ t❤❡ ▼❛t❧❛❜ s♦❢t✇❛r❡
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ♣❤❛s❡❣r❛♠s✳

✺✳✷ ❉❡♣t❤ r❡tr✐❡✈❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ♣❤❛s❡❣r❛♠s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✳
❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❞❡♣t❤s✳
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✺✳✷✳✶ ❍✐st♦❣r❛♠ ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♠❛❣❡ ✉s❡s ♣❤❛s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤
✐s r❡tr✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✷✳✾

d = C · µ = C ·
√

αz

πfb

, C ≈ 2. ✭✺✳✷✮

❇② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② fb✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ❝♦♥s✐sts
♦❢ r❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❡❢❡❝t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ ❛ ♣❤❛s❡❣r❛♠ ❜② ✉s✐♥❣
✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r C ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣❤❛s❡✲❝♦♥tr❛st ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✸✳
■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸❛✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r ✷✵ ♠♠ ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❝✉r✈❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ α =❬✵✳✺ ✵✳✺ ✵✳✷✷❪ ♠♠2s−1✳ ❚❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② fb ✐s t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝r♦ss❡s t❤❡ ①✲❛①✐s ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st
❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❢♦r s❡✈❡r❛❧
❞❡♣t❤s ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❊q✳ ✺✳✷ ✐s ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ♣♦✐♥ts t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r C✳ ❋✐❣✳ ✺✳✸❜ s❤♦✇s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✜tt❡❞ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t
❞❡♣t❤ ✈s✳ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ✜t ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❜② t❛❦✐♥❣ d2 t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤✳ ❋✐❣✳ ✺✳✼❛ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✜t✳
■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❢❛❝t♦r C ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ C = 2.3✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ✭❛✮ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈s✳ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s
❞✱ ❣✐✈❡♥ ❤❡r❡ ✐♥ ♠♠❀ ✭❜✮ ❉❡♣t❤ ✈s✳ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭❤❡r❡ αz = 0.22 · 10−6m2 · s−1✮✳

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡ ✐s s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♥t♦ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲
❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♣✐①❡❧s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ❛ ❙◆❘ ❃ ✻ ❞❇ ❛s ❞❡❢❡❝ts ✭❈❤❛♣✳ ✹✳✷✳✸✮✳
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ❛❧❧♦✇s ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t❀ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ❡❛❝❤
✐♠❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✳
❚❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✇❛②✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✱ ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r
di ✐s ❜✉✐❧t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ i − th ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ✭❛✮ ❖❜t❛✐♥❡❞ ❞❡♣t❤✲♠❛♣ ✇✐t❤ ❝♦❧♦r ❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r s❝❛❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞❡♣t❤
✐♥ ♠♠❀ ✭❜✮ Pr♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r ✶✹ ♠♠✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❘❡tr✐❡✈❡❞ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♠❡t❤♦❞✳

●✐✈❡♥ ❞❡♣t❤ ❬♠♠❪ ✶ ✶✳✺ ✷ ✷✳✺ ✸ ✹ ✺

●✐✈❡♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❬♠♠❪

✷✵ ✶✳✸✺ ✶✳✹✶ ✶✳✾✾ ✷✳✸✵ ✷✳✽✶ ✸✳✹✹ ✹✳✹✺

✶✽ ✶✳✸✺ ✶✳✹✶ ✶✳✾✶ ✷✳✸✵ ✷✳✽✶ ✸✳✺✸ ✹✳✻✹

✶✻ ✶✳✸✺ ✶✳✹✶ ✶✳✾✶ ✷✳✹✹ ✷✳✽✶ ✸✳✺✸ ✹✳✹✺

✶✹ ✶✳✸✺ ✶✳✸✺ ✶✳✼✽ ✷✳✶✽ ✷✳✽✶ ✸✳✻✸ ✹✳✻✹

✶✷ ✶✳✸✺ ✶✳✹✶ ✶✳✽✹ ✷✳✶✽ ✷✳✽✶ ✸✳✽✺ ✹✳✻✹

✶✵ ✶✳✸✺ ✶✳✹✶ ✶✳✽✹ ✷✳✶✽ ✷✳✽✶ ✹✳✶✷ ✲

✽ ✶✳✸✺ ✶✳✹✶ ✶✳✾✾ ✷✳✹✹ ✷✳✽✶ ✶✳✽✹ ✲

✻ ✶✳✸✺ ✶✳✻✷ ✷✳✶✽ ✷✳✽✶ ✸✳✵✽ ✲ ✲

❞❡t❡❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ di ✐s s❡t t♦ di = 1✳ ❊❧s❡✇❤❡r❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ di ✐s s❡t t♦ di = 0✳
❙♦✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ✬✶✬✲❡❧❡♠❡♥ts✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ✬✵✬✲❡❧❡♠❡♥ts✱
✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥❞✐r❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡①
♦❢ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧❛st ✈❛❧✉❡ ✬✶✬ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳ ❆ ♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛st ✈❛❧✉❡ ✶ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ✜rst ✈❛❧✉❡ ✬✵✬✳
❚❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡♣t❤✲♠❛♣ ♦❢ ♣❧❛t❡ ■ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✺✳✹❛✳ ■t ♠✉st ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t s♦ t❤❛t t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❛♣♣❡❛rs ❞❡❡♣❡r ❛t t❤❡ ❜♦r❞❡rs t❤❛♥ ❛t t❤❡
❝❡♥t❡r ✭❋✐❣✳ ✺✳✹❜✮✳ ❚❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢
❊q✳ ✺✳✷ ❛♥❞ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✺✳✶✳ ❙❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❞❡❡♣
s♠❛❧❧ ❞❡❢❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ✭❛✲❝✲❡✮ P❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♣❧❛t❡ ■ ❛t s❡✈❡r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❍③❀ ✭❜✲❞✲❢✮ ❛♥❞
♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st r❡s♣♦♥s❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ♣❧❛t❡ ■ ❞❡❢❡❝ts ✷✵ ♠♠ ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r
s✐t✉❛t❡❞ ❛t ❞❡♣t❤s✿ ✭❛✲❜✮ ✷ ♠♠✱ ✭❝✲❞✮ ✸ ♠♠✱ ❛♥❞ ✭❡✲❢✮ ✹ ♠♠✳

✼✷



✺✳✷✳✷ ❋✐t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ P❙❋

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✜t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ✐s t❤❡r❡✲
❢♦r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r C✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ t❤r♦✉❣❤ ❧❡❛st sq✉❛r❡ r❡❣r❡s✲
s✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✺✳✺ s❤♦✇s ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ❛t s❡✈❡r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts s✐t✉❛t❡❞ ❛t
❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✜ts t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛sts✳ ❚❤❡ ✜ts ❛r❡ q✉✐t❡ ❣♦♦❞ ❛t
❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❤❡r❡❛s ❛t ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ♥♦✐s❡ ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❆ ❞❡♣t❤✲♠❛♣ ✐s
t❤❡r❡❜② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻✳
❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❞❡♣t❤s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✺✳✷✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♠♦r❡
❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♠❡t❤♦❞ s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✺✳✷✳✶✳ ■t ❣❡ts r✐❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
C ♦❢ ❊q✳ ✺✳✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣✐①❡❧✲✇✐s❡ ✜t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r r❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣t❤
t❛❦❡s ✈❡r② ❧♦♥❣✳ ❚❤✐s ✜tt✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ ❢♦r r❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
♣♦✐♥ts✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♣♦✐♥t ♦❢ ♦♥❡ ❞❡❢❡❝t ✭❝❧✉st❡r✮✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❘❡tr✐❡✈❡❞ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥tr❛st ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❞❛t❛✳

❉❡♣t❤ ❬♠♠❪ ✶ ✶✳✺ ✷ ✷✳✺ ✸ ✹ ✺
❉✐❛♠❡t❡r ❬♠♠❪

✷✵ ✶✳✵✾ ✶✳✺✶ ✷✳✵✸ ✷✳✺✻ ✸✳✵✶ ✸✳✽✸ ✺✳✶✶

✶✽ ✶✳✵✻ ✶✳✹✻ ✷ ✷✳✺✹ ✸✳✵✺ ✸✳✾✶ ✺✳✸✺

✶✻ ✶✳✵✷ ✶✳✸✼ ✶✳✾✺ ✷✳✺✷ ✸✳✵✷ ✸✳✽✺ ✺✳✵✸

✶✹ ✵✳✾✽ ✶✳✸ ✶✳✽ ✷✳✸✶ ✷✳✾ ✸✳✽✽ ✲

✶✷ ✵✳✾✹ ✶✳✷✺ ✶✳✼✶ ✷✳✶✾ ✷✳✽✸ ✹✳✸✹ ✲

✶✵ ✵✳✾✸ ✶✳✷✷ ✶✳✻✹ ✷✳✶ ✷✳✼ ✺✳✵✽ ✲

✽ ✵✳✽✽ ✶✳✶✺ ✶✳✺✾ ✶✳✾✽ ✭✹✳✻✾✮ ✲ ✲

✻ ✵✳✾✵ ✶✳✷ ✶✳✹✹ ✲ ✲ ✲ ✲

✺✳✷✳✸ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐③❡

❊q✳ ✺✳✷ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❡①t❡♥❞❡❞ ❞❡❢❡❝ts✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✼❜✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛sts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✲
❢❡❝t ❞✐❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞✳ ❋♦r ❛ ❞❡❢❡❝t ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r ✶ ♠♠✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ❞❡❢❡❝t✳ ❨❡t ❢♦r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐❛♠❡t❡r✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ❢✉♥❝t✐♦♥s
❞✐✛❡r✳ ❙♠❛❧❧ ❞❡❢❡❝t ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❞✐s❛♣♣❡❛r ❛t ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❜② ❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ P❙❋✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
❛ ♣✐①❡❧ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
♣✐①❡❧s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ❞❡❢❡❝t✱ ♦♥❧② t❤❡ ♠✐❞❞❧❡
♣♦✐♥t ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❙♠❛❧❧❡r ❞❡❢❡❝t ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❞✐s❛♣♣❡❛r ❛t
❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❋r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❢❡❝t s✐③❡ ✭❤❡r❡ ❢r♦♠ ✶✺ ♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r ♦♥✇❛r❞s✮✱ t❤❡
♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ✐s ❝♦♥st❛♥t✳
■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐③❡ ✐s ✐❣♥♦r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❞❡❢❡❝t ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r ✷✵ ♠♠ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ✭❛✮ ❉❡♣t❤✲♠❛♣ ♦❢ ♣❧❛t❡ ■ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❊❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐s ❝♦❞❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦❧♦r ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✐ts ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ❜❛r s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❧♦r
❛♥❞ ♣✐①❡❧s ❞❡♣t❤ ✭✐♥ ♠♠✮❀ ✭❜✮ ▲✐♥❡✲s❝❛♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣t❤✲♠❛♣ ❢♦r ✷ ♠♠ ❞❡♣t❤✳
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Defect of diameter 6 mm

Defect of diameter 10 mm

Defect of diameter 14 mm

Defect of diameter 20 mm
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Defect of diameter 2 mm

Defect of diameter 6 mm

Defect of diameter 10 mm

Defect of diameter 14 mm

Defect of diameter 20 mm
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧♦❝❦✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝t ❞✐❛♠❡t❡rs✳ ✭❛✮ P❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ✜tt❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts❀ ✭❜✮ ❚❤❡✲
♦r❡t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ✭❤❡r❡ d = ✷ ♠♠, α ❂ ✵✳✺✱ ✵✳✺✱ ✵✳✷✷✶✽ ♠♠2 · s−1✮✳

✺✳✸ ❙✐③❡ r❡tr✐❡✈❛❧

❆s ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❞❡❢❡❝t✲♣r♦✜❧❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻❜✱ t❤❡r❡ ❛r❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts
♦♥ t❤❡ ❞❡♣t❤✲♠❛♣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ P❙❋ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t
❞❡♣t❤✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛♥❛r ❞❡❢❡❝t ❤❛s t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❙♦✱ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ st❡♣ ✭s❡❡ ❈❤❛♣✳ ✹✳✸✮
❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♣✐①❡❧s ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡
❝❧✉st❡r ✐s t❛❦❡♥ ❢♦r ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ P❙❋
♦❢ ❊q✳ ✸✳✽✺✳ ❚♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✲s❤❛♣❡✱ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛

✼✹



Extracted defect
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Blurred defect

Deblurred defect
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Blurred defect

Deblurred defect
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Blurred defect

Deblurred defect
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❉❡❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ❞❡❢❡❝ts s✐t✉❛t❡❞ ❛t ✷ ♠♠ ❞❡♣t❤ ✐♥ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
✭❛✲❝✮ ✵✳✵✶ ❍③❀ ✭❞✲❢✮ ✵✳✵✷ ❍③❀ ✭❣✲✐✮ ✵✳✵✻ ❍③✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s❤♦✇ ❧✐♥❡✲s❝❛♥s t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts✳

❘✐❝❤❛r❞s♦♥✲▲✉❝② ✜❧t❡r ✭s❡❡ ❈❤❛♣✳ ✹✳✹✮✳
❋✐❣✳ ✺✳✽✭❛✲❝✮ s❤♦✇s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α = [0.5; 0.5; 0.222] ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s s✐t✉❛t❡❞ ❛t ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✷ ♠♠✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t
❛♣♣❡❛rs s❤❛r♣❡r✳
❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❛s❦ ✐s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❝♦♥✲
✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✺✳✸❛ t❤❛t t❤❡

✼✺



❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❚②♣✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢♦r ❞❡♣t❤s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❞❡♣t❤s✳

❉❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ fo fb fo + fb−fo

4

❬♠♠❪ ❬❍③❪ ❬❍③❪ ❬❍③❪

✶ ✵✳✵✻✺ ✵✳✷✽✹ ✵✳✶✷
✷ ✵✳✵✶✼ ✵✳✵✻✼ ✵✳✵✸
✸ ✵✳✵✵✾ ✵✳✵✸ ✵✳✵✶✹
✹ ✵✳✵✵✻ ✵✳✵✶✽ ✵✳✵✵✾
✺ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✶✷ ✵✳✵✵✼

❝❤♦s❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❤❛s t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❋✐❣✳ ✺✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ ■ ❞❡❢❡❝t s✐t✉❛t❡❞ ❛t ✷ ♠♠ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r
✷✵ ♠♠ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❦✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ♥❛♠❡❧② ✵✳✵✶✱ ✵✳✵✷✱ ❛♥❞ ✵✳✵✻ ❍③✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
♦♥❡ ❛❧♠♦st ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ❙◆❘ ✐s ✈❡r② ❧♦✇✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♠❛❣❡ ❞♦❡s ♥♦t ②✐❡❧❞ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❤❡r❡❛s ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡
✜rst t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❜❡st r❡s✉❧t s❤♦✉❧❞
❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❙◆❘✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✺✳✸❛✱ ♦♥❡ ❝❛♥
♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❛❧❧❡❞ ✬♦♣t✐♠❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✬ ❬❇❲✵✶❪✱ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❤❛s❡
❝♦♥tr❛st ✐s ❛t ✐ts ♠❛①✐♠✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t t❤✐s ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛ ❞❡❢❡❝t ✐s ♠♦r❡ ❜❧✉rr❡❞ ❛♥❞ t❤✐s
❜❧✉r ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡♠♦✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s✐t✉❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ fo ❛♥❞
t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② fb ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

fdeconv = fo +
fb − fo

4
✭✺✳✸✮

✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts✱ t❤❡ ❢✉❧❧✲✇✐❞t❤ ❤❛❧❢✲♠❛①✐♠✉♠ ✭❋❲❍▼✮ ❝r✐t❡✲
r✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐❣♥❛❧ ❛t ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐❣♥❛❧ ✐s t❛❦❡♥ ❛s ❛
♠❡❛s✉r❡✳ ❙♦♠❡ t②♣✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✺✳✸ ❢♦r αz = ✵✳✷✷ ♠♠2 s−1✳

✺✳✹ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✺✳✹✳✶ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐♥ ③ ❞✐r❡❝t✐♦♥

❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐♥ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ❛s ❢♦r r❡tr✐❡✈✐♥❣
t❤❡ ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✺✳✹✳ ❚❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ✐s α = ✵✳✷✷✷ ± ✵✳✵✵✽ ♠♠2s−1 ✭± ✹✪✮ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❘❡tr✐❡✈❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇✐t❤ ✜t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐s α =
✵✳✷✷✷ ± ✵✳✵✵✽ ♠♠2s−1 ✭± ✹✪✮✳

❉❡♣t❤ ❬♠♠❪ ✶ ✶✳✺ ✷ ✷✳✺ ✸ ✹ ✺

α ❬♠♠2·s−1] ✵✳✷✶✼ ✵✳✷✷✽ ✵✳✷✷ ✵✳✷✷✶ ✵✳✷✷✹ ✵✳✷✸✺ ✵✳✷✵✼
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✺✳✹✳✷ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐♥ ① ❛♥❞ ② ❞✐r❡❝t✐♦♥

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ r❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ①✲ ❛♥❞ ②✲
❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❜❧✉rr✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ P❙❋ ✇✐t❤ ✐ts t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ αx, αy✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ P❙❋ ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❞❡❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♠❡❛s✉r❡❞
♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ✐ts ❦♥♦✇♥ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❈❤❛♣✳ ✹✳✹✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ P❙❋ ✭❡♠♣✐r✐❝❛❧ P❙❋✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st
r❡s♣♦♥s❡ ✭❊q✳ ✸✳✾✻✮ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✾✳ ❆ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ♦❢ ✶✳✺ ♠♠ ❛♥❞ ❛ ❞❡❢❡❝t ❞✐❛♠❡t❡r
s✐③❡ ♦❢ ✷✵ ♠♠ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡ ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ✵✳✵✶
❍③✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✶✳✺ ♠♠✱ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆ ✈❛❧✉❡ ♦❢ αx = αy = ✵✳✺ ± ✵✳✶ ♠♠ 2·s−1 ✐s r❡tr✐❡✈❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❖✈❡r❧❛② ♦❢ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ P❙❋✳

✺✳✺ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣❧❛♥❛r ❞❡❢❡❝ts

✺✳✺✳✶ ❋✐♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ❛ s❡t ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡
✜rst s❝❛❧❡❞ ❛♥❞ ❞❡s❦❡✇❡❞ t♦ ❡♥❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤
✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ■♥ ❛ t❤✐r❞ st❡♣✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❜❧✉rr✐♥❣ ❡✛❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❦✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝②
❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❧♦❝❦✐♥ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ❛t s❡✈❡r❛❧ ❧♦❝❦✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s

✷✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st t❤r♦✉❣❤ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✸✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❙◆❘ ♠❡t❤♦❞
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✹✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② fb ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣t❤ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣

❞❡♣t❤(i, j) = 2.3 ·
√

α
πfb(i,j)

✺✳ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts

✻✳ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❡❢❡❝t

✼✳ ❉❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❡❢❡❝t s❡♣❛r❛t❡❧② ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡ ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②
fdeconv = fo + fb−fo

4

✽✳ ❖❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❞❡❢❡❝t✲♠❛♣

✺✳✺✳✷ ❉❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛t❡ ■

❚❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❞❡♣t❤s ❢r♦♠ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✵✳
❚❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❜❧✉r st✐❧❧ r❡♠❛✐♥✳ ❖♥❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✉♥❞♦✐♥❣ ❧❛t❡r❛❧ ❜❧✉rr✐♥❣ ✐s t♦
t❛❦❡✱ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ P❙❋ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t✱ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❞❡♣t❤ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r
♣♦✐♥t ♦r t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ❝❡♥t❡r ✭r❛t❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥✮ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✳
❊❛❝❤ ❞❡❢❡❝t ✐s ❞❡❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ P❙❋ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❋❍❲▼ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡♣t❤✲♠❛♣ ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✶✳ ❚❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❞❡♣t❤s ✇✐t❤ ❡rr♦rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✷✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❞❡♣t❤ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ ✶✵ ♠♠ ❛r❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ❧❡ss t❤❛♥ ✷✵ ✪✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝ts ♦❢ ✽ ♠♠ ❞✐❛♠✲
❡t❡r ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ❜❡t✇❡❡♥ ✶✸ t♦ ✸✻ ✪✱ t❤❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ❜❡t✇❡❡♥ ✸✻ ✪ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛t ✹ ♠♠ ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r ✻ ♠♠ ❤❛✈❡ ✷✼ t♦ ✺✽ ✪
✐♥❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❢♦r s♠❛❧❧ ❞❡❢❡❝ts ✭✹ ♠♠ ❞❡❡♣✱ ✽ ♠♠ ✇✐❞❡✮✳

X [mm]Y [mm]

Depth
[mm]

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❉❡♣t❤✲♠❛♣ ♦❢ ♣❧❛t❡ ■ ✇✐t❤ ❧❛t❡r❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❡✛❡❝ts✳
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X [mm]

Y [mm]

Depth
[mm]

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❖❜t❛✐♥❡❞ ❞❡♣t❤✲♠❛♣ ♦❢ ♣❧❛t❡ ■✳

❋✐❣✳ ✺✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❞❡❢❡❝t s✐③❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❙✐③❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❛♥ ❡rr♦r ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✷ ♠♠ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐③❡ ✐s ✇❡❧❧ ❡st✐♠❛t❡❞
❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❡❢❡❝ts✳ ❋♦r ❞❡❢❡❝ts ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r ❜❡t✇❡❡♥ ✶✷ ♠♠ ❛♥❞ ✷✵ ♠♠✱ t❤❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❛t
♠♦st ✷✵ ✪✳ ❋♦r ❞❡❢❡❝ts ♦❢ ❛ ❞✐❛♠❡t❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ✻ ❛♥❞ ✶✵ ♠♠✱ t❤❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✸✳✷
❛♥❞ ✼✽ ✪✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞✐❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❜❡tt❡r r❡tr✐❡✈❡❞ ❢♦r ❞❡❢❡❝ts ❛t ❞❡♣t❤s ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✶
❛♥❞ ✷ ♠♠ ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ ✐♥♥❛❝✉r❛❝② ❤❡r❡ ✐s ❛t ♠♦st ✻ ✪✳ ❋♦r ❞❡♣t❤s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✷ ♠♠✱ t❤❡r❡
✐s ❛♥ ✐♥♥❛❝✉r❛❝② ❜❡t✇❡❡♥ ✶✸ t♦ ✼✽ ✪ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❉❡❢❡❝ts ❧②✐♥❣ ❛t ✺ ♠♠ ❞❡♣t❤
❛♣♣❡❛r s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡② ❛r❡✳ ❉❡❢❡❝t ❞✐❛♠❡t❡rs s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✵ ♠♠ ❛r❡ ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t
t❤✐s ❞❡♣t❤✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡tr✐❡✈❡❞ ❞❡♣t❤s ♦♥ ♣❧❛t❡ ■✳ ❚❤❡ s✐③❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ♠♠✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❘❡tr✐❡✈❡❞ ❞❡❢❡❝t ❞✐❛♠❡t❡rs ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢❡❝t ♦♥ ♣❧❛t❡ ■✳ ❚❤❡ s✐③❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ♠♠✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧♦❝❦✐♥ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦♥ ♣❧❛t❡ ■■
✭❛✮ ✵✳✵✵✺ ❍③✱ ✭❜✮ ✵✳✵✶ ❍③✱ ✭❝✮ ✵✳✵✷✺ ❍③✱ ❛♥❞ ✭❞✮ ✵✳✵✺ ❍③✳

Extracted defect

✭❛✮

Deblurred defect

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❉❡❝♦♥✈♦❧✈❡❞ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t s✐t✉❛t❡❞ ❛t ✷ ♠♠ ❞❡♣t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡
❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ✵✳✵✸ ❍③✳
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✺✳✺✳✸ ❉❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛t❡ ■■

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✇❛s ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ✇✐t❤ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❝r♦ss✲❧✐❦❡ ❞❡❢❡❝ts✳ ❋✐❣✳ ✺✳✶✹ s❤♦✇s
♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♣❧❛t❡ ■■ t❛❦❡♥ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②
❛♥❞ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st r❡✈❡rs❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ✵✳✵✵✺ ❍③ ❢♦r ❞❡❢❡❝ts s✐t✉❛t❡❞ ❛t ✶ ♠♠
❛♥❞ ✷ ♠♠ ❞❡♣t❤ ✭✇❡❞❣❡✮✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺✱ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝t s✐t✉❛t❡❞ ❛t ✷ ♠♠ ❞❡♣t❤s ✐s
❞❡❝♦♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❝r♦ss❡s s✐t✉❛t❡❞ ❛t ✷ ♠♠ ❛♥❞ ✹ ♠♠
❞❡♣t❤s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✻✳ ❋r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ✵✳✵✸ ❍③ ❛♥❞ ✵✳✵✵✾ ❍③✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❢♦r ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✺✳✸✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤✲♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❧❛t❡ ❜❡❢♦r❡
❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✼ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡♣t❤✲♠❛♣ ❛❢t❡r ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✽✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲❧✐❦❡ ❞❡❢❡❝ts ✐s ✇❡❧❧✲r❡tr✐❡✈❡❞✳

Extracted defect

✭❛✮

Deblurred defect

✭❜✮

Extracted defect

✭❝✮

Deblurred defect

✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ❉❡❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ❞❡❢❡❝ts s✐t✉❛t❡❞ ❛t ❞❡♣t❤s ♦❢ ✭❛✲❜✮ ✷ ♠♠ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✵✳✵✸
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❙✉❜s✉r❢❛❝❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛♥ ✐♠♣❛❝t ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❋✐❣✳ ✺✳✶✾❛ s❤♦✇s ❛♥ ✐♠❛❣❡
♦❢ ❛ ♣❛✐♥t❡❞ ❛✐r❝r❛❢t ❞♦♦r ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ✐♥♥❡r str✉❝t✉r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ❈❋❘P
♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ t❡st✲♣✐❡❝❡ ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❊❆❉❙ ✲ ▼❆❙ ▼❛♥❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣❛rt ✇❛s ❞❛♠❛❣❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✐♠♣❛❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ ✶✷ ❏♦✉❧❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✾❜✮✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✵✳
❆t ❛ ❧♦❝❦✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✵✳✶ ❍③✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡s ❤❛✈❡ ♣❡♥❡tr❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❤♦♥❡②❝♦♠❜
str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡✳
❋✐❣✳ ✺✳✷✶ s❤♦✇s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❡♣t❤✲♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✳ ❍❡r❡✱ ♥♦ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s

✽✶



X−axis [mm]

Y
−

a
x
is

 [
m

m
]

 

 

50 100 150 200 250 300

50

100

150

200

250

300

0

1

2

3

4

5

6
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ♣❧❛t❡ ■■ ✇✐t❤ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r s❝❛❧❡
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞❡♣t❤ ✐♥ ♠♠✳

❛♣♣❧✐❡❞ s✐♥❝❡ ❞❛♠❛❣❡s ❛r❡ s✐t✉❛t❡❞ ❛t ✈❡r② ❧♦✇ ❞❡♣t❤s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❜❧✉rr✐♥❣ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡
✐❣♥♦r❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✿ P❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♣❧❛t❡ ■■■✱ ❛♥ ❛✐r❝r❛❢t ❞♦♦r✱ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭❛✮ ✵✳✶ ❍③❀ ✭❜✮ ✵✳✹
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✺✳✼ ▲✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ♣❧❛♥❛r ❞❡❢❡❝ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ❞❡♣t❤ ♠✉st ❜❡
❝♦♥st❛♥t ❢♦r t❤❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✇❡❞❣❡ ♦❢ ♣❧❛t❡ ■■ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
♣r❡❝✐s❡❧②✳ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❛r❜✐tr❛r② ❣❡♦♠❡tr✐❡s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts
❛♥❞ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡
t❤❡r♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t t♦ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t♦ ♦♣t✐♠✐③❡
✐t❡r❛t✐✈❡❧② t❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ♣❧❛♥❛r ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✇❡❞❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ✇❡❞❣❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✷ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ✇❡❞❣❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✸✳ ❚✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ✵✳✵✵✺ ❛♥❞ ✵✳✵✺ ❍③ ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❝✉r ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
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✺✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s
t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ✐♥ ❛ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t❡❞ ✇❛②✳ ❆ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ❧❡❛❞s t♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s ❛♥❞
❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡❜❧✉rr✐♥❣ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭r✐❣❤t✮ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ✇❡❞❣❡
❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭❛✲❜✮ ✵✳✵✵✺ ❍③✮ ❛♥❞ ✭❝✲❞✮ ✵✳✵✺ ❍③✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❆♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ P❙❋ ❤❛❞ t♦ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ♣❧❛t❡ ♦❢ ❈❋❘P ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤
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❜❧✐♥❞ ❤♦❧❡s s❤♦✇❡❞ s❛t✐s❢②✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝②
❜❡t✇❡❡♥ ✸ t♦ ✸✼ ✪ ❢♦r ❞❡❢❡❝ts ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✵ ♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ✷✼ t♦ ✺✽ ✪ ❢♦r s♠❛❧❧❡r
❞❡❢❡❝t s✐③❡s✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rr❡❞ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞❡❡♣ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐③❡s
✇❡r❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✻ ♠♠✳ ❚❤❡ ✻ ♠♠ ❧❛r❣❡ ❞❡❢❡❝ts ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞
❢♦r ❞❡♣t❤s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✸ ♠♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛t ✺ ♠♠ ❞❡♣t❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥❧②
❢♦r ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡rs ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✵ ♠♠✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❝r♦ss✲❧✐❦❡ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❡❛s✐❧② r❡tr✐❡✈❡❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥❧② ✇♦r❦s ❢♦r ♣❧❛♥❛r ❞❡❢❡❝ts✳

✽✻



❈❤❛♣t❡r ✻

P❛♥♦r❛♠❛s ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢

❞❡❢❡❝t ❣r♦✇t❤ ✐♥ ❧♦♥❣ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡❞

❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❆t ❊✉r♦❝♦♣t❡r✱ ❢❛t✐❣✉❡ ❛♥❞ str❡ss t❡sts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ♥❡✇ ❈❋❘P ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r
q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ◆❉❚ ✐s ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t ❛♥❞
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ♦r ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts s✉❝❤ ❛s ❢r❛❝t✉r❡s ♦r ❝r❛❝❦s✳ ❆❢t❡r ❛ ❢❛t✐❣✉❡
t❡st✱ ❡①❛♠✐♥❡rs ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ ♦✉t ✐❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❛♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t
s✐③❡s ❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
❛✐r❝r❛❢t ♣❛rt ✐s ❞♦♥❡ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ❛❢t❡r ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t✐♠❡✳
P❛♥♦r❛♠❛ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ ♦r ♦✈❡r❧❛② t✇♦ ✐♠❛❣❡s ♠❛❞❡ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t
♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✱ ❜✉t ❢♦r ❝✉r✈❡❞ s❤❛♣❡s✱ ♦t❤❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r t❛s❦ ✐s t♦ t❡st ❧♦♥❣ ❛✐r❝r❛❢t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♣❤❛s❡
✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ♣❛♥♦r❛♠❛s✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ t❛s❦s ❛r❡✿

• ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡s❀

• ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ ❛ ♣❛♥♦r❛♠❛
❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❦✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

P❛♥♦r❛♠❛ ♣r♦❣r❛♠s ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✹ ❢♦r st✐t❝❤✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ r❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❜✉t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡② ❢♦❝✉s ♦♥ ♣❧❛♥❛r s✉r❢❛❝❡s ♦r ❧❛♥❞s❝❛♣❡s t❤❛t✱ ❛t ❛ ❧❛r❣❡
❞✐st❛♥❝❡✱ ❜❡❤❛✈❡ ❛s ❛ ♣❧❛♥❛r s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♠❛❣❡s s♦ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞✱ st✐t❝❤❡❞ ♦r ♦✈❡r❧❛✐❞✱ ❢❡❛t✉r❡s ❤❛✈❡
t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ t♦♦❧❜♦① ♦❢ t❤❡ ▼❛t❧❛❜✶ ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r
♠❛♥✉❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ t❡st❡❞✳
❆✣♥❡ ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦ ♦✈❡r❧❛② ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ■t ✐s s❤♦✇♥
❛t t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝✉r✈❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t t❤❡ ♠❛♥✉❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇♦r❦s ❜❡st✱
❜✉t ❛♠♦♥❣st t❤❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❙■❋❚ ❞❡❧✐✈❡rs ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts
❛s ✇❡❧❧✳

✽✼



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ✭❛✮ ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ s❡t✲✉♣ ❛♥❞ ✭❜✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s✐❞❡ ♣❛♥❡❧ ✭❈♦♠♣♦♥❡♥t ■■■✮✳
❖♥❧② t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡❞ ❛r❡❛ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳

✻✳✶ ❚❡st ♦❢ ❛r✐❝r❛❢t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡✱ ❝✉r✈❡❞ s❤❛♣❡❞ ❛✐r❝r❛❢t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛❞❡ ♦❢ ❈❋❘P
♠❛t❡r✐❛❧ ✭❝❛❧❧❡❞ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ■■■✮✳ ■t ✐s ❛ s✐❞❡ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❛♥ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r ❛♥❞ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
❊❆❉❙✲❊✉r♦❝♦♣t❡r✳ ❋✐❣✳ ✻✳✶ s❤♦✇s t❤❡ s❡t✲✉♣ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❯s✐♥❣ t❤❡
t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❊❞❡✈✐s ❝♦♠♣❛♥②✱ ✜✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷✳
❆rt✐✜❝✐❛❧ ♠❛r❦❡rs ♦❢ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ❣❧✉❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ♣❛rt ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥ts✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡② ♠❛② s❤❛❞♦✇ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❞❛♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ✐♥♥❡r str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ t❤❡s❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ♠❛r❦❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥tr❛st ✐s
♦❢t❡♥ t♦♦ ❧♦✇ t♦ ❞❡t❡❝t ❢❡❛t✉r❡s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ❧✐✈❡ ✐♠❛❣❡s t❛❦❡♥ ❜❡❢♦r❡ ♣❤❛s❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ❢❡❛t✉r❡s ♠❛♥✉❛❧❧② s✐♥❝❡ t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡rs
❛♣♣❡❛r s❤❛r♣❡r✳
❚❤❡ ✉s❡❞ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠ t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✐♥ ✐♥❢r❛r❡❞✳ ❚❤❡②
✇❡r❡ ❝✉t t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❤❛♣❡ ❢r♦♠ ❛❧✉♠✐♥✉♠ t❛❜s✳ ❚❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ s♦
t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❍❛rr✐s ❝♦r♥❡r ❞❡t❡❝t♦r✱ ❛❧❧♦✇ ♦♥❡ t♦ ❞❡t❡❝t ❝♦r♥❡r ❢❡❛t✉r❡s
♠♦r❡ ❡❛s✐❧②✳
❚❤❡ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ✜①❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♠❛♥♥❡r t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡
t❤r❡❡ ❛rr❛②s ♦❢ t❤r❡❡ ♠❛r❦❡rs ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
✐♠❛❣❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛r♦✉♥❞ ✻✵✪✱ s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st s✐① ♠❛r❦❡rs ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✳

✶✇✇✇✳♠❛t❤✇♦r❦s✳❝♦♠

✽✽



✭❛✮

✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ✭❛✮ ❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦
✜✈❡ ❛r❡❛s✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ✭❜✲❢✮ s❤♦✇ t❤❡ ✜✈❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❖▲❚ ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②
✵✳✵✶ ❍③✳

✻✳✷ ❋❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

✻✳✷✳✶ ▼❛♥✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✜rst ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦r♥❡rs ♦❢ ♠❛r❦❡rs ♠❛♥✉❛❧❧② ✐♥ ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡s t♦ ❜❡
st✐t❝❤❡❞✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ▼❛t❧❛❜ ♦✇♥s ❛ s♣❡❝✐❛❧ t♦♦❧ ❝❛❧❧❡❞ ✬❝♣s❡❧❡❝tt♦♦❧✬ t❤❛t ❛❧❧♦✇s
❛ ✉s❡r✲❢r✐❡♥❞❧② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s✱ ♠❛♥✉❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t✇♦ ✐♠❛❣❡s
✭❋✐❣✳ ✻✳✸✮✳

✻✳✷✳✷ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

❉✐✛❡r❡♥t ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs ✇❡r❡ t❡st❡❞ t♦ st✐t❝❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s t♦❣❡t❤❡r✳
❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❘❆◆❙❆❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❈❤❛♣✳ ✹✳✶✳✷✮ ❛r❡ ✉s❡❞✳
❚❤❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❍❛rr✐s✱ ❙■❋❚✱ ❛♥❞ ❙❯❘❋ ❛r❡ t❡st❡❞✳

✽✾



❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❋❡❛t✉r❡s s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✐♠❛❣❡s t♦ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✭♣❤❛s❡ ✹ ❛♥❞ ✺ ❛t ✵✳✵✶
❍③✮✳

✻✳✸ P❛♥♦r❛♠❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛♥♦r❛♠❛s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦rs ♦❢ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ✷ ❛♥❞ ✸ ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✹✳ ❋✐❣✳ ✻✳✺ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ♠❛t❝❤❡❞ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛♥♦r❛♠✐❝ ✐♠❛❣❡s ❛r❡
q✉✐t❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r②✱ ❜✉t t❤❡ ❧❡❢t ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐s ♥♦t st✐t❝❤❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳

✻✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s

✻✳✹✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ tr❛♥s❢♦r✲

♠❛t✐♦♥s

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❋✐❣✳ ✻✳✻
s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❋✐❣✳ ✻✳✻❛ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✻✳✻❜ s❤♦✇ t❤❡
♣❛♥♦r❛♠❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s ❋✐❣✳ ✻✳✻❝ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✻✳✻❞
s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣❛♥♦r❛♠❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐✈❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❧❛② ✐s q✉✐t❡ ❣♦♦❞ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r
♣❛rt ♦❢ ❋✐❣✳ ✻✳✻❝ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✳ ✻✳✻❞✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❞♦ ♥♦t ♠❛t❝❤ ❛s ❣♦♦❞
❛s ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ st✐t❝❤❡❞ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤♦✉t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✾✵



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ P❛♥♦r❛♠❛ ♦❢ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✭♣❤❛s❡ ✷ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✸✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭❛✮
♠❛♥✉❛❧✱ ✭❜✮ ❍❛rr✐s✱ ✭❝✮ ❙■❋❚✱ ❛♥❞ ✭❞✮ ❙❯❘❋ ❢❡❛t✉r❡s✳

✻✳✹✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ❞❡t❡❝t♦r ♠❡t❤♦❞s

❋✐❣✳ ✻✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ♦✈❡r❧❛✐❞ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❛❦❡♥ ❛t t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♠❡r❛ ✈✐❡✇s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛✐❞ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ✭❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡s✮ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ✇❛s t❛❦❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤

√
∑
x2

ij

n×m
. ✭✻✳✶✮

❲❤❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ♦✈❡r❧❛✐❞✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✻✳✶✳
❚❤❡ ♠❛♥✉❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❙■❋❚ ②✐❡❧❞s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡st
r❡s✉❧t ❛♥❞ ❍❛rr✐s t❤❡ ✇♦rst r❡s✉❧t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞
♠❛t❝❤❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ❆ ❜❡tt❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ t♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❧✐❡rs ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛✐❞ ✐♠❛❣❡s✱ ❛ ♣❛tt❡r♥ ❤❛s
❜❡❡♥ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛✐❞✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✶ ♣✐①❡❧✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r
t❤❡ ❍❛rr✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r✳

✾✶



❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ▼❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s✳

▼❡t❤♦❞s ▼❛♥✉❛❧ ❍❛rr✐s ❙■❋❚ ❙❯❘❋
♣r♦❥✳

P❤❛s❡ ✶ ✭✶✵−6 r❛❞✮ ✶✶✻ ✹✼✹ ✶✸✶ ✹✹✺
P❤❛s❡ ✷ ✭✶✵−6 r❛❞✮ ✶✻✹ ✻✵✶ ✷✺✻ ✶✼✽
P❤❛s❡ ✸ ✭✶✵−6 r❛❞✮ ✶✸✼ ✸✷✵ ✶✺✾ ✷✵✷
P❤❛s❡ ✹ ✭✶✵−6 r❛❞✮ ✶✾✽ ✺✺✼ ✷✶✹ ✷✷✽
P❤❛s❡ ✺ ✭✶✵−6 r❛❞✮ ✹✹✸ ✺✶✸ ✻✽✽ ✷✷✽

✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ st✐t❝❤✐♥❣ ♦❢ ♣❛♥♦r❛♠❛s ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❧❛② ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❝✉r✈❡❞
s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ✇♦r❦ ❜❡st ✇✐t❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♦✈❡r❧❛②✱
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧✳ ❚❤❡ ♠❛♥✉❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ♣r♦✈❡❞ t♦ ✇♦r❦ ❜❡st✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❙■❋❚ ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡st ✇♦r❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡r❡❛s ❍❛rr✐s ❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦
s❛t✐s❢❛❝t♦r✐❧②✳
❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧♦✇ ♦♥❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ♣❛♥♦r❛♠✐❝ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t♦ ♦✈❡r❧❛② ❧♦♥❣ ❝♦♠♣❧❡①
s❤❛♣❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♠❡r❛ ✈✐❡✇s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡❢❡❝t ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡ ♣✐①❡❧✳

✾✷



✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

✭❞✮ ✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ P❛♥♦r❛♠❛ ♦❢ ✜✈❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭❛✮ ♠❛♥✉❛❧✱ ✭❜✮ ❍❛rr✐s✱ ✭❝✮ ❙■❋❚✱
❛♥❞ ✭❞✮ ❙❯❘❋ ❢❡❛t✉r❡s✳

✾✸



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ P❛♥♦r❛♠❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭❛✮ ♣❤❛s❡ ✷ ❛♥❞ ✸ ✇✐t❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❀
✭❜✮ ♣❤❛s❡ ✶ ❛♥❞ ✷ ✇✐t❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❀ ✭❝✮ ♣❤❛s❡ ✷ ❛♥❞ ✸ ✇✐t❤ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❞✮ ♣❤❛s❡ ✶ ❛♥❞ ✷ ✇✐t❤ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✾✹



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♦✈❡r❧❛✐❞ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ✭❤❡r❡ ♣❤❛s❡ ✸✮ s❤♦✇♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✭❛✮
♠❛♥✉❛❧✱ ✭❜✮ ❍❛rr✐s✱ ✭❝✮ ❙■❋❚✱ ❛♥❞ ✭❞✮ ❙❯❘❋ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❖✈❡r❧❛② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❛r❡❛ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✭❛✮ ♠❛♥✉❛❧✱ ✭❜✮ ❍❛rr✐s✱ ✭❝✮ ❙■❋❚✱ ❛♥❞
✭❞✮ ❙❯❘❋ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

✾✺



❈❤❛♣t❡r ✼

❋✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣❡s

❲✐t❤ ❞❛t❛ ❢✉s✐♦♥ ❬●▲❚❍✵✵❪✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ s♦ t❤❛t ❛ ❞❡❡♣❡r ✐♥s✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❉❛t❛ ❢✉s✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❧❧ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ t❡st✐♥❣ ✭◆❉❚✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡t❤♦❞s ♦♣t✐❝❛❧ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✭❖▲❚✮ ❛♥❞
✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♥❞✉❝❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✭❯■❚✮ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❈❋❘P ♠❛t❡r✐❛❧✱
❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ❢✉s❡ ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡s✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ❈❋❘P ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐t❤ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛ ❢✉s✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳
❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❡①♣♦rt❡❞ t♦ t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✹✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❢✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ♣✐①❡❧s
❛r❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛✐❞✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛
✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ❢✉s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛r❡
♦✈❡r❧❛✐❞ ♦♥t♦ ❛ ♣❤♦t♦ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❛❦❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤✐s ♦✈❡r❧❛②
✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞♦❝✉♠❡♥t ❛ t❡st✳

✼✳✶ ❖♣t✐❝❛❧ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♥❞✉❝❡❞

t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✿ t✇♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② t❡❝❤♥✐q✉❡s

❯■❚ ❛♥❞ ❖▲❚ ❜♦t❤ ❛❧❧♦✇ t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❛❝t ❞❛♠❛❣❡s ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❢
❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✿ ❲✐t❤ ❯■❚✱
✐t ✐s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥s ♦r ❝❧♦s❡❞ ❝r❛❝❦s✱ ✇❤✐❧❡ ❖▲❚ ❛❧❧♦✇s t❤❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❧❛②❡rs ❛r❡ ✇❡❧❧✲❞✐s❜♦♥❞❡❞✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✿ ❯■❚ ❝r❡❛t❡s ❢r✐❝t✐♦♥
❛t ❝❧♦s❡❞ ❝r❛❝❦s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ ❛ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡ ❜❡tt❡r ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳ ■♥
❖▲❚✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❛t t❤❡r♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❆ ❤✐❣❤ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s
♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❞❡❢❡❝t✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❞✐✉♠s ✭❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❈❋❘P✲❛✐r✮ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❜✉t ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❛r❧② ❝❧♦s❡❞✱
♠♦st ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧
❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❖▲❚✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜♦r❞❡r ✐s ♥♦t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❜♦t❤ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✳

✾✻



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ■♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❈❋❘P st✐✛❡♥❡❞ ♣❛♥❡❧ ✭❛✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r♦♥t s✐❞❡ ✭❜✮ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛r
s✐❞❡ ✭❈♦♠♣♦♥❡♥t ■❱✮✳

✼✳✷ ❋✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣❡s

❆ ❈❋❘P st✐✛❡♥❡❞ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶ ♠ ① ✶✳✺ ♠ ✇✐t❤ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥s ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✼✳✶✮✳ ❚❤❡ t❡st✲♣✐❡❝❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❆✐r❜✉s✳ ❉❛♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧②
❞❡t❡❝t❡❞✳ ❋✐❣✳ ✼✳✷ ❛♥❞ ✼✳✸ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥s ✇✐t❤
❜♦t❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✼✳✸✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❖▲❚ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❦✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ✵✳✵✸ ❍③✱ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✜rst✲❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✇❤❡r❡ ❛ ✜rst✲♣❤❛s❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳
❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ❙◆❘ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✻ ❞❇ ❛s
❞❡❢❡❝ts ✭s❡❡ ❈❤❛♣✳ ✹✳✷✳✸✮✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❖▲❚ ❛♥❞ ❯■❚ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
✐♥ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ■❱✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❉✐✛❡r❡♥t ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❯■❚✳

✼✳✸ ❘❡s✉❧ts

■♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ r❡❝t✐✜❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ t❛❦❡♥
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♠❡r❛ ♣♦s✐t✐♦♥s s♦ t❤❛t ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ♦♥❧② ♦❝❝✉r ❛❢t❡r t❤✐s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
st❡♣✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t❡❞ ❡❧❧✐♣s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡
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✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ✿ ▲♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭❛✮
✵✳✵✸ ❍③ ✭❜✮ ✵✳✵✻ ❍③✱ ❛♥❞ ✭❝✮ ✵✳✶ ❍③✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❛✮ ❯■❚
✭❜✮ ❖▲❚✳

✉s❡r s❡❧❡❝ts t❤❡ r❛✇ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t❡s ♣r❡❝✐s❡ s✉❜✲♣✐①❡❧
♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧s✳ ❋✐❣✳ ✼✳✹ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ❡❧❧✐♣s❡s✳ ❆ s❝❛❧❡ ✐s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❋✐❣✳ ✼✳✺ ❛❢t❡r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳
❚❤✐s st❡♣ ❛❧❧♦✇s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋✐❣✳ ✼✳✻ s❤♦✇s t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡s✳
❚❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞✳
❋♦r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛✱ t❤❡ ❯■❚ ❛♥❞ ❖▲❚ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ s❡❣♠❡♥t❡❞
t♦ ❡①tr❛❝t ♦♥❧② t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛ ✭❈❤❛♣✳ ✹✳✷✳✸✮✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡❛s ❛r❡ ♦✈❡r❧❛✐❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞
✭❋✐❣✳ ✼✳✼✮✳ ❋♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦♥❧② t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st s✐t✉❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ✇❛s
❛♥❛❧②③❡❞✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛ s❡❡♥ ✇✐t❤ ❯■❚ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ✇✐t❤
❖▲❚✳ ❚❤❡ r❡❞ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✽✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞❡❢❡❝t r❡❣✐♦♥✱ ✐s q✉✐t❡
s♠❛❧❧✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❞❡❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡
❯■❚ ❛♥❞ ❖▲❚ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❆❧s♦✱ ♠❛♥② ♥♦✐s② ❛r❡❛s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❯■❚ ✐♠❛❣❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ st❡❛❞② ✇❛✈❡ ♣❛tt❡r♥s✳ ❋♦r ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
♦✈❡r❧❛✐❞ ♦♥ ❛ ❧✐✈❡ ✐♠❛❣❡ t❛❦❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❝❧❛ss✐❝ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛ ✭❋✐❣✳ ✼✳✽✮✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ◆❉❚ t❡❝❤♥✐q✉❡s
t❤r♦✉❣❤ ❞❛t❛ ❢✉s✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛s✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐③❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡✳
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Blue: OLT

Yellow: UIT

Red: Overlaid
defect region

cm

cm

0       5      10      15     20     25

0

5

10

15

20

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ❖✈❡r❧❛② ♦❢ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❯■❚ ❛♥❞ ❖▲❚ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❛r❡❛s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
❞❡❢❡❝t r❡❣✐♦♥✿ ❜❧✉❡ ❜❡✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❖▲❚ ✐♠❛❣❡✱ ②❡❧❧♦✇ ❜❡✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞
❯■❚ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ r❡❞ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❛r❡❛ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❯■❚ ❛♥❞ ❖▲❚✳
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❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦

❚❤✐s t❤❡s✐s ❤❡❧♣s t♦ ❛♥s✇❡rs q✉❡st✐♦♥s ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs
❢r♦♠ t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣❡s t♦ ❣❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❞❡❢❡❝t s✐③❡s ❛♥❞ ❞❡♣t❤ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ■t ❞❡❛❧s
✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣
♦♣t✐❝❛❧ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✭❖▲❚✮✳ ❚❤❡ t❤❡s✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ♦♥ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ t❡st✐♥❣
✭◆❉❚✮ ♦❢ ❝❛r❜♦♥✲✜❜❡r r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ♣❧❛st✐❝s ✭❈❋❘P✮ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❖▲❚ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■t
❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❡①❛❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♥ ✢❛t ♦r ❝✉r✈❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦✈❡r❧❛②✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♠❛❣❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡r❧❛✐❞✳ ❲✐t❤ ❖▲❚✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ s✐③❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❝❛♥
❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣r❡❝✐s❡❧②✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ ❢❛t✐❣✉❡ ❛♥❞ ❧♦❛❞ t❡sts ✐♥ ❈❋❘P ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ❛♥❞ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✲
✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳
❚❤r♦✉❣❤ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ tr✉st❢✉❧ ❞❡❢❡❝t ♠♦❞❡❧s✳
❈❋❘P s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❜❧✐♥❞ ❤♦❧❡s t❤❛t s✐♠✉❧❛t❡ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡❢❡❝ts ✇❡r❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞
❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ t❡st✐♥❣ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡
t❤❡s✐s ✐s t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✇✐t❤ ✐♠❛❣❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ▼❛t❧❛❜ ✇❛s ✉t✐❧✐③❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ▼❛t❧❛❜ s❝r✐♣ts✳ ❖♥❡ ♠❛❥♦r ✐♥t❡♥t✐♦♥ ✇❛s t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢
✐♠♣r♦✈❡❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❀ ♥❛♠❡❧② t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡❢❡❝ts✳
■♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤❡❛t
tr❛♥s❢❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳ P❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ❢♦r t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡s ✐♥ ❈❋P❘ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤❡
r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡s ♦♥ ❞❡❢❡❝t ❜♦r❞❡rs ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠❛❣❡
❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s✱ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛
s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❙❋✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① P❙❋ ❢♦r ❧♦❝❦✐♥
t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡✲❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ ❞❡❢❡❝t✲❢r❡❡ ❛r❡❛✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t
t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣♦✐♥t✲s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❡st s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❧♦❝❦✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✵✳✵✵✺ t♦ ✵✳✸ ❍③
✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st r❡s♣♦♥s❡ ❤❛s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❢♦r♠✿ ❛ ♠❛①✐♠✉♠
✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② f0 ❝❛❧❧❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❆t ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ ♣❤❛s❡
❝♦♥tr❛st ❛ss✉♠❡s ❛ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❛ ♣❤❛s❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② fb ❛t ✇❤✐❝❤ ❛
❞❡❢❡❝t ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❆♥♦t❤❡r ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ♣r❡s❡♥t
❛t ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜✉t ✉♣ t♦ ✵✳✵✵✺ ❍③ ✐t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❞❡❢❡❝ts ❛t ❛ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡♣t❤ ♦❢ ✶✳✺ ♠♠ ✐♥ ❈❋❘P ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st r❡s♣♦♥s❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❧♦❝❦✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐③❡✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
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t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐③❡ ✇❛s ✐❣♥♦r❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✱ ❜✉t t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs
❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✸ t♦ ✺✽ ✪ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ❛♥❞ s✐③❡✳
❆ s❡t ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❛s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✐③❡ ❛♥❞ ❞❡♣t❤ ♦❢
♣❧❛♥❛r ❞❡❢❡❝ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡
❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❡st s♣❡❝✐♠❡♥s ❛♥❞ ♦♥ ❛♥ ❛✐r❝r❛❢t ♣❛rt✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❝❤❛✐♥ st❛rts ✇✐t❤
t❤❡ r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮✱
❜♦✉♥❞❛r② ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛s ❛r❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ♦♥ ♣✐①❡❧ ❜❛s✐s ❛♥❞ ❝❧✉st❡r❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡✳
❉❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡tr✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦r
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ✇✐t❤ ❛ ✜t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❤❛s❡ ❝♦♥tr❛st r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ P❙❋ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ■t ✐s s❤♦✇♥✱ t❤❛t
♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❝❦✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ fo + fb−fo

4
❝♦♥❝✉r ❜❡st ✇✐t❤

t❤❡ ❞❡❢❡❝t s❤❛♣❡ ❛❢t❡r ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐③❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉❧❧✲✇✐❞t❤
❤❛❧❢✲♠❛①✐♠✉♠ ✭❋❍❲▼✮ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

Artificial energy excitation

Registration of surface temperature

Observation of defects

Measurements Simulations

Post-processing

Simulation of phase and 
amplitude contrast images

Panoramic viewsDefect size
Retrieval

Defect depth
Retrieval

Data Fusion

❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❝♦♠♣❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡❢❡❝t ❣r♦✇t❤✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛
❢❛t✐❣✉❡ t❡st✱ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♦✈❡r❧❛② ❛♥❞ ♠❛t❝❤ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❝✉r✈❡❞ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ✉♥❞❡r s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝t ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♠❛r❦❡rs ❛r❡ ✜①❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s♦ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞
♠❛♥✉❛❧❧② ♦r ❞❡t❡❝t❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡s t♦ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛♥♦r❛♠❛s✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❙■❋❚ ✇♦r❦❡❞ ❜❡st✳
❖♣t✐❝❛❧ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✉❧tr❛s♦✉♥❞
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✐♥❞✉❝❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✭❯■❚✮ ❞❡t❡❝ts ❝r❛❝❦s ♦r ❜♦r❞❡rs ♦❢ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❜❡tt❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣❡s
❛r❡ ❢✉s❡❞✳ ❇② ♦✈❡r❧❛②✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ r❡❣✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱
s♠❛❧❧✳ ❋✉s✐♦♥ ♦❢ ◆❉❚ ❞❛t❛ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❡❢❡❝t s✐③❡✳
■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❛r❦❡rs ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡s t♦ t❤❡r♠♦✲
❣r❛♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥❡✇❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t s✐③❡s ✐s r❡❛❧✐③❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐t ✐s ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❛r❦❡rs ❛❧❧♦✇s✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❧♦✇✲❝♦♥tr❛st ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝
❖▲❚ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❛♥♦r❛♠❛s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❢✉s✐♦♥ ♦❢
✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱ ♥❛♠❡❧② ❖▲❚ ❛♥❞ ❯■❚✱ ✇❛s ❛❧s♦
❡♥❛❜❧❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❛r❦❡rs✳
❚❤❡ ❢✉❧❧ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡t
♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛❧❧♦✇s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤s✳ ❚❤❡ s✉♠♠❛r② ♦❢
t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐♥ ✇♦r❞s ♦❢ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✐s s❝❤❡♠❛t✐③❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✾✳
❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ♠♦st❧② ❞✉r✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t♦ q✉❛❧✲
✐❢② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■t ✐s ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✐♥✲s❡r✈✐❝❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s ❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❡t❤♦❞ t♦
❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ✐♠♣❛❝t ❞❛♠❛❣❡ ❞❡t❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✉r✐♥❣ q✉❛❧✐t② ❝♦♥tr♦❧ ❛r❡ ✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥✱ t❛♣ t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ t❡st✲
✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣
❞❡❢❡❝ts ♦♥ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❣✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡r str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞
✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❝❧❛ss❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❡✈❡r✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡ str❡♥❣t❤✳ ❆t
s♦♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡❢❡❝t ✐s ♠♦r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ t❤❛♥ ♦♥ ❛♥② ♦t❤❡r
❧♦❝❛t✐♦♥✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇✐t❤ ❖▲❚✱ s❡✈❡r❛❧ ❧♦❝❦✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❡sts ♦♥ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts t♦ ❜❡ s✉r❡ t♦ ❤❛✈❡ ♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② t♦ ❞❡t❡❝t ❛
❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡❢❡❝t s✐③❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❖♥ ❧❛r❣❡ ❤❡❧✐❝♦♣t❡rs ❡s✲
♣❡❝✐❛❧❧②✱ ✇❤❡r❡ ♠❛♥② ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥✱ t❤✐s ❤❡❧♣s t❤❡ ✐♥s♣❡❝t♦r
❣r❡❛t❧② t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❤✉❣❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ❞❛t❛✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❛❧❧♦✇s s❡❡✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t♦ ❛ str✉❝t✉r❡✱ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❞❛✐❧② ❧✐❢❡✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s ❡❛s② ❢♦r t❤❡ ✉s❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✉s❡r ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞
❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s t❡sts✳
❲✐t❤ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ♠♦r❡ t❤✐♥❣s t❤❛♥ t❤r♦✉❣❤ ✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t t❤✐♥❣ ❛❧✇❛②s ✐s t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❝❧❛ss✐❢② t❤❡s❡ ❞❡❢❡❝ts✳
❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦✈❡r❧❛②✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ ❢✉t✉r❡ t♦
✉s❡ ❖▲❚ ❞✉r✐♥❣ st❛t✐❝ ♦r ❞②♥❛♠✐❝ ❢❛t✐❣✉❡ t❡sts t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❝r❛❝❦s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
❖▲❚ ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♦♥❧✐♥❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞✉r✐♥❣ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ t❡st ❞✉❡ t♦ t❤❡
❧♦♥❣ r❡❣✐str❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❧♦❛❞ ❝②❝❧❡ t✐♠❡✱ ✐t ❤❛s ❣r❡❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r
t❡sts ❤❛✈✐♥❣ ❜r❡❛❦ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❛❞s ♦r t❤❡ st❛t✐❝ t❡sts✳ ❖▲❚ ✇✐❧❧ ❝❡rt❛✐♥❧② ❛❧❧♦✇ t♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

✶✵✸



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬❇❆✾✼❪ ❉✳❙✳❈✳ ❇✐❣❣s ❛♥❞ ▼✳ ❆♥❞r❡✇s✳ ❆❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆♣♣❧✳ ❖♣t✳✱ ✸✻✿✶✼✻✻✕✶✼✼✺✱ ✶✾✾✼✳

❬❇❆✵✻❪ ❖✳ ❇r❡✐t❡♥st❡✐♥ ❛♥❞ ❋✳ ❆❧t♠❛♥♥✳ ■♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧♦❝❦✲✐♥ t❤❡r♠♦✲
❣r❛♠s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡♠✐ss✐✈✐t② ❝♦♥tr❛st✳ ◆❉❚✫❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✱ ✸✾✿✻✸✻✕
✻✹✵✱ ✷✵✵✻✳

❬❇❈❍❙▲✾✷❪ ❏✳❱✳ ❇❡❝❦✱ ❑✳❉ ❈♦❧❡✱ ❆✳ ❍❛❥✐✲❙❤❡✐❦❤✱ ❛♥❞ ❇✳ ▲✐t❦♦✉❤✐✳ ❍❡❛t ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥
✉s✐♥❣ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❙❡r✐❡s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥
♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ s❝✐❡♥❝❡s✱ ❍❡♠✐s♣❤❡r❡✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ❯❑✱ ✶✾✾✷✳

❬❇❡♥✼✺❪ ❏✳✲▲✳ ❇❡♥t❧❡②✳ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✐♥❛r② s❡❛r❝❤ tr❡❡s ✉s❡❞ ❢♦r ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡
s❡❛r❝❤✐♥❣✳ ❈♦♠♠✳ ♦❢ t❤❡ ❆❈▼✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ❯❙❆✱ ✶✽✿✺✵✾ ✕ ✺✶✼✱ ✶✾✼✺✳
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♦❢ ❜✉r✐❡❞ ❞❡❢❡❝ts ❢r♦♠ ♣❤♦t♦t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ❞❡ P❤②s✐q✉❡ ■❱✱ ❈✼✿❈✼✕
✺✺✶✕❈✼✕✺✺✹✱ ✶✾✾✹✳

❬❙③❡✵✹❪ ❘✳ ❙③❡❧✐s❦✐✳ ■♠❛❣❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ st✐t❝❤✐♥❣✿ ❆ t✉t♦r✐❛❧✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱
▼✐❝r♦s♦❢t ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✵✵✹✳

❬❚❋❈❑✾✷❪ ❘✳ ▲✳ ❚❤♦♠❛s✱ ▲✳ ❉✳ ❋❛✈r♦✱ ❉✳ ❏✳ ❈r♦✇t❤❡r✱ ❛♥❞ P✳ ❑✳ ❑✉♦✳ ■♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦t❤❡r♠ ❙❡♠✐♥❛r
♥◦✷✼✱ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♥❢r❛r❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ◗■❘❚ ✾✷✱ ❉✳ ❇❛❧❛❣❡❛s✱ ●✳❇✉ss❡
❛♥❞ ●✳▼✳ ❈❛r❧♦♠❛❣♥♦ ✭❊❞✳✮✱ ✶✾✾✷✳

❬❚P❲+✼✾❪ ❘✳ ▲✳ ❚❤♦♠❛s✱ ❏✳ ❏✳ P♦✉❝❤✱ ❨✳ ❍✳ ❲♦♥❣✱ ▲✳ ❉✳ ❋❛✈r♦✱ ❑✉♦ P✳ ❑✳✱ ❛♥❞
❆✳ ❘♦s❡♥❝✇❛✐❣✳ ❙✉❜s✉r❢❛❝❡ ✢❛✇ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♠❡t❛❧s ❜② ♣❤♦t♦❛❝♦✉st✐❝ ♠✐✲
❝r♦s❝♦♣②✳ ❏✳ ❆♣♣❧✳ P❤②s✳✱ ✺✶✿✶✶✺✷✕✶✶✺✻✱ ✶✾✼✾✳

❬❱❛✈✵✹❪ ❱✳ ❱❛✈✐❧♦✈✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ tr❛♥✲
s✐❡♥t t❤❡r♠❛❧ ♥❞t✳ ❚❤❡r♠♦s❡♥s❡ ❳❳❱■✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❙P■❊✱ ✺✹✵✺✿✸✸✻✕✸✹✼✱
✷✵✵✹✳

❬❱■◆✽✹❪ ▼✳ ❱❛❡③ ■r❛✈❛♥✐ ❛♥❞ ▼✳ ◆✐❦♦♦♥❛❤❛❞✳ ❚r❛♥s❢♦r♠ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❏✳ ◆♦♥❞❡str✳
❊✈✳✱ ✹✿✸✴✹✱ ✶✾✽✹✳

❬❲❙❘▲✵✼❪ ❏✳ ❲❡❧t❡r✱ ❙✳ ❙❛t❤✐s❤✱ ❊✳ ❘✐♣❜❡r❣❡r✱ ❛♥❞ ❊✳ ▲✐♥❞❣r❡♥✳ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞
❤❡❛t ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ ❛ ♣♦❧②♠❡r ♠❛tr✐① ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❜② ❛ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡✳
▼❛t✳ ❊✈❛❧✳✱ ✻✺✭✽✮✿✽✷✸✕✽✷✻✱ ✷✵✵✼✳

❬❲✉✾✻❪ ❉✳ ❲✉✳ ▲♦❝❦✐♥✲❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❢ür ❞✐❡ ③❡rstör✉♥❣s❢r❡✐❡ ❲❡r❦st♦✛♣rü❢✉♥❣ ✉♥❞
❲❡r❦st♦✛❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❋❛❦✉❧tät ❱❡r❢❛❤r❡♥st❡❝❤♥✐❦ ❞❡r ❯♥✐✲
✈❡rs✐tät ❙t✉tt❣❛rt✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✾✾✻✳

❬❲❲❏✵✼❪ ❈✳ ❲❛❧❧❜r✐♥❦✱ ❙✳❆✳ ❲❛❞❡✱ ❛♥❞ ❘✳ ❏♦♥❡s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✐③❡ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✐♥ st❡❡❧ str✉❝t✉r❡s ✉s✐♥❣ ❧♦❝❦✲✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳ ❏✳
❆♣♣❧✳ P❤②s✳✱ ✶✵✶✿✶✵✹✾✵✼✕✶✵✹✾✵✼✕✽✱ ✷✵✵✼✳

❬❩❉❘❇✵✸❪ ❚✳ ❩✇❡s❝❤♣❡r✱ ❆✳ ❉✐❧❧❡♥③✱ ❙❝❤❡r❧✐♥❣ ❉✳ ❘✐❡❣❡rt✱ ●✳✱ ❛♥❞ ●✳ ❇✉ss❡✳ ❯❧tr❛✲
s♦✉♥❞ ❡①❝✐t❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✉s✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡s✳ ■♥✲
s✐❣❤t✱ ✹✺✭✸✮✿✶✼✽✕✶✽✷✱ ✷✵✵✸✳
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✶✵✾



❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❛♥❦ Pr♦❢✳ ❆r♥♦❧❞ ❛♥❞ Pr♦❢✳ ❇❡r✈❡✐❧❧❡r ✇❤♦ ❛❧❧♦✇❡❞ ♠❡ t♦ t❛❦❡
♣❛rt ❛t t❤❡ ●❡r♠❛♥✲❋r❡♥❝❤ ❣r❛❞✉❛t❡ ❝♦❧❧❡❣❡ ♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ♠② t❤❡s✐s
✐♥ ❛ ❜✐❧✐♥❣✉❛❧ ❝♦♥t❡①t ❥♦✐♥t❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❛❛r❧❛♥❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② P❛✉❧
❱❡r❧❛✐♥❡ ▼❡t③ ✭❝♦t✉t❡❧❧❡✲❞❡✲t❤ès❡✮✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡✐r ❝♦♠♠✐t♠❡♥t t♦ ❛♥❞ ❜❡❧✐❡❢ ✐♥ ❋r❡♥❝❤✲
●❡r♠❛♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ■ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ❛t s✉♠♠❡r s❝❤♦♦❧s ❛♥❞ ✉♥❞❡rt❛❦❡ r❡s❡❛r❝❤
st❛②s ❛t t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ✉♥✐✈❡rs✐t②✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ♠❡ t♦ ❝♦♠❡ ✐♥t♦ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
✉♥✐✈❡rs✐t② s②st❡♠s ❛♥❞ t♦ s❡❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ●❡r♠❛♥ ❛♥❞ ❋r❡♥❝❤ r❡s❡❛r❝❤✳ ❚♦ ❜❡
✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❝✉❧t✉r❡s ✇❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♠❡ s✐♥❝❡ ■ ❣r❡✇ ✉♣ ❛t t❤❡
●❡r♠❛♥✲❋r❡♥❝❤ ❜♦r❞❡r ✇✐t❤ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ ❜♦t❤ ❝✉❧t✉r❡s✳
❚❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❛s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ❛♥❞ ❣r❛♥t ♦❢ t❤❡ ❋r❡♥❝❤✲●❡r♠❛♥ ✉♥✐✲
✈❡rs✐t② ✭✉♥✐✈❡rs✐té ❢r❛♥❝♦✲❛❧❧❡♠❛♥❞❡ ✴ ❞❡✉ts❝❤✲❢r❛♥③ös✐s❝❤❡ ❍♦❝❤s❝❤✉❧❡✮✳ ■ ❛♠ ✈❡r② ❣r❛t❡❢✉❧
t♦ t❤❡ ❉❋❍✲❯❋❆✶ ❢♦r t❤❡✐r s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳
▼② t❤❛♥❦s ❣♦ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡❡s Pr♦❢✳ ❋♦✉r♥✐❡r ❛♥❞ Pr♦❢✳ ❲❛❧t❤❡r ❢♦r t❤❡✐r ❢❛st ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞
r❡♣♦rts✳
P❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛♥❦s ❣♦ t♦ ❉r✳ ❆r♥✐♥❣ ✇❤♦ ❛❝❝❡♣t❡❞ ♠❡ ✐♥t♦ ❤✐s ❞❡♣❛rt♠❡♥t ❛t ❊❆❉❙ ■♥♥♦✲
✈❛t✐♦♥ ❲♦r❦s✳ ■ ❝❤♦s❡ ❊❆❉❙ ❢♦r ♠② ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ❛❡r♦s♣❛❝❡ ✐♥❞✉str② ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t
✐s ♠❛✐♥❧② ❛ ❋r❡♥❝❤ ❛♥❞ ●❡r♠❛♥ ❝♦♠♣❛♥②✱ s✐♠✐❧❛r ♠② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ■ t❤❛♥❦ ❉r✳ ▲❛♥❣♠❡✐❡r
✇❤♦ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠② P❤❉ t❤❡s✐s✳ ❍✐s ❛❞✈✐❝❡ ❛♥❞ ✐❞❡❛s ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ ❛ ❧♦t t♦✇❛r❞s ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣
♠② t❤❡s✐s✳ ■ ❛❧s♦ t❤❛♥❦ ❉r✳ ❙t♦❡ss❡❧ ✇❤♦ ❛❣r❡❡❞ t♦ s✉♣❡r✈✐s❡ ♠② ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝
❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ t❡st✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❤✐♠✱ ■ ❧❡❛r♥t ❛ ❧♦t ♦♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❛♥❞
❝❛r❜♦♥✲✜❜❡r r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ♣❧❛st✐❝s ♠❛t❡r✐❛❧✳
▼② t❤❛♥❦s ❣♦ t♦ ❡✈❡r② ♦♥❡ ❛t ❊❆❉❙ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❲♦r❦s✱ ❆✐r❜✉s✱ ❊✉r♦❝♦♣t❡r ❛♥❞ ▼❆❙
✇❤♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ t❡st ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ■
t❤❛♥❦ ▼r✳ ❍❛✉❢ ❛♥❞ ▼r✳ ❖st❡r ❢♦r ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡q✉✐♣♠❡♥t ❛t ❊✉r♦❝♦♣t❡r ❢♦r
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❤❡s✐s ❛♥❞ ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ♠❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♠② ✇♦r❦
♦♥ ✬t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❛♥♦r❛♠❛s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❝✉r✈❡❞ ❛✐r❝r❛❢t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✬ ❛t ❊✉r♦❝♦♣t❡r✳
▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ♠② t❤❛♥❦s ❣♦ t♦ ♠② ✜❛♥❝é ❉❛♥✐❡❧ ▼❛①✐♠✐❧✐❛♥ ❍♦✛♠❛♥♥ ❢♦r ❤✐s ❛❞✈✐❝❡✱
s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❝❛r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♠② t❤❡s✐s✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ♠② ♣❛r❡♥ts ❛♥❞ ♠② ❢❛♠✐❧② ❢♦r
❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ♠❡ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ ♠② st✉❞✐❡s ❛♥❞ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♠② tr❛✈❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ ▼✉♥✐❝❤✱ ❙❛❛r✲
❜rü❝❦❡♥ ❛♥❞ ▼❡t③ ❛♥❞ st❛②s ❛t ❙❛❛r❜rü❝❦❡♥ ❛♥❞ ▼❡t③✳

✶✇✇✇✳❞❢❤✲✉❢❛✳♦r❣
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❋r♦♠ r❛❞✐♦♠❡tr② t♦ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②

❍❛r♠♦♥✐❝ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡s ✇❡r❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ❜② ❆♥❣strö♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t② α ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②
f ❛t ♦♥❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❜❛r ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ φ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡
✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t✇♦ t❤❡r♠♦♠❡t❡rs s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ∆x✳ ❋✐❣✳ ✼✳✶✵ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡
s❡t✲✉♣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❆♥❣strö♠✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

φ = ∆x/µ ✭✼✳✶✮

❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤

µ =

√
α

πf
. ✭✼✳✷✮

Ho Cold waterHot steam

Steel rod

Thermometer

x∆

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ❆♥❣strö♠

■♥ t❤❡ ✶✾✻✵s ❛♥❞ ✶✾✼✵s t❤❡r❡ ✇❡r❡ ♠❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ✇❛✈❡s
✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❇✉s✽✹✱ ❇✉s✼✾❪✮ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ♦❢ ◆♦r❞❛❧ ❛♥❞ ❑❛♥st❛❞ ✐♥ ✶✾✼✽ ❬◆❑✼✾✱ ◆❑✽✵❪✳ ❚❤❡② ❝r❡❛t❡❞ ❛ r❛st❡r ✐♠❛❣✐♥❣
s②st❡♠✳ ❚❤✐s ✇❛s t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦r t♦ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳ ❋✐❣✳ ✼✳✶✶❛ s❤♦✇s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢
t❤❡✐r s❡t✲✉♣✳ ❆ ❧❛s❡r s♦✉r❝❡✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❤❛❧♦❣❡♥ ❧❛♠♣s✱ ❡①❝✐t❡❞ t❤❡ ♣❛rt ♣♦✐♥t✲❜②✲♣♦✐♥t✳
❚❤❡ ❧✐❣❤t ✇❛s ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧②✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜②
❛♥ ✐♥❢r❛r❡❞ ❞❡t❡❝t♦r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s✱ ❛ ❧♦❝❦✲✐♥ ❛♠♣❧✐✜❡r
✇❛s ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡ ❝❛♥ ❡①tr❛❝t ❛ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥ ❝❛rr✐❡r ✇❛✈❡ ✐♥ ❛ ✈❡r②
♥♦✐s② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭✉♣ t♦ ❙◆❘ ❂ ✲✻✵ ❞❇✮✳
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x-y writer

laser

chopper

sample

Infrared detector
filter
lense

Lock-in
amplifier

✭❛✮

Low-pass

filter

(integrator)�✁ outU

inU

ref
f

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✿ ✭❛✮ ❘❛st❡r ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠❀ ✭❜✮ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❛♠♣❧✐✜❡r✳

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛ ❧♦❝❦✲✐♥ ❛♠♣❧✐✜❡r ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❚❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②

Uout =
1

T

∫ t

t−T

sin [2π · fref · s+ ∆ϕ]Uin(s)ds. ✭✼✳✸✮

❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s✐❣♥❛❧s ✭❊q✳ ✼✳✸✮ t❤❛t ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❡q✉❛❧s
③❡r♦✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ✉s❡❞ t♦
♣r❡❝✐s❡❧② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝❛rr✐❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠❛t❝❤❡s
t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✧❧♦❝❦❡❞✧ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❤❛s❡ s❧✐❞❡r✳
❚❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ♦❢
t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ■t ✐s ❛t ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛❧s ③❡r♦✱ s❤♦✇✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❲✐t❤
t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡r✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ♦♥❡ ♣♦✐♥t✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐t ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ ♣❛rt ✐s s❝❛♥♥❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛s❡r s♦✉r❝❡
♦r t❤❡ ♣❛rt✳
❚❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❛♠♣❧✐✜❡r ✉s❡❞ ✐♥ ♣❤♦t♦t❤❡r♠❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡
✐♠❛❣❡s ❧❡♥❞s ✐ts ♥❛♠❡ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳
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P✉❧s❡✲♣❤❛s❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②

■♥ ♣✉❧s❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✭P❚✮❬❙❤❡✵✶✱ ▼❘✽✺❪✱ ❛ s❤♦rt ❤❡❛t ♣✉❧s❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✲
t❡r✐❛❧ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ✈❡r② s❤♦rt✳ ❚❤❡ t✐♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐s
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♣✉❧s❡ ♣❤❛s❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✭PP❚✮✱ ❬▼▼✾✻❪✳ ❇② ♣❡r✲
❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✱ ❛ ♣❤❛s❡❣r❛♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ❛t s❡✈❡r❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳
❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ P❚ ❛♥❞ PP❚ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣st
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ✐s ❧♦✇ ❛t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦t❤❡r♠❛❧ s✐❣♥❛❧
✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✸✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ recta(t) ✐s ❛

s✐♥✉s ❝❛r❞✐♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ sin(πx)
πx

✳ ❚❤❡ ✢❛s❤ ❧✐❣❤t s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡
s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ✐s ❤✐❣❤ ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ♥♦ s✐❣♥❛❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s fi = n · π✱ ✇❤❡r❡ n ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❆ ❣♦♦❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
♣✉❧s❡✲♣❤❛s❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬■❈✵✺❪✳
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f

Φij(f)

f1 f2 f3 f

Aij(f)

t1 t2 t3
t

Tij(t)
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x
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t f f

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ❢♦r PP❚✳ ✭▲❡❢t✮✿ P❧♦t ♦❢ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❣❛✐♥st t✐♠❡ ✭♠✐❞❞❧❡✮✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭r✐❣❤t✮✿
P❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

■♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ t♦ ❞❡t❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✇❛s ♠♦st❧②

✶✶✸



t

S(t)

✭❛✮

f

S(f)

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸✿ ✭❛✮ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♣✉❧s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❜✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❋♦✉r✐❡r✲tr❛♥s❢♦r♠✳

♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ♣✉❧s❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ♦♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥ st❡❡❧ ♦r ❛❧✉✲
♠✐♥✉♠✮✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ P❚ ❝❛♥ ❜❡ s♦rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s
t❤❛t ✉s❡ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❣❡tt✐♥❣ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡❢❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ P❚✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡r♠❛❧
❝♦♥tr❛sts ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛✮ ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❬▼❛❧✵✶❪✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥tr❛st C ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

C = I − Iintact, ✭✼✳✹✮

✇❤❡r❡ I ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ❛♥❞ Iintact ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛♥ ✐♥t❛❝t
❞❡❢❡❝t✲❢r❡❡ ❛r❡❛✳
Pr♦❜❧❡♠s ✐♥❝❧✉❞❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❛❝t ❛r❡❛ ❛♥❞ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♥♦♥✲
✉♥✐❢♦r♠ ❤❡❛t✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝♦♥tr❛st ✭❉❆❈✮✱

CDAC(i, j, t) = ∆T (i, j, t) −
√

t′

t
∆T (i, j, t′), ✭✼✳✺✮

❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❙◆❘ ❛♥❞ ❞❡❢❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❡q✉❡♥❝❡✳ ■♥ ❬▼❲❇❘✵✹❪✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥tr❛st ✐s t❛❦❡♥ ❛s ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❆ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡♣t❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱
❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣t❤ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❆♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢
t❛❦✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ♣♦✐♥t ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❜❡❝♦♠❡s ❥✉st ✈✐s✐❜❧❡ ✭s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡❛r❧② ❞❡t❡❝t✐♦♥
❬▼❛❧✵✶❪✮✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❞❡♣t❤✳
■♥ ❬▲◆✵✼❪✱ ❛♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ♣r♦✜❧❡ ❝❛♥✱ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱
❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞✳ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝
♠❡t❤♦❞s ✐♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❬▲◆✵✼❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❤❡♣❛r❞ ❬❙❤❡✵✶❪ ♣r♦♣♦s❡❞
❛ ♠❡t❤♦❞✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ s✐❣♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❚❙❘✮✳ ■t ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✜t t♦
❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❤❡❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣✉❧s❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∆T =
Q

e
√
πt
. ✭✼✳✻✮

✶✶✹



❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ ❊q✳ ✼✳✻✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦

ln ∆T = ln
Q

e
− 1

2
ln(πt). ✭✼✳✼✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱

ln[∆T (t)] = a0 + a1 ln(t) + a2 ln2(t) + ...+ an lnn(t). ✭✼✳✽✮

❚❤❡ t✐♠❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇ ♦r❞❡r s❡r✐❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡ ✜t✳
❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛r❡ t❤❛t ❚❙❘ ❛❧❧♦✇s ❞❛t❛ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r st♦r✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝
t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡
✉s❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❱❛✈✵✹❪✳ ❆♠♦♥❣st ♦t❤❡rs✱ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ✇❡r❡ t❡st❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❝❡ss
t❤❡ t✐♠❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳
▼❛♥② r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ❛❧s♦ ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣✉❧s❡❞✲♣❤❛s❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✈✐s✐❜❧❡✱
s❡❡ ❈❤❛♣✳ ✷✳✺✳✶✮ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❆ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②
❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ t❛s❦ ❧✐❡s ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡t❤♦❞ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
■♥ ❬■❈●▼✵✹❪✱ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡
♣❤❛s❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡
t❛❦❡♥ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡st ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ s❧♦♣❡ ❞✐✈❡r❣❡s
❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡❢❡❝t✐✈❡ s❧♦♣❡✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
■♥ ❬■❈▼✵✹❪✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❝❝✉rr❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣❤❛s❡ ❝♦♥✲
tr❛st ✭♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡❢❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛✮ ❜❡❝❛♠❡ ❧❡ss
t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳
■♥ ❬❇▲❇+✵✽❪ ✐t ✐s s❤♦✇♥ ❤♦✇ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❢♦r ❞❡❢❡❝t ❡✈❛❧✉✲
❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞ t❡st✐♥❣ ♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❆❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♣❛ss✐✈❡ t❤❡r♠♦❣✲
r❛♣❤② ✇❡r❡ ✉s❡❞✳

❋r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②

❆ ❣♦♦❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬▼❚✵✺✱ ▼P❚✵✻❪✳ ❋r❡q✉❡♥❝②
♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✭❋▼▲❚✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❧♦❝❦✐♥ ❛♥❞ ♣✉❧s❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢
t❤❡ ❋▼▲❚ r❡❣✐str❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t❤❛t t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❛ sq✉❛r❡✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s
❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡
✐♠❛❣❡s s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r q✉❛❧✐t② t❤❛♥ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ PP❚✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
r❡❣✐str❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ❋▼▲❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛s ✇❡❧❧ t♦ ❝♦♠✲
♣❛r❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❖▲❚ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②

x(t) = a(t)sin(θ(t)), 0 ≤ t ≤ tD ✭✼✳✾✮

✇❤❡r❡ a(t) ✐s t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧s ③❡r♦s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
[0, tD] ❛♥❞ Θ(t) ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② fm(t)

✶✶✺



✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✇❛② ♦❢

fm(t) =
1

2π

dθ

dt
. ✭✼✳✶✵✮

❲✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ fm(t) ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✹✿ ✭❛✮ ❋r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✿ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✵✶ ❛♥❞ ✵✳✶✷ ❍③
✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✶✸✳✷ ❍③ ❛♥❞ ✭❜✮ ✐ts ❋♦✉r✐❡r ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ✈✐❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r
❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✵✶ ❛♥❞ ✵✳✶✷ ❍③✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✵✳✶✷ ❍③ ❞❡✜♥❡s
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✵✳✷✹ ❍③✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♣❡r✐♦❞
♦❢ ❛t ❧❡❛st ✺ ♠✐♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳
■♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✹✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ✐ts ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞✳ ❚❤❡
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ♥♦t ❛ ♣❡r❢❡❝t sq✉❛r❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✜♥✐t❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤❡ ♣❡r❢❡❝t sq✉❛r❡ ✐s ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥✉s ❝❛r❞✐♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❆ t❡st ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ t❡st✲♣❛rt ♦❢ ❈❋❘P ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✺✳
❚❤❡ ♣❛rt ❝♦♥t❛✐♥s s❡✈❡r❛❧ ❤♦❧❡s s✐t✉❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s ❛♥❞ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛ s✐❣♥❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❆❣✐❧❡♥t ❝♦♠♣❛♥② ✐s ✉t✐❧✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛♠♣s ❛r❡
♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝② s✇❡❡♣ ❢r♦♠ ✵✳✵✶ ❍③ t♦ ✵✳✶✷ ❍③✳ ❆ t♦t❛❧ ♦❢ ✸✺✺✵ ✐♠❛❣❡s
✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✶✸✳✷ ❍③ ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❤❡r♠♦s❡♥s♦r✐❦ s❡t✲✉♣ ✭s❡❡
❈❤❛♣✳ ✺✳✶✮✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❋❋❚ ❛♥❞ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✻✳ ❆s ❛
❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦♣t✐❝❛❧ ❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✼✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝ts ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❋▼▲❚ ❛t ✵✳✵✼✺ ❍③ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❖▲❚
❛t ✵✳✵✷ ❍③ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✐s ❧♦✇❡r ✇✐t❤ ❋▼▲❚ t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢
❧♦❝❦✐♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳

❯❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♥❞✉❝❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②

❯❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♥❞✉❝❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡r❡ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ❛r❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❉✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♦❝❝✉rs ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s ✭❬▲▲✻✼❪✱
❬▼❛✉✾✷❪✮✿

• ✜rst✱ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❡✛❡❝t ❞✉❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❬❍♦♠✵✼❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❈❋❘P t❡st✲♣❛rt ✇✐t❤ ❜❧✐♥❞ ❤♦❧❡s✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✻✿ P❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦❢ t❤❡ t❡st✲♣❛rt ✇✐t❤ ❋▼▲❚ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭❛✮ ✵✳✵✼✺
❍③ ✭❜✮ ✵✳✵✹✶ ❍③ ✭❝✮ ✵✳✵✷✻ ❍③✳

f=0.09 f=0.02                            f=0.01

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✼✿ ❖❜t❛✐♥❡❞ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❖▲❚✳

✶✶✼



• s❡❝♦♥❞✱ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ♦❝❝✉r ❞✉❡ t♦ ❧♦❝❛❧ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛t ❞❡❢❡❝ts ❧✐❦❡ ❝❧♦s❡❞
❝r❛❝❦s✱ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❡t❝✳

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❯■❚ ✐s s❝❤❡♠❛t✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✽✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡s ❛r❡ ✐♥❥❡❝t❡❞✱ t❤❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❤❡❛t ♣r♦♣❛❣❛t❡s t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❢r❛r❡❞ ❝❛♠❡r❛ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱
❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✬s s✉r❢❛❝❡ t♦ ❛♣♣❡❛r ❤✐❣❤❡r ✐❢ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t
✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✾✱ ❛♥
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❛❝t ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❤♦♥❡②❝♦♠❜✲❝❛r❜♦♥
✜❜❡rs ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✳

IR-camera

Hysteresis

effect
Test-piece Computer

Defect

Thermal images

Ultrasound-

source

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✽✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♥❞✉❝❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤②✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❯■❚ ❢♦r t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ ❡♣♦①②✲❝❛r❜♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ♠❛♥② st✉❞✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❬❲❙❘▲✵✼❪✱ t❤❡ ❤❡❛t✲❞❛♠❛❣❡
❝r❡❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ q✉❛rt③✲❧❛♠♣ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❯■❚✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
❝❛❧❧❡❞ ✬t❤❡r♠♦❡❧❛st✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡✬✳

Defect

Sonotrode

t
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✾✿ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❛❝t ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣❛rt ✇✐t❤ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♥❞✉❝❡❞
♣✉❧s❡❞ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤② ✭❯■❚ ❛t t✐♠❡s ✵✱ ✵✳✷✷ ❛♥❞ ✵✳✾✸ s❡❝♦♥❞s ❛❢t❡r t❤❡ st❛rt ♦❢ ✉❧tr❛s♦✉♥❞✮✳

❆ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t✱ ✐❢ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ♣❛tt❡r♥s ♠❛②
❛♣♣❡❛r✳ ❋✐❣✳ ✼✳✷✵ s❤♦✇s s✉❝❤ ❛ st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ❡✛❡❝t ✐♥ ❯■❚ ✐♠❛❣❡s ♦❢ st✐✛❡♥❡❞ ♣❛♥❡❧s✳ ❚❤❡
❡✛❡❝t ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ s♠❛❧❧ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ❛r❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❇② ♦✈❡r❧❛②✐♥❣ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
♦r ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s✇❡❡♣ ❬❩❉❘❇✵✸✱ ❩❘❉❇✵✸❪✱ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳

✶✶✽



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✵✿ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❧❛♠✐♥❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❯■❚ ✐♥ ❛ ❈❋❘P ♣❛♥❡❧ ✭❛✮ ♦♥ t❤❡ r❡❛r s✐❞❡
❛♥❞ ✭❜✮ ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t s✐❞❡ ✇✐t❤ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ st❛t✐❝ ✇❛✈❡s ♣❛tt❡r♥s✳

✶✶✾



❆♣♣❡♥❞✐① ❈✿ rés✉♠é ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s

❆♥❛❧②s❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❞❛♥s ❞❡s ♣✐è❝❡s ❡♥ ♠❛té✲

r✐❛✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❧♦❝❦✐♥

P❧❛♥

• ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

• ▲❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s r❡♥❢♦r❝és ❡♥ ✜❜r❡s ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡

• ❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❧♦❝❦✐♥

• ▼♦❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡

• ❘és✉❧t❛ts

• ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞é❢❛✉ts

• ❋✉s✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

• ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ s❡❝t❡✉r ❞❡ ❧✬❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❡♥❢♦✉✐s
❞❛♥s ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❡t ❞❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s❡r✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞✉ ❝♦♥tô❧❡ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐❢ s♦♥t ❧❡s ✉❧tr❛s♦♥s ❡t ❧❛ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❛✉① r❛②♦♥s ❳ ❛ss✐sté❡ ♣❛r
♦r❞✐♥❛t❡✉rs✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❝♦♥♥❛ît ✉♥ ✐♥térêt ❣r❛♥❞✐ss❛♥t ♣♦✉r
❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❞é❢❛✉ts s❛♥s ❝♦♥t❛❝t ❡t
❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥✲s✐t✉ s✉r ❧✬❛✈✐♦♥✳
❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t q✉✬✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ✉♥❡
❛♥❛❧②s❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts✳ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝❛r❛❝tér✐s❡r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t
❧❡s ❞é❢❛✉ts ❛✜♥ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡✉r t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❡st ❞✬é❧❛❜♦r❡r ✉♥ ♣r♦❝é❞é ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡s ❞é❢❛✉ts ✭✐♥❝❧✉s✐♦♥s✮ ❞❛♥s ❞❡s ♣✐è❝❡s ❡♥ ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ✜❜r❡s ❞❡
❝❛r❜♦♥❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡✉r ♣r♦❢♦♥❞❡✉r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❧♦❝❦✐♥✳
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✏✑✒✓✓✔✌✍✍✎ ☎✕✝☎✕✝�✞

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✶✿ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ■ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s✳ ▲❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♦♥t
❞♦♥♥é❡s ❡♥ ♠♠✳ ✖✗✘✖✗✘

✙ ✗ ✚ ✛ ✖✜✘✢✚✢✘✚✣✤✥✦✦✧★✩✩✪✫✬✭✮✯★✩✩✪ ✜✚✘ ✜✘✜✘✚✘ ✫✬✭✮✯✰ ✛ ✩✩ ✫✬✭✮✯✰ ✜ ✩✩✣✤✱✲✧✳ ✚✘ ✜✘ ✴✵✶✷✸✹ ✺✺✻✼✻ ✺✽✾ ✿✼
❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✷✿ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ■■ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❝❛rrés ❡t ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝r♦✐①✳ ▲❡s
❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ♠♠✳

▲❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s r❡♥❢♦r❝és ❡♥ ✜❜r❡s ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡

▲❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ✐♥térêt ❣r❛♥❞✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛ér♦♥❛✉t✐✲
q✉❡✳ ❉❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✼✺✱ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s ♥✬❛ ❢❛✐t q✉❡ ❣r❛♥❞✐r
❞❛♥s ❧❡s ❛✈✐♦♥s ❞✬❆✐r❜✉s ❡t ❧❡s ❤é❧✐❝♦♣tèr❡s ❞✬❊✉r♦❝♦♣t❡r✳ ●râ❝❡ à ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés
♠é❝❛♥✐q✉❡s ✭rés✐st❛♥❝❡ ❝♦♥tr❡ ❧❛ ❢❛t✐❣✉❡ ❡t ❧❛ ❝♦rr♦s✐♦♥✮ ❡t à ✉♥❡ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♠♦✐♥s
✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠ét❛✉①✱ ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ♦♥t ❞é❝✐❞é ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉
♠❛tér✐❛✉ ❞❛♥s ❧❡s ❛ér♦♥❡❢s✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s✱ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s
r❡♥❢♦r❝és ❡♥ ✜❜r❡s ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés✳ ■❧s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ✻✵✪ ❞❡ ✜❜r❡s ❡t

✶✷✶



✹✵✪ ❞❡ rés✐♥❡✳
❉❡✉① ♣❧❛q✉❡s ❞✬✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ✶ ❝♠ ♦♥t été ♣r♦❞✉✐t❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✜❜r❡s ♣ré ✐♠♣ré❣♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ rés✐♥❡✳ ❉❡s tr♦✉s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❡t
♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ♦♥t été ♣❡r❝és à ❧✬❛rr✐èr❡ ❞❡s ♣❧❛q✉❡s ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❞❡s ❞é❢❛✉ts✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣❧❛q✉❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s tr♦✉s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ✭❋✐❣✳ ✼✳✷✶✮ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞❡s tr♦✉s ❞❡ ❢♦r♠❡
❝❛rré❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❝r♦✐① ✭❋✐❣✳ ✼✳✷✷✮✳

❚❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❧♦❝❦✐♥

❆✈❡❝ ❧❛ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❧♦❝❦✐♥✱ ❧✬♦❜❥❡t ❡st ✐❧❧✉♠✐♥é ❛✈❡❝ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ♠♦❞✉❧é❡ ❞❡
❢❛ç♦♥ s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡✳ ▲❡s ♦♥❞❡s t❤❡r♠✐q✉❡s s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡t s♦♥t ré✢é❝❤✐❡s
❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s t❤❡r♠✐q✉❡s t❡❧❧❡s ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ♦✉ ❝❛✈✐tés✳ ❈❡s ♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡s ✐♥t❡r❢èr❡♥t
à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦♥❞❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s ❡t ✈✐❡♥♥❡♥t ❝ré❡r ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥r❡❣✐stré ♣❛r ✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ✭❋✐❣✳ ✼✳✷✸✮✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ Amn ❡t ❞❡ ♣❤❛s❡ Φn s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r q✉❡
❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❛r

Fn = ∆t
N−1∑

k=0

T (k∆t)e−j2πnk/N = Ren + Imn ✭✼✳✶✶✮

♦ù n r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✐s❝rèt❡s n ∈ {1, ..., N}✱ ∆t
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡t Ren ❡t Imn ❧❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡s ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❞❡ ♣❤❛s❡ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

Amn =
√

Ren + Imn

φn = tan−1

(
Imn

Ren

)

.
✭✼✳✶✷✮

Séquence temporelle

Caméra 

infrarouge

Lampes

Ordinateur

Modulation sinusoidale

de la lumière

Images d’amplitude

et de phase

ijT
t

F
F

T

Pièce

Défaut

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✸✿ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ♦♣t✐q✉❡ ❧♦❝❦✐♥✳

❆✈❡❝ ❧❛ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❧♦❝❦✐♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

d = Cµ ✭✼✳✶✸✮

✶✷✷



❡♥tr❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬✉♥ ❞é❢❛✉t d ❡t ❧❛ ♣é♥étr❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ µ q✉✐ ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡

❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ f ❝❛r µ =
√

α
πf
✳ ▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ C ✈❛✉t ❡♥✈✐r♦♥ ✷ ✭C ≈ 2✮ ❞✬❛♣rès ❬❇✉s✼✾❪ ❡t α

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r
❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡s ❞é❢❛✉ts✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦✉ ❧♦❝❦✐♥ ❞♦✐t êtr❡ ❛ss❡③ ♣❡t✐t❡
♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s ❞é❢❛✉ts ♣r♦❢♦♥❞s ❡t ❞♦✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s
❧❛ ♣é♥étr❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❬❙❤❡✾✼❪✳ ❙✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✼✳✷✹✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ■
s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❞é❢❛✉ts ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❧✉s
❝❧❛✐rs q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❞✱ ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t ♣✉✐s ré❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♣❧✉s ❜❛ss❡s ❡♥
ét❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ♣❧✉s ❢♦♥❝és q✉❡ ❧✬❛rr✐èr❡ ♣❧❛♥✳ ❈❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛✈❡✉❣❧❡ ♦ù ❧❡s ❞é❢❛✉t
❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t s❡ ♥♦♠♠❡ ✬❢réq✉❡♥❝❡ ❛✈❡✉❣❧❡✬ ❡t s❡r❛ ♥♦té❡ fb ✭✬❜❧✐♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✬ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳
▲❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✉ ❞é❢❛✉t ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r

d = C

√
α

πfb

. ✭✼✳✶✹✮

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♥t ❢❛✐t r❡♠❛rq✉❡r ❬❙❤❡✾✼❪✱ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s
❞é❢❛✉ts ❞❡ ❣r❛♥❞❡s t❛✐❧❧❡s✱ ❧❡s ❞é❢❛✉ts ♣❧✉s ♣❡t✐ts ❞✐s♣❛r❛✐ss❛♥t ❞é❥à ♣❧✉s tôt✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❧♦✐ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❬❙❤❡✾✼❪ ❛✣r♠❛♥t q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞é❢❛✉t ❞♦✐t êtr❡ ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧❡ ❛✉ ❞♦✉❜❧❡
❞❡ s❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❞ét❡❝té✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✹✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ■ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❧♦❝❦✐♥
♣♦✉r ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ✭❛✮ ✵✳✵✺ ❍③✱ ✭❜✮ ✵✳✵✶ ❍③✱ ✭❝✮ ✵✳✵✷ ❍③ ❡t ✭❞✮ ✵✳✵✽ ❍③✳

▼♦❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠✐s ❡♥ ❥❡✉① s♦♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥
t❤❡r♠✐q✉❡✳ ▲❡ ✢✉① t❤❡r♠✐q✉❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

q = −ΛT,i = −kijT,i, ✭✼✳✶✺✮

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞✬❊✐♥st❡✐♥✳ Λ ❡st ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té t❤❡r♠✐q✉❡

Λ =





k11 k12 k13

k21 k22 k23

k31 k32 k33



 . ✭✼✳✶✻✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❞❛♥s ✉♥ ❝♦r♣s ❛♥✐s♦tr♦♣❡

✶✷✸



ρCP

.

T − (kijT,i),j = a ✭✼✳✶✼✮

♦ù a ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r ❞❡s s♦✉r❝❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s✳ ❙✐ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❤♦♠♦❣è♥❡✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t

ρCP

.

T −kijT,ij = a. ✭✼✳✶✽✮

❉❛♥s ✉♥ ❝♦r♣s ✐s♦tr♦♣✐q✉❡ ❡t ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t

1

α

.

T −T,ii =
1

k
a. ✭✼✳✶✾✮

❯♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✉ ❝♦r♣s ✐s♦tr♦♣❡ ❛✉ ❝♦r♣s ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡♥
❡✛❡❝t✉❛♥t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥

xi → xi

√

ki

k
. ✭✼✳✷✵✮

❉✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❬❇P✽✷✱ ❇❲✵✶❪ ♦✉ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ✢✉① t❤❡r♠✐q✉❡
tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❬❋❍❙❲✾✷✱ ❙❍+✾✺✱ ❙▲❲+✾✼✱ P❆✵✽❪ ♦♥t été ♣ré❝é❞❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és✳ P♦✉r
❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ✉♥
s②stè♠❡ à ♥ ❝♦✉❝❤❡s ❬❇❲✵✶❪✳ ❬❱■◆✽✹❪ ❛ ❝❛❧❝✉❧é ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❡t ♣rés❡♥té ❞❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s✳

1
x

2x

d

1x

3x

Taille apparente 

de l’occlusion

PlaqueOcclusion

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✺✿ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t é♣❛✐ss❡ ✭♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐✮
❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦❝❝❧✉s✐♦♥ ♣❧❛t❡ s✐t✉é❡ à ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✳ ❉û à ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ✉♥ ❞é❢❛✉t
❛♣♣❛r❛îtr❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡t ✢♦✉ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳

❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬❋❍❙❲✾✷❪ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ●r❡❡♥✳ ▲✬✐♠❛❣❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡
♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❞é❢❛✉t✿

I = Io ⊗ h ✭✼✳✷✶✮

♦ù I ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥r❡❣✐stré❡ ✢♦✉❡✱ I0 ❧✬✐♠❛❣❡ ♥❡tt❡ ❡t h ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t ✭⊗ ❞és✐❣♥❡
❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✮✳ ▲❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s s✐♠♣❧❡ ❞❡
♠❛tér✐❛✉ ✐s♦tr♦♣❡ ✭❋✐❣✳ ✼✳✷✺✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ●r❡❡♥ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▼❛♥❞❡❧✐s
s✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t ✭❊q✳ ✼✳✷✸✮ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❝♦♠♠❡♥t s❡r❛

✶✷✹



r❡♣rés❡♥té ✉♥ ♣♦✐♥t s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡ à ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡t ❢réq✉❡♥❝❡ ❧♦❝❦✐♥
❞♦♥♥é❡s✳ P♦✉r ✉♥ ❝♦r♣s ✐s♦tr♦♣❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ♣❤❛s❡

h∆Φ(x1, x2; f0, d) =

Im

[
F0

4πk
·R2 · σ

2 · e−σ·(r+d)

r

(
d

r

(

1 +
1

σr

)

+ 1

)]
✭✼✳✷✷✮

♦ù r =
√

x2
1 + x2

2 + d2 ✱ d ❡st ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✉ ❞é❢❛✉t✱ f ❡st ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥

❧♦❝❦✐♥✱ σ = (1 + i)
√

πf
α

❡t ■♠ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❯♥

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✉ ❝❛s ✐s♦tr♦♣❡ ❛✉ ❝❛s ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❬❈❏✹✻❪ ❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛♥✐s♦tr♦♣❡

h∆Φa(x1, x2; f0, d) = Im




Fo

4πk
·R2 · (1 + i)2

µ1µ2µ3

· e
−(1+i)

(

r+ d
µ3

)

r
·

(
d

µ3 · r

(

1 +
1

(1 + i)r

)

+ 1

)]
✭✼✳✷✸✮

♦ù r =
√

x2

i

µ2

i

❡t µi =
√

ki

πf0ρCP
=
√

αi

πf0

✱ i ∈ {1..3} ❡st ❧❛ ♣é♥étr❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✻✿ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ♠♦❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ✉♥ ❞é❢❛✉t
s✐t✉é ❛ ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ✸ ♠♠ ❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✷✵ ♠♠✳

❙✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✼✳✷✻✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ✈❛❧❡✉rs t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞❡
❢❛ç♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ❯♥ ❞é❢❛✉t ❡st ♠✐❡✉① ❞ét❡❝té s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥
♦ù ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ ❜r✉✐t ❡st ♠❛①✐♠✉♠✳ ❙✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✼✳✷✻✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡
❢réq✉❡♥❝❡ ❞✐t❡ ✬❢réq✉❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✬ ❬❇❲✵✶❪ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ♠❛①✲
✐♠✉♠✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ à ❝❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ✉♥ ❞é❢❛✉t s❡r❛ ♣❧✉s ✢♦✉ q✉✬à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣❧✉s
é❧❡✈é❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ s✐t✉é❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♦♣t✐♠❛❧❡ fo ❡t ❛✈❡✉❣❧❡ fb

s❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

fdeconv = fo +
fb − fo

4
✭✼✳✷✹✮
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✽✿ ✭❛✲❝✲❡✮ ▼❡s✉r❡s t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ✭❜✲❞✲❢✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❞é❢❛✉t
à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ❡t à ♣❧✉s✐❡✉rs ❢réq✉❡♥❝❡s ❧♦❝❦✐♥ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t α =❬✵✳✺ ✵✳✺ ✵✳✷✼❪
♠♠2 · s−1✳

✶✷✼



✶✳ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♣❛r ✉♥❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❞é❢❛✉t✳

✷✳ ❉é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❞é❢❛✉t ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ fdeconv =
fo + fb−fo

4
✳

✸✳ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❡✉r ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ■ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ❡t
t❛✐❧❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❡t t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❞é❢❛✉ts s♦♥t ❜✐❡♥ ❡st✐♠é❡s ✭❋✐❣✳ ✼✳✸✵✮✳ ▲❡s
♣r♦❢♦♥❞❡✉rs r❡tr♦✉✈é❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❡rr❡✉rs s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✼✳✸✶✳ ▲❛
✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❡st✐♠é❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠✉♠✳
▲❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ s✉♣ér✐❡✉r à ✶✵ ♠♠ s♦♥t ❡st✐♠és ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ✷✵
✪✳ ▲❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✽ ♠♠ ♦♥t ✉♥❡ ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ✶✸ à ✸✻ ✪✱ ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ✸✻ ✪
ét❛♥t ❛tt❡✐♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é❢❛✉t ♣r♦❢♦♥❞ à ✹ ♠♠✳ ▲❡s ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✻ ♠♠
♦♥t ✉♥❡ ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ✷✼ à ✺✽ ✪✳ ▲❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ♣♦✉r ❞❡s ❞é❢❛✉ts
♣❡t✐ts ❡t ♣r♦❢♦♥❞s ✭✹ ♠♠ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ ✽ ♠♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✾✿ ■♠❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭✵✳✵✷ ❍③✮ ✢♦✉❡ ❞✬✉♥ ❞é❢❛✉t s✐t✉é à ✷ ♠♠ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡t
✐♠❛❣❡ ❞✉ ❞é❢❛✉t ❞é❝♦♥✈♦❧✉é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t ✭P❙❋✮✳ ▲❡s ♣r♦✜❧s ❞❡s ❞é❢❛✉ts
❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ❞é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t s✉♣❡r♣♦sés s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✉ ❜❛s à ❞r♦✐t❡✳

▲❛ ❋✐❣✳ ✼✳✸✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❞✐❛♠ètr❡s ❞❡s ❞é❢❛✉ts r❡tr♦✉✈és✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ❡st✐♠é❡ ♣♦✉r ❞❡s
❣r❛♥❞s ❞é❢❛✉ts✳ P♦✉r ❧❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡♥tr❡ ✶✷ ❡t ✷✵ ♠♠✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡st ❞❡
✷✵ ✪✳ P♦✉r ❧❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❡♥tr❡ ✻ ❡t ✶✵ ♠♠✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st ❡♥tr❡ ✸✳✷ ❡t ✼✽ ✪✳ ▲❡s
❞✐❛♠ètr❡s s♦♥t ♠✐❡✉① r❡tr♦✉✈és ♣♦✉r ❞❡s ❞é❢❛✉ts s✐t✉és à ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡♥tr❡ ✶ ❡t ✷ ♠♠✿
❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ✻ ✪✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ✷ ♠♠✱ ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥
❡st ❡♥tr❡ ✶✸ ❡t ✼✽ ✪✳ ▲❡s ❞é❢❛✉ts s✐t✉és à ✺ ♠♠ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐ts ❡t
❧❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✶✵ ♠♠ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞ét❡❝tés à ❝❡tt❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st t❡sté s✉r ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ■■ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝❛rré❡ ❡t ❡♥
❢♦r♠❡ ❞❡ ❝r♦✐①✳ ▲❛ ❋✐❣✳ ✼✳✸✸ r❡♣rés❡♥t❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✵✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡s ❞é❢❛✉ts ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r
t♦✉t❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡✳ ▲❛ ❜❛rr❡ ❝♦❧♦ré❡ s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❡♥ ♠♠✳
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Profondeur

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✶✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ❡st✐♠é❡s ❞❡s ❞é❢❛✉t ❬♠♠❪✳

❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ▲✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛✈❡✉❣❧❡ ♣❡✉t à ♥♦✉✈❡❛✉ êtr❡ ♦❜s❡r✈é à ❧❛
❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ✵✳✵✵✺ ❍③ ♣♦✉r ✉♥ ❞é❢❛✉t s✐t✉é à ✶ ♠♠ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳ ▲❛ ❋✐❣✳ ✼✳✸✹
♠♦♥tr❡ ❧❛ ❞é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞é❢❛✉t ❝❛rré s✐t✉é ❛ ✷ ♠♠ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛
❞é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝r♦✐① s✐t✉é❡s à ✷ ♠♠ ❡t ✹ ♠♠ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡st ♠♦♥tré s✉r ❧❡s
❋✐❣✳ ✼✳✸✺ ❡t ❋✐❣✳ ✼✳✸✻✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❞é❢❛✉ts s♦♥t ❞é❝♦♥✈♦❧✉és à ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡
✵✳✵✸ ❡t ✵✳✵✵✾ ❍③ r❡s♣❡❝t✐✈❡s✳ ❊❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬❊q✳ ✼✳✷✹✳
▲❛ ❝❛rt❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ t♦✉t❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ❡st ♠♦♥tré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✼✳✸✹ ❡t ❧❛ ❝❛rt❡ ✜♥❛❧❡ ❛♣rès
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✼✳✸✺✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❡♥ ❝r♦✐① ❡st ❜✐❡♥
r❡tr♦✉✈é❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✷✿ ❚❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ✭❞✐❛♠ètr❡s✮ ❡st✐♠é❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ❞❡s ❞é❢❛✉t
❬♠♠❪✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✸✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❧♦❝❦✐♥ ♣♦✉r ❞❡s
❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ✭❛✮ ✵✳✵✵✺ ❍③✱ ✭❜✮ ✵✳✵✶ ❍③✱ ✭❝✮ ✵✳✵✷✺ ❍③ ❡t ✭❞✮ ✵✳✵✺ ❍③✳
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Axes des x [mm]

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✹✿ ❈❛rt❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ■■ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❛♥t ❞é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❛ ❜❛rr❡ ❡♥
❝♦✉❧❡✉r à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦❞❡ ❧❡s ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ❞❡s ❞é❢❛✉ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✺✿ ❈❛rt❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡ ■■ ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès ❞é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❛ ❜❛rr❡
❝♦❧♦ré❡ s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❡♥ ♠♠✳

Défaut extrait

✭❛✮

Défaut déconvolué

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✻✿ ❉é❢❛✉t ❝❛rré ❡①tr❛✐t ❡t ❞é❝♦♥✈♦❧✉é ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✷ ♠♠ à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡
✵✳✵✸ ❍③✳
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Défaut extrait

✭❛✮

Défaut déconvolué

✭❜✮

Défaut extrait

✭❝✮

Défaut déconvolué

✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✼✿ ❉é❢❛✉ts ❞é❝♦♥✈♦❧✉és s✐t✉és à ❞❡s ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ❞❡ ✭❛✲❜✮ ✷ ♠♠ à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡
❞❡ ✵✳✵✸ ❍③ ❡t ❞❡ ✭❝✲❞✮ ✹ ♠♠ à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✵✳✵✵✾ ❍③✳
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mesures

courbe théorique

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✽✿ ✭❛✮ ❈♦♥tr❛st❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ❞❡ ❞é❢❛✉ts ✭❞♦♥♥é❡s ❡♥ ♠♠✮❀ ✭❜✮ Pr♦❢♦♥❞❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
❛✈❡✉❣❧❡ ✭αz = 0.22 · 10−6m2 · s−1✮✮✳
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❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞é❢❛✉ts

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐❢✱ ❞❡s ♠❡s✉r❡s t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s
s✉r ❞❡s ❛ér♦♥❡❢s ♣✉✐s ré♣été❡s ❛♣rès ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❞é❧❛✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉r❛♥t ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ♦✉
❛♣rès ✉♥ t❡st ❞❡ ❢❛t✐❣✉❡✳ ▲❡s ❝♦♥trô❧❡✉rs ❛✐♠❡r❛✐❡♥t ♣♦✉✈♦✐r ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❞❡s ❞é❢❛✉ts
♦♥t é✈♦❧✉és ❡t ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts✳ ▲❡s s②stè♠❡s t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡s
❛❝t✉❡❧s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t q✉❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ♠❡s✉r❡s t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ♠❛✐s ♣❛s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r✱
s✉♣❡r♣♦s❡r ♦✉ s❡❣♠❡♥t❡r ❞❡s ♠❡s✉r❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞✬✐♠❛❣❡s s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ✐❝✐ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✾✿ ✭❛✮ ▼♦♥t❛❣❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡t ✭❜✮ ♣✐è❝❡ ét✉❞✐é❡✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐è❝❡ ❡st ét✉❞✐é❡✳

❉❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❛♥♦r❛♠✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r s✉♣❡r♣♦s❡r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♣r✐s❡s à
❞❡s ✐♥st❛♥ts ❞✐✛ér❡♥ts ❡t ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛ ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r
❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❝♦✉r❜❡s✱ ❞✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs
✐♠❛❣❡s t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s❡s ♣♦✉r ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ♣✐è❝❡s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
rés♦❧✉t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡✳ ▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛♥♦r❛♠❛s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛♣r♦♣r✐és
♣♦✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛❞❛♣tés à ✉♥❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ✈✉❡ ♣r♦❝❤❡✳
❯♥ t❡st ❛ été ❡✛❡❝t✉é s✉r ✉♥❡ ♣✐è❝❡ ❝♦✉r❜❡ ♠✐s à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r ❊✉r♦❝♦♣t❡r✳ ▲❛ ❋✐❣✳ ✼✳✸✾
♠♦♥tr❡ ❧❡ ♠♦♥t❛❣❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❡t ❧❛ ♣✐è❝❡ ét✉❞✐é❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐è❝❡ ✭❋✐❣✳ ✼✳✹✵✮
❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❝✐♥q ♣❛rt✐❡s ❡t ❧❡s ♠❡s✉r❡s t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡
t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❊❞❡✈✐s✳ ❉❡s ♠❛rq✉❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡s ❞❡ ❢♦r♠❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡
s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s t❤❡r♠✐q✉❡s
♣r✐s❡s ❛✈❛♥t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s♦♥t ♣ré❢ér❛❜❧❡s ❛✉① ✐♠❛❣❡s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝❛r ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡
❞❡s ♠❛rq✉❡s ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲❡s ♠❛rq✉❡s s♦♥t ❡♥ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡❝té❡s
❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s t❤❡r♠✐q✉❡s ❝❛r ❡❧❧❡s ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ ❤❛✉t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré✢❡❝t✐✈✐té✳ ▲❛ ❢♦r♠❡
r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ à ❞❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐
❞❡ ❍❛rr✐s ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❝♦✐♥s✳ ▲❡s ♠❛rq✉❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✜①é❡s s✉r ❧❛ ♣✐è❝❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡
❝♦♠♠✉♥❡ ❞❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ✈♦✐s✐♥❡s ❞♦✐t êtr❡ ❞❡ ✻✵ ✪ ❡t ♣♦ssé❞❡r s✐① ♠❛rq✉❡s ❝♦♠♠✉♥❡s✳
▲❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s♦♥t ❞ét❡❝tés s♦✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡
❍❛rr✐s ❬❙❚✾✹❪✱ ❙■❋❚ ❬▲♦✇✾✾❪ ❡t ❙❯❘❋ ❬❇❚❱●✵✻❪✱ s♦✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
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✭❛✮

✭❜✮ ✭❝✮

✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✵✿ ✭❛✮ ▲❛ ♣✐è❝❡ ét✉❞✐é❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ✼✳✸✾ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❝✐♥q ♣❛rt✐❡s✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ✭❜✲❢✮
♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❝✐♥q ✐♠❛❣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❛ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❧♦❝❦✐♥ à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡
❞❡ ✵✳✵✶ ❍③✳

❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ▼❛t❧❛❜ ✭❝♣s❡❧❡❝t t♦♦❧✮✳ ▲❛ ❋✐❣✳ ✼✳✹✶ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ✈✉❡s ♣❛♥♦r❛♠✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s à
♣❛rt✐r ❞❡s ❝✐♥q ✐♠❛❣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞ét❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts s❛✉❢ ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡✿ ❧❡s
✐♠❛❣❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❜✐❡♥ ❛ss❡♠❜❧é❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♣r♦❞✉✐t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡
❙■❋❚ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❧❛❝❡ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍❛rr✐s ❢♦✉r♥✐t ❧❡s ♣❧✉s ♠❛✉✈❛✐s rés✉❧t❛ts✳
❯♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❝❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ❢❛ç♦♥
à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛♣♣❛r✐és ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①
✐♠❛❣❡s✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s s✉♣❡r♣♦sé❡s✱ ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❡st s❡❣♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ♣✉✐s s✉♣❡r♣♦sé❡ ✭❋✐❣✳ ✼✳✹✷✮✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❡st ✉♥ ♣✐①❡❧ s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ❍❛rr✐s ♦ù ❡❧❧❡
❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✳
❉❛♥s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙■❋❚ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❡t
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ré❢❡r❡♥❝❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❡st à ✉t✐❧✐s❡r s✐ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡
♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st ❞❡♠❛♥❞é❡ ❡t s✐ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r t❡♠♣s ♥❡ ❥♦✉❡ ♣❛s ❞❡ rô❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✶✿ P❛♥♦r❛♠❛ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❝✐♥q ✐♠❛❣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❞ét❡❝t✐♦♥ ✭❛✮
♠❛♥✉❡❧❧❡✱ ✭❜✮ ❞❡ ❍❛rr✐s✱ ✭❝✮ ❙■❋❚ ❡t ✭❞✮ ❙❯❘❋ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳
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✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✷✿ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ s❡❣♠❡♥té❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞ét❡❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✭❛✮ ♠❛♥✉❡❧❧❡✱ ✭❜✮ ❞❡ ❍❛rr✐s✱ ✭❝✮ ❙■❋❚ ❡t ✭❞✮ ❙❯❘❋✳

❋✉s✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

▲❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❬●▲❚❍✵✵❪ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❞❡✉①
♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♠❛❣❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡
❛♣♣❧✐q✉é❡ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐❢✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ à ❡①♣❧♦✐t❡r
❧❛ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❧♦❝❦✐♥ ❡t ❡①❝✐té❡s ♣❛r ✉❧tr❛s♦♥s✱ ❧❡s
✐♠❛❣❡s t❤❡r♠✐q✉❡s s♦♥t ❢✉s✐♦♥♥é❡s✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✸✿ ■♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐è❝❡ ❡♥ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❝❛r❜♦♥❡✲é♣♦①② ✭♣✐è❝❡ ■■■✮❀ ✭❛✮ ❉❡✈❛♥t
❞❡ ❧❛ ♣✐è❝❡❀ ✭❜✮ ❆rr✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐è❝❡✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ♦♣t✐q✉❡ ❧♦❝❦✐♥ ❡t ❡①❝✐té❡ ♣❛r ✉❧tr❛s♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t t♦✉t❡s
❧❡s ❞❡✉① ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ✐♠♣❛❝ts✱ ♠❛✐s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡
❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❧✬❛✉tr❡✿ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ♦♣t✐q✉❡ ❧♦❝❦✐♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✹✿ ■♠❛❣❡s ❝♦rr✐❣é❡s ♣❛r ♣❤♦t♦❣r❛♠♠étr✐❡ ❡t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡
❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✺✿ ❋✉s✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❧♦❝❦✐♥ ✭❖▲❚✮
❡t ❞❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❡①❝✐té❡ ♣❛r ✉❧tr❛s♦♥s ✭❯■❚✮✳

❝❡♥tr❡ ❞✬✉♥ ❞é❧❛♠✐♥❛❣❡ ♦ù ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ✜❜r❡s s♦♥t ❜✐❡♥ sé♣❛ré❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ❡①❝✐t❛✲
t✐♦♥ ✉❧tr❛s♦♥♦r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡s ❞é❧❛♠✐♥❛❣❡s ♦✉ ❞❡s ✜ss✉r❡s ❢❡r♠é❡s✳ ▲❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ❞✉❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♠é❝❛♥✐s♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✿ ❛✈❡❝ ❧❛ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡
❧♦❝❦✐♥✱ ❧❡s ♦♥❞❡s t❤❡r♠✐q✉❡s s♦♥t ré✢é❝❤✐❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s t❤❡r♠✐q✉❡s✳ ❯♥ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥t ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ é❧❡✈é ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡s✳ ❆✉① ❜♦r❞s ❞❡s
❞é❧❛♠✐♥❛❣❡s✱ ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s s♦♥t ❛❝❝♦❧é❡s ❡t ❧❡s ♦♥❞❡s t❤❡r♠✐q✉❡s s♦♥t tr❛♥s♠✐s❡s✳ ▲❡s ❜♦r❞s
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♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞ét❡❝tés✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✉❧tr❛s♦♥♦r❡✱ ❞❡s ♦♥❞❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ♣é♥ètr❡♥t
❧❡ ♠❛tér✐❛✉✳ ❊❧❧❡s ♣r♦✈♦q✉❡♥t ✉♥❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❢❡r♠és ♦ù ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♠é✲
❝❛♥✐q✉❡ ❡st ❝♦♥✈❡rt✐❡ ❡♥ é♥❡r❣✐❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ✭❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✮ ❞❛♥s ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞✬❤②stérés✐s✳ ▲❡s
❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t êtr❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✻✿ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s s❡❣♠❡♥té❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❧♦❝❦✐♥ ❡t ❡①✲
❝✐té❡ ♣❛r ✉❧tr❛s♦♥s✳ ▲❡s ♣❛rt✐❡s ❝♦❧♦ré❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞é❢❛✉ts✿ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❜❧❡✉❡ r❡♣rés❡♥t❡
❧❡s ❞é❢❛✉ts ❞ét❡❝tés ♣❛r t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❧♦❝❦✐♥✱ ❥❛✉♥❡ ♣❛r t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❡①❝✐té❡ ♣❛r ✉❧tr❛✲
s♦♥s ❡t r♦✉❣❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞é❢❡❝t✉❡✉s❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✉① ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✳

❯♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ♠❡♥é❡ s✉r ✉♥❡ ♣✐è❝❡ ❞❡ t❡st ❛✈✐♦♥✐q✉❡ ✭♣✐è❝❡ ■■■✮ ♠✐s❡ à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥
♣❛r ❆✐r❜✉s✳ ▲❛ ♣✐è❝❡ ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♠♣♦s✐t❡ r❡♥❢♦r❝é ❡♥ ✜❜r❡s ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ ❡t ❛
✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✶ ♠ s✉r ✶✳✺✵ ♠ ✭❋✐❣✳ ✼✳✹✸✮✳ ▲❛ ♣✐è❝❡ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ❞é❧❛♠✐♥❛❣❡s
❛rt✐✜❝✐❡❧s✳
▲❡s ❞é❢❛✉ts s♦♥t ❜✐❡♥ ❞ét❡❝tés ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s✳ ▲❛ ❋✐❣✳ ✼✳✹✹ ♠♦♥tr❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❧✬✐♠❛❣❡
❞❡ ♣❤❛s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❧♦❝❦✐♥ ❡t à ❞r♦✐t❡ ❧✬✐♠❛❣❡ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣❛r ❡①✲
❝✐t❛t✐♦♥ ✉❧tr❛s♦♥♦r❡✳ ❙✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✼✳✹✺ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s t❤❡r♠♦✲
❣r❛♣❤✐q✉❡s✳
▲❡s ✐♠❛❣❡s t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ s❡❣♠❡♥té❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡
❞é❢❡❝t✉❡✉s❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡
❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ s♦♥t ❡st✐♠é❡s✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❛②❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡ à
µ+2σ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❞é❢❡❝t✉❡✉s❡s✳ ▲❡s ré❣✐♦♥s s❡❣♠❡♥té❡s s♦♥t s✉♣❡r♣♦sé❡s
❡t ❝♦♠♣❛ré❡s ✭❋✐❣✳ ✼✳✹✻✮✳ P♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✐t✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬✐♥térêt
❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛rq✉❡s ❡st ❛♥❛❧②sé❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♠✉♥❡ r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ r♦✉❣❡
❡st ♣❡t✐t❡✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥✜r♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❞❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞é❢❡❝t✉❡✉s❡
♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ s✉♣❡r♣♦sé❡ à ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐è❝❡ ❡♥t✐èr❡ ♣r✐s❡ ♣❛r ✉♥ ❛♣♣❛r❡✐❧ ♣❤♦t♦
♥✉♠ér✐q✉❡ ✭❋✐❣✳ ✼✳✹✼✮✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s ❛t♦✉ts ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s t❡❧❧❡s
❧❛ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❧♦❝❦✐♥ ❡t ❧❛ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❡①❝✐té❡ ♣❛r ✉❧tr❛s♦♥s✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✼✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞é❢❡❝t✉❡✉s❡ t♦t❛❧❡ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣r✐s❡ ♣❛r ✉♥
❛♣♣❛r❡✐❧ ♣❤♦t♦ ♥✉♠ér✐q✉❡✳

❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲✬❛♥❛❧②s❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❡♥❢♦✉✐s ❞❛♥s ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❞❡st✐♥és à ❧✬❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡
❛ été é❧❛r❣✐❡✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ♥❡ s✬❛tt❛❝❤❡ q✉✬❛✉① ❞é❢❛✉ts ♣❧❛♥❛✐r❡s✳ ❯♥ ♠♦✲ ❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ s✉r
❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ❡♥ t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❛ été ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡s ❞é✲
❢❛✉ts ❞ét❡❝tés ♣❛r t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❧♦❝❦✐♥✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡t
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❞é❢❛✉ts ❡♥❢♦✉✐s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❝❛✈✐tés ♦✉ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❞é❢❛✉t ♣❛r ✉♥❡ ❞é❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s
❡t ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❡t ♠♦♥tr❡♥t ❜✐❡♥ ❧❛ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
t❤ér♦r✐q✉❡✳
❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r t❛✐❧❧❡ ❡t ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡s ❞é❢❛✉ts✳ ❆✜♥
❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❡t s✉♣❡r♣♦sé❡s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s t❤❡r♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ♦♥ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳ P♦✉r ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ❝♦✉r❜❡s✱ ✉♥❡ tr❛♥s✲
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