
◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✿

❋r♦♠ ❘❡❛❧✐s♠ t♦ ■♥t✉✐t✐♦♥✐s♠
❆ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥

▼❛st❡r✬s ❚❤❡s✐s ✕ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s

❆✉t❤♦r✿

❘♦♥♥✐❡ ❍❡r♠❡♥s

❙✉♣❡r✈✐s♦r✿

Pr♦❢✳ ❉r✳ ◆✳ P✳ ▲❛♥❞s♠❛♥

❙❡❝♦♥❞ ❘❡❛❞❡r✿

❉r✳ ❍✳ ▼❛❛ss❡♥
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❆❛♥ ❞❡ ❤♦❣❡ ❜❧❛✉✇❡ ❤❡♠❡❧

③✇❡❡❢t ❡❡♥ ❞❛♣♣❡r ✇♦❧❦❥❡✱

✐♥ t❡❣❡♥ ❞❡ ✇✐♥❞✳

❍✐❥ ❦♦♠t ♥✐❡t ✈❡r✱

♠❛❛r ♣r♦❜❡❡rt ❤❡t t❡♥♠✐♥st❡✳

❏❛❛♣ ❘♦❜❜❡♥



✐✐✐

Pr❡❢❛❝❡

❆s ❛ st✉❞❡♥t ♦❢ ♣❤②s✐❝s ■ ❛❧✇❛②s ❢❡❧t t❤❛t t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ■ ❤❛❞ ✇✐t❤ ❝♦♠♣r❡❤❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡①✲
♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡♦r✐❡s ✇❡r❡ ♠♦st❧② ❞✉❡ t♦ ♠② ✐♥❝❛♣❛❜✐❧✐t②✳ P♦♥❞❡r✐♥❣ ♦♥ q✉❡st✐♦♥s ❧✐❦❡ ✏❲❤❛t ✐s ❛♥
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞❄✑ s♦♠❡❤♦✇ ♣r❡✈❡♥t❡❞ ♠❡ ❢r♦♠ ❛❝t✉❛❧❧② s♦❧✈✐♥❣ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥
❢❛❝t t❤❡ t❤✐♥❣ t❤❛t ②♦✉ ❤❛✈❡ t♦ ❞♦ t♦ ♣❛ss ②♦✉r ❡①❛♠✳ ❇✉t t❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡
❛❝t✉❛❧ s♦❧✈✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ✈❛r✐♦✉s ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛❣❛✐♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ q✉✐t❡ ♦❢t❡♥ ✐♥ ♣❤②s✐❝s ♦♥❡ ❡♥❝♦✉♥t❡rs
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♠✉st ♠❛r❝❤ ♦✈❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛♥s✇❡r✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s
t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t✐❡s t❤❛t s❡❡♠❡❞ ♣❛r❛❞♦①✐❝❛❧ t♦ ♠❡ ❧✐❦❡ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❆s ✐t t✉r♥s ♦✉t✱ ■✬♠ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♣❡rs♦♥s ✇❤♦ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ❝❛♥✬t s❡❡
t❤❡ ❜✐❣❣❡r ♣✐❝t✉r❡ ✉♥t✐❧ ❤❡✬s ✇♦r❦❡❞ ♦✉t ❛ ❧♦t ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇♦r❦✐♥❣ ♦✉t ❞❡t❛✐❧s
✐s ❛♥ ❛❝t✐✈✐t② ♣r❛✐s❡❞ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✭t❤❡ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡ t❤✐♥❣ ❢♦r ♠❡ ✇❛s t❤❛t ✐t t♦♦❦ ♠❡ ♦✈❡r
❢♦✉r ②❡❛rs t♦ ❞✐s❝♦✈❡r t❤✐s✮✳

❲❤❡♥ ■ ✜rst ❝❛♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛ ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s ■ ❞✐❞♥✬t ❦♥♦✇ ✈❡r② ♠✉❝❤ ❛❜♦✉t t❤❡ ❢✉♥❞❛✲
♠❡♥ts ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥s ♦♥ t♦♣✐❝s ❧✐❦❡ ✏❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✑✱ ✏❝♦♥t❡①t✉❛❧✐t②✑ ♦r
✏❧♦❝❛❧✐t②✑ ❛❧✇❛②s s❡❡♠❡❞ ❣❧❛❞❧② ❛✈♦✐❞ ❜② t❤❡ t❡❛❝❤❡rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❡❝t✉r❡s ♦♥ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r②✳
■t ✇❛s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛ r❡✈❡❧❛t✐♦♥ ✭❛♥❞ ❛ r❡❧✐❡❢✮ ❢♦r ♠❡ t♦ ✜♥❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐❜✐❧✐t② ♦❢
q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ♥♦t ❡❛s✐❧② st❡♣♣❡❞ ♦✈❡r✳ ❚❤✐s ❜❡❝❛♠❡ ❝❧❡❛r❡r t♦ ♠❡ ✇❤❡♥ ■ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛
❝♦✉rs❡ ♦♥ q✉❛♥t✉♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❛✉❣❤t ❜② ❉r✳ ▼❛❛ss❡♥✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst t♦♣✐❝s ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ✇❛s
t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❞✐r❡❝t❧② t❤❛t t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤♦s❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✬s t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r✐sts
❜✉t ✐t ✇❛s♥✬t t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❇❡❧❧ t♦ ❛❞✈♦❝❛t❡ ❢♦r ❛ r❡✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②✳ ❘❛t❤❡r✱ ✐t ✇❛s ❤✐s
❛✐♠ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥② ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② t❤❛t r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♠✉st ❜❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✱ ✐✳❡✳ ✐t r❡q✉✐r❡s ❛❝t✐♦♥ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡✳

❘♦✉❣❤❧②✱ ❛ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② ✐s ❛ t❤❡♦r② t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛ r❡❛❧✐st ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐✳❡✳✱ ❛
t❤❡♦r② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s②st❡♠s t❤❛t
❛❝t✉❛❧❧② ❡①✐st✳ P❡rs♦♥❛❧❧②✱ ■ ♥❡✈❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ❛ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r
♣❤②s✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s✳ ◆♦t ❜❡❝❛✉s❡ ■ ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣ ♦♣✐♥✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧✐st✴✐❞❡❛❧✐st q✉❡st✐♦♥
✐♥ ♣❤✐❧♦s♦♣❤②✱ ❜✉t ♠♦r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ■ ♥❡✈❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐t t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ♣❤②s✐❝s t♦ ❜❡ ❥✉❞❣♠❡♥t❛❧
❛❜♦✉t s✉❝❤ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ❡♥♦✉❣❤ q✉❡st✐♦♥s r❛✐s❡❞ ✐♥ ♠② ❤❡❛❞
t♦ ❢♦r♠ ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ❧✉❝❦✐❧②✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥s✇❡r❡❞ ♣r♦♣❡r❧②✳
❚❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❍♦✇ ❝❛♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥s✇❡rs
t♦ ♠❡t❛♣❤②s✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s❄ ❍♦✇ r❡❧✐❛❜❧❡ ✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐♥ t❤✐s r♦❧❡❄ ❲❤② ❞♦❡s q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✭❝❡rt❛✐♥✮ r❡❛❧✐st ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s❄

❆s ✐t ❣♦❡s ✇✐t❤ s✉❝❤ q✉❡st✐♦♥s✱ tr②✐♥❣ ♦✉t ❛♥s✇❡rs ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❧❡❛❞s t♦ ♥❡✇ q✉❡st✐♦♥s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇❤❛t t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s ✐♥ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❜r♦❛❞❡r✱
✇❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s ✐♥ ✐ts❡❧❢✱ ✐✳❡✳ ✇❤❛t ✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛❝t✉❛❧❧② ❛❜♦✉t❄ ❈♦♥✲
❝❡r♥✐♥❣ t❤✐s ✜rst ♣r♦❜❧❡♠ ■ ❜❡❝❛♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥
♠② ♦♣✐♥✐♦♥✱ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡st ❢♦r♠s ♦❢ ♣❤②s✐❝s✳✶ ■ r❡♠❡♠❜❡r ❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❝♦✉rs❡ ♦♥
st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s t❛✉❣❤t ❜② Pr♦❢✳ ❱❡rt♦❣❡♥ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ❣❛✈❡ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ❡♥tr♦♣② ❢r♦♠ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♠❛❦✐♥❣ ♦♥❧② ✉s❡ ♦❢ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❛♥❞ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ ✇✐t❤♦✉t r❡s♦rt✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✮✳ ❆t t❤❛t t✐♠❡ ■ ❞✐❞♥✬t

✶❚❤✐s ✈✐❡✇ ❞♦❡s♥✬t s❡❡♠ ✈❡r② ♣♦♣✉❧❛r✱ ❜✉t ✐t ✐s ✐♥ ❢❛❝t ✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❍✐❧❜❡rt✬s ✈✐s✐♦♥ ✇❤♦ ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❤✐s s✐①t❤ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✏❚♦ tr❡❛t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛①✐♦♠s✱ t❤♦s❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡s ✐♥
✇❤✐❝❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt❀ ✐♥ t❤❡ ✜rst r❛♥❦ ❛r❡ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✑
❬❍✐❧✷❪✳
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r❡❝♦❣♥✐③❡ ✐t ❛s s✉❝❤✱ ❜✉t ✐t ❞✐❞ ♠❛❦❡ ♠❡ r❡❛❧✐③❡ ❤♦✇ ✐♠♣♦rt❛♥t ❧♦❣✐❝ ✐s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❢♦r ♠❡✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ■ ❛❧s♦ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛ ❝♦✉rs❡ ♦♥ ❧♦❣✐❝
t❤♦✉❣❤t ❜② ❉r✳ ❱❡❧❞♠❛♥✳ ❚❤❡ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇❛s t❤❛t ✇❤✐❧❡ Pr♦❢✳ ❱❡rt♦❣❡♥ ♠❛❞❡
❡①t❡♥s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇ ¬(¬X) = X ✭✐t ✇❛s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ✜rst ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛✲
♥②✐♥❣ r❡❛❞❡r✮✱ ❉r✳ ❱❡❧❞♠❛♥ ✇❛s ❛❞✈♦❝❛t✐♥❣ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❧❛✇✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❛♥❞♦♥❡❞
✐♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✳ ◆❡❡❞❧❡ss t♦ s❛②✱ ■ ❤❛❞ ♠② ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥s ❛❧❧ ♠✐①❡❞ ✉♣ ❛♥❞ ■ ❡♥❞❡❞
✉♣ ❢❛✐❧✐♥❣ t❤❡ ❡①❛♠s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦✉rs❡s✳

❊✈❡r s✐♥❝❡ ■✬✈❡ ❤❛❞ ❛ s♦rt ♦❢ ❧♦✈❡✲❤❛t❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐s♠✳ ❆t ✜rst ■ ❞✐❞♥✬t ❧✐❦❡
✐t ❛❧❧ ❛♥❞ ■ tr✐❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ♠②s❡❧❢ t♦ s❡❡ ✇❤② t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❡①❝❧✉❞❡❞ ♠✐❞❞❧❡ s❤♦✉❧❞
❜❡ tr✉❡✳ ❋r♦♠ ❛ ♣❤②s✐❝s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ■ ❝♦✉❧❞ ✜♥❞ ✇❡r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❛❧✐s♠✱
✇❤✐❝❤ s❡❡♠❡❞ t♦ ♠❡ t♦ ❜❡ ❛ t♦♦ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t s❡❡♠❡❞ t♦ ♠❡ t❤❛t
✐❢ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞♦✉❜t ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❛s ✇❡❧❧ ❞♦✉❜t ❛❧❧ ♦❢ ❧♦❣✐❝✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ✇❤❛t
❇r♦✉✇❡r ❛❞✈♦❝❛t❡❞ ❛♥❞ r♦✉❣❤❧②✱ ❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t ♥♦t ❧♦❣✐❝ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦✉r ❣✉✐❞❡ t♦ tr✉t❤✱ ❜✉t
✐♥t✉✐t✐♦♥✳ ■t ♥❡✈❡r ❜❡❝❛♠❡ ❝❧❡❛r t♦ ♠❡ ✇❤② t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s
t♦ tr✉t❤✳ ❇✉t ❛t ❧❡❛st ❧♦❣✐❝ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♥♦t❡s ✐♥ ❛♥ ✭❛❧♠♦st✮ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ✇❛②✳ ■
❝❛♠❡ t♦ ❡①❝❡♣t ❧♦❣✐❝ ❛s ❛ t♦♦❧ ❢♦r r❡❛s♦♥✐♥❣ ♥♦t ❜❡❝❛✉s❡ ■ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐t ✐s tr✉❡✱ ❜✉t ❜❡❝❛✉s❡ ■ ❞♦♥✬t
s❡❡ ❛ ❜❡tt❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ❚❤❡♥ ✇❤❛t ❛❜♦✉t t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❡①❝❧✉❞❡❞ ♠✐❞❞❧❡❄ ■ t❤✐♥❦ ❢r♦♠ ❛ r❡❛❧✐st
✭♦r P❧❛t♦♥✐st ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✮ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐t ♠❛② ❜❡ ♠❛♥❞❛t♦r②✳ ❖t❤❡rs ♠❛②
✇❛♥t t♦ ❧❡❛r♥ t♦ ✉s❡ ✐t ✇✐t❤ ❝❛r❡✳ ❋♦r ♠❡✱ s♦♠❡t✐♠❡s ✐ts tr✉t❤ s❡❡♠s ❛❧♠♦st ❡✈✐❞❡♥t✷ ✇❤✐❧❡ ♦♥
♦t❤❡r ♦❝❝❛s✐♦♥s ✐t s❡❡♠s ✈❡r② s✉s♣✐❝✐♦✉s ✭❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❛①✐♦♠ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❛t
♠❛tt❡r✮✳ ❆♥❞ ❛s ❢♦r tr✉t❤✱ ♣❡r❤❛♣s tr✉t❤ ✐s ♦✈❡rr❛t❡❞✳

■ ✇♦✉❧❞♥✬t ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❛ ♣❡rs♦♥❛❧❧② s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✈✐❡✇ ♦♥ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐❢ ✐t
✇❡r❡♥✬t ❢♦r t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣❡rs♦♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ■ ♣r♦❜❛❜❧② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ q✉✐t ♠② st✉❞② ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ②❡❛rs ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❞♦✇♥ t♦♥❡❞ ✈✐s✐♦♥s ♦♥ ♣❤②s✐❝s Pr♦❢✳ ❱❡rt♦❣❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❤✐s ❧❡❝t✉r❡s ❛♥❞ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❤✐♠ ❢♦r t❤❛t✳ ■ ❛❧s♦ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ Pr♦❢✳ ▲❛♥❞s♠❛♥
❛♥❞ ❉r✳ ▼❛❛ss❡♥ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ♠❡ ❡♥t❤✉s✐❛st✐❝ ❛❜♦✉t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❉r✳ ❱❡❧❞♠❛♥
❢♦r t❡❛❝❤✐♥❣ ♠❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐s♠ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✳ ❲✐t❤♦✉t
t❤❡s❡ ♣❡♦♣❧❡ ■ ✇♦✉❧❞ ♥❡✈❡r ❤❛✈❡ ❣✉❡ss❡❞ ✐t t♦ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ ❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ t❤❡s✐s ♦♥
♣❤②s✐❝s ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r✐❣♦r t❤❛t st✐❧❧ ♠❛❦❡s s❡♥s❡✳ ❋♦r t❤✐s ■ ♠✉st ❛❧s♦ t❤❛♥❦
❉r✳ ❙❡❡✈✐♥❝❦ ✇❤♦ t❛✉❣❤t ♠❡ ❛ ❧♦t ❛❜♦✉t t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ✇❤♦ ✇❛s ♦❢t❡♥ ✇✐❧❧✐♥❣
t♦ ❧✐st❡♥ t♦ ♠② ♦✇♥ ✐❞❡❛s✳ ❋✐♥❛❧❧② ■✬❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❣✐r❧❢r✐❡♥❞ ❋❡♠❦❡ ❢♦r s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♠❡ ✐♥
❡✈❡r② st❡♣ t❤❡ ♣❛st t❡♥ ②❡❛rs ❛♥❞ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ♠② ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ s♣❛rr✐♥❣ ♣❛rt♥❡r ❢r♦♠ t✐♠❡ t♦
t✐♠❡ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ♠② ❜❡st ❢r✐❡♥❞✳

◆✐❥♠❡❣❡♥✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✾

✷■ t❤✐♥❦ t❤✐s ❛❧s♦ ♠✉st ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❇r♦✉✇❡r ❢♦r ■ s❡❡ ♥♦ ❜❡tt❡r ✇❛② t♦ ♠♦t✐✈❛t❡ ❤✐s ❝♦♥t✐♥✉✐t②
♣r✐♥❝✐♣❧❡✳
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Pr❡❢❛❝❡ ✐✐✐

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✹
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✷✳✸ ■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② Pr♦♦❢s ❢♦r ❍✐❞❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
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✸ ❚❤❡ ❆❧❧❡❣❡❞ ◆✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ✹✸
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✈✐

❘❡❢❡r❡♥❝❡s ✶✶✹



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝✐sts ❧✐✈❡ ✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇♦r❧❞✱ ❧♦♦❦✐♥❣

✐♥t♦ ❛ q✉❛♥t✉♠♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✇♦r❧❞✳

✲ ❏✳ ❙✳ ❇❡❧❧

◗✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s st❛rt❡❞ ❛s ❛ ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❤❛s s✉❝❝❡❡❞❡❞ ✐♥ ♣r❡s❡r✈✐♥❣
t❤✐s st❛t✉s ❡✈❡r s✐♥❝❡✳ ▼♦st ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥s t♦ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s st❛rt ✇✐t❤ P❧❛♥❝❦✬s r❛❞✐❛t✐♦♥
❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤✐s ✇❛s t❤❡ ✜rst ❢♦r♠✉❧❛ t❤❛t r❡❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛
❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✏◆❛t✉r❛ ♥♦♥ ❢❛❝✐t s❛❧t✉s✑✲♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ Pr♦♣♦s✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
♦❢ t❤✐s r❛❞✐❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② P❧❛♥❝❦ ❤✐♠s❡❧❢ ❛s ❛♥ ❛❝t ♦❢ ❞❡s♣❛✐r✿

✏❑✉r③ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst ❦❛♥♥ ✐❝❤ ❞✐❡ ❣❛♥③❡ ❚❛t ❛❧s ❡✐♥❡♥ ❆❦t ❞❡r ❱❡r③✇❡✐✢✉♥❣
❜❡③❡✐❝❤♥❡♥✱ ❞❡♥♥ ✈♦♥ ◆❛t✉r ❜✐♥ ✐❝❤ ❢r✐❡❞❧✐❝❤ ✉♥❞ ❜❡❞❡♥❦❧✐❝❤❡♥ ❆❜❡♥t❡✉❡r♥ ❛❜✲
❣❡♥❡✐❣t ✳✳✳✱ ❛❜❡r ❡✐♥❡ ❉❡✉t✉♥❣ ♠✉sst❡ ✉♠ ❥❡❞❡♥ Pr❡✐s ❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✉♥❞ ✇är❡
❡r ♥♦❝❤ s♦ ❤♦❝❤✳ ✳✳✳ ■♠ ü❜r✐❣❡♥ ✇❛r ✐❝❤ ③✉ ❥❡❞❡♠ ❖♣❢❡r ❛♥ ♠❡✐♥❡♥ ❜✐s❤❡r✐❣❡♥
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ Ü❜❡r③❡✉❣✉♥❣❡♥ ❜❡r❡✐t✳✑ ❬P❧❛❪

❚❤❡ ❛❝t ♦❢ ❞❡s♣❛✐r ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ✇❛s ❛❝t✉❛❧❧② ♥♦t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥ ◆❛t✉r❡
✭❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✇❛s r❡❧❛t❡❞✮ ❜✉t t❤❡ r❡❧✐❛♥❝❡ ♦♥ ❇♦❧t③♠❛♥♥✬s t❤❡♦r② ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛t♦♠✐s♠❀ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❛❧❧ ♠❛tt❡r ✐s ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ s♦♠❡ s♠❛❧❧❡st ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛❧❧❡❞
❛t♦♠s✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛t♦♠✐s♠ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞♦❝tr✐♥❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ♥♦❜♦❞②
✇♦✉❧❞ q✉❡st✐♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛t♦♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛r♦✉♥❞ ✶✾✵✵ t❤❡r❡ ✇❛s ♥♦ r❡❛❧ ❝♦♥s❡♥s✉s
❛❜♦✉t t❤❡ ✐ss✉❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ❢❛❝t P❧❛♥❝❦ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♦♣♣♦s❡❞ ✐t✳

■♥ ❤✐s ❧❛t❡r ②❡❛rs✱ P❧❛♥❝❦ ❝❛♠❡ t♦ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛t♦♠✐s♠ ❛♥❞ t❤✉s ❝♦♥q✉❡r❡❞ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ✭t♦ ❤✐♠✮ ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❤✐s r❛❞✐❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛✱ ❛♥❞ t❤✉s q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ t♦♦❦ ❛ ❧❛r❣❡ r❡✈✐s✐♦♥ ♦♥ ✇❤❛t ✐s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦❢ ◆❛t✉r❡ ❛♥❞ ♦♥
✇❤❛t ✐s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦❢ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ t❤❡♦r②✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢♦r
t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❡✈❡r s✐♥❝❡✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡✈✐s✐♦♥s
t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ②❡❛rs ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡
r❡✈✐s✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ✈✐❡✇ ♦♥✿ r❡❛❧✐t②✱ ❝❛✉s❛❧✐t②✱ ❧♦❝❛❧✐t②✱ ❢r❡❡ ✇✐❧❧✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❛♥❞ ❧♦❣✐❝✳ ◆♦t
t❤❡ ❧✐❣❤t❡st ♦❢ s✉❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ✐t s❡❡♠s ♠✐♥❞✲❜♦❣❣❧✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❤❛s ❧❡❞
♣❡♦♣❧❡ t♦ s✉❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ q✉❡s✲
t✐♦♥✿ ✏❲❤❛t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞❄✑ ■♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧
♣❤②s✐❝s t❤❡r❡ s❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ❡❛s② ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥❀ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡✈❡❛❧s s♦♠❡ ♣r♦♣✲
❡rt② ♣♦ss❡ss❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s✱ r♦✉❣❤❧②✱ t❤❡ r❡❛❧✐st ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
♦❢ ♣❤②s✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✐t t✉r♥s ♦✉t✱ s✉❝❤ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡✲
❝❤❛♥✐❝s ✇✐t❤♦✉t ♠❛❦✐♥❣ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡
❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❇♦t❤ ✐♠♣❧② ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐❢ ♦♥❡
✇✐s❤❡s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ r❡❛❧✐s♠✳ ❚❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♦♥❡ ❤❛s t♦ r❡s♦rt t♦
❝♦♥t❡①t✉❛❧✐t②✸✱ ❛♥❞ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛r❣✉♠❡♥t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♦♥❡ ❤❛s t♦ r❡s♦rt t♦ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐t②✳

✸❖❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤✐s ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠♦st ♣❡❝✉❧✐❛r ♦♥❡✳
❘♦✉❣❤❧②✱ ✐t st❛t❡s t❤❛t ✇❤❛t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡♣❡♥❞s ✐♥ ❛ ✈❡r② str♦♥❣ s❡♥s❡ ♦♥ ❤♦✇ ✐t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐✳❡✳✱ ✐t
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♠♦r❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ✐♥ t❤❡
❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳



✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼♦st ♣❡♦♣❧❡ ❞♦ ♥♦t ✇✐s❤ t♦ ♠❛❦❡ s✉❝❤ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡s❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥
❛s ❵✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♣r♦♦❢s✬ ♦r ❵♥♦✲❣♦ t❤❡♦r❡♠s✬✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❛r✐s❡s ✐♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ❞❡r✐✈❡❞ ❛r❡ ❛❧❧
♦❢ ❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡✱ ❜✉t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ r✐❣♦r♦✉s ♣r♦♦❢s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤✐♥
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✱ ♠♦st ♣❡♦♣❧❡ ❛❣r❡❡ ♦♥
❤♦✇ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ♠❛② ❜❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝ts✳✹ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t
♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♦❢
❝♦✉rs❡ ♥♦ r✐❣♦r♦✉s ✇❛② t♦ ❞♦ t❤✐s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❡✈❡♥ ♠✉❝❤ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❜♦✉t ✇❤❛t t❡r♠s
❧✐❦❡ r❡❛❧✐t②✱ ❧♦❝❛❧✐t② ❛♥❞ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✇❤❛t r♦❧❡ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ♣❧❛② ✐♥ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ t❤❡♦r②✳
❚❤✐s ❧❡❛✈❡s ❛ ❧♦t ♦❢ r♦♦♠ ❢♦r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ✇❤❛t ❛❝t✉❛❧❧② ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ ❛❜♦✉t ◆❛t✉r❡ ❛♥❞
❛❜♦✉t ♣❤②s✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ✐s q✉✐t❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ s♣❡❝✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ✇❤❛t r❡❛❧✐s♠ s❤♦✉❧❞ ❡♥t❛✐❧✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ✐❢ ♦♥❡
r❡❧❛①❡s t❤❡ ✈✐❡✇ ♦♥ ✇❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ♦♥❡ ♠❛② r❡t❛✐♥ ♥♦♥✲❝♦♥t❡①t✉❛❧✐t②✳
❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ♦❢
❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝❧❡❛r t❤❛t
t❤❡ str❛♥❣❡♥❡ss ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❞♦❡s ♥♦t ❥✉st ❛✛❡❝t t❤❡ r❡❛❧✐st ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝s❀
t❤❡ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❝② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s s❡❡♠s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ✐♥ ❛♥② ♦t❤❡r ♣r♦❝❡❡❞✲
✐♥❣ t❤❡♦r② ✭❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡ ❤❛s
❛ r❡❛❧✐st ♦r ❛♥ ❛♥t✐✲r❡❛❧✐st ✈✐❡✇✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❛r❣✉♠❡♥ts ✉s❡❞
t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✐st ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❧s♦ ♣♦✐♥t ♦✉t ♣r♦❜❧❡♠s
t❤❛t ❛r✐s❡ ✐♥ ♦t❤❡r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✐t ✐s ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤✐s ❞♦❡s ✐♥❞❡❡❞ s❡❡♠ t♦ ❜❡
t❤❡ ❝❛s❡✳

❍♦♣✐♥❣ t♦ ❛❝q✉✐r❡ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ■ t❛❦❡ ♦♥ ❛ s❤♦rt r❡✲✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♣r♦✲
✈✐❞❡ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ t♦♦❧s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ s♦♠❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st ♣❡♦♣❧❡✱ ❧✐❦❡ ♠②s❡❧❢✱ ❝❛♥♥♦t ❤❡❧♣ t♦ ❢❡❡❧ s♦♠❡ ✉♥❡❛s❡ ❛❜♦✉t t❤✐s
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❢❡❡❧✐♥❣ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ ❛
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r❡♠❀ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♠❛② ❝♦♥✈✐♥❝❡ ♦♥❡ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡
tr✉❡✱ ✐t ❞♦❡s♥✬t ❛❧✇❛②s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❢❡❡❧✐♥❣ t❤❛t ♦♥❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞s ✇❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❛❝t✉❛❧❧②
st❛t❡s✳ ❖❢t❡♥✱ ❛ ❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ❛ t❤❡♦r❡♠ ✐s st❛t❡❞ t❤❡ ✇❛② ✐t ✐s✱ ❛♥❞
✇❤❛t t❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s✳

❙✉❝❤ ❛ ❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♠✐ss✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❇♦❤r ♦♥❧②
r❡❝✐t❡s s♦♠❡ ❢❛❝ts ❛❜♦✉t t❤❡ str❛♥❣❡♥❡ss ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭❛t ❧❡❛st✱ t❤❡ ❢❛❝ts ❛s ❤❡ s❡❡s
t❤❡♠✮ ❛♥❞ s✉❣❣❡sts ❤♦✇ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♣r♦♦❢s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡s❡
❢❛❝ts ❝❛♥♥♦t ❡❛s✐❧② ❜❡ s✐❞❡st❡♣♣❡❞ ❛♥❞ s♦ ✐♥❞❡❡❞ ✐t s❡❡♠s t❤❛t ♦♥❡ ♠✉st ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡♠✳
❍♦✇❡✈❡r✱ str✉❝t✉r❛❧ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛❜♦✉t ✇❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤✐s str❛♥❣❡♥❡ss ❛r❡
♠✐ss✐♥❣✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧❡❛r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♣✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ ✇❛② s✉❣❣❡st❡❞ ❜②

❇♦❤r✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ■ ✇✐❧❧ ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤✐s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ❜② ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢
❇♦❤r t♦ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ✐❞❡❛s ❜❡❤✐♥❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ♠② ❤♦♣❡ ✐s
t❤❛t ❛♥ ❛❜✉s❡ ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♠❡❛♥t ❜② ❇♦❤r✱ ♠❛② ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
❢♦r♠ ♦❢ ❧♦❣✐❝✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❡①❝❧✉❞❡❞ ♠✐❞❞❧❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞❡✈✐♦✉s ✇❛②
t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s❡♥t❡♥❝❡s t❤❛t s♣❡❛❦ ♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳

✹■t ♠❛② ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥s❡♥s✉s ♦♥ ✇❤❛t t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s
t❤✐s ❞♦❡s♥✬t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✇❤❛t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ♣r♦♦❢ ❛♥❞ ✇❤❛t ✐s ♥♦t✳



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❇♦❤r ✇❛♥t❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ s✉❝❤ s❡♥t❡♥❝❡s✺✱ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛r❣✉❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤✐s
❧❛✇✱ ❤❡♥❝❡ ❡♠❜r❛❝✐♥❣ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❡ ✐♥s✐st❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳

✺■♥ t❤❡ ✇♦r❞s ♦❢ ❲✐tt❣❡♥st❡✐♥✿ ✏❲♦✈♦♥ ♠❛♥ ♥✐❝❤t r❡❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛rü❜❡r ♠✉ss ♠❛♥ s❝❤✇❡✐❣❡♥✳✑



✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❚❤❡r❡ ✐s ❛ t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ✐❢ ❡✈❡r ❛♥②♦♥❡ ❞✐s❝♦✈✲

❡rs ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ✐s ❢♦r ❛♥❞ ✇❤② ✐t ✐s ❤❡r❡✱

✐t ✇✐❧❧ ✐♥st❛♥t❧② ❞✐s❛♣♣❡❛r ❛♥❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② s♦♠❡t❤✐♥❣

❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❜✐③❛rr❡ ❛♥❞ ✐♥❡①♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r

✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t t❤✐s ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❤❛♣♣❡♥❡❞✳

✕ ❉✳ ❆❞❛♠s

✷✳✶ P♦st✉❧❛t❡s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ✭s♦♠❡ ♦❢✮ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡
❛s♣❡❝ts ♦❢ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② ❛♥❞ t♦ s❤♦✇ ✇❤② t❤❡② ❝❛♥✬t ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❛s ❡❛s✐❧② ❛s ♦♥❡ ♠✐❣❤t
❤♦♣❡ ✭♥❛♠❡❧②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♣r♦♦❢s ❢♦r ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r✐❡s✮✳ ❋✐rst✱ ✭❛ ✈❡rs✐♦♥
♦❢✮ t❤❡ ♣♦st✉❧❛t❡s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❬✈◆❪✱ ✐s
❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ■ ✉s❡ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ♠❡ ❜② ▼✐❝❤❛❡❧ ❙❡❡✈✐♥❝❦
✐♥ ❛ ❝♦✉rs❡ ♦♥ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❬❙❡❡✷❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♣r♦❜❛❜❧② ♠♦st r❡❛❞❡rs
❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ t❤❡s❡ ♣♦st✉❧❛t❡s ✐♥ s♦♠❡ ❢♦r♠✱ ■ t❤✐♥❦ ✐t ✐s ❣♦♦❞ t♦ r❡st❛t❡ t❤❡♠ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ♦✈❡r✈✐❡✇✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇
❜❡ ❧❡ss ❛♠❜✐❣✉✐t② ♦♥ ✇❤❛t ■ ♠❡❛♥ ✇❤❡♥ ■ r❡❢❡r t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦st✉❧❛t❡✳✻ ▼♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❝❡
■ ❢♦✉♥❞ ♠②s❡❧❢ ✐♥ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ■ ❤❛❞ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐♦♥ t♦ s♦♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✉s❡❞ ✐♥ ❛ t❡①t ♦♥
❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ♦♥❧② t♦ ✜♥❞ ♦✉t t❤❛t ■ ✇❛s ❛❝t✉❛❧❧② ♦❜❥❡❝t✐♥❣ t♦ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ♣♦st✉❧❛t❡s ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠✳ ❆❧s♦✱ ✐t s❡❡♠s ❛ ❣♦♦❞ ♦❝❝❛s✐♦♥ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥
✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✳

✶✳ ❙t❛t❡ P♦st✉❧❛t❡✿ ❊✈❡r② ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✭❝♦♠♣❧❡①✮ ❍✐❧❜❡rt
s♣❛❝❡✼ H✳ ❊✈❡r② ♥♦♥③❡r♦ ✈❡❝t♦r ψ ∈ H ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✳ ❋♦r ❡❛❝❤ λ ∈ C✱ λ 6= 0✱ t❤❡ t✇♦ ✈❡❝t♦rs ψ ❛♥❞ λψ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡✳ ■❢ t✇♦
s②st❡♠s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s♣❛❝❡s H1 ❛♥❞ H2✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s②st❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② t❤❡ s♣❛❝❡ H1 ⊗H2✳

❆ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ♦♣❡r❛t♦rs✳
❚❤❡ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❛r❡ t❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ♣✉r❡ st❛t❡s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t
❡❛❝❤ ♣✉r❡ st❛t❡ ✐♥ ❢❛❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥t✐r❡ ❵❧✐♥❡✬ (λψ)λ∈C\{0} ✐♥ H✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛ r❛②✳ ❚♦
❡❛❝❤ r❛② ♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Pψ : H → H ♦♥ t❤✐s ❧✐♥❡✱ ❣✐✈❡♥ ❜②

Pψ(φ) :=
〈ψ, φ〉
〈ψ,ψ〉ψ, ∀φ ∈ H . ✭✶✮

❲✐t❤ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ♣✉r❡ st❛t❡s ♦♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳✽ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ❛ ♠✐①❡❞ st❛t❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ tr❛❝❡✲❝❧❛ss ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ tr❛❝❡
✶✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♠✐①❡❞ st❛t❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② S(H)✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣✉r❡ st❛t❡s ❜② P1(H) ✭✇❤✐❝❤

✻❚❤✐s ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②❀ ❛ ❧♦t ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✐❢ ♠♦r❡ ❛✉t❤♦rs t♦♦❦ t❤❡ t✐♠❡ t♦ r❡st❛t❡
✐♠♣♦rt❛♥t t❡r♠s ✐♥ t❤❡✐r ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

✼■♥ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✱ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❛♥❞ ❛♥t✐✲❧✐♥❡❛r ✐♥
t❤❡ ✜rst✳

✽❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐①❡❞ st❛t❡s ❛s ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ♣✉r❡ st❛t❡s ✐s ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② ✇✐t❤♦✉t ♣r♦❜❧❡♠s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t✇♦ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉r❡ st❛t❡s ♠❛② ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠✐①❡❞ st❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♠✐①❡❞
st❛t❡ ❞♦❡s♥✬t ❣✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣✉r❡ st❛t❡s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❛ ♠✐①t✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣



P♦st✉❧❛t❡s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✺

st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ s❡t S(H) ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① s❡t✳ ❖♥❡ ♠❛②
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❡t P1(H) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❡①tr❡♠❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ S(H) ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ S(H) t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛
♣r♦♣❡r ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts✮✳

✷✳ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ P♦st✉❧❛t❡✿ ❲✐t❤ ❡❛❝❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ s❡❧❢✲
❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r A : D(A) → H ✇✐t❤ ❞♦♠❛✐♥ D(A) ❞❡♥s❡ ✐♥ H✳

❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ ♠♦st ♣❤②s✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡
✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ ♦♥❡ t♦ ❜❡❧✐❡✈❡✱ ❛s ✐s ♠❛❞❡ ❝❧❡❛r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ H = L2(R)✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ sq✉❛r❡ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡
❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❜② (Xψ)(x) := xψ(x) ❞♦❡s ♥♦t ♠❛♣ ❡✈❡r② ψ ∈ H
t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ H✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❡t H ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ✐ts ❞♦♠❛✐♥ ❜✉t ✐♥st❡❛❞✱
♦♥❡ ♠✉st t❛❦❡ s♦♠❡ ❞❡♥s❡ s✉❜s❡t D(X)✳ ■ts ❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r X∗ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✉♥✐q✉❡
♦♣❡r❛t♦r t❤❛t s❛t✐s✜❡s

〈ψ,Xφ〉 = 〈X∗ψ, φ〉, ∀ψ ∈ D(X∗), φ ∈ D(X), ✭✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ X∗ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

D(X∗) := {ψ ∈ H ; φ 7→ 〈ψ,Xφ〉 ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ∀φ ∈ D(X)}. ✭✸✮

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s D(X)✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r D(X∗) ❜❡❝♦♠❡s✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛
❞❡❧✐❝❛t❡ ♠❛tt❡r t♦ ❝❤♦♦s❡ D(X) ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t X ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✱ ✐✳❡✳✱ (X,D(X)) =
(X∗, D(X∗))✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t X ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ D(X) = {ψ ∈ H ; Xψ ∈
H}✳

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t❤❛t Xψ ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ψ✳ ❋♦r X t❤✐s ❝❛✉s❡s ♥♦ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜✉t ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦r P ✱
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ (Pψ)(x) = −i~ d

dxψ(x) ✐s ♥♦t ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ♠♦st ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ H ✇✐t❤♦✉t
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ ❋✐rst ♦♥❡
✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ψ 7→ Lψ ♦❢ H ✐♥t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r
s♣❛❝❡ C∞

c (R) ✭✐✳❡✳ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt✮✿

Lψ(φ) := 〈ψ, φ〉, ∀φ ∈ C∞
c (R). ✭✹✮

❖♥ t❤✐s ss♣❛❝❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✱ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛s

d

dx
Lψ(φ) := −

〈
ψ,

d

dx
φ

〉
, ∀φ ∈ C∞

c (R). ✭✺✮

◆♦✇ ❢♦r ❛♥② ψ ∈ H ♦♥❡ t❛❦❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ d
dxψ ∈ H t♦ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ χ ∈ H

s✉❝❤ t❤❛t d
dxLψ = Lχ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡s d

dxψ = χ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ψ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡
✭✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ s❡♥s❡✮ ✇✐t❤ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ H ♦♥❡ ❤❛s

d

dx
Lψ(φ) := −

〈
ψ,

d

dx
φ

〉
=

〈
d

dx
ψ, φ

〉
= L d

d x
ψ(φ), ∀φ ∈ C∞

c (R), ✭✻✮

t❤❡ ♠✐①❡❞ st❛t❡s ❛s ❵♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② ❦♥♦✇✐♥❣ ✇❤❛t t❤❡ ♣✉r❡ st❛t❡ ✐s✬ ❧❡❛❞s t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦♠♣♦s✐t❡
st❛t❡s✱ s✐♥❝❡ ❛ ♠✐①❡❞ st❛t❡ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✉r❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Pψ1⊗ψ2

✳ ❙✉❝❤ st❛t❡s
❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ♣r♦♣❡r ♠✐①t✉r❡s✱ ♦t❤❡r ♠✐①t✉r❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✐♠♣r♦♣❡r✳ ❚❤✐s t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ✐s ❞✉❡ t♦ ❞✬❊s♣❛❣♥❛t✳
❙❡❡ ❛❧s♦ ❬❞✬❊❪✳



✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

s♦ t❤❛t t❤✐s ♥❡✇ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ❛ ♣r♦♣❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♦♥❡✳ ■t t❤❡♥ t✉r♥s
♦✉t t❤❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦r P ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥

D(P ) := {ψ ∈ AC(R) ; Pψ ∈ H}, ✭✼✮

✇❤❡r❡ AC(R) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✾ ♦♥ ❡❛❝❤ ✜♥✐t❡
✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ R✳ ❆ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❨♦s✱ ♣✳ ✶✾✽❪✳ ■♥ t❤✐s ❜♦♦❦ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✜♥❞ ❛ ♣r♦♦❢
♦❢ t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r ❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡
L2[0,∞) ✭♣✳ ✸✺✸✮✳ ❆ ❢r✐❡♥❞❧② t❡①t ♦♥ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❛❧s♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡
❢♦r ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❝❤❡♠✐str② ✐s ❬❇❋❱❪✳

❚❤❡s❡ ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ♣❧❛② ❛ ❧❛r❣❡ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs ❞♦♥✬t ♣❧❛② ❛♥② r♦❧❡ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r②✳ ❖♥❡
♠❛②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r X +P ♦♥ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ L2[0, 1]✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡
♦♣❡r❛t♦r X ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ D(X) = H✳ ❚❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦r ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t
♦♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥

D(P ) =

{
ψ ∈ H ; ψ ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s,−i~ d

dx
ψ ∈ H, ψ(0) = ψ(1)

}
. ✭✽✮

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❑❛t♦✲❘❡❧❧✐❝❤ t❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❞❖✱ ❈❤✳ ✻❪✮ t❤❛t X + P ✐s s❡❧❢✲✲
❛❞❥♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ D(X + P ) = D(P )✳

❚❤♦✉❣❤ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r X + P ❤❛s ♥♦ ❞✐r❡❝t ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ❇✉t ❡✈❡♥ ❛♥
✐♥❞✐r❡❝t ♠❡❛♥✐♥❣ ✭❡✳❣✳ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠✮ ✐s ❛♠✲
❜✐❣✉♦✉s✱ s✐♥❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ♠❡❛s✉r❡ ❜♦t❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✭❜❡❝❛✉s❡ X ❛♥❞ P ❞♦
♥♦t ❝♦♠♠✉t❡✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ♦♥❡ t♦ q✉❡st✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣♦st✉❧❛t❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡
❝❧❛✐♠ t❤❛t ❡✈❡r② s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ■t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡
t♦ ❞❡♥② t❤✐s ❝❧❛✐♠✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t s❡❡♠s ♣r❡♠❛t✉r❡ t♦ ❡①❝❧✉❞❡ s♦♠❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✭❧✐❦❡
X + P ✮ ❛ ♣r✐♦r✐✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ❛ ♠❡❛♥✐♥❣ ❢♦r s✉❝❤ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

❋♦r ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r A ♦♥ ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ H ✐ts s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t

σ(A) := {a ∈ C ; A− a1 ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡}. ✭✾✮

❋♦r ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r A ✇✐t❤ ❞♦♠❛✐♥ D(A) ❞❡♥s❡ ✐♥ H t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ σ(A) ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡
❞❡✜♥❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ a ∈ σ(A) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r B s✉❝❤ t❤❛t
(A − a1)B = 1 ❛♥❞ B(A − a1)ψ = ψ ❢♦r ❛❧❧ ψ ∈ D(A)✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ♠❛tr✐①✳ ❆s ✇✐t❤ ♠❛tr✐❝❡s✱ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ s❡❧❢✲
❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❛❧✇❛②s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣♦st✉❧❛t❡✳✶✵

✾❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ I ✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ ǫ > 0 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ δ > 0 s✉❝❤
t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ (an, bn) ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐s❥♦✐♥t ♦♣❡♥ s✉❜✲✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ I✱ ♦♥❡ ❤❛s

∑
n |ψ(bn)−ψ(an)| < ǫ

✇❤❡♥❡✈❡r
∑
n |bn − an| < δ✳

✶✵❚❤✐s ♣♦st✉❧❛t❡ ✐s ♦❢t❡♥ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❇♦r♥ ♣♦st✉❧❛t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❇♦r♥ ♣♦st✉❧❛t❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧t ❛❧♠♦st s✉r❡❧② ✭✐✳❡✳✱ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡✮ ✐s ❛ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ A✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡
♣♦st✉❧❛t❡ s❤❛r♣❡♥s t❤✐s ❜② st❛t✐♥❣ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ♦✉ts✐❞❡ σ(A) ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ♥❡✈❡r ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳



P♦st✉❧❛t❡s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✼

✸✳ ❱❛❧✉❡ P♦st✉❧❛t❡✿ ❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ②✐❡❧❞s ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ✐♥
t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r A✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♣♦st✉❧❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ ❛♥② st❛t❡♠❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚♦ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♦♥ t❤✐s ♣♦st✉❧❛t❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦♥❞❡r❢✉❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❛♥❛❧②s✐s ✐s ♥❡❡❞❡❞✿ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ t❤❡♦r❡♠✳✶✶

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❞❡♥s❡❧②✲❞❡✜♥❡❞ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r A✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡✶✷

µA s✉❝❤ t❤❛t

✭✐✮ A =
∫

R
z dµA(z) ✭❛s ❛ ❙t✐❡❧t❥❡s ✐♥t❡❣r❛❧✮✳

✭✐✐✮ ■❢ ∆ ∩ σ(A) = ∅✱ t❤❡♥ µA(∆) = 0 ❢♦r ❡❛❝❤ ❇♦r❡❧ s❡t ∆✳

✭✐✐✐✮ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦♣❡♥ s✉❜s❡t U ⊂ R ✇✐t❤ U ∩ σ(A) 6= ∅✱ ♦♥❡ ❤❛s µA(U) 6= 0✳

✭✐✈✮ ■❢ B ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r s✉❝❤ t❤❛t BA ⊂ AB✶✸✱ t❤❡♥ B ❛❧s♦ ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ µA(∆)
❢♦r ❡✈❡r② ❇♦r❡❧ s❡t ∆✳

❚❤✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦st✉❧❛t❡✳

✹✳ ❇♦r♥ P♦st✉❧❛t❡✿ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ r❡s✉❧t a ∈ ∆ ✉♣♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ♦♥ ❛ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ψ ❢♦r ❛ ❇♦r❡❧ s❡t ∆ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Pψ[A ∈ ∆] =
1

‖ψ‖2
〈ψ, µA(∆)ψ〉. ✭✶✵✮

❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Pψ[A ∈ ∆] ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ♠♦r❡ ❢❛♠✐❧✐❛r t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r✐sts t❤❛♥ t♦ ♣❤②s✐❝✐sts✱
❜✉t ■ t❤✐♥❦ ✐t ✐s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♦♥❡✳ ■t ✐s t♦ ❜❡ r❡❛❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❡✈❡♥t A ∈ ∆✱
❣✐✈❡♥ t❤❡ st❛t❡ ψ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ■ ✇r✐t❡

Eψ(A) =

∫

R

zPψ[A ∈ {d z}] =

∫

R

1

‖ψ‖2
〈ψ, zµA(d z)ψ〉 =

〈ψ,Aψ〉
〈ψ,ψ〉 ✭✶✶✮

❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♦❢t❡♥ s❡❡♥ ♥♦t❛t✐♦♥ 〈A〉ψ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥
t♦ t❛❦❡ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✶✶✮ ❛s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
✈❛❧✉❡✳ ■ts r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ✭t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✶✶✮✮
♠❛② t❤❡♥ ❜❡ s❡❡♥ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ t❤❡♦r❡♠ ✭✐✳❡✳✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s t❤❡♦r❡♠
✭✶✶✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✭✶✵✮✮✳

■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♠✐①❡❞ st❛t❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ❇♦r♥ r✉❧❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t♦

Pρ[A ∈ ∆] = Tr(ρµA(∆)) ✭✶✷✮

❢♦r t❤❡ ♠✐①❡❞ st❛t❡ ρ✱ ✇❤❡r❡ Tr ❞❡♥♦t❡s t❤❡ tr❛❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦s t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧ts
✐♥ ✭✶✵✮ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❛t ρ = Pψ ✭✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ρ ✐s ❛ ♣✉r❡ st❛t❡✮✳

✶✶❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❈♦♥✷❪ ♦r ❬❘✉❞❪ ❢♦r ♣r♦♦❢s✳
✶✷❆ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❛ ♠❛♣ µ ❢r♦♠ t❤❡ ❇♦r❡❧ s✉❜s❡ts B ♦❢ R t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs P(H) s✉❝❤ t❤❛t

µ(∅) = 0✱ µ(R) = 1✱ µ(∆1 ∩ ∆2) = µ(∆1)µ(∆2) ∀∆1,∆2 ∈ B ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t s✉❜s❡ts
(∆i)

∞
i=1 ✐♥ B ♦♥❡ ❤❛s µ(∪∞

i=1∆i) =
∑∞
i=1 µ(∆i)✳

✶✸❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t D(BA) ⊂ D(AB) ❛♥❞ ABψ = BAψ ❢♦r ❛❧❧ ψ ∈ D(BA)✳



✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✳ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ µA(∆)✮ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ ✏②❡s✲♥♦✑✲q✉❡st✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡✐r s♣❡❝tr✉♠ ✐s {0, 1}✱
❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛❧✇❛②s ②✐❡❧❞s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs✳ ❋♦r ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
P ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r P ✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛♥s✇❡r ✏❚❤❡ st❛t❡ ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ ❛❢t❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ P H✳✑ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✵ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ❛♥s✇❡r ✏❚❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛❢t❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ (1−P )H✳✑ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ µA(∆)
❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✏❉♦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ A ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ s❡t ∆❄✑ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s❡
♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ✭❛♥❞ t❤❡✐r ❛♥s✇❡rs✮ ✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r♦❧❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

▼❛♥② ♣❤②s✐❝✐sts ♠❛② ✜♥❞ t❤✐s ✉s❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛②❜❡ ❡✈❡♥ ✉♥♥❡❝❡s✲
s❛r②✳ ■♥ ♠♦st ♣❤②s✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥❡ s✐♠♣❧② r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r
✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥✐♥❣ ✇❤❛t t❤✐s ♠❡❛♥s✳ ❖♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ♦❢t❡♥ tr❡❛t❡❞ ❛s ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s
❛♥❞ t❤❡✐r s♣❡❝tr❛ ❛r❡ t❤❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥st❛t❡s
❛♥❞ ❡✐❣❡♥s♣❛❝❡s✳ ❆s ❛ st✉❞❡♥t ♦❢ ♣❤②s✐❝s ■ ❜❡❝❛♠❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇❤❡♥ ✜rst r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❛t✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r X ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ❡✐❣❡♥st❛t❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❞✐❞♥✬t ❜❡❝♦♠❡
❝❧❡❛r t♦ ♠❡ ✇❤② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ s♦♠❡ ✭❇♦r❡❧✮ s✉❜s❡t ∆ ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❜②

Pψ[X ∈ ∆] =
1

‖ψ‖2

∫

∆
|ψ(x)|2 dx, ✭✶✸✮

✉♥t✐❧ ■ ❧❡❛r♥❡❞ ✭✐♥ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❝♦✉rs❡✮ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r
✐s s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜②✶✹ µX(∆)ψ = 1∆ψ ✭❜❡❝❛✉s❡ σ(X) = R✮✱ s♦ t❤❛t ✭✶✸✮ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢
✭✶✵✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❤♦✇ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t✐♠❡✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t✇♦
♣♦st✉❧❛t❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤✐s✳

✺✳ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r P♦st✉❧❛t❡✿ ❲❤❡♥ ♥♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✐♥ t✐♠❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ✉♥✐t❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s✱

ψ(t) = U(t)ψ(0)

❢♦r s♦♠❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✉♥✐t❛r② ♦♥❡✲♣❛r❛♠❡t❡r ❣r♦✉♣✶✺ t 7→ U(t)✳

◆♦t❡ t❤❛t ♥♦ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛♣ ψ : R → H✱ t 7→ ψ(t) ❛♥❞ t❤❡
✈❡❝t♦r ψ ✐♥ H ❛s ✐s st❛♥❞❛r❞ ✐♥ ♠♦st ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ♣♦st✉❧❛t❡ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦♥❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ♠♦r❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❤②s✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ◆❛♠❡❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❙t♦♥❡✬s ❚❤❡♦r❡♠ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r H s✉❝❤ t❤❛t U(t) = e−iHt ∀t✱ ✇❤✐❝❤ ❜r✐♥❣s ♦♥❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥

i
d

d t
ψ(t) = Hψ(t), ∀ψ ∈ D(H).

❋♦r ❛ ♠✐①❡❞ st❛t❡ ρ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ρ(t) = U(t)ρU∗(t)✱ ♦r id ρ(t)d t = [H, ρ(t)]✳

✻✳ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ P♦st✉❧❛t❡ ✭Pr♦❥❡❝t✐♦♥ P♦st✉❧❛t❡✮✿ ❲❤❡♥ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r A ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ②✐❡❧❞s s♦♠❡ a ∈ σ(A)✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝❤❛♥❣❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❢r♦♠ ψ t♦
µA({a})ψ✳

✶✹❍❡r❡✱ 1∆ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡t ∆✳
✶✺❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s❡t {U(t) ; t ∈ R} ❢♦r♠s ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✉♥✐t❛r② ♦♣❡r❛t♦rs s❛t✐s❢②✐♥❣ U(t+ s) = U(t)U(s)

∀s, t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛♣ t 7→ U(t) ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t lims→t U(s)ψ = U(t)ψ ❢♦r ❛❧❧ t ∈ R, ψ ∈ H✳



❚❤❡ ✭■♥✮❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✾

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛❢t❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛❧✇❛②s ❛ st❛t❡ ✭✐✳❡✳ µA({a})ψ 6=
0✮ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❇♦r♥ ♣♦st✉❧❛t❡✳

❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤✐s ♣♦st✉❧❛t❡ ✐s t❤❛t ✐t ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✐❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢
❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ②✐❡❧❞s s♦♠❡ ✈❛❧✉❡ a✱ ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t✳ ■t ✐s ❢♦✉♥❞❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✭✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥
❜❛s❡❞ ✐t ♦♥ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥✲❙✐♠♦♥s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❬✈◆❪✮ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s❡❡♠s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝❧❛✐♠✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦st✉❧❛t❡ ❛s st❛t❡❞ ❤❡r❡ ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✭✐✳❡✳✱ t❤♦s❡ ✇❤♦s❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ❤❛✈❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠✮✳ ■t ❤❛s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ s✐♠✐❧❛r
♣♦st✉❧❛t❡ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❡❝tr❛ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✿ r❡♣❡❛t❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♦♥❧②
♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❬❖③❛❪✳ ❆ ♠♦r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❇▲▼❪✳

❚❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣♦st✉❧❛t❡ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠♦st ❝♦♥tr♦✈❡rs✐❛❧ ♣♦st✉❧❛t❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡✲
❝❤❛♥✐❝s✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❞❡♣❡♥❞s s♦ ❣r❡❛t❧② ♦♥ ✇❤❡t❤❡r
♦r ♥♦t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜❡✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ♦♥❡ ✐s t❡♠♣t❡❞ t♦ ❛s❦ ✇❤❛t
❡①❛❝t❧② ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ◆♦ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❡①✐sts ✐♥ ♠② ♦♣✐♥✲
✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s ♦❢ ✇❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ✏t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✑
✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬❇❡❧✺❪✮✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② ❢♦r
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❡❝tr✉♠ s❡❡♠s ❛ r❛t❤❡r s♠❛❧❧ ♦♥❡✳ ■t s❡❡♠s ❧✐❦❡❧② t♦ ♠❡ t❤❛t
❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧❧② s❛t✐s❢②✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛② ❛❧s♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❧❛tt❡r✳✶✻

❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❝❡rt❛✐♥❧② ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦♣✐❝ ❢♦r r❡s❡❛r❝❤✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧
♥♦t ❜❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ▼② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❛t❤❡r r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ♦❜❥❡❝t✐♦♥s
❛❣❛✐♥st q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♠❛❞❡ ❝❧❡❛r ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ❜② ❊✐♥st❡✐♥✱ ♥❛♠❡❧② ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡
✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳

✷✳✷ ❚❤❡ ✭■♥✮❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✭P❛rt ■✮

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❇♦r♥ ♣♦st✉❧❛t❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡
✇❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s✳ ❚❤✐s ✐♥ ✐ts❡❧❢ ✇❛s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♣r♦❜❧❡♠
❊✐♥st❡✐♥ ❤❛❞ ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r②✳ ❆♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ s❡r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❤✐♠ ✇❛s t❤❛t ❝❡rt❛✐♥
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❧✐❦❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡✈❡♥ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞✱ ❛r❡ ♥♦t
❛ttr✐❜✉t❡❞ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❛t ❛❧❧ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ ♦♥❡ ❦♥♦✇s t❤❡ st❛t❡ ♦❢
t❤❡ s②st❡♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ s❛② ✇❤❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s✳ ■♥
❬❊P❘❪ ❊✐♥st❡✐♥✱ P♦❞♦❧s❦② ❛♥❞ ❘♦s❡♥ ❛❧s♦ ❣❛✈❡ ❛ s❡❡♠✐♥❣❧② ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ r❡❛s♦♥ ✇❤② ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
t❤❡♦r② s❤♦✉❧❞ ❛ttr✐❜✉t❡ ❛ ✈❛❧✉❡ t♦ s✉❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s✳ ❇❡❧♦✇✱ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s
❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❛t ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❊P❘❪✱ ❜✉t ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t t❤❡r❡
❛r❡ ♥♦ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ■t ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇♦❤♠ ❬❇❆❪ ❛♥❞ ❤❛s ♣❧❛②❡❞
❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ♠❛♥② ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❡✈❡r s✐♥❝❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷ ✭❚❤❡ ❊P❘❇✲❡①♣❡r✐♠❡♥t✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ s♣✐♥✲12 ♣❛rt✐❝❧❡s ✭s❛②✱
t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s✮✳ ❊❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ t❛❦❡♥ ❜② ✐ts❡❧❢ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ C2✱ ✇❤❡r❡
❛ ❜❛s✐s ✐s ❝❤♦♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t (1, 0) st❛♥❞s ❢♦r s♣✐♥ ✉♣ ❛♥❞ (0, 1) ❢♦r s♣✐♥ ❞♦✇♥✳ P❤②s✐❝✐sts

✶✻❚❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❛❧s ❢♦r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣♦st✉❧❛t❡ t❤❛t ❛r❡ r✐❝❤
❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❡❝tr✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❣r❡❛t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳
■♥ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❙r✐❪ ✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♣♦st✉❧❛t❡ t♦ ❛ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
st❛t❡s ✭t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦♣❡r❛t♦rs✮ ❛r❡ ♦♥❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❡② ❣❡♥❡r❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❇♦r♥ ♣♦st✉❧❛t❡✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ st❛t❡s ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✶✷✮ ❛♥❞
❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r σ✲❛❞❞✐t✐✈❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳



✶✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

✇♦✉❧❞ ✉s❡ | ↑〉 ❛♥❞ | ↓〉 t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤♦s❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ s♣✐♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤✐s ❛①✐s ✐s

σz :=

(
1 0
0 −1

)
. ✭✶✹❛✮

❋♦r t❤❡ x ❛♥❞ y ❛①❡s ♦♥❡ ❤❛s

σx :=

(
0 1
1 0

)
, σy :=

(
0 −i
i 0

)
. ✭✶✹❜✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s

r = (cos(ϑ) sin(ϕ), sin(ϑ) sin(ϕ), cos(ϕ)) ✭✶✺✮

♦♥❡ ❤❛s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡

σr := cos(ϑ) sin(ϕ)σx + sin(ϑ) sin(ϕ)σy + cos(ϕ)σz

=

(
cos(ϕ) cos(ϑ) sin(ϕ) − i sin(ϑ) sin(ϕ)

cos(ϑ) sin(ϕ) + i sin(ϑ) sin(ϕ) − cos(ϕ)

)

= Pr+ − Pr−,

✭✶✻✮

✇❤❡r❡ Pr+ = 1
2(1+σr) ❛♥❞ Pr− = 1

2(1−σr) ❛r❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✭t❤✐s ✐s ❡❛s✐❧②
❝❤❡❝❦❡❞ ✉s✐♥❣ σ2

r = 1✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Pr+ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐❢ ♦♥❡
✇✐❧❧ ✜♥❞ s♣✐♥ ✉♣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r✲❛①✐s✳ ▲❡t✬s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❜② Pr ✭s❡❡
❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✮✳ ❋♦r ❛ s♣✐♥✲12 ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛ st❛t❡ ψ ✐t t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

Pψ[Pr = 1] = 〈ψ, Pr+ψ〉, Pψ[Pr = 0] = 〈ψ, (1−Pr+)ψ〉 = 〈ψ, Pr−ψ〉. ✭✶✼✮

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s②st❡♠ ✐s t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ C2 ⊗ C2 ≃ C4 ✇❤❡r❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s s♣❛❝❡✿

(
1
0

)
⊗
(

1
0

)
= (1, 0, 0, 0) (= | ↑↑〉)

(
1
0

)
⊗
(

0
1

)
= (0, 1, 0, 0) (= | ↑↓〉)

(
0
1

)
⊗
(

1
0

)
= (0, 0, 1, 0) (= | ↓↑〉)

(
0
1

)
⊗
(

0
1

)
= (0, 0, 0, 1) (= | ↓↓〉)

✭✶✽✮

❆♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r A ❢♦r t❤❡ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠ ❡①t❡♥❞s t♦
❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣❛rt✐❝❧❡ ✭t❤❡ ♦♥❡ ❵♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✬✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡
♦♣❡r❛t♦r A⊗1✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ A ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r 1⊗A✳ ❙✉❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
❛❧✇❛②s ❝♦♠♠✉t❡✱ s✐♥❝❡

(A⊗ 1)(1⊗B) = A⊗B = (1⊗B)(A⊗ 1). ✭✶✾✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♣❡r❢♦r♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡
t✇♦✳ ❆❧s♦✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r t✇♦ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s P1 ❛♥❞ P2✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r P1 ⊗ P2 ✐s ❛❣❛✐♥ ❛
♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡

ψ =
1√
2
(0, 1,−1, 0)

(
=

1√
2

(| ↑↓〉 − | ↓↑〉)
)
. ✭✷✵✮



❚❤❡ ✭■♥✮❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✶✶

■❢ t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❛①✐s ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥❡ ✜♥❞s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
❢♦r ✜♥❞✐♥❣ s♣✐♥ ✉♣ ♦r s♣✐♥ ❞♦✇♥ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

Pψ[Pz = 1] = 〈ψ, Pz+ ⊗ 1ψ〉 =
1

2
〈(1, 0), Pz+(1, 0)〉 =

1

2
;

Pψ[Pz = 0] = 〈ψ, Pz− ⊗ 1ψ〉 =
1

2
〈(0, 1), Pz−(0, 1)〉 =

1

2
.

✭✷✶✮

❚❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦❢ ❊✐♥st❡✐♥✱ P♦❞♦❧s❦② ❛♥❞ ❘♦s❡♥ ♥♦✇ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈♦♥
◆❡✉♠❛♥♥ ♣♦st✉❧❛t❡✱ ❛❢t❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ (0, 1, 0, 0) ✉♣♦♥
✜♥❞✐♥❣ s♣✐♥ ✉♣ ❛♥❞ (0, 0, 1, 0) ✉♣♦♥ ✜♥❞✐♥❣ s♣✐♥ ❞♦✇♥✳ ■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❛①✐s ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡s✉❧t ✭t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡
♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✐❝❧❡✮ ✇✐t❤ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝❡rt❛✐♥t②✳ ❙✐♥❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤♦✉t ✐♥ ❛♥② ✇❛② ❞✐st✉r❜✐♥❣ t❤✐s ♣❛rt✐❝❧❡ ✭t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❛② ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡✮ ♦♥❡ ♠❛② st❛t❡ t❤❛t t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡
z✲❛①✐s ❤❛s ❛ r❡❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❛①✐s ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
t❤❛t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s②st❡♠✳ ❊✐♥st❡✐♥✱ P♦❞♦❧s❦② ❛♥❞ ❘♦s❡♥ ✇♦✉❧❞
s❛② t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛❧✐t② t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳

◆♦✇✱ ✐❢ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ y✲❛①✐s ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦♥❡ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ st❛t❡
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ st❛t❡ (−1, 1,−1, 1) ✐❢ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ✜♥❞ s♣✐♥ ✉♣✱ ❛♥❞
t♦ t❤❡ st❛t❡ (1, 1,−1,−1) ✐❢ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ✜♥❞ s♣✐♥ ❞♦✇♥✳ ❊❛❝❤ ❤❛♣♣❡♥s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1

2 ✳
■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ y✲❛①✐s ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ②✐❡❧❞s
❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡s✉❧t ✭t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✐❝❧❡✮ ✇✐t❤ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝❡rt❛✐♥t②✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ♦♥❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❛t ❛❧s♦ t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ y✲❛①✐s ♦❢ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛❧✐t②✳

◆♦✇ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✐♥ t❤❡ st❛t❡s (0, 1, 0, 0) ❛♥❞ (0, 0, 1, 0) ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss✐❣♥
❛ ✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❛①✐s ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❜✉t t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ y✲❛①✐s
❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❱✐❝❡ ✈❡rs❛ ❢♦r t❤❡ st❛t❡s (−1, 1,−1, 1) ❛♥❞ (1, 1,−1,−1)✳ ■t
t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ st❛t❡ t❤❛t ❝❛♥ ❛ss✐❣♥ ❛ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛t
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ st❛t❡ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t❤❛t ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ t❤❛t ❤❛s ♥♦
❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❛t st❛t❡✳

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✉s❡s t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ♦❢ ❊✐♥st❡✐♥✱ P♦❞♦❧s❦② ❛♥❞ ❘♦s❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧✳ ❚❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ t❡r♠s t❤❡② ✉s❡ ❛r❡ ✭q✉♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❊P❘❪✮✿

❼ ❊❖P❘✿ ✏■❢✱ ✇✐t❤♦✉t ✐♥ ❛♥② ✇❛② ❞✐st✉r❜✐♥❣ ❛ s②st❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r❡❞✐❝t ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t② ✭✐✳❡✳✱
✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡q✉❛❧ t♦ ✉♥✐t②✮ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t②✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛❧✐t② ❬❊❖P❘❪ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t②✳✑

❼ ❈♦♠♣✿ ❆ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ t❤❡♦r② ✐s t❤❛t ✏❡✈❡r②
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛❧✐t② ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ t❤❡♦r②✳✑

❼ ▲♦❝✿ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥st❛♥✲
t❛♥❡♦✉s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛❧✐t② t❤❛t ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t s♦♠❡ ❞✐st❛♥❝❡
♦❢ t❤✐s s②st❡♠✳



✶✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

■♥ t❤❡s❡ t❡r♠s t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡ ♥♦✇ r❡❛❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙✐♥❝❡ ✇✐t❤♦✉t ✐♥ ❛♥② ✇❛② ❞✐st✉r❜✐♥❣
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ▲♦❝✮ ❡✐t❤❡r ✐ts s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ y✲❛①✐s ♦r ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❛①✐s ❝❛♥ ❜❡
♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ❜♦t❤ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♠✉st ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛❧✐t② ✭❊❖P❘✮✳
❙✐♥❝❡ ♥♦ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱
t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡ ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❈♦♠♣✮✳

❚❤❡s❡ t❡r♠s ♠❛② s♦✉♥❞ ❛ ❜✐t ♠❡t❛♣❤②s✐❝❛❧✱ ✐❢ ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❤✐♥❣❡ ✉♣♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t st✐❧❧ ❤♦❧❞s ✐❢ ♦♥❡ t❛❦❡s t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢
❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♥♦t t♦ ❜❡ ❛❜♦✉t ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛❧✐t②✱ ❜✉t ❛❜♦✉t ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐♦♥s t❤❛t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐sts ✭♦r ✐❞❡❛❧✐sts✮ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛❣❛✐♥st t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞
❛r❣✉❡ t❤❛t ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ t❤❡♦r② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t✱ ✐❢ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
❛❜♦✉t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦❢ s②st❡♠ ✶ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ s♦♠❡ s②st❡♠ ✷ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠
s②st❡♠ ✶✱ t❤❡ t❤❡♦r② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤♦s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❧s♦ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s②st❡♠ ✷✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ t❤❡♦r② ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢✱ ✐♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✐t ❛❝t✉❛❧❧② ❞♦❡s ♠❛❦❡ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳
❚❤✐s s❡❡♠s ❛t ❧❡❛st s❡♥s✐❜❧❡✳

❇♦❤r✱ ❛s t❤❡ ❣r❡❛t ❞❡❢❡♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❤✐s ♦✇♥
r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❬❇♦❤✷❪✳ ❍✐s ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐♦♥ ✐s ✉♥❞♦✉❜t❡❞❧② t♦ ❜❡ s♦✉❣❤t ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛ss❛❣❡✳

✏❋r♦♠ ♦✉r ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✇❡ ♥♦✇ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✇♦r❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞
❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛❧✐t② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❊✐♥st❡✐♥✱ P♦❞♦❧s❦② ❛♥❞ ❘♦s❡♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥
❛♠❜✐❣✉✐t② ❛s r❡❣❛r❞s t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✏✇✐t❤♦✉t ✐♥ ❛♥② ✇❛② ❞✐st✉r❜✐♥❣
t❤❡ s②st❡♠✳✑ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡r❡ ✐s ✐♥ ❛ ❝❛s❡ ❧✐❦❡ t❤❛t ❥✉st ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥♦ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❛
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❝r✐t✐❝❛❧
st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❇✉t ❡✈❡♥ ❛t t❤✐s st❛❣❡ t❤❡r❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡
q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✈❡r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t②♣❡s ♦❢

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡
t❡r♠ ✏♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛❧✐t②✑ ❝❛♥ ♣r♦♣❡r❧② ❜❡ ❛tt❛❝❤❡❞✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛✉t❤♦rs ❬❊✐♥st❡✐♥✱ P♦❞♦❧s❦② ❛♥❞ ❘♦s❡♥❪ ❞♦❡s ♥♦t ❥✉st✐❢②
t❤❡✐r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳✑ ❬❇♦❤✷❪

■♥ t❡r♠s ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t ❇♦❤r ✜♥❞s ❛♥ ❛♠❜✐❣✉✐t② ✐♥ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❛①✐s✱ ❛s t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ y✲❛①✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛❧✐t②✳ ❆♣♣❛r❡♥t❧②✱ s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♠✉st ❜❡ ❛t ❤❛♥❞✳ ■♥
♠② ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛♠❜✐❣✉✐t② ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ ❬❊P❘❪ ✐t ✐s ❞❡♠❛♥❞❡❞ t❤❛t t❤❡
t❤❡♦r② ❣✐✈❡s ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❇♦❤r ❞❡❝❧❛r❡s s✉❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✳ ◆♦ ❞♦✉❜t✱ ■ ❞♦ t❤✐♥❦
t❤❛t ❇♦❤r✬s r❡♣❧② ♠✐❣❤t t❡❧❧ ✉s t❤❛t ✇❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡♦r②
✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s❡ ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ■ t❤✐♥❦ ♠♦r❡ ❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✮✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s♥✬t r❡❛❧❧② t❡❧❧ ✉s
✇❤② ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ✐t t♦ ❜❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥s❡✳ ❚❤✉s ❛ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ t❤❡♦r②
t❤❛t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❊✐♥st❡✐♥✱ P♦❞♦❧s❦② ❛♥❞ ❘♦s❡♥ ✭✐✳❡✳✱ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡
t❤❡♦r②✮ s❡❡♠s t♦ ♠❡ ❥✉st✐✜❡❞✱ ❝❡rt❛✐♥❧② ❜❛❝❦ ✐♥ ✶✾✸✺✱ ❜✉t ❡✈❡♥ t♦❞❛②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs
t❤❛t ❛tt❡♠♣ts t♦ ✜♥❞ s✉❝❤ ❛ t❤❡♦r② t❤❛t ✐s ❛❧s♦ ❧♦❝❛❧ ❛r❡ ❞♦♦♠❡❞ t♦ ❢❛✐❧✳

✷✳✸ ■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② Pr♦♦❢s ❢♦r ❍✐❞❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s

❲❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r②❄ ❚❤✉s ❢❛r✱ ✐t ❤❛s ♦♥❧② ❜❡❡♥ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝s ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ❛❧❧❡❣❡❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✭t❤❛t ✐s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣



■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② Pr♦♦❢s ❢♦r ❍✐❞❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✶✸

t♦ ❊✐♥st❡✐♥✱ P♦❞♦❧s❦② ❛♥❞ ❘♦s❡♥✮✳ ▲❡t✬s ♠❛❦❡ s♦♠❡ s❡❡♠✐♥❣❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ t❤❡♦r② t❤❛t ✐s s✉♣♣♦s❡❞❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ✭♦r ❛t ❧❡❛st✱ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❛♥ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝s✮✳

❆s ✐♥ ❛♥② ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣❤②s✐❝s✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t Λ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ st❛t❡✲s♣❛❝❡✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❝❧❛✐♠ ♥♦✇ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st st❛t❡s λ ∈ Λ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A✱
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ λ(A) ♦❢ t❤❛t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❙✉❝❤ ❛ st❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣✉r❡ st❛t❡ ❛♥❞ ✐t ✐s
s✉♣♣♦s❡❞ t❤❛t Λ ♦♥❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♣✉r❡ st❛t❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ fA :
Λ → VA ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ st❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ t❤❛t st❛t❡✿

fA(λ) := λ(A) ✭✷✷✮

❍❡r❡ VA ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t A ♠❛② ❤❛✈❡✳ ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ❜❡❧✐❡❢ t❤❛t ♦♥❡
❝❛♥ t❛❦❡ t❤✐s t♦ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✭♦r ❛♥ n✲t✉♣❧❡ ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ ❡✳❣✳ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♣♦s✐t✐♦♥ ♦r ♠♦♠❡♥t✉♠✮✳✶✼

◆♦✇✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✷✮ ✐s t❤❛t ✐❢ ❛ s②st❡♠ ✐♥ ❛ st❛t❡ λ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ fA(λ) ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡✈❡❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣♦ss❡ss❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✭✉♥❧✐❦❡ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✮✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❞✐st✉r❜ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ♦♥❡
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❛✐♥s r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭✐✳❡✳✱ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ ❧✐❦❡
t❤❡ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣♦st✉❧❛t❡✳

❚❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❜②
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s P ♦♥ t❤❡ s❡t Λ ✭✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ ❛
♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s♣❛❝❡ ❜② ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s♦♠❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ❢♦r t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ P ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

E(A) =

∫

Λ
fA(λ) dP(λ). ✭✷✸✮

✷✳✸✳✶ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✬s ❚❤❡♦r❡♠

❚❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♣r♦♦❢ ♦❢ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✈◆❪ ✐s q✉✐t❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①
✭✐t s♣❛♥s ❛❜♦✉t t❡♥ ♣❛❣❡s✱ ♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② ❛❜♦✉t ✜❢t❡❡♥ ♣❛❣❡s ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ❞✐s❝✉ss✐♦♥✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱
❛ ❣♦♦❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❤❛r❞ t♦ ❛❝q✉✐r❡ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ♦❢
✐t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉t ♦♥❧✐♥❡ ❬❘♦s❪✱ ❬❙✐♥❪✱ ❬❉♠✐❪✳✶✽

■t ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦♦❢ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ s♦♠❡✇❤❛t ✈❛❣✉❡ ❛t ✜rst s✐❣❤t✳ ■t ✐s
❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❝❛♥
❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✬s ❜♦♦❦ ✭❢r♦♠ ✶✾✸✷✮ ❞❛t❡s ❢r♦♠
❜❡❢♦r❡ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛①✐♦♠s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❡r❡ ♣r♦♣❡r❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❬❑♦❧✸❪ ✐♥ ✶✾✸✸✳ ❚❤❡ ❝❧❡❛r str✉❝t✉r❡ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❛s♥✬t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
t♦ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛t t❤❛t t✐♠❡✳✶✾ ■♥ ❢❛❝t✱ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❞♦❡s♥✬t ❡①♣❧✐❝✐t❧② s♣❡❛❦ ❛❜♦✉t ❛ss✐❣♥✐♥❣

✶✼■t ✐s ❛ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤♠❡♥t ♦❢ ♠♦❞❡r♥ s❝✐❡♥❝❡ t❤❛t ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♥✉♠❜❡rs❀ ❡✈❡♥
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❧✐❦❡ ❝♦❧♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❡❡♠s ❣♦♦❞ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❤♦❧❞✐♥❣ ♦♥ t♦ ❛ ❞♦❣♠❛ ❤❡r❡✱ ❛♥❞ t❤❛t
♦♥❡ ❞❛② ✐t ♠❛② ❛♣♣❡❛r t❤❛t ✉s✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs ✐s♥✬t ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇❛② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛❧❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳

✶✽❚❤✐s ❧❛st ❛rt✐❝❧❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ ✶✾✼✹✱ ❜✉t ❤❛s ♦♥❧② ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ r❡❝❡♥t❧②✳
✶✾▼♦st ❧✐❦❡❧②✱ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ✇❛s ❛❝q✉❛✐♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♠❛❞❡ ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②✱ s✐♥❝❡

❤❡ ❤✐♠s❡❧❢ ✇❛s ❛❧s♦ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡♦r②✳ ❙t✐❧❧✱ ❡✈❡♥ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✬s ✇♦r❦ s❡❡♠s s♦♠❡t✐♠❡s ❧❡ss ❢♦r♠❛❧
❢r♦♠ ❛ ♠♦❞❡r♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳



✶✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡s t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛t ❛❧❧ ❛♥❞ ❞♦❡s♥✬t ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡
✭❧✐❦❡ Λ✮✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❢ s②st❡♠s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s
❢♦r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s ✇❤❛t ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞♦ ❤❛✈❡ ❢r♦♠
t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❤✐❞❞❡♥✲
✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r✐❡s✳ ❆ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❧❡❛❞s ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♥♦
❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ str✉❝t✉r❡✱ ♦♥❡ ♠❛② t❤✐♥❦ ♦❢ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
E : O → R ♦♥ t❤❡ s❡t O ♦❢ ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✸✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s ❛
❣♦♦❞ ❝♦♥❝❡♣t t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ ✇❤❡♥ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ t❛❧❦s ❛❜♦✉t ❛♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛❝t✉❛❧❧② r❡❢❡rs t♦ ❛ ❜r♦❛❞❡r ♥♦t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱
✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛❧♠♦st ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✷✸✮ ✭t❤✐s ✐s ♣r♦✈❡♥ ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜② t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮✳

❚♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤✐s✱ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ r❡❧✐❡s ♦♥ ❢♦✉r ❛①✐♦♠s ❢♦r ❛ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r②✿

✈◆✶ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r A✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ f : R →
R✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ f(A) ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f t♦ ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
r❡s✉❧t ♦❢ A✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r f(A)✳

✈◆✷ ■❢ A ✐s ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ t❤❛t ♦♥❧② t❛❦❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ s②st❡♠s
♦♥❡ ❤❛s E(A) ≥ 0✳

✈◆✸ ❋♦r ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s A1,A2, . . . ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦♣❡r❛t♦rs A1, A2, . . .✱ t❤❡r❡
✐s ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A1 +A2 + . . . ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r A1 +A2 + . . .✳

✈◆✹ ❋♦r ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s A1,A2, . . .✱ ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs c1, c2, . . .
❛♥❞ ❡❛❝❤ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ s②st❡♠s ✐t s❤♦✉❧❞ ❤♦❧❞ t❤❛t

E(c1 A1 +c2 A2 + . . .) = c1E(A1) + c2E(A2) + . . . . ✭✷✹✮

❆①✐♦♠ ✈◆✸ ✐s ❛ ❜✐t ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❆t ✜rst s✐❣❤t✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✐❢ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ s✉♠s t♦
❜❡ ✐♥✜♥✐t❡✳ ■t t✉r♥s ♦✉t ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐✣❝✉❧t② ❛r✐s❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs

∑n
i=1Ai ✇✐❧❧ ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛♥②

♦♣❡r❛t♦r ✭♥❡✐t❤❡r ✉♥✐❢♦r♠❧②✱ ♥♦r str♦♥❣❧②✱ ♥♦r ✇❡❛❦❧②✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ♥♦t ❡✈❡♥ ❝❧❡❛r t❤❛t ✐❢ A1

❛♥❞ A2 ❛r❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✱ t❤❛t t❤❡✐r s✉♠ ✐s t♦♦ ✭s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❤♦✇ t♦ ❝❤♦♦s❡ D(A1 +A2)✮✳
❋♦r s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ♦♥❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✇❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡
❜♦✉♥❞❡❞✳ ❆❧s♦✱ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♥♦✇❤❡r❡ ✉s❡s ✈◆✸ ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠ ✐♥ ❤✐s ♣r♦♦❢✳ ■♥st❡❛❞✱ ♦♥❡ ♠❛②
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛①✐♦♠✳

✈◆✸✬ ■❢ A ✐s ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r A ❛♥❞ A1, A2, . . . ✐s ❛
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs s✉❝❤ t❤❛t

∑n
i=1Ai ❝♦♥✈❡r❣❡s str♦♥❣❧② t♦ A

✭❛s n→ ∞✮✱ t❤❡♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs Ai ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ Ai✳

❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥s✱ ✈◆✹ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞✿

✈◆✹✬ ■❢ A ✐s ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r A✱ ❛♥❞ A1, A2, . . . ✐s ❛
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ c1, c2, . . . ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs
s✉❝❤ t❤❛t

∑n
i=1 ciAi ❝♦♥✈❡r❣❡s str♦♥❣❧② t♦ A ✭❛s n→ ∞✮✱ t❤❡♥

E(A) = E(c1 A1 +c2 A2 + . . .) = c1E(A1) + c2E(A2) + . . . . ✭✷✺✮



■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② Pr♦♦❢s ❢♦r ❍✐❞❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✶✺

◆♦t❡ t❤❛t ✈◆✸✬ ❛♥❞ ✈◆✹✬ ❛r❡ ✐♥ ❛ s❡♥s❡ t❤❡ ❛①✐♦♠s ✈◆✸ ❛♥❞ ✈◆✹ r❡✈❡rs❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✈◆✸
♣♦st✉❧❛t❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥t✐r❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ✈◆✸✬ ♣♦st✉❧❛t❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥t✐r❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❣✐✈❡♥
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t
❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r s❤♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❆❧s♦✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠
✈◆✹✬ t❤❛t E(cA) = cE(A)✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ♥♦r♠❛❧✐③❡ ❛♥② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲✈❛❧✉❡
❢✉♥❝t✐♦♥ E s✉❝❤ t❤❛t E(1) = 1 ✭❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ E(A) = 0 ❢♦r ❛❧❧ A✱ ♦r
E(1) = ∞✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❛✐♥❧② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❇❡s✐❞❡s t❤❡s❡ ❛①✐♦♠s✱ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t✇♦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❆♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ E : O → R ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢r❡❡ ✐❢

E(A2) = E(A)2, ∀A . ✭✷✻✮

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A✱ ✐ts ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲
❢r❡❡ st❛t❡ ✐s ③❡r♦✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞
❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡s✉❧t ❛❧♠♦st s✉r❡❧②✳ ❆ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ st❛t❡✱ t❤❡♥✱ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
❢r❡❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❆♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ E : O → R ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣✉r❡ ♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐❢
❢♦r ❛❧❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s E′,E′′ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

E(A) = E′(A) + E′′(A), ∀A, ✭✷✼✮

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts c′, c′′ ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ A✱ ✇✐t❤ c′ + c′′ = 1✮✱ s✉❝❤
t❤❛t

E′(A) = c′E(A) ❛♥❞ E′′(A) = c′′E(A), ∀A . ✭✷✽✮

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡s t❤❛t ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐s ♥♦t t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t✇♦ ♦t❤❡r
❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❡✈❡r② s♣❧✐t ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦♥❧② ❣✐✈❡s t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❡♥s❡♠❜❧❡✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡s✉❧t ❜② ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♠❛② ♥♦✇ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳ ■❢ ✈◆✸✬ ❤♦❧❞s✱ t❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ E t❤❛t s❛t✐s✜❡s ✈◆✷✱

✈◆✹✬ ❛♥❞ E(1) <∞✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ tr❛❝❡✲❝❧❛ss ♦♣❡r❛t♦r U s✉❝❤ t❤❛t

E(A) = Tr(UA), ∀A ∈ O. ✭✷✾✮

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ U ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ tr❛❝❡✲❝❧❛ss ♦♣❡r❛t♦r U ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

E(A) = Tr(UA) s❛t✐s✜❡s ✈◆✷ ❛♥❞ ✈◆✹✬✳

Pr♦♦❢✿

❋♦r ❛ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r e✱ ❧❡t Pe ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❛② s♣❛♥♥❡❞ ❜② e✱ ❛♥❞ ❧❡t Pe ❞❡♥♦t❡
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✭✇❤✐❝❤ ❡①✐sts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✈◆✸✬✮✳ ❋♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs
e1, e2✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs Fe1,e2 ❛♥❞ Ge1,e2 ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡

Fe1,e2ψ := 〈e2, ψ〉e1 + 〈e1, ψ〉e2, Ge1,e2ψ := i〈e2, ψ〉e1 − i〈e1, ψ〉e2 = Fie1,e2 , ✭✸✵✮

♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱

Fe1,e2 = P(e1+e2)/
√

2 − P(e1−e2)/
√

2, Ge1,e2 = P(ie1+e2)/
√

2 − P(ie1−e2)/
√

2. ✭✸✶✮



✶✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❖♥❡ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦s t❤❛t✱ ✐❢ e1 ❛♥❞ e2 ❛r❡ ❡✐t❤❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♦r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✭✐✳❡✳✱ ✐❢ Pe1 ❛♥❞ Pe2
❝♦♠♠✉t❡✮✱ t❤❡♥ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞
❜② Fe1,e2 ❛♥❞ Ge1,e2 ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❡ ❤❛s Fe,e = 2Pe ❛♥❞ Ge,e = 0 ❢♦r ❛❧❧ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs e✳

▲❡t E : O → R ❜❡ ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r U ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ▲❡t e
❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❧❡t (en)

∞
n=1 ❜❡ ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ s✉❝❤

t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ i ✇✐t❤ e = ei ✭♥♦t❡ t❤❛t ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡s ❛r❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥ ❬✈◆❪✮✳
◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

fe : ψ 7→
∞∑

n=1

〈ψ, en〉
(

1

2
E(Fen,e) +

i

2
E(Gen,e)

)
. ✭✸✷✮

■t ♠✉st ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t t❤✐s ❧✐♠✐t ✐♥❞❡❡❞ ❡①✐sts ❢♦r ❡❛❝❤ ψ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❋r♦♠ ✈◆✷ ❛♥❞ ✈◆✹✬ ✐t t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

E(Fe1,e2) = E(P(e1+e2)/
√

2) − E(P(e1−e2)/
√

2)

≤ E(P(e1+e2)/
√

2) = E(1) − E(1 − P(e1+e2)/
√

2)

≤ E(1) <∞,

✭✸✸✮

❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧②✱ E(Ge1,e2) ≤ E(1) <∞ ❢♦r ❛❧❧ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs e1, e2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

lim
N→∞

∣∣∣∣∣
N∑

n=1

〈ψ, en〉
(

1

2
E(Fen,e) +

i

2
E(Gen,e)

)∣∣∣∣∣ ≤ E(1) lim
N→∞

∣∣∣∣∣
N∑

n=1

〈ψ, en〉
∣∣∣∣∣ = ‖ψ‖E(1) <∞. ✭✸✹✮

■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ t❤♦✉❣❤ t❡❞✐♦✉s✱ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ fe(ψ) ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✐♥ ✇❤✐❝❤ e ❛♣♣❡❛rs✳ ■ ✇✐❧❧ ♦♠✐t t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❤❡r❡✳ ❋r♦♠ ✭✸✹✮ ✐t
❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ fe ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❘✐❡s③✬ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✈❡❝t♦r ✐♥ H✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Ue✱ s✉❝❤ t❤❛t

fe(ψ) = 〈ψ,Ue〉, ∀ψ ∈ H . ✭✸✺✮

❚❤✐s ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r U ✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

〈e1, Ue2〉 :=
1

2
E(Fe1,e2) +

i

2
E(Ge1,e2), ✇❤❡♥❡✈❡r Pe1 ❛♥❞ Pe2 ❝♦♠♠✉t❡✳ ✭✸✻✮

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥❡ ❤❛s

〈e, Ue〉 =
1

2
E(Fe,e) +

i

2
E(Ge,e) = E(Pe). ✭✸✼✮

■t ✐s ♥♦✇ ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t U ✐s s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs e1, e2 ✇✐t❤ [Pe1 , Pe2 ] =
0 ♦♥❡ ❤❛s

〈Ue1, e2〉 =〈e2, Ue1〉∗ =
1

2
E(Fe2,e1) −

i

2
E(Ge2,e1)

=
1

2
E(Fe1,e2) +

i

2
E(Ge1,e2) = 〈e1, Ue2〉.

✭✸✽✮

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧t
〈ψ,Uφ〉 = 〈Uψ, φ〉, ∀ψ, φ ∈ H, ✭✸✾✮



■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② Pr♦♦❢s ❢♦r ❍✐❞❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✶✼

t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❜♦t❤ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐s✳
◆♦✇ ❧❡t A ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛♥❞ ❧❡t A ❜❡ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t

♦♣❡r❛t♦r✳ ❋♦r ❛♥② ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s (en)
∞
n=1 ♦❢ H✱ ✇r✐t❡ anm := 〈en, Aem〉✳ ❚❤❡♥

A =

∞∑

n=1

n−1∑

m=1

(annPen + Re(anm)Fen,em + Im(anm)Gen,em) , ✭✹✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s str♦♥❣❧② t♦ A✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ψ ∈ H ♦♥❡ ❤❛s

lim
N→∞

N∑

n=1

n−1∑

m=1

(annPen + Re(anm)Fen,em + Im(anm)Gen,em)ψ

= lim
N→∞

N∑

n=1

n−1∑

m=1

∞∑

j=1

(annPen + Re(anm)Fen,em + Im(anm)Gen,em) 〈ej , ψ〉ej

= lim
N→∞

N∑

n=1

n−1∑

m=1

(
〈en, ψ〉annen + Re(anm) (〈em, ψ〉en + 〈en, ψ〉em)

+ iIm(anm) (〈em, ψ〉en − 〈en, ψ〉em)
)

= lim
N→∞

N∑

n=1

n−1∑

m=1

〈en, Aen〉〈en, ψ〉en + 〈en, Aem〉〈em, ψ〉en + 〈em, Aen〉〈en, ψ〉em

= lim
N→∞

N∑

n,m=1

〈en, Aem〉〈em, ψ〉en = Aψ.

✭✹✶✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ ✈◆✹✬✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

E(A) =

∞∑

n=1

n−1∑

m=1

(annE(Pen) + Re(anm)E(Fen,em) + Im(anm)E(Gen,em))

=

∞∑

n=1

n−1∑

m=1

(ann Tr(UPen) + Re(anm) Tr(UFen,em) + Im(anm) Tr(UGen,em))

=

∞∑

n=1

n−1∑

m=1

Tr (U (annPen + Re(anm)Fen,em + Im(anm)Gen,em))

= Tr(UA),

✭✹✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❛❧♠♦st ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ U ✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢
U ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✼✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✈◆✷✳ ❋r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✈◆✹✬
✐t ❛❧s♦ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t U ✐s tr❛❝❡✲❝❧❛ss✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❛♥② ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s (ei)

∞
i=1 ♦♥❡ ✜♥❞s

∞∑

i=1

〈ei, Uei〉 =

∞∑

i=1

E(Pei) = E(1) <∞. ✭✹✸✮

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ st❛t❡♠❡♥t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ✐s ♦♠✐t❡❞ ❤❡r❡✳ �

❋r♦♠ t❤✐s t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳



✶✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✸✳ ■❢ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ E ✐s ♣✉r❡ ❛♥❞

U 6= 0✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r e ❛♥❞ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r λ s✉❝❤ t❤❛t U = λPe✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤

✉♥✐t ✈❡❝t♦r e✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ E(A) = Tr(PeA) = 〈e,Ae〉 ✐s ♣✉r❡✳

Pr♦♦❢✿

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✜rst st❛t❡♠❡♥t✱ ❧❡t ψ0 ∈ H s✉❝❤ t❤❛t Uψ0 6= 0✳ ❚❤❡♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs

U ′ : ψ 7→ 〈Uψ0, ψ〉
〈ψ0, Uψ0〉

Uψ0, U ′′ : ψ 7→ Uψ − U ′ψ. ✭✹✹✮

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t♥❡ss ♦❢ U t❤❛t t❤❡s❡ ❛r❡ ❜♦t❤ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t t♦♦✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡②
❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✷✵✿

〈ψ,U ′ψ〉 =
|〈ψ,Uψ0〉|2
〈ψ0, Uψ0〉

≥ 0, 〈ψ,U ′′ψ〉 =
〈ψ,Uψ〉〈ψ0, Uψ0〉 − |〈ψ,Uψ0〉|2

〈ψ0, Uψ0〉
≥ 0. ✭✹✺✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s E′ ❛♥❞ E′′ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ U ′ ❛♥❞ U ′′ s❛t✐s❢② E(A) =
E′(A) + E′′(A)✳ ❚❤❡♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ E ✐s ♣✉r❡✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ c′, c′′ s✉❝❤ t❤❛t U ′ = c′U ✱
U ′′ = c′′U ❛♥❞ c′, c′′ > 0✳ ❇❡❝❛✉s❡ U ′′ψ0 = 0✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t c′ = 1 ❛♥❞ c′′ = 0✳

◆♦✇ s❡t e := 1
‖Uψ0‖Uψ0✳ ❋♦r ❡✈❡r② ψ ∈ H✱ ✐t t❤❡♥ ❤♦❧❞s t❤❛t

Uψ = U ′ψ =
〈Uψ0, ψ〉
〈ψ0, Uψ0〉

Uψ0 =
〈e, ψ〉‖Uψ0‖2

〈ψ0, Uψ0〉
e =

‖Uψ0‖2

〈ψ0, Uψ0〉
Peψ. ✭✹✻✮

❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡✱ ❧❡t U = Pe ❢♦r s♦♠❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r e ❛♥❞ ❧❡t E ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲
✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ U ✳ ❙✉♣♣♦s❡ E′ ❛♥❞ E′′ s❛t✐s❢② ✭✷✼✮✱ ❛♥❞ ❧❡t U ′ ❛♥❞ U ′′ ❜❡ t❤❡
♣♦s✐t✐✈❡ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t
U = U ′ + U ′′✳ ◆♦✇ ❧❡t ψ ∈ H ❜❡ ❛♥② ✈❡❝t♦r ❛♥❞ s❡t ψ‖ = Peψ ❛♥❞ ψ⊥ = (1−Pe)ψ✳ ❚❤❡♥

0 ≤ 〈ψ⊥, U ′ψ⊥〉 ≤ 〈ψ⊥, U ′ψ⊥〉 + 〈ψ⊥, U ′′ψ⊥〉 = 〈ψ⊥, Uψ⊥〉 = 0. ✭✹✼✮

❚❤✉s✱ U ′ψ⊥ = 0 ❛♥❞ ❛❧s♦ U ′′ψ⊥ = 0✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

〈(1−Pe)U ′ψ, (1−Pe)U ′ψ〉 = 〈(1−Pe)U ′ψ,U ′ψ〉 = 〈U ′(1−Pe)U ′ψ,ψ〉 = 〈0, ψ〉 = 0. ✭✹✽✮

❚❤❛t ✐s✱ U ′ψ ∈ PeH ∀ψ ∈ H ✭❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r U ′′✮✳ ◆♦✇ s❡t c′ = 〈e, U ′e〉✳ ❚❤❡♥ U ′e = c′e
❛♥❞

U ′ψ = U ′ψ‖ = 〈e, ψ〉c′e = c′Uψ, ∀ψ ∈ H . ✭✹✾✮

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② s❡t c′′ = 〈e, U ′′e〉✱ ❛♥❞ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t c′+c′′ = 1✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t U ✐s ♣✉r❡✳ �

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤✐s ❝♦r♦❧❧❛r② st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉r❡ st❛t❡s✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ♦♥❡s ❛❧r❡❛❞② ❣✐✈❡♥ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝♦r♦❧❧❛r②
✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✹✳ ■❢ t❤❡ ❛①✐♦♠s ✈◆✶ ❛♥❞ ✈◆✸✬ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲

❢r❡❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t s❛t✐s❢② ✈◆✷ ❛♥❞ ✈◆✹✬✳

✷✵❚❤❡s❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛rt③ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ (ψ, φ) 7→ 〈ψ,Uφ〉✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ❜❡❝❛✉s❡ U ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t 〈ψ0, Uψ0〉 > 0✳



■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② Pr♦♦❢s ❢♦r ❍✐❞❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✶✾

Pr♦♦❢✿

▲❡t E ❜❡ ❛♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✲✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ✈◆✷ ❛♥❞ ✈◆✹✬ ❛♥❞ ❧❡t U ❜❡ t❤❡ s❡❧❢✲
❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡♠✳ ▲❡t e ❜❡ ❛♥② ✉♥✐t
✈❡❝t♦r✳ ❇❡❝❛✉s❡ E ✐s ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢r❡❡✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✈◆✶ ♦♥❡ ❤❛s

Tr(UPe)
2 = E(Pe)2 = E(P2

e ) = Tr(UP 2
e ) = Tr(UPe). ✭✺✵✮

❙✐♥❝❡ E(Pe) ≤ E(1) <∞✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t Tr(UPe) ∈ {0, 1} ❢♦r ❛❧❧ e✳ ❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡ e 7→ Tr(UPe)
✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❡✐t❤❡r U = O

♦r U = 1 ✭✇❤❡r❡ O ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ③❡r♦ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ 1 t❤❡ ✉♥✐t ♦♣❡r❛t♦r✮✳ ❇✉t ✐❢ U = O ♦♥❡
❤❛s E(A) = Tr(O ·A) = 0 ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✷✶✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ U = 1✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs e1, e2 t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Pe1 +Pe2 ✐s
❛❣❛✐♥ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞

2 = Tr(U(Pe1 + Pe2)) = Tr(U(Pe1 + Pe2)
2)

= E((Pe1 + Pe2)2) = E(Pe1 + Pe2)2 = Tr(U(Pe1 + Pe2))
2 = 4,

✭✺✶✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲❢r❡❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s✳
�

❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞r❛✇♥ ❜② ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ st❛t❡s t❤❛t
❛r❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢r❡❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ st❛t❡s t❤❛t ❝❛♥ ❝♦✉♥t❡r t❤❡ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥✐s♠
♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ♣✉r❡ st❛t❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt
s♣❛❝❡✱ ♥♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ❤✐s ♦✇♥ ✇♦r❞s✿

✏❚❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ❛s t♦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤♦✲
♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬✳ ✳ ✳ ❪ ❛r❡ ♥♦t ❞✉❡ t♦ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡s❡ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ r❡❛❧ st❛t❡s✱ ❜✉t ♦♥❧② ♠✐①t✉r❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ st❛t❡s ❬✳ ✳ ✳ ❪
✇❤✐❝❤ t♦❣❡t❤❡r ✇♦✉❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❝❛✉s❛❧❧②✱ ✐✳❡✳✱ ❧❡❛❞ t♦ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢r❡❡
❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❬t❤❡ ♦♥❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉♥✐t
✈❡❝t♦rs❪ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❤❛✈❡ r❡s✉❧t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r t❤❛t r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ✏❤✐❞❞❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✑ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤♦s❡ st❛t❡s✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✿ ❋✐rst✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ❝♦✉❧❞
❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳
❙❡❝♦♥❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢r❡❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
t❤❡ ✏❛❝t✉❛❧✑ st❛t❡s ❬✳ ✳ ✳ ❪✱ ❞♦ ♥♦t ❡①✐st✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ ♥♦t ❣♦ ❛♥②
❢✉rt❤❡r ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ✏❤✐❞❞❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱✑ s✐♥❝❡ ✇❡ ♥♦✇ ❦♥♦✇ t❤❛t
t❤❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ r❡✲❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r
❤❡❧♣✳✑ ❬✈◆❪

❙♦✱ ✐❢ ■ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❝♦rr❡❝t❧②✱ ❛♥② s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡
❞♦♦♠❡❞ t♦ ❢❛✐❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r✉❧❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s✱ t❤❡
♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❛t ✐t ✐s ✢❛✇❡❞✱ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❛♣♣❧② ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥✳

✷✳✸✳✷ ❆ ❈♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡

❉❡s♣✐t❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✬s ♣r♦♦❢ ✐t t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r✐❡s
t❤❛t r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝s ❞♦ ❡①✐st✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✇❛② ♦❢ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤✐♥❣

✷✶❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❞s ♦❢ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✿ ✏U = O ❢✉r♥✐s❤❡s ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳✑



✷✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ t❤❡♦r② ✭❢♦r r❡❛s♦♥s ♠❛❞❡ ❝❧❡❛r ❧❛t❡r ♦♥✮✳ ▲❡t O ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢
❛❧❧ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ H ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡
q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❛
t❤❡♦r② ✐s ❞❡s✐r❡❞ t❤❛t ❝♦♠♣❧❡t❡s q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❞♦❡s♥✬t r❡♣❧❛❝❡ ✐t✱ t❛❦❡ VA = σ(A)
❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ A✱ ✇❤❡r❡ A ✐s t❤❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ◆♦✇ t❤❡ s❡t ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❞❡✜♥❞ t♦ ❜❡

Λcat := {λ : O → R ; λ(A) ∈ σ(A) ∀A ∈ O}. ✭✺✷✮

❆ σ✲❛❧❣❡❜r❛ ♦♥ t❤✐s s❡t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❇♦r❡❧ s✉❜s❡t ∆ ⊂ R ❛♥❞
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A✱ ❧❡t [A ∈ ∆] ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ st❛t❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ A ❧✐❡s ✐♥ ∆✿

[A ∈ ∆] = {λ ∈ Λcat ; λ(A) ∈ ∆}. ✭✺✸✮

❚❤❡♥ Σcat ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡s❡ s❡ts✳ ❋♦r ❡❛❝❤ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
st❛t❡ ψ✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✷✷ Pψ t♦ ❜❡

Pψ[A ∈ ∆] = Tr(PψµA(∆)), ✭✺✹✮

✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✭✷✸✮ ❤♦❧❞s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✬s ❡①t❡♥s✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ t❤❛t t❤✐s ❞❡✜♥❡s
❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ (Λcat,Σcat) ✭■ ♦♠✐t t❤❡ ❞❡t❛✐❧s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❝❧❡❛r✮✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s
❢r♦♠ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✬s ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✐s ♥♦t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢r❡❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t
✐s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❡♥s❡♠❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢r❡❡ ✭❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ λ ♠❛② ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢r❡❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✮✳ ❆♥❞ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ✐t
st✐❧❧ ✐s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❙♦✱ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✬s ♣r♦♦❢✱ t❤❡r❡ ♠✉st
❜❡ ❛ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ ❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✸ ✐t ✇❛s st❛t❡❞ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
Pψ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t✇♦ ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ t❤❡s❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝❛♥ ❛❣❛✐♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ tr❛❝❡✲❝❧❛ss ♦♣❡r❛t♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s st❡♣ ✉s❡s ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❤♦❧❞s ✐❢
t❤❡s❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s s❛t✐s❢② ✈◆✷ ❛♥❞ ✈◆✹✬✳ ❆♥❞ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✈◆✷ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✭♣♦s✐t✐✈❡
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✮✱ ✈◆✹✬ ✐s ♥♦t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛♥
❡♥s❡♠❜❧❡ t❤❛t ♣✐❝❦s ♦✉t λ ❛❧♠♦st s✉r❡❧②✱ t❤❡ ❛①✐♦♠ r❡❛❞s

λ(A) = E(A) = c1E(A1) + c2E(A2) + . . . = c1λ(A1) + c2λ(A2) + . . . , ✭✺✺✮

✇❤❡♥❡✈❡r A = c1A1 + c2A2 + . . .✳
❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❞♦❡s♥✬t ❤♦❧❞ ❢♦r ❛♥② ♦❢ t❤❡ λ ∈ Λcat✳ ■t ✐s✱ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s❡✱ t❤❡

❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ t❤❡♦r② (Λcat,Σcat) ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss✳ ■t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❥✉st ❛
❜✐❣ ❝❛t❛❧♦❣ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ❛ st❛t❡ ✐s ♦♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐❢ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡s
❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ■❢ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❧♦♦❦ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ t♦ ✜♥❞ ✇❤❛t t❤❡ st❛t❡ ✐s✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❧❛✇s ✐♥ t❤✐s t❤❡♦r②✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❤❛✈✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞ s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
t❤✐s t❤❡♦r②✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ♠❛❦❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ♦❢ ❛♥② ♦t❤❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
t❤❛t ✐s ❛♥② ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❤❛❞♥✬t ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ p ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❡❧♣
t♦ ♣r❡❞✐❝t ✐ts ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② p2/2m✳ ❚❤✉s s✉❝❤ ❛ t❤❡♦r② ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss✱ ❢♦r t❤❡r❡
✐s ♥♦ ❝❛✉s❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ✇❛♥t ❛ t❤❡♦r② t❤❛t ❛t ❧❡❛st s❛②s t❤❛t ❛ ❜❛❧❧ ✇✐❧❧ ♠♦✈❡ ✐❢ ✇❡ ❦✐❝❦ ✐t✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ t❤❡♦r② ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ❡①♣♦s❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✭✺✺✮ ♠❛❞❡ ❜② ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛s ❛ r❛t❤❡r ❞✉❜✐♦✉s ♦♥❡✳

✷✷◆♦ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✭✶✵✮✳



■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② Pr♦♦❢s ❢♦r ❍✐❞❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✷✶

❚❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❞♦❡s♥✬t ❡①❝❧✉❞❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡
t❤❡♦r✐❡s ❤❛s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❤❡❛✈② ❝r✐t✐q✉❡ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬▼❡r✸❪✮✳ ■ t❤✐♥❦ t❤✐s
✐s ✉♥r❡❛s♦♥❛❜❧❡✳ ❆s ❛ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r✐❡s ✐t ♠❛② ♣❡r❤❛♣s
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✉♥♥❡❝❡ss❛r✐❧② str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛s ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r✐❡s ✐t r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✉❛❜❧❡✳

❍♦✇ str♦♥❣ ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✈◆✹✬❄ ■t ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛♥② ❤✐❞❞❡♥✲
✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ◆♦✇ t❤❡ t✇♦ ♣♦st✉✲
❧❛t❡s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t❤❛t r❡❧❛t❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ t♦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st❛t❡♠❡♥ts
❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♣♦st✉❧❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❇♦r♥ ♣♦st✉❧❛t❡✳ ■♥ ❛ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② t❤❡ ✜rst ❝♦✉❧❞
❡❛s✐❧② ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❛t VA = σ(A) ❢♦r ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡
✐s ❤❛r❞❡r t♦ ♣✐♥♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❇♦r♥ ♣♦st✉❧❛t❡ ❞♦❡s ✐♥ ❢❛❝t ✐♠♣❧② t❤❛t ❢♦r ❛♥② t❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
A,A1,A2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs A,A1, A2 s✉❝❤ t❤❛t A = c1A1 + c2A2 ♦♥❡
❤❛s

E(A) = c1E(A1) + c2E(A2) ✭✺✻✮

❢♦r ❡✈❡r② ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭✐✳❡✳✱ ❢♦r ❡✈❡r② q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✮✳ ■s ✐t
t❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r② t❤❛t t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧ s✉❜✲❡♥s❡♠❜❧❡s❄ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐s ❛
✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ A = c1 A1 +c2 A2 ✐♥ ❛ s✉❜✲❡♥s❡♠❜❧❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥❄

❚♦ t❡st t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ A = c1A1+c2A2 ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②✱ ♦♥❡ s✐♠♣❧② ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ t❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
A✱ A1 ❛♥❞ A2 ❛♥❞ ❝❤❡❝❦s ✐❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s✳ ■❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs A1 ❛♥❞ A2 ❝♦♠♠✉t❡✷✸✱ t❤❡♥
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭♣r♦♣❡rt② ✭✐✈✮ ♦❢✮ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❡② ❣❡♥❡r❛t❡ ❜② t❤❡✐r
s♣❡❝tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♠✉t❡✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣♦st✉❧❛t❡✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛❧t❡rs t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ A = c1A1 + c2A2 ✇✐❧❧ ❜❡
s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ t❡st t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ A = c1A1 + c2A2 ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛
♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ✐t s❡❡♠s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✻✮ s❤♦✉❧❞ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧
s✉❜✲❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t A1 ❛♥❞ A2 ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♦♥❡
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧t❡r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s
✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t A = c1A1 + c2A2 ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ A1 ❛♥❞ A2

♠❛② ❜❡st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛❣❛✐♥ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts ❛♥❞
♠❡❛s✉r✐♥❣ A1 ♦♥ ♦♥❡ ♣❛rt ❛♥❞ A2 ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ♥♦t ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
A = c1 A1 +c2 A2✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❇❡❧❧ ❬❇❡❧✷❪ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs σz✱ σy ❛♥❞ σr ❢r♦♠ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✳✷ ✇✐t❤ r = 1

2

√
2(1, 0, 1)✱ ♦♥❡ ❤❛s

σr =
1

2

√
2 (σz + σy) . ✭✺✼✮

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ✐❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐s ♦♥❧②
❛❧❧♦✇❡❞ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✲✶ ♦r ✶ ✉♣♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭✐✳❡✳✱ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t ❧✐♥❡❛r ❢♦r
♥♦♥✲❝♦♠♠✉t✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs✷✹✮✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ♥♦✇ ❞r❛✇♥ t❤❛t ✭✺✻✮ ♠❛② ♦♥❧② s❡❡♠ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs ❝♦♠♠✉t❡✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠❡ t♦ t❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
❛♣♣❡❛r t♦ ♠❡ t♦ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ■ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞✐s❛❣r❡❡ ✇✐t❤ ❇❡❧❧ ❛♥❞ ▼❡r♠✐♥ ✇❤♦
st❛t❡❞ t❤❛t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✈◆✹✬ ✭❛♥❞ ❡✈❡♥ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✬s ♣r♦♦❢ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✮ ✐s ✏s✐❧❧②✑✳✷✺ ❋✉rt❤❡r✲

✷✸■♥ t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡② ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❧s♦ ❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤ A✳
✷✹❆❧r❡❛❞② ✐♥ ✶✾✸✺ ❛ r❡❧❛t❡❞ ♦❜❥❡❝t✐♦♥ ✇❛s ♠❛❞❡ ❜② ●r❡t❡ ❍❡r♠❛♥♥ ❬❍❡r✶❪ ✇❤✐❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ r❡♠❛✐♥❡❞ ✐❣♥♦r❡❞

❢♦r ♠❛♥② ②❡❛rs✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ♠❛② ❝♦♥s✉❧t ❬❙❡❡✶❪ ❛♥❞ ❬❍❡r✷❪ ❢♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
✷✺■♥ ❬▼❡r✸❪✱ ▼❡r♠✐♥ ✉s❡s t❤✐s t❡r♠ ❛♥❞ ❞❡❢❡♥❞s ✐t r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❛ q✉♦t❡ ❢r♦♠ ❇❡❧❧ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈✐❡✇✳ ❊✈❡r s✐♥❝❡✱

✈◆✹✬ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✬s ✏s✐❧❧② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✑✳



✷✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

♠♦r❡✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❧❡❢t ♦♣❡♥ ♦❢ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡✳ ❈❡rt❛✐♥❧②✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❡r❣②✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✱

H =
p2

2m
+ V (x), ✭✺✽✮

s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s✐♥❝❡ ✐t ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
r♦❧❡ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♣❤②s✐❝s ✭❛s ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❡q✉❛t✐♦♥✮✳ ❙❤♦✉❧❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t✱ ✐♥ ❛ ❤✐❞❞❡♥✲
✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r②✱ ✭✺✻✮ ♦♥❧② ❤♦❧❞s ❢♦r q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡s ✭✐✳❡✳ t❤♦s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛
♣♦s✐t✐✈❡ tr❛❝❡✲❝❧❛ss ♦♣❡r❛t♦r✮ r❡❛❧❧② ❜❡ t❤❡ r❡♠♥❛♥t ♦❢ t❤✐s ✭♦♥❝❡ s♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✮ ❡q✉❛t✐♦♥❄

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛t ❛❧❧ ❝❧❡❛r t❤❛t ❛ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ♦❢ ✈◆✹✬✱ ❡✳❣✳✱ ❜② st❛t✐♥❣ t❤❛t ✐t ♦♥❧② ❤❛s
t♦ ❤♦❧❞ ❢♦r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✇❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ❝♦♠♠✉t❡✱ ❡♥❛❜❧❡s ♦♥❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② t❤❛t ✐s s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳ ❚❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ t❤❡♦r② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡
✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r②✱ ✐❢ ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ✐♥ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭❡✳❣✳
♠♦st st❛t❡s ✇✐❧❧ ✈✐♦❧❛t❡ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐❦❡ A = c1 A1 +c2 A2 ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs
❝♦♠♠✉t❡✮✳ ❚❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ t❤❡♦r② ♠❛② ♦♥❧② ❜❡ s❛✈❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❛❞ ❤♦❝ st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ ✉♣♦♥
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇s✳ ❇❡❧❧ s❤♦✇❡❞
✐♥ ❬❇❡❧✷❪ t❤❛t ❛ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s
✐s ✐♥ ❢❛❝t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ s♣✐♥ 1

2 ✲♣❛rt✐❝❧❡❀ ✐♥ ❤✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✻✮ ✐s
s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐♥ ❛❧❧ st❛t❡s✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt
s♣❛❝❡ ✐s ✷✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ t❤❡♥ ❛r✐s❡s ✐❢ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦✈❡r s②st❡♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡
❞♦♥❡✳

✷✳✸✳✸ ❚❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠

❋♦r ❛ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r②✱ ✐t ✐s ❞❡♠❛♥❞❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t Λ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ♣✉r❡
st❛t❡s✳ ❆♣♣❡❛❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❊✐♥st❡✐♥✱ P♦❞♦❧s❦② ❛♥❞ ❘♦s❡♥✱ ✐t ✐s ❞❡✲
♠❛♥❞❡❞ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ ♠❛♣ fA : Λ → VA✱ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ st❛t❡
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ✐♥ t❤❛t st❛t❡✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r A ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ VA = σ(A)✱ ✇❤❡r❡ σ(A) ✐s t❤❡
s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r A ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳

❚❤✉s ❢❛r✱ t❤❡ s❡t Λ r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ t❤❡♦r② ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ✐s
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❧❛✇❧❡ss✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❜② ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❞❡♠❛♥❞✐♥❣

λ(A) = c1λ(A1) + c2λ(A2), ∀λ ✇❤❡♥❡✈❡r A = c1A1 + c2A2, ✭✺✾✮

✐s t♦♦ str✐❝t✱ ❛♥❞ ✐♥ ❢❛❝t ♥♦t ❡✈❡♥ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✇❤❡♥ A1 ❛♥❞ A2

❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡✳
■t s❡❡♠s ❣♦♦❞ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t ❛❣❛✐♥ t❤❛t ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♥❡✈❡r ❡①♣❧✐❝✐t❧② r❡q✉✐r❡❞ ✭✺✾✮ t♦ ❤♦❧❞

❢♦r t❤❡ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ st❛t❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛♣♣❡❛❧❡❞ ♦♥❧② t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
❢♦r♠ ♦❢ t❤✐s ❧❛✇ ✭✐✳❡✳✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ✐t ♦♥❧② t♦ ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✮✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❡❛r❧✐❡r✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❇♦r♥ ♣♦st✉❧❛t❡✱ t❤✐s ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ ♥❡❝❡ss❛r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t
❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ■♥ ♠② ♦♣✐♥✐♦♥✱ t❤❡ ♦♥❧② ✢❛✇ ✐♥ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦❢
✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ✐s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✐t② ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ✭❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✸✮✳ ■t ✇❛s ❤❡r❡
t❤❛t t❤❡ ✉♥r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❛s ♠❛❞❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✇❛s ❛
♠✐①t✉r❡ ♦❢ t✇♦ ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ t❤❡♥ t❤❡s❡ s✉❜✲❡♥s❡♠❜❧❡s s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ s❛t✐s❢② ✈◆✹✬✳



■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② Pr♦♦❢s ❢♦r ❍✐❞❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✷✸

■♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ❑♦❝❤❡♥ ❛♥❞ ❙♣❡❝❦❡r ❞♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇♦r❦ ✇✐t❤ ♣✉r❡ st❛t❡s
λ✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❧✐♥❡❛r ❧❛✇s ❧✐❦❡ ✭✺✾✮ ✭❢♦r ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✮ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡s t♦ ❜❡
s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ❛♥② ❇♦r❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❛♥❞ ❡✈❡r② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A
♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ f(A) ✇❤✐❝❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f t♦ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧t ♦❢ A✳ ❑♦❝❤❡♥ ❛♥❞ ❙♣❡❝❦❡r ♠❛❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ❬❑❙❪✿

❋❯◆❈✬✿ ■❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r A✱ t❤❡♥
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ f(A) ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r f(A) ✭✐❢ ✐t ❡①✐sts✮✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✈◆✶✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ❤❡r❡✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✐s s♦♠❡✇❤❛t ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ ❬❑❙❪✳ ❚❤❡r❡✱ ✐t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② r❡s✉❧ts s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐♥
♥♦t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛♥❞ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r f(A)
✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❇♦r❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s✳✷✻ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t A ❛♥❞ f(A) ❝♦♠♠✉t❡✱ ❛♥❞
❤❡♥❝❡ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✭t❤❡✐r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧✇❛②s r❡❧❛t❡❞ ❜② f ✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ✐♥ ✇❤❛t ♦r❞❡r t❤❡② ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✮✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❋❯◆❈✿ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❇♦r❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✱ ❛♥② ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡
st❛t❡ λ s❛t✐s✜❡s

λ(f(A)) = f(λ(A)), ✭✻✵✮

✇❤❡r❡ f(A) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✳

◆♦t❡ t❤❛t ✈◆✷ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❋r♦♠ ❋❯◆❈ ❛♥❞ ❋❯◆❈✬ t♦❣❡t❤❡r ✐t
❛❧s♦ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✭✺✾✮ ❤♦❧❞s ✇❤❡♥❡✈❡r A1 ❛♥❞ A2 ❝♦♠♠✉t❡✳ ◆♦✇✱ ✐❢ ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧
s②st❡♠ Obs ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✷✼✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛
✐♠♣♦s❡❞ ❜② ❑♦❝❤❡♥ ❛♥❞ ❙♣❡❝❦❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ΛKS := {λ : Obs → R ; λ(A) ∈ σ(A), λ(f(A)) = f(λ(A)),∀ ❇♦r❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s f}. ✭✻✶✮

❆♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s s❡t ✐s ♦❢t❡♥ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡
t❤❡♦r❡♠ ❑♦❝❤❡♥ ✫ ❙♣❡❝❦❡r ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺ ✭❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠✮✳ ■❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✷✱ t❤❡♥ t❤❡ s❡t ΛKS ✐s ❡♠♣t②✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❢❛✐r❧② ❧♦♥❣ ❛♥❞ ■✬❧❧ tr② t♦ ♣r❡s❡♥t ✐t ❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ st♦r②✱
❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ st♦r② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ s♣❡❝✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦♥❧②✱
♥❛♠❡❧② t❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs P ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡✲
❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ ✏②❡s✲♥♦✑✲q✉❡st✐♦♥s ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✮✳ ❋♦r s✉❝❤ ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛
❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❛ ✈❡r② ❞✐r❡❝t ✇❛②✳✷✽

✷✻❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❈♦♥✷❪✳
✷✼❊❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♠❛② ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣♦st✉❧❛t❡✳

❚❤❡ s❡t Obs ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❛❧❧ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs✳
✷✽■♥ t❤❡✐r ❛rt✐❝❧❡ ❬❑❙❪✱ ❑♦❝❤❡♥ ✫ ❙♣❡❝❦❡r r❡❢❡r t♦ t❤❡♦r❡♠ ✻ ✐♥ ❬◆❡✉❪ t♦ st❛t❡ t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r t✇♦ ♦♣❡r❛t♦rs

A1, A2 ❝♦♠♠✉t❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r A ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s f1, f2 s✉❝❤ t❤❛t fi(A) = Ai ❢♦r i = 1, 2✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t
❛♣♣❡❛rs ❛❧s♦ ✐♥ ❛ ❧♦t ♦❢ t❡①t❜♦♦❦s✳ ❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✶ ✐♥ ❬❚❛❦❪✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ❡✈❡r② ❆❜❡❧✐❛♥
✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛❧❣❡❜r❛ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r✳ ■♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♦♥❡ s✐♠♣❧② r❡❢❡rs t♦
t❤✐s ❛s ✏❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢❛❝t✑ ✇✐t❤♦✉t s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t t❤✐s ❢❛❝t ✐s ✭✐t t♦♦❦ ♠❡ q✉✐t❡ s♦♠❡
t✐♠❡ t♦ ✜❣✉r❡ ♦✉t ✇❤❛t ✐t ✇❛s✮✳ ❚♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ■ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ♦♥❧② ♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❛rt t❤❛t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
❢♦r t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳



✷✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

▲❡♠♠❛ ✷✳✻✳ ❋♦r ❛♥② n✲t✉♣❧❡ P1, . . . , Pn ♦❢ ♠✉t✉❛❧❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣✮ ♣r♦✲

❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r An ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s fn,1, . . . , fn,n s✉❝❤ t❤❛t

Pi = fn,i(An)✱ ❢♦r i = 1, . . . , n✳

Pr♦♦❢✿

❲✐t❤ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ n✳ ❋♦r n = 1 t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ✐s tr✐✈✐❛❧✱ ❥✉st t❛❦❡ A1 = P1✳ ❋♦r ❛r❜✐tr❛r② n✱
t❛❦❡

An = α1P1 + α2P2 + . . .+ αnPn, ✇✐t❤ α1 = 1, αk =
1

2

(
1 −

√
1 − αk−1

)
. ✭✻✷✮

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ h : C → C✱ h : x 7→ 4(x− x2)✳ ❖♥❡ t❤❡♥ ❤❛s

h(An) = 4(An −A2
n) = 4(α1 − α2

1)P1 + 4(α2 − α2
2)P2 + . . .+ 4(αn − α2

n)Pn

= α1P2 + α2P3 + . . .+ αn−1Pn.
✭✻✸✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ h n−1 t✐♠❡s t♦ An ❣✐✈❡s hn−1(An) = Pn✳ ◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✐s tr✉❡
❢♦r ❝❡rt❛✐♥ n✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ n+ 1✱ t❛❦❡ fn+1,n+1 = hn ✭❛♣♣❧②✐♥❣ h n t✐♠❡s✮ ❛♥❞ ❢♦r k = 1, . . . , n
❞❡✜♥❡

fn+1,k : C → C;

fn+1,k(x) := fn,k(x− αn+1fn+1,n+1(x)).
✭✻✹✮

❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ ❧❡♠♠❛ s✐♥❝❡

fn+1,k(An+1) = fn,k(An+1 − αn+1fn+1,n+1(An+1))

= fn,k(An+1 − αn+1Pn+1) = fn,k(An) = Pk.
✭✻✺✮

�

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✼ ✭❋✐♥✐t❡ ❙✉♠ ❘✉❧❡✮✳ ❋♦r ❛♥② n✲t✉♣❧❡ P1, . . . , Pn ♦❢ ♠✉t✉❛❧❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝✲

t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❡✈❡r② λ ∈ ΛKS ♠✉st s❛t✐s❢②

λ(P1 + . . .+ Pn) = λ(P1) + . . .+ λ(Pn), ✭✻✻✮

✇❤❡r❡ Pi ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Pi✳

Pr♦♦❢✿

▲❡t P1, . . . , Pn ❜❡ ❛♥ n✲t✉♣❧❡ ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❛❦❡ An ❛♥❞ fn,1, . . . , fn,n
❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✳✻ ❛♥❞ t❛❦❡ g = fn,1 + . . . + fn,n✳ ▲❡t An ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r An✳ ❖♥❡ t❤❡♥ ❤❛s ❢♦r ❡✈❡r② λ ∈ ΛKS

λ(P1 + . . .+ Pn) = λ(g(An)) = g(λ(An)

= fn,1(λ(An)) + . . .+ fn,n(λ(An)) = λ(fn,1(An)) + . . .+ λ(fn,n(An))

= λ(P1) + . . .+ λ(Pn).
✭✻✼✮

�

❍❡r❡ ✐t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ✐♥♥♦❝❡♥t ❋❯◆❈ r✉❧❡ ❤❛s s❡r✐♦✉s ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱
t❤❡ ✜♥✐t❡ s✉♠ r✉❧❡ ❡♥❛❜❧❡s ♦♥❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ ✇❤✐❝❤✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ❝♦r♦❧❧❛r②✱
❛❧r❡❛❞② ❛❧♠♦st ♣r♦✈❡s t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐s ❛❜♦✉t ❢♦✉r✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡s✳ ▲❛t❡r ♦♥✱ ■ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝❛s❡ ✭▲❡♠♠❛ ✷✳✶✷✮✳ ▲❡♠♠❛ ✷✳✽ ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❛♣♣❡t✐③❡r ❢♦r t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❧❛t❡r✳



■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② Pr♦♦❢s ❢♦r ❍✐❞❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✷✺

▲❡♠♠❛ ✷✳✽✳ ■❢ ΛKS ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s②st❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢♦✉r✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✱ t❤❡♥ ΛKS ✐s ❡♠♣t②✳

Pr♦♦❢✿

❋♦r ❛♥② ✹✲t✉♣❧❡ ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs P1, P2, P3, P4✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ s✉♠
r✉❧❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

λ(P1) + λ(P2) + λ(P3) + λ(P4) = λ(P1 + P2 + P3 + P4) = λ(1) = 1, ∀λ ∈ ΛKS , ✭✻✽✮

✇❤❡r❡ 1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐t ♦♣❡r❛t♦r 1✳
◆♦✇ ❧❡t λ ❜❡ ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ΛKS ✳ ❇② ✭✻✽✮✱ ❢♦r ❛♥② ✹✲t✉♣❧❡ ♦❢ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

♦♣❡r❛t♦rs P1, P2, P3, P4✱ t❤❡ st❛t❡ λ ♠✉st ❛ss✐❣♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶ t♦ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✵ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚❤❡ ✶✽ ✈❡❝t♦rs ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✽✳ ❊❛❝❤ ✈❡❝t♦r ❛♣♣❡❛rs ❡①❛❝t❧② t✇♦ t✐♠❡s✳

✭✵✱✵✱✵✱✶✮ ✭✵✱✵✱✵✱✶✮ ✭✶✱✲✶✱✶✱✲✶✮ ✭✶✱✲✶✱✶✱✲✶✮ ✭✵✱✵✱✶✱✵✮ ✭✶✱✲✶✱✲✶✱✶✮ ✭✶✱✶✱✲✶✱✶✮ ✭✶✱✶✱✲✶✱✶✮ ✭✶✱✶✱✶✱✲✶✮
✭✵✱✵✱✶✱✵✮ ✭✵✱✶✱✵✱✵✮ ✭✶✱✲✶✱✲✶✱✶✮ ✭✶✱✶✱✶✱✶✮ ✭✵✱✶✱✵✱✵✮ ✭✶✱✶✱✶✱✶✮ ✭✶✱✶✱✶✱✲✶✮ ✭✲✶✱✶✱✶✱✶✮ ✭✲✶✱✶✱✶✱✶✮
✭✶✱✶✱✵✱✵✮ ✭✶✱✵✱✶✱✵✮ ✭✶✱✶✱✵✱✵✮ ✭✶✱✵✱✲✶✱✵✮ ✭✶✱✵✱✵✱✶✮ ✭✶✱✵✱✵✱✲✶✮ ✭✶✱✲✶✱✵✱✵✮ ✭✶✱✵✱✶✱✵✮ ✭✶✱✵✱✵✱✶✮
✭✶✱✲✶✱✵✱✵✮ ✭✶✱✵✱✲✶✱✵✮ ✭✵✱✵✱✶✱✶✮ ✭✵✱✶✱✵✱✲✶✮ ✭✶✱✵✱✵✱✲✶✮ ✭✵✱✶✱✲✶✱✵✮ ✭✵✱✵✱✶✱✶✮ ✭✵✱✶✱✵✱✲✶✮ ✭✵✱✶✱✲✶✱✵✮

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✶✽ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ♦❢ ✈❡❝t♦rs ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈❛❜❡❧❧♦
✐♥ ❬❈❊●❆❪✳ ❊❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ C4✳
❲✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❛t ✈❡❝t♦r✳ ❚❤✉s ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✱ t❤❡ st❛t❡ λ ❛ss♦❝✐❛t❡s
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶ t♦ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥✳ ■♥ t♦t❛❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥✐♥❡ ❝♦❧✉♠♥s✱
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶ ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r ♥✐♥❡ t✐♠❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ✶✽ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❝t♦rs ✐♥
t♦t❛❧ ✕❛♥❞ s✐♥❝❡ ♦♥❝❡ ❛ ✈❡❝t♦r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✶ ✐♥ ♦♥❡ ❝♦❧✉♠♥✱ ✐t ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✶ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ❛♣♣❡❛rs✕ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✶ s❤♦✉❧❞
❛♣♣❡❛r ❛♥ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✳ ❙✐♥❝❡ ✾ ✐s ♦❞❞✱ t❤❡ st❛t❡ λ ❝❛♥♥♦t ❡①✐st✳

■♥ t❡r♠s ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ t❤❡ st❛t❡ λ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦❧♦r✐♥❣
♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❛❜❧❡ ✶ ✭❡✳❣✳ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ✶ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❧♦r ❜❧❛❝❦✱ ❛♥❞ ✵ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❧♦r ✇❤✐t❡✮✳ �

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✾✳ ❚❤❡ s❡t ΛKS ✐s ❡♠♣t② ✐❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❍✐❧❜❡rt H s♣❛❝❡ ❤❛s ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

n ≥ 4✳

Pr♦♦❢✿

❙✉♣♣♦s❡ P1, . . . , Pn ✐s ❛♥ n✲t✉♣❧❡ ♦❢ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥H ❛♥❞ ❧❡t
λ ❜❡ ❛♥② st❛t❡ ✐♥ ΛKS ✳ ❇② t❤❡ ✜♥✐t❡ s✉♠ r✉❧❡✱ t❤❡ st❛t❡ λ ♠✉st ❛ss✐❣♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶ t♦ ♣r❡❝✐s❡❧②
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s P1, . . . ,Pn✳ ❙✉♣♣♦s❡ λ(Pj) = 1 ❛♥❞ ❧❡t H′ ❜❡ ❛♥② ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ H ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ Pj H ❛s ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ✭✐✳❡✳ Pj H ⊂ H′ ⊂ H✮✳

▲❡t PH′ : H → H ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ H′✳ ◆♦✇ ❢♦r ❛♥② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A′

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r A′ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ H′ ✭✐✳❡✳✱ A′ ✐s ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✮✱ ❧❡t A ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✭❢♦r t❤❡ s②st❡♠
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ H✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r A′PH′ ✳

◆♦✇ t❤❡ st❛t❡ λ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ st❛t❡ λ′ ✐♥ t❤❡ s❡t Λ′
KS ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ H′

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
λ′(A′) := λ(A), ✭✻✾✮



✷✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

✇❤❡r❡ A ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② A′ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤✐s
✐♥❞❡❡❞ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Λ′

KS ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❛♥② ✹✲t✉♣❧❡ ♦❢ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs P ′

1, P
′
2, P

′
3, P

′
4 ✭❛❝t✐♥❣ ♦♥ H′✮ ♦♥❡ ❤❛s

λ′(P ′
1) + λ′(P ′

2) + λ′(P ′
3) + λ′(P ′

4) = λ′(P ′
1 + P ′

2 + P ′
3 + P ′

4) = λ(PH′) = 1. ✭✼✵✮

❚❤✐s ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t λ′ ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ λ✮ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛
✷✳✽✳ �

❚❤✉s ❢❛r ✐t ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ t❤❛t ❛ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② ✭t❤❛t ❤❛s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
s❡t ΛKS✮✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s②st❡♠ ✇❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❤❛s ✜♥✐t❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 4✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡s ✐s ♠♦r❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥ ❢❛❝t✱ ■
❤❛✈❡♥✬t ❢♦✉♥❞ ❛♥② ❛rt✐❝❧❡ ✭❛❜♦✉t t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠✮ t❤❛t ❤❛♥❞❧❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❜✐t s✉r♣r✐s✐♥❣✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ✇♦✉❧❞ ❧♦♦s❡
s♦♠❡ ♦❢ ✐ts ♣♦✇❡r ✐❢ ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❛♣♣❧② t♦ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡s✳ ❖♥❡ ♠❛②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❛r❣✉❡ t❤❛t ❡✈❡r② ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✳ ❊✈❡♥ t❤❡
s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s♣✐♥✲12 ♣❛rt✐❝❧❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ C2✱ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ♦♥❧②
❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ L2(R3)⊗C2 ✭s✐♥❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❧✇❛②s ❤❛s s♦♠❡ ❢r❡❡❞♦♠ t♦ ♠♦✈❡ ✐♥ s♣❛❝❡✮✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐t ♠❛②
s❡❡♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭t❤♦✉❣❤ ✉♥❧✐❦❡❧②✮ t❤❛t t❤❡ ❡①tr❛ str✉❝t✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❞♦❡s ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ❜❡❝♦♠❡ ❝❧❡❛r ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✾✳ ❚♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ λ✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r Pλ ❢♦r ✇❤✐❝❤ λ(Pλ) = 1 ❛♥❞ PλH ❤❛s
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛t ♠♦st ✹✳ ❇✉t ❛❧t❤♦✉❣❤ ❢♦r ❡✈❡r② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ s♣❛❝❡ H
♦♥❡ ❝❛♥ ❡st❛❜❧✐s❤ ✇❤❡t❤❡r λ(P) ❡q✉❛❧s ✶ ♦r ✵✱ ✐t ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧ t♦ ✜♥❞ ❛ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r P ❢♦r ✇❤✐❝❤ λ(P) = 1✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✵ ✭■♥✜♥✐t❡ ❙✉♠ ❘✉❧❡✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠✉t✉❛❧❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs P1, P2, . . . ✇✐t❤
∑∞

n=1 Pn = 1 ✭str♦♥❣❧②✮ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ λ ∈ ΛKS✱ t❤❡r❡ ✐s

❡①❛❝t❧② ♦♥❡ n s✉❝❤ t❤❛t λ(Pn) = 1✳

Pr♦♦❢✿

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✭❜♦✉♥❞❡❞✮ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r A :=
∑∞

n=1
1
nPn ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s (fn)

∞
n=1 ❛s

❢♦❧❧♦✇s

fn(x) :=

{
1, ✐❢ x = 1

n ;

0, ❡❧s❡.
✭✼✶✮

❚❤❡ ❇♦r❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s t❤❡♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t fn(A) = Pn ❢♦r ❡❛❝❤ n✳ ■t t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠
t❤❡ ❋❯◆❈ r✉❧❡ t❤❛t

∞∑

n=1

λ(Pn) =

∞∑

n=1

λ(fn(A)) =

∞∑

n=1

fn(λ(A)) = 1 = λ(1) = λ(

∞∑

n=1

Pn), ✭✼✷✮

✇❤❡r❡ ■ ✉s❡❞
∑∞

n=1 fn(λ(A)) = 1✱ s✐♥❝❡

λ(A) ∈ σ(A) = { 1
n ; n ∈ N\{0}}. ✭✼✸✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ n s✉❝❤ t❤❛t λ(Pn) = 1✳ �



■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② Pr♦♦❢s ❢♦r ❍✐❞❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✷✼

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✶✳ ❚❤❡ s❡t ΛKS ✐s ❡♠♣t② ✐❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❍✐❧❜❡rt H s♣❛❝❡ ✐s ❡✐t❤❡r s❡♣❛r❛❜❧❡✱

♦r ❤❛s ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 4✳

❙♦ t❤❡ ♦♥❧② t❤✐♥❣ ❧❡❢t t♦ ♣r♦✈❡ ✐s t❤❛t t❤❡ s❡t ΛKS ✐s ❛❧s♦ ❡♠♣t② ✐♥ ❝❛s❡ dimH = 3✳ ❆s
s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✽✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ ♠❛♣ t❤❛t ❛ss✐❣♥s
❡✐t❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✵ ♦r ✶ t♦ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r
❛♥② tr✐♣❧❡t ♦❢ ♠✉t✉❛❧❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s P1, P2, P3 ✭♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❛ tr✐❛❞✮
♣r❡❝✐s❡❧② ♦♥❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶✳ ❚❤❛t ✐s✱ ♦♥❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡♥✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✷✳ ▲❡t P1(C3) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ C3✳

❚❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ ♠❛♣ v : P1(C3) → {0, 1} s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ tr✐❛❞ P1, P2, P3✱ t❤❡r❡ ✐s ♣r❡❝✐s❡❧②

♦♥❡ j ∈ {1, 2, 3} ✇✐t❤ v(Pj) = 1✳

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❚❤❡ ✸✸ ✈❡❝t♦rs ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
▲❡♠♠❛ ✷✳✶✷✳

e1 =





1
0
0



✱ e2 =





0
1
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✱ e3 =





0
0
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f1
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2





0
1
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✱ f1
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2





1
0
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✱ f1
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2





1
1
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0





g11 = 1
3
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✱ g12 = 1
3





√
6

0√
3



✱ g13 = 1
3





√
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6

0



✱

h1
1 = 1

2





√
2

−1
1



✱ h1
2 = 1

2





−1√
2

1



✱ h1
3 = 1

2





−1
1√
2





g21 = 1
3





0√
6

−
√

3



✱ g22 = 1
3





−
√

3
0√
6



✱ g23 = 1
3





√
6

−
√

3
0



✱

h2
1 = 1

2





√
2

1
−1



✱ h2
2 = 1

2





1√
2

−1



✱ h2
3 = 1

2





1
−1√

2





g31 = 1
3





0√
6√
3



✱ g32 = 1
3





√
3

0√
6



✱ g33 = 1
3





√
6√
3

0



✱

h3
1 = 1

2





√
2

−1
−1



✱ h3
2 = 1

2





−1√
2

−1



✱ h3
3 = 1

2





−1
−1√

2





g41 = 1
3





0

−
√

3√
6



✱ g42 = 1
3





√
6

0

−
√

3



✱ g43 = 1
3





−
√

3√
6

0



✱

h4
1 = 1

2





√
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1
1



✱ h4
2 = 1

2





1√
2

1



✱ h4
3 = 1

2





1
1√
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Pr♦♦❢✿

❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✜♥✐t❡ s✉❜s❡t ♦❢ P1(C3)
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ♥♦ ♠❛♣
s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ t❤✐s ❞♦✲
♠❛✐♥ ❝❛♥ ❡①✐st✳ ■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦♦❢ ❬❑❙❪✱
❑♦❝❤❡♥ ❛♥❞ ❙♣❡❝❦❡r ✉s❡❞ ❛ s✉❜s❡t ❝♦♥s✐st✐♥❣
♦❢ ✶✶✼ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ P❡r❡s ❬P❡r✸❪✳
■t st❛rts ✇✐t❤ ✸✸ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡s s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐t
✈❡❝t♦rs ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs✱ ✶✻ tr✐❛❞s ✐♥ t♦t❛❧ ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥st✐t✉t❡❞✳ ■♥ ❡❛❝❤ tr✐❛❞✱ ♣r❡❝✐s❡❧② ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♠✉st ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦♥❡✳
❇❡s✐❞❡s t❤❡s❡ tr✐❛❞s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✷✹ ♣❛✐rs ♦❢ ♦r✲
t❤♦❣♦♥❛❧ ✈❡❝t♦rs✳ ❋♦r ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
✈❡❝t♦rs v1, v2 ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♠ r✉❧❡✿

v(Pv1) + v(Pv2)
≤ v(Pv1) + v(Pv2) + v(Pv1×v2)

= 1, ✭✼✹✮

✇❤❡r❡ × ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①t❡r✐♦r ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤✐s
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
Pv1 ✱ Pv2 ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶ ❜② v✱ t❤❡
♦t❤❡r ♠✉st ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✵✳ ❚❤❡ ✶✻
tr✐❛❞s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✷✹ ♣❛✐rs ♦❢ ♦rt❤♦❣✲

♦♥❛❧ ✈❡❝t♦rs✷✾ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳
✷✾■♥ ❬P▼▼▼❪ ✐t ✐s ❛r❣✉❡❞ ✭❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✮ t❤❛t t❤❡ ✷✹ ❡①tr❛ ✈❡❝t♦rs ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ ✭✼✹✮ ❛r❡

❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ✜♥✐t❡ s✉❜s❡t ♦❢ P1(C
3) ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛♣

v ❞♦❡s♥✬t ❡①✐st s❤♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✺✼ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✸✸✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t✱ ❢r♦♠
t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ s❝♦r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❡t ❢♦r ✇❤✐❝❤ v ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✱
✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤❡❧❞ ❜② ❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥ ❬P❡r✹✱ ♣✳ ✶✶✹❪ ✭r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✸✶✴✺✶ ❡❧❡♠❡♥ts✮ ❜✉t ❜② ❇✉❜ ❬❇✉❜✶❪
✭r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✸✸✴✹✾ ❡❧❡♠❡♥ts✮✳



✷✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶ t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦rs e1 ❛♥❞ g3

2
✳

❆ ❜❧❛❝❦ ♠❛r❦✐♥❣ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶ t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r✱ ✇❤✐❧st ❛♥ ❛❜s❡♥t
♠❛r❦✐♥❣ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✵✳ ❆ ❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✈❡❝t♦rs ❞❡♥♦t❡s t❤❛t
t❤❡s❡ t✇♦ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✭♦♥❧② t❤❡ ❧✐♥❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛r❡ ❞r❛✇♥✮✳

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❚❤❡ ✶✻ tr✐❛❞s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❝✲
t♦rs ♦❢ t❛❜❧❡ ✷✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ r❡♠❛✐♥✲
✐♥❣ ✷✹ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ♣❛✐rs✳
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2 g21 , h

4
3 g31 , h

3
3 g41 , h

4
2

g12 , h
1
3 g22 , h

1
1 g32 , h

2
1 g42 , h

2
3

g12 , h
3
3 g22 , h

4
1 g32 , h

3
1 g42 , h

4
3

g13 , h
1
1 g23 , h

2
2 g33 , h

1
2 g43 , h

2
1

g13 , h
3
1 g23 , h

4
2 g33 , h

3
2 g43 , h

4
1

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ✷ ✐s
✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ x✱ y ❛♥❞
z ❛①❡s✱ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs e1, e2, e2 ♠❛② ❜❡
❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss
♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳ ▲❡t e1 ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶
✭❢♦r ❛♥② v ♦♥❡ ♠❛② ❧❛❜❡❧ t❤❡ ❛①❡s s✉❝❤ t❤❛t
v(Pe1) = 1✮✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ e2 ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡
✈❛❧✉❡ ✵✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐rs
g1
2, g

2
2 ❛♥❞ g3

2, g
4
2 ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♠✉st ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶✳ ■ ✇✐❧❧ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t ❛ss✐❣♥✐♥❣
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶ t♦ g3

2 ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡
✶✳

❲❤❡♥ g3
2 ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶✱ ✐t ✐♠✲

♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t h2
1 ❛♥❞ h3

1 s❤♦✉❧❞ ❜❡
❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✵✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ✈❡❝t♦rs f1

1

❛♥❞ f2
1 ♠✉st ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✵✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❢♦r♠ ❛ tr✐❛❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ e1✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

❢r♦♠ t❤❡ tr✐❛❞s h1
1, h

2
1, f

1
1 ❛♥❞ h3

1, h
4
1, f

2
1 ✱ t❤❡ ✈❡❝t♦rs h1

1 ❛♥❞ h4
1 ♠✉st ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶✳

❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ g1
3 ❛♥❞ g4

3 ❜❡✐♥❣ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✵✳ ❆s ❛ ♥❡①t st❡♣✱ ♥♦t❡ t❤❛t g2
3 ❛♥❞ g3

3

♠✉st ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶ ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ tr✐❛❞s e3, g1
3, g

2
3 ❛♥❞ e3, g3

3, g
4
3✮✳ ❚❤✐s



■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② Pr♦♦❢s ❢♦r ❍✐❞❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✷✾

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t h1
2, h

2
2, h

3
2, h

4
2 ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✵✳ ❖♥❡ t❤❡♥ ✐♥❢❡rs t❤❛t ❜♦t❤ f1

2 ❛♥❞ f2
2 ♠✉st

❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ f1
2 ❛♥❞ f2

2 ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳ ❚❤✉s✱ g3
2

❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶✳
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ x✲❛①✐s✱ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦

s❤♦✇ t❤❛t g2
2 ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♦♣t✐♦♥ ❧❡❢t ✐s t♦ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶

t♦ ❜♦t❤ g1
2 ❛♥❞ g4

2✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t
h1

3, h
2
3, h

3
3 ❛♥❞ h4

3 ♠✉st ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✵ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❜♦t❤ f1
3 ❛♥❞ f2

3

♠✉st ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✭✼✹✮✳
❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ �

g12

66
66

66
66

66
66

66
66

66
66

66
66

66
6

h1
3

??
??

??
??

e1

CC
CC

CC
CC

g22 h2
3 f1

3

e2

����������������

{{{{{{{{{

CC
CC

CC
CC

C

00
00

00
00

00
00

00
00

e3

{{{{{{{{{
g32 h3

3 f2
3

g42

���������������������������

h4
3

��������

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶ t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦rs e1✱ g
1

2
❛♥❞

g4

2
✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣s ❛♥❞ ❧✐♥❡s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳

❙♦ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✷ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✶ t♦❣❡t❤❡r ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r
❚❤❡♦r❡♠✳ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✷ ✐s ♦❢t❡♥ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ♥❛♠❡❞ ❛ ❝♦❧♦r✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳
❆ s❡t ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ v ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♥♦t ❑❙✲❝♦❧♦r❛❜❧❡ ✭♦r s✐♠♣❧② ♥♦t ❝♦❧♦r❛❜❧❡✮✳

❆s ✇✐t❤ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✬s t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ❤❛s ❛❧s♦ ❛ttr❛❝t❡❞ s♦♠❡
❝r✐t✐❝✐s♠ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✸✵ ❬❇❡❧✷❪✱❬❍❘❪✱❬▼❡r✸❪✮✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✉s❡❞ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥✲
✈♦❧✈❡❞✳

❆ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ r❛✐s❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❋❯◆❈ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥ ✐ts❡❧❢✱ t❤✐s s❡❡♠s
❛ ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ t❤❡♦r② t❤❛t ✐s ♥♦t ❧❛✇❧❡ss✱ ❜✉t ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❋❯◆❈✬ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ s♦♠❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
t❤❡ ✜♥✐t❡ s✉♠ r✉❧❡✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧✐t✐❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❡❛s✐❧②✳ ■♥❞❡❡❞✱
❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ f(A) ✐s q✉✐t❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♦♣❡r❛t♦r f(A) s✐♥❝❡ f(A) ❤❛s ❛ ❝❧❡❛r ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❇✉t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s✉♠
r✉❧❡✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❋❯◆❈✬ ❛♣♣❡❛rs t♦ ♠❡ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧✳

◆♦t ❡✈❡r② t❡①t t❤❛t ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ✉s❡s t❤❡ ❋❯◆❈ r✉❧❡✱ s♦ ♦❜❥❡❝✲

✸✵❚❤❡ ❝r✐t✐❝✐s♠ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♠♦❞❡r❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝✐s♠ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛ttr❛❝t❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
❛rt✐❝❧❡ ❜② ❇❡❧❧ ❞❛t❡s ❢r♦♠ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❇❡❧❧ ❝r✐t✐❝✐③❡s ❛ s✐♠✐❧❛r
r❡s✉❧t ♣r♦✈❡♥ ❜② ❤✐♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❇❡❧❧✲❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r
❚❤❡♦r❡♠✳



✸✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤✐s r✉❧❡ ❛r❡♥✬t ✈❡r② str♦♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❬❈❊●❆❪ ♦♥❡ s✐♠♣❧②
st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s✉♠ r✉❧❡✳ ■ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭t❤♦✉❣❤ ♥♦t
✈❡r② str♦♥❣✮ ❞✐r❡❝t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s r✉❧❡✳✸✶

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r A✳ ❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ A ❝❛♥ ❜❡
✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛s❦✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ t❤❡ q✉❡st✐♦♥✿ ✏❲❤❛t ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ A❄✑ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✐s ❛ ❜✐t s❧♦♣♣②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ❡①❛❝t❧② ❛❜♦✉t ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ❛ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞
t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s✳ ❖♥❡ ♠❛②✱ ✐♥st❡❛❞✱ r❡❛❞ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❛s ✏❲❤❛t ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ A
❛❢t❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t❄✑✱ ❛t ❧❡❛st✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦♥❡ ❛❝❝❡♣ts t❤❛t ✏t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ A✑ ❤❛s ❛ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐❢
t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥ ❛♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r A✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ♦♥❡ ♠❛② r❡❛❞ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❛s
✏❲❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ②✐❡❧❞❡❞ ✇❤❡♥ ■ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ A❄✑ ♦r✱ ✐❢ ♦♥❡ r❡❥❡❝ts t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✿ ✏❲❤❛t s✉❜s❡t ♦❢ σ(A) ✇✐❧❧ ❡♠❡r❣❡ ✇❤❡♥ ■ ♣❡r❢♦r♠
❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❛t ■ ❛ss♦❝✐❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ A❄✑ ❲❤❛t❡✈❡r q✉❡st✐♦♥ t❤❡ r❡❛❞❡r
♠❛② ♣r❡❢❡r✱ ❧❡t✬s ❛❣r❡❡ t♦ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡ ✐t ✇✐t❤ ✏❲❤❛t ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ A❄✑

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t❤❛t s✐♠✐❧❛r✱ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✱ q✉❡st✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛s✲
s♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❙✉♣♣♦s❡ ∆ ⊂ σ(A)✳ ❖♥❡ ♠❛② ❛s❦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✏❉♦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
A ❧✐❡ ✐♥ ∆❄✑ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r µA(∆) ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳ ◆♦✇ ❧❡t (∆i)i∈I ❜❡ ❛♥② ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ σ(A)✳ ❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❢ A ♠❛② t❤❡♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛s❦✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ②❡s✲♥♦ q✉❡st✐♦♥s✸✷ ✏❉♦❡s t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ A ❧✐❡ ✐♥ ∆i❄✑ ❢♦r i ∈ I✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ♦♥❧② ♦♥❡ r❡s✉❧t✱ ♣r❡❝✐s❡❧②
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ q✉❡st✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞ ②❡s✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs ♠✉st ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞ ♥♦✳ ❚❤✐s
♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ✭✐♥✜♥✐t❡✮ s✉♠ r✉❧❡✳

❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜❥❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st t❤✐s ❧✐♥❡ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t ❝❧❡❛r ✇❤❡t❤❡r
♦r ♥♦t ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉t✉❛❧❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs (Pi)i∈I ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❛ s✐♥❣❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✉❝❤ t❤❛t Pi = µA(∆i) ❢♦r ❛❧❧ i ❢♦r s♦♠❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ (∆i)i∈I ♦❢ σ(A)✳ ❚❤✐s
❡①♣♦s❡s ❛ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❲❤② s❤♦✉❧❞ t❤❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢
✐♥❞❡❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✸✸❄

❆ s❤♦rt ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ r❡✈❡❛❧ ②❡t ❛♥♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✽✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❛❜❧❡ ✶ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ✜♥❞ ❛♥
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ Ai ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ (∆k

i )
4
k=1 ♦❢ σ(Ai) ✱ i = 1, . . . , 9 ✭s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥✐♥❡ ❝♦❧✉♠♥s✮

s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ it❤ ❝♦❧✉♠♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
µAi(∆

k
i ) ❢♦r s♦♠❡ k✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛t ❛❧❧ ❝❧❡❛r ✇❤②✱ ✇❤❡♥❡✈❡r

µAi(∆
k
i ) = µAj (∆

l
j) = P ✭i 6= j✮✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜♦t❤ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡

P ❛♥❞ ✇❤② t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✳ ❖♥❡ ♠❛② ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ µAi(∆

k
i ) ✐s ✐♥ ❢❛❝t ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ µAj (∆

l
j)✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②

s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s Ai ❛♥❞ Aj ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❆ t❤❡♦r② ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ✐❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐t ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✇❤❛t ♦t❤❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞✳

■♥ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s Ai,Aj ❛♥❞ P✱ ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐t② st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ P ♠❛②
❞❡♣❡♥❞ ✉♣♦♥ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇✐t❤ Ai ♦r ✇✐t❤ Aj ✳ ❚❤✐s s❡❡♠s ❛ ♥❛t✉r❛❧

✸✶❆ ♠♦r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛rt✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡② ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❬❋❚❪✳

✸✷❙❡❡ ❛❧s♦ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✳
✸✸■♥ t❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣r♦♦❢✱ ✐t ✇❛s s✐♠♣❧② ♣♦st✉❧❛t❡❞ ✭t❤♦✉❣❤ ✐♠♣❧✐❝✐t❧②✮ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡

♣♦st✉❧❛t❡ s❤♦✉❧❞ ❤♦❧❞✳ ❖♥❡ ♠❛②✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ♣♦st✉❧❛t❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠✱ ❜✉t t❤❛t s❡❡♠s
✉♥r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ♠❡ ✭s❡❡ ❡❛r❧✐❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣♦st✉❧❛t❡ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✮✳



■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② Pr♦♦❢s ❢♦r ❍✐❞❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✸✶

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐❢ P ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ µAi(∆
k
i ) ✐♥ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣

❝♦♥t❡①t✱ ✇❤✐❧st ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ µAj (∆
l
j) ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❇✉t ✇❤❛t ✐❢ P ❤❛s ❛ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢

✐ts ♦✇♥✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s Ai ❛♥❞ Aj❄ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐t② ❜❡❝♦♠❡s
❛ str♦♥❣❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ■t t❤❡♥ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ P ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✇❛② ✇❡ ✭❛s
❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs ❧♦♦❦✮ ❛t ✐t✳

■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ ✇✐s❤❡s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐t② ❛r❣✉♠❡♥t t♦ ❝r✐t✐❝✐③❡ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲
❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠✱ ♦♥❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛s t♦ ❛❞♦♣t t❤✐s str♦♥❣❡r ❢♦r♠✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦♣❡r❛✲
t♦rs t❤❛t ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✷ ❝❛♥ ❡❛❝❤ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
t❤❛t ❤❛s ❛ ❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ✐ts ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡✈❡r② ✈❡❝t♦r
❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ sq✉❛r❡❞ s♣✐♥ ♦❢ ❛ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❛t ❛①✐s✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❝♦♠♠✉t❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛①❡s ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳
❚❤✉s ❡✈❡r tr✐❛❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ t❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ■t ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t❤❛t s✉❝❤ tr✐♣❧❡t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❧✇❛②s
②✐❡❧❞ t✇✐❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶✱ ❛♥❞ ♦♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✵✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✷ t❤✉s ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t
❛ ✭♥♦♥✲❝♦♥t❡①t✉❛❧✮ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t♦ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳

❇❡❧❧ ❬❇❡❧✷❪ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛♥② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♠❛② ✇❡❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤
♦t❤❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♠✉st ❜❡
♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✭❛♥❞ ♣❛rt❧② ✐♥s♣✐r❡❞
❜②✮ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢ ❇♦❤r✱ ✇❤♦ t❤♦✉❣❤t t❤❛t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ♥♦ r❡❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛t ❛❧❧ ✇✐t❤♦✉t
s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳ ❇✉t✱ ❢♦r ♠❡✱ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t❤✐s ♠❛② ❜❡ s♦✱ ✐✳❡✳ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✇❛② ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐t✱ ✐s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ t♦ ✇❤❛t ✐s
t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r②✳ ■t ♣❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s s❤♦✉❧❞
❤❛✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✳ ◗✉✐t❡ ❛ st❡♣ ❢♦r s♦♠❡♦♥❡ ✇❤♦ ✇❛s ❵❛❣❛✐♥st
❵♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✑ ❬❇❡❧✺❪✳

✷✳✸✳✹ ❚❤❡ ❇❡❧❧ ■♥❡q✉❛❧✐t②

■♥st❡❛❞ ♦❢ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r✐❡s ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞ s❡♥s❡✸✹✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t
♦❢ ❇❡❧❧ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠✿ t❤❛t ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢ s♣✐♥✲12 ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
✜rst ♣❛♣❡r ❬❇❡❧✶❪ ❞♦❡s ✐♥ ❢❛❝t ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❝♦♥t❡①t✉❛❧ t❤❡♦r✐❡s ✭✐✳❡✳✱ ✐t ❛ss✉♠❡s ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡s
❢♦r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✮✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✇❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬❇❡❧✸❪✱
✇❤❡r❡ ❇❡❧❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛♥
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡✳ ▲❛t❡r✱ ❇❡❧❧✬s ❛r❣✉♠❡♥t
❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r✐❡s ✭✐✳❡✳ t❤❡♦r✐❡s ✐♥
✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣r❡✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❜✉t ❞♦ ♦❜❡② ❝❡rt❛✐♥ ♦t❤❡r
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✮✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r st♦❝❤❛st✐❝ t❤❡♦r✐❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐❜❧❡✱ ■ ✇✐❧❧
✜rst ❞✐s❝✉ss ❛ ❇❡❧❧✲t②♣❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t❤❡♦r✐❡s✳ ❆ ♠♦r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❡t② ♦❢ ❇❡❧❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❈❙❪ ❛♥❞ ❬❙❡❡✸❪✳

❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❍✐❞❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s

■ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❤❡r❡ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✇❤❛t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ♠♦st
❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s
t❤❛t ■ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ λ t❤❛t ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛❧❧ ♦✉t❝♦♠❡s

✸✹❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❜② ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲
❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ✐s ❛ st❛t❡♠❡♥t ❛❜♦✉t ❛❧❧ ♣❤②s✐❝❛❧ st❛t❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✷✳



✸✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥t❡①ts✱ ✇❤❡r❡❛s ♦♥❡ ✉s✉❛❧❧② ❛r❣✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② t❤❡♥ ❜❡ ❵❧♦❝❛❧✬ ♦r
❵♥♦♥✲❧♦❝❛❧✬✳

❚❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛❣❛✐♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♣✐♥✲12 ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳
❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ❛ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② ❝❛♥ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝s t❤❛t
q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❞✐❝t❛t❡s ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡

ψ =
1√
2
(0, 1,−1, 0). ✭✼✺✮

❋✐rst✱ ❛♥ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳
❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦✇ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❛t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①ts✱ ♦♥❡
s❤♦✉❧❞ r❡❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛t❡ ✐♥ ❛ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r②✳ ◆♦✇ ❛ st❛t❡ λ s❤♦✉❧❞
❛ss✐❣♥ ❛ ✈❛❧✉❡ ✐♥ σ(A) t♦ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t C ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ A✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛♥✐♥❣ t♦ t❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
✐s ❤❡❧♣❢✉❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❆ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t C ✐s ❛ s❡t {Ai ; i ∈ I} ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs {Ai ; i ∈ I} ❝♦♠♠✉t❡✳

❇② ❛♥ ❛♣♣❡❛❧ t♦ t❤❡ ❋❯◆❈✬ r✉❧❡✱ ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t {Ai ; i ∈ I} ♠✐❣❤t ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❲✯✲❛❧❣❡❜r❛✸✺ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❡t {Ai ; i ∈ I}✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❧② ❛❞❞s ❛❧❧ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s A t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛♥ i ∈ I ❛♥❞ ❛ ❇♦r❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ f s✉❝❤ t❤❛t A = f(Ai) ❢♦r s♦♠❡ i✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ♥♦ s♣❡❝✐❛❧
str✉❝t✉r❡ ✭❧✐❦❡ t❤❛t ♦❢ ❛ ❲✯✲❛❧❣❡❜r❛✮ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤
✇♦r❦✱ ✐t s❡❡♠s r❡❞✉♥❞❛♥t t♦ ❞❡♠❛♥❞ ✐t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❋❯◆❈✬ r✉❧❡ ♠❛② ❜❡tt❡r ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✭✐♥
♦r❞❡r ♥♦t t♦ ♠❛❦❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✮ ❛♥❞ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ f(A) ♠❛② ♦♥❧②
❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧t ♦❢ A ✭t❤❛t ✐s✱ ✐t ✐s ♥♦t
r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❆ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ♣✉r❡ st❛t❡ λ ✐s ❛ r✉❧❡ t❤❛t t♦ ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t C ❛ss✐❣♥s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ λC : C → R s✉❝❤ t❤❛t λC(A) ∈ σ(A) ❢♦r ❛❧❧ A ∈ C✳

■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ♣✉r❡ st❛t❡s ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤
q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r✐❡s ❞♦ ❡①✐st✱ ❇♦❤♠✐❛♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s
♣r♦❜❛❜❧② ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♦♥❡ ✭❬❇♦❤✶❪✱ s❡❡ ❬❚✉♠✶❪ ❢♦r ❛ ❢r✐❡♥❞❧② ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ❇♦❤♠✐❛♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✐✳❡✳✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ❛❝t✐♦♥ ❛t ❛
❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❛t ✐♥s♣✐r❡❞ ❇❡❧❧ t♦ ✇r✐t❡ ❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❬❇❡❧✶❪❀ ❤❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❡t❤❡r
t❤✐s ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛♥② ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r②✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t
✐t ✐s✱ ❛t ❧❡❛st ✐❢ ♦♥❡ ❛❞♦♣ts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐t②✳✸✻

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✳ ❆ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ♣✉r❡ st❛t❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❧♦❝❛❧ ✐❢ ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s A1,A2

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs A1, A2 t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s

✸✺❆ ❲✯✲❛❧❣❡❜r❛ ✭♦r ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛❧❣❡❜r❛✮ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r t❛❦✐♥❣ ❛❞❥♦✐♥ts
❛♥❞ t❤❛t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✐ts ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♠✉t❛♥t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛♥t ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs V ✐s t❤❡ s❡t ♦❢
❛❧❧ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤ ❡✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ V ✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♠♦r❡ ❛❜str❛❝t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t❤❛t
❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❉❛✈❪✳

✸✻❖♥❡ ♠❛② ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛t❛❧♦❣ t❤❡♦r② ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ♠✉st ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✐❢ ✐t ✐s ♠♦❞✐✜❡❞
t♦ ❜❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳



■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② Pr♦♦❢s ❢♦r ❍✐❞❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✸✸

t❤❛t ♠❛② ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❛t ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♠❡❛s✉r✐♥❣
❝♦♥t❡①t C ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ A1 ❛♥❞ A2✱ ♦♥❡ ❤❛s

λC(A1) = λC\{A2}(A1) ❛♥❞ λC(A2) = λC\{A1}(A2). ✭✼✻✮

❙✉❝❤ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ s❡♣❛r❛❜❧❡✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ♣✉r❡ st❛t❡s
✐s ❝❛❧❧❡❞ ΛBell✳

❖♥❡ ♠❛② t❤✐♥❦ ♦❢ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❞ s②st❡♠s t❤❛t ❛r❡ ♥♦✇
❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ s②st❡♠✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
H1 ⊗H2✳ ❚✇♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♠❛② t❤❡♥ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs
❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ A1 ⊗ 1 ❛♥❞ 1⊗A2✳ ❚❤✉s A1 ✐s ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡ s✉❜s②st❡♠
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛❝❡ H1 ❛♥❞ A2 ✐s ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜s②st❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛❝❡
H2✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣✉r❡ st❛t❡ ♠✉st ❛ss✐❣♥ ❛ ✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A1 ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
C ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ❛♥② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ C ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❛t✐❛❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞ s✉❜s②st❡♠✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✻✮ ♠❛② ❜❡ ✐tt❡r❛t❡❞ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦♥t❡①t C
♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❛t✐❛❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞ s✉❜s②st❡♠✳

❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❞✉❡ t♦ ❇❡❧❧ ♠❛② ♥♦✇ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✸✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦❝❛❧✱ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② ✭❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♥♦

♥♦♥✲❝♦♥t❡①t✉❛❧ ♦♥❡✮ t❤❛t ❝❛♥ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ s♣✐♥✲1
2 ♣❛rt✐❝❧❡s

♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ψ = 1√
2
(0, 1,−1, 0) ✭t❤❛t ❛r❡ s♣❛❝❡✲❧✐❦❡ s❡♣❛r❛t❡❞✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥② s✉❝❤

t❤❡♦r② ✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ✐♥ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❡①tr❛ str✉❝t✉r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ Λcat ♦r ΛKS✮ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❝♦♥t❡①✲
t✉❛❧✐t②✱ ❛♥ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛r❡ t♦ ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✐s
r❡q✉✐r❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧
st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ✭❛s ✇❛s ❛❧s♦ r♦✉❣❤❧② s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✷✳✸✮✳

❆ ♠❛❝r♦ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ µ ♦✈❡r t❤❡ s❡t
ΛBell✳✸✼ ❖♥❡ ✉s✉❛❧❧② t❤✐♥❦s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛s ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ s②st❡♠s✱ ♦r ♦♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛
s②st❡♠ ✇❤♦s❡ ♣✉r❡ st❛t❡ ✢✉❝t✉❛t❡s r❛♣✐❞❧② ✐♥ t✐♠❡✳✸✽ ❚♦ t❛❧❦ s❡♥s✐❜❧② ❛❜♦✉t ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♠❡❛s✉r❡ ♦♥ t❤❡ s❡t ΛBell✱ ❛ σ✲❛❧❣❡❜r❛ ΣBell ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ ΛBell ✐s r❡q✉✐r❡❞✳

❚❤✐s σ✲❛❧❣❡❜r❛ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡
♦♣❡r❛t♦r A✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t C s✉❝❤ t❤❛t A ∈ C ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❇♦r❡❧ s❡t ∆ ⊂ σ(A)✱
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ A ②✐❡❧❞s ❛ r❡s✉❧t ✐♥ ∆ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t C✳ ❚❤✐s ❡✈❡♥t
✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t

[AC ∈ ∆] := {λ ∈ ΛBell ; λC(A) ∈ ∆}. ✭✼✼✮

❋♦r ✜①❡❞ C✱ ❧❡t ΣC ❜❡ t❤❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❧❧ s✉❝❤ s❡ts✳ ❚❤❡♥ t❛❦❡ ΣBell t♦ ❜❡ t❤❡
σ✲❛❧❣❡❜r❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡s❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛s✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t C✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ΛBell ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✿

λ ∼C λ
′ <❂❂> λC(A) = λ′C(A),∀A ∈ C. ✭✼✽✮

✸✼❚❤❡ t❡r♠ ❵♠❛❝r♦ st❛t❡✬ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r ♣✉r❡ st❛t❡s ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♠✐❝r♦ st❛t❡s✮✳ ❚❤❡ t❡r♠ ♠❛② s❡❡♠ ❛ ❜✐t ❛✇❦✇❛r❞✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s
✇❤❛t ♠❛② ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♠✐❝r♦ st❛t❡ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤✐s ✈✐❡✇♣♦✐♥t ✭✐✳❡✳✱ t❤❛t t❤❡
q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ❛r❡ ♠✐❝r♦ st❛t❡s✮ t❤❛t ✐s ❝r✐t✐❝✐③❡❞ ❜② ❊✐♥st❡✐♥✱ P♦❞♦❧s❦② ❛♥❞ ❘♦s❡♥✳

✸✽❚❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ❛ t♦♣✐❝ ♦❢ ✐ts ♦✇♥ ❬❙❦❧❪✳



✸✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❚❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s

ΛC := ΛBell/ ∼C , [λ]C := {λ′ ∈ ΛBell ; λ
′ ∼C λ}. ✭✼✾✮

❋♦r ❛♥② S ∈ ΣC ✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✐❢ λ ∈ S✱ t❤❡♥ [λ]C ⊂ S✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛ ΣC ❡①t❡♥❞s
✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② t♦ ❛ σ✲❛❧❣❡❜r❛ ♦♥ ΛC ❜② t❛❦✐♥❣

{{[λ]C ; λ ∈ S} ; S ∈ ΣC}. ✭✽✵✮

❋♦r ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ❜♦t❤ σ✲❛❧❣❡❜r❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧✳ ❆❧s♦✱ ♥♦
❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡✐r ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❆♥② ♠❛❝r♦ st❛t❡ µ ♥♦✇ ❡①t❡♥❞s t♦ ❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ PC ♦♥ (ΛC ,ΣC) ❢♦r ❛♥② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t C ❜② t❛❦✐♥❣

PC(S) := µ(S) =

∫

ΛBell

1S(λ) dµ(λ), ∀S ∈ ΣC . ✭✽✶✮

❚❤❡s❡ r❡str✐❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡s (ΛC ,ΣC ,PC) ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t ❛♥② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ∈ C
❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥ ΛC ❜② t❛❦✐♥❣

A([λ]C) := λC(A), λ ∈ [λ]C , ✭✽✷✮

✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✭✐✳❡✳ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ λ✮✳
❍❡r❡ ♦♥❡ ✜♥❞s ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤

A ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛② ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡
❛r❣✉♠❡♥t ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ A ✐s s❡❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦♥t❡①t s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❖♥❡ ✇♦✉❧❞ ✇r✐t❡ s♦♠❡t❤✐♥❣
❧✐❦❡ A(λ,mC) ✇❤❡r❡ λ ✐s ❛ ❤✐❞❞❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
❛♥❞ mC ✐s ❛ ❤✐❞❞❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡✳
❇♦t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❤❡r❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ λ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
♠✉❝❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❧② t❤❡ s②st❡♠ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s A1,A2✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✼✻✮✱
✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

A1([λ]{A1,A2}) = λ{A1,A2}(A1) = λ{A1}(A1) = A1([λ]{A1});

A2([λ]{A1,A2}) = λ{A1,A2}(A2) = λ{A2}(A2) = A2([λ]{A2}).
✭✽✸✮

◆♦✇ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♣✐♥✲12 ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ▲❡t σr1 ❜❡ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst
♣❛rt✐❝❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r1✲❛①✐s ✭♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② ✇r✐t❡ σr1 ⊗ 1✮ ❛♥❞ σr2 t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♣❛rt✐❝❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r2✲❛①✐s✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡s❡ ❛r❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❱✐❡✇✐♥❣ t❤❡♠ ❛s st♦❝❤❛st✐❝
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t {σr1 , σr2}✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✸✾ ❢♦r ❛
✜①❡❞ ♠❛❝r♦ st❛t❡ µ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

E{σr1 ,σr2}(σr1σr2) =

∫

ΛBell

σr1([λ]{σr1 ,σr2})σr2([λ]{σr1 ,σr2}) dµ(λ)

=

∫

ΛBell

λ{σr1}(σr1)λ{σr2}(σr2) dµ(λ).

✭✽✹✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❦❡② t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳

✸✾❙♦♠❡t✐♠❡s t❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❜✉t ■ ✇✐❧❧ r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ t❤❛t t❡r♠ s♦ ❛s t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❡r♠✳



■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② Pr♦♦❢s ❢♦r ❍✐❞❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✸✺

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✹✳ ▲❡t σr1 ❛♥❞ σr′1 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r1 ❛♥❞ r′1 ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✐❝❧❡

❛♥❞ ❧❡t σr2 ❛♥❞ σr′2 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r2 ❛♥❞ r′2 ❛①❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡♥

❛♥② ♠❛❝r♦ st❛t❡ µ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✱ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❡❧❧

✐♥❡q✉❛❧✐t②✿
∣∣∣E{σr1 ,σr2}(σr1σr2) − E{σr1 ,σr′2}

(σr1σr′2)
∣∣∣+
∣∣∣E{σr′1 ,σr2}

(σr′1σr2) + E{σr′1 ,σr′2}
(σr′1σr′2)

∣∣∣ ≤ 2. ✭✽✺✮

Pr♦♦❢✿

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

∣∣∣E{σr1 ,σr2}(σr1σr2) − E{σr1 ,σr′2}
(σr1σr′2)

∣∣∣ = · · ·

· · · =

∣∣∣∣
∫

ΛBell

λ{σr1}(σr1)
(
λ{σr2}(σr2) − λ{σr′2}

(σr′2)
)

dµ(λ)

∣∣∣∣

≤
∫

ΛBell

∣∣∣λ{σr1}(σr1)
∣∣∣
∣∣∣λ{σr2}(σr2) − λ{σr′2}

(σr′2)
∣∣∣ dµ(λ)

=

∫

ΛBell

∣∣∣λ{σr2}(σr2) − λ{σr′2}
(σr′2)

∣∣∣ dµ(λ).

✭✽✻✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱

∣∣∣E{σr′1 ,σr2}
(σr′1σr2) + E{σr′1 ,σr′2}

(σr′1σr′2)
∣∣∣ = · · ·

· · · =

∣∣∣∣
∫

ΛBell

λ{σr′1}
(σr′1)

(
λ{σr2}(σr2) + λ{σr′2}

(σr′2)
)

dµ(λ)

∣∣∣∣

≤
∫

ΛBell

∣∣∣λ{σr′1}(σr′1)
∣∣∣
∣∣∣λ{σr2}(σr2) + λ{σr′2}

(σr′2)
∣∣∣ dµ(λ)

=

∫

ΛBell

∣∣∣λ{σr2}(σr2) + λ{σr′2}
(σr′2)

∣∣∣ dµ(λ).

✭✽✼✮

◆❡①t✱ ♥♦t❡ t❤❛t ΛBell ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t t♦ ❢♦✉r ❞✐s❥♦✐♥t ♣✐❡❝❡s

Λ++ = {λ ∈ ΛBell ; λ{σr2}(σr2) = λ{σr′2}
(σr′2) = 1};

Λ+− = {λ ∈ ΛBell ; λ{σr2}(σr2) = −λ{σr′2}(σr
′
2
) = 1};

Λ−+ = {λ ∈ ΛBell ; λ{σr2}(σr2) = −λ{σr′2}(σr
′
2
) = −1};

Λ−− = {λ ∈ ΛBell ; λ{σr2}(σr2) = λ{σr′2}
(σr′2) = −1},

✭✽✽✮

s♦ t❤❛t ΛBell = Λ++ ∪ Λ+− ∪ Λ−+ ∪ Λ−−✳ ❖♥❡ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦s t❤❛t ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣✐❡❝❡s ♦♥❡
❤❛s ∣∣∣λ{σr2}(σr2) − λ{σr′2}

(σr′2)
∣∣∣+
∣∣∣λ{σr2}(σr2) + λ{σr′2}

(σr′2)
∣∣∣ = 2. ✭✽✾✮

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡
∣∣∣E{σr1 ,σr2}(σr1σr2) − E{σr1 ,σr′2}

(σr1σr′2)
∣∣∣+
∣∣∣E{σr′1 ,σr2}

(σr′1σr2) + E{σr′1 ,σr′2}
(σr′1σr′2)

∣∣∣

≤
∫

ΛBell

2 dµ(λ) = 2, ✭✾✵✮



✸✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❧❡♠♠❛✳ �

❲✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❧❡♠♠❛✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✸ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ♣r♦✈❡♥✳
Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✸✿

❆❧❧ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ s❤♦✇♥✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✽✺✮✱ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✱ s❡tt✐♥❣ e1 = (1, 0) ❛♥❞ e2 = (0, 1) ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ψ ❛s ✐♥ ✭✼✺✮✱
t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ✭✽✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✿

Eψ(σr1σr2) =〈ψ, σr1 ⊗ σr2ψ〉

=
1

2
〈e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1, σr1 ⊗ σr2 (e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1)〉

=
1

2
〈e1 ⊗ e2, σr1 ⊗ σr2e1 ⊗ e2〉 −

1

2
〈e1 ⊗ e2, σr1 ⊗ σr2e2 ⊗ e1〉

+
1

2
〈e2 ⊗ e1, σr1 ⊗ σr2e2 ⊗ e1〉 −

1

2
〈e2 ⊗ e1, σr1 ⊗ σr2e1 ⊗ e2〉 .

✭✾✶✮

❲r✐t✐♥❣ ♦✉t t❤❡s❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr② ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✿

Eψ(σr1σr2) = − 1

2
cos(ϕ1) cos(ϕ2)

− 1

2
(cos(ϑ1) sin(ϕ1) − i sin(ϑ1) sin(ϕ1))(cos(ϑ2) sin(ϕ2) + i sin(ϑ2) sin(ϕ2))

− 1

2
cos(ϕ1) cos(ϕ2)

− 1

2
(cos(ϑ1) sin(ϕ1) + i sin(ϑ1) sin(ϕ1))(cos(ϑ2) sin(ϕ2) − i sin(ϑ2) sin(ϕ2))

= − cos(ϕ1) cos(ϕ2) − (cos(ϑ1) cos(ϑ2) + sin(ϑ1) sin(ϑ2)) sin(ϕ1) sin(ϕ2)

= − cos(ϕ1) cos(ϕ2) − cos(ϑ1 − ϑ2) sin(ϕ1) sin(ϕ2).

✭✾✷✮

❚♦ s✐♠♣❧✐❢②✱ t❛❦❡ ϕ1 = ϕ2 = π/2✱ s♦ t❤❛t Eψ(σr1σr2) = − cos(ϑ1 − ϑ2)✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱
✭✽✺✮ ❜❡❝♦♠❡s

∣∣cos(ϑ1 − ϑ2) − cos(ϑ1 − ϑ′2)
∣∣+
∣∣cos(ϑ′1 − ϑ2) + cos(ϑ′1 − ϑ′2)

∣∣ ≤ 2. ✭✾✸✮

■t ✐s ♥♦t ❤❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ♦♥❡ t❛❦❡s

ϑ1 = 0, ϑ′1 = π
2 , ϑ2 = 7

4π, ϑ
′
2 = 5

4π, ✭✾✹✮

t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥

2
√

2 = 41
2

√
2 =

∣∣cos(ϑ1 − ϑ2) − cos(ϑ1 − ϑ′2)
∣∣+
∣∣cos(ϑ′1 − ϑ2) + cos(ϑ′1 − ϑ′2)

∣∣ ≤ 2, ✭✾✺✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ �

❙t♦❝❤❛st✐❝ ❍✐❞❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s

❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ s❡t Λ ♦❢ ♣✉r❡ st❛t❡s t❤❛t
♠❛② ❜❡ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ✐♥ ♥❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ❛



■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② Pr♦♦❢s ❢♦r ❍✐❞❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✸✼

♣✉r❡ st❛t❡ λ ❛ss✐❣♥s t♦ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ (σ(A),ΣA) ❢♦r
❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t C ✇✐t❤ A ∈ C✱ ✇❤❡r❡ ΣA ✐s t❤❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ ❇♦r❡❧✲s❡ts ✐♥ σ(A)✳ ❚❤✐s
♠❡❛s✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

∆ 7→ PC [A ∈ ∆|λ]. ✭✾✻✮

■t ✐s ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✇❛② t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✐③❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A1 ②✐❡❧❞s s♦♠❡ s✉❜s❡t ∆1 ∈ ΣA1 ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣✉r❡ st❛t❡ ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ ♠❛② ❜❡ ❛❧t❡r❡❞ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ λ t♦ λ′✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❛❧t❡r❡❞ st❛t❡✱ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ♠❛② ❜❡ ❛❧t❡r❡❞ ❜② ❛
♣r❡✈✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✿

PC [A2 ∈ ∆2| A1 ∈ ∆1, λ] := PC [A2 ∈ ∆2|λ′], ✭✾✼✮

❢♦r ❛♥② A2 ∈ C✱ ∆2 ∈ ΣA2 ✳
❚❤❡ r❡❛❞❡r ♠❛② ♥♦t✐❝❡ ❛♥ ❛♠❜✐❣✉✐t② ✐♥ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ st❛t❡ λ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥t♦ t❤❡ st❛t❡

λ′✱ ❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❛❧t❡r❡❞✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✭✾✼✮ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r②
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s A2 ✐♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥t❡①ts C t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥t❛✐♥ A1✳ ■t t❤❡♥ s❡❡♠s
♥❛t✉r❛❧ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ st❛t❡ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡s✉❧t A1 ∈ ∆1

✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ✐♥ ❢❛❝t ❧♦♦❦ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❧✐❦❡

PC [A2 ∈ ∆2| A1 ∈C1 ∆1, λ], ✭✾✽✮

✇❤❡r❡ A1 ∈C1 ∆1 ❞❡♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t A1 ∈ ∆1 ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t C1✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ✇❛❤t ❢♦❧❧♦✇s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t✱ ♦♥❝❡ ❛ ❝♦♥t❡①t ✐s ❝❤♦s❡♥✱ ✐t r❡♠❛✐♥s ✜①❡❞ ❢♦r
❛❧❧ s✉❜s❡q✉❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♦♥❡ ♠❛② t❤✐♥❦ ♦❢ PC [A2 ∈ ∆2| A1 ∈ ∆1, λ] ❛s s❤♦rt❤❛♥❞ ❢♦r
PC [A2 ∈ ∆2| A1 ∈C ∆1, λ]✳ ■t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤✐s ✇❛② ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✐③✐♥❣ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐t ✐s ♥♦t t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞
t❤❛t✱ ✇❤❡♥❡✈❡r A1,A2 ∈ C✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②

PC [A2 ∈ ∆2| A1 ∈ ∆1, λ]PC [A1 ∈ ∆1|λ] = PC [A1 ∈ ∆1| A2 ∈ ∆2, λ]PC [A2 ∈ ∆2|λ] ✭✾✾✮

✇✐❧❧ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧ λ✳
❆ ♠❛❝r♦ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❛❣❛✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡

♣✉r❡ st❛t❡s✳ ❆t ✜rst ❣❧❛♥❝❡ t❤✐s ♠❛② ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♣✉r❡ st❛t❡s ❛r❡ ♥♦t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❜✉t r❛t❤❡r ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳
❆❧s♦✱ ♦♥❡ ✐s ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ t♦ t❤✐♥❦ ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡ st❛t❡s ❛s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s②st❡♠✮✱ ❛♥❞ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡
♠❛❝r♦ st❛t❡s ❛s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❤❡♥❝❡ ❛s ♥♦t
❡①❛❝t❧② ❦♥♦✇✐♥❣ ✇❤❛t t❤❡ ♣✉r❡ st❛t❡ ✐s✮✳ ❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦♥❧② ♠❛❦❡s s❡♥s❡
✐❢ t❤❡ s♣❛❝❡ Λ ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ σ✲❛❧❣❡❜r❛ Σ ♦❢ s✉❜s❡ts✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✇❛②✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞ ❝♦♥t❡①t C✱ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ∈ C ❛♥❞ ❇♦r❡❧ s❡t ∆ ∈ ΣA t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛♣ Λ → [0, 1]
❣✐✈❡♥ ❜② λ 7→ PC [A ∈ ∆|λ]✳ Σ ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st σ✲❛❧❣❡❜r❛ t❤❛t ♠❛❦❡s ❛❧❧ t❤❡s❡ ♠❛♣s
♠❡❛s✉r❛❜❧❡✳

❆ ♠❛❝r♦ st❛t❡ µ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛ss✐❣♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❛❝t✉❛❧ ❡✈❡♥ts ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡
st♦❝❤❛st✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s λ 7→ PC [A ∈ ∆|λ] ❜② t❛❦✐♥❣

PC [A ∈ ∆|µ] :=

∫

Λ
PC [A ∈ ∆|λ] dµ(λ). ✭✶✵✵✮

❚❤✐s ✐s t♦ ❜❡ r❡❛❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ✜♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ∆ ✐❢ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ✐♥
t❤❡ ❝♦♥t❡①t C✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ✐s µ✳ ■t ✐s ❣♦♦❞ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢



✸✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❛♥ ❡✈❡♥t✱ t❤❛t ✐s✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s♦♠❡ s✉❜s❡t ♦❢ Λ✱ ❜✉t r❛t❤❡r t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ λ 7→ PC [A ∈ ∆|λ]✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ✐♥❞❡❡❞ s❡❡♠ t❤❡ ♦♥❧② ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② t♦ ♠❛❦❡ s❡♥s❡
♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❛❜str❛❝t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛②
t❤❛t

PC [A ∈ ∆|δλ] :=

∫

Λ
PC [A ∈ ∆|λ′] d δλ(λ′) = PC [A ∈ ∆|λ], ✭✶✵✶✮

✇❤❡r❡ δλ ✐s t❤❡ ♠❛❝r♦ st❛t❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

δλ(S) =

{
1, λ ∈ S;

0, λ /∈ S,
∀S ∈ Σ. ✭✶✵✷✮

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♠❛② ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣

PC [A2 ∈ ∆2| A1 ∈ ∆1, µ] :=

∫

Λ
PC [A2 ∈ ∆2| A1 ∈ ∆1, λ] dµ(λ), ✭✶✵✸✮

❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t C ❣✐✈❡♥ t❤❡ st❛t❡ µ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦
❜❡

EC [A |µ] :=

∫

Λ
EC [A |λ] dµ(λ)

=

∫

Λ

∫

σ(A)
xPC [A ∈ dx|λ] dµ(λ).

✭✶✵✹✮

❆s ✇❛s ❞♦♥❡ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t❤❡♦r✐❡s✱ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐t② ✐s ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❋♦r t❤❡
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ✐t ✇❛s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❞✐st✉r❜ t❤❡ st❛t❡ ♦❢
t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡❛s ❤❡r❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ♦♥❡ ♥❡❡❞s
t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s✉❝❤ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ♠❛② ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ❡✛❡❝t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛
❇❡❧❧✲✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t✇♦ ❧♦❝❛❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼✳

✭✐✮ ❆ st❛t❡ µ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♦✉t❝♦♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭❖■▲❖❈✮ ✐❢ ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
A1,A2✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs A1, A2✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t C
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ A1 ❛♥❞ A2✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s❡ts ∆1 ⊂ σ(A1) ❛♥❞ ∆2 ⊂
σ(A2)✱ ♦♥❡ ❤❛s

PC [A1 ∈ ∆1| A2 ∈ ∆2, µ] = PC [A1 ∈ ∆|µ]. ✭✶✵✺✮

✭✐✐✮ ❆ st❛t❡ µ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥t❡①t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭❈■▲❖❈✮ ✐❢ ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
A1,A2✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs A1, A2✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t C
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ A1 ❛♥❞ A2✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s❡t ∆ ⊂ σ(A1)✱ ♦♥❡ ❤❛s

PC [A1 ∈ ∆|µ] = PC\{A2}[A1 ∈ ∆|µ]. ✭✶✵✻✮

❚❤❡s❡ t✇♦ ❧♦❝❛❧✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❏❛rr❡tt ❬❏❛r❪ ✭s✐♠✐❧❛r ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
❬✈❋✷❪✮✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧t ✐s ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ✭s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❛❞❡ ❢❛r ❛✇❛②✳ ❚❤❛t ✐s✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ♠❛②
♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢✉t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡
✐❞❡❛ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧t ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♠❛② ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣



■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② Pr♦♦❢s ❢♦r ❍✐❞❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✸✾

✉s❡❞ ❢❛r ❛✇❛②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❖■▲❖❈ st❛t❡s ❛♥❞ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✾✾✮ ❤♦❧❞s✳ ❋♦r
s✉❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦♥❡ ❝❛♥ t❤✉s s❡♥s✐❜❧② t❛❧❦ ❛❜♦✉t ❛ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② t❛❦✐♥❣

PC [(A1 ∈ ∆1) ∧ (A2 ∈ ∆2)|λ] := PC [A2 ∈ ∆2| A1 ∈ ∆1, λ]PC [A1 ∈ ∆1|λ]. ✭✶✵✼✮

❚♦ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ ❛ ❇❡❧❧✲t②♣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❛ t❤✐r❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❛t
t❤❡ st❛t❡ µ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t C✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡
st❛t❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡♣❛r❡❞ ❧♦♥❣ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ✇❛s ♠❛❞❡✳ ❚❤✐s
✐s ♥♦t s♦ ♠✉❝❤ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐t②✱ ❜✉t ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ❝❤♦✐❝❡✿ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r
✐s ❢r❡❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✲✉♣✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆ tr✉❡❧②
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t❤❡♦r② ♠❛② ❞❡♥② t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ❛❞✈♦❝❛t❡s ♦❢ s✉❝❤ ❛ t❤❡♦r② ✇♦✉❧❞
♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t ❤♦♣❡ t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ st♦❝❤❛st✐❝ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥②✇❛②✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❛❣❛✐♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✿

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✺✳ ▲❡t σr1 ❛♥❞ σr′1 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r1 ❛♥❞ r′1 ❛①❡s

❛♥❞ ❧❡t σr2 ❛♥❞ σr′2 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r2 ❛♥❞ r′2 ❛①❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r

t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①ts

C12 = {σr1 , σr2}, C12′ = {σr1 , σr′2}, C1′2 = {σr′1 , σr2}, C1′2′ = {σr′1 , σr′2}. ✭✶✵✽✮

❚❤❡♥ ❛♥② ♠❛❝r♦ st❛t❡ µ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ st♦❝❤❛st✐❝ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❡♦r② t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡

❧♦❝❛❧✐t② ❝❧❛✐♠s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❡❧❧✲✐♥❡q✉❛❧✐t②✿

∣∣∣EC12 [σr1σr2 |µ] − EC12′ [σr1σr′2 |µ]
∣∣∣+
∣∣∣EC1′2 [σr′1σr2 |µ] + EC1′2′ [σr′1σr′2 |µ]

∣∣∣ ≤ 2. ✭✶✵✾✮

Pr♦♦❢✿

❋✐rst✱ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ❧♦❝❛❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿

EC12 [σr1σr2 |µ] =

∫

Λ
EC12 [σr1σr2 |λ] dµ(λ)

=

∫

Λ
PC12 [σr1 = 1 ∧ σr2 = 1|λ] + PC12 [σr1 = −1 ∧ σr2 = −1|λ] dµ(λ)

−
∫

Λ
PC12 [σr1 = 1 ∧ σr2 = −1|λ] + PC12 [σr1 = −1 ∧ σr2 = 1|λ] dµ(λ)

=PC12 [σr1 = 1 ∧ σr2 = 1|µ] + PC12 [σr1 = −1 ∧ σr2 = −1|µ]

− PC12 [σr1 = 1 ∧ σr2 = −1|µ] − PC12 [σr1 = −1 ∧ σr2 = 1|µ]

=PC12 [σr1 = 1|σr2 = 1, µ]PC12 [σr2 = 1|µ] + PC12 [σr1 = −1|σr2 = −1, µ]PC12 [σr2 = −1|µ]

− PC12 [σr1 = 1|σr2 = −1, µ]PC12 [σr2 = −1|µ] − PC12 [σr1 = −1|σr2 = 1, µ]PC12 [σr2 = 1|µ]

(105)
= PC12 [σr1 = 1|µ]PC12 [σr2 = 1|µ] + PC12 [σr1 = −1|µ]PC12 [σr2 = −1|µ]

− PC12 [σr1 = 1|µ]PC12 [σr2 = −1|µ] − PC12 [σr1 = −1|µ]PC12 [σr2 = 1|µ]

(106)
= P{σr1}[σr1 = 1|µ]P{σr2}[σr2 = 1|µ] + P{σr1}[σr1 = −1|µ]P{σr2}[σr2 = −1|µ]

− P{σr1}[σr1 = 1|µ]P{σr2}[σr2 = −1|µ] − P{σr1}[σr1 = −1|µ]P{σr2}[σr2 = 1|µ]

=
(
P{σr1}[σr1 = 1|µ] − P{σr1}[σr1 = −1|µ]

)(
P{σr2}[σr2 = 1|µ] − P{σr2}[σr2 = −1|µ]

)
.

✭✶✶✵✮



✹✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❙✐♠✐❧❛r r❡❧❛t✐♦♥s ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✳ ◆❡①t✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

fi(µ) := P{σri}[σri = 1|µ] − P{σri}[σri = −1|µ];

f ′i(µ) := P{σr′
i
}[σr′i = 1|µ] − P{σr′

i
}[σr′i = −1|µ],

✭✶✶✶✮

❢♦r i = 1, 2✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✵✾✮ r❡❛❞s

∣∣f1(µ)f2(µ) − f1(µ)f ′2(µ)
∣∣+
∣∣f ′1(µ)f2(µ) + f ′1(µ)f ′2(µ)

∣∣ ≤ 2. ✭✶✶✷✮

❚❤❛t t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❢♦❧❧♦✇s ❛❧♠♦st ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ |fi(µ)| ≤ 1 ❛♥❞ |f ′i(µ)| ≤ 1
❢♦r i = 1, 2✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❤❛s

∣∣f1(µ)f2(µ) − f1(µ)f ′2(µ)
∣∣+
∣∣f ′1(µ)f2(µ) + f ′1(µ)f ′2(µ)

∣∣
≤
∣∣f2(µ) − f ′2(µ)

∣∣+
∣∣f2(µ) + f ′2(µ)

∣∣ ≤ 2. ✭✶✶✸✮

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ �

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✻✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦❝❛❧✱ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ st♦❝❤❛st✐❝ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② t❤❛t ❝❛♥ r❡♣r♦✲

❞✉❝❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ s♣✐♥✲1
2 ♣❛rt✐❝❧❡s ♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ψ = 1√

2
(0, 1,−1, 0)

✭t❤❛t ❛r❡ s♣❛❝❡✲❧✐❦❡ s❡♣❛r❛t❡❞✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥② s✉❝❤ t❤❡♦r② ✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ✐♥ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤

q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬❈✐r❪✱ ❬▲❛♥✶❪✮ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈✐♦❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❇❡❧❧✲✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r

√
2 ✭❧✐❦❡ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✺✮✮✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❛♥② ✹✲t✉♣❧❡

♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs A1, A2, A3, A4 ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Ai = 2Pi − 1 ✇✐t❤ Pi ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ s✉❝❤ t❤❛t
[P1, P3] = [P2, P4] = 0 ❛♥❞ [P1, P2] 6= 0 ❛♥❞ [P3, P4] 6= 0✱ ✐t ❤♦❧❞s ❢♦r ❡✈❡r② st❛t❡ ψ t❤❛t

|Eψ(A1A3) − Eψ(A1A4)| + |Eψ(A2A3) + Eψ(A2A4)| ≤ 2
√

2. ✭✶✶✹✮

❚❤✉s q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐ts❡❧❢ s❛t✐s✜❡s ❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✸ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✻ ❛r❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ t❤❡♦r❡♠s ♦❢ ✈♦♥ ◆❡✉✲
♠❛♥♥ ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥ ✫ ❙♣❡❝❦❡r ♣r♦✈❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛t ❛♥ ❛❜str❛❝t ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧ r❡✲
❛❧✐st t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t❤❛t ✐s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ◆♦
✇♦♥❞❡r ❙❤✐♠♦♥② ❝♦✐♥❡❞ t❤❡ t❡r♠ ✏❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❛♣❤②s✐❝s✑ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ r❡❧❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r❡s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❋r❡❡❞♠❛♥ ❛♥❞ ❈❧❛✉s❡r✹✵ ❬❋❈❪✱ ❜✉t
♦❢t❡♥ t❤❡ ♦♥❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❆s♣❡❝t ❬❆❉❘❪ ❛r❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ♦♥❡s ✭✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝s✮✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥s❡♥s✉s t❤❛t t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❡①❝❧✉❞❡s t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧♦❝❛❧ r❡❛❧✐s♠✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜❥❡❝t✐♦♥s ❛❣❛✐♥st t❤✐s ❝❧❛✐♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜❡✲
s✐❞❡s ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐t②✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✻✮ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧t ♦❢ A1 ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞

✹✵■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❡st❡❞ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② t❤❛t ✐s ❞✉❡ t♦ ❈❧❛✉s❡r✱ ❍♦r♥❡✱ ❙❤✐♠♦♥②
❛♥❞ ❍♦❧t ✭❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❈❍❙❍ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✮ ❬❈❍❙❍❪✳



■♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② Pr♦♦❢s ❢♦r ❍✐❞❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✹✶

♦♥ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s t♦ ✉s❡ ❛ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ A2 ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤✐s
❝❤♦✐❝❡ ♠❛② t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❢r❡❡✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ ♦♥❡ ❞❡♥✐❡s t❤✐s ❢♦r♠ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧✱
❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✼✻✮ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❢r♦♠ t❤✐s
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
✇❛s ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤t ♦❢✳✹✶ ❚❤❡r❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡♠❛♥❞ ❝❡rt❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①ts✱ s✐♥❝❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ✐s ❛❝t✉❛❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ λC(A1) = λC\{A2}(A1) t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛s♦♥ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ✭✼✻✮ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐✳❡✳✱ λC ♥❡❡❞ ♦♥❧② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✉❛❧
♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t t❤❛t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❙♦♠❡ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♠❛❞❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤✐s ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬t❍✶❪ ❛♥❞ ❬❇❏❙❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st s❝✐❡♥t✐sts ✜♥❞ t❤✐s ✈✐❡✇♣♦✐♥t
❵❝♦♥s♣✐r❛t✐♦♥❛❧✬ ❛♥❞ ❞♦♥✬t ✇✐s❤ t♦ ❛❜❛♥❞♦♥ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ r❡❛❧✐s♠✳ ■ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡
❜❛❝❦ t♦ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

❈❡rt❛✐♥ ♦t❤❡r ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥✲
❡q✉❛❧✐t② ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❝r✐t✐❝✐s♠✹✷❀ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❍❇❪✱ ❬❇✉t❪✱ ❬●✐s❪ ❛♥❞ ❬❙❤✐✷❪✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts t❤❛t s❤♦✇ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ◆❛t✉r❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥
❝r✐t✐❝✐③❡❞ ✭❝✳❢✳ ❬❋❘❪✱ ❬●✐❧❪✱ ❬❙❛♥❪✮✳ ❋✉rt❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r✐t✐❝✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❇❡❧❧
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❢r♦♠ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r❡t✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♦♥❡ ♠❛② r❡❢❡r t♦ ❬❑❤r❪✳ ❚❤❡ ❡♥t✐r❡
❝r✐t✐❝✐s♠ ♠❛② ♣❡r❤❛♣s ❜❡st ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳

✏❇❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡t❛♣❤②s✐❝❛❧ st❛t❡♠❡♥t ✏❛ ❧♦❝❛❧ r❡❛❧✐st✐❝ t❤❡♦r② ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✑ ❛♥❞
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✲✉♣ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✉❣❡ ❣❛♣✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❜r✐❞❣❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❛✐❞ ♦❢ ♠❛♥② ❛✉①✐❧✐❛r② ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❆♥② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇r♦♥❣✳
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✐❞❡✱ ✇❡ ❝❛♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡r❡
❛r❡ ✏❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❧♦♦♣❤♦❧❡s✑ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ✐♥ ❆s♣❡❝t✬s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
❢✉rt❤❡r✱ ♠✐❣❤t t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s✉s♣❡❝t t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ✏s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✑ ✇❤✐❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱
s♦ t❤❛t ❆s♣❡❝t✬s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② t❡st ❇❡❧❧✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❬✳ ✳ ✳ ❪✳ ❲❡ ❝❛♥
❛❝❝❡♣t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤❛s ❡♥t❡r❡❞ ✐♥t♦
t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❡❧❧✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ♦r ❞♦✉❜t t❤❛t t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐✲
❝❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♠❡t❛♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✏r❡❛❧✐s♠✑ ❛♥❞ ✏❧♦❝❛❧✐t②✑✳ ❆♥❞ s✉r❡❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♠♦r❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥♥♦t s❡❡ ❢r♦♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ♣r❡s❡♥t✲❞❛② ♣❤②s✐❝❛❧
❝♦♥❝❡♣ts✳✑ ❬❇❉❪

■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ♠✉st ❛❧✇❛②s ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧ ❛❜♦✉t ✇❤❛t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
t❤❡♦r❡♠s✳ ❆s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❝r❡❛t✐✈❡ ✇❛②s t♦ ❡s❝❛♣❡ ♣❧❛✉s✐❜❧❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡r❡❜② r❡♥❞❡r✐♥❣ t❤❡♠ ✐♠♣❧❛✉s✐❜❧❡✳ ❆♥❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐t ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❛r❣✉❡❞
t❤❛t ♥♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r❡♠ ❛t ❛❧❧ ❝❛♥ ❡✈❡r ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ t❤❡ tr✉❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ r❡❛❧✐t②✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✇❡ ❛r❡ st✉❝❦ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♣r❡s❡♥t✲❞❛② ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡
♦♥❧② ✇❛② t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② ✐s t♦ ❛❝❝❡♣t ❡✐t❤❡r ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐t②
♦r ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✭t❤❡r❡❜② ❞❡♥②✐♥❣ ❢r❡❡ ✇✐❧❧✮✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡
❢♦r ♠❡ ✭❛s ❢♦r ♠♦st ♣❡♦♣❧❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♣t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t♦ ❛❝❝❡♣t t❤❡ str❛♥❣❡♥❡ss
♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❛♥❞ tr② t♦ ♠❛❦❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ♦r t♦ ✜♥❞ ❛
❜❡tt❡r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ✐t ✇✐❧❧ t✉r♥ ♦✉t t❤❛t ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥ ✇❤❛t ✐s

✹✶❙❡❡ ❛❧s♦ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❥✉st ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✺✳
✹✷❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② tr❛♥s❧❛t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ■t ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦

✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡② st✐❧❧ ❛♣♣❧② ❤❡r❡ ♦r ✐❢ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❧❡❛❞s t♦ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜❥❡❝t✐♦♥s✳



✹✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✇❤❛t ✐s t♦ ❜❡ ❞❡♠❛♥❞❡❞ ❢r♦♠ ✐t✳ ■ ✇✐❧❧ ❛r❣✉❡ t❤❛t
✐❢ ♦♥❡ ✇✐s❤❡s t♦ ♠❛❦❡ ❛s ❢❡✇ ♠❡t❛♣❤②s✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛ ✈✐❡✇ ♠✉st ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞
t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ♥♦t ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✹✸

✸ ❚❤❡ ❆❧❧❡❣❡❞ ◆✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r

❚❤❡♦r❡♠

❲❤❛t ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♣r♦♦❢s ✐s ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♠❛❣✐✲

♥❛t✐♦♥✳

✕ ❏✳ ❙✳ ❇❡❧❧

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■t ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥ ❛♥② ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ s✉❜❥❡❝t t❤❛t t❤❡
str♦♥❣❡r ❛ st❛t❡♠❡♥t✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝r❡❛t✐✈❡ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ♦♣♣♦s❡ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦
❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ■♥ ✶✾✾✾ ▼❡②❡r ❬▼❡②❪ ✉♥❧❡❛s❤❡❞ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ❛❧❧❡❣❡❞ ❵♥✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥✬ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠✱ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛
st❛❧❡♠❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❆♣♣❧❡❜② ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡ ❬❆♣♣✹❪ ❛♥❞ ❇❛rr❡tt ❛♥❞ ❑❡♥t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❬❇❑❪✳ ❚❤❡
❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss❡ss ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡
❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❵♥✉❧❧✐✜❡❞✬✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❬❇❑❪ ❛❧r❡❛❞② ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ t❤✐s ♦✈❡r✈✐❡✇ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ♣r❡❥✉❞✐❝❡❞✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐t s❡❡♠s ✇♦rt❤✇❤✐❧❡ t♦ ♣r❡s❡♥t
t❤❡ st♦r② ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❛♥ ♦✉ts✐❞❡r✳

✸✳✷ ❚❤❡ ◆✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥

❚❤❡ ❧♦♦♣❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ t❤❛t ▼❡②❡r ❢♦✉♥❞ ❧✐❡s ♥❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✱ ♥♦r ✐♥ t❤❡ s♦♠❡✇❤❛t ❛❜str❛❝t ❋❯◆❈ r✉❧❡✱ ❜✉t ✐♥ ✐ts ✉s❡ ♦❢ t❤❡
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣♦st✉❧❛t❡✳ ❆❧❧ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s❡t
♦❢ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❛❧❧ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡
❋❯◆❈ r✉❧❡ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❆ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t❤❡♥ ❛r✐s❡s ✐❢ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s
t❤❛t t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛❝t✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ❞✉❜✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡✈❡rs❛❧
♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣♦st✉❧❛t❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❛t ❛❧❧ ✇❤② ❡✈❡r② s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t
♦♣❡r❛t♦r ✭♦r ❛♥② s♣❡❝✐✜❝ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r✮ s❤♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✷ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✭s❡❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✮✳

❇✉t ✐s ✐t r❡❛❧❧② ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t♦rs t♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s❄ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
❛r❡ ❛❧❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ sq✉❛r❡❞ s♣✐♥s ❛❧♦♥❣ s♦♠❡ ❛①✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡❄
▼❡②❡r t❤✐♥❦s t❤❡② ❛r❡ ♥♦t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❤✐♠✱ ✏♥♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞
t♦ ♠❡❛s✉r❡ s♣✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①❡s s♣❡❝✐✜❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✑
❬▼❡②❪✳ ■ t❡♥❞ t♦ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤✐s✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ǫ✱ t❤❡ sq✉❛r❡❞ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ s♦♠❡ ❛①✐s r ♠❛②
✇❡❧❧ ❜❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ sq✉❛r❡❞ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r + ǫ ❛①✐s✳ ❚❤❡♥ ▼❡②❡r ❝♦♥t✐♥✉❡s
t♦ ❛r❣✉❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ ❵♥✉❧❧✐❢②✬ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ s❡t
♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❯◆❈ r✉❧❡✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
sq✉❛r❡❞ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ ❛♥② ❛①✐s ✐s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ t❤✐s s❡t✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ s♦♠❡ ❛①✐s r ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦♥
t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡ S2 ✐♥ R3 ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛①✐s ✐♥t❡rs❡❝ts ✇✐t❤ t❤✐s s♣❤❡r❡✳✹✸ ❚❤❡ ♠♦st ♥❛t✉r❛❧ s✉❜s❡t
♦❢ S2 t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ S2✱ ✐s S2 ∩ Q3✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ s❡t
♦❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ S2 ✇❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛①❡s ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ Q3✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛①✐s
t❤r♦✉❣❤ (1, 1, 0) ❡♥t❡rs t❤❡ s♣❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ±1/

√
2(1, 1, 0) /∈ S2 ∩Q3✳ ■t ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ tr✉❡

✹✸■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛①✐s t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡✳ ❙✉❝❤ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳



✹✹ ❚❤❡ ❆❧❧❡❣❡❞ ◆✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠

t❤❛t S2∩Q3 ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❞❡♥s❡ ✐♥ S2✳ ■t ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭✐✳❡✳ Sn∩Qn+1

✐s ❞❡♥s❡ ✐♥ Sn✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❙❝❤❪✮✳
❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ▼❡②❡r✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♣r♦✈❡♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❚❤❡ s❡t ObsFP ♦❢ ❛❧❧ sq✉❛r❡❞ s♣✐♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛❧♦♥❣ ❛①❡s t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡

s❡t S2∩Q3 ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❯◆❈ r✉❧❡✳ ▼♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱

t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠❛♣ f : S2 ∩ Q3 → {0, 1} s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ x, x′, x′′ ∈ S2 ∩ Q3 ♦♥❡ ❤❛s

f(x) = f(−x); ✭✶✶✺❛✮

✐❢ x⊥x′, t❤❡♥ f(x) + f(x′) ≥ 1; ✭✶✶✺❜✮

✐❢ x⊥x′⊥x′′⊥x, t❤❡♥ f(x) + f(x′) + f(x′′) = 2. ✭✶✶✺❝✮

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ■ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❍❛✈❧✐❝❡❦✱ ❑r❡♥♥✱ ❙✉♠♠❤❛♠♠❡r
❛♥❞ ❙✈♦③✐❧ ✐♥ ❬❍❑❙❙❪✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❬❍❑❙❙❪✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳ ❆♥ ❛①✐s ✐♥t❡rs❡❝ts S2 ∩ Q3 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ tr✐♣❧❡s ♦❢

✐♥t❡❣❡rs t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ P②t❤❛❣♦r❡❛♥ ♣r♦♣❡rt②❀

Z3
Pyth := {(x, y, z) ∈ Z3\{0} ; x2 + y2 + z2 = n2, n ∈ N}. ✭✶✶✻✮

Pr♦♦❢✿

❋♦r t❤❡ ❵♦♥❧② ✐❢✬✱ s✉♣♣♦s❡
(
n1
m1
, n2
m2
, n3
m3

)
∈ S2 ∩ Q3✳ ▲❡t n ∈ N ❜❡ t❤❡ ❧❡❛st ❝♦♠♠♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡

✭❧❝♠✮ ♦❢ m1,m2,m3✳ ❚❤❡♥ n ·
(
n1
m1
, n2
m2
, n3
m3

)
∈ Z3 ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛①✐s ❛s

(
n1
m1
, n2
m2
, n3
m3

)
❛♥❞

(
n
n1

m1

)2

+

(
n
n2

m2

)2

+

(
n
n3

m3

)2

= n2

((
n1

m1

)2

+

(
n2

m2

)2

+

(
n3

m3

)2
)

= n2 ✭✶✶✼✮

❋♦r t❤❡ ❵✐❢✬✱ s✉♣♣♦s❡ (x, y, z) ∈ Z3
Pyth✳ ❚❤❡♥ 1

n(x, y, z) ∈ S2 ∩ Q3✱ ❛♥❞ ✐t ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡
❛①✐s ❛s (x, y, z)✳ �

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✿

❋♦r ❛♥② ♣♦✐♥t (x, y, z) ∈ Z3
Pyth✱ ❧❡t (x′, y′, z′) =

(
x

gcd(x,y,z) ,
y

gcd(x,y,z) ,
z

gcd(x,y,z)

)
✇❤❡r❡ ❣❝❞

st❛♥❞s ❢♦r ❣r❡❛t❡st ❝♦♠♠♦♥ ❞✐✈✐s♦r✳ ❚❤✐s ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ Z3
Pyth✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ♣r❡❝✐s❡❧②

♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs x′, y′ ♦r z′ ♠✉st ❜❡ ♦❞❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t n2 = x′2+y′2+z′2✳
■❢ n ✐s ❡✈❡♥✱ t❤❡♥ n2 = 0[mod4]✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♥♦t ❛❧❧ x′, y′ ❛♥❞ z′ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❡♥ ✭s✐♥❝❡ t❤❡♥ t❤❡✐r
❣r❡❛t❡st ❝♦♠♠♦♥ ❞✐✈✐s♦r ✇♦✉❧❞ ❡q✉❛❧ ✶✮✱ ♣r❡❝✐s❡❧② t✇♦ ♠✉st ❜❡ ♦❞❞✳ ❙✉♣♣♦s❡ y′ ❛♥❞ z′ ❛r❡
♦❞❞✳ ❙✐♥❝❡ y′2 − 1 = (y′ − 1)(y′ + 1) ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡rs✱ y′2 = 1[mod4]✱ ❛♥❞
s✐♠✐❧❛r❧② z′2 = 1[mod4]✳ ❇✉t t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

2 = n2 − x′2 − (y′2 − 1) − (z′2 − 1) = 0[mod4], ✭✶✶✽✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ n ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡✈❡♥✳ ■❢ n ✐s ♦❞❞✱ t❤❡♥ ❡✐t❤❡r x′, y′, z′ ❛r❡ ❛❧❧
♦❞❞✱ ♦r ♣r❡❝✐s❡❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ♦❞❞✳ ■❢ t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ ♦❞❞✱ t❤❡♥ x′2 + y′2 + z′2 = 3[mod4]✱ ✇❤✐❝❤
❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ n2 = 1[mod4]✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣r❡❝✐s❡❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ x′, y′, z′ ♠✉st ❜❡
♦❞❞✳



❚❤❡ ◆✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✹✺

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

f : S2 ∩ Q3 → {0, 1}, f

(
n1

m1
,
n2

m2
,
n3

m3

)
:=

{
0, lcm(m1,m2,m3)

gcd(n1,n2,n3)
n3
m3

✐s ♦❞❞;

1, lcm(m1,m2,m3)
gcd(n1,n2,n3)

n3
m3

✐s ❡✈❡♥.
✭✶✶✾✮

❚♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s ✭✶✶✺✮✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣

S :

(
n1

m1
,
n2

m2
,
n3

m3

)
7→ lcm(m1,m2,m3)

gcd(n1, n2, n3)

(
n1

m1
,
n2

m2
,
n3

m3

)
✭✶✷✵✮

t❛❦❡s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ S2∩Q3 t♦ ❡❧❡♠❡♥ts (x, y, z) ∈ Z3
Pyth✱ ✇✐t❤ gcd(x, y, z) = 1✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✶✺❛✮

✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ f ✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✶✺❜✮ ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ ✭✶✶✺❝✮✱ s✐♥❝❡
✐❢ x, x′ ∈ S2 ∩ Q3 ✇✐t❤ x⊥x′✱ t❤❡♥ x × x′ ∈ S2 ∩ Q3✱ ✇❤❡r❡ × ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①t❡r✐♦r ♣r♦❞✉❝t✳
❙♦ t❤❡ ♦♥❧② t❤✐♥❣ ❧❡❢t t♦ s❤♦✇ ✐s ✭✶✶✺❝✮✳

❙✉♣♣♦s❡ x, x′, x′′ ✐s ❛ tr✐♣❧❡ ♦❢ ♠✉t✉❛❧❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✈❡❝t♦rs ✐♥ S2 ∩Q3✳ ■❢ f(x) = 0✱ ✐t ♠✉st
❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t f(x′) = f(x′′) = 1✳ ❋♦r t❤✐s✱ s❡t

x =

(
n1

m1
,
n2

m2
,
n3

m3

)
, x′ =

(
n′1
m′

1

,
n′2
m′

2

,
n′3
m′

3

)
, x′′ =

(
n′′1
m′′

1

,
n′′2
m′′

2

,
n′′3
m′′

3

)
, ✭✶✷✶✮

❛♥❞
S(x) = (x1, x2, x3), S(x′) = (x′1, x

′
2, x

′
3), S(x′′) = (x′′1, x

′′
2, x

′′
3). ✭✶✷✷✮

■❢ f(x) = 0✱ t❤❡♥ x3 ✐s ♦❞❞ ❛♥❞ x1 ❛♥❞ x2 ❛r❡ ❜♦t❤ ❡✈❡♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ x1x
′
1 + x2x

′
2 +

x3x
′
3 = 0✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

x′3 = −x1x
′
1 + y1y

′
1

x3
✭✶✷✸✮

♠✉st ❜❡ ❡✈❡♥ t♦♦✱ ❛♥❞ s♦ f(x′) = 1✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ f(x′′) = 1✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐t ♠✉st ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐❢ f(x) = f(x′) = 1✱ t❤❡♥ f(x′′) = 0✳ ◆♦t❡ t❤❛t

f(x′′) =

{
0, x′′3 ✐s ♦❞❞;

1, x′′3 ✐s ❡✈❡♥.
✭✶✷✹✮

❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ f(x) = f(x′) = 1✱ x3 ❛♥❞ x′3 ❛r❡ ❡✈❡♥ ❛♥❞ x1, x2, x
′
1 ❛♥❞x′2 ❛r❡ ♦❞❞✳ ❙✉♣♣♦s❡

♥♦✇ t❤❛t x′′3 ✐s ❡✈❡♥✳ ■❢ x′′1 ✐s ❡✈❡♥✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t x′′2 = −1
x2

(x1x
′′
1 + x3x

′′
3) ✐s ❛❧s♦ ❡✈❡♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱

✐❢ x′′2 ✐s ❡✈❡♥✱ x′′1 ♠✉st ❜❡ ❡✈❡♥✳ ❚❤✉s ✐❢ x′′3 ✐s ❡✈❡♥✱ x′′1, x
′′
2, x

′′
3 ♠✉st ❛❧❧ ❜❡ ❡✈❡♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛

❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ x′′3 ♠✉st ❜❡ ♦❞❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ f(x′′) = 0✳
❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ �

▼❡②❡r s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛♥② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ sq✉❛r❡❞ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ s♦♠❡ ❛①✐s r ❡✈❡♥t✉❛❧❧②
r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ s♦♠❡ ❛①✐s r′✱ ❝❧♦s❡ t♦ r✱ t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝ts
✇✐t❤ S2 ∩Q3✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r′ ♦❝❝✉rs ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡s
t❤❡ sq✉❛r❡❞ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤r❡❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛①❡s x, y, z✱ ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ s♦♠❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
❛①❡s x′, y′, z′ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✱ ✇❤❡r❡ x′, y′, z′ ✐♥t❡rs❡❝t ✇✐t❤ S2 ∩ Q3 ❛♥❞ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛①❡s
x, y, z✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✭✶✶✺❝✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
♠❛❞❡ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❚❤✐s ✐s ▼❡②❡r✬s ❛❧❧❡❣❡❞ ❵♥✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥✬ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r
❚❤❡♦r❡♠✳



✹✻ ❚❤❡ ❆❧❧❡❣❡❞ ◆✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❧② r❛t✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✐s
♥♦t t❤❛t r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r ❞❡♥s❡✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦❧♦r❛❜❧❡
s✉❜s❡t ♦❢ S2✳ ◆♦t ♠✉❝❤ ❧❛t❡r✱ ❑❡♥t ❬❑❡♥❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❞❡♥s❡ ❝♦❧♦r❛❜❧❡ s❡ts ♥♦t ♦♥❧② ❡①✐st
✐♥ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ ❜✉t ✐♥ ❢❛❝t ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✳ ❍❡ ❛❧s♦
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t❤❡ s❝❤❡♠❡ t♦ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦r ✈❛❧✉❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s
❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ▼❑✲♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ❜❡✐♥❣
t♦ s✐♠♣❧② ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❡①✐st❀ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦❝✉s❡❞
♦♥ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳

✸✳✸ ❋✐rst ❈r✐t✐❝s

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❝r✐t✐❝✐③❡ ▼❡②❡r✬s ♣❛♣❡r ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧✳ ❆♣♣❛r❡♥t❧②✱ ♥❡✇ ❤♦♣❡ ❢♦r
❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ♥♦t ✇❛r♠❧② ✇❡❧❝♦♠❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♠❡ ❛s ❛ ❜✐t ♦❢ ❛ s✉r♣r✐s❡ t♦ ♠❡✱ s✐♥❝❡ ♠❛♥②
♦❢ t❤❡s❡ ❝r✐t✐❝s ❞♦ ❛❣r❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■t
s❡❡♠s ❛s t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ♣❡♦♣❧❡ ❛r❡ ❛❢r❛✐❞ t❤❛t s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛❝t✉❛❧❧② ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
s♦❧✉t✐♦♥✳ ■ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❞✐s❝✉ss ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛rt✐❝❧❡s✱ ❤♦♣✐♥❣ ♥♦t t♦ ❧❡❛✈❡ ♦✉t t♦♦ ♠❛♥②
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♠♠❡♥ts✳

❚❤❡ ❝❧❛✐♠ ♦❢ ▼❡②❡r t❤❛t t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♥✉❧❧✐✜❡❞ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
q✉❡st✐♦♥ ✇❤❛t ✐t ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❛t t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ st❛t❡s✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ♥♦t✐♦♥ ✐s
t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s t❤❛t ✭❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ t✐♠❡✮ ♥♦t ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❞❡✜♥✐t❡
✈❛❧✉❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t♦ ❛rr✐✈❡
❛t t❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦❜❡② ♥❛t✉r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ❚❤❡ ✇❛② t❤✐s ✐s
♣r♦✈❡❞✱ ✐s ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛♥❞ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛♥② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ✈❛❧✉❡s
t♦ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s❀ s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳

✸✳✸✳✶ ◆♦♥✲▲✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❑✲▼♦❞❡❧s

❈❛❜❡❧❧♦✬s ✜rst ❝♦♠♠❡♥t ❬❈❛❜✶❪ ✐s q✉✐t❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ❜✉t s❡❡♠s t♦ r❡❧② ♦♥ ❛ ♠✐s✐♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❑✲♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❤✐s ✈✐❡✇✱ ❡❛❝❤ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r ♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r
❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ t❤❡♥ st❛t❡s t❤❛t ✐t
✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✏t♦ ❝♦♥❝❡✐✈❡ ❛ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛r❡ ♣r❡✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞✑✳

❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❈❛❜❡❧❧♦ ✐s r✐❣❤t✳ ❇✉t ❝❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ✶✲t♦✲✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛♥❞ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs
✐s ♥♦t ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ♦♥❡✳ ❈❛❜❡❧❧♦ ♦♥❧② ❢♦❝✉s❡s ❜r✐❡✢② ♦♥ t❤✐s ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ ❜✉t ❛rr✐✈❡s ❛t t❤❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✇❤❛t ✐s ♠❡❛♥t ✐♥ t❤❡ ▼❑✲♠♦❞❡❧s s✐♥❝❡ ✏t❤✐s ❧♦♦♣❤♦❧❡ ✇♦✉❧❞
❤❛✈❡ ✈❡r② ✇❡✐r❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳✑ ❋♦r ♦♥❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ♥♦
❧♦♥❣❡r ✈❛❧✐❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✭✐♥ t❤❡ ▼❡②❡r ♠♦❞❡❧✮ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs σ2

x ❛♥❞
σ2
y ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❇✉t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r σ2

x+y ❞♦❡s♥✬t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ x + y✲❛①✐s ✐♥t❡rs❡❝ts
S2 ✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ± 1√

2
(1, 1, 0) /∈ S2 ∩ Q3✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✹✹✱ ❛❧t❤♦✉❣❤

❛ ♥♦t✐❝❛❜❧❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r②✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❛ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s

✹✹❯s✉❛❧❧② t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ♦♥❧② ♣♦st✉❧❛t❡❞ ❢♦r st❛t❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ 1−σ2

r ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣✉r❡✮ st❛t❡s ❛♥❞ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♠❛② t❤❡r❡❢♦r❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡
s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳



❋✐rst ❈r✐t✐❝s ✹✼

t❤❡♦r② ✭❛s ✐s ❛❧s♦ ♥♦t❡❞ ✐♥ ❬❇❑❪✮✳ ❖♥❡ ♠❛② ❡✈❡♥ ❛r❣✉❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛ r❛t❤❡r ✈❛❣✉❡ ❛s♣❡❝t ♦❢
q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛❧t♦❣❡t❤❡r✳

✸✳✸✳✷ ❈♦♥t❡①t✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❑✲▼♦❞❡❧s

❆❧s♦ ▼❡r♠✐♥ ❬▼❡r✷❪ r❡❝♦❣♥✐③❡s t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠
✐s ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❣♦✐♥❣✳ ❚♦ r❡❧❛t❡ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ t♦ ✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❤❡ r❡st❛t❡s ✐t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳✹✺

❙✉♣♣♦s❡ ΩKS = {A1, . . . ,An} ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ✉♥❝♦❧♦r❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✭❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ s♣❡❝tr✉♠✮ ❛♥❞ ❧❡t CKS ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ s✉❜s❡ts ♦❢ ΩKS ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♠✉t✉❛❧❧② ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡t {Ai1 , . . . ,Aik} ∈ CKS
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s Ai1 , . . . ,Aik ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r②✳
❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ✐s ❛❣❛✐♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

Λ = {λ : ΩKS → R ; λ(Ai) ∈ σ(Ai), i = 1, . . . , n}. ✭✶✷✺✮

▼❡r♠✐♥ t❤❡♥ ❛r❣✉❡s t❤❛t t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛✲
s✉r❡ P ♦♥ t❤✐s s♣❛❝❡✹✻ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❜s❡t CKS ♦❢ ♠✉t✉❛❧❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡
❛ss✐❣♥♠❡♥t λ s✉❝❤ t❤❛t P(λ) > 0 ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t λ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❡t CKS ❣✐✈❡s ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥
t❤❛t ✐s ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ t❤❡ s✉♣♣♦s❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ■♥
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✿ t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ✜♥✐t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ sq✉❛r❡❞
s♣✐♥ ✐♥ t❤r❡❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t ✜♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ✭✶✱✶✱✵✮✱ ✭✶✱✵✱✶✮ ♦r ✭✵✱✶✱✶✮
✭❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮✳

❈❡rt❛✐♥❧②✱ t❤✐s ✐s ❛ ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ r❡st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠✱ ❜✉t ❛❧r❡❛❞② ✐ts
♦♣❡♥✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝✐s♠ ♦❢ ▼❡②❡r ❛♥❞ ❑❡♥t✱ ✇❤♦ ✇♦✉❧❞ ❞❡♥② ΩKS

t♦ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡ts ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ ✭✐♥
s♦♠❡ s❡♥s❡✮ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ s❡t ΩKS ✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ✇❤❡r❡ ▼❡r♠✐♥ s❡❡❦s ❛ ❧♦♦♣❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡
❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ▼❡②❡r ❛♥❞ ❑❡♥t✳ ■♥ ❤✐s ♦✇♥ ✇♦r❞s✿

✏✳ ✳ ✳ t❤❡ ❑❙ t❤❡♦r❡♠ ✐s ♥♦t ♥✉❧❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡t✉♣s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♦✉t✲
❝♦♠❡s ♦❢ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✈❛r② ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ✉♥❞❡r s❧✐❣❤t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣❛r❛t✉s✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥
❜❡ st❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ❝❡rt❛✐♥ ♦✉t❝♦♠❡s ♥❡✈❡r ♦❝❝✉r✱ ♦r ♦❝❝✉r ❛ ❞❡✜♥✐t❡
♥♦♥③❡r♦ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ✐❞❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳✑ ❬▼❡r✷✱
♣✳ ✸❪

❍❡r❡ ▼❡r♠✐♥ ❤❛s s♠✉❣❣❧❡❞ ✐♥ ❛ ♥❡✇ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✇❛s ♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❑♦❝❤❡♥✲
❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧t ❞❡♣❡♥❞s
❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ❛♥②t❤✐♥❣✱ ▼❡r♠✐♥ ❤❛s ♦♥❧② s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❣✐✈❡♥
❤✐s ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥ ❡♥ ❙♣❡❝❦❡r t❤❡♦r❡♠ ✐s ♥♦t ♥✉❧❧✐✜❡❞ ❜② ▼❡②❡r ❛♥❞ ❑❡♥t✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❧♦♦❦ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❧✐❦❡ t❤✐s✿

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳✶✳ ▲❡t σ2
r ❞❡♥♦t❡ t❤❡ sq✉❛r❡❞ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r✲❛①✐s✱ ✇✐t❤ ‖r‖ = 1✳ ❚❤❡♥

▼❡r♠✐♥✬s ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ P✮✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ r ∈ S2✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ǫ > 0✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ δ > 0 s✉❝❤ t❤❛t

∣∣P[σ2
r = 1] − P[σ2

r′ = 1]
∣∣ < ǫ ✭✶✷✻✮

✹✺❍❡r❡✱ s♦♠❡✇❤❛t ♠♦r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❡r♠s ❛r❡ ✉s❡❞ t❤❛♥ ✐♥ ❬▼❡r✷❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ✈✐❡✇✳
✹✻❋♦r ❛ σ✲❛❧❣❡❜r❛ ♦♥❡ ♠❛② t❛❦❡ t❤❡ ♣♦✇❡r s❡t✳



✹✽ ❚❤❡ ❆❧❧❡❣❡❞ ◆✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠

❢♦r ❛❧❧ r′ ∈ S2 ✇✐t❤ ‖r′ − r‖ < δ✳

❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
✐❢ t❤❡ ▼❡②❡r ❛♥❞ ❑❡♥t ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ s❛t✐s❢② t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤✐s ✐s ❛ ❵s✐❧❧②✬
❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

▼❡r♠✐♥ st❛t❡s t❤❛t ✇✐t❤♦✉t ❤✐s ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ t❤❡♦r② ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ q✉✐t❡ ✉s❡❧❡ss✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✻✮ ✐s ♦❢ ❛ ♣✉r❡❧② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ ❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡
❝♦♥t✐♥✉✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ r ❛♥❞ r′ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❆
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ σ2

r t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ σ2
r′ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦

✇❛② t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ [σ2
r = 1] ♦r [σ2

r′ = 1] ♦❝❝✉r✳ ❈❡rt❛✐♥❧②✱ ♣r❛❣♠❛t✐❝❛❧❧②
s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❛♥② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r ✐t t♦ ❜❡ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ s❝✐❡♥t✐✜❝ t❤❡♦r✐❡s✳ ❇✉t ✐t ✐s ❛
♠❡t❛♣❤②s✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✐❢ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❝t✉❛❧❧②
❜❡✐♥❣ tr✉❡ ✭s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ ❢❛❧s✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✮✳

■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤♦s❡ ✐♥ ❛♥
✉♥❝♦❧♦r❛❜❧❡ s❡t ♠✉st st❛t✐st✐❝❛❧❧② r❡s❡♠❜❧❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉♥❝♦❧♦r❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈✲
❛❜❧❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❇✉t ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛❧r❡❛❞② ♣r❡❞✐❝ts ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦❧♦r❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❡♦r② r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤♦s❡ st❛t✐st✐❝s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ▼❑✲♠♦❞❡❧s✳ ■♥
t❤✐s s❡♥s❡ t❤❡ ▼❡②❡r✲❑❡♥t ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✱ s✐♥❝❡ ♥♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥
t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✳✹✼ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❛s t❤❡② ❛r❡✱ ▼❡r♠✐♥ ❝❧❛✐♠s t❤❛t ✐s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐♠♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ▼❡②❡r✲❑❡♥t ♠♦❞❡❧s t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✇✐t❤♦✉t
r❡✲✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐t②✳

❚♦ st❛t❡ ❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r t❤✐s ❝❧❛✐♠✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ ❛♥ ✉♥❝♦❧♦r❛❜❧❡ s❡t ΩKS = {A1, . . . ,An}✳
❋♦r ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ Ai ✐♥ t❤✐s s❡t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A′

i ✐♥ t❤❡ ❝♦❧♦r❛❜❧❡ s❡t t❤❛t ✐s ❡♠✲
♣✐r✐❝❛❧❧② ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ Ai✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ s❡t Ω′

KS = {A′
1, . . . ,A′

n}✳ ▼❡r♠✐♥ ❝♦r✲
r❡❝t❧② ♥♦t✐❝❡s t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤✐s s❡t ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ s❡t
C = {Ai1 , . . . ,Aik} ∈ CKS ✱ t❤❡ s❡t C ′ = {A′

i1 , . . . ,A′
ik
} ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♠✉t✉❛❧❧② ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤✐s ✇❡r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥② ❝♦❧♦r✐♥❣ ♦❢ C ′

✇♦✉❧❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ②✐❡❧❞ ❛ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♦❢ C✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✏❬❚❤✐s❪ ❞❡✜❝✐❡♥❝② ♠❛❦❡s t❤❡ ▼❑ s❡t ❬Ω′
KS ❪ ✉s❡❧❡ss ❢♦r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ♣r❡❛ss✐❣♥❡❞ ♥♦♥✲

❝♦♥t❡①t✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛❣r❡❡✐♥❣ ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❢♦r t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❡✈❡r② ♦♥❡
♦❢ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② ✐♠♣❡r❢❡❝t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛ ♠✉t✉❛❧❧②
❝♦♠♠✉t✐♥❣ s✉❜s❡t ❬s♦♠❡ C ∈ CKS ❪ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❑❙ ✉♥❝♦❧♦r❛❜❧❡
s❡t ❬ΩKS ❪✳✑ ❬▼❡r✷✱ ♣✳ ✷❪

■t s❡❡♠s ❛ str❛♥❣❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ♦♥❡ ✐♥t❡♥❞s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ Ai✱ ✐♥
❢❛❝t t❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A′

i ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦✉♥t❛❜❧② ♠❛♥② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s A′

i t❤❛t ♠❛② ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐❢ ♦♥❡ ✐♥t❡♥❞s t♦

✹✼❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ❞✐✈❡rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♥t❡①t✉❛❧ ❤✐❞❞❡♥
✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❛✐♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠✮ t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐❢ s✉❝❤ ❛ ❤✐❞❞❡♥
✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❡♦r② ❝❛♥ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭❛❜♦✉t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠
♣❡r s❡ ✐s s✐❧❡♥t✮✳



❚❤❡ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ ▼❑❈✲▼♦❞❡❧s ✹✾

♠❡❛s✉r❡ Ai✳ ❚❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ▼❡r♠✐♥ ♠❛❦❡s ✐s t❤❛t t❤❡ ▼❡②❡r✲❑❡♥t ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡
t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r ♦♥❡ ❛tt❡♠♣ts t♦ ♠❡❛s✉r❡ Ai✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ✐s
❛❧✇❛②s t❤❡ s❛♠❡ A′

i✳ ❇✉t ✐t ✐s ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ A′
i t❤❛t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞

✇✐❧❧ ✢✉❝t✉❛t❡ ✐♥ t✐♠❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✐s s❡t ✉♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❣❛✐♥st t❤✐s ❧✐♥❡ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ▼❡r♠✐♥ ❜r✐♥❣s ❢♦rt❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐♦♥✿

✏■❢ ♦♥❡ tr✐❡s t♦ ❜r✐❞❣❡ t❤✐s ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ s✐♥❣❧❡
♥❡❛r❜② ▼❑ ❝♦❧♦r❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ✉♥❝♦❧✲
♦r❛❜❧❡ s❡t✱ ♦♥❡ s❛❝r✐✜❝❡s t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥t❡①t✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✳✑ ❬▼❡r✷✱
♣✳ ✷❪

❋r♦♠ ❛ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ tr✉❡✳ ■❢ A ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❝♦♥t❡①ts C1 ❛♥❞ C2✱ ✐♥ t❤❡ ▼❑✲♠♦❞❡❧ ✐t ♠❛② ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
A′

1 ∈ C ′
1 ❛♥❞ A′

2 ∈ C ′
2✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✇✐s❤❡s t♦ ♠❡❛s✉r❡ A✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ▼❑✲♠♦❞❡❧✱ A′
1 ❛♥❞ A′

2 ❛r❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s
♥♦ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✱ ♦r ❡✈❡♥ ✈❛❧✉❡s ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ◆♦t
❡✈❡♥ ❛♥ ❛♣♣❡❛❧ t♦ ▼❡r♠✐♥✬s ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤❡❧♣s ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❢♦r t❤❡ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡♠❡♥t
✐s t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❢♦r t❤❡s❡ t✇♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s r❡s❡♠❜❧❡ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳

✸✳✹ ❚❤❡ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ ▼❑❈✲▼♦❞❡❧s

❆s ♥♦t❡❞✱ t❤❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♦❢ ▼❡r♠✐♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ q✉❛♥✲
t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ▼❑✲♠♦❞❡❧✳ ❈❧✐❢t♦♥ ❛♥❞ ❑❡♥t ❬❈❑✶❪ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ t❤✐s
s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ♥♦♥✲❝♦♥t❡①t✉❛❧ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② t❤❛t ✐s s✉♣♣♦s❡❞
t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ r✐❣❤t st❛t✐st✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s
▼❑❈✲♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❈❧✐❢t♦♥ ❛♥❞ ❑❡♥t ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ s✉❜s❡t PCK(H) ⊂ P(H) t❤❛t ✐s ❝♦❧♦r❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❞❡♥s❡ ✐♥ P(H)✱ ✇❤❡r❡ H ✐s ❛ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍✐❧❜❡rt
s♣❛❝❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ P ∈ P(H) ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ǫ > 0✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ P ′ ∈ PCK(H) s✉❝❤ t❤❛t
‖P − P ′‖ < ǫ✱ ✇❤❡r❡ ‖.‖ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♥♦r♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t t❤❡ s❡t
♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✹✽ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② PCK(H) ✐s ❞❡♥s❡ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ {P1, . . . , Pn} ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❛♥❞ ❡❛❝❤ ǫ > 0✱ t❤❡r❡ ✐s ❛
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② {P ′

1, . . . , P
′
n} ⊂ PCK(H) s✉❝❤ t❤❛t ‖Pi−P ′

i‖ < ǫ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , n✳
❚❤✐s ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r A✱ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡

▼❑❈✲♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ A✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ H ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱ ❡❛❝❤ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r A ❤❛s ❛ s♣❡❝tr❛❧
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

A =
∑

a∈σ(A)

aPa, ✭✶✷✼✮

✇❤❡r❡ #σ(A) ≤ n ❛♥❞ (Pa)a∈σ(A) ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t
s✉♠ ✉♣ t♦ t❤❡ ✉♥✐t ♦♣❡r❛t♦r 1✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ǫ > 0✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦rs P ′

a ∈ PCK(H)✱ a ∈ σ(A) s✉❝❤ t❤❛t ‖Pa − P ′
a‖ < ǫ/n sup{|a| ; a ∈ σ(A)}✳ ❚❤❡

✹✽❆ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (Pi) ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs s✉❝❤ t❤❛t∑
i Pi = 1✳



✺✵ ❚❤❡ ❆❧❧❡❣❡❞ ◆✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠

♦♣❡r❛t♦r✹✾ A′ :=
∑

a∈σ(A) aP
′
a ♠❛② t❤❡♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✺✵ ✐♥ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞

✐t s❛t✐s✜❡s ‖A′ −A‖ < ǫ✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t t❤❡ s❡t PCK(H) ✐s ❝♦❧♦r❛❜❧❡❀

✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✐t ❛❧s♦ ♥❡❡❞s t♦ ❛❧❧♦✇ s✉✣❝✐❡♥t❧②
♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦r✐♥❣s✳ ❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s✱ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

❋♦r ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s 〈ei〉ni=1✱ ❧❡t

P1 (〈ei〉) = {Pe1 , . . . , Pen} ✭✶✷✽✮

❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ❧❡t P (〈ei〉) ❜❡ t❤❡
s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s t❤❛t ♣r♦❥❡❝t ♦♥ s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ H s♣❛♥♥❡❞ ❜② s♦♠❡ s✉❜s❡t ♦❢ {e1, . . . , en}
✭✐✳❡✳ P (〈ei〉) ✐s t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❛❧❣❡❜r❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② P1 (〈ei〉)✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t #P1 (〈ei〉) = n ❛♥❞
#P (〈ei〉) = 2n✳ ❆ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ P (〈ei〉) ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡
✈❛❧✉❡ ✶ t♦ ♣r❡❝✐s❡❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ Pei ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ✐t ❛❧✇❛②s ❡①✐sts✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❚✇♦ ✭♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✮ ❜❛s❡s 〈ei〉ni=1 ❛♥❞ 〈e′i〉ni=1 ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t♦t❛❧❧② ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
✐❢ [P, P ′] 6= 0 ❢♦r ❛❧❧ P ∈ P (〈ei〉) ❛♥❞ P ′ ∈ P (〈e′i〉) ✇✐t❤ P, P ′ /∈ {O,1}✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❛❧❧
P ∈ P (〈ei〉) ❛♥❞ P ′ ∈ P (〈e′i〉)✱ P H ⊂ P ′H ✐♠♣❧✐❡s P = O ♦r P ′ = 1✳

❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❈❧✐❢t♦♥ ❛♥❞ ❑❡♥t ❬❈❑✶❪ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ H✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ♦r✲

t❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s❡s {〈e(1)i 〉ni=1, 〈e
(2)
i 〉ni=1, 〈e

(3)
i 〉ni=1, . . .} t❤❛t ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ t♦t❛❧❧② ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ s✉❝❤

t❤❛t

PCK(H) =
∞⋃

m=1

P
(
〈e(m)
i 〉

)
✭✶✷✾✮

✐s ❞❡♥s❡ ✐♥ P(H) ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② PCK(H) ✐s

❞❡♥s❡ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❣✐✈❡♥ ❜② ❈❧✐❢t♦♥ ❛♥❞ ❑❡♥t ✐s ♥♦t ✈❡r② ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ■ ♦♠✐t ✐t✳✺✶

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ st❛t❡s t❤❛t t❤✐s s❡t ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❝♦❧♦r❛❜❧❡✳✺✷

▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳ ❋♦r ❡❛❝❤ f : N → {1, . . . , n}✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ λf : PCK(H) → {0, 1} ❣✐✈❡♥ ❜②

λf (P ) =





1, ✐❢ P
e
(m)
f(m)

≤ P ;

0, ♦t❤❡r✇✐s❡
❢♦r P ∈ P

(
〈e(m)
i 〉

)
, m ∈ N ✭✶✸✵✮

✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡s ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ PCK(H)
❛r❡ ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳

Pr♦♦❢✿

❚♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ P ∈ PCK(H) ✭✉♥❡q✉❛❧ t♦ O ❛♥❞

1✮ t❤❡r❡ ✐s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ m s✉❝❤ t❤❛t P ∈ P
(
〈e(m)
i 〉

)
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜❛s❡s ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ t♦t❛❧❧②

✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳

✹✾■❢ sup{|a| ; a ∈ σ(A)} = 0✱ t❤❡♥ A = O ❛♥❞ ♦♥❡ ♠❛② s✐♠♣❧② t❛❦❡ A′ = ǫP ′ ❢♦r ❛♥② P ′ ∈ PCK(H)✳
✺✵❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡✳
✺✶❊s♣❡❝✐❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝♦♥str✉❝t PCK(H) ❡①♣❧✐❝✐t❡❧② ❜✉t r❡❧② ♦♥ ❛♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦♦❢✳
✺✷❚❤❡ s❡t ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs N ✐s ❤❡r❡ t❛❦❡♥ t♦ ❡①❝❧✉❞❡ ✵✱ ✐✳❡✳✱ N = {1, 2, 3, . . .}✳



❚❤❡ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ ▼❑❈✲▼♦❞❡❧s ✺✶

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✜♥✐t❡ s✉♠ r✉❧❡✺✸ ❢♦r ❛❧❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs
✐♥ PCK(H)✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♦♥❧② s❤♦✇ t❤❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ s✉♠ r✉❧❡ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ s❤♦✇ t❤❛t λf ✐s ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬❋❚❪✮✳ ◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ {P1, . . . , Pk} ✐s ❛ s✉❜s❡t
♦❢ PCK(H)\{O,1} s✉❝❤ t❤❛t

∑k
i=1 Pi = 1✳ ❚❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❝♦♠♠✉t❡✳ ❚♦

s❡❡ t❤✐s✱ ❧❡t Pi ❛♥❞ Pj ❜❡ ❛♥② t✇♦ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s s❡t ❛♥❞ ❧❡t Ph =
∑k

l=1
l 6=i,j

Pl✳ ❚❤❡♥

Ph + Pi + Pj = 1 = 1
2 = (Ph + Pi + Pj)

2

= P 2
h + P 2

i + P 2
j + Ph(Pi + Pj) + (Pi + Pj)Ph + PiPj + PjPi

= Ph + Pi + Pj + Ph(Pi + Pj) + (Pi + Pj)Ph + PiPj + PjPi.

✭✶✸✶✮

❙✉❜tr❛❝t✐♥❣ Ph + Pi + Pj ❢r♦♠ ❜♦t❤ s✐❞❡s ❧❡❛❞s t♦

Ph(Pi + Pj) + (Pi + Pj)Ph + PiPj + PjPi = O . ✭✶✸✷✮

❇❡❝❛✉s❡ Pi + Pj = 1−Ph✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ PiPj = −PjPi✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

PiPj = PiPjPj = −PjPiPj = PjPjPi = PjPi. ✭✶✸✸✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ❜❛s❡s ❛r❡ t♦t❛❧❧② ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ m ∈ N s✉❝❤ t❤❛t

{P1, . . . , Pk} ⊂ P
(
〈e(m)
i 〉

)
✳ ❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡ λf r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ P

(
〈e(m)
i 〉

)
✐s ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ✜♥✐t❡ s✉♠ r✉❧❡ ❤♦❧❞s✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t λf ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦♥ PCK(H)✳

❚♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡✱
❧❡t λ ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❜❛s✐s 〈e(m)

i 〉ni=1 ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t
∑n

i=1 Pe(m)
i

= 1✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ s✉♠ r✉❧❡✱ fλ(m) ♠❛② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❡❧❡♠❡♥t k ♦❢

{1, . . . , n} ✇✐t❤ λ
(
P
e
(m)
k

)
= 1✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ s✉♠ r✉❧❡✱ ♦♥❡ ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❛t ✐❢ P ≤ P ′✱

t❤❡♥ λ(P ) ≤ λ(P ′)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✭✶✸✵✮ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ λ = λfλ ✳ �

■♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r②✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣✉r❡ st❛t❡s Λ✱ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧
✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ PCK(H)✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧❡♠♠❛ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t Λ ≃ {1, . . . , n}N✳ ❚❤❡s❡
♣✉r❡ st❛t❡s✱ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛r❡ s✉s♣❡❝t❡❞ ♥♦t t♦ ❜❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡
s②st❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② s❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣✉r❡ st❛t❡s✳ ❊❛❝❤ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r P ∈ PCK(H) r❡❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② ❛s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ P̂ :
Λ → {0, 1} ❣✐✈❡♥ ❜②

P̂ (λ) := λ(P ). ✭✶✸✹✮

❚♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ q✉❛♥t✉♠
t❤❡♦r②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ♠✉st ❜❡ ♣r♦✈❡♥✳✺✹

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❞❡♥s✐t② ♦♣❡r❛t♦r ρ ♦♥ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ H✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♠❡❛s✉r❡ Pρ ♦♥ Λ s✉❝❤ t❤❛t

Pρ[P = 1] = Tr(ρP ) ✭✶✸✺✮

❢♦r ❡❛❝❤ P ∈ PCK(H)✱ ✇❤❡r❡ [P = 1] = {λ ∈ Λ ; λ(P ) = 1} = P̂−1({1})✳
✺✸❙❡❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✼✳
✺✹❚❤❡ ❝❧❛✐♠ ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s ♥♦t st❛t❡❞ ✈❡r② ❝❧❡❛r❧② ✐♥ ❬❈❑✶❪ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ♣r♦♦❢ ✐s ❧❛❝❦✐♥❣✳ P♦ss✐❜❧② ✐t

✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r ❝r✐t✐❝✐s♠s ♦♥ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s✳



✺✷ ❚❤❡ ❆❧❧❡❣❡❞ ◆✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠

Pr♦♦❢✿

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✱ Λ ≃ {1, . . . , n}N ❤❛s t♦ ❜❡ t✉r♥❡❞
✐♥t♦ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s♣❛❝❡ ✜rst✳ ❋♦r ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ t1, . . . , tk ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✭♥♦t ♥❡❝❡s✲
s❛r✐❧② ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✮ ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ B1, . . . , Bk ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ {1, . . . , n}✱ ❞❡✜♥❡

S(t1, . . . , tk;B1, . . . , Bk) := {λf ∈ Λ ; f(t1) ∈ B1, . . . , f(tk) ∈ Bk}. ✭✶✸✻✮

❋♦r ❛ ✜①❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ t1, . . . , tk✱ ❧❡t Σ(t1, . . . , tk) ❜❡ t❤❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡s❡ s♦✲
❝❛❧❧❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r s❡ts✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❧❡t Σ ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st σ✲❛❧❣❡❜r❛ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡s❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛s✱
✐✳❡✳

Σ = σ (Σ(t1, . . . , tk) ; {t1, . . . , tk} ⊂ N) . ✭✶✸✼✮

◆♦t❡ t❤❛t Σ(t1, . . . , tk) ❤❛s ✐♥ ❢❛❝t ♦♥❧② ✜♥✐t❡ ♠❛♥② ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❛t ✐t ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ✭❛s
❛ s❡t✮ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r s❡t ♦❢ {1, . . . , n}{t1,...,tk}✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡
(Λ,Σ(t1, . . . , tk)) ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡ts t❤❛t ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ s✐♥✲
❣❧❡t♦♥ s✉❜s❡t ♦❢ {1, . . . , n}{t1,...,tk}✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❡ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

s(t1, . . . , tk; j1, . . . , jk) := {λf ∈ Λ ; f(ti) = ji ❢♦r i = 1, . . . , k}. ✭✶✸✽✮

◆♦✇ ❧❡t ❛ ❞❡♥s✐t② ♦♣❡r❛t♦r ρ ❜❡ ❣✐✈❡♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ t1, . . . , tk ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ Pρ,t1,...,tk ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ (Λ,Σ(t1, . . . , tk)) ❜②

Pρ,t1,...,tk [s(t1, . . . , tk; j1, . . . , jk)] :=

k∏

i=1

Tr
(
ρP (ti)

eji

)
, ✭✶✸✾✮

❢♦r ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ j1, . . . , jk ✐♥ {1, . . . , n}✳
■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐❛✿

✭✐✮ ❋♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ t1, . . . , tk ❛♥❞ ❛❧❧ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s (t′1, . . . , t
′
k) = (tπ(1), . . . , tπ(k)) ♦♥❡

❤❛s

Pρ,t′1,...,t
′
k
[s(t′1, . . . , t

′
k; jπ(1), . . . , jπ(k))] = Pρ,t1,...,tk [s(t1, . . . , tk; j1, . . . , jk)]. ✭✶✹✵✮

✭✐✐✮ ❋♦r ❡❛❝❤ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ t1, . . . , tk, tk+1✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ Pρ,t1,...,tk,tk+1
❛❝ts ❛s Pρ,t1,...,tk ♦♥

❡✈❡r② s❡t ✐♥ Σ(t1, . . . , tk)✱ ✐✳❡✳ Pρ,t1,...,tk,tk+1
(S) = Pρ,t1,...,tk(S) ❢♦r ❛❧❧ S ∈ Σ(t1, . . . , tk)✳

❚❤❡♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✬s ❡①t❡♥s✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳✶ ✐♥
❬❇❲❪✮✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ Pρ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ (Λ,Σ) s✉❝❤ t❤❛t Pρ ❛❝ts ❛s Pρ,t1,...,tk
♦♥ t❤❡ s❡ts ✐♥ Σ(t1, . . . , tk)✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ t1, . . . , tk✳

❚❤❡ ♦♥❧② t❤✐♥❣ ❧❡❢t t♦ s❤♦✇ ✐s t❤❛t Pρ s❛t✐s✜❡s ✭✶✸✺✮✳ ❋♦r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❤✐s
❢♦❧❧♦✇s ❛❧♠♦st ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✿

Pρ[Pe(m)
l

= 1] = Pρ({λf ∈ Λ ; f(l) = m}) = Pρ,l({λf ∈ Λ ; f(l) = m}) = Tr(ρP
e
(m)
l

). ✭✶✹✶✮

❆♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ③❡r♦ ❛♥❞ ✉♥✐t ♦♣❡r❛t♦r ✭✶✸✺✮ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s✐♥❝❡

Pρ[O = 1] = Pρ(∅) = 0 ❛♥❞ Pρ[1 = 1] = Pρ(Λ) = 1. ✭✶✹✷✮



❋✉rt❤❡r ❈r✐t✐❝✐s♠ ✺✸

❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r P ∈ PCK(H)✱ t❤❡r❡ ✐s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ m ∈ N ✇✐t❤ P ∈ P
(
〈e(m)
i 〉

)
✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

[P = 1] = {λ ∈ Λ ; λ(P ) = 1} =
∞⋃

i=1

n⋃

k=1

{
λ ∈ Λ ; λ(P

e
(i)
k

) = 1, P
e
(i)
k

≤ P
}

=
n⋃

k=1

{
λ ∈ Λ ; λ(P

e
(m)
k

) = 1, P
e
(m)
k

≤ P
}

=
n⋃

k=1
P
e
(m)
k

≤P

[P
e
(m)
k

= 1],
✭✶✹✸✮

✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ st❡♣ ■ ✉s❡❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❜❛s❡s ❛r❡ t♦t❛❧❧② ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ ❙✐♥❝❡
t❤✐s ✐s ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t s❡ts✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

Pρ[P = 1] =
n∑

k=1
P
e
(m)
k

≤P

Pρ[Pe(m)
k

= 1] =
n∑

k=1
P
e
(m)
k

≤P

Tr
(
ρP

e
(m)
k

)
= Tr

(
ρ

n∑

k=1
P
e
(m)
k

≤P

P
e
(m)
k

)

= Tr (ρP ) .

✭✶✹✹✮

❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ �

P✉tt✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ Pρ✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s
t❤❛t

Pρ[Pe(i)
f(i)

= 1 ∀i = 1, . . . ,∞] = Pρ({λf}) =

∞∏

i=1

Pρ[Pe(i)
f(i)

= 1]. ✭✶✹✺✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✻✳ ❲✐t❤ r❡♣s❡❝t t♦ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s Pρ✱ t✇♦ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs

P1, P2 ∈ PCK(H) ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛s st♦❝❤❛st✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s P̂1, P̂2 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡② ❞♦ ♥♦t
❝♦♠♠✉t❡✳

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥t❡①t✉❛❧ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② ❞❡✜♥❡❞ ❜②
▲❡♠♠❛ ✸✳✹ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r②
♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ρ ❛♥❞ ❧❡t A ❜❡ ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t
♦♣❡r❛t♦r ✇✐t❤ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ A =

∑
a∈σ(A) aPa✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ a ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② Tr(ρPa)✳
■t ♠❛② ❜❡ t❤❛t ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ Pa ❧✐❡ ✐♥ PCK(H)✳ ❇✉t ❢♦r ❡✈❡r② ǫ > 0 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛

✭♥♦♥✉♥✐q✉❡✺✺✮ A′ =
∑

a∈σ(A) aP
′
a s✉❝❤ t❤❛t P ′

a ∈ PCK(H)✱
∑

a∈σ(A) P
′
a = 1 ❛♥❞ ‖A−A′‖ < ǫ

✭s❡❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❥✉st ❛❜♦✈❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✮✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ ♦♥❡ ❛r❣✉❡s t❤❛t ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢
A ✐♥ ❢❛❝t ❝♦♠❡s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ A′✱ ♦♥❡ ✜♥❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ a ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
Pρ[P

′
a = 1] = Tr(ρP ′

a) t❤❛t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✿
∣∣Tr(ρP ′

a) − Tr(ρPa)
∣∣ =

∣∣Tr(ρ(P ′
a − Pa))

∣∣ ≤ ‖P ′
a − Pa‖Tr(ρ) < ǫ. ✭✶✹✻✮

■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜❡❝♦♠❡ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ǫ ❜❡❝♦♠❡s✮✱ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐❧❧ r❡s❡♠❜❧❡ t❤♦s❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❚❤✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡s✱
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ▼❡r♠✐♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✮ ✐s ✐♥ ❢❛❝t s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡
▼❑❈✲♠♦❞❡❧s✳

✺✺■t ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ t❛❦❡ a ∈ σ(A)✳ ❖♥❡ ♠❛② ❛❧s♦ t❛❦❡ ❛♥ ♦t❤❡r s❡t σ(A)′ s✉❝❤ t❤❛t a′ ✐s ❝❧♦s❡
t♦ a ✇❤❡♥❡✈❡r P ′

a ✐s ❝❧♦s❡ t♦ Pa✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ✈❡r② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥✲✇✐s❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛❧r❡❛❞② s✉✣❝✐❡♥t
t♦ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❛❦✐♥❣ a ∈ σ(A)✳



✺✹ ❚❤❡ ❆❧❧❡❣❡❞ ◆✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠

✸✳✺ ❋✉rt❤❡r ❈r✐t✐❝✐s♠

✸✳✺✳✶ ❆♥ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❉✐s❝r❡♣❛♥❝② ✇✐t❤ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✭P❛rt ■✮

■♥ ❬❈❛❜✷❪✱ ❈❛❜❡❧❧♦ ❝❧❛✐♠s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ ❈❧✐❢t♦♥ ❛♥❞ ❑❡♥t✳ ◆❛♠❡❧②✱ ❤❡ st❛t❡s t❤❛t
♥❡✐t❤❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▼❡②❡r✱ ♥♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❈❧✐❢t♦♥ ❛♥❞ ❑❡♥t ❝❛♥ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝s
♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■t ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t ▼❡②❡r✬s ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ♣♦ss❡s t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱
❢♦r ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡t S2 ∩Q3 ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳
❲✐t❤♦✉t ♠✉❝❤ ✉s❡ ♦❢ ✐♠❛❣✐♥❛t✐♦♥✱ t❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧✲
♦r✐♥❣s✱ ❜✉t s✉r❡❧② t❤❡ r✐❝❤♥❡ss ♦❢ q✉❛♥t✉♠ st♦❝❤❛st✐❝s ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❆❧s♦✱ ✐t s❡❡♠s t♦ ♠❡ ♣♦✐♥t❧❡ss t♦ ❢❛❧s✐❢② ❛ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✇❛s ♥❡✈❡r
♠❛❞❡✱ ❝❡rt❛✐♥❧② s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ▼❡②❡r ❛♥❞ ❑❡♥t ✇❛s
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r ❈❧✐❢t♦♥ ❛♥❞ ❑❡♥t t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡✐r ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❈❧✐❢t♦♥ ❛♥❞ ❑❡♥t ❣❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡✐r ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢
q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② s❡❡♠s ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ s❤❛♠❡ t❤❛t ❈❛❜❡❧❧♦ ❞✐❞ ♥♦t ♣♦✐♥t ♦✉t ✇❤❛t ❤❡
t❤♦✉❣❤t ✇❛s ✇r♦♥❣ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦♦❢✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t ❈❛❜❡❧❧♦ ✇❛s ♣r♦❜❛❜❧② ♣✉③③❧❡❞ ✇❤❡♥ ❈❧✐❢t♦♥
❛♥❞ ❑❡♥t st❛t❡❞ t❤❛t

✏✳ ✳ ✳ ✐t s❤♦✉❧❞ ❛❧r❡❛❞② ❜❡ ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ tr✉t❤ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❬✳ ✳ ✳ ❪ ✇✐❧❧ ❜❡ s✉✣✲
❝✐❡♥t❧② r✐❝❤ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❛♥② q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s tr✉t❤ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳✑ ❬❈❑✶✱
♣✳ ✻❪

❚❤✐s s❡❡♠❡❞ ✐♥❞❡❡❞ ❛ ♣✉③③❧✐♥❣ st❛t❡♠❡♥t✱ ❜✉t ■ t❤✐♥❦ ✐t s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❧❛r✐✜❡❞ ♥♦✇ ❜②
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺✳

■♥st❡❛❞✱ ❈❛❜❡❧❧♦ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t✇♦ s♣❡❝✐✜❝ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r
❛❣❛✐♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ S2 ❛♥❞ ❧❡t D ❜❡ ❛ ❞❡♥s❡ s✉❜s❡t ❢♦r t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧✳ ❚❤❛t ✐s✱ D ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✐♥ PCK(C3)✳ ▲❡t Pe ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡
s♣❛♥♥❡❞ ❜② s♦♠❡ ✈❡❝t♦r e ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r e1 = 1√

3
(1, 1, 1) ❛♥❞ e2 = 1√

3
(1, 1,−1)✳ ❈❛❜❡❧❧♦ ♥♦✇

❛r❣✉❡s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ P ♦♥ t❤❡ s❡t Λ ♦❢ ♣✉r❡ st❛t❡s ✭✐✳❡✳✱ ❝♦❧♦r✐♥❣s ♦❢ t❤❡
s❡t PCK(C3)✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P[Pe′1 = Pe′2 = 1] ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛r❜✐tr❛r② s♠❛❧❧ ❛s ❧♦♥❣ ❛s e′1
❛♥❞ e′2 ❛r❡ t❛❦❡♥ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ e1 ❛♥❞ e2✳ ■♥ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ t❡r♠s✿

▲❡♠♠❛ ✸✳✼✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ǫ > 0✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ δ > 0✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ Pe′1 , Pe′2 ∈ PCK(R3) ✇✐t❤

‖ei − e′i‖ < δ ✭i = 1, 2✮ ♦♥❡ ❤❛s

P[Pe′1 = Pe′2 = 1] < ǫ ✭✶✹✼✮

❢♦r ❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s P ♦♥ Λ✳

❇❡❢♦r❡ t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❛s❦ ✇❤② t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥
❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs Pe1 ❛♥❞ Pe2 ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✭s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❞♦ ♥♦t
❝♦♠♠✉t❡✮✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ✶ ❢♦r ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
♠✉st t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛❧❧s ❢♦r
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣♦st✉❧❛t❡ ♦r s♦♠❡ ♦t❤❡r ♣♦st✉❧❛t❡ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ t❤❛t ✐s ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡
st❛t❡ e1✳ ■❢ ♦♥❡ t❤❡♥ ✜rst ♠❡❛s✉r❡s Pe1 ❛♥❞ t❤❡♥ Pe2 ✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡
✈❛❧✉❡ ✶ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

PQM [Pe1 = Pe2 = 1] = 〈e1, Pe2e1〉 = |〈e1, e2〉|2 = 1
9 . ✭✶✹✽✮



❋✉rt❤❡r ❈r✐t✐❝✐s♠ ✺✺

❙♦ ✐❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✼ ❤♦❧❞s✱ t❤✐s ❞♦❡s s❡❡♠ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❑❈✲
♠♦❞❡❧s t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ q✉❛♥t✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡ ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❛❜❡❧❧♦✬s ♣r♦♦❢ ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❢♦r✳
Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✼✿

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s❡s ♦❢ C3✿

f1 =
1

2

√
2(0, 1,−1), f2 =

1

2

√
2(0, 1, 1), f3 = (1, 0, 0);

g1 =
1

2

√
2(1, 0,−1), g2 =

1

2

√
2(1, 0, 1), g3 = (0, 1, 0).

✭✶✹✾✮

❚❤❡s❡ s❛t✐s❢② f1 ⊥ e1 ⊥ g1✱ f2 ⊥ e2 ⊥ g2 ❛♥❞ f3 ⊥ g3✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ❡✈❡r② ǫ′, ǫ′′ > 0 t✇♦
♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s❡s (f ′1, f

′
2, f

′
3), (g

′
1, g

′
2, g

′
3) ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛✿

❼ Pf ′i , Pg′i ∈ PCK(R3) ❢♦r i = 1, 2, 3✳

❼ ‖Pf ′1Pe1‖ < ǫ′✱ ‖Pg′1Pe1‖ < ǫ′✱ ‖Pf ′2Pe2‖ < ǫ′✱ ‖Pg′2Pe2‖ < ǫ′✳

❼ ‖Pf ′3Pg′3‖ < ǫ′′✳

■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡s ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❡ ❜❛s❡s (f1, f2, f3) ❛♥❞ (g1, g2, g3)✳

◆♦✇✱ ✐♥ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧✱ ❛♥ ❛tt❡♠♣t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ Pe1 ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ♦❢ Pe′1 ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛♥ ❛tt❡♠♣t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ Pe2 ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❢ Pe′2 ✇✐t❤ ‖ei − e′i‖ < δ✱ ✇❤❡r❡ δ > 0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ δ ✐s
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ λ ∈ Λ t❤❛t s❛t✐s❢② λ(Pe′1) = λ(Pe′2) = 1✳ ❈❛❜❡❧❧♦ ❛r❣✉❡s t❤❛t ǫ′

❛♥❞ δ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ P t❤❛t ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦
❞❡s❝r✐❜❡ ❛ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡✱ ♦♥❡ ❤❛s

P[Pf ′1 = 1|Pe′1 = Pe′2 = 1] <
1

8
ǫ; P[Pg′1 = 1|Pe′1 = Pe′2 = 1] <

1

8
ǫ;

P[Pf ′2 = 1|Pe′1 = Pe′2 = 1] <
1

8
ǫ; P[Pg′2 = 1|Pe′1 = Pe′2 = 1] <

1

8
ǫ,

✭✶✺✵✮

❜❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐rs (f ′1, e
′
1)✱ (g′1, e

′
1)✱ (f ′2, e

′
2) ❛♥❞ (g′2, e

′
2) ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ t♦ ❜❡✐♥❣

♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✭❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ǫ′ ❛♥❞ δ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❵❛❧♠♦st ❛❧❧✬✺✻ λ ∈ Λ
✇✐t❤ λ(Pe′1) = λ(Pe′2) = 1✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ λ(Pf ′1) = λ(Pf ′2) = λ(Pg′1) = λ(Pg′2) = 0✳ ❋♦r
t❤❡s❡ λ ♦♥❡ ❤❛s λ(Pf ′3) = λ(Pg′3) = 1✳ ❇✉t✱ ✐❢ ǫ′′ ✐s t❛❦❡♥ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡
P[Pf ′3 = Pg′3 = 1] < ǫ/2✱ ❜❡❝❛✉s❡ f ′3, g

′
3 ❛r❡ ❛❧♠♦st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳

❚♦ r❡❝❛♣✐t✉❧❛t❡✱ ♦♥❡ ❤❛s

P[Pe′1 = Pe′2 = 1] =P[Pe′1 = Pe′2 = 1, Pf ′3 = Pg′3 = 1]

+ P[Pe′1 = Pe′2 = 1, Pf ′3 = 0 ♦r Pg′3 = 0]

≤P[Pf ′3 = Pg′3 = 1] + P[Pf ′3 = 0 ♦r Pg′3 = 0|Pe′1 = Pe′2 = 1]

≤1

2
ǫ+ P[Pf ′1 = 1|Pe′1 = Pe′2 = 1] + P[Pg′1 = 1|Pe′1 = Pe′2 = 1]

+ P[Pf ′2 = 1|Pe′1 = Pe′2 = 1] + P[Pg′2 = 1|Pe′1 = Pe′2 = 1]

≤1

2
ǫ+

1

8
ǫ+

1

8
ǫ+

1

8
ǫ+

1

8
ǫ = ǫ.

✭✶✺✶✮

✺✻❚❤✐s ✐s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ P✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡✲t❤❡♦r❡t✐❝ s❡♥s❡✳ ❈❛❜❡❧❧♦✬s
❛r❣✉♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❜✐t ♦❜s❝✉r❡ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✳



✺✻ ❚❤❡ ❆❧❧❡❣❡❞ ◆✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠

�

❚❤✐s ♣r♦♦❢ ❤♦✇❡✈❡r✱ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛❧❧♦✇❡❞
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺✮ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥
❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s❡✱ t❤❡ ♣✉r❡ st❛t❡s ❛r❡ ♥♦t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r
❡✈❡r② Pe ∈ PCK(H)✱ ❢♦r ❡✈❡r② ǫ > 0 t❤❡r❡ ✐s ❛ δ > 0 s✉❝❤ t❤❛t

|P[Pe = 1] − P[Pe′ = 1]| < ǫ ✭✶✺✷✮

❢♦r ❛❧❧ e′ ✇✐t❤ ‖e− e′‖ < δ ✭t❤✐s r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ▼❡r♠✐♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t

|P[Pe = Pe′ = 1] − P[Pe = 1]| ✭✶✺✸✮

❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧ ❛s e′ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s e✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t✱ ✐♥ ❈❛❜❡❧❧♦✬s ♣r♦♦❢ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t
✐❢ (en) ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ ✈❡❝t♦r e t❤❛t ✐s ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ t♦ f ✱ t❤❡♥

lim
n→∞

P[Pen = Pf = 1] = P[Pe = Pf = 1] = 0 ✭✶✺✹✮

❢♦r ❛❧❧♦✇❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s s✐♠♣❧② ♥♦t tr✉❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡
♣✉r❡ st❛t❡s ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳

❈❛❜❡❧❧♦✬s ❛r❣✉♠❡♥t ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♠♣❧✐❝✐t❧②✮ ❞♦❡s ♣♦✐♥t ♦✉t ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s
t❤❛t ✐s ♥♦t ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❝❧❡❛r❧② ②❡t✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✇❤♦s❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡✳ ■t ✐s ♥♦ ✇♦♥❞❡r t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s✐❧❡♥t ❛❜♦✉t
t❤✐s t♦♣✐❝✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✉♥❝❧❡❛r ♣♦✐♥t ✐♥ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② ✐ts❡❧❢✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✸✳✼✱ ✐t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧ ❞♦❡s r❡♣r♦❞✉❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✶✹✽✮ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦♥❡ ❤❛s ρ = Pe1 ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✻
♦♥❡ ✜♥❞s

Pρ[Pe′1 = Pe′2 = 1] = Pρ[Pe′1 = 1]Pρ[Pe′2 = 1] = Tr(Pe1Pe′2) Tr(Pe1Pe′1)

≃ Tr(Pe1Pe2) Tr(Pe1Pe1) = 1
9 .

✭✶✺✺✮

❙♦✱ ♥♦t ♦♥❧② ❞♦❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❈❛❜❡❧❧♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ✢❛✇✱ t❤❡ ❛ss❡rt❡❞ ❧❡♠♠❛ ✐s♥✬t tr✉❡ ❡✐t❤❡r✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❈❛❜❡❧❧♦ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ✐t ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s
t❤❛t t❤❡② ✈✐♦❧❛t❡ ✭✶✺✹✮✳

✸✳✺✳✷ ◆♦♥✲❈❧❛ss✐❝❛❧✐t②

❚❤❡ ♠♦st ❡①t❡♥❞❡❞ ❝r✐t✐❝✐s♠ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❛ttr❛❝t❡❞ ✐s ❞✉❡ t♦ ❆♣♣❧❡❜② ❬❆♣♣✶❪✱
❬❆♣♣✷❪✱ ❬❆♣♣✸❪ ❛♥❞ ❬❆♣♣✹❪✳ ❋r♦♠ ❆♣♣❧❡❜②✬s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐♦♥s ❛❣❛✐♥st
t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ♠❛② ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✿

✭✐✮ ❚❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✳

✭✐✐✮ ❚❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✳

✭✐✐✐✮ ❚❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t r♦❜✉st ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

■ ❝❤♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✏✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✑✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ♠② ♦♣✐♥✐♦♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦
❝❧❛✐♠s ✐s ♣❛rt❧② ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ t❛st❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✇❤❛t ♦♥❡ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❡①♣❡❝t ❢r♦♠
❛ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r②✳ ❆♣♣❧❡❜② st❛t❡s t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s✱ str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱



❋✉rt❤❡r ❈r✐t✐❝✐s♠ ✺✼

❞♦ ♥✉❧❧✐❢② t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠✺✼✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♥✉❧❧✐❢② t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣♦✐♥t ♠❛❞❡ ❜② t❤❡
❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❆♣♣❧❡❜②✱ ✐s t❤❛t

✏✳ ✳ ✳ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭✇❤❡t❤❡r r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♦r ♥♦t✮ ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧
♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛❧✐t②✳✑ ❬❆♣♣✶✱ ♣✳ ✶❪

❚❤✐s ✐s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ♥♦t❤✐♥❣ ♥❡✇✳ ■t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❝❧❡❛r ✐♥ t❤❡ ❢♦✉♥❞✐♥❣ ❞❛②s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s
t❤❛t t❤✐s ♥❡✇ t❤❡♦r② ✇❛s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞✉❛❧✐t②
❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❙♦ ♥❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s ✇❤❛t ✐s ♠❡❛♥t ✇✐t❤ t❤❡s❡
✏❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥s✑ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ■♥ ❬❆♣♣✶❪ t❤r❡❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✿

✶✮ ✏❚♦ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❛ s②st❡♠ t❤❡r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❛t ❡✈❡r② ✐♥st❛♥t✳✑

✷✮ ✏❆♥ ✐❞❡❛❧✱ ♣❡r❢❡❝t❧② ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❣✐✈❡s✱ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ❡①❛❝t❧②

❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❜❡✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡❧② ❞✐❞ ♣♦ss❡ss✱
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ✇❛s ✐♥✐t✐❛t❡❞✳✑

✸✮ ✏❆ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❣✐✈❡s✱ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❛ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❜❡✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡❧② ❞✐❞ ♣♦ss❡ss✱ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ✇❛s ✐♥✐t✐❛t❡❞✳✑

❈r✐t❡r✐♦♥ ✶✮ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦❝✉s❡s✳ ❚❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ❞♦ s❛t✐s❢② ✐t ❜r✐♥❣s t❤❡ ❛❧❧❡❣❡❞ ♥✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■t ♠❛② ❜❡ ❣♦♦❞ t♦ ❞✐s♣♦s❡
♦❢ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✐s❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❛s t♦ ✇❤② t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✱ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ss✐❣♥s t♦ ❡❛❝❤ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r
✐♥ ❛ ❞❡♥s❡ s✉❜s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs ❛ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ✐ts s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t
t❤❡ ❋❯◆❈✲r✉❧❡ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❇② t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✐t ✐s t❤❡♥ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t
❡✈❡r② t✐♠❡ ♦♥❡ ✐♥t❡♥❞s t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ❛❝t✉❛❧❧② ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛
s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❝♦❧♦r❛❜❧❡ s❡t ✐s ❜❡✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs
s✐♠♣❧② ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛t ❛❧❧✳ ■ r❡❣❛r❞ t❤✐s ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡✇ ♥✐❝❡ ❢❡❛t✉r❡s
♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✭❛t ♠♦st✮ ❝♦✉♥t❛❜❧② ♠❛♥② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳

■t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t ♠♦❞❡❧s ❛❜♦✉t ✐♥✜♥✐t❡❧② ♣r❡❝✐s❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ♣r❡❝✐s✐♦♥
❛♥❞ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❣✐✈❡s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ r❡s✉❧t ✐t ♣♦ss❡ss❡s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② r❡❛s♦♥ ❢♦r
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ❢♦r ❛r❣✉✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ▼❑❈ ✭❜♦t❤ t❤❡♦r✐❡s ❛❜♦✉t ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮ ❛r❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②

✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✭❛s t❤❡② ♠✉st ❜❡
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ ♦♥❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥✜♥✐t❡❧②
♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r②
s✐♠♣❧② ❜② tr②✐♥❣ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❡①✐st ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r②✱ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦♥✲❡①✐st❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡
▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ❞♦ ✐♥ ❢❛❝t s❛t✐s❢② t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✶✮ ❛♥❞ ✷✮ ✭❛s ✐s ❛❧s♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ ❜② ❆♣♣❧❡❜②✮✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬❆♣♣✶❪ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ❝❛♥♥♦t s❛t✐s❢②
❝r✐t❡r✐♦♥ ✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❜❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳
■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ✐t ✐s ❤❡❧❞ t❤❛t ✸✮ s❤♦✉❧❞ ✐♠♣❧② ✭✶✺✹✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸✳✼ t❤❛t t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s
❝❛♥♥♦t s❛t✐s❢② ✸✮ ✭t❤✐s ✐s ❛❧s♦ ♥♦t❡❞ ✐♥ ❬❆♣♣✷❪ ❛♥❞ ❬❆♣♣✹❪✮✳

✺✼■♥ t❤❡ ❧❛t❡r t✇♦ ❛rt✐❝❧❡s ❬❆♣♣✷❪ ❛♥❞ ❬❆♣♣✹❪ ✭t❤❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❬❆♣♣✸❪ ✇❛s ✇r✐tt❡♥ ❜❡❢♦r❡ ❬❆♣♣✷❪✮ ❆♣♣❧❡❜②
s❡❡♠s t♦ ❞♦✉❜t t❤✐s ❡❛r❧✐❡r ❝❧❛✐♠✳ ■ ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳



✺✽ ❚❤❡ ❆❧❧❡❣❡❞ ◆✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠

■♥ ❬❆♣♣✹❪ ❛ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✮ ✐s ❣✐✈❡♥✱ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡
❝♦❧♦r✐♥❣ ♦❢ ▼❡②❡r ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✮✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡r❡ ✐s ❞❡♥s❡❧② ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱
✐✳❡✳✱ ❡✈❡r② ♥♦♥✲❡♠♣t② ♦♣❡♥ s✉❜s❡t ♦❢ S2∩Q3 ❝♦♥t❛✐♥s ❜♦t❤ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡
✶ ❜② f ✱ ❛s ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✵✳ ❆♣♣❧❡❜② ❝❛❧❧s t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✏♣❛t❤♦❧♦❧♦❣✐❝❛❧❧②✑
❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ■t ✐s t❛❦❡♥ t♦ ✐♠♣❧② t❤❛t ❛♥② ✐♠♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ Pe ✭❢♦r
s♦♠❡ e ∈ S2∩Q3✮ ♠✐❣❤t ❥✉st ❛s ✇❡❧❧ ②✐❡❧❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ 1−f(e) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ f(e) ✭s✐♥❝❡ ❛♥
✐♠♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ Pe ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ r❡✈❡❛❧✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s♦♠❡ Pe′ ✇✐t❤ e′ ❝❧♦s❡ t♦ e✮✳
■t ✐s ♥♦t ❛ ♣r✐♦r✐ ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♣✉r❡ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐t s✉❝❤ ❞❡♥s❡❧②
❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢❡❛t✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❆♣♣❧❡❜② ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ♦♥
❛♥② ❞❡♥s❡ s✉❜s❡t ♦❢ P(C3)✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ♦♣❡♥ s❡t ♦♥ ✇❤✐❝❤ f ✐s ❞❡♥s❡❧② ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳
■t t❤❡r❡❢♦r❡ t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ✸✮ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✈✐♦❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s✳

■s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✸✮ ❛❝t✉❛❧❧② ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❛ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r②❄ ■ ❞♦♥✬t s❡❡ ✇❤② t❤✐s s❤♦✉❧❞
❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ♥❡✐t❤❡r ❞♦ ❇❛rr❡tt ❛♥❞ ❑❡♥t ❬❇❑❪✳✺✽ ❆♣♣❧❡❜② ❛❧s♦ s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ s♦♠❡
❞♦✉❜ts ❛❜♦✉t ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ✸✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ t❤❡
♣❛♣❡rs ❬❆♣♣✷❪ ❛♥❞ ❬❆♣♣✹❪ ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛r❣✉✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ✐♥ ❢❛❝t ✈✐♦❧❛t❡ ❛
❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ ✸✮✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ❞♦ ♥♦t
❢✉r♥✐s❤ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s②st❡♠ ❛t ❤❛♥❞✿

✏▼❑❈ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧s✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞♦❡s ❛❧✇❛②s r❡✲
✈❡❛❧ t❤❡ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s♦♠❡t❤✐♥❣✳ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ❲❤❛t t❤❡② ♦✈❡r❧♦♦❦ ✐s t❤❛t✱ ❬✳ ✳ ✳ ❪
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r ❧❡❛r♥s ❛ ✈❛❧✉❡✱ s✴❤❡ ❤❛s ♥♦ ✐❞❡❛ ✇❤❛t ✐t ✐s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r ❞♦❡s ♥♦t ❛❝q✉✐r❡ ❛♥② ❛❝t✉❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳✑ ❬❆♣♣✹✱
♣✳ ✹❪

❚❤✐s ❧✐♥❡ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ tr✉❡✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ✐t ✐s♥✬t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r ❞♦❡s♥✬t ❦♥♦✇ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❤❡✴s❤❡ ❤❛s r❡q✉✐r❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡✱ ❤❡✴s❤❡ ❞♦❡s
❦♥♦✇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐t ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✉s ❛♥ ✭✐♠♣r❡❝✐s❡✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❞♦❡s♥✬t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♠♣r❡❝✐s❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦♥❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❜✉t✱ ✐♥st❡❛❞✱
♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣r❡❝✐s❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛♥ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ■♥ ♠② ♦♣✐♥✐♦♥✱ t❤✐s ❝♦✉♥ts ❛s ❛❝t✉❛❧
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ s②st❡♠s✱ ❛♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r ❞♦❡s ❛❝q✉✐r❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❛❝r♦ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ t❤❛t s❡tt✐♥❣✱ ✐t
✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❜❡✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐s ✭❜② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✳

❆♣♣❧❡❜② ❣♦❡s ♦♥ t♦ ❛r❣✉❡ t❤❛t

✏❲❤❛t ❡♠❡r❣❡s ❢r♦♠ t❤✐s ✐s t❤❛t P▼❑❈✺✾ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛s❦✐♥❣ t❤❡ ✇r♦♥❣ q✉❡st✐♦♥✳
❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥ ✐s ♥♦t✿ ✏❍♦✇ ♠✉❝❤ ♦❢ S2 ❬✳ ✳ ✳ ❪ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦❧♦✉r❡❞ ❛t ❛❧❧❄✑
❇✉t r❛t❤❡r✿ ✏❍♦✇ ♠✉❝❤ ♦❢ S2 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦❧♦✉r❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❝♦❧♦✉rs ❛r❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❦♥♦✇❛❜❧❡❄✑ ✑ ❬❆♣♣✹✱ ♣✳ ✹❪

■t s❡❡♠s t♦ ♠❡ t❤❛t ❤❡r❡ ✐t ✐s ❆♣♣❧❡❜② ✇❤♦ ✐s ❛s❦✐♥❣ t❤❡ ✇r♦♥❣ q✉❡st✐♦♥✳ ❇② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❛t
❵t❤❡ ❝♦❧♦rs✬ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❦♥♦✇❛❜❧❡✱ ❆♣♣❧❡❜② ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡♠❛♥❞s t❤❛t t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s λ ♦❢ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❦♥♦✇❛❜❧❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡
♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❜❡ ❤✐❞❞❡♥✳ ❋r♦♠ ❛ r❡❛❧✐st ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤✐s ♠✐ss❡s t❤❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥

✺✽■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❬❇❑❪ ✇❛s ✇r✐tt❡♥ ❛❢t❡r ❬❆♣♣✹❪✱ ❞❡s♣✐t❡ ✐ts ❡❛r❧✐❡r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❥♦✉r♥❛❧✳
✺✾❚❤❡ P ❤❡r❡ st❛♥❞s ❢♦r P✐t♦✇s❦② ✇❤♦ ✇❛s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✜rst t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ❞❡♥s❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ✈❛❧✉❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ S2 ❡①✐sts ❬P✐t❪✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦♥✲❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥ ✉♥♦rt❤♦❞♦① ✈✐❡✇ ♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t❤❡♦r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r ♦♠✐tt✐♥❣ ✐t ❤❡r❡✱ ✐s t❤❛t ■ ❞✐❞♥✬t ✜♥❞ t❤❛t ✐t ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ♠✉❝❤ t♦ t❤❡
st♦r②✳



❋✉rt❤❡r ❈r✐t✐❝✐s♠ ✺✾

♦❢ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r✐❡s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❝♦✉❧❞
❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✐❢ ✐t ✐s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛ss✐❣♥ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡s t♦
❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳✻✵

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ■ ✇♦✉❧❞ s❛② t❤❛t ✐t ✐s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ t❛st❡ ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ▼❑❈✲
♠♦❞❡❧s t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦r ♥♦t ❛♥❞ t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t ♦♥❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡
t❤❡♦r② t♦ ❜❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❤❛r❞ ❢❛❝t ✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✈✐♦❧❛t❡ ❆♣♣❧❡❜②✬s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✸✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✐t t✉r♥s ♦✉t✱ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ st♦r②✳

✸✳✺✳✸ ❆♥ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❉✐s❝r❡♣❛♥❝② ✇✐t❤ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✭P❛rt ■■✮

■♥ ❛♥♦t❤❡r ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ❞♦ ♥♦t s❛t✐s❢② ✸✮ ✭❛♥❞ t❤❛t t❤❡② ❛r❡
❝♦♥t❡①t✉❛❧ ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✮✱ ❆♣♣❧❡❜② ✭✐♥ ❬❆♣♣✶❪✮ ♣r♦✈❡❞ ❛ ♠♦r❡ ❞✐st✉r❜✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ▼❑❈✲
♠♦❞❡❧s✿ ✐❢ ♦♥❡ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❧②✱ t❤❡ ▼❑❈✲
♠♦❞❡❧s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❛t ✐s
♠❡❛♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ✭✐✐✐✮✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✭❛s ❛r❣✉❡❞ ❛❜♦✈❡✮ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s✱ ♥♦r q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❞❡✜♥❡
t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ❙♦ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❦❡❡♣
✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ✇❤❛t ❆♣♣❧❡❜② ✐♥ ❢❛❝t s❤♦✇s ✐s t❤❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ✐s
✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r
❬❆♣♣✶❪ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② t❤❛t ❞♦❡s ❛❧❧♦✇ ♦♥❡ t♦
❝♦♠♣❛r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ♦❢ ✐♠♣r❡❝✐s❡❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✮
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♥❛t✉r❡✱ ■ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞✐s❝✉ss ✐t ❤❡r❡❀ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛②✳

❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✱ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ s♦♠❡ ❛①✐s r✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❧② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs σ2

r ∈ PCK
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛❝t✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ✐♥ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥❡ ♠❛② ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡♥❞ t♦
♠❡❛s✉r❡ σ2

r′ ❢♦r s♦♠❡ σ2
r′ /∈ PCK ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② s✐♥❝❡ ✐t ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❦♥♦✇♥ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✐st

✇❤❛t t❤❡ s❡t PCK ❡①❛❝t❧② ✐s✮✳ ❙♦ ✇❤✐❝❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r′ ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡❄ ❆♣♣❧❡❜② ❛ss✉♠❡s t❤❛t
❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r′ ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡② ❛r❡ ✏✜♥✐t❡❧② s♣❡❝✐✜❛❜❧❡✑✳ ❖♥❡ ♠❛② t❤✐♥❦ ♦❢
❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳✻✶ ■t ❞♦❡s♥✬t ❛❝t✉❛❧❧② ♠❛tt❡r ♠✉❝❤ ✇❤✐❝❤ s❡t ✐s t❛❦❡♥✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s
t❤r❡❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✿

❼ ❚❤❡ s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ r ❢♦r ✇❤✐❝❤ σ2
r ∈ PCK ✭❧❡t✬s ❞❡♥♦t❡ t❤✐s s❡t SCK2 ✮✳

❼ ❚❤❡ s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✉❜s❡t {r1, . . . , rn} t❤❛t ✐s ✉♥❝♦❧♦r❛❜❧❡✳

❼ ❚❤❡ s❡t ✐s ❝♦✉♥t❛❜❧❡✳

▲❡t SA2 ❜❡ ❛ s❡t t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤r❡❡ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t σ2
r′ ❢♦r r

′ ∈ SA2 \SCK2 ♠❛② ❜❡
❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣s❡✉❞♦✲♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳

◆♦✇✱ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ♣s❡✉❞♦✲♦❜s❡r✈❛❜❧❡ σ2
r′ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❡①✲

♣♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ σ2
r ❢♦r s♦♠❡ r ∈ SCK2 ✳ ❆♣♣❧❡❜② ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ r ✐s s❡❧❡❝t❡❞

❜② s♦♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ µr′ ♦♥ t❤❡ s❡t SCK2 ✳ ❋♦r ❣✐✈❡♥ λ✱ ❞❡✜♥❡

pλ(r
′) := µr′{r ∈ SCK2 ; λ(σ2

r ) = 1}, ✭✶✺✻✮

✻✵❲❤❡r❡ ✐t r❡♠❛✐♥s ❛ t♦♣✐❝ ♦❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳
✻✶❘♦✉❣❤❧② st❛t❡❞✱ t❤✐s ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♥✉♠❜❡rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉♣ t♦ ❛r❜✐tr❛r② ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥

❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❛ ❚✉r✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ■t ✐s ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡t t❤❛t ♥♦t ♦♥❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❛❧❧ r❛t✐♦♥❛❧s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♥✉♠❜❡rs
❧✐❦❡

√
2✳



✻✵ ❚❤❡ ❆❧❧❡❣❡❞ ◆✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶ ✐❢ ♦♥❡ ✐♥t❡♥❞s t♦ ♠❡❛s✉r❡ σ2
r′ ✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s

✐♥ t❤❡ st❛t❡ λ✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ s✉❝❤ ❛ ♠❡❛s✉r❡ µr′ ♠❛② ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❡①✐st ❢♦r ❛❧❧ r′ ∈ SA2 ✭♦♥❡
♠❛② ❡✈❡♥ t❛❦❡ µr′ t♦ ❜❡ t❤❡ ❉✐r❛❝ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ s❡t {r′} ✇❤❡♥❡✈❡r r′ ∈ SCK2 ✮✳ ❚❤❡♥ ❡❛❝❤
st❛t❡ λ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ st❛t❡ λ̃ : {σ2

r′ ; r′ ∈ SA2 } → {0, 1} ❜②

λ̃(σ2
r′) :=

{
0, ✐❢ pλ(r′) <

1
2 ;

1, ✐❢ pλ(r′) ≥ 1
2 .

✭✶✺✼✮

■t ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝❧❡❛r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ st❛t❡s✳ ❚❤❡② ❞♦♥✬t ❝♦♥t❛✐♥
❛♥② ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❛t λ̃(σ2

r′) ❣✐✈❡s t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❢ σ2

r′ ✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ✐s λ✳ ❆♥② ❡①tr❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ µr′ ✐s t❤r♦✇♥
❛✇❛②✳ ❆❧s♦✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r r ∈ SCK2 ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ λ(σ2

r ) = λ̃(σ2
r )✳

❙✐♥❝❡ SA2 ✐s ✉♥❝♦❧♦r❛❜❧❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t ♦❢ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s e1, e2, e3 ∈ SA2 s✉❝❤
t❤❛t

λ̃(σ2
e1) + λ̃(σ2

e2) + λ̃(σ2
e3) 6= 2. ✭✶✺✽✮

◆❡①t✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥t❡♥❞s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡s❡ ♣s❡✉❞♦✲♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
❛♥❞ ❧❡t M1,M2,M3 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡♥✳✻✷

▲❡♠♠❛ ✸✳✽✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ λ ❛♥❞ ❧❡t σ2
e1 , σ

2
e2 , σ

2
e3 ❜❡ ❛ tr✐♣❧❡ ♦❢ ♣s❡✉❞♦✲

♦❜s❡r✈❛❜❧❡s s✉❝❤ t❤❛t e1, e2, e3 ✐s ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✺✽✮ ❤♦❧❞s✳ ❆ss✉♠❡

t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s µe1 , µe2 , µe3 ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t M1 +M2 +M3 6= 2
✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 1

2 ✳

Pr♦♦❢✿

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✈❡♥t M1 +M2 +M3 = 2✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s µe1 , µe2 , µe3 ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❡✈❡♥t ❝❛♥ s✐♠♣❧② ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♠❡❛s✉r❡ µe1 ×µe2 ×µe3
♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ SCK2 × SCK2 × SCK2 ✳ ❖♥❡ t❤❡♥ ❤❛s

P [M1 + M2 + M3 = 2] =P [M1 = 0,M2 = M3 = 1] + P [M2 = 0,M1 = M3 = 1]

+ P [M3 = 0,M1 = M2 = 1]

=(1 − pλ(e1))pλ(e2)pλ(e3) + pλ(e1)(1 − pλ(e2))pλ(e3)

+ pλ(e1)pλ(e2)(1 − pλ(e3)).

✭✶✺✾✮

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ s❡t pi = pλ(ei) ❢♦r i = 1, 2, 3✳ ❇② s②♠♠❡tr②✱ ♦♥❡ ♠❛②
❛ss✉♠❡ t❤❛t p1 ≤ p2 ≤ p3✳ ❯s✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✺✽✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✳
❊✐t❤❡r ✶✮ p1 ≥ 1

2 ✱ ♦r ✷✮ p3 <
1
2 ♦r ✸✮ p2 <

1
2 ❛♥❞ p3 ≥ 1

2 ✳ ❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ r❡❝❛❧❧
t❤❛t ❢♦r ❛♥② p ∈ [0, 1]✱ ♦♥❡ ❤❛s p(1 − p) ≤ 1

4 ✳
❈❛s❡ ✷✮ ✐s ❡❛s②✳ ❖♥❡ ❤❛s

P [M1 + M2 + M3 = 2] =(1 − p1)p2p3 + p1(1 − p2)p3 + p1p2(1 − p3)

<
1

2
p2 + p1(1 − p3)p3 + p1p3(1 − p3)

≤1

2
p2 + p1

1

4
+ p1

1

4
≤ p2 <

1

2
.

✭✶✻✵✮

✻✷■♥ ❬❆♣♣✶❪ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♦♥❧② st❛t❡❞ ❛♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ ✐s ♦♠✐t❡❞✳



❋✉rt❤❡r ❈r✐t✐❝✐s♠ ✻✶

❋♦r ❝❛s❡ ✶✮✱ s❡t f(p2, p3) = (1 − p2)p3 + p2(1 − p3)✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

P [M1 + M2 + M3 = 2] = (1 − p1)p2p3 + p1(1 − p2)p3 + p1p2(1 − p3)

=(1 − p1) (p2p3 − f(p2, p3)) + f(p2, p3)

≤ sup

{
1

2
(p2p3 − f(p2, p3)) + f(p2, p3) ; p2p3 − f(p2, p3) ≥ 0, p2, p3 ∈ [

1

2
, 1]

}

∨ sup

{
f(p2, p3) ; p2p3 − f(p2, p3) < 0, p2, p3 ∈ [

1

2
, 1]

}

≤ sup

{
1

2
(p2p3 + f(p2, p3)) ; p2, p3 ∈ [

1

2
, 1]

}
∨ sup

{
f(p2, p3) ; p2, p3 ∈ [

1

2
, 1]

}

=
1

2
∨ 1

2
=

1

2
.

✭✶✻✶✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❝❛s❡ ✸✮ ♦♥❡ ❤❛s

P [M1 + M2 + M3 = 2] =(1 − p1)p2p3 + p1(1 − p2)p3 + p1p2(1 − p3)

=p2 (p1(1 − p3) + (1 − 2p1)p3) + p1p3.
✭✶✻✷✮

◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ (1− p3) ≥ 0 ❛s (1− 2p1) ≥ 0 s♦ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❢♦r p2 ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

P [M1 + M2 + M3 = 2] <
1

2
(p1(1 − p3) + (1 − 2p1)p3) + p1p3

=
1

2
(p1 + p3 − p1p3) ≤

1

2
.

✭✶✻✸✮

❙♦ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s ♦♥❡ ❤❛s

P [M1 + M2 + M3 6= 2] = 1 − P [M1 + M2 + M3 = 2] ≥ 1

2
. ✭✶✻✹✮

�

❆♣♣❧❡❜② t❤❡♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❝♦rr❡❝t❧② ✭♥❛♠❡❧② ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s µr✮✱ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭≥ 1

2✮ t♦ ✜♥❞ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧t t❤❛t ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❋❯◆❈✲r✉❧❡✱ ♥♦ ♠❛tt❡r
❤♦✇ ♣r❡❝✐s❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ✭✐✳❡✳✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s µr ❛♣♣r♦❛❝❤
t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❉✐r❛❝ ♠❡❛s✉r❡s✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❆♣♣❧❡❜②✬s t❤❡♦r② ♦❢ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ❢♦r q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t ✐♥ t❤❛t t❤❡♦r② t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❛s
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✳ ❍❡ t❤❡♥ r❡❛❝❤❡s ❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✿

✏❚❤✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❡rr♦rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠✱ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐♥✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠✉st ❡①❤✐❜✐t ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐t②✿ ❢♦r ✐t ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠✉st✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❜❡
str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❜✉t ❛❧s♦
♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ✐❢
t❤❡ st❛t❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ tr✉❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢❛✐❧s t♦ s❛t✐s❢② ❝❧❛✉s❡ ✸✮✳ ✳ ✳ ✑ ❬❆♣♣✶✱ ♣✳
✶✼❪



✻✷ ❚❤❡ ❆❧❧❡❣❡❞ ◆✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠

❆❧t❤♦✉❣❤ ❆♣♣❧❡❜② ❢♦❝✉s❡s ❤✐s ♦❜❥❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t t❤❛t t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ❝❛♥♥♦t
s❛t✐s❢② ❝❧❛✉s❡ ✸✮✱ ■ t❤✐♥❦ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✽✱ st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s
♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r②✱
✐s t❤❡ str♦♥❣❡st ♦❜❥❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ❜✐t str❛♥❣❡
t❤❛t ❆♣♣❧❡❜② ❞♦❡s♥✬t ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ ❛♥② ♦❢ ❤✐s ❧❛t❡r ❛rt✐❝❧❡s✳

❚❤❡ r❡♣❧② ♦❢ ❇❛rr❡tt ❛♥❞ ❑❡♥t t♦ t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐♦♥ ✐s♥✬t ✈❡r② ❡①t❡♥s✐✈❡ ❡✐t❤❡r✳ ❚❤❡② s✐♠♣❧②
st❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐♠♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐s ✇r♦♥❣✳ ■♥ t❤❡✐r ♦✇♥
✇♦r❞s✿

✏✳ ✳ ✳ ✐♥ ❛ ❈❑ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦rs ❛❝t✉❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞
❛r❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✮✕t❤✐s ✐s
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② t❤❛t r❡❧❛t❡ ✐ts ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❡
✇♦r❧❞✳ ✳ ✳ ✑ ❬❇❑✱ ♣✳ ✶✻✸❪

❚❤✐s ❞❡❢❡♥s❡ ✇♦r❦s ♦♥❧② ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲♦❜s❡r✈❛❜❧❡s σ2
e1 , σ

2
e2 ❛♥❞ σ2

e3 ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❢♦r t❤❡♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡
♣s❡✉❞♦✲♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✭✇❤✐❝❤ t❤❡♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✮✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s µe1 , µe2 , µe3 ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✸✳✽ ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

❍♦✇❡✈❡r✱ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✳ ❆♣♣❧❡❜② ❛r❣✉❡s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s µe1 , µe2 , µe3 ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧❡❛❞s t♦
❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❍❡ t❤✐♥❦s ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❤❡r❡ ♦♥❡ s❡❧❡❝ts t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s e1, e2, e3 t❤❛t
❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❜❡✐♥❣ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ♦♥❡ ✐s st✐❧❧ ❛❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t
t❤❡② ❛r❡ ♥♦t✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❤❡ tr✐❡s t♦ tr✐❝❦ ♥❛t✉r❡ ❜② ❛❝t✐♥❣ ❛s ✐❢ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✐s ♥♦t ❛s ❣♦♦❞ ❛s ✐t ❛❝t✉❛❧❧② ✐s✳ ❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ♠✉st
❝♦♠♠✉t❡✱ ❡✐t❤❡r ✐t ♠✉st ❜❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡t ✉♣ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ♦r✱ ✇❤❡♥ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❢♦r❝❡ t❤❛t ❛❝t✉❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡
s❡t ✉♣ ✭✐♥ ❛ ✇❛② ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r✮✳ ❊✐t❤❡r ✇❛②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞❡✜♥✐t❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✮✳

❆s t❤❡② st❛♥❞✱ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦❜✈✐♦✉s ✇❛② t♦ ❡s❝❛♣❡ t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✳
■t t❤❡r❡❢♦r❡ s❡❡♠s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ♥♦t r♦❜✉st ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts✱ ✐♥ ❛ ✈❡r② ❞r❛st✐❝ ✇❛②✳ ❇✉t✱ ❛s ♥♦t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ♦♥❧② t❤✐♥❣ ♣r♦✈❡♥ ✐s t❤❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ✐s ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳
❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❧❡❢t ♦♣❡♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ❡✈❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♣♦ss❡s t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳ ■ ✇✐❧❧
s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡✳

✸✳✻ ❆ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❑❈✲▼♦❞❡❧s ❢♦r ■♠♣r❡❝✐s❡
▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❚♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ❢♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✐t ✐s ❣♦♦❞ t♦ ❧♦♦❦
❛t t❤❡ ✇❛② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤✐s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✽✱
❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ σ2

e1 ✱ t❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣♦st✉❧❛t❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✭❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✮ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts
✇✐❧❧ s❛t✐s❢② M1 +M2 +M3 = 2 ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳✻✸ ❚❤❡ ♥❡✇ st❛t❡ ❛❧s♦ ♠❛❦❡s t❤❡ s②st❡♠

✻✸❖t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ M1 +M2 +M3 = 2 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ t♦
♣r❡✈❡♥t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣♦st✉❧❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✐s ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳



❆ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❑❈✲▼♦❞❡❧s ❢♦r ■♠♣r❡❝✐s❡ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✻✸

r♦❜✉st ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■t ♠❛② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛
s✐♠✐❧❛r ♣♦st✉❧❛t❡ ✐♥ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s✳ ❇❛rr❡tt ❛♥❞ ❑❡♥t st❛t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝❛s❡✿

✏■❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦rs ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤❡♥ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ st✐♣✲
✉❧❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛❢t❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞
❆♣♣❧❡❜②✬s ❛♥❛❧②s✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♣♣❧✐❡s✳✑ ❬❇❑✱ ♣✳ ✶✻✸❪

❚❤✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❤❛♥❣❡ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛②

✏t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦st✲♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ t♦ t❤❛t ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦st✲♠❡❛s✉r❡♠❡♥t q✉❛♥t✉♠♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡ ✈❡❝t♦rs✳✑
❬❇❑✱ ♣✳ ✶✻✵❪

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❤♦✇ t❤✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❤❛♥❣❡ s❤♦✉❧❞ ❡✛❡❝t t❤❡ ♣✉r❡ st❛t❡ ✭♦❢ t❤❡
❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✮ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐❢ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ▲❡♠♠❛
✸✳✽ ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠❡♥t ❜② ❆♣♣❧❡❜② st✐❧❧ s❡❡♠s t♦ ❛♣♣❧②✿

✏❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜② ▼❑❈ ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ s♣❡❝✲
✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■t ✐s ❛ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ q✉❡st✐♦♥✱ ❛s t♦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ❡✈❡r② s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✕♥♦t ♦♥❧② ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t
❡rr♦rs ❛r✐s❡ ✏♥❛t✉r❛❧❧②✑✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ✏❜②
❤❛♥❞✑ ✭✐♥ t❤❡ ♠❛♥♥❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛r❛❣r❛♣❤✮ ❬✐✳❡✳✱ ❆♣♣❧❡❜②✬s ♣r♦❝❡❞✉r❡
t♦ tr✐❝❦ ♥❛t✉r❡❪✑ ❬❆♣♣✶✱ ♣✳ ✶✼❪

❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t❤❛t ❛r✐s❡s ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛♥ ✐♠✲
♠❡❞✐❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡ st❛t❡ λ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ r♦❜✉st♥❡ss✱ ✇❤✐❧st t❤❡ ♣✉r❡ st❛t❡s
t❤❡♠s❡❧✈❡s ❤❛✈❡ ♥♦ ❞✐r❡❝t r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❆♣♣❧❡❜②✱ ♦♥❡ ♠❛②
❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ✭✐♠♣r❡❝✐s❡✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✭♣s❡✉❞♦✲✮♦❜s❡r✈❛❜❧❡ P ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ µP ♦♥ PCK(H) t❤❛t s❡❧❡❝ts t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s r❡✈❡❛❧❡❞
✉♣♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❛t ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ s❤♦✉❧❞ ♦❜❡②✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❋♦r ǫ > 0✱ ❛♥ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲♦❜s❡r✈❛❜❧❡ P ✐s ❝❛❧❧❡❞
ǫ✲♣r❡❝✐s❡ ✐❢

µP {P ′ ∈ PCK(H) ; ‖P ′ − P‖ > ǫ} < ǫ. ✭✶✻✺✮

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t✇♦ ♣s❡✉❞♦✲♦❜s❡r✈❛❜❧❡s P1, P2 ✇✐t❤ ‖P2P1‖ <
δ ❢♦r s♦♠❡ δ > 0✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ✜rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ P1 ②✐❡❧❞❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✶ ❛♥❞ ❧❡t λ′ ❞❡♥♦t❡
t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛❢t❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■❢ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ǫ✲♣r❡❝✐s❡✱ λ′ ✐s r❡q✉✐r❡❞
t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s✿

µP1{P ′ ∈ PCK(H) ; λ′(P ′) = 1} → 1, ❛s ǫ, δ → 0;

µP2{P ′ ∈ PCK(H) ; λ′(P ′) = 1} → 0, ❛s ǫ, δ → 0.
✭✶✻✻✮

❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✐❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ P1 ②✐❡❧❞❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✵✿

µP1{P ′ ∈ PCK(H) ; λ′(P ′) = 1} → 0, ❛s ǫ, δ → 0. ✭✶✻✼✮

❚❤❡ ♠♦st ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ P1

②✐❡❧❞❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✶✱ t❤❡ st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ ❛ st❛t❡ λ′ t❤❛t ❛ss✐❣♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶ t♦ ❛❧❧ P ∈ PCK(H)



✻✹ ❚❤❡ ❆❧❧❡❣❡❞ ◆✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠

✐♥ s♦♠❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ P1 ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✵ t♦ ❛❧❧ P ∈ PCK(H) t❤❛t ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
♦❢ s♦♠❡ P ′ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ P1✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ✐❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ②✐❡❧❞❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✵✳

❚❤✐s s❡❡♠s ❛♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t❛s❦✱ s✐♥❝❡ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ❜② ❆♣♣❧❡❜② t❤❛t ❡✈❡r② λ ✐s ❞❡♥s❡❧②
❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❡❣✐♦♥ Dλ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❆♣♣❧❡❜② ♠❛❞❡ ♥♦ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛✐♠ ❛❜♦✉t t❤❡
r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ λ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❆♣♣❧❡❜② ❞✐❞ ♥♦t ✭❡①t❡♥s✐✈❡❧②✮ ❛♥s✇❡r ❤✐s ♦✇♥
q✉❡st✐♦♥ ❛❜♦✉t ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♦❢ S2 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❝♦❧♦rs ❛r❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②
❦♥♦✇❛❜❧❡✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✢❡①✐❜❧❡ t♦ ❛❧❧♦✇ ❝♦❧♦r✐♥❣s t❤❛t
❛r❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❦♥♦✇❛❜❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✾✳ ❋♦r ❡✈❡r② ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ H✱ ❢♦r ❡✈❡r② ✉♥✐t ✈❡❝t♦r e ∈ H
✇✐t❤ Pe ∈ PCK(H)✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♣❡♥ s✉❜s❡ts U,U ′ ♦❢ P(H) ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠ ♦♥ B(H)✮
❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② s✉❜s❡t Λe ⊂ Λ s✉❝❤ t❤❛t

✭✐✮ Pe ∈ U ❛♥❞ Pe′ ∈ U ′ ❢♦r ❛❧❧ e′ ⊥ e✳

✭✐✐✮ ❋♦r ❛❧❧ λ ∈ Λe λ(P ) = 1 ❢♦r ❛❧❧ P ∈ U∩PCK(H) ❛♥❞ λ(P ) = 0 ❢♦r ❛❧❧ P ∈ U ′∩PCK(H)✳

Pr♦♦❢✿

▲❡t e ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ U ❛♥❞ U ′ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

U :=

{
P ∈ P(H) ; ‖PPe‖ >

1

2

}
,

U ′ :=

{
P ∈ P(H) ; ‖PPe‖ <

1

n

}
,

✭✶✻✽✮

✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ H✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡s❡ s❡ts ❛r❡ ♦♣❡♥✳✻✹

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❡❛❝❤ λ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
✭❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✹✮✳ ◆♦✇✱ ❞❡✜♥❡

Λe :=

{
λf ∈ Λ ;

f(m)=j ✇❤❡♥❡✈❡r P
e
(m)
j

∈U,

f(m) 6=j ✇❤❡♥❡✈❡r P
e
(m)
j

∈U ′

}
. ✭✶✻✾✮

■t ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❛t Λe s❛t✐s✜❡s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✐✐✮✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t
❡♠♣t②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ st❛t❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s e1, . . . , en
♦❢ H✿

✶✮ ■❢ Pe1 ∈ U ✱ t❤❡♥ Pej /∈ U ❢♦r ❛❧❧ j > 1 ✭✐✳❡✳✱ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ Pei ❧✐❡s ✐♥ U✮✳

✷✮ ■❢ Pe1 , . . . , Pen−1 ∈ U ′✱ t❤❡♥ Pen /∈ U ′✳

❚♦ ♣r♦✈❡ ✶✮ ❛♥❞ ✷✮✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ P ♦♥❡ ❤❛s

‖PPe‖ = sup{‖PPeψ‖ ; ψ ∈ H, ‖ψ‖ = 1} = sup
{ψ ; ‖ψ‖=1}

√
〈PPeψ, PPeψ〉

= sup
{ψ ; ‖ψ‖=1}

√
〈Peψ, PPeψ〉 = sup

{ψ ; ‖ψ‖=1}

√
〈ψ, e〉〈e, Pe〉〈e, ψ〉 = ‖Pe‖.

✭✶✼✵✮

✻✹■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ P ∈ U ❝❤♦♦s❡ 0 < ǫ < ‖PPe‖ − 1
2
✳ ❚❤❡♥ P ′ ∈ U ✇❤❡♥❡✈❡r ‖P ′ − P‖ < ǫ ✭❢♦r ❛❧❧ P ′ ∈ P(H)✮✿

‖PPe‖ ≤ ‖P − P ′‖‖Pe‖ + ‖P ′Pe‖ < ǫ+ ‖P ′Pe‖,

t❤✉s ‖P ′Pe‖ > ‖PPe‖ − ǫ > 1
2
✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t s❤♦✇s t❤❛t U ′ ✐s ♦♣❡♥✳



❆ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❑❈✲▼♦❞❡❧s ❢♦r ■♠♣r❡❝✐s❡ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✻✺

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❤❡♥❡✈❡r P ❛♥❞ P ′ ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❤❛s

‖(P + P ′)Pe‖ = ‖PPe‖ + ‖P ′Pe‖. ✭✶✼✶✮

◆♦✇ ❧❡t e1, . . . , en ❜❡ ❛♥② ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s✳ ❙✉♣♣♦s❡ Pe1 ∈ U ✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ j > 1

1 ≥ ‖(Pe1 + Pej )Pe‖ = ‖Pe1Pe‖ + ‖PejPe‖ >
1

2
+ ‖PejPe‖, ✭✶✼✷✮

❤❡♥❝❡ ‖PejPe‖ < 1
2 ✳ ❚❤✉s Pej /∈ U ✳

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛t❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s❡ Pei ∈ U ′ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , n − 1✳ ❯s✐♥❣ ✭✶✼✶✮✱ ✐t
❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

‖PenPe‖ = ‖1Pe‖ − ‖
n−1∑

i=1

PeiPe‖ = 1 −
n−1∑

i=1

‖PeiPe‖ > 1 − (n− 1)
1

n
=

1

n
. ✭✶✼✸✮

❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ �

❯s✐♥❣ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥② ✭♣s❡✉❞♦✲
✮♦❜s❡r✈❛❜❧❡ P ✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✿ ❧❡t λ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❢♦r❡
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❧❡t P ′ ❜❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡ ✇❛s ❛❝t✉❛❧❧② ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■❢ λ(P ′) = 1✱ t❤❡ st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ s♦♠❡ λ′ ∈ Λe ❢♦r s♦♠❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r e ✇✐t❤
Pe ≤ P ′✳ ■❢ λ(P ′) = 0✱ t❤❡ st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ s♦♠❡ λ′ ∈ Λe ❢♦r s♦♠❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r e ✇✐t❤ Pe ≤ P ′⊥✳
❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ❛r❡ r♦❜✉st ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣r❡❝✐s❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❛❧♠♦st ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ♣s❡✉❞♦✲♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❆♣♣❧❡❜②✬s ▲❡♠♠❛
✸✳✽ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡✲❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛ ✈❡r② ❞r❛st✐❝ ♦♥❡ t♦ ❡♥s✉r❡ r♦❜✉st♥❡ss✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤❡ s❡ts U ❛♥❞ U⊥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✾ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ❛ ❧♦t s♠❛❧❧❡r✳ ❇✉t t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦
❛ ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② t♦ s❡❧❡❝t ❛ ♥❡✇ λ′✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦ st❛t❡ Pρ✳ ■❢ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✭♣s❡✉❞♦✲✮♦❜s❡r✈❛❜❧❡ P ♦♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s②st❡♠ ②✐❡❧❞❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✶✱ ❛
♥❡✇ st❛t❡ λ′ ♠❛② ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛t r❛♥❞♦♠ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ PPρP ✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱
✐❢ t❤❡ r❡s✉❧t ✇❛s ✵✱ ❛ ♥❡✇ st❛t❡ ♠❛② ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ PP⊥ρP⊥ ✳

❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ❡♥❛❜❧❡s ♦♥❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ♠❛②
❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ st❛t❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s②st❡♠ λ(t) ❝❤❛♥❣❡s r❛♣✐❞❧② ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧②
✐♥ t✐♠❡✱ ♣r❡❝✐s❡❧② ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② t ♦♥❡ ❤❛s

P[λ(t) ∈ ∆] = Pρ(t)[∆], ∀∆ ⊂ Λ, ✭✶✼✹✮

✇❤❡r❡ ρ(t) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♣♦st✉❧❛t❡ ✭✇❤❡♥ ♥♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡
✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣♦st✉❧❛t❡ ✭✇❤❡♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✮✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥t❡①t✉❛❧ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② ♠❛② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦st✉❧❛t❡s✿

✶✳ ❙t❛t❡ P♦st✉❧❛t❡✿ ❋♦r ❡✈❡r② ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣✉r❡ st❛t❡s Λ✱ ❞❡✜♥❡❞
❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ PCK(H) ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸
❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✸✳✹✮ ✱ ✇❤❡r❡ H ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
ω ∈ Ω = ΛR✳ ❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ t t❤❡ ♣✉r❡ st❛t❡ ω(t) ∈ Λ ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✳



✻✻ ❚❤❡ ❆❧❧❡❣❡❞ ◆✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠

✷✳ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ P♦st✉❧❛t❡✿ ❲✐t❤ ❡❛❝❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
Â : Λ → R t❤❛t ❛ss✐❣♥s t♦ ❡❛❝❤ st❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♣♦ss❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ✐♥ t❤❛t
st❛t❡✳ ❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ❛t t❤❡ t✐♠❡ t ②✐❡❧❞s t❤❡ ✈❛❧✉❡ Â(ω(t))✳

✸✳ ❉②♥❛♠✐❝s P♦st✉❧❛t❡✿ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ s②st❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛
st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss (Xt)t∈R ✇✐t❤ ✜❧tr❛t✐♦♥ (Ft)t∈R ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ (Ω,Σ,P) ✇❤❡r❡

Xt(ω) := ω(t), ✭✶✼✺✮

❛♥❞ Ft ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st σ✲❛❧❣❡❜r❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② (Xt′)t′≤t ❛♥❞ Σ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st σ✲❛❧❣❡❜r❛
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ∪t∈RFt✳ ❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ t✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t λ ∈ ∆ ❢♦r ❛♥② s✉❜s❡t ∆ ⊂ Λ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② P[X−1

t (∆)]✳

❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ♣♦st✉❧❛t❡s ✐♥❞❡❡❞ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r② ❛t ❤❛♥❞ ✐s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♥♦♥✲❝♦♥t❡①t✉❛❧
t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛❞♠✐ts ❛ r❡❛❧✐st ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦st✉❧❛t❡s ♦♥❧② s❡r✈❡
t♦ ❡♥s✉r❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳

✹✳ ❊①t❡♥❞❡❞ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ P♦st✉❧❛t❡✿ ❲✐t❤ ❡❛❝❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛s✲
s♦❝✐❛t❡❞ ❛ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r A ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ A =

∑
a∈σ(A) aPa

s❛t✐s✜❡s Pa ∈ PCK(H) ∀a ∈ σ(A)✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ Â ❛♥❞ A ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Â(λ) =
∑

a∈σ(A)

aλ(Pa). ✭✶✼✻✮

✺✳ ❊①t❡♥❞❡❞ ❉②♥❛♠✐❝s P♦st✉❧❛t❡✿ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ P ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ (Ω,Σ)
s❛t✐s✜❡s

P[X−1
t (∆)] = Pρ(t)[∆], ∀∆ ⊂ Λ, ✭✶✼✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺ ❛♥❞ ρ(t) ✐s t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇❤♦s❡ t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❛♥❞ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥
♣♦st✉❧❛t❡s✳

❚❤✐s ❧❛st ❛①✐♦♠ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ∆ ✉♣♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ❛t t❤❡ t✐♠❡ t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

P

[
X−1
t

(
Â−1(∆)

)]
= P

[
X−1
t (∪a∈∆{λ ; λ(Pa) = 1})

]

= Pρ(t) [∪a∈∆{λ ; λ(Pa) = 1}]
=
∑

a∈∆

Pρ(t) [{λ ; λ(Pa) = 1}]

=
∑

a∈∆

Tr(ρ(t)Pa) = Tr(ρ(t)µA(∆)),

✭✶✼✽✮

✇❤❡r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✹✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡✳ ❆s ♥♦t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♣r♦♣❡rt②
♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛♥ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ②✐❡❧❞s✱
✇✐t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ✭s❡❡ ✭✶✹✻✮✮✳ ❚❤✐s
✐s t❤❡ s✐♥❝❡r❡st ❢♦r♠ ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss ♦♥❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t ❢♦r ❛ st♦❝❤❛st✐❝ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡✱
❆♣♣❧❡❜②✬s ♦❜❥❡❝t✐♦♥ ✭✐✐✐✮ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✷✮ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♣♣❧✐❡s✳

❆s ❛ ✜♥❛❧ r❡♠❛r❦ ✐t ♠❛② ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✜✈❡ ♣♦st✉❧❛t❡s
✐s ✐♥ ❢❛❝t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ✐♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ P ✐s ♦♥❧②
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ t✐♠❡ t s✐♥❝❡ ρ(t) ✐s ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✉♥❧❡ss ♦♥❡ ❛r❣✉❡s
t❤❛t ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs✱ t❤❡
✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣♦st✉❧❛t❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ρ ❛❝t✉❛❧❧② ❡✈♦❧✈❡s ✐♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧②✳



◆♦♥✲▲♦❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❑❈✲▼♦❞❡❧s ✻✼

✸✳✼ ◆♦♥✲▲♦❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❑❈✲▼♦❞❡❧s

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❧✐❣❤t ♠❛② ❜❡ s❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼❑❈✲▼♦❞❡❧s ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ t❤❡ ❊P❘❇✲❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭❙❡❝t✐♦♥
✷✳✸✳✹✮✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❢♦r t❤✐s s②st❡♠✿ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t
❛❧♠♦st ❡✈❡r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞
✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ s♣✐♥✲12
♣❛rt✐❝❧❡s ✐s C4✳ ■♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤
❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ A⊗ 1✱ ✇❤❡r❡ A ✐s s♦♠❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ C2✳
❇✉t ❡✈❡♥ ✐❢ A ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧✱ A ⊗ 1 ✇✐❧❧ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❜❡ ❛
♣s❡✉❞♦✲♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❋♦r s✉♣♣♦s❡ A⊗ 1 ❛♥❞ 1⊗A′ ❛r❡ t✇♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✇✐t❤ A = a1P1 + a2P2✱
A′ = a′1P

′
1 + a′2P

′
2✳ ❚❤❡♥

P1 ⊗ P ′
1, P1 ⊗ P ′

2, P2 ⊗ P ′
1, P2 ⊗ P ′

2 ✭✶✼✾✮

❢♦r♠s ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✳ ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ♦♥❧② ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥
♦♥❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✱ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦ ♦t❤❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ B ⊗ 1 ♦r 1⊗B′

✉♥❧❡ss [A,B] = 0 ♦r [A′, B′] = 0✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ✭♣s❡✉❞♦✲✮♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A⊗1

✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ (A⊗1)′ ❝❧♦s❡ t♦ A⊗1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧②
♥♦t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ A′ ⊗ 1 ✭❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t ❡✈❡♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ A′ ⊗ 1′✮✳✻✺ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ✐s ♥♦t
❡❛s② t♦ ✜♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ t❤❛t ✐s ♥♦t ❢❛❝t♦r✐③❛❜❧❡ ✭❧✐❦❡ (A ⊗ 1)′✮✱ ❜✉t ✐t
✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❣r❡❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
r❡q✉✐r❡s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♣❛rt✐❝❧❡s✳✻✻

❉❡s♣✐t❡ t❤✐s ❡①tr❡♠❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♣r♦♣❡rt②✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇ t❤❛t t❤❡ ▼❑❈✲
♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❊P❘❇✲❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s
❣❡♥❡r❛❧❧② ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ t✇♦ s✉❜s❡q✉❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭✇❤✐❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♥♦t ②❡t ✇❡❧❧✲
✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ✉s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
♦♥❡ ✉s❡❞ ❜② ❆♣♣❧❡❜② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✸✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ t❤❛t t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧ ❞♦❡s s❛t✐s❢② t❤❡
❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✉♥❧❡ss ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ s♣✐♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❡✈❡r② t✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ s♦♠❡✇❤❛t ♣❡❝✉❧✐❛r
✇❛②✳ ❊❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡✈❡❛❧s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ (σr1 ⊗σr2)′ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
♦❢ σr1 ⊗ σr2 ✳ ❇✉t ✇❤❡r❡❛s ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s σr1 ⊗ σr2 ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t
♦❢ t✇♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s σr1 ⊗ 1 ❛♥❞ 1⊗σr2 ✱ ✐t ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t (σr1 ⊗ σr2)

′ ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ σr1 ⊗ 1 ❛♥❞ 1⊗σr2 ✳ ❚❤✐s
❢❛❝t♦r✐③❛❜✐❧✐t② ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
❬❇✉❜✷❪✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♠❛❞❡ ✐♥ ✭✽✻✮ ❛♥❞ ✭✽✼✮ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤♦❧❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ σr1 ⊗ σr2 ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ s♣✐♥s ❛♥❞ t❤❡♥
t❛❦✐♥❣ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✲
✐t② ❜② t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ ✉♣♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ❡♥t✐t❧❡s
❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❖■▲❖❈ ✭✇❤✐❧❡ ❈■▲❖❈ ✐s ❧❡❢t ✐♥t❛❝t✮✳ ❇✉t ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠ ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐t②
❛♣♣❡❛rs✱ ♦♥❡ ♠❛② ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞r♦♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞
♠♦❞❡❧s✳

✻✺❚❤❡ ❡①❛❝t ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❡♣❡♥❞s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ♦♥ ❤♦✇ ♦♥❡ ❡①❛❝t❧② ❝♦♥str✉❝ts PCK(C4)✳ ■t ✐s ❛♥
♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐t r❡s♣❡❝ts t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ C

2 ⊗ C
2✳

✻✻❆ s✐♠✐❧❛r s♦rt ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❆♣♣✸❪ t♦ ❛r❣✉❡ ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐t②✳ ❇✉t ❡✈❡♥
✐❢ t❤❡ ✭✐♥ ♠② ♦♣✐♥✐♦♥ s♦♠❡✇❤❛t ✈❛❣✉❡✮ ❛r❣✉♠❡♥t ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡r❡ ❛♣♣❡❛❧s t♦ t❤❡ r❡❛❞❡r✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❞✐s♣♦s❡❞ ♦❢
❜② t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ❛s ■ ✇✐❧❧ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❧❛t❡r✳



✻✽ ❚❤❡ ❆❧❧❡❣❡❞ ◆✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❤♦✇ ❛ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s✉❜s②st❡♠s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❢♦r ❛ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢
t✇♦ s✉❜s②st❡♠s✱ t❤❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥
PCK(H1 ⊗H2)✱ ✇❤❡r❡ H1 ❛♥❞ H2 ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s
✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐t② ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✜rst tr②✐♥❣ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ st❛t❡s✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ✜rst ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ■t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡
❝♦♠♣♦s✐t❡ s②st❡♠ ✜rst r❡q✉✐r❡s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❡ s✉❜s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ A⊗B ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ A ♦♥ s②st❡♠ ✶✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❢ B ♦♥ s②st❡♠ ✷✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ♦❢ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❙✐♥❝❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s
♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ A ❛♥❞ B ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✱
♦♥❡ ❝❛♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② s♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ A ⊗ B✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡
t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✇✐❧❧ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡
❝♦❧♦r❛❜❧❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ t✇♦ s♣✐♥✲12
♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❝♦❧♦r❛❜❧❡✻✼✿

σx ⊗ 1 1⊗σx σx ⊗ σx

1⊗σy σy ⊗ 1 σy ⊗ σy

σx ⊗ σy σy ⊗ σx σz ⊗ σz

■t ✐s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s x, y, z s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t♦rs
✇♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐♥ t❤✐s t❤❡♦r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞
❛❜♦✈❡ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ♠❡❛s✉r❡ σy ⊗ σy ✐s ❜② ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ σy ⊗ 1 ❛♥❞ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❢ 1⊗σy✳ ❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r σy ⊗ σy, σx ⊗ σx ✇♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♦❢ ❛❧❧ ❢♦✉r ♦❢ t❤❡ ❵❧♦❝❛❧✬ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ sq✉❛r❡✳ ❆ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈♦♥
◆❡✉♠❛♥♥ ♣♦st✉❧❛t❡ ✇♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡♥❞❡r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r t❤❡ ♣✉r❡
st❛t❡s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❋❯◆❈ r✉❧❡✮ ❛r❡ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣♦st✉❧❛t❡ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ♥♦♥✲❧♦❝❛❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s②st❡♠✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢
t✇♦ s✉❜s②st❡♠s✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣✉r❡ st❛t❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Λ1 ×Λ2✱ ✇❤❡r❡ Λi ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ PCK(Hi)✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ s②st❡♠ ✭ω : R → Λ1 ×Λ2✮
♠❛② ♥♦✇ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t✇♦ ❝♦✉♣❧❡❞ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ❣✉✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡♥s✐t②
♦♣❡r❛t♦rs ρ1 ❛♥❞ ρ2 t❤❛t ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦♣❡r❛t♦r ρ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ H1 ⊗H2 ❛♥❞
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ tr❛❝❡✱ ✐✳❡✳ ρ1 = Tr2(ρ) ✇❤❡r❡ Tr2 : B(H1 ⊗H2) → B(H1) ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡
❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t s❛t✐s✜❡s

Tr2(A1 ⊗A2) = Tr(A2)A1, ∀A1 ∈ B(H1), A2 ∈ B(H2), ✭✶✽✵✮

❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❡❧② ρ2 = Tr1(ρ)✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❛❧ tr❛❝❡s ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r❡r
✐♥ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳

✻✼❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬▼❡r✸❪✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✻✾

▲❡t A ❜❡ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst s✉❜s②st❡♠ ❛♥❞ B ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ s②st❡♠✱
❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t AB✳ ❚❤❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② A⊗ B✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥
❜②

ÂB : Λ1 × Λ2 → R, ÂB(λ1, λ2) := Â(λ1)B̂(λ2). ✭✶✽✶✮

❙✉♣♣♦s❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ AB ✜rst ❡♥t❛✐❧s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s✉❜s②st❡♠ ✷ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇✐t❤
s✉❜s②st❡♠ ✶✳ ▲❡t t ❜❡ t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❛♥❞ ❧❡t t′ ❜❡ t❤❡ t✐♠❡
❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s✉❜s②st❡♠ ✷ ❤❛s t❛❦❡♥ ♣❧❛❝❡ ✭t ❛♥❞ t′ ♠❛② ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧②
❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ②✐❡❧❞s t❤❡ r❡s✉❧t x ♠❛② t❤❡♥ ❜❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

P[ÂB ∈ {x}] =
∑

b∈σ(B)

Pρ1(t′)

[
Â ∈ {x/b}|B̂ ∈ {b}

]
Pρ2(t)

[
B̂ ∈ {b}

]

=
∑

b∈σ(B)

1σ(A)(x/b)
Tr
(
(1⊗Pbρ(t)1⊗Pb)Px/b ⊗ 1

)

Tr (1⊗Pbρ(t)1⊗Pb)
Tr(ρ(t)1⊗Pb)

=
∑

b∈σ(B)

1σ(A)(x/b) Tr
(
ρ(t)Px/b ⊗ Pb

)

=
∑

(a,b)∈σ(A)×σ(B)
ab=c

Tr (ρ(t)Pa ⊗ Pb) ,

✭✶✽✷✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❛t✉s ✜rst ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ s✉❜s②st❡♠ ✶
♦r ✇✐t❤ s✉❜s②st❡♠ ✷✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✉❜s②st❡♠s ✭✐✳❡✳
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✐③✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✮ ♠✉st t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ♥♦ ♠❛tt❡r ❤♦✇ ❝❧♦s❡ t′ ✐s t♦ t✱ ✐♥ ❢❛❝t
❧❡❛❞s t♦ ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❖■▲❖❈✳ ❚❤✐s ✈✐♦❧❛t✐♦♥ t❤✉s ❝♦♠❡s ❛s ❛ ❜❧❡ss✐♥❣ ❢♦r t❤✐s t❤❡♦r② s✐♥❝❡ ✐t
❡♥❛❜❧❡s ♦♥❡ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐t② ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ ♠② ♦♣✐♥✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ✐s ❛ ♥♦♥✲❝♦♥t❡①t✉❛❧ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡
t❤❡♦r②✳ ■❢ ✐t ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ t❤❡ s♦❧❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ t❤❛t t❤❡♦r✐❡s
t❤❛t ❛ss✐❣♥ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡s t♦ ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❝♦♥t❡①t✉❛❧ ✇❛② ✭❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
❛❧❣❡❜r❛✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ❤♦❧❞✐♥❣ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✮ ❛r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t s❛②
t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❤❛s ✐♥❞❡❡❞ ❜❡❡♥ ❵♥✉❧❧✐✜❡❞✬✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t❡r♠ ❵♥✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥✬ s❡❡♠s t♦ ✐♠♣❧②
t❤❛t t❤❡ ❡♥t✐r❡ t❤❡♦r❡♠ ♠❛② ❜❡ r❡♥❞❡r❡❞ ✉s❡❧❡ss✳ ❲✐t❤ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ■ ❞✐s❛❣r❡❡✱ ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞
■ t❡♥❞ t♦ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ ❆♣♣❧❡❜② t❤❛t

✏❚❤❡ P▼❑❈ ♠♦❞❡❧s ❞♦ ♥♦t ♥✉❧❧✐❢② t❤❡ ❇❡❧❧✲❑❙ t❤❡♦r❡♠✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡② ❣✐✈❡ ✉s ❛
❞❡❡♣❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ ✇❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s t❡❧❧✐♥❣ ✉s✳✑ ❬❆♣♣✹✱ ♣✳
✷✷❪

❆♣♣❧❡❜② st❛t❡s t❤❛t ✇❤❛t t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ✐s t❡❧❧✐♥❣ ✉s✱ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ❞❡❡♣❡r
st❛t❡♠❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♥♦♥✲❝♦♥t❡①t✉❛❧ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r✐❡s✳ ❍❡ ❛❞♦♣ts
❇❡❧❧✬s ✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t♦ ❜❡ ❞r❛✇♥ ✐s t❤❛t

✏✳ ✳ ✳ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② t❡❧❧ ✉s ❛❜♦✉t s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt②
♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣♦ss❡ss❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠✳ ✳ ✳ ✑ ❬❇❡❧✸❪



✼✵ ❚❤❡ ❆❧❧❡❣❡❞ ◆✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠

❇✉t✱ ❛s ❛r❣✉❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ■ t❤✐♥❦ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐s t♦♦ str♦♥❣ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ▼❑❈✲
♠♦❞❡❧s✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛t❡♠❡♥t ♠❛② ❜❡ t❛❦❡♥ t❤❛t ♣♦✐♥t ✸✮ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✷ ♠✉st ❜❡
✈✐♦❧❛t❡❞ ❜② ❛♥② ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ t❛st❡ ✐❢ ♦♥❡ ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❛❧❧♦✇
t❤✐s✳ ■t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢✉❧❧ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ✐s r❡st♦r❡❞
❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡r❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭✐❢ ♦♥❧②
❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ ✉♥❝♦❧♦r❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✉♥❧✐❦❡❧② ❛♥❞ ✉♥✐♠❛❣✐♥❛❜❧❡✱ t❤✐s ♠❛② ❜❡
❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✳

❇✉t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ❤❛♣♣❡♥s t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥✉❧❧✐✜❡❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧
t❤❡♦r❡♠s st❛t✐♥❣ t❤❛t ❡✈❡r② ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② ♠✉st ❜❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ▼❑❈✲
♠♦❞❡❧s t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ♥♦ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✭■ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❈❤❛♣t❡r✮✳
❋♦r ♠❡✱ t❤✐s ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ r✉❧❡ ♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r✐❡s✳

❋♦r ❛ ❝❧♦s✐♥❣ ❝♦♠♠❡♥t✱ ■ ❝♦♥❝✉r ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♠❛❞❡ ❜② ❇❛rr❡tt ❛♥❞ ❑❡♥t✿

✏❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♥♦r ❡❛r❧✐❡r ❝♦♥✲
tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤✐s ❞❡❜❛t❡ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ❛r❡ ♦r ✇❡r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❝❛st ❞♦✉❜t ♦♥ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ str❡ss❡❞
t❤r♦✉❣❤♦✉t✱ ♦✉r ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♥t❡①t✉❛❧ ❤✐❞✲
❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s s✐♠♣❧② t❤❛t ✐t ✐s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧✕✐❢ s❝✐❡♥✲
t✐✜❝❛❧❧② ❤✐❣❤❧② ✐♠♣❧❛✉s✐❜❧❡✕♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s
♦♥ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛♥ r✐❣♦r♦✉s❧② ✐♥❢❡r ❛❜♦✉t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤②s✐❝s✳✑ ❬❇❑✱ ♣✳ ✶✼✹❪



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✼✶

✹ ❚❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❙tr✐♣♣❡❞ ❉♦✇♥

❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ t❡st ❢♦r ❢r❡❡ ✇✐❧❧✳ ❨♦✉ ❝❛♥✬t

r✉♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇✐t❤ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❡①❛❝t❧② ❛s ✐t ✇❛s✱

❛♥❞ s❡❡ ✐❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡

r♦✉♥❞✳

✕ ❚✳ Pr❛t❝❤❡tt✱ ■✳ ❙t❡✇❛rt ✫ ❏✳ ❈♦❤❡♥

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ❬❈❑✷❪ ❛♥❞ ❬❈❑✹❪ ❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥ ♣r❡s❡♥t ❛ ✈❡r② r❡♠❛r❦❛❜❧❡ t❤❡♦r❡♠✳ ■♥ t❤❡✐r ♦✇♥
✇♦r❞s

✏❬✐❪t ❛ss❡rts✱ r♦✉❣❤❧②✱ t❤❛t ✐❢ ✐♥❞❡❡❞ ✇❡ ❤✉♠❛♥s ❤❛✈❡ ❢r❡❡ ✇✐❧❧✱ t❤❡♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡s ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ s♠❛❧❧ s❤❛r❡ ♦❢ t❤✐s ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❝♦♠♠♦❞✐t②✳✑ ❬❈❑✹❪

❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② str♦♥❣ ❛♥❞ str❛♥❣❡ st❛t❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✐t s❡❡♠s ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t s✉❝❤ ❛ str♦♥❣ ♣❤✐❧♦✲
s♦♣❤✐❝❛❧ st❛t❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛❧♦♥❡ ✭❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧
❛①✐♦♠s✮✳ ❲❤✐❧❡ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✱ ■✬❧❧ tr② t♦ ❧❛② ❜❛r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥s t✉r♥ ✐♥t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♥❡s ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
❜❛❝❦ t♦ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❚❤❡ str♦♥❣❡r t❤❡ ❝❧❛✐♠ ♦❢ ❛ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
s✉❝❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡✳ ❇✉t ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝r✐t✐❝✐③❡ s✉❝❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
s✐♠♣❧❡st ❛r❣✉♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❛t ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥s s✐♠♣❧② ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡ ❢r♦♠ ♠❛t❤✲
❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♥❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥② tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✢❛✇❧❡ss
✭s❡❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮✳ ❇✉t ■ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ tr② t♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❝r✐t✐q✉❡
✇❤✐❧❡ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❢r❡❡ ✇✐❧❧ t❤❡♦r❡♠✑ ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡
❜❡❧✐❡✈❡rs✳

❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡ ✐s ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ✏❚❤❡ ❙tr♦♥❣ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠✑
❬❈❑✹❪✱ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s ❛ ❜✐t ♠♦r❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❬❈❑✷❪✳ ■ ✇✐❧❧
tr② t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r t❤❛t ✐t ❞♦❡s♥✬t s♦ ♠✉❝❤ ❞❡♣❡♥❞
♦♥ ❡✐t❤❡r q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦r r❡❧❛t✐✈✐t②✳ ❆t ❜❡st✱ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② ❛♥②♦♥❡
✇✐t❤ ❛ ❞❡❝❡♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ♣❤✐❧♦s♦♣❤②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦♣❡ t❤❛t ❛❧s♦ ♣❡♦♣❧❡ ❢r♦♠
t❤❡s❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ❝❛♥ ❡♥t❡r t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❝❡rt❛✐♥❧② ❜❡ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❛♥② t❤❡♦r❡♠
t❤❛t ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ st❛t❡♠❡♥t ❛❜♦✉t ❢r❡❡ ✇✐❧❧✳

✹✳✷ ❚❤❡ ❆①✐♦♠s

❚❤r❡❡ ❛①✐♦♠s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♥❛♠❡❞ ❙P■◆✱ ❚❲■◆ ❛♥❞ ▼■◆✳ ■ ✇✐❧❧ st❛t❡ t❤❡♠ ❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
❛s t❤❡② ❛♣♣❡❛r ✈❡r❜❛t✐♠ ✐♥ ❬❈❑✹❪✳

❙P■◆✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ✭❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢✮ s♣✐♥ ♦❢ ❛ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥
t❤r❡❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❧✇❛②s ❣✐✈❡ t❤❡ ❛♥s✇❡rs ✶✱✵✱✶ ✐♥ s♦♠❡ ♦r❞❡r✳

❚❤✐s ❛①✐♦♠ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r②✳ ❇✉t t❤✐s t❤❡♦r② ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ✐t ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛①✐♦♠✳ ■t ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❡st❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳
❚❤❡ t❡r♠ ❵sq✉❛r❡❞ s♣✐♥ ♦❢ ❛ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❧♦♥❣ s♦♠❡ ❛①✐s✬ ♠❛② ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
s♦♠❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭♦r ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡



✼✷ ❚❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❙tr✐♣♣❡❞ ❉♦✇♥

❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss t❤❡r❡♦❢✮ ♠❛② ❡✈❡♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳✻✽ ❚❤❛t ✐s✱
♦♥❝❡ t❤❡ ❛①✐♦♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞✻✾✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ❛①✐♦♠ t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❞❡r✐✈❛❜❧❡
❢r♦♠ ❛♥② t❤❡♦r② t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❛①✐♦♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
t❤r❡❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s e1, e2, e3✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t t❤❛t ❛❧✇❛②s ❣✐✈❡s
t❤r❡❡ ♥✉♠❜❡rs x1, x2, x3 ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t t✇♦ ♦❢ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✱
❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❛ss♦❝✐❛t❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
♥✉♠❜❡rs xi ✇✐t❤ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ei✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐s
✐rr❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠✳

❊①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❙P■◆ ❛①✐♦♠ ✐s ❛ ✈❡r② ♠♦❞❡st ♦♥❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ♠❛♥②
♦t❤❡r ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤r❡❡ ♥✉♠❜❡rs x1, x2, x3 ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t t✇♦ ♦❢ t❤❡s❡
♥✉♠❜❡rs ❡q✉❛❧ ✶ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❡q✉❛❧s ✵✳ ❖♥❡ ♠❛②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣✉t t❤r❡❡ ❜❛❧❧s ✐♥ ❛ ❜❛❣✱ ♦♥❡
♦❢ t❤❡♠ ❜❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ r❡❞✱ t❤❡♥ t❛❦❡ ♦✉t t❤❡ ❜❛❧❧s ♦♥❡ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ t❛❦❡ ❛ ♥✉♠❜❡r
❢♦r ❡❛❝❤ ❜❛❧❧❀ ✵ ✐❢ t❤❡ ❜❛❧❧ ✐s ❜❧✉❡ ❛♥❞ ✶ ✐❢ ✐t ✐s r❡❞✳✼✵ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❛❦✐♥❣ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡s
♦♥❧② ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛①✐♦♠✳

❚❲■◆✿ ❋♦r t✇✐♥♥❡❞ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ s✉♣♣♦s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r ❆ ♣❡r❢♦r♠s ❛ tr✐♣❧❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡❞ s♣✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ a ✐♥ t❤r❡❡ ♦r✲
t❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s x, y, z✱ ✇❤✐❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r ❇ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ t✇✐♥♥❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡
b ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ w✳ ❚❤❡♥ ✐❢ w ❤❛♣♣❡♥s t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s ♦♥❡ ♦❢
x, y, z✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r ❇✬s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐❧❧ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ②✐❡❧❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥s✇❡r ❛s
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜② ❆✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛①✐♦♠ ❜② ❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥ ✐s ❛ ❜✐t ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱
✐t ✐s ♥♦t ❛♥ ❛①✐♦♠ ❛t ❛❧❧✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ✏t✇✐♥♥❡❞ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡s✑✳ ❚❤❡
❛①✐♦♠ s❤♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t t❤❛t t✇✐♥♥❡❞ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡①✐st✳ ❖r✱ ♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡t ✉♣ t✇♦ s②st❡♠s✱ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ♥❛♠❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s a ❛♥❞ b✱ s✉❝❤
t❤❛t ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ s②st❡♠ b ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ②✐❡❧❞s t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡s
❢r♦♠ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ s②st❡♠ a ✐❢ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ♠❡t✳ ▼② ♣♦✐♥t ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r❡r ✐♥ ❛
st♦r②✳

❚❤❡ ❚❲■◆ ❛①✐♦♠ st❛t❡s t❤❛t t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs ❆ ✭❆❧✐❝❡✮ ❛♥❞ ❇ ✭❇♦❜✮ ❝❛♥ ❝♦♠❡ t♦❣❡t❤❡r
t♦ s❡t ✉♣ ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡♥ t❤❡② s♣❧✐t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥t♦ t✇♦ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠
t❛❦❡s ♦♥❡ ♣❛rt t♦ ❤✐s✴❤❡r ♦✇♥ ❤♦♠❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②✳ ❖♥❝❡ ❛t ❤♦♠❡✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs ❝❛♥
❝❤♦♦s❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡✐r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛t ❛♥② t✐♠❡ t❤❡② ❧✐❦❡✳ ■♥
❛❞✈❛♥❝❡✱ ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜ ❤❛✈❡ ❛❣r❡❡❞ ♦♥ t✇♦ s❡ts ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡②
❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♣✐❝❦ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❇♦❜ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ❛
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ w✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❤❡ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✸✸ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❢r♦♠ t❤❡ P❡r❡s ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✷✮✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛s ✵ ❛♥❞ ✶ ❛s t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s ✐✳❡✳✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✸✸ ❞✐r❡❝t✐♦♥s

✻✽❚❤❡ t❤❡s✐s t❤❛t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦♥❧② ❤❛✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ✇❛② t❤❡② ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐s ❝♦♠♠♦♥
✐♥ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❍❡✐✱ ❈❤✳ ■■■❪✳

✻✾❚❤✐s ❝❛♥ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♦♥❧② ❜❡ ❞♦♥❡ ✉♣ t♦ ❝❡rt❛✐♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥❀ ■ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✳
■t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭t❤❡ W± ♦r Z0 ❜♦s♦♥✮ ❛r❡♥✬t t❤❡ ❡❛s✐❡st
♦♥❡s t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ❙P■◆ ♠❛② ❜❡
❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦✉♣❧❡❞ s♣✐♥✲ 1

2
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s♦♠❡t❤✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬❍▲▲❇❪✳

❚❤❛t ✐s✱ ♦♥❡ ❞♦❡s♥✬t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♥❡❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ t❡st ❙P■◆✳
✼✵❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ♠✉❝❤ r✐❝❤❡r✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳

❇✉t ✐t ✐s ♥♦t ❞❡♠❛♥❞❡❞ ❤❡r❡ t❤❛t q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s tr✉❡✳



❚❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✸

t❤❡r❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t② ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ✵ ❛♥❞ ✶✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛♥
❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❙P■◆ ❛①✐♦♠✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①tr❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t t✇♦
♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤r♦✇♥ ❛✇❛②✳ ❆❧✐❝❡✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❢r♦♠ ✹✵
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛❞s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ P❡r❡s ♣r♦♦❢
✭t❛❜❧❡ ✸✮ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❙P■◆ ❛①✐♦♠✳

❚❤✉s ❢❛r✱ t❤✐s st♦r② ✐s ♠❡r❡❧② ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙P■◆ ❛①✐♦♠✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s
t❤❛t ✇❤❡♥ ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜ ❛r❡ st✐❧❧ t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡② ❝❛♥ ❛rr❛♥❣❡ t❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛②
t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❇♦❜ ❝❤♦♦s❡s ❛t ❤♦♠❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ tr✐❛❞ t❤❛t
❆❧✐❝❡ ❝❤♦♦s❡s✱ t❤❡♥ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ♥♦ ♠❛tt❡r ❛t ✇❤❛t

t✐♠❡ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs ❝❤♦♦s❡s t♦ ❞♦ t❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■♥ s❤♦rt✱ t❤❡② ❝❛♥ ♣r❡♣❛r❡ ❛
♣❛✐r ♦❢ t✇✐♥♥❡❞ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤✐s ✐s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❡st❛❜❧❡ ❛①✐♦♠❀ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♣r❡❞✐❝ts t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡✱ t❤♦✉❣❤✱ ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ❛①✐♦♠ ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛①✐♦♠s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡❝❧❛r❡s t❤❡ ❢r❡❡
✇✐❧❧ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r st❛t❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐t②✳

▼■◆✿ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❆ ❛♥❞ ❇ ❛r❡ s♣❛❝❡✲❧✐❦❡ s❡♣✲
❛r❛t❡❞✳ ❚❤❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r ❇ ❝❛♥ ❢r❡❡❧② ❝❤♦♦s❡ ❛♥② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✸✸ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❞✐r❡❝t✐♦♥s w✱ ❛♥❞ a✬s r❡s♣♦♥s❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❛♥❞ ✐♥✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ❆ ❝❛♥ ❢r❡❡❧② ❝❤♦♦s❡ ❛♥② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✹✵ tr✐♣❧❡s x, y, z✱ ❛♥❞ b✬s r❡s♣♦♥s❡
✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❛t ❝❤♦✐❝❡✳

❚❤❡ ❛①✐♦♠ ✜rst❧② st❛t❡s t❤❛t ❜♦t❤ ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜ ❤❛✈❡ ❛ ❢♦r♠ ❛ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡♠
t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢r❡❡ ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡② ❜♦t❤ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝❤♦♦s❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t
t❤❡② ❧❡t t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ❢r❡❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t
t❤❡✐r ❤✐st♦r② ✭✉♣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✮ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❡tt✐♥❣s✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐t② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛①✐♦♠✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢
❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs t❤❡♠s❡❧✈❡s ❝❤♦♦s❡ t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡② ♣❡r❢♦r♠ t❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱
✐t ♠❛② ❜❡ ❛rr❛♥❣❡❞ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r ❞♦❡s ❆❧✐❝❡✬s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ ❢✉t✉r❡ ♦❢ ❇♦❜✱ ♥♦r
❞♦❡s ❇♦❜✬s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ ❢✉t✉r❡ ♦❢ ❆❧✐❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
t❤❛t ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❛r❡ ♣r♦❤✐❜✐t❡❞ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❜s♦❧✉t❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✳

✹✳✸ ❚❤❡ ❚❤❡♦r❡♠

❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥ st❛t❡❞ t❤❡✐r ❙tr♦♥❣ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬❈❑✹❪✿

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ❛①✐♦♠s ❙P■◆✱ ❚❲■◆ ❛♥❞ ▼■◆ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ s♣✐♥ ✶ ♣❛rt✐❝❧❡

t♦ ❛ tr✐♣❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❢r❡❡ ✕ t❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ ✐s ♥♦t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❛t ♣❛rt ♦❢ t❤❡

✉♥✐✈❡rs❡ t❤❛t ✐s ❡❛r❧✐❡r t❤❛♥ t❤✐s r❡s♣♦♥s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡✳

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♠❛❦❡s t❤❡ ✜rst ♣❛rt ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♠②st✐❢②✐♥❣✳
❇❡✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s✱ ❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥ ❢♦❝✉s t❤❡✐r ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r✐♠❛r✐❧② ♦♥
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ♦❜✲
s❝✉r❡❞✳ ■♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❣✐✈❡ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ st♦r② t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ t❤❡② ❞❡s❡r✈❡✱ ■✬❧❧ ✜rst
♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳ ■t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛ss✐❣♥ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❛❧❧

♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ t✇✐♥♥❡❞ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇✐t❤♦✉t ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❙P■◆ ♦r ❚❲■◆ ❛①✐♦♠✳



✼✹ ❚❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❙tr✐♣♣❡❞ ❉♦✇♥

Pr♦♦❢✿

❚❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❵❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✬ ♠❡❛♥s t❤❛t
✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♥✉♠❜❡r ✭♦r s❡t ♦❢ ♥✉♠❜❡rs✮ t❤❛t ❞❡♥♦t❡s t❤❡
♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ▲❡t EB ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ✸✸ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❇♦❜ ❛♥❞
❧❡t EA ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ✹✵ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❆❧✐❝❡✳ ❆ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t
♠❡❡ts t❤❡ ❙P■◆ ❛①✐♦♠ t❤❡♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♣❛rts✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ θB : EB → {0, 1} ❛♥❞ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ θA : EA → {(0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)}✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ 233 · 340 ≃ 1029

♣♦ss✐❜❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✳
❋♦r ❛♥② tr✐❛❞ (x1, x2, x3) ∈ EA✱ ❧❡t θ

j
A(x1, x2, x3) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ j✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ tr✐♣❧❡t

θA(x1, x2, x3) ❢♦r j = 1, 2, 3✳ ❋♦r ❛♥② ✜①❡❞ θB✱ t❤❡ ❚❲■◆ ❛①✐♦♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② x ∈ EB
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❤♦❧❞✿ ✐❢ x ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs ❛s t❤❡ j✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ tr✐❛❞
(x1, x2, x3) ∈ EA✱ t❤❡♥

θB(x) = θjA(x1, x2, x3). ✭✶✽✸✮

◆♦t❡ t❤❛t EB ❛♥❞ EA ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐❢ x ❛♣♣❡❛rs ❜♦t❤ ❛s t❤❡ j✲t❤
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ (x1, x2, x3) ∈ EA ❛♥❞ ❛s t❤❡ k✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ (x′1, x

′
2, x

′
3) ∈ EA✱ t❤❡♥ x ∈ EB✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐❢ x ❛♣♣❡❛rs ❜♦t❤ ❛s t❤❡ j✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ (x1, x2, x3) ∈ EA ❛♥❞ ❛s t❤❡ k✲t❤
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ (x′1, x

′
2, x

′
3) ∈ EA✱ t❤❡♥

θjA(x1, x2, x3) = θkA(x′1, x
′
2, x

′
3). ✭✶✽✹✮

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ θ : EB → {0, 1} ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

θ(x) := θjA(x1, x2, x3) ✐❢ x ✐s t❤❡ j✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ tr✐❛❞ (x1, x2, x3). ✭✶✽✺✮

❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t x ∈ EB ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ tr✐❛❞ ✐♥ EA✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ EB✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✭✶✽✹✮ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ x ❛♣♣❡❛rs✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ θ
s❛t✐s✜❡s t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ tr✐♣❧❡ x, y, z ∈ EB ♦♥❡ ❤❛s

θ(x) + θ(y) + θ(z) = 2. ✭✶✽✻✮

❇✉t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✷✱ s✉❝❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✳ ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ θB t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ t❤❡ ❚❲■◆ ❛①✐♦♠ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢
❛ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t ✈✐♦❧❛t✐♥❣
❡✐t❤❡r t❤❡ ❙P■◆ ♦r t❤❡ ❚❲■◆ ❛①✐♦♠ ✭♦r ❜♦t❤✮✳ �

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✿

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ▼■◆✱
❙P■◆ ❛♥❞ ❚❲■◆ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ❛
tr✐♣❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ♥♦t ❢r❡❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡
♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■t t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷ t❤❛t t❤❡ ❛①✐♦♠s ❙P■◆
❛♥❞ ❚❲■◆ ❝❛♥♥♦t ❜♦t❤ ❤♦❧❞✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤r❡❡ t❤❡ ❛①✐♦♠s ❙P■◆✱ ❚❲■◆ ❛♥❞ ▼■◆ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❤♦❧❞✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ s♣✐♥✲✶
♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ❛ tr✐♣❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢r❡❡✳ ■t t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✐ts r❡s♣♦♥s❡ ♠✉st ✐♥❞❡❡❞
❜❡ ❢r❡❡✳

❋r♦♠ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥ ❛✈♦✐❞ ✭♣♦ss✐❜❧② ✐♠♣r♦♣❡r✮ ✉s❡ ♦❢ t❤❡
❞♦✉❜❧❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿



❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✼✺

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❢r❡❡ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✇❤❛t
❤❛s ❤❛♣♣❡♥❡❞ ❛t ❡❛r❧✐❡r t✐♠❡s ✭✐♥ ❛♥② ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡✮✳

❚❤✐s ✐s ❛♥ ❛❞❛♣t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥✬s ❞❡✜♥t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❡r✿

✏❚♦ s❛② t❤❛t ❆✬s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ x, y, z ✐s ❢r❡❡ ♠❡❛♥s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ ❜② ✭✐✳❡✳✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢✮ ✇❤❛t ❤❛s ❤❛♣♣❡♥❡❞ ❛t ❡❛r❧✐❡r t✐♠❡s ✭✐♥ ❛♥②
✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡✮✳✑ ❬❈❑✹❪

❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡✐r ❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❤♦✇ t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❡①❛❝t❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❜✉t ■ t❤✐♥❦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶ ✐s t❤❡ ♠♦st ♦❜✈✐♦✉s
♦♥❡✳

◆♦✇ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ♣❛rt✐❝❧❡ b✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥✲
✐st✐❝✱ ❛ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❛t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡✐♥❣
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❇♦❜✳✼✶ ❙✐♥❝❡ ❇♦❜ ✭❜② t❤❡ ▼■◆ ❛①✐♦♠✮ ❤❛s ❛ ❢r❡❡ ❝❤♦✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❡
✇✐s❤❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❤❡ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ✐s ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✮✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❇♦❜✳ ❚❤✉s ❛t ❛♥② t✐♠❡ ♣♦✐♥t tB
✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❇♦❜✮ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t θtBB : Eb → {0, 1}✱
✇❤❡r❡ θtBB (x) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r❡✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧t ✐❢ ❇♦❜ ❝❤♦♦s❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t x ❛t t✐♠❡ tB ✭❤❡r❡✱ t❤❡ ❙P■◆ ❛①✐♦♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s♦rt ♦❢
r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ❛t ❛♥② t✐♠❡ ♣♦✐♥t tA ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❆❧✐❝❡✮ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡✜♥✐t❡
✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t θtAA : EA → {(0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)}✱ ✇❤❡r❡ θtAA (x1, x2, x3) ❞❡♥♦t❡s t❤❡
♣r❡✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧t ✐❢ ❆❧✐❝❡ ❝❤♦♦s❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t (x1, x2, x3)
❛t t✐♠❡ tA✳

■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ❚❲■◆ ❛①✐♦♠ ♦♥❧② ❤❛s t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣❛✐r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜✳ ■❢ tB < tA ✐♥ ❛❧❧ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡s✼✷✱ θtAA ❝❛♥ ❜❡ ❛rr❛♥❣❡❞ t♦ s❛t✐s❢②
t❤❡ ❚❲■◆ ❛①✐♦♠ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♦✉t❝♦♠❡ θtBB (x) ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ x ♠❛❞❡ ❜② ❇♦❜✳ ❱✐❝❡
✈❡rs❛✱ θtBB ❝❛♥ ❜❡ ❛rr❛♥❣❡❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❚❲■◆ ❛①✐♦♠ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♦✉t❝♦♠❡ θtAA (x1, x2, x3)
❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ (x1, x2, x3) ♠❛❞❡ ❜② ❆❧✐❝❡ ✐❢ tA < tB ✐♥ ❛❧❧ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ tA ❛♥❞ tB ♠❛② ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ♥❡✐t❤❡r θtAA ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡
θtBB ✱ ♥♦r ✐s θtBB ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ θtAA ✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ▼■◆
❛①✐♦♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❆❧✐❝❡ ❛♥❞
❇♦❜✱ t❤❡ ❚❲■◆ ❛①✐♦♠ ♠✉st ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡s✳ ❇✉t t❤✐s ✐s
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳

■t t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ ❛①✐♦♠s ❙P■◆✱ ❚❲■◆ ❛♥❞ ▼■◆✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s a ❛♥❞ b t♦ ❛ tr✐♣❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ ♥♦t ❜♦t❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❇② ❉❡ ▼♦r❣❛♥✬s ❧❛✇✱ ✐t t❤❡♥
❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ❵❢r❡❡ ✇✐❧❧✬ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ �

✼✶❍❡r❡✱ ♦♥❡ ♠❛② r❛✐s❡ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✭♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✮ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✭♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧✮ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ t♦ ❤♦❧❞✳ ■ t❤✐♥❦ ✐t ✐s✳

✼✷❚❤✐s ✐s ❛ ❢❛♥❝② ✇❛② ♦❢ s❛②✐♥❣ t❤❛t ❡✈❡♥ts ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ❛t t❤❡ t✐♠❡ tB ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝❛✉s❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦♥ t❤❡ ❡✈❡♥ts ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ❛t t✐♠❡ tA✳



✼✻ ❚❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❙tr✐♣♣❡❞ ❉♦✇♥

✹✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✹✳✹✳✶ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❛♥❞ ❉❡t❡r♠✐♥✐s♠

▼♦st r❡❛❞❡rs ✇✐❧❧ ✜♥❞ t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❞✐st✉r❜✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡② ❡♥❝♦✉♥t❡r ✐t t❤❡ ✜rst
t✐♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠♦st ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ t❤❛t ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❛s❝r✐❜❛❜❧❡
t♦ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❛❧s♦ ❞✐✈❡rt ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❈♦♥✇❛② ❛♥❞
❑♦❝❤❡♥ ✭q✉♦t❡❞ ❥✉st ❜❡❧♦✇ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❤❛✈✐♥❣ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ✐s ✉s✉❛❧❧② s❡❡♥ ❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

st❛t❡♠❡♥t❀ ✐t ✐s ❛ ♣r♦♣❡rt② s♦♠❡♦♥❡ ♠❛② ♣♦ss❡ss✳ ❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞❡✜♥❡ ❢r❡❡
✇✐❧❧ ❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ st❛t❡♠❡♥t ✭❛♥❞ ♥♦t ❡✈❡♥ ❛s ❛ ♣r♦♣❡rt②✮✿ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡
♣r♦♣❡rt② t❤❛t s♦♠❡♦♥❡✬s ❛❝t✐♦♥s ♠❛② ❤❛✈❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡② ✉s❡ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s r❛t❤❡r
str❛♥❣❡✳ ■♥ t❤❡✐r ♦✇♥ ✇♦r❞s✿

✏❖✉r ♣r♦✈♦❝❛t✐✈❡ ❛s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ t♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❞❡❧✐❜❡r❛t❡✱ s✐♥❝❡
♦✉r ❢r❡❡❞♦♠ ❛ss❡rts t❤❛t ✐❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs ❤❛✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢r❡❡❞♦♠✱ t❤❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s
♠✉st ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t
t❤✐s ❧❛tt❡r ❢r❡❡❞♦♠ ✐s t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♦✇♥✳✑ ❬❈❑✹❪

■ t❤✐♥❦ ✐t✬s q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ t♦ st❛t❡ t❤❛t t❤✐s s♦rt ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤❛t ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ✐s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡② ❛❝t✉❛❧❧② ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡✐r t❤❡♦r❡♠ ✭✉♥❞❡r t❤❡ ❣✉✐s❡ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧✮
✐s ♥♦t t❤❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs ❤❛✈❡ ❢r❡❡ ✇✐❧❧✱ ❜✉t t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ♥♦t ♣r❡✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
❚❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ♦t❤❡r ❢♦r♠s ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ♣❛♣❡r✳

■t s❡❡♠s ♥❛t✉r❛❧ t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ♣♦ss❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r ❡♥t❛✐❧s ❛ ❝❡rt❛✐♥
❢♦r♠ ♦❢ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞✱ ✐✳❡✳ ✐t ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ ♦✉r ❛❝t✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡s
❛r❡ ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞ ❞♦❡s s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ♦✉r ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② t❤❡ ❢❡❡❧✐♥❣ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡
s✐t✉❛t✐♦♥✳ ▼❛❦✐♥❣ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❛❝t✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥t✐r❡❧② ♣❛ss✐✈❡✳
❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ t♦ ✇❤✐❝❤ ❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥ ❛♣♣❡❛❧ ✐♥ t❤❡ ▼■◆ ❛①✐♦♠ ✐s ❛♣♣❡❛❧✐♥❣✱
♥♦t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♠❛❞❡ ❜② ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜ ❛r❡ ♥♦t ♣r❡✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❛s t❤❡② ❝❧❛✐♠✱ ❜✉t✱ ✐♥
♠② ♦♣✐♥✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❛❦❡ t❤❡s❡ ❝❤♦✐❝❡s✳✼✸ ■t s❡❡♠s ✉♥r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ♠❡ t♦
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s s✐♠✐❧❛r❧② ❞✉❡ t♦ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❵❝❤♦✐❝❡✬
♠❛❞❡ ❜② t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❇✉t ❡✈❡♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ t❤❡♦r❡♠✱ ♦♥❡ ♠❛② ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡❞♦♠
♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✏❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✑ t❤❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs ❤❛✈❡✳ ■t
✐s ❝❧❡❛r❧② ❛ss✉♠❡❞ ❜② ❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥ t❤❛t ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r♠ ♦❢
❢r❡❡ ✇✐❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ st♦r② ❝❡rt❛✐♥❧② ❞♦ ♥♦t✳ ❖♥❝❡ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛s ❞❡❝✐❞❡❞
✇❤❛t ✈❛❧✉❡ ✐t ✇✐s❤❡s t♦ ❜r✐♥❣ ❛❜♦✉t ❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r♦❜❜❡❞ ♦❢ ✐ts ❢r❡❡ ✇✐❧❧✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ ❵❢r❡❡ ✇✐❧❧✬ t♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s s❡❡♠s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠ ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐t② ✐♥t♦ t❤❡ st♦r②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡
t♦ ❛❣r❡❡ ♦♥ ✇❤❛t ❝❤♦✐❝❡ t❤❡② ♠❛❦❡✱ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ s❦✐❧❧s t❤❛t ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❝❛✉s❛❧✐t②✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐t ✐s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❢r❡❡❞♦♠ t♦ ❝❤♦♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐s ♥♦t t❤❡
♦♥❧② ❢r❡❡❞♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs ❤❛✈❡✳ ❇❡s✐❞❡s ❜❡✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs✱ ♠♦st ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs ❛r❡ ❛❧s♦
❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ♥♦r♠❛❧ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣s ✇❤♦ s♦♠❡t✐♠❡s ❝❤♦♦s❡ ♥♦t t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞
r❛t❤❡r ❤❛✈❡ ❛ ❝✉♣ ♦❢ ❝♦✛❡❡✳✼✹ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❛ ❢r❡❡❞♦♠ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡✳ ■❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r

✼✸■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs ✇❡r❡ ♦♥❧② ❞✉❡ t♦ s♦♠❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞
❜❡ ♥♦ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ❛ss✐❣♥ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ ♦♥❡
♠❛② ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss t❤❛t s❡❧❡❝ts t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛❧s♦ s❡❧❡❝ts t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
✭❛♥❞ t❤✉s ❞♦❡s♥✬t ❤❛✈❡ t♦ s❡❧❡❝t ♦✉t❝♦♠❡s ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮✳

✼✹❙♦♠❡ ♠❛② ❡✈❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r♦✇✐♥❣ ✐t ❛❝r♦ss t❤❡ r♦♦♠ ❬❈♦♥✶❪✳



❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✼✼

❝❤♦♦s❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧t✳ ■t
s❡❡♠s t❤❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧✱ ✇❤❡r❡❛s ♣❛rt✐❝❧❡s ✭✐❢ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡②
❤❛✈❡ s♦♠❡ s♦rt ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧✮ ♠❡r❡❧② ❤❛✈❡ ❛ ♣❛ss✐✈❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧✳

❚❤✉s ❢❛r ■ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡ t❡r♠ ❵❢r❡❡ ✇✐❧❧✬ ✐s ❛♥ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡ ♦♥❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
♣❡❝✉❧✐❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠✳ ■t s❡❡♠s ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ✐♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡♥✐❛❧ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳ ❖♥❡
♦❢t❡♥ ✜♥❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❜② ▲❛♣❧❛❝❡✿

✏❲❡ ♦✉❣❤t t❤❡♥ t♦ r❡❣❛r❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐ts ❛♥t❡✲
r✐♦r st❛t❡ ❛♥❞ ❛s t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ❢♦❧❧♦✇✳ ●✐✈❡♥ ❢♦r ♦♥❡ ✐♥st❛♥t ❛♥
✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❝♦♠♣r❡❤❡♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❜② ✇❤✐❝❤ ♥❛t✉r❡ ✐s ❛♥✐♠❛t❡❞ ❛♥❞
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡✐♥❣s ✇❤♦ ❝♦♠♣♦s❡ ✐t✕❛♥ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ s✉✣❝✐❡♥t❧②
✈❛st t♦ s✉❜♠✐t t❤❡s❡ ❞❛t❛ t♦ ❛♥❛❧②s✐s✕✐t ✇♦✉❧❞ ❡♠❜r❛❝❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠✉❧❛ t❤❡
♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❜♦❞✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t❡st ❛t♦♠❀
❢♦r ✐t✱ ♥♦t❤✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ❛s t❤❡ ♣❛st✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡♥t
t♦ ✐ts ❡②❡s✳✑ ❬▲❛♣❪

▼♦r❡ ❧♦♦s❡❧② ♣✉t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✉♥✐✈❡rs❡✱
t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉t✉r❡✳

❇✉t ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❛t t❤✐s ❢♦r♠ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠
✐s ❡①❝❧✉❞❡❞ ✐❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs ❤❛✈❡ ❢r❡❡ ✇✐❧❧✳ ❖♥❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ t❤✐♥❦ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥s✐♣✐❞
❡①❛♠♣❧❡✳ ■❢ ■ ❤♦❧❞ ❛ ❜❛❧❧✱ ■ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ ✐t ✇❤❛t❡✈❡r ■ ✇❛♥t✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡
❜❛❧❧ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ■♥ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡✈❡♥ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛
t❤❡♦r② t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❝❛✉s❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ♦t❤❡r ❡✈❡♥ts ✭✇❤✐❝❤ s❡❡♠s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥✮✱ t❤❡s❡ ♦t❤❡r ❡✈❡♥ts
✇✐❧❧ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛s♣❡❝ts✳

■♥ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❡✈❡♥ ✇♦rs❡✳ ❍❡r❡✱ ♦♥❡ ❞♦❡s
♥♦t ❡✈❡♥ ❤❛✈❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs t♦ ❡♥❝♦✉♥t❡r ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳✼✺

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ♠❛ss ✶ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s✐♥❣ ✐t ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡
F (x, t) = 6sgn(x)|x| 13 ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ x(0) = 0 ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠ p(0) = 0✱ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥

d2 x

d t2
= 6sgn(x)|x| 13 ✭✶✽✼✮

❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳✼✻ ❚❤❡
❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❡✈❡♥ r♦❜✉st ❛❣❛✐♥st ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❛t ❛♥
❡♥t✐r❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st❛t❡ ❛❧♦♥❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❢✉t✉r❡✿

✏❉❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐s t❤❡ t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ ♣❛st ❛♥❞ t❤❡ ❧❛✇s ♦❢ ♥❛t✉r❡ t♦❣❡t❤❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡✱
❛t ❡✈❡r② ♠♦♠❡♥t ❛ ✉♥✐q✉❡ ❢✉t✉r❡✳✑ ❬✈■❪

❋♦r s✉♣♣♦s❡ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t x(t) = 0 ❛♥❞ p(t) = 0 ❢♦r ❛❧❧ t ≤ 0✱ t❤❡♥ st✐❧❧ x(t) = t3✱ x(t) = −t3
❛♥❞ x(t) = 0 ❢♦r t > 0 ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ✈❛♥ ■♥✇❛❣❡♥ ❤❛s ♠② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
❜② ▲❛♣❧❛❝❡✳ ■t ❤❛s ❛❧✇❛②s ♣✉③③❧❡❞ ♠❡ ✇❤② ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐s ♦❢t❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①tr❛

✼✺❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬▲❛♥✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t✉r♥ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❬❊❛r❪✳
✼✻P♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ x(t) = t3 ♦r x(t) = −t3✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤✐s ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❝②

❝❛♥ ♦♥❧② ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛❞❞❡❞ ❛s
❛♥ ❛①✐♦♠ ❢♦r ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳



✼✽ ❚❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❙tr✐♣♣❡❞ ❉♦✇♥

❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡♥❞❡rs t❤❡ ♣❛st ❛s ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❢✉t✉r❡ ❡✈❡♥ts❀ ✇❤✐❝❤
♠❛② ♣❡r❤❛♣s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❜❡ ♥❛♠❡❞ t❤❡ ✏❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦♣❡rt②✑✳✼✼

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ✈❛❧✉❡ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ❢♦r ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✭❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢
❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✮ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♠♣❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧②
r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❝❡rt❛✐♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ✇❛② t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❝❤❛♥❣❡
✐♥ t✐♠❡ ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❣✐✈❡♥✳ ■❢ t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s ♥♦t t♦ ❜❡ r❡♥❞❡r❡❞ tr✐✈✐❛❧✱ ✐t ♠✉st ❜❡
s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ❛♥❞
✐♥❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✇✐t❤♦✉t ✈❛❧✉❡ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ✭❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ❢r♦♠ ❛ r❡❛❧✐st ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✮✳

■ ❞♦♥✬t ❜❡❧✐❡✈❡ ✐t ✇❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠
❛♥❞ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ Pr❡s✉♠❛❜❧②✱ t❤❡② ❞✐❞ ❛ss✉♠❡ s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐s♠ t❤❛t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✱ ❜✉t ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✈✐♦❧❛t❡❞ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
■ ❛♠ ❜② ♥♦ ♠❡❛♥s ❛♥ ❡①♣❡rt ♦♥ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞✼✽✱ ■ ✇✐❧❧ tr② t♦ ❣✐✈❡ ❛
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ t❤❛t ♠✐❣❤t ❛♣♣❡❛❧ t♦ ❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥✿✼✾

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✐❢
✐t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐ts ♣❛st✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞✱
❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

■♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s❡ t❤✐s ✐s ❛ ♠✐❧❞❡r ❢♦r♠ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ❣✐✈❡♥ ❡❛r❧✐❡r✱ s✐♥❝❡ ✐t
♦♥❧② r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❢✉t✉r❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❢✉t✉r❡✳ ❚❤✐s ✐s
✇❤❛t t❤❡ t❡r♠ ❵❧♦❝❛❧❧②✬ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡s❀ ✐t r❡❢❡rs t♦ ❧♦❝❛❧✐t② ✐♥ t✐♠❡✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥
s♣❛❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ t❤❛t ✐s ♦❜❡②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❥✉st ❣✐✈❡♥✱✽✵

❜✉t ✐t ❛❧s♦ s❡❡♠s t❤❛t ✐t ✐s ❡①❛❝t❧② ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜❥❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐s
t❤❛t ✐t✬s ❛❧s♦ ❛ ♠♦r❡ ✈❛❣✉❡ ♦♥❡✱ s✐♥❝❡ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❵❡①♣❡r✐♠❡♥t✬✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡
♦❢ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ s❡❡♠s ♥❡❝❡ss❛r② ✐❢ ❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥✬s ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶ ✐s t♦
♠❛❦❡ ❛♥② s❡♥s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❛t ✐♥ t✉r♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❵r❡s♣♦♥s❡✬✳ ❆t ❧❡❛st✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s
✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋r❡❡
❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ t❤❛t ✐s s❤❛r♣❡r ❛♥❞ ❡♠♣❤❛s✐③❡s ✇❤❛t ✐s r❡❛❧❧② ♣r♦✈❡♥✿

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳ ❚❤❡ ❛①✐♦♠s ❙P■◆✱ ❚❲■◆ ❛♥❞ ▼■◆ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡

t♦ ❛ tr✐♣❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ♥♦t ❧♦❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳

❖r✱ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱✽✶

✼✼❚❤❡ t❡r♠ ♠❛② ❜❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t❤❛♥ ✐t s❡❡♠s ❛t ✜rst s✐❣❤t✳ ■♥
❬❇▲◆❪ ✐t ✐s ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ▼❛r❦♦✈ ❝❛♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s ♣❛rt❧② t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t tr✉❡
t❤❛t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs t♦ ❤♦❧❞✳ ❚❤✐s ❡rr♦♥❡♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✇❛s ✉s❡❞ ❜② ◆❡❦r❛s♦✈ t♦ ❛r❣✉❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❈❤r✐st✐❛♥✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢
❛♥♥♦②❛♥❝❡ ❢♦r ▼❛r❦♦✈ ✭❜❡✐♥❣ ❛♥ ❛t❤❡✐st✮✳

✼✽❬✈■❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝❧❡❛r ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ✐♥ ♣❤✐❧♦s♦♣❤②✳ ❘♦✉❣❤❧② st❛t❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
✐s t❤❛t ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❜♦t❤ ✇✐t❤ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❛♥❞ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ ❜✉t ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss s❡❡♠s t♦ ❡①✐st✳

✼✾■ ❞♦ ♥♦t ❞❛r❡ t♦ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♠❛❦❡s ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ ❜✉t ■ ❞♦ t❤✐♥❦
t❤❛t ✐❢ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤✐s ♠❛② ❜❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ st❡♣ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛t ❧❡❛st ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦
❛❧t❡r ♦✉r ✈✐❡✇ ♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦✉r ✈✐❡✇ ♦♥ ❢r❡❡ ✇✐❧❧✱ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s t❤❡ ♠♦r❡ ❝✉st♦♠❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐s♠✳

✽✵▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♦❜❡②❡❞ ✐♥ ❛♥② t❤❡♦r② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡s ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s t❤❛t
❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥ t✐♠❡✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ❛t t✐♠❡ t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
❧✐♠✐t limt′→tA(t′) ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥❡❞ ❛t ❡❛r❧✐❡r t✐♠❡s✳

✽✶❚❤✐s ❧❛st ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈♦✐❞s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡ ▼♦r❣❛♥ ❧❛✇ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧
❚❤❡♦r❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ ✭❡✳❣✳ ✐♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❛t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♣r♦✈❡♥ ✐s t❤❛t



❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✼✾

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹✳ ❚❤❡ ❛①✐♦♠s ❙P■◆✱ ❚❲■◆ ❛♥❞ ▼■◆ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡

t♦ ❛ tr✐♣❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❘❡❣❛r❞❧❡ss ✐❢ ♦♥❡ ❛❝❝❡♣ts t❤❡ r❛❞✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥✱ ■ t❤✐♥❦ t❤❡ ♥❡✇ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ✐s
r❡❛❧❧② st❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✭♦r r❛t❤❡r✱ ❜② ✐ts ♣r♦♦❢✮✳

❖✈❡r❛❧❧✱ ■ t❤✐♥❦ ✐t ✐s ❛ ♣✐t② t❤❛t ❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡✐r t❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤❡ ✇❛②
t❤❡② ❞✐❞✳ ■❢ ✐t ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❛② ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✹✳✸ ♦r ✹✳✹✱ ♣r♦❜❛❜❧②
♠♦r❡ ♣❡♦♣❧❡ ✇♦✉❧❞ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ ✇❤❛t ✐s r❡❛❧❧② ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ t♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❛ ✇✐tt② ♥♦t✐♦♥✱ ❜✉t ■ ✇❛s s✉r♣r✐s❡❞ t♦ s❡❡ t❤❛t
❡✈❡♥ ✐♥ ❬❈❑✸❪ ❈♦♥✇❛② st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ s❛②s t❤❛t ✏✐❢ ✇❡ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣s ❞♦
✐♥❞❡❡❞ ❤❛✈❡ ❢r❡❡ ✇✐❧❧✱ t❤❡♥ s♦ ❞♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ✈❡r② s♠❛❧❧ q✉❛♥t✐t② ♦❢
❢r❡❡ ✇✐❧❧✳✑ ❊✐♥st❡✐♥✬s ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❧❡ss♦♥ t❤❛t ✏❛ ❣♦♦❞ ❥♦❦❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞ t♦♦ ♦❢t❡♥✑ s❡❡♠s
t♦ ❛♣♣❧② ❤❡r❡✳

✹✳✹✳✷ ❚❤❡ P♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❆❜s♦❧✉t❡ ❉❡t❡r♠✐♥✐s♠

■♥ ♠② r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ✭❚❤❡♦r❡♠s ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✹✮✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡r♠ ❵❢r❡❡
✇✐❧❧✬ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t❡r♠ ❵❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠✬ ♦❢ ❝♦✉rs❡ st✐❧❧ ❛♣♣❧✐❡s✱
s✐♥❝❡ ✐t ❛ss✉♠❡s t❤❡ ▼■◆ ❛①✐♦♠✳ ❋♦r ❛ tr✉❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st ✭✐✳❡✳ ♦♥❡ ✇❤♦ ❜❡❧✐❡✈❡s ✐♥ ❛ ❢♦r♠ ♦❢
❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ à ❧❛ ✈❛♥ ■♥✇❛❣❡♥ ♦r ▲❛♣❧❛❝❡✮✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ❛s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ▼■◆
❛①✐♦♠ ✐s✱ ♦❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛♣♣❛❧❧✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ♦♥❡ ❛❝❝❡♣ts t❤✐s ❢♦r♠ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s
♠❛❞❡ ❜② ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜ ❛r❡ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛❧s♦ ♣r❡✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡② ❞♦♥✬t ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝t✉❛❧
❝❤♦✐❝❡✳ ■t ✐s ❛ s❤❛♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❞♦ ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ♣❤✐❧♦s♦♣❤❡rs ✇❤♦ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐sts
t❤❛t ♠✐♥❣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✬t ❍♦♦❢t ✐s ❜♦t❤ ❛ r❡s♣❡❝t❛❜❧❡ ♣❤②s✐❝✐st ❛♥❞ ❛♥
♦✉ts♣♦❦❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✳ ■♥ ❬t❍✷❪ ❤❡ ❛r❣✉❡s ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢
❢r❡❡ ✇✐❧❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡s ♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❤❡ ❡❛s✐❧②
❞✐s♣♦s❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r ❢r❡❡ ✇✐❧❧✳ ❆❜♦✉t ❚✉♠✉❧❦❛✬s ❛r❣✉♠❡♥t t❤❛t

✏❬✇❪❡ s❤♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ t❤❡♦r② t♦ ❜❡ ♥♦♥✲❝♦♥s♣✐r❛t✐♦♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ❤❡r❡
t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs✱ ❛s ✐❢ t❤❡② ❤❛❞ ❢r❡❡
✇✐❧❧ ❬✳ ✳ ✳ ❪✳ ❆ t❤❡♦r② s❡❡♠s ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✐❢ s♦♠❡❤♦✇ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✉♥✐✈❡rs❡ ❛r❡ s♦ ❝♦♥tr✐✈❡❞ t❤❛t ❊P❘ ♣❛✐rs ❬❡✳❣✳ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣♦st✉❧❛t❡ ❜② t❤❡ ❚❲■◆ ❛①✐♦♠❪ ❛❧✇❛②s ❦♥♦✇ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡✳✑ ❬❚✉♠✷❪✱

✬t ❍♦♦❢t st❛t❡s t❤❛t t❤✐s ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♥s♣✐r❛t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts✱ ❧✐❦❡ ❛♥② ❝♦♥s♣✐r❛t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts✱ ❛r❡
❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜❥❡❝t t♦ ❢r♦♠ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❢❡❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♥s♣✐r❛❝②
s❡❡♠s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ✐❢ ♦♥❡ ❛❝❝❡♣ts ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ ♦♥❡ ♠❛② ❛❧✇❛②s ❛♥s✇❡r t❤❡
q✉❡st✐♦♥ ✇❤② t❤✐♥❣s ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✇❛② ❜② s❛②✐♥❣ t❤❛t ✐t ✇❛s s✐♠♣❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❜❡
t❤❛t ✇❛②✳✽✷

❇❡s✐❞❡s ❞✐s♣♦s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧✱ ✬t ❍♦♦❢t ❛❧s♦ ❛r❣✉❡s ❛❣❛✐♥st t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ✏♠❡❛♥✐♥❣ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s
♦❢ ♦✉r ♣❛st✑ ❬t❍✷❪✳ ❋r♦♠ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤✐s ✐s ♦❜✈✐♦✉s✱ s✐♥❝❡ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡

t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❧♦❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❙♦✱ ❢♦r ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s♥✬t tr✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❞♦❡s♥✬t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✇❛② ❢♦r ✉s t♦ ❞❡❝✐❞❡
❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✳

✽✷❖♥❡ ♠❛②✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤✐♥❦ t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♥s♣✐r❛t✐♦♥❛❧ t❤❛t t❤❡ s✉♥ ❝♦♠❡s ✉♣ ❡✈❡r② ❞❛②✳ ❋r♦♠ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❤❛t s❡❡♠s ❝♦♥s♣✐r❛t✐♦♥❛❧ ♦r ♥♦t ✐s ❥✉st ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ♦♣✐♥✐♦♥✳



✽✵ ❚❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❙tr✐♣♣❡❞ ❉♦✇♥

♣❛st ✐♠♣❧✐❡s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣r❡s❡♥t✱ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠✉st ✐♠♣❧② ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❛st✳ ❘❡♠❛r❦❛❜❧②✱ ✬t ❍♦♦❢t ❛❧s♦ st❛t❡s t❤❛t t❤✐s s♦rt ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦❤✐❜✐t❡❞ ✐♥ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✿

✏❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❧❡t ❛♥ ❬❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥❪ ♦♣❡r❛t♦r ai(~x, t) ❛❝t ♦♥ ❛ st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s✱
♠♦r❡ ♦r ❧❡ss✱ t❤❛t ✇❡ r❡♠♦✈❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ~x✱ ❛t t✐♠❡ t✳ ❆ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡
✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛st ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs

❧♦♦❦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✇❤❛t t❤❡② ✇❡r❡ ✐♥ t❤❡ ♦❧❞ st❛t❡✦✑ ❬t❍✷❪

❚❤❛t ✐s✱ ❛♥② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♣❛st ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢
q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❖r✱ ♣✉t ♠♦r❡ str♦♥❣❧②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✬t ❍♦♦❢t q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐ts❡❧❢
✐s ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ t❤❡ ▼■◆ ❛①✐♦♠✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❞✉❜✐♦✉s ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ ♠② ♦♣✐♥✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❛①✐♦♠s
♦❢ ♦rt❤♦❞♦① q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧②
❛❧t❡r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ❛①✐♦♠s✱ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜② ♦❜s❡r✈❡rs
✐s ✐ts ❝♦❧❧❛♣s❡✳ ❚❤❡ ❛❝t ♦❢ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ♦♥❡ t❤❛t ✐s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❛①✐♦♠s✱ ❛♥❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❝t ✭❛❜♦✉t ✇❤✐❝❤ ✬t ❍♦♦❢t
s♣❡❛❦s✮ ❤❛s ❛ ❞✐r❡❝t r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❛❝t ✐♥ r❡❛❧ ❧✐❢❡ ✭■ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✇❤❛t t❤✐s
♠❡❛♥s ❡①❛❝t❧②✮ ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ❛♥s✇❡r✳ ❇✉t✱ t♦ t✉r♥ t❤✐♥❣s ❛r♦✉♥❞✱ ✐❢ ❛❝ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ✭❡✳❣✳ t✉r♥✐♥❣ ♦♥ s♦♠❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✮ ❞♦ r❡tr♦❛❝t✐✈❡❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♣❛st✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
♣❡r❢♦r♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❛t ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✇r♦♥❣
✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❦♥♦✇ ✐❢ ✐t ✇✐❧❧
❜❡ ❛❧t❡r❡❞ ❜② s♦♠❡ ❛❝t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✮✳ ■ ❛♠ ♥♦t s✉r❡ ✐❢ ■ ❛♠ ♠❡❡t✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐♦♥s
♠❛❞❡ ❜② ✬t ❍♦♦❢t✱ s✐♥❝❡ ❤✐s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝❧♦✉❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s②♠❜♦❧s
❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✳ ❇✉t ❤♦♣❡❢✉❧❧②✱ ■ ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ s♦♠❡ ❤✐♥t ❛❜♦✉t ✇❤② ■ t❤✐♥❦ t❤❛t
q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ♥♦t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❥✉st ❧✐❦❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s
❞♦❡s♥✬t s❡❡♠ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳

❉❡s♣✐t❡ ✬t ❍♦♦❢t✬s ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ ❤❡ ❞♦❡s♥✬t ❡♥t✐r❡❧② r❡❥❡❝t t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧✳ ■♥st❡❛❞✱ ❤❡
♣r♦♣♦s❡s ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛①✐♦♠ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ✜rst ♥❡❡❞s t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t❤❡♦r②✳ ■♥ ❤✐s ♦✇♥ ✇♦r❞s✿

✏❆❧❧ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❞❡♠❛♥❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ♦❜❡②s t❤❡ ♠♦st r✐❣✐❞ r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐ts
♣❤②s✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s t❤❡② ❝❛♥ t❛❦❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛✇s t❤❡② ♦❜❡② ✇❤✐❧❡ ❡✈♦❧✈✐♥❣✳
❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐❢ ♦♥❧② t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❝❛✉s❡ ❢r♦♠ ❡✛❡❝t ✿
❝❛✉s❡ ♠✉st ❛❧✇❛②s ♣r❡❝❡❞❡ ❡✛❡❝t✳ ■❢ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ s✉❝❤ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ ✇❡
✇♦✉❧❞ ♥♦t ❦♥♦✇ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦r❞❡r t❤❡ ❵❧❛✇s ♦❢ ♥❛t✉r❡✬ t❤❛t ✇❡ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ♣♦st✉❧❛t❡❞✱
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳✑ ❬t❍✷❪

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✉s❡❞ ❤❡r❡ ✐s ♣r❡s✉♠❛❜❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜②
❊✐♥st❡✐♥✱ P♦❞♦❧s❦② ❛♥❞ ❘♦s❡♥✳ ❇❡✐♥❣ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ♣r❡❞✐❝ts ✇❤❛t ✇✐❧❧ ❤❛♣♣❡♥ ✐♥
t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①❛❝t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡①
♥❛t✉r❡ t❤❛t ✏♦♥❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❝r✉❞❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳✑ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t♦ ❡①♣❧❛✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✏♥✉♠❡r♦✉s ❣✉❡ss❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛st✑ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❡r❡
t❤❡ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ♦❢ ✬t ❍♦♦❢t ❡♥t❡rs t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥❀ t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜♦✉t ♦♥❧② ♦♥❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❡✈❡♥ts✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳ ■♥ ❤✐s
♦✇♥ ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛①✐♦♠ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ st❛t❡s t❤❛t

✏✇❡ ♠✉st ❞❡♠❛♥❞ t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s ❝r❡❞✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r ❛ ✉♥✐✈❡rs❡ ❢♦r ❛♥②

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✦✑ ❬t❍✷❪



❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✽✶

❚❤✉s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❡ ✐s ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❢r❡❡❧② ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠✱ ♦♥❡ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦
❝❤♦♦s❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ t❤❡♦r②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ t❤❡♦r② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
❛♥❞ ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r ❛♥② s✉❝❤ ❝❤♦✐❝❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② ❢r❡❡ s✐♥❝❡ ❛♥
❛❝t✉❛❧ ❢r❡❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ♣❡♥ ❛♥❞ ♣❛♣❡r ✇✐❧❧ ❡✛❡❝t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❛st✳ ■♥ ❢❛❝t✱
♦♥❡ ✐s ♦♥❧② ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ❜②
t❤✐s s❛♠❡ t❤❡♦r②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❵❛♥② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✬
✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✇♦r❧❞✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜❥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❛①✐♦♠ ✐s t❤❛t ✐t ♣r❡s✉♠❡s t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❵✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✬✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡♥s✐❜❧❡ ♠❡❛♥✐♥❣
❜✉t ♣❡r❤❛♣s ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ s✉♣♣♦s❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ■ ❞♦♥✬t t❤✐♥❦ t❤❛t ✬t ❍♦♦❢t
s✉❝❝❡❡❞s ✐♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛ s❡♥s❡ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✇♦r❧❞✱ ❤❡ ❞♦❡s
♠❛❦❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t✽✸✿ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✳

❇✉t ✬t ❍♦♦❢t ❝❧❛✐♠s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❥✉st t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠❀ ❤❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡rs
✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ♠✐❣❤t ❛❝t✉❛❧❧② ❡①✐st✳ ■ ❤❛✈❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
❞♦✉❜ts ❛❜♦✉t t❤✐s ❝❧❛✐♠✳ ❙✐♥❝❡ s✉❝❤ ❛ t❤❡♦r② ✇♦✉❧❞ ♣r❡❞✐❝t ❡✈❡r② ❛❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❛ ✇❛② t♦
❢❛❧s✐❢② ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✜♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜ ❛r❡ ♣r♦❤✐❜✐t❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠
❛♥❞ ❧❡t t❤❡♠ tr② t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t❤❡♦r②
✇♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❛❦❡ ♣❡♦♣❧❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s t❤❡② ❛r❡ ♣r♦❤✐❜✐t❡❞ t♦ ♠❛❦❡✱ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s t♦
♠❡ ❛ ✈❡r② ❞✉❜✐♦✉s s✐t✉❛t✐♦♥ ✭❜✉t ✐♥❞❡❡❞ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✮✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② ♦✉t ✐s t❤❛t ✐t
✐s ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❛t s✉❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♣r♦❤✐❜✐t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❜✉t t❤✐s s❡❡♠s ✉♥❧✐❦❡❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡✬✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠❡ t❤✐s ❢❛r t♦ ❞✐s❝✉ss ♣❧❛♥s ♦❢
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ ✐t ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s✐♠✐❧❛r❧② ❞✉❜✐♦✉s ❢♦r♠ ♦❢ s❡❧❢✲❛✇❛r❡♥❡ss✮✳
❚❤❡ ♦t❤❡r ♦♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠♣❧② t♦♦ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣❡r❢♦r♠✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡
❧❛✇s ♦❢ ♥❛t✉r❡ ♠✉st ❜❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r t❤❛t t❤❡r❡ ❞♦❡s♥✬t ❡①✐st ❛♥② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜ ❡✈❡♥ ✇✐t❤✐♥ s♦♠❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳
❚❤✐s ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛s ✬t ❍♦♦❢t ❡♥✈✐s❛❣❡s ✐t✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ s❡❡♠s t❤❛t ✬t ❍♦♦❢t ❤❛s
t❛❦❡♥ ✐t t♦ ❜❡ ❤✐s t❛s❦ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ t❤❡♦r② t❤❛t ♥♦❜♦❞② ✉♥❞❡rst❛♥❞s ❛♥❞ ♥♦❜♦❞② ❝❛♥ ✉s❡✳ ■✬❞
❧✐❦❡ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s r❡♠❛r❦ ✐s ♥♦t ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛s ❛ s♥❡❡r ❜✉t r❛t❤❡r ❛s ❛ ✇❛r♥✐♥❣✳ ■ ❞♦ ❜❡❧✐❡✈❡
t❤❛t r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t❤❡♦r② ✐s ❛ ♥♦❜❧❡ ❝❛✉s❡✱ ❜✉t ■ ❥✉st ❞♦♥✬t s❡❡ ❤♦✇ ✐t
❝❛♥ s✉❝❝❡❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ✈❛❣✉❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s t❡❝❤♥✐❝❛❧ t❡r♠s✳ ❍♦♣❡❢✉❧❧②✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐sts ✇✐❧❧
❜❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❧✉r❦✐♥❣ ❞❛♥❣❡rs✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❞♦❡s ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ❛
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥✐st t❤❡♦r② ❝❛♥♥♦t ♣♦ss✐❜❧② ✐♠♣r♦✈❡ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s
❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠
t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦❡s♥✬t ❛✛❡❝t t❤❡ ✇❛② t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❇✉t ❛t ❧❡❛st q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r②
t❛❦❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t s❡r✐♦✉s❧②✱ ✇❤❡r❡❛s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ■ ❝❛♥✬t
❤❡❧♣ ❢❡❡❧✐♥❣ ❛ s❡♥s❡ ♦❢ ❞❡❢❡❛t ✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❢❛❧s✐❢② t❤❡ t❤❡♦r② ❛r❡ ♣r♦❤✐❜✐t❡❞
❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♣r♦❤✐❜✐t❡❞
❜② t❤❡ t❤❡♦r② ✐ts❡❧❢✮✳

✹✳✹✳✸ ❘♦❜✉st♥❡ss

❚❤❡ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ t❤❡♦r❡♠ ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠✳ ❇♦t❤
t❤❡♦r❡♠s ✉s❡ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

❵❆ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ♦❢ t❤❡♦r② s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡
s❛t✐s✜❡❞✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡ S2 ✐♥ R3✳

✽✸❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ❜② ♥♦ ♠❡❛♥s ❛ ♥❡✇ ♣♦✐♥t✳



✽✷ ❚❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❙tr✐♣♣❡❞ ❉♦✇♥

❙✐♥❝❡ s✉❝❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✱ ❛ t❤❡♦r② ♦❢ s✉❝❤ ❛ t②♣❡ ❝❛♥♥♦t ❡①✐st✳✬

❆s s❡❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ✐s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ ❧♦♦♣❤♦❧❡s ✐❢ ♦♥❡ t❛❦❡s
t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ▼❡②❡r ❬▼❡②❪ ✇❛s
t❤❛t ❢♦r t❤❛t ❵❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ♦❢ t❤❡♦r②✬ t❤❡ ❵❝❡rt❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✬ ❞♦❡s♥✬t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡
❡♥t✐r❡ s❡t S2✳ ❙✐♥❝❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❛r❡ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐t s❡❡♠s ❧✐❦❡❧② t❤❛t ▼❡②❡r✬s ❛r❣✉♠❡♥t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss✽✹

♦❢ t❤❡✐r t❤❡♦r❡♠ ❬❈❑✷❪✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❣♦ ✐♥t♦ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ▼❡②❡r ✭✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡②
❞♦♥✬t ❡✈❡♥ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ▼❑❈ ♠♦❞❡❧s✮✳ ■ ✇✐❧❧ ❛r❣✉❡ ❤❡r❡ t❤❛t ▼❡②❡r✬s ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ ❢❛❝t ❞♦❡s
♥♦t ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❛r❣✉♠❡♥t ✐s s❡t ✉♣ s♦ ❛s t♦ r❡♥❞❡r r❡❛❧✐st t❤❡♦r✐❡s t❤❛t r❡♣r♦✲
❞✉❝❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋r♦♠ ❛ r❡❛❧✐st ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
♠✉st ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② s♣❡❛❦ ❛❜♦✉t ❛❝t✉❛❧ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ♣♦ss❡ss❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t t❤❡♥ r✉♥s t❤❛t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t
s♣❤❡r❡ S2 ✐♥ R3 ✭♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t♦ ❡❛❝❤ r❛② ✐♥ R3✮ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢② ❝❡rt❛✐♥ r✉❧❡s t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡
t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦
❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ s✉❜s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ S2 t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧♦♦♣❤♦❧❡ ✐♥ t❤✐s ❛r✲
❣✉♠❡♥t ✐s t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r
♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t t❤❛t ✐♥❞❡❡❞ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ S2 s❤♦✉❧❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ■♥
❢❛❝t✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ ❞❡♥s❡ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s✉❜s❡t✳

❚❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ s♣✐r✐t ❢r♦♠ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤❛t ✐t
❞♦❡s ♥♦t st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❛❧✐st ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦✇❛r❞ ♥❛t✉r❡✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐t ❢♦❝✉s❡s
♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❛♥❞ ♦♥❧② ❛ss✉♠❡s t❤❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❙♦
♥♦ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡s t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢
❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡s t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❢♦r✳ ❚❤❡♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡
✉♥❝♦❧♦r❛❜❧❡ s✉❜s❡t S′ ♦❢ S2 ♠❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ s✉❝❤ ♣♦✐♥ts ❞♦ ❞❡♥♦t❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t♦ t❤❡♠ ✐s
r❡q✉✐r❡❞✳

❆s s❡❡♥✱ t❤❡ ▼❑❈ ♠♦❞❡❧s r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣❡❝✉❧✐❛r ✇❛②✳ ❊❛❝❤ t✐♠❡ ❛
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ tr✐❛❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥❝♦❧♦r❛❜❧❡ s✉❜s❡t✱ t❤❡② ❝❧❛✐♠
t❤❛t ✇❤❛t ✐♥ ❢❛❝t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t❤❛t t♦❣❡t❤❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❛ tr✐❛❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ tr✐❛❞ ♦♥❡ s❡t ♦✉t t♦ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❝② ♦❢ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s t❤❡♥ r❡tr✐❡✈❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦♥
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♣♦ss❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❋♦r ❛♥ ✉♥❝♦❧♦r❛❜❧❡ s✉❜s❡t S′✱ t❤❡r❡ ❛r❡ tr✐❛❞s
x, y, z ❛♥❞ x, y′, z′ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ✐❢ ♦♥❡ ✇✐s❤❡s t♦ ♠❡❛s✉r❡ σ2

x

✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ tr✐❛❞s ♣♦ss❡ss✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ✐s ❤♦✇
t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s s❛t✐s❢② t❤❡ ❙P■◆ ❛①✐♦♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❚❲■◆ ❛①✐♦♠✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❢t❡r ❇♦❜ ❤❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ st❛t❡
♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❆❧✐❝❡✬s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐❧❧ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❛t✐s❢②
t❤❡ ❚❲■◆ ❛♥❞ ▼■◆ ❛①✐♦♠s✳ ❆t ❧❡❛st✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳ ■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❛r✐s❡s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✸ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳

❚❤✐s ❢♦r♠ ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✐❞❡st❡♣♣❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❚❲■◆ ❛①✐♦♠ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♣♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ σ2

x ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ tr✐❛❞s x, y, z ❛♥❞ x, y′, z′✳ ❚❤❛t

✽✹❘♦❜✉st ✉♥❞❡r t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳



❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✽✸

✐s✱ ✐♥ t❤❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧♦s❡
t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ♠✉st ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts
❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t ❝❡rt❛✐♥ ✭♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✮ r❡❣✐♦♥s ✭❛s t❤❡② ♠✉st ❜❡✱ ❛s ♣r♦✈❡♥ ✐♥
❬❆♣♣✹❪✮✱ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ❝❛♥♥♦t s❛t✐s❢② t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣✳ ❈❧✐❢t♦♥ ❛♥❞ ❑❡♥t ❬❈❑✶❪ ❛❧r❡❛❞② ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡✐r ♠♦❞❡❧s
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✳ ❚❤❡ ❡♥s✉✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❧❧♦✇s ♥❛t✉r❡ t♦ s❡❧❡❝t ❛ tr✐❛❞ t❤❛t
s❛t✐s✜❡s t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ■t ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛r✲
❣✉♠❡♥t ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐t② t✉r♥s ❢r♦♠ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t ❵❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♠✉st ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛
❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✬ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t ❵❞✐✛❡r❡♥t ♦❜s❡r✈✲
❛❜❧❡s ♠✉st ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡✬✳ ■♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s❡ t❤✐s ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡
❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ✐s r♦❜✉st✳ ■❢ ❧♦❝❛❧✐t② ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡ ❙P■◆ ❛♥❞ ❚❲■◆ ❛①✐♦♠s
r❡q✉✐r❡ t❤❛t ♠♦st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥t❛✐❧s
r♦❜✉st♥❡ss✳

❆ ♠♦r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ✇❤② t❤❡ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ t❤❡♦r❡♠ ✐s r♦❜✉st ✐s ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ✐♥ ❬❈❑✷❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t❤❡r❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛ ❜✐t ✈❛❣✉❡✳ ❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ♠❛② ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ❛①✐♦♠s ❙P■◆ ❛♥❞ ❚❲■◆ ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t ♦♥❧②
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② tr✉❡ ❛♥❞ ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

❙P■◆FP ✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ✭❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢✮ s♣✐♥ ♦❢ ❛ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡
✐♥ t❤r❡❡ ♥♦♠✐♥❛❧❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❣✐✈❡ t❤❡ ❛♥s✇❡rs✽✺ ✶✱✵✱✶ ✐♥ s♦♠❡ ♦r❞❡r
✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛t ❧❡❛st 1 − ǫS ✳

❚❲■◆FP ✿ ❋♦r t✇✐♥♥❡❞ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ s✉♣♣♦s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r ❆ ♣❡r❢♦r♠s ❛ tr✐♣❧❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡❞ s♣✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ a ✐♥ t❤r❡❡ ♥♦♠✲
✐♥❛❧❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s x, y, z✱ ✇❤✐❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r ❇ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ t✇✐♥♥❡❞
♣❛rt✐❝❧❡ b ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ w✳ ❚❤❡♥ ✐❢ w ❤❛♣♣❡♥s t♦ ❜❡ ♥♦♠✐♥❛❧❧② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥ ❛s ♦♥❡ ♦❢ x, y, z✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r ❇✬s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥s✇❡r
❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜② ❆ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛t ❧❡❛st 1 − ǫT ✳

❚❤❡♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s
❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r 3ǫT + ǫS ✉s✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ❝♦♥❢✉s❡s ♠❡✱ ❢♦r ✇❤② ✇♦✉❧❞ ♦♥❡ ✇❛♥t t♦
❞❡r✐✈❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r 3ǫT + ǫS ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✮ t❤❛t ❛❧r❡❛❞②
st❛t❡s t❤❛t 3ǫT + ǫS = 0❄ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥ ✇✐❧❧ st✐❧❧
❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙P■◆ ❛♥❞ ❚❲■◆ ❛①✐♦♠ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ǫS ❛♥❞ ǫT ✳ ❚❤❡s❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ✐♥ t✉r♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ fmax ❢♦r t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❙P■◆ ❛♥❞ ❚❲■◆ ✇✐❧❧ ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t❤❡♦r✐❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ fmin ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❙P■◆ ❛♥❞ ❚❲■◆ ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ fmax < fmin✱
t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ s❤♦✇s t❤❛t ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t❤❡♦r② ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✇❡❛❦❡♥❡❞
✈❡rs✐♦♥s ❙P■◆FP ❛♥❞ ❚❲■◆FP ♦❢ ❙P■◆ ❛♥❞ ❚❲■◆ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ tr✉❡✳

❆s t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞ fmin✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t 1320 = #(EA×EB) ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
t❤❛t ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜ t♦❣❡t❤❡r ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❢r♦♠✳ ■❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❞❡✜♥✐t❡
♦✉t❝♦♠❡✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♠✉st ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❙P■◆ ♦r t❤❡ ❚❲■◆

✽✺❖♥❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥t❡r✈❛❧s I1✱ I0 ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✶ r❡s♣✳ ✵ s✉❝❤ t❤❛t ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧t ✐♥ I1
✭r❡s♣✳ I0✮ ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ r❡s✉❧t 1 ✭r❡s♣✳ 0✮✳



✽✹ ❚❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❙tr✐♣♣❡❞ ❉♦✇♥

❛①✐♦♠✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱✽✻

fmin ≥ 1

1320
. ✭✶✽✽✮

❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r fmax ✐s ❛ ❜✐t ♠♦r❡ tr✐❝❦②❀ ❤❡r❡✱ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤
❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜ ❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞
t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❝❤♦♦s❡s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛t r❛♥❞♦♠✳ ▲❡t x, y, z ❞❡♥♦t❡ t❤❡
tr✐❛❞ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❆❧✐❝❡ ❛♥ m t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ❜② ❇♦❜✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Mx,My,Mz ❛♥❞ Mm✳ ❲❤❡♥❡✈❡r m ∈ {x, y, z} ✭♥♦♠✐♥❛❧❧②✮✱✽✼

MmA ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❆❧✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ m✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
❧❡t [101] ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t {(0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)}✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ✜♥❞s

fmax =P[¬❚❲■◆ ∨ ¬▼■◆]

=P [((Mx,My,Mz) /∈ [101]) ∨ (Mm 6= MmA ∧m ∈ {x, y, z})]
≤P [(Mx,My,Mz) /∈ [101]] + P [Mm 6= MmA |m ∈ {x, y, z}]P [m ∈ {x, y, z}]
≤ǫS + ǫT P [m ∈ {x, y, z}]

=ǫS + ǫT

(
3

33

16

40
+

2

33

24

40

)
= ǫS +

4

55
ǫT ,

✭✶✽✾✮

✇❤❡r❡ ■ ✉s❡❞ ✭✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❡tt✐♥❣s✮ t❤❛t ✶✻ ♦❢ t❤❡ ✹✵ tr✐❛❞s ❝♦♥t❛✐♥
✸ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② ❇♦❜✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✷✹ ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥ ✷ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❛t ♠❛②
❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② ❇♦❜✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t ǫS ❛♥❞ ǫT ❛r❡
❛❝t✉❛❧❧② s♦ s♠❛❧❧ t❤❛t

ǫS +
4

55
ǫT <

1

1320
, ✭✶✾✵✮

t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❤♦❧❞s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥ ❝♦♠❡s ✐♥✳ ❚❤❡②
❞❡r✐✈❡❞ ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s tr✉❡✮ t❤❛t ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❝t✉❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ♦❢ ❙P■◆ ❛♥❞ ❚❲■◆ ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞

3ǫT + ǫS ≤ 1

2900000
, ✭✶✾✶✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❡❛r❧② s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ t♦ ❡♥t❛✐❧ ✭✶✾✵✮✳ ❇✉t ♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤✐s ✐s ❛❧❧ ❥✉st t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
s♦♣❤✐str②✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❜❡❝♦♠❡s r❡❧❡✈❛♥t ✇❤❡♥ ❛❝t✉❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ♦❢ ❙P■◆ ❛♥❞ ❚❲■◆
✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

✹✳✹✳✹ ❲❤❛t ❞♦❡s t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ❙t♦r②❄

❚❤❡ ❇❡❧❧ ■♥❡q✉❛❧✐t②

❘♦✉❣❤❧② st❛t❡❞✱ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐s
❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐❢ ♦♥❡ ❛❝❝❡♣ts ❝❡rt❛✐♥ ❢♦r♠s ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧✱ ❧♦❝❛❧✐t②✱ ❛♥❞ s♦♠❡ q✉❛♥t✉♠✲
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝❧❛✐♠ str♦♥❣❧② r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❇❡❧❧✬s ✐♠♣♦ss✐✲
❜✐❧✐t② ♣r♦♦❢ ❢♦r ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆t ✜rst s✐❣❤t✱ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❇❡❧❧✬s
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s s❡❡♠ t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r✱ s✐♥❝❡ ❛❧s♦ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❤✐❞❞❡♥✲
✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r✐❡s ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❇❡❧❧✲t②♣❡

✽✻❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥ ❞❡r✐✈❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② 1/40✳ ❙♦♠❡❤♦✇✱ t❤❡② ❝♦♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t ❛
✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙P■◆∧❚❲■◆ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙P■◆✳ ■ ❞♦♥✬t s❡❡ ✇❤② t❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr✉❡✳

✽✼■t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❆❧✐❝❡ ❛♥❞ ❇♦❜ ❤❛✈❡ ❛❣r❡❡❞ ✉♣♦♥ ✇❤❡♥ t❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❞r❛✇♥ ❛♥❞
✇❤❡♥ ♥♦t✳



❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✽✺

✐♥❡q✉❛❧✐t② t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ str♦♥❣❡r t♦♦ ✭♦r ❛t ❧❡❛st ❞✐✛❡r❡♥t✮✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠❛② ❜❡ ♠❛❞❡ ❜②
tr❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❇❡❧❧✲t②♣❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠✳

■♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❝♦✉♣❧❡❞ s♣✐♥✲12 ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❝❡rt❛✐♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡s ♦❢
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛①✐♦♠s ♠❛② ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞✿

❙P■◆✬✿▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ ❛ s♣✐♥✲12 ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ❣✐✈❡s
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥s✇❡rs ✲✶ ♦r ✶✳

❚❲■◆✬✿ ❋♦r t✇✐♥♥❡❞ s♣✐♥✲12 ♣❛rt✐❝❧❡s✱ s✉♣♣♦s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r ❆ ♣❡r❢♦r♠s ❛♥ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ a ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ xa✱ ✇❤✐❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r
❇ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ t✇✐♥♥❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ b ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ xb✳ ❚❤❡♥ ✐❢ xb ❤❛♣✲
♣❡♥s t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s xa✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r ❇✬s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐❧❧ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
②✐❡❧❞ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❛♥s✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜② ❆✳

❚❤❡ ▼■◆✲❛①✐♦♠ ❢♦r t❤✐s s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ r❡❛❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

▼■◆✬✿ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❆ ❛♥❞ ❇ ❛r❡ s♣❛❝❡✲❧✐❦❡ s❡♣❛✲
r❛t❡❞✳ ❚❤❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r ❇ ❝❛♥ ❢r❡❡❧② ❝❤♦♦s❡ ❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥ xb✱ ❛♥❞ a✬s r❡s♣♦♥s❡ ✐s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ❆ ❝❛♥ ❢r❡❡❧② ❝❤♦♦s❡ ❛♥②
❞✐r❡❝t✐♦♥ xa✱ ❛♥❞ b✬s r❡s♣♦♥s❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❛t ❝❤♦✐❝❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤✐s ❞♦❡s♥✬t ❞✐r❡❝t❧② tr❛♥s❧❛t❡ t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❧♦❝❛❧✐t②
❈■▲❖❈ ❛♥❞ ❖■▲❖❈ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭s❡❡ t❤❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt❧② ❜❡❝❛✉s❡ ▼■◆ ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ▼■◆✬✮ ✉s❡s
✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s ❧✐❦❡ ❵✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✬ ❛♥❞ ❵❢r❡❡❧②✬ ✇❤♦s❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦♥❧② ❜❡❝♦♠❡s ❛♣♣❛r❡♥t ❜② ✐ts
✉s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❛①✐♦♠s ❈■▲❖❈ ❛♥❞ ❖■▲❖❈ ❛r❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♥❛t✉r❡ t❤❛t ✐t ✐s♥✬t q✉✐t❡ ❛♣♣❛r❡♥t ✇❤❛t t❤❡② ❡①♣r❡ss ❡①❛❝t❧②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡✐r ♠❡❛♥✐♥❣ ✐s ♦♥❧②
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡✈✐❞❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✬s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t
s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
t❤❡♦r❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦✇❛r❞s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r② ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛❝t✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
♦❢ ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞✳ ❆♠♦♥❣ ♣❤②s✐❝✐sts t❤✐s ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ✇✐❞❡❧② ❛❝❝❡♣t❡❞✱ ❜✉t ♠❛♥②
❧♦❣✐❝✐❛♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡❣ t♦ ❞✐✛❡r✳✽✽ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❡ ♠❛② ❡✈❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s
❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✢❛✇❡❞✳

❖✈❡r❛❧❧✱ ■ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❝❧♦✉❞❡❞ ❜② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❡r♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝t♦r✐③❛❜✐❧✐t② ♣❧❛②s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t ❡❛s✐❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞
❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❛ss❛❣❡ ♦❢ t✐♠❡ ❤❛s ❣✐✈❡♥ ♣❡♦♣❧❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ✜♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ■t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ s✐♠✐❧❛r
❤✐❞❞❡♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠✳

❈♦✉♣❧❡❞ ❙♣✐♥✲✶ P❛rt✐❝❧❡s

❚❤❡ ♠❛✐♥ t❤r✉st ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷ ✇❛s ❦♥♦✇♥ ❧♦♥❣ ❜❡❢♦r❡ ❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥ ❝❛♠❡ ✇✐t❤ t❤❡✐r
t❤❡♦r❡♠ ❬❍❘❪✱ ❬❙t❛❪✱ ❬❇❙✷❪✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❡✈❡♥ ❜❡❡♥ st❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ✐♥❞❡❡❞
❡①♣r❡ss❡s ♥♦t❤✐♥❣ t❤❛t ✇❛s♥✬t ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ ❬●❚❚❩❪✳ ❆t ✜rst ❣❧❛♥❝❡✱ t❤✐s ❞♦❡s ✐♥❞❡❡❞ s❡❡♠ t♦

✽✽❬❍á❥❪ ❣✐✈❡s ❛ ♥✐❝❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■t ❛❧s♦ ♥♦t❡s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♠❛❞❡ ❜② ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈
t❤❛t ♠❛② ❜❡ r❡❧❛①❡❞✳



✽✻ ❚❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❙tr✐♣♣❡❞ ❉♦✇♥

❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❝❧♦s❡r ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡s❡ ❡❛r❧✐❡r ❛rt✐❝❧❡s✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝❧❡❛r ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ✐t ✐s ❣♦♦❞ t♦ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✳ ■♥
❛❧❧ ❛rt✐❝❧❡s ♦♥❡ ♠❛② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤r❡❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❆❙✶✱ ❆❙✷✱ ❆❙✸✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♠❛② t❤❡♥
❜❡ ❛rr❛♥❣❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❜str❛❝t ❢♦r♠✳

✭✐✮ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❆❙✶✱ ❛❧❧ 40 × 33 = 1320 ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♠✉st ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❞❡✜♥✐t❡ ♦✉t❝♦♠❡✳

✭✐✐✮ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❆❙✷✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✶✸✷✵ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ♠✉st ❜❡ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤
q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

✭✐✐✐✮ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❆❙✸✱ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♠✉st ❜❡ ♥♦♥✲❝♦♥t❡①t✉❛❧✳

✭✐✈✮ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t❤r❡❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❆❙✶✱ ❆❙✷ ❛♥❞ ❆❙✸ ❝❛♥♥♦t ❛❧❧ ❜❡ tr✉❡✳

■♥ t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❆❙✶✿ ▼■◆ ❛♥❞ ✭❧♦❝❛❧✮ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳

❆❙✷✿ ▼■◆✱ ❙P■◆ ❛♥❞ ❚❲■◆✳

❆❙✸✿ ▼■◆✳

■♥ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡s ❬❍❘❪✱ ❬❙t❛❪ ❛♥❞ ❬❇❙✷❪ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠✱ ❛♥❞
✐t t❛❦❡s s♦♠❡ ♠♦r❡ ✇♦r❦ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤✐s ❧✐♥❡ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❛rt✐❝❧❡s✳ ❆❧s♦✱ ♥♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ❛rt✐❝❧❡s r❡❢❡r t♦ ❛♥② s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ❤❛r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛❝t✉❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ t❡st t❤❡ t❤❡♦r❡♠s✳ ■♥ ❬❍❘❪ ❛♥❞ ❬❙t❛❪✱ ✭✐✮ ✐s ♣❛rt❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛♣♣❡❛❧ t♦
r❡❛❧✐s♠✿

✏❲❡ s❤❛❧❧ ❜❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦rt ♦❢ r❡❛❧✐s♠ ✇❤✐❝❤ ❛ss❡rts ❛t ❧❡❛st t❤❛t ❛t ❛❧❧
t✐♠❡s ❛♥❞ ✐♥ ❛❧❧ st❛t❡s ❡✈❡r② ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✇❤✐❝❤ ♣❡rt❛✐♥s t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s
s♦♠❡ ✈❛❧✉❡✑ ❬❍❘✱ ♣✳ ✹✽✷❪

❆♥❞ ❛❧s♦ ✐♥ ❬❙t❛❪ ✐t ✐s ♥♦t❡❞ t❤❛t ✈❛❧✉❡ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❵❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡❛❧✐s♠✬✳✽✾ ■t ✐s
❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦ss❡ss❡❞ ✭❡①✐st❡♥t✐❛❧✮ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ✐s ❣✐✈❡♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r✉❧❡ ♦❢ ❋❛✐t❤❢✉❧ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✿

❋▼✿ ✏❆♥② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ◗ r❡✈❡❛❧s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ◗ ❤❛❞
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✑ ❬❍❘✱ ♣✳ ✹✽✸❪

❲✐t❤♦✉t s✉❝❤ ❛ r✉❧❡✱ ❛ t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ♦♥❧② ❡①❝❧✉❞❡ ❝❡rt❛✐♥ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ❛ t❤❡♦r②✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ♥♦t ♠✉❝❤ ✐♥t❡r❡st ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥② ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❙t❛✐rs
✐s ♠❛✐♥❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦❡s♥✬t ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❇r♦✇♥ ❛♥❞ ❙✈❡t❧✐❝❤♥② ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✭✐✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❈♦♥✇❛② ❛♥❞ ❑♦❝❤❡♥✿

✏■♥ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❤✳✈✳ t❤❡♦r②✱ ♦♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
✜①❡❞ ❛t t✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A✕✇❡ s❤❛❧❧
❞❡♥♦t❡ ✐t ❜② [A]t✕ ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳✑ ❬❇❙✷✱ ♣✳ ✶✸✽✵❪

✽✾P❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❙t❛✐rs ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦r ✈❛❧✉❡ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r r❡❛❧✐s♠✳ ❆ ❢♦r♠ ♦❢ r❡❛❧✐s♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ r❡❧❛①❡❞ ✐s t❡r♠❡❞ ❵q✉❛♥t✉♠ r❡❛❧✐s♠✬
❜② ❙t❛✐rs✳



❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✽✼

❍♦✇❡✈❡r✱ ❇r♦✇♥ ❛♥❞ ❙✈❡t❧✐❝❤♥② ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② ❝❧❡❛r ❛❜♦✉t t❤❡✐r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡
♦✉t❝♦♠❡ ❢♦r ❛♥② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t❤❡♦r② t❤✐s ✐s
♦♥❧② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡ ♦♥❧② t✇♦
r❡❛s♦♥s ■ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ❢♦r r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛✐♠ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤♦❧❞ ❢♦r ♦t❤❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ✐s
❛♥ ❛♣♣❡❛❧ t♦ ❡✐t❤❡r r❡❛❧✐s♠✱ ♦r ❢r❡❡ ✇✐❧❧✳✾✵ ❙✐♥❝❡ ❇r♦✇♥ ❛♥❞ ❙✈❡t❧✐❝❤♥② st❛t❡ t❤❛t

✏✐t ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t [A]t✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A✱ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t
❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ r❡❛❧✐t② ❬✳ ✳ ✳ ❪ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ A✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♣r♦❝❡ss s♦♠❡❤♦✇ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② r❡✈❡❛❧s ❛t t✳✑ ❬❇❙✷✱ ♣✳ ✶✸✽✹❪✱

■ t❛❦❡ ✐t t❤❛t t❤❡② ✐♠♣❧✐❝✐t❧② r❡❧② ♦♥ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧✳
❋♦r st❡♣ ✭✐✐✮✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❛❦❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ ✇❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡s ✭❛ ♣❛rt ♦❢✮ t❤❡ s❡t

♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐❢ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡✈❡❛❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ■♥ ❛❧❧
t❤r❡❡ ❛rt✐❝❧❡s ❬❍❘✱ ❙t❛✱ ❇❙✷❪ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t
♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✱ ❛t ❧❡❛st✱ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❇r♦✇♥
❛♥❞ ❙✈❡t❧✐❝❤♥② ❛❝t✉❛❧❧② ✭✐♠♣❧✐❝✐t❧②✮ r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❛❧❧ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❜② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ●❧❡❛s♦♥✬s ❧❡♠♠❛ ✐♥ t❤❡✐r ♣r♦♦❢✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦♦❢s r❡❧② ♦♥ t❤❡
❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡ ❛ ✜♥✐t❡ s✉❜s❡t ♦❢ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs
t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳

■♥ ❬❍❘❪✱ ✭✐✐✮ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
❛♥❞ t❤❡ ❱❛❧✉❡ ❘✉❧❡✿

❱❘✿ ■❢ ❢♦r ❛ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡ ψ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t

〈ψ, µA({a})ψ〉 = 0, ✭✶✾✷✮

t❤❡♥ λC(A) 6= a ❢♦r ❛❧❧ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①ts C✱ ❢♦r ❛❧❧ λ t❤❛t ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ♦❝❝✉r
✐♥ t❤❡ st❛t❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ψ✳

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❋▼ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ ✶✸✷✵ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥ ❛❝✲
❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s❡❡♠s tr✐✈✐❛❧ ❛t ✜rst s✐❣❤t✱ ❜✉t ✐t s❤♦✉❧❞
❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❋❯◆❈ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐t②✳ ■ ✇✐❧❧ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤✐s ❤❡r❡ ✐♥ t❡r♠s t❤❛t ❝♦♥❝✉r ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ■
✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮✳

❋❯◆❈✯✿ ▲❡t A1,A2 ❛♥❞ A3 ❜❡ t❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦♣❡r❛t♦rs
A1, A2 ❛♥❞ A3 s✉❝❤ t❤❛t

A1 = f1(A3), A2 = f2(A3) ❛♥❞ A1 = g(A2) ✭✶✾✸✮

❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s f1, f2 ❛♥❞ g✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t A3 ✐s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ✭✐✳❡✳✱ ✐ts
s♣❡❝tr❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦♥❧② ♦❢ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✮✱ t❤❡♥

λ{A1,A3}(A1) = g
(
λ{A2,A3}(A2)

)
✭✶✾✹✮

s❤♦✉❧❞ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧ λ✳
✾✵❙♦♠❡t✐♠❡s✱ ❛ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❝❛❧❧❡❞ ❵❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss✬✱ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧② ♠❡❛♥s t❤❛t

✉♥♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ✭♣♦t❡♥t✐❛❧✮ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥ ✐ts ♦✇♥✱ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss
❞♦❡s♥✬t s❡❡♠ ❛ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t♦ ♠❡ ✐❢ ✐t ✐s♥✬t ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r r❡❛❧✐s♠ ♦r ❢r❡❡ ✇✐❧❧✳



✽✽ ❚❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❙tr✐♣♣❡❞ ❉♦✇♥

❋♦r ❛ s✐♥❣❧❡ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r

S = s1σ
2
x + s2σ

2
y + s3σ

2
z ✭✶✾✺✮

✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦r ❛♥② tr✐♣❧❡ ♦❢ ❞✐st✐♥❝t r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs s1, s2, s3✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❋❯◆❈✯ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ S ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s σ2

x, σ
2
y , σ

2
z s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞

✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❯◆❈ r✉❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ s♣✐♥✲✶ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ S
✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♠❛①✐♠❛❧✱ ❜✉t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①tr❛ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✾✶✿

▲♦❝❛❧ ❈♦♥t❡①t✉❛❧✐t② ✭▲❖❈❈✮✿ ■❢ H ❛♥❞ H′ ❛r❡ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡s ❢♦r t✇♦
s♣❛t✐❛❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞ s②st❡♠s ❛♥❞ S ✐s ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r
S ⊗ 1✱ ✇❤❡r❡ S ✐s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ H✱ t❤❡♥

λ{S,A1}(S) = λ{S,A2}(S) ✭✶✾✻✮

s❤♦✉❧❞ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡s λ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s A1,A2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
♠❛①✐♠❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs A1, A2✳

❚❤✐s ▲❖❈❈ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✾✷ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ▼■◆ ❛①✐♦♠ ♦❢ t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠✳
❚❤❡ ❋❯◆❈✯ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛s ♥♦ ❞✐r❡❝t ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❡ ♠❛② ❛r❣✉❡ t❤❛t
✐t ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❛t ❛❧❧ ✐♥ ❬❍❘❪ ♦r ❬❙t❛❪✳ ❙✉r❡❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❋❯◆❈ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞
❢♦r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦
❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❇✉t t❤✐s ♦♥❧② ♠♦t✐✈❛t❡s
t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❋❯◆❈ s❤♦✉❧❞ ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣
t❤✐s t♦ ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♠❛②✱ ❛❣❛✐♥✱ ♦♥❧② ❜❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢r❡❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ r❡❛❧✐s♠ ❝❛♥ ♦♥❧② ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❤❛✈❡
❛♥ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ❜✉t ❝❛♥♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢② t❤❡ ❋❯◆❈ r✉❧❡ ✭✉♥❧❡ss ♦♥❡
❛❞♦♣ts ❛ ♠❛♥② ✇♦r❧❞s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✮✳

■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ❇r♦✇♥ ❛♥❞ ❙✈❡t❧✐❝❤♥② r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❋❯◆❈✯ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♦♥❡✾✸✿

❊①❝❧✉❞❡❞ ❏♦✐♥t ❊✈❡♥ts ✭❊❏❊✮✿ ■❢✱ ❢♦r ❛ s②st❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡ ψt✱ ♦♥❡ ❤❛s

〈ψt, µA1⊗1({a1})µ1⊗A2({a2})ψt〉 = 0, ✭✶✾✼✮

✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ a1 ✇❤❡♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ A1 ⊗ 1 ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡
a2 ✇❤❡♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ 1⊗A2 ✐s ③❡r♦✱ ✇❤❡r❡ A1 ❛♥❞ A2 ❛r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡s✱ t❤❡♥ ❡✐t❤❡r [A1 ⊗ 1]t 6= a1 ♦r [1⊗A2]

t 6= a2✱ ♦r ❜♦t❤✳

■t ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡♠ t♦ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❧♦❝❛❧❧② ♠❛①✐♠❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡②
✈✐❡✇ t❤❡ tr✐♣❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❆❧✐❝❡ ❛s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
✭✶✾✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞❡❡❞ ✐s ♠❛①✐♠❛❧✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❇♦❜ ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ t♦ ❜❡

✾✶❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ st❛t❡❞ ❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❜② ❍❡②✇♦♦❞ ❛♥❞ ❘❡❞❤❡❛❞✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ♦♥t♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧♦❝❛❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ♠✐♥♦r ❛♥❞ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t
❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

✾✷■t ✐s ❤❡r❡ st❛t❡❞ ❛s ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐t②✱ ❜✉t ✐t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♥♦♥✲❝♦♥t❡①t✉❛❧✐t②
✐✳❡✳✱ ✐t st❛t❡s t❤❛t ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐t② ✐s ♦♥❧② ❛❧❧♦✇❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✳

✾✸❆ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❙t❛✐rs✳



❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✽✾

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ s♣✐♥ ❜✉t ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ✐ts❡❧❢ ✭✐✳❡✳ σw ✐♥ st❡❛❞ ♦❢ σ2
w✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❇❡s✐❞❡s t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡② ❛❧s♦ r❡❧② ♦♥ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
❧♦❝❛❧✐t② t❤❛t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ▲❖❈❈✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇✐t❤ t❤❡ ❋❯◆❈✯ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡
❊❏❊ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ A1 ❛♥❞ A2 ♠❛② ♦♥❧② ❜❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐❞ ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
❢r❡❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡✈❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ③❡r♦ ✐♥ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝s ♠❛② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♥❡✈❡r t♦ ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r②✳ ❇✉t t❤✐s ❞♦❡s♥✬t
✐♠♣❧② t❤❛t ❡✐t❤❡r [A1 ⊗ 1]t 6= a1 ♦r [1⊗A2]

t 6= a2✱ ♦r ❜♦t❤✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡q✉✐r❡
t❤❛t A1 ⊗1 ❛♥❞ 1⊗A2 ✇✐❧❧ ♥♦t ❜♦t❤ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r [A1 ⊗1]t = a1 ❛♥❞ [1⊗A2]

t = a2

✭❛♥❞ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♥❞❡❡❞ ✐♠♣❧② ❊❏❊ ✐❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ✐s ❛ss✉♠❡❞✮✳
■♥ ❬❇❙✷❪✱ t❤❡ t❤✐r❞ st❡♣ ✭✐✐✐✮ ♥♦✇ ❢♦❧❧♦✇s ❛❧♠♦st ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✉s✐♥❣ ❊❏❊ ✐t ❢♦❧✲

❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦✉t❝♦♠❡s ❢♦r ❇♦❜ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❆❧✐❝❡✳ ■t ❛❧s♦ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❊❏❊ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❢♦r
❇♦❜ s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢② t❤❡ ❋❯◆❈ r✉❧❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞ ❜② t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞
❜② ●❧❡❛s♦♥✬s ❧❡♠♠❛✮✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❜② ❍❡②✇♦♦❞ ❛♥❞ ❘❡❞❤❡❛❞ ✐s q✉✐t❡ ❧❡♥❣t❤② ❛♥❞ r❡❧✐❡s ♦♥
②❡t ❛♥♦t❤❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐t②✱ ❝❛❧❧❡❞ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ▲♦❝❛❧✐t②✳ ■t ✐s ♥♦t ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣
t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❤❡r❡✳

❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❞r❛✇♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❛rt✐❝❧❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳

✭✐✮ ❍❡②✇♦♦❞ ❛♥❞ ❘❡❞❤❡❛❞ ❛♥❞ ❙t❛✐rs r❡❧② ♦♥ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✐s♠ t♦ ♠♦t✐✈❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❞❡✜♥✐t❡✲
♥❡ss ❢♦r ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡❛s ❇r♦✇♥ ❛♥❞ ❙✈❡t❧✐❝❤♥② ❞♦♥✬t ♠♦t✐✈❛t❡ ✈❛❧✉❡
❞❡✜♥✐t❡♥❡ss t❤❛t ✇❡❧❧ ❛t ❛❧❧✳ ❚❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ str♦♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡
✇✐❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ♦✉t❝♦♠❡s t♦ ♠♦t✐✈❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ❢♦r
❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✭✐✐✮ ❆❧❧ ❡❛r❧✐❡r ❛rt✐❝❧❡s r❡❧② ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡
t❤❡♦r❡♠s ❛r❡ ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♣r♦✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡s✱
t❤❡ t❡♥s♦r ❞✐r❡❝t ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡s✱ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❡t❝✳ ❇②
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐t ✐s♥✬t ✈❡r② ❝❧❡❛r ✐❢ t❤❡ ♣r♦✈❡♥ st❛t❡♠❡♥ts ❛❝t✉❛❧❧② ❛♣♣❧② t♦ ❛❧❧

♣♦ss✐❜❧❡ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r✐❡s✳

✭✐✐✐✮ ❚❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❛rt✐❝❧❡s r❡❧② ♦♥ str♦♥❣ ❛❜str❛❝t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❋❯◆❈✯ ❛♥❞ ❊❏❊✱ ✇❤✐❝❤
❛❝t✉❛❧❧② ✐♠♣❧② t❤❡ ❝❧❡❛r❡r ❛♥❞ ✇❡❛❦❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❙P■◆ ❛♥❞ ❚❲■◆✳

✭✐✈✮ ❚❤❡ ❛❜str❛❝t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❋❯◆❈✯ ❛♥❞ ❊❏❊ ❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❛② ♣❡r❤❛♣s
♦♥❧② ❜❡ ✇❡❧❧ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ str♦♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡❞ ❜② ❈♦♥✇❛② ❛♥❞
❑♦❝❤❡♥✳✾✹

❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞♦♥✬t ❝♦♥✈✐♥❝❡ t❤❡ r❡❛❞❡r t❤❛t t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❛❝t✉❛❧❧②
st❛t❡s s♦♠❡t❤✐♥❣ ♥❡✇ ❛♥❞ ❛❞❞s s♦♠❡t❤✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ■ t❤✐♥❦
t❤❛t t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❞♦❡s ♣r❡s❡♥t ❛ ❝❧❡❛r❡r ❛r❣✉♠❡♥t✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡s ❬❍❘✱ ❙t❛✱
❇❙✷❪✱ ❡✐t❤❡r t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t st❛t❡❞ ✈❡r② ❝❧❡❛r❧②✱ ♦r ✐t ✐s ♥♦t ✈❡r② ❝❧❡❛r ❢r♦♠
t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ ✇❤✐❝❤ st❡♣s t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ♦r ✇❤② t❤❡ ♦t❤❡r st❡♣s ❛r❡ ♥♦t ❜❛s❡❞
♦♥ ❡①tr❛ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ♦♥ t❤✐s ♣♦✐♥t ❛ ❧♦t ♦❢ ✇♦r❦
r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❛s ✇❡❧❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ✇❛②s ✐t ✇❛s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞
❛♥❞ ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❬❈❑✷❪ ❛♥❞ ❬❈❑✹❪ ✭❛s ❛❧s♦ ♥♦t❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✮✳

✾✹❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛♥ ❛♣♣❡❛❧ t♦ t❤✐s ❢♦r♠ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ♠❛② ❛❧r❡❛❞② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❊P❘❪ ✇❤❡r❡ ❊✐♥st❡✐♥✱ P♦❞♦❧s❦② ❛♥❞
❘♦s❡♥ ✉s❡ ✐t t♦ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛❧ ❝♦♥s❡♥s✉s ✐❢ t❤✐s
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ✇✐❧❧ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r✉♥ t❤❡✐r ❛r❣✉♠❡♥t ❬❋✐♥✷❪✳



✾✵ ❚❤❡ ❙tr❛♥❣❡♥❡ss ❛♥❞ ▲♦❣✐❝ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

✺ ❚❤❡ ❙tr❛♥❣❡♥❡ss ❛♥❞ ▲♦❣✐❝ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❉❡ ❦✇❛♥t✉♠t❤❡♦r✐❡ ❧❡✐❞t t♦t ❡❡♥ ❧♦❣✐❝❛ ✇❛❛r✐♥ ♣❧❛❛ts ✐s

✈♦♦r ♥✐❡t✲✇❡t❡♥✳

✕ ●✳ ❱❡rt♦❣❡♥

✺✳✶ ❚❤❡ ✭■♥✮❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✭P❛rt ■■✮

❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs ✇❛s r❛t❤❡r ❛❜♦✉t ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛♥ ❛❜♦✉t q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t
s❡❡♠s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥✲P♦❞♦❧s❦②✲❘♦s❡♥ ♣❛r❛❞♦① ✭♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✮ ✐♥ t❤❡ ✇❛②
❡♥✈✐s❛❣❡❞ ❜② t❤♦s❡ s❛♠❡ ♣❡♦♣❧❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✉❜✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ ❡✐t❤❡r ♥♦♥✲
❧♦❝❛❧✐t② ♦r ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✮✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♥♦t❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❜❡ t❤❛t t❤✐s
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❜str❛❝t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ♥✉♠❡r♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t
❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✐t st❛♥❞s ✐t s❡❡♠s t♦ ♠❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ♠♦r❡ t❤❛♥
s❡✈❡♥t② ②❡❛rs s✐♥❝❡ ❬❊P❘❪✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❛❧✐st ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ♥♦ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✇❛② ❢♦r
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❚♦ ✉s❡ ❛ ♠❡t❛♣❤♦r❀ ✐t ✐s r❛✐♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✐st q✉❛♥t✉♠
✇♦r❧❞✳ ❆♥❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❛s ✇❡❧❧ ❣♦ ❢♦r ❛ str♦❧❧ ✐♥ t❤❡ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥
q✉❛♥t✉♠ ❣❛r❞❡♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❇♦❤r ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞
t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r② ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❝♦♠♣❧❡t❡✳ P❡r❤❛♣s t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❇♦❤r ❛♥❞ ❊✐♥st❡✐♥ ❝❛♥ ❜❡
r❡s♦❧✈❡❞ ❜② r❡❛❝❤✐♥❣ ❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✇❤② ❇♦❤r ❝❛♠❡ t♦ t❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

❇♦❤r✬s ✜rst r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥✲P♦❞♦❧s❦②✲❘♦s❡♥ ♣❛r❛❞♦① q✉♦t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❤❛s
♣✉③③❧❡❞ ♠❛♥② ♠✐♥❞s ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t ❇♦❤r ✐s s❛②✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✏s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❛①✐s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✑ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ s✐♥❝❡ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❡①t ❤❛s ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤✐s s❡❡♠s s♦♠❡✇❤❛t r❡❛s♦♥❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❛①✐s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡
✜rst ♣❛rt✐❝❧❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s②st❡♠✳ ❚❤❛t
✐s✱ ♦♥❡ ♠❛② st✐❧❧ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡♠❛✐♥s ✉♥❞✐st✉r❜❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❲❤❛t ♠❡r❡❧② ❝❤❛♥❣❡s ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳ ❇✉t t❤❡♥✱ ✐❢ t❤❡ s②st❡♠
r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ✇❤② ✐s ✐t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡ ✭❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣♦st✉❧❛t❡✮❄ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❵st❛t❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠✬ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❇♦❤r❄
❇♦❤r ❛♥s✇❡rs t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

✏■♥ ❢❛❝t t❤❡ ♣❛r❛❞♦① ✜♥❞s ✐t ❝♦♠♣❧❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢
✏st❛t❡✑ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛s r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t s❡♣❛r❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦❞② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤
✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ❛r❡ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ✜①❡❞ ❜② ❛ ❢✉rt❤❡r s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r②
❜♦❞②✳✑ ❬❇♦❤✸✱ ♣✳ ✷✶❪

❍❡♥❝❡ ✐t s❡❡♠s t❤❛t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❇♦❤r t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦♥❧② ❤❛s
❛ ♠❡❛♥✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳ ■♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦♥❡
s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t s♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞✱ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ψ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❡❛❝❤
♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳ ❇✉t ✐s♥✬t t❤✐s ❜❧✉♥t❧② ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡❄ ■❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ♦♥❡ ✇✐t❤
t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠✱ s❤♦✉❧❞♥✬t ♦♥❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ t❤❡♦r② t❤❛t ❞♦❡s❄ ❇✉t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❇♦❤r✱
t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛s❦✐♥❣ t❤❡ ✇r♦♥❣ q✉❡st✐♦♥✳ ❚♦ s❛② t❤❛t t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉❝❤ ❛ t❤✐♥❣ ❛s t❤❡ st❛t❡



❚❤❡ ✭■♥✮❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✭P❛rt ■■✮ ✾✶

♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ s❛② t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ✐♥ ❛♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ✇❛②✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞♦✐♥❣ s♦ ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❝♦r❡ ❧❡ss♦♥
❇♦❤r ❞r❛✇s ❢r♦♠ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■♥ ❤✐s ♦✇♥ ✇♦r❞s✿

✏❬❚❪❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❜❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♥❣
❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❢r♦♠ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥ts
s❡r✈✐♥❣ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♣♣❡❛r ✐♠♣❧✐❡s ❛♥
❛♠❜✐❣✉✐t② ✐♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s t♦ ❛t♦♠✐❝ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❝❛❧❧s ❢♦r
❛ r❡❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳✑
❬❇♦❤✹✱ ♣✳ ✸✶✼❪

❚❤✉s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ♦♥❧② ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳ ❇♦❤r ❝♦♥s✐❞✲
❡rs t❤✐s ♣❡❝✉❧✐❛r✐t② ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t♦ ❜❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❛♥❞ t❤✐s ❧❡❛❞s ❤✐♠ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❛ ♥❡✇ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣t✿ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t r❡q✉✐r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s ♠❛② ❜❡
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✳ ❇♦❤r st❛t❡s t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❇♦❤r ♣❧❛❝❡s
t❤✐s ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ♣r✐♦r t♦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ❋♦r ❇♦❤r✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛✲
s✉r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②✿

✏❙✉❝❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♥♦✈❡❧ t②♣❡ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦ ❛♥❛✲
❧♦❣✉❡ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② ❜❡ t❡r♠❡❞ ✏❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②✑
✐♥ ♦r❞❡r t♦ str❡ss t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛st✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧❧②
❡ss❡♥t✐❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛❧❧ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦❜❥❡❝ts✳✑ ❬❇♦❤✹✱ ♣✳ ✸✶✹❪

❇✉t ❛s ❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ✐t st❛♥❞s ♦♥ ✐ts ♦✇♥✿

✏❬❈❪♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ♣r❡s❡♥ts ✐ts❡❧❢ ❛s ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡r② ✐❞❡❛❧ ♦❢
❝❛✉s❛❧✐t②✳✑ ❬❇♦❤✹✱ ♣✳ ✸✶✼❪

❍♦✇❡✈❡r✱ ❇♦❤r ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✐s ♦❜✈✐♦✉s ❛♥❞ ♥❡❝✲
❡ss❛r②✳ ❚❤❡ ✈❛❣✉❡♥❡ss ♦❢ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ❛❧s♦ ❞♦❡s♥✬t ❤❡❧♣ ♠✉❝❤ t♦ s❡❡ ✇❤② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s
✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ✐❢ s♦✱ ✐♥ ✇❤❛t s❡♥s❡✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② r❡♠❛✐♥s
✉♥❝❧❡❛r✱ ❛♥❞ ❛t ✜rst s✐❣❤t ✐t ❥✉st s❡❡♠s ②❡t ❛♥♦t❤❡r str❛♥❣❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t❤❛t
♠❛② ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✐♥ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉❝❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡♦r②✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ✐t s❡❡♠s ❛s ✐❢ ❇♦❤r ❥✉st tr✐❡s t♦
r❡s♦❧✈❡ t❤❡ str❛♥❣❡♥❡ss ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜② ✏❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② t❡r♠✐♥❣ ✐t ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②✑✳
❚❤✐s ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❢❡❡❧✐♥❣ ✐s ♥♦t ♥❡✇✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✳ ■♥ ✶✾✻✸ ❡✈❡♥ ❇♦❤r✬s ❛❧❧② ❘♦s❡♥❢❡❧❞ ❤❛❞ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦ s❛②✿

✏❈♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✐s ♥♦ s②st❡♠✱ ♥♦ ❞♦❝tr✐♥❡ ✇✐t❤ r❡❛❞②✲♠❛❞❡ ♣r❡❝❡♣ts✳ ❚❤❡r❡ ✐s
♥♦ ✈✐❛ r❡❣✐❛ t♦ ✐t❀ ♥♦ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐t ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❇♦❤r✬s ✇r✐t✐♥❣s✱
❛♥❞ t❤✐s ✇♦rr✐❡s ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡✳✑ ❬❲❩✱ ♣✳ ✽✺❪

P❡rs♦♥❛❧❧②✱ ■ t❤✐♥❦ t❤❛t ✐t ✐s ♦♥❧② ❛❢t❡r t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② ❤❛s ❢❛✐❧❡❞
t❤❛t s♦♠❡ ♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②✱ t❤♦✉❣❤ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❇♦❤r✬s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ♠❛② ♦♥❧② s❤❡❞ s♦♠❡ ❧✐❣❤t
♦♥ t❤❡ ♠❛tt❡r ✐❢ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✜♥❞ ❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ♣r❡❢❡r❛❜❧② ❜❛s❡❞
♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦✉ts✐❞❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■❢ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t❤❛t ❛
❢♦✉♥❞ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✇✐❧❧ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ✇❤❛t ❇♦❤r ❤❛❞ ✐♥ ♠✐♥❞✳ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢
t❤✐s ❈❤❛♣t❡r✱ ■ ✇✐❧❧ ✉♥❞❡rt❛❦❡ ❛ s❤♦rt ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛♥❣❡♥❡ss ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s
t♦ ✜♥❛❧❧② ❝♦♠❡ t♦ ❛ ♣r♦♣♦s❛❧ ❢♦r ❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②✳



✾✷ ❚❤❡ ❙tr❛♥❣❡♥❡ss ❛♥❞ ▲♦❣✐❝ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

✺✳✷ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛s ❛ ❍✐❞❞❡♥✲❱❛r✐❛❜❧❡ ❚❤❡♦r②

■t r❡♠❛✐♥s ❢❛s❝✐♥❛t✐♥❣ t❤❛t s❝✐❡♥❝❡ ✇♦r❦s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❛ t❤❡♦r② ❧✐❦❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s
♠❛② ❡♠❡r❣❡✱ ❞✐✛❡r✐♥❣ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❢r♦♠ ❛ ♣r✐♦r✐ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✇❤❛t ❛ t❤❡♦r② s❤♦✉❧❞ ❜❡✳ ❚❤❡
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❛ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t②
♣r♦♦❢s s❡❡♠ s♦ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t❤❛t ✐t ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❡t✳ ■♥ t❤❡ ✇♦r❞s ♦❢ ❇❡❧❧
❬❇❡❧✷❪✿ ✏❚❤❛t s♦ ♠✉❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ✐♥♥♦❝❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❧❡❛❞s ✉s t♦ q✉❡st✐♦♥
t❤❡✐r ✐♥♥♦❝❡♥❝❡✳✑ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❡ ♠❛② ✇♦♥❞❡r ✐❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛✈♦✐❞s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐♦♥s r❛✐s❡❞
❛❣❛✐♥st ♣♦ss✐❜❧❡ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r✐❡s ✭❛♥❞ ✐❢ s♦✱ ❤♦✇✮✳ ❈❛♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐ts❡❧❢ ❜❡
✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r②❄✾✺

■♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t❤❡ ♣✉r❡ st❛t❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✈❡❝t♦rs ψ ✐♥ ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ H✳ ❚❤❡s❡
st❛t❡s ❞♦ ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ t❤❡② ❛ss✐❣♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦
♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦✉t❝♦♠❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳ ❋♦r ❡✈❡r② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r A ✇✐t❤ s♣❡❝tr✉♠ σ(A) ❛♥❞

❡✈❡r② st❛t❡ ψ✱ t❤❡ tr✐♣❧❡ (σ(A),ΣA,Pψ,A) ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ ΣA ✐s t❤❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛ ♦❢

❛❧❧ ❇♦r❡❧ s✉❜s❡ts ♦❢ σ(A) ❛♥❞ Pψ,A ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❇♦r♥ ♣♦st✉❧❛t❡✿

Pψ,A(∆) =
1

‖ψ‖2
〈ψ, µA(∆)ψ〉, ∀∆ ∈ ΣA. ✭✶✾✽✮

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ■ ♦♠✐t ✐t ❤❡r❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s
♠❛② ❜❡ ❛♥ ✉♥s✉r♣r✐s✐♥❣ r❡s✉❧t✱ ✐t ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❆♣♣❛r❡♥t❧②✱ ❢♦r

❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✲t❤❡♦r②✳ ❚❤❛t ✐s✱
♦♥❡ ♠❛② ❝❤♦♦s❡ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✭♦r✱ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✇❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♦♣❡r❛t♦rs ♠✉t✉❛❧❧② ❝♦♠♠✉t❡✮ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐t ❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧
r❡❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❊✐♥st❡✐♥✲P♦❞♦❧s❦②✲❘♦s❡♥✳ ❖♥❡ ♠❛② t❤❡♥ ❛❞♦♣t t❤❡ ✈✐❡✇ t❤❛t t❤✐s
s♣❡❝✐✜❝ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞♦❡s ❤❛✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s ❛♥❞ ❛❞♦♣t ❛♥ ✐❣♥♦r❛♥❝❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
t♦✇❛r❞s t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ✈✐❡✇ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠♦❞❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❬❉❉❪✳ ❆s ❢❛r ❛s ■ ❦♥♦✇✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s s♦❧✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❈❤❛♣t❡rs ✐♥ ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r②
✇❛②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✭t❤❡ ♠♦❞❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢✮ ❇♦❤♠✐❛♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❤❡
s♣❡❝✐❛❧ s❡❧❡❝t❡❞ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✮ ✐s st✐❧❧ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✳

❚❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠ s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡♠❜❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
s♣❛❝❡s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶ ❢♦r ❛❧❧ A ✐♥t♦ ♦♥❡ ❛❧❧✲❡♠❜r❛❝✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ ✐♥ ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r②
✇❛②✳✾✻ ❆t ❧❡❛st✱ ♥♦t ✇✐t❤♦✉t r❡s♦rt✐♥❣ t♦ ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐t②✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❡♥♦✉❣❤✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤
t❤❡ ❇♦❤r✐❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①ts✱
q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐ts❡❧❢ ✐s ♥♦t ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s❡✳ ❆s s❡❡♥ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✱ ❢♦r ❛
✜①❡❞ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣
❝♦♥t❡①t✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐❢ A1,A2 ❛♥❞ A3 ❛r❡ t❤r❡❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♦♣❡r❛t♦rs A1, A2, A3✱ s✉❝❤ t❤❛t [A1, A3] = [A2, A3] = 0 ❜✉t [A1, A2] 6= 0✱ t❤❡♥ ✭✉s✐♥❣ t❤❡

✾✺❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❛s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✐♥ ❬❙❡❡✷❪✱ ❛ ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
q✉❡st✐♦♥ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❬❇❇❪✳ ▼② ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐t② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡ r❡♠❛r❦s ♠❛❞❡ ✐♥ ❬▼❡r✸❪✳

✾✻■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ t❤❛t t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ ♦♥❡ r❡str✐❝ts t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡♥s❡ s✉❜s❡t ♦❢ ❛❧❧ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t
♦♣❡r❛t♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❢♦❝✉ss❡s ♦♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ❞❡♥② t❤❡ r❡✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣♦st✉❧❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠
❛♣♣❧✐❡s✳



◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛s ❛ ❍✐❞❞❡♥✲❱❛r✐❛❜❧❡ ❚❤❡♦r② ✾✸

♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮ ♦♥❡ ❤❛s

P{A1,A3}(∆) = P{A2,A3}(∆), ∀∆ ∈ ΣA3 . ✭✶✾✾✮

❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡✈❡♥ts ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s
❛r❡ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s❡ ❜❧✐♥❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ t❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s A1,A2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs A1, A2 ✇✐t❤ ∆1 ∈ ΣA1 ❛♥❞ ∆2 ∈ ΣA2 s✉❝❤
t❤❛t µA1(∆1) = µA2(∆2)✱ ❢♦r ❛♥② st❛t❡ ψ ♦♥❡ ❤❛s

Pψ[A1 ∈ ∆1] = Pψ[A2 ∈ ∆2], ✭✷✵✵✮

✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦tA1 ❛♥❞A2 ❝♦♠♠✉t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ q✉❛♥t✉♠♠❡❝❤❛♥✐❝s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ A ∈ ∆ ❢❛❧❧ ✐♥t♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s✿

(A1 ∈ ∆1) ∼ (A2 ∈ ∆2)<❂❂>µA1(∆1) = µA2(∆2). ✭✷✵✶✮

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ♥♦♥✲❝♦♥t❡①t✉❛❧✐t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✐❢ A1 ❛♥❞ A2 ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡
t❤❡♦r②✱ ❜✉t ✐s r❛t❤❡r ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r②✳

❚❤✉s ❢❛r✱ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s s❡❡♠s t♦ ❜❡❤❛✈❡ ♣r❡tt② ❞❡❝❡♥t❧② ❛s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❤✐❞❞❡♥✲
✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r②✳ ❇✉t ❝❡rt❛✐♥❧② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✈✐♦❧❛t❡s t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ✐t ♠✉st
t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✳ ❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s✱ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② ❤❛s t♦ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❢✉rt❤❡r ✐♥t♦
t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ♣✉r❡ st❛t❡s
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♣✉r❡ st❛t❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
❞❡♥s✐t② ♦♣❡r❛t♦rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ t♦ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ❛ ❞❡♥s✐t② ♦♣❡r❛t♦r ρ ❛ss✐❣♥s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♠❡❛s✉r❡ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ (σ(A),ΣA) ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t C ✇✐t❤ A ∈ C ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✇❛②✿

ΣA ∋ ∆ 7→ PC [A ∈ ∆|ρ] = Tr(ρµA(∆)), ✭✷✵✷✮

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✭t❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✮✳ ❚❤❡ r✉❧❡ ❢♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
❛❧✐③✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣♦st✉❧❛t❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✼✮ ❜❡❝♦♠❡s

PC [A2 ∈ ∆2| A1 ∈ ∆1, ρ] = PC
[
A2 ∈ ∆2|ρ′

]
, ✭✷✵✸✮

✇❤❡r❡✾✼

ρ′ =
1

Tr(ρµA1(∆1))

∑

a∈∆1

µA1({a})ρµA1({a}). ✭✷✵✹✮

❚❤❡ ♠❛❝r♦ st❛t❡s ❢♦r t❤✐s ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r② ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❧❧ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
µ = δρ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✶✮✳

❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❤❡r❡ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❖■▲❖❈ ❛♥❞ ❈■▲❖❈✳ ❈■▲❖❈ ✐s ❝❧❡❛r❧② s❛t✐s✜❡❞✱ s✐♥❝❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ♥♦♥✲
❝♦♥t❡①t✉❛❧✱ ❛s s❡❡♥ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♥❝❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❞♦❡s ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱
✐t ♠✉st ✈✐♦❧❛t❡ ❖■▲❖❈✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝❛s❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ st❛t❡ ψ = 1√

2
(0, 1,−1, 0)

✐♥ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ C2 ⊗ C2 ❛s ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t C12 ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛
✷✳✶✺✳ ❖♥❡ t❤❡♥ ❤❛s

PC12 [σr1 = 1|Pψ] = Tr(Pψ(Pr+ ⊗ 1)) =
1

2
, ✭✷✵✺✮

✾✼■♥ ❝❛s❡ ✐t ✇♦rr✐❡s t❤❡ r❡❛❞❡r t❤❛t Tr(ρµA1
(∆1)) ♠❛② ❡q✉❛❧ ③❡r♦✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t A1 ∈ ∆1 ❣✐✈❡♥ t❤❡ st❛t❡ ρ ✐s ③❡r♦✱ t♦♦✳ ■❢ ♦♥❡ ✐♥t❡r♣r❡ts ❡✈❡♥ts ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ③❡r♦ ❛s
❡✈❡♥ts t❤❛t ❝❛♥♥♦t ♦❝❝✉r✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ Tr(ρµA1

(∆1)) = 0 ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ♦❝❝✉r✳ ■♥ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ ♦♥❡ ♠❛② ✜♥❞
✐t s❛t✐s❢❛❝t♦r② t♦ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ③❡r♦ t♦ PC [A2 ∈ ∆2| A1 ∈ ∆1, ρ]✳



✾✹ ❚❤❡ ❙tr❛♥❣❡♥❡ss ❛♥❞ ▲♦❣✐❝ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❜✉t

PC12 [σr1 = 1|σr2 = 1, Pψ] = Tr

(
(1⊗Pr+)Pψ(1⊗Pr+)

Tr(Pψ(1⊗Pr+))
(Pr+ ⊗ 1)

)
= 0

= 2Tr(Pψ(Pr+ ⊗ Pr+)) = 0.

✭✷✵✻✮

■t ✇♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s❡❡♠ t❤❛t q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✐♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ s❡♥s❡✳ ❇✉t
t❤❛t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s❡❡♠s ❜❡ ❛ ❜✐t r❛s❤✳ ❲❤❛t ❞♦❡s ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❖■▲❖❈ ✐♠♣❧②❄ ❚❤❡r❡ ✐s ✐♥ ❢❛❝t
♠✉❝❤ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐ss✉❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❖■▲❖❈ ✐♠♣❧✐❡s ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤
■ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞✐s❝✉ss ❤❡r❡✳✾✽ ■♥st❡❛❞✱ ■ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ♠❛❦❡ ❛ ❢❡✇ r❡♠❛r❦s✳

❋r♦♠ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐t ✇♦✉❧❞ s❡❡♠ ❧♦❣✐❝❛❧ t❤❛t ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❧t❡rs t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛ss✐❣♥ t♦ ❡✈❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛t❡ ♣♦st✉❧❛t❡✱
t❤❡ st❛t❡ ψ s❤♦✉❧❞ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s②st❡♠✱ s✐♥❝❡
✐t ✐s s✉♣♣♦s❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡
st❛t❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛t ❤❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛♥❣❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ s✉❜s②st❡♠s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧t❡r❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❜♦t❤ s✉❜s②st❡♠s
♠✉st ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡✳ ■t ✐s
✐♥ t❤✐s s❡♥s❡ t❤❛t ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❖■▲❖❈ ✐♠♣❧✐❡s ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐t②✳

❚❤✐s ❧✐♥❡ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s❛t✐s❢❛❝t♦r②✱ ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❢❡✇ ❧♦♦♣❤♦❧❡s✳
■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❛② ♦✉t✳ ❖♥❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡
r❡♠❛✐♥s ✉♥❞✐st✉r❜❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♦♥❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥s✐❞❡rs

t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ♣r♦♣❡rt② ♣♦ss❡ss❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠✱ ❜✉t ❛s ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
❚❤❡♥✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✇❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ✐s ♥♦t t❤❡ s②st❡♠ ❜✉t ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t
t❤❡ s②st❡♠✳✾✾ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❤❛s ❣❛✐♥❡❞ ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ s②st❡♠✱ ❜✉t t❤✐s ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ♦♥t♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❚❤✐s ♠❛② s♦✉♥❞ ❧✐❦❡ ❛ ❞✐s♣✉t❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
✈✐❡✇ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜r✐♥❣s ✐♥t♦ ❜❡✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞
❛ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢t❡♥ ❤❡❛r❞✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❆❧❧
t❤❛t ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✐s t❤❛t ❝❡rt❛✐♥ ♥♦t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s②st❡♠ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
❜✉t ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❧✐❦❡ s♣✐♥✱ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠✮ ❛r❡ ♥♦t t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣♦ss❡ss❡❞

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜✉t r❛t❤❡r ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✇❛② t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐♥
❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ❊✐♥st❡✐♥✬s ✈✐❡✇✱ t❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts ❛r❡ ♥♦t s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
r❡❛❧✐t②✳ ■♥ t❤❡ ✇♦r❞s ♦❢ ❇♦❤r✿

✏❚❤❡ ❡♥t✐r❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❬q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s❪ ✐s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ t♦♦❧ ❢♦r ❞❡r✐✈✐♥❣
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ♦❢ ❞❡✜♥✐t❡ ♦r st❛t✐st✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✱ ❛s r❡❣❛r❞s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❛❜❧❡
✉♥❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❡r♠s ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛✲
tr✐❝❡s ♦r t❤❡ ✇❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ s②♠❜♦❧s t❤❡♠s❡❧✈❡s
❬✳ ✳ ✳ ❪ ❛r❡ ♥♦t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ ♣✐❝t♦r✐❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥❀ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❧✐❦❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❝✉rr❡♥ts ❛r❡ ♦♥❧② t♦ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
❢♦r t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡✈❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳✑ ❬❇♦❤✹✱ ♣✳ ✸✶✹❪

✾✽❬❋✐♥✶❪✱ ❬❏❛r❪✱ ❬✈❋✸✱ ❈❤✳ ✹❪✱ ❬❙❤✐✶❪✱ ❬▼❛✉✶✱ ❈❤✳ ✹❪ ✐s ❛ ✭t♦♦✮ s❤♦rt ❧✐st ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳
✾✾■ ✇✐❧❧ ❧❛t❡r r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♠❡❛♥t ✇✐t❤ ❵t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ s②st❡♠✬✳



◗✉❛♥t✉♠ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❱✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡❧❧ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✾✺

❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s t♦ t❤✐s ✈✐❡✇♣♦✐♥t✳ ❲❤❛t ✐s ❜❡✐♥❣ q✉❡st✐♦♥❡❞
❤❡r❡ ✐s ♥♦t s♦ ♠✉❝❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r❡❛❧✐t② ❜✉t r❛t❤❡r t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
r❡❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✇❛② ✇❡ ❤✉♠❛♥s ♣❡r❝❡✐✈❡ r❡❛❧✐t②✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥
❬❊P❘❪ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛❧✐t②
✭❊❖P❘✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♦❢ ❛ ♠❡t❛♣❤②s✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛ ♣❤②s✐❝❛❧
t❤❡♦r② ♠❛② ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✇❛② ✇❡ ❤✉♠❛♥s ♣❡r❝❡✐✈❡ r❡❛❧✐t②✳

❆ ❢❡✇ r❡♠❛r❦s ❛r❡ ✐♥ ♣❧❛❝❡✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t s❦❡t❝❤❡❞ ❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ t❡r♠❡❞ ❵t❤❡ r❡❛❧✲
✐st ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦❤r✬ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ♣r♦♠♦t❡❞ ❜② ❋♦❧s❡ ✐♥ ❬❋♦❧❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦
❛♥❛❧②s❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢ ❇♦❤r t❤❛t ♣♦rtr❛② ❇♦❤r ❛s ❛♥ ❛♥t✐✲r❡❛❧✐st✳ ■♥ ❬▲❛♥✷❪ ❜♦t❤ t❤❡s❡
✈✐❡✇♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t s❦❡t❝❤❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡♥❡ss ✐♥ ❬❊P❘❪ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♠❛❦❡s s❡♥s❡✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♦t❤❡r ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
s✉❝❤ t❤❛t q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❇♦❤r ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤✲
♦✉t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t❤❛t ✐t ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡♦r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❝♦♥s❡♥s✉s ❛❜♦✉t ✇❤❛t ❤❡ ♠❡❛♥t ❜② t❤❛t✳ ❆t ❧❡❛st✱ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♣r♦♦❢s ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ✐t ✐s
❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♠❛tt❡r t♦ ❡①t❡♥❞ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t♦ ❛ t❤❡♦r② t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❵♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✬
✐♥ ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✇❛②✳ ■❢ ♦♥❡ ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①t❡♥❞✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r②✱ t❤❡♥ t❤❡
t❤❡♦r② ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ■♥ ❬❊❇❋❪ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■✬❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✐s ♣❡r❤❛♣s s♦♠❡✇❤❛t ❝♦♥tr♦✈❡rs✐❛❧✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t✱ ❛❢t❡r ❆❧✐❝❡ ❤❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❤❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥
❛❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣♦st✉❧❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❇♦❜ st✐❧❧ ✉s❡s t❤❡ ❵♦❧❞✬ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ■t s❡❡♠s
t❤❛t ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❇♦❜✬s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❵✢❛✇❡❞✬✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s❡❡♠s
t♦ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❆❧✐❝❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✭❛t
❧❡❛st✮ t✇♦ ✇❛②s ♦✉t ♦❢ t❤✐s ❞✐❧❡♠♠❛✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t♦ st❛t❡ t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❆❧✐❝❡✬s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s
♥♦t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✐t ✐s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢
✈✐❡✇✱ ❇♦❜✬s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✢❛✇❡❞✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ♦✉t ✐s t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❆❧✐❝❡ ❛♥❞
❇♦❜ ❛r❡ r✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤ t❤✐♥❣ ❛s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠✱ ❜✉t ♦♥❧②
s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢r♦♠ ❇♦❜✬s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❤✐s st❛t❡ ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❤✐♠✳✶✵✵

✺✳✸ ◗✉❛♥t✉♠ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❱✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡❧❧ ■♥❡q✉❛❧✐t②

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐t ✇❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t✱ ✐❢ ♦♥❡ ✈✐❡✇s q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛s ❛ st♦❝❤❛st✐❝
❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r②✱ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♠❛② ❜❡
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❖■▲❖❈✳ ■❢ ❖■▲❖❈ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐t②✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r
✇❤❛t ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐t ♠❡❛♥s ❛♥❞ t❤❛t ✐t ✐s ❞✐st✉r❜✐♥❣✳ ❇✉t✱ ❛s ■ ❛r❣✉❡❞✱ t❤✐s ✈✐❡✇♣♦✐♥t ✐s
♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✇❤❛t ❖■▲❖❈ ♠❡❛♥s ♣r❡❝✐s❡❧② ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t
✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐t② ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ❛t ❛❧❧ ❝❧❡❛r ❤♦✇ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛
✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❖■▲❖❈ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t ❡❛s✐❧② s♦❧✈❡❞✱ ❛♥❞ ■ ✇✐❧❧ ♥♦t ♠❛❦❡ ❛♥
❛tt❡♠♣t ❤❡r❡✳ ❲❤❛t ■ ✇✐❧❧ ❞♦ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥♦t❤❡r ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❣✐❝❛❧
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ♦♥❡s✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣r♦♦❢ ■ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ■ t❤✐♥❦ ❇♦❤r

✶✵✵❚❤❡s❡ t✇♦ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡✳ ■♥ ❬▼②r❪ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❧✐❦❡ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ✐♥ s♣❡❝✐❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t②❀ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ❜✉t t❤❡ ✇❛② ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✭❛s ❞♦❡s ✐ts t✐♠❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❘♦✉❣❤❧②✱ t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s
✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❙♦ ❞✐r❡❝t❧② ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❜♦t❤ ❆❧✐❝❡✬s ❛♥❞ ❇♦❜✬s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ❛r❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳



✾✻ ❚❤❡ ❙tr❛♥❣❡♥❡ss ❛♥❞ ▲♦❣✐❝ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

✇♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ✐t t♦ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❤♦✇ ♦rt❤♦❞♦① q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s
✈✐♦❧❛t❡s t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ■ t❤✐♥❦ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞✳

❇❡❢♦r❡ ■ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡♠❛r❦ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❞❡r✐✈❡❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐s ♦♥❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②✳ ❚❤❡
✜rst ✐s ❛ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ❧♦❣✐❝✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❛ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
t♦♦❧s ✉s❡❞ ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r② ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ✉s❡❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ tr✉❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ s♦♠❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s♣❛❝❡✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ P ✐s ❛ r✉❧❡ t❤❛t t♦ ❡❛❝❤ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆ ❛ss✐❣♥s ❛ ✈❛❧✉❡ P(❆) ∈ [0, 1] t❤❛t ❞❡♥♦t❡s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s tr✉❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❢♦r♠s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✱ ❡❛❝❤
❛ss✉♠✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t r✉❧❡s t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ P✳ ■ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s✿

✶✮ ■❢ ❆ → ❇, t❤❡♥ P(❆) ≤ P(❇)

✷✮ ■❢ ❆ ❛♥❞ ❇ ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡✱ ✐✳❡✳✱ ❆ ∧ ❇ → ⊥,
t❤❡♥ P(❆ ∨ ❇) = P(❆) + P(❇)

✭✷✵✼✮

■t ✐s ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♦❜❡② ❛❧❧ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ P t❤❛t s❛t✐s✜❡s ✭✷✵✼✮✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❆1✱

❇1✱ ❆2 ❛♥❞ ❇2 ♦♥❡ ❤❛s

P(❆1 ∧ ❇1) ≤ P(❆1 ∧ ❇2) + P(❆2 ∧ ❇1) + P(¬❆2 ∧ ¬❇2) ✭✷✵✽✮

Pr♦♦❢✿

❯s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s ❛ss✉♠❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❜② s✐♠♣❧② ❡①♣❛♥❞✐♥❣✿

P(❆1 ∧ ❇1) = P(❆1 ∧ ❇1 ∧ (❇2 ∨ ¬❇2))

= P((❆1 ∧ ❇1 ∧ ❇2) ∨ (❆1 ∧ ❇1 ∧ ¬❇2))

= P(❆1 ∧ ❇1 ∧ ❇2) + P(❆1 ∧ ❇1 ∧ ¬❇2) ≤ P(❆1 ∧ ❇2) + P(❇1 ∧ ¬❇2)

= P(❆1 ∧ ❇2) + P(❇1 ∧ ¬❇2 ∧ (❆2 ∨ ¬❆2))

= P(❆1 ∧ ❇2) + P((❇1 ∧ ¬❇2 ∧ ❆2) ∨ (❇1 ∧ ¬❇2 ∧ ¬❆2))

= P(❆1 ∧ ❇2) + P(❇1 ∧ ¬❇2 ∧ ❆2) + P(❇1 ∧ ¬❇2 ∧ ¬❆2)

≤ P(❆1 ∧ ❇2) + P(❆2 ∧ ❇1) + P(¬❆2 ∧ ¬❇2)

✭✷✵✾✮

�

❚②♣✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s t❤❛t ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ ♣❤②s✐❝s ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ [A ∈ ∆]✱ ✇❤❡r❡ A ✐s ❛♥
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛♥❞ ∆ s♦♠❡ s✉❜s❡t ♦❢ R ✭♣r❡❢❡r❛❜❧② ❇♦r❡❧✮✳ ❍❡r❡✱ [A ∈ ∆]✱ ♠❛② ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s
❛ s❤♦rt❤❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t✿ ✏❚❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✏❉♦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ A ❧✐❡
✐♥ ∆❄✑ ✐s ②❡s✑ ✭s❡❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❥✉st ❛❢t❡r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✷ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✮✳

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉❝❤ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♥♦t ❤❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✈✐♦❧❛t❡s
t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✵✽✮✳ ■t ✐s ❛❣❛✐♥ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ s♣✐♥✲12 ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ st❛t❡
ψ = 1

2

√
2(0, 1,−1, 0)✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡✈❡r② s♣✐♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛❧♦♥❣ s♦♠❡ ❛①✐s r ✐♥ t❤❡ xy✲♣❧❛♥❡ ✐s ♦❢

t❤❡ ❢♦r♠

σr =

(
0 cos(θr) − i sin(θr)

cos(θr) + i sin(θr) 0

)
. ✭✷✶✵✮



◗✉❛♥t✉♠ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❱✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡❧❧ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✾✼

◆♦✇ ❧❡t σ(1)
a ❜❡ t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s a ❢♦r ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ σ(2)

b t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s b ❢♦r
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷ ♦♥❡ ✜♥❞s

Pψ[σ(1)
a ∈ {1} ∧ σ(2)

b ∈ {1}] =〈ψ, Pa+ ⊗ Pb+ψ〉

=
〈e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1, (Pa+ ⊗ Pb+)e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1〉

2

=
Pa+11Pb+22 − Pa+12Pb+21 + Pa+22Pb+11 − Pa+21Pb+12

2

=
1

8

(
1 − (cos(θa) − i sin(θa))(cos(θb) + i sin(θb))

+ 1 − (cos(θa) + i sin(θa))(cos(θb) − i sin(θb)
)

=
1

4
(1 − cos(θa − θb)) .

✭✷✶✶✮

❙✐♠✐❧❛r❡❧②✱ ♦♥❡ ✜♥❞s

Pψ[σ(1)
a ∈ {−1} ∧ σ(2)

b ∈ {−1}] =
1

4
(1 − cos(θa − θb)) . ✭✷✶✷✮

◆♦✇ t❛❦❡

θa1 = 0, θa2 =
2π

3
, θb1 = π, θb2 =

π

3
, ✭✷✶✸✮

❛♥❞ s❡t

❆j = [σ(1)
aj ∈ {1}], ¬❆j = [σ(1)

aj ∈ {−1}], ❇j = [σ
(2)
bj

∈ {1}], ¬❇j = [σ
(2)
bj

∈ {−1}], ✭✷✶✹✮

❢♦r j = 1, 2✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✷✶✶✮ ❛♥❞ ✭✷✶✷✮✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
✭✷✵✽✮ ✇♦✉❧❞ ♥♦✇ r❡❛❞

1

2
= P(❆1 ∧ ❇1) ≤ P(❆1 ∧ ❇2) + P(❆2 ∧ ❇1) + P(¬❆2 ∧ ¬❇2) =

1

8
+

1

8
+

1

8
, ✭✷✶✺✮

✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❢❛❧s❡✳
❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✵✽✮ ✐s ♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❧✐❦❡ r❡✲

❛❧✐s♠✱ ❝❛✉s❛❧✐t② ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐t②✱ ❜✉t ♦♥ ♣✉r❡❧② ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡
s❛♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ ❛♥❞
❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s♦♠❡ s✉❜s❡t ♦❢ t❤✐s s♣❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ s✉❝❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
✇❡r❡ ♥♦t ♠❛❞❡✱ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♦❜❥❡❝t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ♦r
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✐ts ✈✐♦❧❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❡ ❡❛s✐❡st ♦❜❥❡❝✲
t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡s ♥♦♥✲❝♦♥t❡①t✉❛❧✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s
❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆1 ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♥t❡①ts {σ(1)

a1 , σ
(2)
b1

} ❛♥❞ {σ(1)
a1 , σ

(2)
b2

}✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♥✐❡❞ ✐♥ ✈✐❛❜❧❡ ❤✐❞❞❡♥✲✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡♦r✐❡s✳ ❇✉t✱ ❛s ❛r❣✉❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ q✉❛♥t✉♠ ♠❡✲
❝❤❛♥✐❝s ✐s ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s❡ ❛ ♥♦♥✲❝♦♥t❡①t✉❛❧ t❤❡♦r②✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t
♦❢ ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♠❛❦✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❇♦❤r✬s ❛♥s✇❡r t♦
t❤❡ ♣❛r❛❞♦① ✇♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✲
✐t② r❡❧✐❡s ♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡ s♣❡❛❦✐♥❣ ❛❜♦✉t ❜♦t❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s σ(1)

a1 ❛♥❞

σ
(1)
a2 ♦r ❜♦t❤ σ(2)

b1
❛♥❞ σ(2)

b2
✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✳ ❆ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐❦❡

❆1 ∧ ❇1 ∧ ❇2 r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥ ❛❜✉s❡ ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♥❝♦rr❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❇♦❤r✐❛♥ ❧✐♥❡ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣



✾✽ ❚❤❡ ❙tr❛♥❣❡♥❡ss ❛♥❞ ▲♦❣✐❝ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

♠❛② s♦✉♥❞ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣✱ ✐t ✐s ♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛s ✐t ✐s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣
♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✐♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛❧s♦✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛①✐♦♠s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦rt❤♦❞♦① q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❝❛♥ ✈✐♦❧❛t❡
t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇✐t❤♦✉t r❡s♦rt✐♥❣ t♦ ❛♥② ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✵✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ✐♥ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t
✇❛②✳ ❚❤✐s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇❛s ✜rst ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ✐♥ ✶✾✸✻ ❜② ❇✐r❦❤♦✛ ❛♥❞ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❬❇✈◆❪✳ ■♥
t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ s♦ ❛s t♦ ♦❜❡② ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❧♦❣✐❝
♥♦t✐❝❡❛❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❣✐❝ t❤❛t ✐s ❝✉st♦♠❛r② ❤❡❧❞ t♦ ❜❡ tr✉❡ ✭✐✳❡✳ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✮✳ ❚❤✐s
♥❡✇ ❢♦r♠ ♦❢ ❧♦❣✐❝ ✐s ✉s✉❛❧❧② t❡r♠❡❞ q✉❛♥t✉♠ ❧♦❣✐❝✳ ■ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❧♦❣✐❝
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬■s❤❪✳

❆s ♥♦t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t②♣✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ♣❤②s✐❝s ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ [A ∈ ∆]✳ ■♥ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❡❛❝❤ s✉❝❤ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ♥❛♠❡❧②✱ µA(∆)✳
❇② ✭✷✵✶✮✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❢❛❧❧ ✐♥t♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✶✲✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs P(H)✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ■s❤❛♠ ✐♥
❬■s❤❪✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t t❤❛t P ✐s tr✉❡✱ ❢♦r s♦♠❡ P ∈ P(H)✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❋♦r ❛ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ψ ❡❛❝❤ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ P ✐s tr✉❡ ✐❢ 〈ψ, Pψ〉 = 1✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ [A ∈ ∆] ✐s tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
✜♥❞✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ∆ ✉♣♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ A ✐s ♦♥❡✳

◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ st❛t❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤✐s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s tr✉❡✳ ❋♦r ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ P t❤✐s s❡t ✐s ♣r❡❝✐s❡❧②
❣✐✈❡♥ ❜② P H✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t P H ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ H ❛♥❞ t❤❛t ✐♥ ❢❛❝t ❛❧❧ ❝❧♦s❡❞
❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡s ❛r❡ ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✳ ❚❤✐s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✳

❼ ❉✐s❥✉♥❝t✐♦♥✿ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t [A ∈ ∆ ♦r A ∈ ∆′] ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ st❛t❡s
✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ A ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ∆ ♦r ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ ∆′ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡t ♦❢ st❛t❡s ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢
t❤❡ s❡t Sp(µA(∆)H, µA(∆′)H)✱ ✇❤❡r❡ Sp ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r s♣❛♥✳ ❚❤✐s ❝❧♦s❡❞ ❧✐♥❡❛r
s✉❜s♣❛❝❡ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❡q✉❛❧ t♦ µA(∆∪∆′)H✳ ●❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤✐s r❡s✉❧t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t♦rs
②✐❡❧❞s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

[A1 ∈ ∆1]∨
QL

[A2 ∈ ∆2] =̂ Sp(µA1(∆1)H, µA2(∆2)H), ✭✷✶✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♦✈❡r❧✐♥✐♥❣ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡t✳

❼ ❈♦♥❥✉♥❝t✐♦♥✿ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t [A ∈ ∆ ❛♥❞ A ∈ ∆′] ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ st❛t❡s
✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ A ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ❛ r❡s✉❧t t❤❛t ✐s ❜♦t❤ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢
∆ ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ∆′ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡t ♦❢ st❛t❡s ✇✐❧❧ t❤❡♥
❜❡ µA(∆)H∩µA(∆′)H✳ ❚❤✐s ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② µA(∆ ∩ ∆′)H✳
●❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤✐s r❡s✉❧t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t♦rs ②✐❡❧❞s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

[A1 ∈ ∆1]∧
QL

[A2 ∈ ∆2] =̂ µA1(∆1)H∩µA2(∆2)H . ✭✷✶✼✮

❚❤✐s ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ A1 ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ❛♥
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ∆1 ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶ ❛♥❞ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ A2 ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ∆2

✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶✳



◗✉❛♥t✉♠ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❱✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡❧❧ ■♥❡q✉❛❧✐t② ✾✾

❼ ◆❡❣❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t [A /∈ ∆A] ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ st❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡
♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ A ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ❛ r❡s✉❧t t❤❛t ✐s ♥♦t ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ∆A ✇✐t❤
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡t ♦❢ st❛t❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② (µA(∆)H)⊥✳ ❚❤✐s ✐s ❛❣❛✐♥
❛ ❝❧♦s❡❞ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡✱ ❣✐✈❡♥ ❜② µA(∆c)H✱ ✇❤❡r❡ ∆c ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡
s❡t σ(A)✳ ❙♦

¬
QL

[A ∈ ∆] =̂ µA(∆c)H . ✭✷✶✽✮

❲✐t❤ t❤❡s❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ s❡❡s t❤❛t ❡✈❡r② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ✐t ❝♦♥❝❡r♥s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✶✵✶ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ [A ∈ ∆]✱
♦r ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✲
♥❡❝t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s t❤❡♥ ✐♥❤❡r✐ts t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

P1 ≤ P2<❂❂>P1 H ⊂ P2 H . ✭✷✶✾✮

❚❤❡ t♦♣ ❡❧❡♠❡♥t ⊤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉♥✐t ♦♣❡r❛t♦r 1✳ ❚❤✐s ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✇✐t❤ ❵❛❜s♦❧✉t❡
tr✉t❤✬✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s❡t H ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ tr✉❡✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❡❧❡♠❡♥t ⊥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ③❡r♦ ♦♣❡r❛t♦r O✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s str✉❝t✉r❡✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s ❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❆1, ❆2 ❛♥❞ ❆3✿

❆1 ∨ (❆2 ∨ ❆3) = (❆1 ∨ ❆2) ∨ ❆3

❆1 ∨ ❆2 = ❆2 ∨ ❆1

❆1 ∨ (❆1 ∧ ❆2) = ❆1

❆1 ∨ ¬❆1 = ⊤

❆ss♦❝✐❛t✐✈✐t②

❈♦♠♠✉t❛t✐✈✐t②

❆❜s♦r♣t✐♦♥

❈♦♠♣❧❡♠❡♥ts

❆1 ∧ (❆2 ∧ ❆3) = (❆1 ∧ ❆2) ∧ ❆3

❆1 ∧ ❆2 = ❆2 ∧ ❆1

❆1 ∧ (❆1 ∨ ❆2) = ❆1

❆1 ∧ ¬❆1 = ⊥

✭✷✷✵✮

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s

❆1∨(❆2∧❆3) = (❆1∨❆2)∧(❆1∨❆3) ❉✐str✐❜✉t✐✈✐t② ❆1∧(❆2∨❆3) = (❆1∧❆2)∨(❆1∧❆3) ✭✷✷✶✮

♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤♦❧❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤❡ s✐①t❤ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛
✺✳✷ ❞♦ ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♣✐♥✲12 ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❚❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s♦♠❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ②❡❛rs ❛❜♦✉t t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❤♦✇ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t❤✐s s♦✲❝❛❧❧❡❞ q✉❛♥t✉♠ ❧♦❣✐❝ ✐s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳
Pr♦❜❛❜❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✈✐❡✇s ✇❛s ❛❞✈♦❝❛t❡❞ ❜② P✉t♥❛♠ ✐♥ ❬P✉t❪✳ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱
✐t ✐s ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✇♦✉❧❞ ❝❡❛s❡ t♦ ❡①✐st ✐❢
♦♥❡ ❛❞♦♣ts t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t t❤❛t q✉❛♥t✉♠ ❧♦❣✐❝ ✐s ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ♦♥❧② ❵tr✉❡✬ ❧♦❣✐❝✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝
t❤❡♥ r❡✲❡♠❡r❣❡s ❛s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧✐♠✐t s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✇❛② ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❣❡♦♠❡tr② ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧
❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ P✉t♥❛♠ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② ❛❞♦♣t ❛
✭♥♦♥✲❝❧❛ss✐❝❛❧✮ r❡❛❧✐st ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t♦✇❛r❞s s②st❡♠s✱ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

■t s❡❡♠s t♦ ♠❡ t❤❛t ❤✐st♦r② ✇❛s♥✬t ✈❡r② ❦✐♥❞ t♦ t❤✐s ✈✐❡✇♣♦✐♥t✳ ❚❤❡r❡ ✇❡r❡ ♠❛♥② ♠♦r❡
♣❡♦♣❧❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❝r✐t✐❝✐③❡ t❤✐s ✈✐❡✇♣♦✐♥t t❤❛♥ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❡♥❞♦rs❡ ✐t✳✶✵✷ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛rt✐❝❧❡s ❞✉❡ t♦ ❙t❛✐rs ❬❙t❛❪✱ ❡①♣♦s❡s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t❤❛t ✐♥ ❧✐❣❤t ♦❢

✶✵✶■♥ ❧♦❣✐❝✱ ♦♥❡ ♠❛② ♣r♦❜❛❜❧② ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ ❵❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✬✳
✶✵✷❚❤✐s s✐♠♣❧② s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ❢❛✐t❤ ♦❢ ❝♦♥tr♦✈❡rs✐❛❧ ✐❞❡❛s ❛s ❛❧s♦ s❡❡♥ ❡❛r❧✐❡r ✐♥ t❤❡ ❵♥✉❧❧✐✜❝❛t✐♦♥✬ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t s❡❡♠s t♦ ♠❡ t❤❛t s✉❝❤ ✐❞❡❛s ❤❛✈❡ ❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ❜❡ ❢♦r❣♦tt❡♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❛r❡
✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ▼❛✉❞❧✐♥✬s ✏❚❛❧❡ ♦❢ ◗✉♥❛t✉♠ ▲♦❣✐❝✑ ❬▼❛✉✷❪ ❤❛s ❛ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❞✳ ■t s❤♦✉❧❞
❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ♠❛② ❤❛✈❡ ♣❧❛②❡❞ ❛ r♦❧❡ ✐s t❤❛t P✉t♥❛♠ ❧❛t❡r ❞✐st❛♥❝❡❞ ❤✐♠s❡❧❢ ❢r♦♠ ❤✐s
♦✇♥ ✐❞❡❛s✳



✶✵✵ ❚❤❡ ❙tr❛♥❣❡♥❡ss ❛♥❞ ▲♦❣✐❝ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

P✉t♥❛♠✬s t❤❡s✐s ♠❛② ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ q✉❛♥t✉♠ ❧♦❣✐❝ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ s❡❡
✇❤② t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✵✽✮ ♠❛② ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤❡❧♣ ♠✉❝❤ ✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✇❤②
t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❡♥❣❛❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ r❡❛❧✐s♠ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐t②✳ ❇✉t ❡✈❡♥ s♦✱ ✇❤❛t q✉❛♥t✉♠ ❧♦❣✐❝ ❞♦❡s ✐s r❡♣❧❛❝❡
t❤❡ ♠②st❡r② ♦❢ ✏❲❤② ❝❛♥ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞❄✑ ✇✐t❤ t❤❡ ♠②st❡r② ♦❢ ✏❲❤② ❝❛♥ t❤❡
❧❛✇ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐t② ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞❄✑ ❚❤✐s ❧❛st ♠②st❡r② ✐s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❉✉♠❪ ❛♥❞ ✐t
s❡❡♠s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ❤❛♥❞✳

❚❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
✭✷✵✽✮ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❛♥ t❤❡ ❇♦❤r✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ s✐♥❝❡ ✐t ❡①❛❝t❧② ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤✐❝❤
st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷ ❛r❡ ✢❛✇❡❞✳ ❇✉t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧s♦ s❡❡♠s t♦ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❛rr✐✈❡ ❛t ❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❞❡❛❞ ❡♥❞✿ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢r♦♠ ❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❡ ❇♦❤r✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❡❡♠s ♠♦r❡ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✈❛❣✉❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②✳ ■t ❞♦❡s s❡❡♠ t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷ r❡❧✐❡s
♦♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ■ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♠❛②
♣r♦✈✐❞❡ ✉s ✇✐t❤ ❛ ✇❛② t♦ t✉r♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛♥
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷ ✐s
✢❛✇❡❞✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✢❛✇ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ t♦ r❡❛❝❤
❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②✳

❆♣♣r♦❛❝❤❡s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤✐s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✐♥ ❬❍❡❡❪ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✐s ❡①♣❧♦r❡❞ ❢r♦♠ ❛ q✉❛♥t✉♠✲❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛❣❛✐♥ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛ ♠②st❡r② ❜② ❛♥♦t❤❡r ♠②st❡r②✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱
♦♥❡ ❛❧s♦ s♦♠❡t✐♠❡s ❤❡❛rs ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❇✉t t❤✐s ✐❞❡❛ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❝✐r❝✉❧❛r✳ ❋♦r ❇♦❤r✱
♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
❛r❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♥❛t✉r❡✱ ♥♦t t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❡ ♠❛② ❛r❣✉❡ t❤❛t
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❤❛r❞❧② ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❛t ❛❧❧✱ ❡✈❡r✳ ■t ❛❧s♦
s❡❡♠s t♦ ♠❡ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s♥✬t ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❇♦❤r ❛t ❛❧❧✳ ❚❤❡
✜rst ❛❜✉s❡ ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷ ❛❧r❡❛❞② ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ st❛t❡♠❡♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s σ(2)

b1
❛♥❞ σ(2)

b2
❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣

t♦ t❤❡ ✐♥♥♦❝❡♥t ❧♦♦❦✐♥❣ ❧❛✇ ♦❢ ❡①❝❧✉❞❡❞ ♠✐❞❞❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❝✉s❡❞
❡❛r❧✐❡r ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ ❵r❡❝❦❧❡ss❧②✬ ❜② ❇r♦✉✇❡r ✭t❤❡ ❢♦✉♥❞❡r ♦❢ ■♥t✉✐t✐♦♥✐s♠✮✱ ❛♥❞ ✐t✬s ✇♦rt❤ ❛♥
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ t♦ ✜♥❞ ♦✉t ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t s♦♠❡t❤✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ✐s ❣♦✐♥❣ ♦♥ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳

✺✳✹ ■♥t✉✐t✐♦♥✐s♠ ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②

❚♦ s❡❡ ✐❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐s♠ ❝❛♥ ♣❧❛② ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐t
✐s ❜❡tt❡r t♦ ✜rst ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ❜❡❤✐♥❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐s♠✳ ■♥t✉✐t✐♦♥✐s♠ ✐s ❛
♣❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ♦♣♣♦s❡s t❤❡ P❧❛t♦♥✐❝ ✐❞❡❛ t❤❛t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❡①✐st
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ❇r♦✉✇❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ tr✉t❤❀ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥❧② ❜❡❝♦♠❡ tr✉❡ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ✐ts tr✉t❤ ✐✳❡✳✱ ✐❢ ♦♥❡
❤❛s ❢♦✉♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡♠✳ ❋♦r ❇r♦✉✇❡r✱ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ ✇❤❛t ❛ ♣r♦♦❢ ✐s❀ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❛t
♦♥❡ r❡❤❡❛rs❡s ✐♥ ♦♥❡✬s ❤❡❛❞✳ ■t s❡❡♠s ❤❡ ♥❡✈❡r s❛✇ ❛♥② r❡❛s♦♥ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♠✉❝❤
❢✉rt❤❡r✱ ❜✉t ❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❤✐s st✉❞❡♥t ❍❡②t✐♥❣ ❞✐❞✱ t❤❡r❡❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❬❍❡②❪✳
■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ❛ ❢❡✇ ②❡❛rs ❡❛r❧✐❡r ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❛❧s♦ ❤❛❞ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡
♦❢ ❇r♦✉✇❡r✬s ✐❞❡❛s ❬❑♦❧✶❪✳ ❚❤❡s❡ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ ✇❤❛t ✐s ♥♦✇ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❇r♦✉✇❡r✲❍❡②t✐♥❣✲
❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ✭❇❍❑✮ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❼ ❆ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❆ ∧ ❇ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❆ ❛♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❇✳



■♥t✉✐t✐♦♥✐s♠ ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✶✵✶

❼ ❆ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❆∨❇ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❆ ♦r ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❇ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ r✉❧❡ t❤❛t t❡❧❧s ♦♥❡
♦❢ ✇❤✐❝❤ st❛t❡♠❡♥t ♦♥❡ ❤❛s t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐✳❡✳✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ❆ ✐s tr✉❡ ♦r ❇ ✐s tr✉❡✳

❼ ❆ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❆ → ❇ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ r✉❧❡ t❤❛t ❝♦♥✈❡rts ❡✈❡r② ♣r♦♦❢ ♦❢ ❆ t♦ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❇✳

❼ ❆ ♣r♦♦❢ ♦❢ ¬❆ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ r✉❧❡ t❤❛t ❝♦♥✈❡rts ❡✈❡r② ♣r♦♦❢ ♦❢ ❆ t♦ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ 0 = 1 ✐✳❡✳✱ ❛
♣r♦♦❢ ♦❢ ¬❆ ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❆ → ⊥✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❆ ∨ ¬❆ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❡✐t❤❡r ❆ ✐s tr✉❡✱ ♦r s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❆

❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❛ tr✐✈✐❛❧✐t② ✭❛s ✐t ✐s ✐♥ t❤❡ P❧❛t♦♥✐❝ ✈✐❡✇✮✳
❇r♦✉✇❡r ❤✐♠s❡❧❢ ✇❛s ♥♦t t❤❛t ✐♠♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✳ ❍❡

✈✐❡✇❡❞ ❧♦❣✐❝ ♠❡r❡❧② ❛s t❤❡ st✉❞② ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐t✐❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❬❇r♦❪✳
❇✉t ❢♦r ❤✐♠✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡✲❢r❡❡ ❛❝t✳ ❚❤❡ ♦♥❧② r♦❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♣❧❛②s ✐♥
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ♠❛② ♦♥❧② ❤♦♣❡ t❤❛t ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❛ ♣r♦♦❢ ✐♥ ✇♦r❞s
❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❡rs♦♥ t♦ ✇❤♦♠ ②♦✉ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢✳
❙♦ ❢♦r ❜♦t❤ ❇r♦✉✇❡r ❛♥❞ ❇♦❤r✱ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❡✈✐❧ ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ❇♦❤r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s s❡❡♥ ❛s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ♦❢ s❝✐❡♥❝❡✱ ❢♦r
❇r♦✉✇❡r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇❛s♥✬t t❤❛t ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❇❍❑ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ②❡t ❡st❛❜❧✐s❤ ✇❤❛t ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ♣r♦♦❢ ✐s✱✶✵✸ ❜✉t
♦♥❧② st❛t❡s ❤♦✇ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ r❡❛❞ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❛t ❝♦✉♥ts ❛s ❛ ♣r♦♦❢ ✐s
✐rr❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❲❤❛t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ✐s t♦ s❡❡ ✐❢ t❤❡s❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ❛♣♣❧② t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ st❛t❡♠❡♥ts✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♥❡s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ■✬❧❧ ✜rst t❛❦❡ ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❛❜✉s❡ ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷ ❛❝t✉❛❧❧② ❛❧r❡❛❞② ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②
✭✷✵✽✮ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ❢♦✉r st❛t❡♠❡♥ts ❆1 ∧ ❇1, ❆1 ∧ ❇2, ❆2 ∧ ❇1 ❛♥❞ ¬❆2 ∧ ¬❇2 ❛❧❧ r❡❢❡r t♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② t✇♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❆t ❧❡❛st✱
t❤✐s ✐s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥❡ ♠✉st ♠❛❦❡ ✐❢ ♦♥❡ ✇✐s❤❡s t♦ ❛♣♣❧② ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✶✶✮ ❛♥❞ ✭✷✶✷✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝t✉❛❧✱ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡
❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✵✽✮ ❡①♣r❡ss❡s ❛ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ st❛t❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤
♠❛② ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥ ❛❜✉s❡ ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳✶✵✹

■♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✱ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❧r❡❛❞② ❡♥t❡rs ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✳ ❚❤❡
r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s✿

✏■❢ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ σ(1)
a1 ❛♥❞ σ(2)

b1
♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♠❡❛s✉r❡ σ(2)

b2
✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ✜♥❞ ❡✐t❤❡r

t❤❡ r❡s✉❧t ✶ ♦r ✲✶ ✐✳❡✳✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❇2 ♦r ¬❇2✳✑

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ✐s ♠❡❛s✉r✐♥❣ σ(1)
a1 ❛♥❞ σ(2)

b1
✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥❡✐t❤❡r ❞r❛✇ t❤❡

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❇2✱ ♥♦r t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ¬❇2✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❞r❛✇ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❇2∨¬❇2

❡✐t❤❡r✱ t❤❛t ✐s ✭✉s✐♥❣ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ♦❢ ❇r♦✉✇❡r✮✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❇2 ∨ ¬❇2 ✐s r❡❝❦❧❡ss✱ ✉♥❧❡ss

♦♥❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡s σ(2)
b2

✳ ❙♦✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❵♣r♦♦❢✬ ♦❢ ❛ st❛t❡♠❡♥t ♠❛② ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡
❛❝t✉❛❧ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧t✳

❚❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ✇❛② ♦✉t ✇♦✉❧❞ s❡❡♠ t♦ ❜❡ t♦ ❛❧s♦ ♠❡❛s✉r❡ σb2 ✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ ♦♥❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡s
t❤❛t σa2 ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❡✈❡r② st❡♣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷ ✐s ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝❛❧② ❥✉st✐✜❡❞✳
❇✉t s✉r❡❧② t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s❄ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t t✉r♥s
♦✉t t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ ✇❤❡r❡ ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡ ✜rst

✶✵✸❲❤❛t ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦✉♥ts ❛s ❛ ♣r♦♦❢ ❛♥❞ ✇❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ q✉❡st✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❆ ❢r✐❡♥❞❧② ❜♦♦❦ t❤❛t ❧♦♦❦s ❛t t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❤✐st♦r✐❝ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐s ❬❑r❛❪✳

✶✵✹❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳



✶✵✷ ❚❤❡ ❙tr❛♥❣❡♥❡ss ❛♥❞ ▲♦❣✐❝ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

σ
(1)
a1 ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ σ(1)

a2 ✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ✜rst σ(2)
b1

✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ σ(2)
b2

✱ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✶✶✮ ❛♥❞ ✭✷✶✷✮ ✇✐❧❧ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤♦❧❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ✭✷✶✸✮
♦♥❡ ♠❛② st✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t

P(❆1 ∧ ❇2) = P(❆2 ∧ ❇1) =
1

8
, ✭✷✷✷✮

♦♥❡ ♥♦✇ ✜♥❞s t❤❛t

P(¬❆2 ∧ ¬❇2)

=P(¬❆2 ∧ ¬❇2 ∧ ❆1 ∧ ❇1) + P(¬❆2 ∧ ¬❇2 ∧ ¬❆1 ∧ ❇1)

+ P(¬❆2 ∧ ¬❇2 ∧ ❆1 ∧ ¬❇1) + P(¬❆2 ∧ ¬❇2 ∧ ¬❆1 ∧ ¬❇1)

=〈ψ, (Pa1+Pa2−Pa1+ ⊗ Pb1+Pb2−Pb1+)ψ〉 + 〈ψ, (Pa1−Pa2−Pa1− ⊗ Pb1+Pb2−Pb1+)ψ〉
+ 〈ψ, (Pa1+Pa2−Pa1+ ⊗ Pb1−Pb2−Pb1−)ψ〉 + 〈ψ, (Pa1−Pa2−Pa1− ⊗ Pb1−Pb2−Pb1−)ψ〉

=
9

32
+ 0 + 0 +

1

32
=

5

16
. ✭✷✷✸✮

❙♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✵✽✮ r❡❛❞s 1
2 ≤ 1

8 + 1
8 + 5

16 ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② tr✉❡✳

❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ str❡♥❣t❤❡♥s t❤❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t✱ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❛ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
❆∨¬❆ ♠❛② ♦♥❧② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ tr✉❡ ✐❢ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❛t ✇✐❧❧ ❞❡❝✐❞❡
✇❤❡t❤❡r ❆ ♦r ¬❆ ✐s tr✉❡ ✐✳❡✳✱ ✐❢ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ❵♣❤②s✐❝s ♣r♦♦❢✬ ♦❢ ❆ ∨ ¬❆✳ ■♥ t❤✐s ❧✐❣❤t✱ P❡r❡s✬
st❛t❡♠❡♥t t❤❛t ✏✉♥♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ♥♦ r❡s✉❧t✑✶✵✺ ♠❛② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② s❛②✐♥❣ t❤❛t
❛♥② st❛t❡♠❡♥t ❆ ✐s ♥❡✐t❤❡r tr✉❡ ♥♦r ❢❛❧s❡ ✉♥❧❡ss ♦♥❡ ❤❛s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♦♥❡ ♦r t❤❡ ♦t❤❡r ✐✳❡✳✱ ✉♥♣r♦✈❡♥
st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t tr✉❡ ✭♥♦r ❛r❡ t❤❡② ♥♦t tr✉❡✮✳ ◆♦✇✱ t✇♦ st❛t❡♠❡♥ts ❆ ❛♥❞ ❇ ♠❛② ❜❡ ❝❛❧❧❡❞
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✐❢ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♣r♦✈❡ ❆∨¬❆ ❛♥❞ ❇∨¬❇✳ ❚❤❛t ✐s✱ t✇♦ st❛t❡♠❡♥ts
❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱ ❡✈❡r✳ ■♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱
t❤✐s ✐s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ ❆ ✐s ❛ st❛t❡♠❡♥t ❛❜♦✉t s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A✱ ❛♥❞ ❇ ❛ st❛t❡♠❡♥t
♦❢ s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ B ✇❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs A ❛♥❞ B ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡✳ ❚❤✐s s❡❡♠s ❛
tr✐✈✐❛❧✐t②✱ ❜✉t ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❧♦❣✐❝❛❧ t❡r♠s✳ ■ts ✐♥t✉✐t✐✈❡
✉s❡ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ♠❡r❡❧② ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤✐♥❣s ❝❧❡❛r❡r✱
❧❡t ♠❡ ❣✐✈❡ ❛ ♠♦r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ s❧✐t ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❣✐✈❡♥ ❜② P✉t♥❛♠ ✐♥ ❬P✉t❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛
❝❧❡❛r ✈✐❡✇ ❢r♦♠ ❛ ❧♦❣✐❝✐❛♥✬s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❤♦t♦♥ t❤❛t ✇❡♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ❛♥❞
❧❡t ❘ ❜❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✏t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❡❣✐♦♥ R ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❝
♣❧❛t❡✑✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❧❡t ❙1 ❜❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✏t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✇❡♥t t❤r♦✉❣❤ s❧✐t ✶✑ ❛♥❞ ❙2 t❤❡ st❛t❡♠❡♥t
✏t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✇❡♥t t❤r♦✉❣❤ s❧✐t ✷✑✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧❧②✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣
t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❡❣✐♦♥ R ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❜♦t❤ s❧✐ts ❛r❡ ♦♣❡♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

P(❘|❙1 ∨ ❙2) =
1

2
P(❘|❙1) +

1

2
P(❘|❙2). ✭✷✷✹✮

✶✵✺❚❤✐s ✐s t❤❡ t✐t❧❡ ♦❢ P❡r❡s✬ ❛rt✐❝❧❡ ❬P❡r✶❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ❛❞✈♦❝❛t❡s ❛❣❛✐♥st t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣✳
❚❤✐s ♦♣✐♥✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ ❬P❡r✷❪ ❛♥❞ ❬P❡r✹❪✳



■♥t✉✐t✐♦♥✐s♠ ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✶✵✸

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❡❛s✐❧② ❞❡r✐✈❡❞ ✐❢ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ♦♥❡ ♠❛② ❛rr❛♥❣❡ t❤❛t P(❙1) = P(❙2) ❛♥❞
t❤❛t ♣❤♦t♦♥s ❝❛♥♥♦t ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ❜♦t❤ s❧✐ts ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ t❤❡♥ ✜♥❞s

P(❘|❙1 ∨ ❙2) =
P(❘ ∧ (❙1 ∨ ❙2))

P(❙1 ∨ ❙2)
=

P((❘ ∧ ❙1) ∨ (❘ ∧ ❙2))

P(❙1 ∨ ❙2)

=
P(❘ ∧ ❙1)

P(❙1 ∨ ❙2)
+

P(❘ ∧ ❙2)

P(❙1 ∨ ❙2)
=

P(❘ ∧ ❙1)

2P(❙1)
+

P(❘ ∧ ❙2)

2P(❙2)

=
1

2
P(❘|❙1) +

1

2
P(❘|❙2).

✭✷✷✺✮

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ✇✐t❤ ❜♦t❤ s❧✐ts ♦♣❡♥ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ❡♠❡r❣❡s ♦♥ t❤❡
♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❧❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✇❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ ♦♥❡ t❛❦❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t
❡♠❡r❣❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ s❧✐t ❝❧♦s❡❞✳ P✉t♥❛♠ tr✐❡s t♦ ❛❞♦♣t ❛ r❡❛❧✐st ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ st❛t❡s
t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❤♦t♦♥ t❤❛t ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛rr✐❡r✱ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ s❧✐t✳ ❍❡ ❜❧❛♠❡s t❤❡
✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② tr✉❡ ✐♥ q✉❛♥t✉♠
❧♦❣✐❝✳

❆♥♦t❤❡r ♦❢t❡♥✲❤❡❛r❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❤♦t♦♥ ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ ✇❛✈❡ ✐♥st❡❛❞
♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❝❛s❡ ❜♦t❤ s❧✐ts ❛r❡ ♦♣❡♥✱ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ❜♦t❤ s❧✐ts ❛t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡✳ ❇♦t❤ ✈✐❡✇s ❛r❡ r❛t❤❡r ♠②st✐❢②✐♥❣✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
♠❛② ✐♥ ❢❛❝t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❙1∨❙2 ♠❡❛♥s t❤❛t
♦♥❡ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ❙1 ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ♦r ❙2✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥ ❝❛s❡s
✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ❞✐ss♦❧✈❡s ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✷✷✹✮ ❤♦❧❞s✳ ■♥❞❡❡❞✱ P✉t♥❛♠ ♠❛❦❡s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❛ ♣❤♦t♦♥
❛❝t✉❛❧❧② ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛rr✐❡r✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❙1 ∨ ❙2 ✐s ❛❧✇❛②s tr✉❡✳ ❋❡②♥♠❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❣♦t
✐t r✐❣❤t ❢r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❆❜♦✉t ❛ s✐♠✐❧❛r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ❤❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✿

✏❲❤❛t ✇❡ ♠✉st s❛② ✭t♦ ❛✈♦✐❞ ♠❛❦✐♥❣ ✇r♦♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✮ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ■❢ ♦♥❡
❧♦♦❦s ❛t t❤❡ ❤♦❧❡s ♦r✱ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✱ ✐❢ ♦♥❡ ❤❛s ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❛♣♣❛r❛t✉s ✇❤✐❝❤ ✐s
❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ❤♦❧❡ ✶ ♦r ❤♦❧❡ ✷✱ t❤❡♥ ♦♥❡
❝❛♥ s❛② t❤❛t ✐t ❣♦❡s ❡✐t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ❤♦❧❡ ✶ ♦r ❤♦❧❡ ✷✳ ❇✉t✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t tr②
t♦ t❡❧❧ ✇❤✐❝❤ ✇❛② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣♦❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦
❞✐st✉r❜ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ♠❛② ♥♦t s❛② t❤❛t ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣♦❡s ❡✐t❤❡r t❤r♦✉❣❤
❤♦❧❡ ✶ ♦r ❤♦❧❡ ✷✳ ■❢ ♦♥❡ ❞♦❡s s❛② t❤❛t✱ ❛♥❞ st❛rts t♦ ♠❛❦❡ ❛♥② ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ st❛t❡♠❡♥t✱ ❤❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ t✐❣❤tr♦♣❡ ♦♥
✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠✉st ✇❛❧❦ ✐❢ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♥❛t✉r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✳✑ ❬❋▲❙✱ ♣✳ ✸✼✲✾❪

■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❢♦✉♥❞✱ ♥♦t❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ ❛❜♦✉t
t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✱
t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ❞✐ss♦❧✈❡s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈✐❡✇s ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❛r❡
t❤✉s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✳ ■♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❛②
t❤❛t st❛t❡♠❡♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ s❧✐t t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❤♦t♦♥ ♣❛ss❡s ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥ts ❛❜♦✉t
t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥✮
❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②❀ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳

■t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❞♦❡s♥✬t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ❇♦❤r✬s
✐❞❡❛s ❛❜♦✉t ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❛♥❞ ■ ❞♦ ♥♦t ❞❛r❡ t♦ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ s❡r✈❡s ❛s ❛ ♠❛❣✲
✐❝❛❧ ❦❡② t♦ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❇♦❤r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞♦❡s
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✇❛② t♦ t❛❦❡ ❛ ♥❡✇ ❧♦♦❦ ❛t q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■♥ t❤✐s ❧✐❣❤t✱ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♣r❡s❡♥ts ✐ts❡❧❢ ❛s ❛ t❤❡♦r②



✶✵✹ ❚❤❡ ❙tr❛♥❣❡♥❡ss ❛♥❞ ▲♦❣✐❝ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② st❛t❡♠❡♥ts ♥❛t✉r❛❧❧② ❛♥❞ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛r✐s❡ ✭❡✳❣✳ st❛t❡♠❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✮✳ ❇✉t q✉❛♥✲
t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ♦♥❧② ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❛r✐s❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s
♦✉ts✐❞❡ ♣❤②s✐❝s ❛r❡ q✉✐t❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛s ❛❧s♦ ❡♥✈✐s❛❣❡❞ ❜② ❇♦❤r✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ♥♦t✐♦♥
♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❛❧s♦ s❤♦✇s ✇❤❛t ❝❛r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱
❛❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡♥✈✐s❛❣❡ t❤❛t ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❆ ♠❛② ❜❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ❇ ♠❛②
❜❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❞r❛✇ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
t❤❛t ❜♦t❤ ❛r❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ r❡❛✲
s♦♥✐♥❣ ❛s s✉❝❤✱ ❜✉t ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ ❝❛r❡ ♥♦t t♦ ❝♦♥❢✉s❡ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❢❛❝t✉❛❧
r❡❛s♦♥✐♥❣✳

✺✳✺ ❚♦✇❛r❞s ■♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ◗✉❛♥t✉♠ ▲♦❣✐❝

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s s♦♠❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✇❛s ❣✐✈❡♥ t♦ ❛❞♦♣t ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇
t♦✇❛r❞s q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❛♥❞ ✐t ✇❛s ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤
♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥❧② s❡❡♠ t♦ ✢♦❛t
❛r♦✉♥❞ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❜✉t ♥♦✇❤❡r❡ ❞♦ t❤❡② ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ str♦♥❣ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❇♦❤♠✐❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢
q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦r t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛①✐♦♠s ❢♦r t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛s ✐t st❛♥❞s t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s r❛t❤❡r
❛❞✈♦❝❛t❡s t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❧♦❣✐❝ t❤❛♥ ♦❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✳ ■t ✐s ♥♦t ❛t ❛❧❧ ❝❧❡❛r t❤❛t
❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ■
❝❛♥♥♦t ♣r❡s❡♥t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜✉t ■ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❞❡❛s t❤❛t ♠❛② ❧❡❛❞
t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ♠♦r❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐s♠
♠❛② ❜❡ ✇❛r♥❡❞✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣s ■ ✉s❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❜♦rr♦✇ ✐❞❡❛s ❢r♦♠ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐s♠✱ ❜✉t ♥♦t
❝♦♥s✐st❡♥t❧② s♦✳ ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✉s❡❞ ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ❝❧❛ss✐❝❛❧✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐t ✐s ♥♦t
❛❧✇❛②s✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ t❛s❦ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♥❡✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② s✉❝❤ t❤❛t t❤❡s❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts t♦❣❡t❤❡r ❢♦r♠ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛
❍❡②t✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✳✶✵✻ ❆ ♥❛t✉r❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ t❛❦❡ ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t q✉❛♥t✉♠ ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ t❛❦❡♥ ❜② ❇✐r❦❤♦✛ ❛♥❞ ✈♦♥
◆❡✉♠❛♥♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛ss♦❝✐❛t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ [A ∈ ∆] ✇✐t❤ ❝❧♦s❡❞ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡s
✭♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡s❡ s♣❛❝❡s✮✱ s❡❡♠s ❛ ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ♦♥❡ t♦ ❤❛♥❣ ♦♥ t♦✱ s♦ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s
♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✳ ■t s❡❡♠s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s
s♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ✢❛✇s✱ s✐♥❝❡ ❛ ♥♦♥✲❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✭✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✮✳✶✵✼ ❚❤❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❧♦❣✐❝ ❤❛s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❜❡❡♥ ❝r✐t✐❝✐③❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs✳ ❆♥
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ P♦♣♣❡r✱ ✇❤♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✿

✏■t ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st t❤❛t t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ✜t ✇❤❛t
❇✐r❦❤♦✛ ❛♥❞ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉❣❣❡st ❬✳ ✳ ✳ ❪ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢

✶✵✻❆ ❍❡②t✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛ ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❧❛tt✐❝❡ L s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ l1, l2 ∈ L t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ❞❡♥♦t❡❞ l1 → l2
t❤❛t ✐s t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❡❧❡♠❡♥t t❤❛t s❛t✐s✜❡s (l1 → l2)∧ l1 ≤ l2✳ ◆❡❣❛t✐♦♥ ✭♦❢t❡♥ ♥❛♠❡❞ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥
t❤✐s ❝♦♥t❡①t✮ ♠❛② t❤❡♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ¬l := l → ⊥✳ ❆ ❍❡②t✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛ ✐s ❛ ♣r♦♣❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✿ ❡✈❡r② ❇♦♦❧❡❛♥ ❛❧❣❡❜r❛ ✐s ❛ ❍❡②t✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ ❛ ❍❡②t✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛ ✐s ❇♦♦❧❡❛♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ ¬¬l = l ❢♦r ❛❧❧ l ∈ L✳

✶✵✼❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬■s❤✱ ❈❤✳ ✹❪✳



❚♦✇❛r❞s ■♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ◗✉❛♥t✉♠ ▲♦❣✐❝ ✶✵✺

❡①❝❧✉❞❡❞ ♠✐❞❞❧❡ ❬✳ ✳ ✳ ❪✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇r♦✉✇❡r✱ ❜✉t r❡❥❡❝t❡❞ ❜② ❇✐r❦❤♦✛ ❛♥❞ ✈♦♥
◆❡✉♠❛♥♥✳✑ ❬P♦♣❪

❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ♥♦t ❤❛r❞ t♦ ✜♥❞ t✇♦ st❛t❡♠❡♥ts
❆ ❛♥❞ ❇ ✭❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ [A ∈ ∆]✮ s✉❝❤ t❤❛t ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ st❛t❡s ♦♥❡ ❤❛s

P(❇ ∧ (❆ ∨ ¬❆)) = P(❇) > 0 = P(❇ ∧ ❆) + P(❇ ∧ ¬❆) = P((❇ ∧ ❆) ∨ (❇ ∧ ¬❆)). ✭✷✷✻✮

❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s st❛t✐♥❣ t❤❛t ❇ ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
❜♦t❤ ✇✐t❤ ❆ ❛♥❞ ¬❆✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ P(❇) > 0 ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t♦ ✐♠♣❧② t❤❛t ❇ ✐s ♥♦t
❛♥ ❛❜s✉r❞✐t② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ❛ t❤✐r❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✭❜❡s✐❞❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❆ ❛♥❞ ¬❆✮✳

❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐t ❞♦❡s ✐♥❞❡❡❞ s❡❡♠ str❛♥❣❡ t❤❛t ❆∨¬❆ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ tr✐✈✐❛❧✐t②✳
❋r♦♠ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t② ❞♦❡s♥✬t s❡❡♠ t♦ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ♥❡❣❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞❡s❡r✈❡s s♦♠❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❇❍❑ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❡❛❝❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❥❡❝t✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❛t ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣r♦♦❢✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❑♦❧✲
♠♦❣♦r♦✈ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s t❤❡ t❛s❦ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥
t♦ s♦❧✈❡ t❤❡♠ ✭❬❑♦❧✷❪ s❡❡ ❛❧s♦ ❬❈♦q❪✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❥✉st s✐♠♣❧②
t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢✱ ❜✉t ❛❝t✉❛❧❧② r❡q✉✐r❡s ❛ ♣r♦♦❢ ♦♥ ✐ts ♦✇♥✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
✐s q✉✐t❡ ❛♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ♦♥❡ ✐♥ ♣❤②s✐❝s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦♥❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡rs ❵tr✉t❤✬ t♦
♠❡❛♥ ❵♣r♦✈❛❜✐❧✐t②✬✱ ❜✉t ✐♥ ♣❤②s✐❝s t❤❡ ❜❡st ♦♥❡ ❝❛♥ ❞♦ ✐s ❢❛❧s✐❢② ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❢♦r
❛♥② ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥❡ ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t ♠❛②
❤❛✈❡ ❛s ❛♥ ♦✉t❝♦♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t tr✉❡✳ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t [A ∈ ∆] ✐s ❢❛❧s✐✜❡❞ ✐❢ ❛
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ A ②✐❡❧❞s ❛ r❡s✉❧t ♦✉ts✐❞❡ ∆ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧②✱ ¬[A ∈ ∆] ❝❛♥ ❜❡ ❢❛❧s✐✜❡❞ ✐❢ ✐t ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t [A ∈ ∆c] ✭♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✇♦✉❧❞♥✬t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ ¬[A ∈ ∆] ✇❡r❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t H\µA(∆)H✮✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❧♦❣✐❝ t❤❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s❡❡♠s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡
♠✉❝❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ tr✉t❤ ♦❢ ❡✐t❤❡r ♦♥❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✷✻✮ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ st❛t❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❇ ✐s tr✉❡✳ ◗✉❛♥t✉♠ ❧♦❣✐❝ st❛t❡s t❤❛t
❢♦r t❤✐s st❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆∨¬❆ ✐s tr✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✭❆ ❛♥❞
¬❆✮ ✐s tr✉❡ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✇♦rs❡✿ ❛ss✉♠✐♥❣ ❡✐t❤❡r ♦♣t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s ✐t s❡❡♠s ♠♦r❡
♥❛t✉r❛❧ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ s❡t µA(∆)H∪µA(∆c)H ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t [A ∈ ∆]∨¬[A ∈ ∆]✳ ❚❤✐s
❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s t❤❛t ♥♦t ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡s ❝❧♦s❡❞ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡s
♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✱ ❜✉t ❛t ❧❡❛st ❛❧s♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ✜♥✐t❡ ✉♥✐♦♥s ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡s✿

L1 :=





n⋃

j=1

Kj ; n ∈ N,Kj ⊂ H ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ∀j



 . ✭✷✷✼✮

❚❤✐s s❡t ❢♦r♠s ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ s❡t ✉♥❞❡r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐✳❡✳✱

n⋃

j=1

Kj ≤
m⋃

j=1

K ′
j <❂❂>

n⋃

j=1

Kj ⊂
m⋃

j=1

K ′
j . ✭✷✷✽✮

❚❤❡ t♦♣ ❡❧❡♠❡♥t ⊤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② H ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❡❧❡♠❡♥t ⊥ ✐s t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ∅✱ t❛❦✐♥❣ ❛♥
❡♠♣t② ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠ ❡❧❡♠❡♥t ♠❛② ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ③❡r♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡
{0}✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ③❡r♦ ✈❡❝t♦r ✐s ♥♦t ❛ st❛t❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡t L1 ❜②
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥

l1 ∼ l2 <❂❂> l1\l2 ∪ l2\l1 ⊂ {0}, l1, l2 ∈ L1, ✭✷✷✾✮



✶✵✻ ❚❤❡ ❙tr❛♥❣❡♥❡ss ❛♥❞ ▲♦❣✐❝ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

❛♥❞ t❤❡♥ t❛❦✐♥❣ L1/ ∼✳ ■ ✇✐❧❧ tr❡❛t L1 ❛s ✐❢ ✐t ✐s ✐♥ ❢❛❝t L1/ ∼✳ ❆ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

n⋃

j=1

Kj ∨
m⋃

k=1

K ′
j =

n⋃

j=1

m⋃

k=1

(Kj ∪K ′
k) ∈ L1,

n⋃

j=1

Kj ∧
m⋃

k=1

K ′
j =

n⋃

j=1

m⋃

k=1

(Kj ∩K ′
k) ∈ L1.

✭✷✸✵✮

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ str❛✐❣❤t ❢♦r✇❛r❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛s t❤❛t ❧❡❞ t♦
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ L1✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ✐ts ✉s❡ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❧♦❣✐❝✳
■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ ❢❛❝t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❥♦✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❡t t❤❛t t✉r♥ L1

✐♥t♦ ❛ ❧❛tt✐❝❡✳
■♥ L1✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t♦

¬
n⋃

j=1

Kj :=



ψ ∈ H ; 〈ψ, φ〉 = 0, ∀φ ∈

n⋃

j=1

Kj



 , ✭✷✸✶✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤✉s ❛❣❛✐♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ L1✳ ❚❤✐s ♥❡❣❛t✐♦♥ ❤❛s s♦♠❡
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t l ∈ L1✱ ✐ts ❞♦✉❜❧❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ¬¬l ✐s t❤❡
s♠❛❧❧❡st ❝❧♦s❡❞ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s l✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡s ❛r❡
♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ L1 ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ¬¬l = l ❤♦❧❞s✳
❚❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❜❡❤❛✈❡s ♥♦♥✲❝❧❛ss✐❝❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ ♦♥❡ ❤❛s

l ∨ ¬l 6= ⊤ ❛♥❞ ¬l ∨ ¬¬l 6= ⊤, ∀l ∈ L1\{⊤,⊥}. ✭✷✸✷✮

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♥❡❣❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ♣s❡✉❞♦✲❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ✭✇❤✐❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r L1 t♦ ❜❡ ❛ ❍❡②t✐♥❣
❛❧❣❡❜r❛✮✱ s✐♥❝❡ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❡ ❞♦❡s ❤❛✈❡ l∧¬l = ⊥ ❢♦r ❛❧❧ l ∈ L1✱ ¬l ✐s ♥♦t t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❡❧❡♠❡♥t
t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣r❡❛t❡st ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ L1 t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤✐s
❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❛♥② l ∈ L1\{⊤,⊥}✱ ❛♥❞ ❛ ♣s❡✉❞♦✲❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛t ❛❧❧✳
❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s e1, e2✳ ❚❤❡♥
❛♥② ❡❧❡♠❡♥t l ∈ L1 t❤❛t s❛t✐s✜❡s Pe1 H � l s❛t✐s✜❡s Pe1 H∧l = ⊥✱ ❜✉t t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧
t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ✭✉♥❧❡ss ♦♥❡ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐♦♥s ✐♥ L1✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡
♣s❡✉❞♦✲❝♦♠♣❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧② ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ s❡t✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦
❞❡✜♥❡ ❛ ♣s❡✉❞♦✲❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② ❢♦❧❧♦✇ t❤❛t L1 ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢
❛ ❍❡②t✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❛t ✐t ❝❛♥♥♦t ❝♦♥❢♦r♠ t♦ ❛ ❜r♦❛❞❡r ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛s ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡
♣s❡✉❞♦✲❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❧❛tt✐❝❡s✮✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❡♠❜❡❞ t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❛ ❍❡②t✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛ s✐♠♣❧②
❜② r❡❞❡✜♥✐♥❣ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❇✉t r❡❞❡✜♥✐♥❣ ♥❡❣❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♥♦t ❛♥ ♦♣t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦
s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍✐❧❜❡rt
s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❧❡t f := 1

2

√
2(e1 + e2)✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ Pf → Pe1 s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ♦❢ ❛❧❧

❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t s❛t✐s❢② P ∧ Pf ≤ Pe1 ✳ ❚❤✉s Pf → Pe1 s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ P t❤❛t
s❛t✐s❢② Pe1 � P ✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❡①❝❧✉❞❡ ❡✈❡r② ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❍❡②t✐♥❣
❛❧❣❡❜r❛ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✳✶✵✽

✶✵✽❘❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♣t✐♦♥s ❛r❡ t♦ ✜♥❞ ②❡t ❛♥ ♦t❤❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥✱ ♦r t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦t❤❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✳ ❇♦t❤ ♦♣t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❧✐❦❡❧② t♦ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥② str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳



❚♦✇❛r❞s ■♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ◗✉❛♥t✉♠ ▲♦❣✐❝ ✶✵✼

❆ ✇❛② t♦ ❜r❡❛❦ ♦✉t ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇❤❡♥
❧♦♦❦✐♥❣ ♦♥❝❡ ♠♦r❡ ❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ [A ∈ ∆] ∨ ¬[A ∈ ∆]✱ ✇❤❡r❡ ¬[A ∈ ∆] ✐s
✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s [A ∈ ∆c]✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ A ✇✐❧❧ ✇✐t❤
❝❡rt❛✐♥t② ②✐❡❧❞ ❛ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ s❡t ∆∪∆c✳ ❉♦❡s t❤✐s ❛❧s♦ ♠❡❛♥ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t
❧✐❡s ❡✐t❤❡r ✐♥ ∆ ♦r ✐♥ ∆c❄ ❋r♦♠ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r✱ s✐♥❝❡
❢♦r ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ∆ ∪ ∆c = R ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❚❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♥✉♠❜❡rs
x ∈ R ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ♠❛❦❡ t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦♥❡ ♠❛② ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t
t❤❡ s❡t ∆ ✐s ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♥✉♠❜❡rs x ∈ R ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❞❡❝✐❞❡ x ∈ ∆
♦r x ∈ ∆c ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ③❡r♦ ✐♥ ❛♥② q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ st❛t❡✳
❲❤❛t ■ ✇❛♥t t♦ ❣❡t ❛t✱ ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ♦❢ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ A✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦
❛ss✉♠❡ t❤❛t [A ∈ ∆] ∨ ¬[A ∈ ∆] ✐s tr✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ♦t❤❡r
♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ [A ∈ ∆]∨¬[A ∈ ∆] ✐s ♥♦t ❧✐❦❡❧② t♦ ♠❛❦❡ ❛♥② s❡♥s❡✳ ❲❤❛t ♠❛② ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ tr✉❡ ❛♥❞ ✇❤❛t ♠❛② ♥♦t✱ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①ts ✐s t❤r♦✇♥ ❛✇❛② ✇❤❡♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❝❧♦s❡❞ ❧✐♥❡❛r
s✉❜s♣❛❝❡s✱ ❛♥❞ t❤✐s ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤② ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧②
❛ss♦❝✐❛t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳

■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❈❍▲❙❪ t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ ❛❞♦♣ts ❛ r✐❝❤❡r str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❛❧s♦ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♠❡❛s✉r✲
✐♥❣ ❝♦♥t❡①ts✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❍❡②t✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ q✉❛♥t✉♠
❧♦❣✐❝ ❢♦r s②st❡♠s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✳ ❚❤❡✐r r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❢r♦♠ ❛ t♦♣♦s✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛
❞✐✣❝✉❧t ✇❛② ♦❢ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡❛s② ✇❛② ♦✉t✳ ❚❤❡ ❡❛s② ♣❛rt ✐s t❤❛t ❍❡②t✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛s ❛r✐s❡ ♥❛t✉r❛❧❧②
✐♥ t♦♣♦s t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t ♣❛rt ✐s t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❡r② ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■t ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ✜♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇❛②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ♠② ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❍❡②t✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❈❍▲❙❪✳ ❚♦ ❞✐s❝✉ss
t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡r♥s✱ ■✬❧❧ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❍❡②t✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳

❊❛❝❤ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ♦✈❡r C ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ✇✐t❤ Cn✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs
t❤❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ n × n ♠❛tr✐❝❡s A = Mn(C)✳ ▼❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①ts ❛r❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❆❜❡❧✐❛♥ ✉♥✐t❛❧ s✉❜✲❈✯✲❛❧❣❡❜r❛s ♦❢ A✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❋❯◆❈✬ r✉❧❡ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳ ❋♦r ❛♥② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ A ❛♥❞ ❛♥② ❇♦r❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✱ ♦♥❡ ❝❛♥
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ f(A) ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ f t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ A✳ ❙♦ ✐♥ ❛♥②
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ A✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ f(A)✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ A ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r A✱ ♦♥❡ ♠❛② ❛ss♦❝✐❛t❡ f(A) ✇✐t❤
f(A)✳ ❙♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ A ♠❛② ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
s❡t {f(A) ; f ❇♦r❡❧}✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❛❧❧ t❤❡ s❡❧❢✲❛❞❥♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✉♥✐t❛❧
s✉❜✲❈✯✲❛❧❣❡❜r❛ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s A✳ ❚❤✐s ❛❧❣❡❜r❛ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❆❜❡❧✐❛♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❧❧
❆❜❡❧✐❛♥ ✉♥✐t❛❧ s✉❜✲❈✯✲❛❧❣❡❜r❛s ♦❢ A ❛r❡ ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ s✉❜✲❛❧❣❡❜r❛s ✇✐❧❧ ❜❡
❞❡♥♦t❡❞ ❜② C(A)✳

❆s ❛r❣✉❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ✐t ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❧♦❣✐❝ t❤❛t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✇✐t❤♦✉t
r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦♥t❡①t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t [A ∈ ∆] ∨ ¬[A ∈ ∆] ♠❛② ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ tr✉❡ ✐♥ ❛♥② ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡A ❛♥❞ ♥♦t tr✉❡ ✐♥ ♦t❤❡r ❝♦♥t❡①ts✳
❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❤♦✇ t❤❡s❡ ♥♦t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ❖♥❡ s✉❣❣❡st✐♦♥ ✐s t♦
❛ss♦❝✐❛t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s

S : C(A) → P(A), ✭✷✸✸✮

✇❤❡r❡ P(A) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ A✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r✐♥❣
❝♦♥t❡①t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ S s♣❡❝✐✜❡s ✇❤❛t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✳ ■♥ ❬❈❍▲❙❪✱



✶✵✽ ❚❤❡ ❙tr❛♥❣❡♥❡ss ❛♥❞ ▲♦❣✐❝ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

L2 := {S : C(A) → P(A) ; S(C) ∈ P(C), S(C) ≤ S(D) ✐❢ C ⊂ D, ∀C,D ∈ C(A)}, ✭✷✸✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❢r♦♠ q✉❛♥t✉♠ ❧♦❣✐❝✳ ❚❤✐s s❡t ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞
❧❛tt✐❝❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

S1 ≤ S2 <❂❂> S1(C) ≤ S2(C), ∀C ∈ C(A), ✭✷✸✺❛✮

s✉❝❤ t❤❛t ✐ts t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❡❧❡♠❡♥t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

⊤(C) = 1, ⊥(C) = O, ∀C ∈ C(A), ✭✷✸✺❜✮

❛♥❞ t❤❡ ❥♦✐♥ ❛♥❞ ♠❡❡t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

(S1 ∨ S2)(C) = S1(C) ∨ S2(C), ∀C ∈ C(A); ✭✷✸✺❝✮

(S1 ∧ S2)(C) = S1(C) ∧ S2(C), ∀C ∈ C(A). ✭✷✸✺❞✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛r❡ t❤♦s❡ ❢r♦♠ q✉❛♥t✉♠ ❧♦❣✐❝✳ ❆s ✐t
t✉r♥s ♦✉t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

(S1 → S2)(C) :=
∨

{P ∈ P(C) ; P ≤ S1(D)⊥ ∨ S2(D), ∀D ⊃ C}, ✭✷✸✺❡✮

t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❍❡②t✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐s ♥♦♥✲❇♦♦❧❡❛♥ ✭✐✳❡✳✱ ✐❢ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡s
¬S := S → ⊥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts S ❢♦r ✇❤✐❝❤ S∨¬S 6= ⊤✮✳ ❋r♦♠ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇
t❤✐s ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ s♣❡❛❦ ♦❢ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ♦❢Mn(C)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
t❤✐s ❧♦❣✐❝ ✐s ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ❢r♦♠ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■♥ ❬❈❍▲❙❪✱ ❛♥② ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛
♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ♠✐ss✐♥❣✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡❝♦♠❡s✿ ✏❲❤❛t ❞♦❡s ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
S ❛❝t✉❛❧❧② st❛t❡❄✑ ❆♥❞✿ ✏❲❤❛t ✐s t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥ ✭✷✸✹✮❄✑ ❚❤❡ ✐❞❡❛
❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ✜rst r❡str✐❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ t❤❛t st❛t❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t s❤♦✉❧❞
♠❛❦❡ s❡♥s❡ ✐♥ t❤❛t s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❛② ❜❡
t❤❛t ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ♠♦r❡ ♠❛② ❜❡ tr✉❡✳ ❇✉t t❤❡s❡ ♥♦t✐♦♥s ❛r❡✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛ ❜✐t
✈❛❣✉❡ ❛♥❞ s♦ ✐t ♠❛② ❜❡ ❜❡tt❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡♠ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①❛♠♣❧❡✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ s♣✐♥✲12 ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ C2✳ ▼♦r❡
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❛①✐s✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

σz =

(
1 0
0 −1

)
, Cz =

{(
λ1 0
0 λ2

)
; λ1, λ2 ∈ C

}
. ✭✷✸✻✮

❚❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ Cz ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ σz ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② ♠❡❛✲
s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ♣r♦♣❡r❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ♦♥❡ ✐s C1✳ ◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ [Pz+ = 1]✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❛❞ ❛s ✏t❤❡ s♣✐♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ z✲❛①✐s ✐s ✉♣✑ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❧♦❣✐❝ ✐s ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r Pz+✳ ■t ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✐t ♠❛② ❜❡ t❤❡
♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t❀ ❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ t❤❡♦r② s❤♦✉❧❞ ❛t ❧❡❛st ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ s✉❝❤ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳
❙♦ ✐t ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ t❛s❦ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t S[Pz+=1] ♦❢ L ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❋♦r ✐ts
✈❛❧✉❡ ✐♥ Cz t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❝♦♠❡ t♦ ♠✐♥❞✿

S[Pz+=1](Cz) = Pz + ♦r S[Pz+=1](Cz) = 1 . ✭✷✸✼✮



❚♦✇❛r❞s ■♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ◗✉❛♥t✉♠ ▲♦❣✐❝ ✶✵✾

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♣t✐♦♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❧❡❛❞s t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② S[Pz−=1](Cz) = 1✱
✇❤✐❝❤ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② r❡s✉❧ts ✐♥ S[Pz+=1] = S[Pz−=1]✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♣t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s S[Pz+=1](C1) = O

❜❡❝❛✉s❡ S[Pz+=1] ♠✉st ❜❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ L✳ ❚❤✉s t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ S[Pz+=1] s❡❡♠s t♦ st❛t❡
t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ♠❡❛s✉r❡ tr✐✈✐❛❧✐t✐❡s ✭C1✮✱ ♦♥❡ ✜♥❞s
❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦ ♦♣❡r❛t♦r✮✳ ❚❤✐s s❡❡♠s ✈❡r②
♣✉③③❧✐♥❣ t♦ ♠❡ t♦ s❛② t❤❡ ❧❡❛st✱ ❛♥❞ ■ t❤✐♥❦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ S(C) ≤ S(D)
✇❤❡♥❡✈❡r C ⊂ D✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ S : C(A) → P(A)✿ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
S✱ t❤❡♥ S(C) ❣✐✈❡s ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t C✳ ◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ [Pz+ = 1]✳ ❆♥
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ S[Pz+=1] s❤♦✉❧❞ st❛t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t Cz ♦♥❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧②
✜♥❞ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ [Pz+ = 1] ✐✳❡✳✱ S[Pz+=1](Cz) s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ Pz+✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t C1✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ [Pz+ = 1] ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉s❡❧❡ss❀ ✐t ✐s ❛s ❣♦♦❞
❛s ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❛❧❧✳ ❲✐t❤♦✉t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❤❛♥❣ ♦♥ t♦ tr✐✈✐❛❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤
♠❛② ❜❡st ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ 1✳ ❖♣♣♦s✐t❡ t♦ tr✐✈✐❛❧✐t✐❡s✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡
✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ❡①❝❡ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ O✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠♦st
♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ❆∧¬❆ ❢♦r ❛♥② ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❧✐♥❡ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣
♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t t❤❛t ❞♦❡s♥✬t ❝♦♥t❛✐♥ σz✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t s❡❡♠s ♥❛t✉r❛❧
t♦ ❞❡✜♥❡

S[Pz+=1](C) :=

{
Pz+, Pz+ ∈ C;

1, Pz+ /∈ C,
∀C ∈ C(A), ✭✷✸✽✮

✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ L2✱ s✐♥❝❡ ✐t ✈✐♦❧❛t❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐t s❡❡♠s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❡t

L3 := {S : C(A) → P(A) ; S(C) ∈ P(C), S(C) ≤ S(D) ✐❢ C ⊃ D, ∀C,D ∈ C(A)}. ✭✷✸✾✮

❚❤❡ ♥❡✇ r❡str✐❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ S(C) ≤ S(D) ✇❤❡♥❡✈❡r D ⊂ C✱ ♠❛② ❜❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛✲
t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ S ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞❡r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳
❚❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ P(H) ♠❛② ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤✐s s❡t ❜② t❛❦✐♥❣

SP (C) :=

{
P, P ∈ C;

1, P /∈ C,
∀C ∈ C(A),∀P ∈ P(H). ✭✷✹✵✮

❚❤✐s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭✷✸✺❛✮✱ ✭✷✸✺❜✮✱ ✭✷✸✺❝✮ ❛♥❞
✭✷✸✺❞✮ t♦ t✉r♥ L3 ✐♥t♦ ❛ ❧❛tt✐❝❡✳✶✵✾ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ S1 ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡
t❤❡♥ S2 ✭S1 ≤ S2✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥ ❡✈❡r② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t
✭S1(C) ≤ S2(C) ∀C✮✳ ❚❤❡ t♦♣ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❛❧❧ ✭⊤ = S1✮ ❛♥❞
t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭⊥ = SO✮✳ ◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ SP1 ♦r SP2 ✳ ■♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦♥t❡①t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ P1 ❛♥❞ P2✱ ♦♥❡ ❝❛♥
t❤❡♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t P1 ∨ P2 ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛♥② ♦t❤❡r ❝♦♥t❡①t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞r❛✇ ♥♦
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛t ❛❧❧✱ s✐♥❝❡ ♦♥❡ ❞♦❡s♥✬t ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ P1 ♦r P2 ✐s tr✉❡✳✶✶✵ ❖♥❡ t❤❡♥

✶✵✾■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t L3 ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❧❛tt✐❝❡✱ ❛♥❞ ■ ✇✐❧❧ ♦♠✐t t❤❡ ♣r♦♦❢ ❤❡r❡✳
✶✶✵❚❤✐s ✐s ❛ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t② ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❇❍❑ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ ❆ ∨ ❇ ♦♥❡ ♠✉st ♣r♦✈❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

st❛t❡♠❡♥ts✳ ❚❤✉s ❤❛✈✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❆ ∨ ❇✱ ♦♥❡ ❤❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❆ ♦r ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♦♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❢r♦♠ ❡✐t❤❡r ❆ ✐s tr✉❡ t♦ ❆ ∨ ❇ ✐s tr✉❡✱ ♦r ❢r♦♠ ❇ ✐s tr✉❡ t♦ ❆ ∨ ❇ ✐s tr✉❡✱ ♦♥❡
❝❛♥♥♦t r❡❝♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐s tr✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆ ∨ ❇✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❧② r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ ❆ ∨ ❇✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ r❛t❤❡r ❤❛✈❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❆✱ ❇ ♦r ❆ ∧ ❇✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣
♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥ t❤✐♥❦✐♥❣ ♦❢ SP1

∨ Sp2 ✳



✶✶✵ ❚❤❡ ❙tr❛♥❣❡♥❡ss ❛♥❞ ▲♦❣✐❝ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

✜♥❞s (SP1 ∨ SP2)(C) = SP1(C) ∨ SP2(C) ❢♦r ❛❧❧ C✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
SP1∨P2 ✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤✐s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ s✐♥❝❡ SP1∨P2 ≤ SP1 ∨ SP2 ✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ SP1 ❛♥❞ SP2 ✳ ■♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦♥t❡①t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❜♦t❤
P1 ❛♥❞ P2✱ ❜♦t❤ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ P1 ∧ P2✳ ■♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❝♦♥t❡①t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ P1, P2✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❛rt ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛♥❞ ♦♥❡
♠❛② ♦♥❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t P1 ♦r P2✳ ❖♥❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✜♥❞s (SP1 ∧ SP2)(C) = SP1(C) ∧ SP2(C)
❢♦r ❛❧❧ C✳

❚❤❡ ❧❛tt✐❝❡ L3 ✐s t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❍❡②t✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛ ❜② t❛❦✐♥❣

(S1 → S2)(C) :=
∧

{S1(D)⊥ ∨ S2(D) ; D ⊂ C}. ✭✷✹✶✮

■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ C✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ P(C) t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ S1 → S2 s✉❝❤ t❤❛t
(S1 → S2)(C) ∧ S1(C) ≤ S2(C) ✐s S1(C)⊥ ∨ S2(C)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ S1 → S2 ❛❧s♦ ❤❛s t♦ s❛t✐s❢②
(S1 → S2)(C) ≤ (S1 → S2)(D) ✇❤❡♥❡✈❡r D ⊂ C✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞
t♦ (S1 → S2)(C) s✉❝❤ t❤❛t S1 → S2 ∈ L3 ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✷✹✶✮✳ ❚❤✐s ❛❧s♦
s❤♦✇s t❤❛t L3 ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ❍❡②t✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛② ❜②
¬S := S → ⊥✳ ❚❤✐s ♥❡❣❛t✐♦♥ ❤❛s s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❙✉♣♣♦s❡ S(C1) = 1✳ ❚❤❡♥✱ ❜②
❞❡✜♥✐t✐♦♥✱

¬S(C1) = (S → ⊥)(C1) = S(C1)⊥ ∨ ⊥(C1) = O . ✭✷✹✷✮

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ¬S = ⊥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ S(C1) = O✱ t❤❡♥ S = ⊥ ❛♥❞ ♦♥❡ ❤❛s

¬S(C1) =(S → ⊥)(C1) =
∧

{S(D)⊥ ∨ ⊥(D) ; D ⊂ C}

=
∧

{O⊥ ∨O ; D ⊂ C} = 1 .
✭✷✹✸✮

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

¬S =

{
⊤, S = ⊥;

⊥, S 6= ⊥,
∀S ∈ L3. ✭✷✹✹✮

❙♦ t❤❡ ♦♥❧② r❡❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ L3 ❛r❡ ⊥ ❛♥❞ ⊤✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s L3 ❡①tr❡♠❡❧② ♥♦♥✲❇♦♦❧❡❛♥✳
■t s❡❡♠s t♦ ♠❡ t❤❛t t❤❡ ❍❡②t✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛ L3 ❝♦♠❡s ❝❧♦s❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝

❢♦rMn(C) t❤❡♥ L2✳ ❇✉t t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ❧♦t ♦❢ ✇♦r❦ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ✐s t♦ ♣❧❛② ❛♥
❡①♣❧✐❝✐t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✐❢ L3 ✐s ❛ st❡♣ ✐♥ t❤❡
r✐❣❤t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s t❤❛t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛❜♦✉t ❢✉t✉r❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✉r♥✐♥❣ ♦✉t t♦ ❜❡ tr✉❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❝t✉❛❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✇❤❛t r♦❧❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s s❤♦✉❧❞ ♣❧❛② ✐♥ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ t❤❡♦r② ♦❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤♦✉❣❤
t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✉❣❣❡st✐♦♥s ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✈❋✶❪✱ ❬▼▲✶❪✱ ❬▼▲✷❪ ❛♥❞ ❬❲❡❛❪✮✳
■t ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✐❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ L3 ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳

❆ q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ♠❛② ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐s✿ ✏❲❤❛t ✐s t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
✐♥ t❤❡ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥❄✑ ■♥ t❤❡ r❡❛❧✐st ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❧❛❝❦ ♦❢
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❜✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲
t❤❡♦r❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ■ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s s❡❡♠s t♦ ❛❞✈♦❝❛t❡ ❛
❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢❛✐t❤ s♦♠❡♦♥❡
✭✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✮ ❤❛s ✐♥ t❤❛t t❤❡ ❡✈❡♥t ✇✐❧❧ ❛❝t✉❛❧❧② ♦❝❝✉r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❛t ♣❡rs♦♥✳



❊♣✐❧♦❣✉❡ ✶✶✶

■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✭❬❋❙❪
✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡st ✇♦r❦s ❛♥❞ ❛❧s♦ r❡❢❡rs t♦ ❛ ❧♦t ♦❢ ❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦✮✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡s ✐s t♦
✜♥❞ ❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇♦r♥ ❛①✐♦♠ ♦r r❛t❤❡r ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥✿ ✏❲❤②
❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t❤♦s❡ t❤❛t ♦❜❡② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦st✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❇♦r♥
❛①✐♦♠❄✑ ❚❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥✳ ■♥ ♦rt❤♦❞♦① q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
❛r❡ s✐♠♣❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡✳ ❇✉t✱ ❛s ❛r❣✉❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥
✺✳✷✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ st❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ ♠✉❝❤ s❡♥s❡ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢
✈✐❡✇✳ ❆ ❞✐✣❝✉❧t② t❤❛t ❛r✐s❡s ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡
❇♦r♥ ❛①✐♦♠ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❤❛✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t ❛♣♣❧② t♦ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧
s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛❞✈♦❝❛t❡s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t
❝♦♠♣❛r❡ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ■t s❡❡♠s t♦ ♠❡ q✉✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♠❛②
❤❛✈❡ ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐❢ ♦♥❡ ❛❞♦♣ts ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❛② ♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦✉♥t❡r❢❛❝t✉❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✺✳✹✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ■ ✇❛♥t t♦ ❞✐s❝✉ss✱ ✇❤✐❝❤ ❛r✐s❡s ✐❢ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❛❞♦♣t ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡s✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ r❡❧✐❡s
♦♥ t❤❡♦r❡♠s t❤❛t ♠❛② ♥♦t ❜❡ tr✉❡ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❆tt❡♠♣ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♠❛❞❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐♥ ❬❇r✐❪✱ ❬❘❇❪ ❛♥❞ ❬❇❙✶❪ ❜✉t
✐t ❤❛s ♥❡✈❡r ❝♦♠❡ s♦ ❢❛r ❛s t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ q✉❛♥t✉♠
♠❡❝❤❛♥✐❝s ❝❛♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✭❛t ❧❡❛st✱ ♥♦t ❛s ❢❛r ❛s ■ ❦♥♦✇✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ♠❛② ❛❧s♦ r❛✐s❡ t❤❡
q✉❡st✐♦♥ t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s tr✉❧② ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳
❆♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs ❛♥❞ ✐t ♠❛② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❇✉t t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♠❛② ❛❧s♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦t❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇
t♦✇❛r❞s ♣❤②s✐❝s ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t♦✇❛r❞s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐t ✐s ❛ ❞❡❡♣ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✐❢ t❤✐s ✈✐❡✇ ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t✳

✺✳✻ ❊♣✐❧♦❣✉❡

❚❤❡ ✐❞❡❛s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ♠❛② s❡❡♠ ♣r❡♠❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s ❡✈❡♥ ❛ ❜✐t ❢❛r❢❡t❝❤❡❞✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ■ ❞♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ✐❞❡❛s ♠❛② ♣❧❛② ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ r♦❧❡ ✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ■ s❤♦✉❧❞ str❡ss t❤❛t ■ ❞♦♥✬t t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡✐r r♦❧❡ ✇✐❧❧ ❡✈❡r ❜❡ str✐❝t❧②
♥❡❝❡ss❛r②❀ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❛t ♦♥❡ ❡①♣❡❝ts ❢r♦♠ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ t❤❡♦r②✳

■♥ ❬❇❡❧✺❪✱ ❇❡❧❧ ❡①♣r❡ss❡❞ ❤✐s ❞✐s❧✐❦❡ ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s
✭✇❤✐❝❤ ✐s r♦✉❣❤❧② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s✐① ♣♦st✉❧❛t❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❤❡ st❛t❡s t❤❛t

✏t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❬✳ ✳ ✳ ❪ ✐s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❛❜♦✉t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ✇♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ ❞✐s❛♣♣♦✐♥t✐♥❣✳✑ ❬❇❡❧✺✱ ♣✳ ✸✹❪

❇✉t✱ ❧✐❦❡ ♠❛♥② ♣❤②s✐❝✐sts✱ ❇❡❧❧ ♥♦t ♦♥❧② ♦♣♣♦s❡s t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐st ✈✐❡✇ ♦♥ s❝✐❡♥❝❡✱ ❜✉t ❤❡
❛❧s♦ ❛❞✈♦❝❛t❡s t❤❛t ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ t❤❡♦r② s❤♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ❛❜♦✉t ◆❛t✉r❡ ✐ts❡❧❢ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛❜♦✉t
♠❡r❡❧② ♦✉r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ◆❛t✉r❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❇❡❧❧ ❛r❣✉❡s t❤❛t ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡❛❧✐st
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ t❤❡♦r②✳

❚❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♣r♦♦❢s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ t❛❦❡♥ t♦ ✐♠♣❧② s♦♠❡ ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r②
❢❡❛t✉r❡s ❡✈❡r② r❡❛❧✐st ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣♦ss❡ss❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♦❢s s❡❡♠ ❧♦♦♣❤♦❧❡✲❢r❡❡ t♦ ♠❡ ❛♥❞ ■ ❞♦♥✬t t❤✐♥❦ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥



✶✶✷ ❚❤❡ ❙tr❛♥❣❡♥❡ss ❛♥❞ ▲♦❣✐❝ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

✐s q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡✿ ♦♥❡ ♥❡✈❡r ❦♥♦✇s ❢♦r s✉r❡ ✐❢ ♦♥❡ ❤❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧♦♦♣❤♦❧❡s✳ ❚❤❡
❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ ❵✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✬✲❧♦♦♣❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦r❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
▼❑❈✲♠♦❞❡❧s✱ ✐s ❛ str✐❦✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ♠② ♦♣✐♥✐♦♥✳

◆♦ ♠❛tt❡r ✇❤❛t ❡①❛❝t❧② ✐s ♣r♦✈❡♥ ❜② ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♣r♦♦❢s✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st❛❜✲
❧✐s❤❡❞ t❤❛t ❛ r❡❛❧✐st ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐♥❣✱ r❡♠♦✈✐♥❣ ♦r ♠♦❞✐❢②✐♥❣
❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣♦st✉❧❛t❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜♦t❤ t❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣r♦♦❢ ❛♥❞ t❤❡ ❑♦❝❤❡♥✲❙♣❡❝❦❡r ❚❤❡♦✲
r❡♠ ✐♠♣❧② t❤❛t ❛♥② r❡❛❧✐st ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❡♥❝♦✉♥t❡r ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱✶✶✶ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❇❡❧❧✲t②♣❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❋r❡❡ ❲✐❧❧
❚❤❡♦r❡♠ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥② r❡❛❧✐st ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♠❡❡t ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t✳

■t ✐s ❛ ♣❡❝✉❧✐❛r ❛s♣❡❝t ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❛❧✐s♠ ❛♥❞ ✐♥str✉✲
♠❡♥t❛❧✐s♠ s❡❡♠s t♦ str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ✇❛② t❤❡ t❤❡♦r② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳ ❇✉t ✐t ♠❛②
❜❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♣❡❝✉❧✐❛r t❤❛t♠♦st ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐st ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❦♥♦✇♥ t♦ ❞❛t❡ ✭t❤❡ ❜❡st✲❦♥♦✇♥
♣r♦❜❛❜❧② ❜❡✐♥❣ ❇♦❤♠✐❛♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ t❤❡ ●❘❲ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❊✈❡r❡tt✬s ♠❛♥② ✇♦r❧❞s ✐♥t❡r♣r❡t❛✲
t✐♦♥✮ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❧✐t②✳ ❚❤✐s ♠❛② ❝❛st ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❞♦✉❜t ♦♥ t❤❡ r❡❛❧✐st
✈✐❡✇ t❤❛♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ♠♦st ♥♦t✐❝❡❛❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
r❡❛❧✐st ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❤❛✈❡ ✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❡❛s② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞❀ t❤❡②
st❛t❡ ✇❤❛t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ❡✈❡♥
❞❡s❝r✐❜❡ ✇❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡② ♦♥❧② s❡❡♠ ❝♦♠♣❡❧❧✐♥❣ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ✈❛❣✉❡♥❡ss ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳

❇✉t ✇❤❡♥ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ tr✉t❤ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ♣❤②s✐❝❛❧
t❤❡♦r✐❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛s♦♥ t♦ ❛❞♦♣t ❛ r❡❛❧✐st ✈✐❡✇ ♣❡r s❡✳ ❈♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✉s✐♥❣ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛♥❞ ❇♦❤r✬s ✈✐❡✇s s❡❡♠ ❛ ❣♦♦❞ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t t♦ ♠❡✳ ❚❤❡ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✐st ♣❛r❛❞✐s❡ ✉♣❤❡❧❞ ❜② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✳✶✶✷ ❚❤❡
❡♠♣❤❛s✐s ✐s ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ✭t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡r✮ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t
✭t❤r♦✉❣❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮ ✇✐t❤♦✉t ♠❛❦✐♥❣ ❛♥② st❛t❡♠❡♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❜② ✐ts❡❧❢✳ ■♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥
s❡♥s❡✱ ✐t ✐s ❛♥ ❛♥t✐✲❈♦♣❡r♥✐❝❛♥ r❡✈♦❧✉t✐♦♥❀ t❤❡ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♣✉ts t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r
❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❇♦❤r✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐st ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❆ tr✉❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐st ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥t❡♥t ✇✐t❤ ❥✉st t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤❡♦r②
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ s♦♠❡ r✉❧❡s ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② ✐t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ■ t❤✐♥❦ ❇♦❤r ✇♦✉❧❞ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ ❇❡❧❧ t❤❛t t❤❡r❡✬s
♠♦r❡ t♦ ♣❤②s✐❝s t❤❛♥ ❥✉st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts✳ ■t ✐s t❤❡ ❛✐♠ t♦ ❛❝q✉✐r❡ s♦♠❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
♦❢ ◆❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t r❡❛❧✐sts st❛rt ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t ◆❛t✉r❡ ✐ts❡❧❢
✇❤❡r❡❛s ❇♦❤r st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r✱ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t❤❡ ✭❧✐❦❡❧②✮ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥❡ ♠❛② ♥❡✈❡r ❝♦♠❡ t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ◆❛t✉r❡ ✐ts❡❧❢✳

❚❤✐s ✐s r♦✉❣❤❧② t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ■ ❤❛❞ ✇❤❡♥ ■ ✜rst ❝❛♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ r♦❧❡
❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■t ✇❛s ♦♥❧② ❧❛t❡r t❤❛t ■ ❢♦✉♥❞ s♦♠❡ r❡s❡♠❜❧❛♥❝❡s
✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❇♦❤r✳✶✶✸ ■♥ ❛ r❡❛❧✐st ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❡①❝❧✉❞❡❞ ♠✐❞❞❧❡

✶✶✶■t ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ t♦ ✐♠♣❧② t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐t② ❜✉t ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
✐s ♥♦t ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ♦♥❡✳ ■♥ t❤❡ ▼❑❈✲♠♦❞❡❧s✱ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ❧❡❛❞s t♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✭s❡❡ ❈♦r♦❧❧❛r②
✸✳✻✮✳ ❊✐t❤❡r ✇❛②✱ ✐t s❡❡♠s ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ✇✐❧❧ ✈❛♥✐s❤ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥ ❛ r❡❛❧✐st
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳

✶✶✷❚❤✐s ❞❡♣❛rt✉r❡ s♦♠❡✇❤❛t r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❈❛♥t♦r✬s ♣❛r❛❞✐s❡ t❤❛t t♦♦❦ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s
❢r♦♠ ❛r♦✉♥❞ ✶✾✵✵✳ ❍✐❧❜❡rt ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦t❤✐♥❣ ♦❢ ✐t✿ ✏❆✉s ❞❡♠ P❛r❛❞✐❡s✱ ❞❛s ❈❛♥t♦r ✉♥s ❣❡s❝❤❛✛❡♥✱ s♦❧❧ ✉♥s
♥✐❡♠❛♥❞ ✈❡rtr❡✐❜❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳✑ ❬❍✐❧✶✱ ♣✳ ✶✼✵❪✳ ❆♥❞ ♠❛♥② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s st✐❧❧ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤✐s ✈✐❡✇ t♦ s♦♠❡
❡①t❡♥t✳

✶✶✸❆❧t❤♦✉❣❤ ❇♦❤r str❡ss❡❞ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ✐♥ ♣❤②s✐❝s✿ ✏❛❧❧ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛ ❬✳ ✳ ✳ ❪ ♠✉st ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♦r❞✐♥❛r② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ❧♦❣✐❝✳✑ ❬❇♦❤✹✱ ♣✳ ✸✶✼❪✳
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s❡❡♠s ♥❡❝❡ss❛r②❀ ❡✈❡r② st❛t❡♠❡♥t ❛❜♦✉t s♦♠❡t❤✐♥❣ t❤❛t ✐s✱ ✐s ❡✐t❤❡r tr✉❡ ♦r ❢❛❧s❡✳ ❇✉t ❢r♦♠ t❤❡
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r t❤✐s ✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ st❛t❡♠❡♥t ❧✐❦❡ ❵t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
✇❡♥t ❡✐t❤❡r t❤r♦✉❣❤ s❧✐t ♦♥❡ ♦r s❧✐t t✇♦✬ ❤❛s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠❡❛♥✐♥❣ ✐❢ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ s❧✐t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❡♥t✳

■♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❛❧s♦ s❡❡♠s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❧♦❣✐❝ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s ❢r♦♠
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ s✐♥❝❡ s✉❝❤ t❤❡♦r✐❡s ♥❛t✉r❛❧❧② ❞♦ ♥♦t t❛❧❦ ❛❜♦✉t ✉♥♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐t ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛❧❧ t❤❛t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t ❛ t❤❡♦r② ✭✐✳❡✳ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✮
❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡♠❡r❣❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇❡♥t✐❡t❤ ❝❡♥t✉r② t❤❛t s❡❡♠❡❞ t♦ ❞❡❢② t❤❡ ♥♦t✐♦♥s
♦❢ ❧♦❣✐❝ ✐ts❡❧❢✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ t❤❡♦r② ✉s❡ ❛ ❧♦❣✐❝ t❤❛t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡
♦♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② ✐ts❡❧❢✳
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