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摘要       针对二维非独立随机变量的概率描述,提出了随机函数模型,将其转化为二维独立随机变量问题. 该
模型中的待定函数恰好为条件均值函数与条件标准差函数,可根据物理机制或实测数据确定. 特别地,本文建
议根据问题的物理机制确定待定函数的基本形式,进而基于数据确定基本变量的概率分布. 以混凝土的弹性模
量和抗压强度关系为例详细阐述了上述步骤. 其中,考虑混凝土的一维损伤演化机制,研究了混凝土弹性模量
与抗压强度分布界限,结合物理机制确定待定函数的形式并通过试验数据识别参数,建立了实用随机函数模型
的具体表达式. 与Copula函数模型的对比表明,该模型可以很好地刻画数据的基本概率特征,且避免了直接处
理联合概率分布,便于在工程中应用. 本文提出的方法可以推广到高维非独立随机变量的概率描述之中.
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1  引言

在结构随机动力反应与可靠度分析中,往往假定
基本随机变量是相互独立的. 在正交多项式展开等随
机问题分析方法中,更是要求基本变量相互独立、至
少是不相关的[1]. 然而,实际工程问题中的随机变量往
往是非独立的[2]. 已有研究表明,随机变量的非独立性
将对结构可靠度产生显著影响[3]. 因此,合理地定量反
映随机变量的非独立性具有重要意义.

国内外研究者们已经对此进行了大量的研究,其
中具有代表性的有Rosenblatt变换[4]、Copula函数[5]和

混沌多项式展开[6]等方法. Rosenblatt变换通过条件概
率函数的逆变换将相关的非正态变量转化为独立标

准随机变量,得到了较为广泛的应用[4]. 但这一变换将
严重地增强问题本身的非线性程度,使得问题的适定
性变差,从而可能导致分析出现较大的误差,甚至得到
错误的结果[7]. 近十余年来, Copula函数引起了国内外
研究者的重视[5,8]. 遗憾的是, Copula函数形式的选择
对具体问题有较大的主观性,同时,采用Copula函数处
理高维问题较为困难. 基于混沌多项式展开的方法是
将不同随机变量均展开为一系列独立标准化正态变

量的正交多项式[6]. 由于这些随机变量均为相同的独
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立标准化正态变量的函数,因此内蕴了各变量之间的
相关性. 然而在实际应用中,这一方法也存在基本随
机变量数目的增多导致计算工作量急剧增长等问题.

上述方法总体上都是基于现象学统计来描述不

同随机变量之间的相关性. 本文针对非独立随机变量
问题提出了一类随机函数模型,并结合物理机制与观
测数据,确定了随机函数的形式与关键参数分布. 以
混凝土的弹性模量与抗压强度关系为例,对所建议的
方法进行了具体示例. 结果表明,本文建议的方法合
理可行且便于工程应用.

2  相依随机变量的随机函数模型

2.1  基本模型

考虑二维非独立随机变量X 和Y . 不失一般性 ,
设Y和X之间存在如下函数关系:

= +Y g X g X( ) ( ),
1 2 (1)

其中 , 为标准化随机变量 , 即E E= =[ ] 0, [ ] 12 ,
这里E[ ]表示数学期望 . 假设 与X 是相互独立的 ,
对式(1)取条件期望可得

E =Y X g X[ ] ( ) .
1 (2)

此即条件均值函数. 在统计回归中,条件均值函数是
使得均方估计误差最小的最优函数[9]. 类似地,可得条
件方差为

E E =Y Y X X g X[( [ ]) ] ( ) .2

2

2 (3)

可见, g X( )
2
为条件标准差函数.

一般来说,式(2)和(3)的表达式与具体物理问题有
关,原则上可根据问题的物理机制给出. 当物理机制
尚不清楚时,可根据样本观测数据统计给出经验表达
式. 相应地,随机变量 的分布原则上亦可由问题的物

理本质决定. 当难以通过物理机制获得该分布时,可
根据观测数据进行统计推断. 这时, 的第i个样本值为

=

y g x

g x

( )

( )
,

i

i i

i

1

2

(4)

其中x y,
i i
为随机向量 X Y( , )的第i个数据点.

注意到, 尽管X , 是独立的, 但通过随机函数(1)
所决定的Y通常与X不独立. 因而,通过对独立随机变
量X和 进行边缘概率分布统计,通过式(1)的随机函

数模型,可将二维非独立随机变量问题转化为二维独
立随机变量问题,从而避免了直接处理二维联合分布
函数问题,这将为工程应用提供极大的便利.

2.2  边界条件

大量实测数据表明,工程实际中的非独立二维随
机变量的样本观测值,分布范围往往是有限的(图1).
从物理意义上看,二维随机变量分布存在某种边界是
由内在物理机制所决定的.

设二维随机变量X和Y具有下限边界g X( )inf 和上

限边界g X( )sup ,即随机变量Y满足:

< <g X Y g X( ) ( ) .
inf sup (5)

将式(1)代入式(5)中可得

< <

g X g X

g X

g X g X

g X

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )
.

inf 1

2

sup 1

2

(6)

从式(6)可见,随机函数模型引入的随机变量 原

则上应服从有界分布.

3  随机函数模型的确定

为了具体说明如何确定上述随机函数模型中的

函数形式和关键参数,本文以混凝土的弹性模量和抗
压强度为例. 试验数据来自文献[10] (图1).

3.1  试验数据分析

通过对图1中的试验数据进行回归分析,文献[10]给
出了混凝土弹性模量E

c
(104 MPa)与抗压强度 f

c
(MPa)

的经验关系:

=

+

E

f

10

2.2
34.7

.
c

c

(7)

由此给出了我国现行《混凝土结构设计规

范》[11]中混凝土弹性模量计算的经验公式.
观察数据可以发现, 大部分的试验数据(84%)均

落在均值(式(7),图1红色实线)加、减1倍标准差的范
围内,全部数据落在均值加、减2倍标准差的范围内.
从统计意义上看,对于正态分布, 2倍标准差范围内的
概率为95.45%,而不应是100%. 出现这一偏离的原因,
可能是试验数据量不够大,也可能是常方差回归不合
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图 1    (网络版彩图)试验数据[10]

Figure 1          (Color online) Experimental data [10].

理或其分布不服从正态分布.

3.2  基于物理机制确定的下限

考虑混凝土单轴受压损伤本构关系表达式[11,12]:

= ( )d E1 ,
c c

其中, d
c
为混凝土单轴损伤演化参数, E

c
为受压初始弹

性模量, 和 分别为应力和应变.
根据文献[12], d

c
(上升段)由下式给出

=
+

d
n x

1
1

,
nc

c

其中, =x
c

, =

f

Ec

c

c c

, =n E

E
f

c

c

c

c

, f
c
和

c
分别为峰值

应力和峰值应变,如图2所示.
对于稳定材料(如混凝土处于加载上升段时),应

满足Drucker公设[13]:

>( )d 0,

d d 0.

p

p

0

在此条件下,加载曲面必定是外凸的. 对一维情
况,混凝土上升段曲线必定是外凸的,即有

>E E ,secc (8)

其中 =E f /sec c c
为峰值点的割线模量. 注意到,峰值

应变
c
与抗压强度 f

c
存在统计关系[11]:

= + ×( )f700 172 10 ,c c

6 (9)

其中, f
c
单位为MPa. 将式(9)代入不等式(8)中可得

> × +( )E f f10 / 700 172 .c c

6

c

图 2    (网络版彩图)混凝土单轴受压本构关系
Figure 2          (Color online) Uniaxial constitutive relation of concrete in
compression.

类似地,考虑混凝土单轴受拉损伤本构关系表达
式, 有

= ( )d E1 .
t c

注意这里引入了拉、压初始模量相同的假定. 根
据混凝土抗拉强度 f

t
与抗压强度 f

c
的经验关系

=f f0.26 .
t c

2/3

和单轴受拉峰值应变
t
与抗拉强度 f

t
的经验关系:

= × ×f 65 10 ,
t t

0.54 6

其中 f
t
的单位为MPa, 与单轴受压情况类似, 在满足

Drucker公设时有

> × = ×( )E f f0.26 10 / 65 0.83 10 .
c c

2/3 0.46 6

c

0.31 4

图3给出了加入边界约束后试验数据的分布情况.
可见,大部分试验数据满足下限边界约束要求,仅有3
个数据点处于下限边界上. 这可能是由于弹性模量测
试方法本质上给出的是某种割线模量,因而小于初始
弹性模量,也可能是由于实验误差造成的. 在下文中
将去除这些低于下限值的数据点.

3.3  条件均值函数建模

尽管可以采用一般的线性与非线性回归分析进

行条件均值函数的估计[2],但基于现象学统计面临函
数形式选择具有任意性等困难. 在具有一定物理机制
的场合,首先应根据物理机制确定函数的形式,进而
基于数据识别关键参数的分布信息[14,15],这将更为合
理、高效.

文献[16,17]用不同的混凝土流变模型作为研究混
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图 3    (网络版彩图)下边界约束
Figure 3          (Color online) Lower limit constraint.

凝土弹性模量与抗压强度关系的理论基础. 若对混凝
土采用黏-弹性模型,则有[16]

= +
E

A B
f

1 1
(1 e ),

Cf

c c

c (10)

其中参数A, B和C均为常系数. 当e 0
Cf
c 时,式(10)揭

示了混凝土抗压强度的倒数与弹性模量的倒数存在

线性相关性这一特征. 事实上,在文献[10]的统计中,
就采用了这一倒数变换关系.

以此为基础,可建立条件均值函数(即回归函数):

= +
E

a b
f

1 1
,

c c

(11)

其中,参数a和b为待识别的参数. 采用最小二乘法,可
得 = =a b0.2234, 3.0305, 相关系数 = 0 . 795. 这一
结果与式(7)是基本一致的. 因此,有

=

+

( )g f

a b
f

1

1
.

1 c

c

3.4  条件标准差函数建模

从式(3)可知,为了确定条件标准差函数 ( )g f
2 c

,需
要由原始数据扣除条件均值之后进行统计. 需要注意
的是,条件标准差函数的确定依然依赖于对试验数据
的观察与物理机制的考量.

图 4给出残差绝对值 = ( )E g fc 1 c
数据 .

由式(3)可知

=( )g f E[ ] .
2 c

2

根据式(10)与(11),可得

=

+ +( )
( )E

A B
f

Bf

A Bf
Cf

1

1
exp .

c

c

c

2 c

c

(12)

可以认为,式(12)是在上述基本物理机制下给出
的函数形式,条件标准差函数 ( )g f

2 c
可取其形式. 在此

基础上,根据图4中的数据给出参数具体估计值. 由于
标准差值数值较小,本文将标准差绝对值取对数后再
进行拟合,结果如图5所示.

进而,由式(4)可得到随机变量 的观测数据集. 通
过K-S检验, 可以认为随机变量 服从标准正态分布

(图6).
至此,给出混凝土弹性模量E (10 MPa)

c

4 与抗压强

图 4    (网络版彩图)残差绝对值
Figure 4          (Color online) The absolute value of residual values.

图 5    (网络版彩图)标准差拟合结果
Figure 5          (Color online) Fitted result of standard deviation.
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图 6     (网络版彩图)随机变量 的频率分布直方图
Figure 6          (Color online) Histogram of the random variable .

度 f (MPa)
c

的随机函数模型表达式为

=
+

+ +

+( ) ( )
E

a b f
µ

Bf

Af B Cf

1

/
( )

1

exp
.c

c

c

c

2

c

(13)

其中各参数取值见表1.

4  与经典方法的对比与验证

本节将通过随机函数模型建立混凝土弹性模量

与抗压强度的联合概率密度函数,并与基于Copula原
理建立的联合概率密度函数对比,以验证随机函数模
型的合理性.

4.1  随机函数模型给出的联合概率密度函数

考虑二维随机变量X和Y ,设其为随机向量( , )的
函数:

= =X h Y g( , ), ( , ) . (14)

若已知( , )的联合概率密度函数p ( , ) ,则可
得 X Y( , )的联合概率密度函数[9]:

= ( ) ( )p x y J p( , ) , , ,i i i i
i

XY (15)

其中, x y x y( , ), ( , )
i i

为方程(14)的第i个解;

=J
x y

( , )
( , )

( , )
为 Jacobi行列式 . 特别地 , 若随

机变量 与 相互独立 , 有 =p p p( , ) ( ) ( ) ,
这里p ( )和p ( )分别为 与 的边缘概率密度

函数.

表 1    随机函数模型参数值
Table 1   Parameters in the random function model

参数 数值
a 0.2234
b 3.0305
A 1.057
B 24.09
C 0.00152
σ 1.38
μ 0.118

将式(1)的随机函数模型改写为

=

= +

X

Y g g

,

( ) ( ) .1 2

(16)

则其解为

=

=

X

Y g X

g X

,

( )

( )
.1

2

(17)

因此, Jacobi行列式为

= = =J
x y x g x

g x( , )
( , )

( , )

1 0

/ 1 / ( )
1 / ( ) .

2
2

将其代入式(15)中可得

= =p x y
g x

p x p
y g x

g x
( , )

1

( )
( )

( )

( )
.XXY

2

1

2

(18)

在随机函数模型(式(13))中 , 随机变量 与随机

变量 f
c
是相互独立的 , 且 服从标准正态分布 . 根

据图1中的数据进行统计检验 , f
c
亦可认为服从正

态分布 (图7), 其分布参数 (均值和标准差 )分别为
=µ 41.81f

及 = 14.14f
. 因此 , 由式(18)可得随机变

量 f
c
与E

c
的联合概率密度函数为

=
+

×
+

=
+ +

+

p x y
Ax B

B x
Cx

x µ

y
a b x

µBx

Ax B Cx
Bx

Ax B Cx

( , )
( )

exp( )

1

2
exp

( )

2
,

10

/ ( ) exp( )

( ) exp( )

.

f

f f

f

XY

2

2 2 2

2

2

2

(19)

为方便起见,式(19)中用随机变量X代表 f
c
、随机

变量Y代表E
c
.
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基于上述方法获得的混凝土弹性模量与抗压强

度的联合概率密度函数等值线如图8所示.

4.2  基于Copula原理的联合概率密度函数

任何一个n维联合概率分布函数F都可以由其n个
对应的1维边缘概率分布函数(F F F, , ,

n1 2
)和1个Copula

函数C构成
[5], 即

= ( )F x x C F x F x( , , ) ( ), , ( ) .
n n n1 1 1

图 7    (网络版彩图)混凝土抗压强度直方图及概率密度函
数拟合
Figure 7          (Color online) Histogram of the compressive strength of con-
crete and fitted curve of PDF.

图 8    (网络版彩图)基于随机函数模型的混凝土抗压强度
与弹性模量联合概率密度函数等值线
Figure 8          (Color online) Contour of joint probability density function of
compressive strength and modulus of elasticity based on random function
model.

对应的联合概率密度函数为

=

=

( )f x x c F x F x f x( , , ) ( ), , ( ) ( ),n n n i i
i

n

1
1 1 1 (20)

其中c( )称为Copula密度函数. 常用的Copula函数有
二元正态Copula函数、二元 t-Copula函数、Gumbel
Copula函数、Clayton Copula函数和Frank Copula函数
等. 不同类型的Copula函数各具特点,且对数据尾部的
信息捕捉分辨率不同. 本文选用Gumbel Copula函数和
Clayton Copula函数进行组合,形成混合Copula函数对
试验数据的联合概率密度函数进行数值求解. 具体步
骤如下: (1)利用核密度估计方法,获得抗压强度 f

c
和

弹性模量E
c
的概率密度函数. 核函数选用Gauss核函

数. 核密度估计结果如图7和9所示. (2)选用Clayton
Copula函数c ( )

Cl
和Gumbel Copula函数c ( )

Gum
作为混合

Copula函数c ( )
M
的组合,取组合系数 = 0 . 8 ,有

= +

( )

( ) ( )

c u v

c u v c u v

, ; , ,

, ; (1 ) , ; ,

M 1 2

Cl 1 Gum 2

其中
1
和

2
为待拟合的参数. 采用极大似然法估计可

得 = =1.9369, 1.8772
1 2

. (3) 由式(20)计算联合概
率密度的数值解. 结果如图10所示. 从图中可见,基于
Copula函数的计算结果与基于随机函数模型的计算结
果总体上相符,但也略有不同. 前文已提到, Copula函
数的选取和参数设置对计算结果有较大影响. 同时,由
于Copula函数参数的识别来源于观测数据,因此样本
值的优劣对其计算结果也影响显著. 例如,在图10中
联合概率密度函数等值线具有局部“内凹”和“不光滑”
现象. 通过本文的随机函数模型得到的联合概率密度
函数则几乎不受局部试验数据的影响,且其联合概率
密度函数等值线更光滑.

4.3  其他参数对比

二维随机变量相关性的经典描述是线性相关

系数:

=

X Ycov( , )
,

X Y

XY

其中 X Ycov( , )是随机变量 X Y( , )的协方差函数. 下文
将分别考虑随机函数模型中,弹性模量E

c
与条件均值
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图 9    (网络版彩图)混凝土弹性模量直方图及概率密度函
数拟合
Figure 9          (Color online) Histogram of modulus of elasticity concrete
and fitted PDF curve.

图 10    (网络版彩图)基于Copula函数的混凝土抗压强度与
弹性模量联合概率密度函数等值线
Figure 10          (Color online) Contour of joint probability density function
of compressive strength and modulus of elasticity of concrete based on
Copula function.

函数 ( )g f
1 c
的相关系数,以及弹性模量E

c
与抗压强度 f

c
的

相关系数的理论值.
情况1: 弹性模量E

c
和条件均值函数 ( )g f

1 c
的相关

系数.
分别考虑E

c
和 ( )g f

1 c
的均值,有

E= =( ) ( )µ g f µ .E g f1 c
c 1 c

对应的方差为

E

E

E

= +

= +

= +

{ }
{ }

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

g f g f µ

g f

g f .

E g f

g f

g f

2

1 c 2 c

2

2
2 c

2

2
2

2

c

c 1 c

1 c

1 c

其协方差函数为

E= +

=

{ }
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

E g f

g f g f µ g f µ

cov ,

.

g f g f

g f

c 1 c

1 c 2 c 1 c

2

1 c 1 c

1 c

因此,弹性模量E
c
和条件均值函数 ( )g f

1 c
的相关系

数为

E

= =

+

( )

( )
( )

( )

( )

( )

E g f

g f

cov ,
.

E g f

E g f

g f

g f

,

c 1 c

2
2

2

c

c 1 c

c 1 c

1 c

1 c

(21)

可以看到 , 当 ( )g f 0
2 c

时 (即标准差为零时 ),

( ) 1E g f,
c 1 c

. 这是显然的, 因为此时混凝土弹性模量
与抗压强度的关系是确定性的.

采用图1中试验数据计算式(21)可得

=( ) 0.7620.E g f,
c 1 c

情况2: 弹性模量E
c
和抗压强度 f

c
的相关系数.

考虑其协方差函数为

E

E E E

= +

=

{ }( ) ( )

( ) [ ] ( )

( )

E f

g f g f µ f µ

f g f f g f

cov[ , ]

.

cg f f

c c

1 c 2 c

c 1 c c 1 c

1 c c

则弹性模量E
c
和抗压强度 f

c
的相关系数为

E E E

E

= =

+

( ) [ ] ( )

( )
( )

E f f g f f g f

g f

cov[ , ]
.

E f

E f
f g f

,

c c c 1 c c 1 c

2
2

2

c

c c

c c
c

1 c

(22)

采用图1试验数据计算式(22)可得

= 0.7164.E f,
c c

根 据 试 验 数 据 统 计 获 得 的 线 性 相 关 系

数 = 0.7168
data

. 可见, 采用随机函数模型计算得到
的相关系数和试验数据的统计结果几乎完全一致.

为了进一步验证随机函数模型的有效性,下文将
展示在给定抗压强度值时,对弹性模量的随机模拟结
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图 11    (网络版彩图) 4次随机样本生成——基于随机函数模型(图中, “×”数据为由随机函数模型随机生成的数值结果, “·”
数据为试验数据)
Figure 11          (Color online) Four random samples based on random function model (in the figure, “×” data is the simulation result by random function
model, “·” data is the experimental data ).

果, 详见图11(a)–(d). 其中,
data
为试验数据给出的前

述线性相关系数 ,
rand
为模拟数据的线性相关系数 .

图12为10000次Monte Carlo模拟结果下, 由随机函数
模型生成的随机样本的相关系数的频率分布直方图,
其统计均值和标准差反映出随机函数模型数值模拟

的稳健性. 显然,随机函数模型能够反映混凝土抗压
强度与弹性模量数据所体现的相关性.

需要指出的是,虽然这里基于随机函数模型给出
了混凝土弹性模量-抗压强度的二维联合概率密度函
数,但在具体使用过程中,并不需要这一联合概率密
度函数 , 而是直接采用随机函数模型及独立随机变
量 和X的概率密度函数. 由于条件均值函数g ( )

1
和

条件标准差函数g ( )
2
一般都是弱非线性的,这一变换

不会显著增强问题的非线性程度,因而不改变问题的
适定性,避免了Rosenblatt变换带来的问题. 因此,便于
结合上述随机函数模型与结构随机分析方法,如概率

图 12    (网络版彩图) 10000次Monte Carlo模拟结果
Figure 12          (Color online) 10000 Monte Carlo simulation results.

密度演化理论[18],进一步进行结构随机反应与可靠度
分析.

应当注意,式(19)给出的联合概率密度函数是依
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赖于边缘分布的. 在本文的例子中,混凝土试验数据涵
盖了多个强度等级,因而所得的随机函数模型可认为
对不同的强度等级均实用. 但在具体工程实际中,强度
等级是给定的,因此混凝土强度的边缘分布是与强度
等级有关的,而不是上述数据给出的边缘分布. 同时,
本文所提出的随机函数模型,在理论基础部分论述了
随机变量的有界性,但基于数据经检验给出的 和X的

分布均为正态分布,本质上应为截尾正态分布. 由于
截尾部分影响较小,在上述实例中没有专门讨论.

5  结论

针对二维非独立随机变量的建模,提出了一类随
机函数模型,将二维非独立随机变量转化为两个独立

随机变量问题,并给出了基于内蕴物理机制与观测数
据确定随机函数的具体示例. 特别地,结合观测数据
与内蕴物理机制,具体建立了混凝土弹性模量与抗压
强度之间的随机函数模型. 通过与Copula函数模型的
对比,验证了随机函数模型的合理性. 主要结论如下.
(1)随机函数模型的待定函数恰为条件均值函数和条
件标准差函数,具有明确的意义. 同时,它们一般是弱
非线性函数,不改变问题的适定性. (2)条件均值函数
与条件标准差函数的形式可基于内蕴物理规律确定,
并结合观测数据识别具体参数. (3)基于随机函数模型
可以方便地获得非独立随机变量的二维联合概率密度

函数. 在工程实际中,避免了直接处理多维联合概率
密度函数这一难题,便于工程应用. 本文的基本思想
可以推广到含有多个非独立随机变量的问题之中去.
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Random function model for dependent random variables
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To characterize the dependency between basic random variables is of paramount importance in engineering practice.
However, it is usually difficult to deal with joint probability density function of dependent variates directly. In the
present paper, a random function model is proposed for the probabilistic description of 2-dimensional dependent random
variables. This random function converts a 2-dimensional dependent random vector into an independent random vector.
The undetermined functions in the random function model are found to be the conditional mean and conditional standard
deviation function, which could be further specified by observed data. Specifically, in the present paper it is suggested
that the shape of the undetermined function, i.e., the conditional mean and standard deviation function in this case,
be extracted based on the insight into the embedded physical mechanism, and then the undetermined parameters be
identified from observed data. The procedure is illustrated in detail by adopting the relationship between the modulus
of elasticity and compressive strength of concrete as an example. The one-dimensional damage evolution mechanism is
firstly introduced, yielding the lower limit of the data. Then the viscoelasticity mechanism is advocated to determine the
shapes of conditional mean and conditional standard deviation function. The parameters of the model are consequently
identified from experimental data. Thereby, a pragmatic model, which could character the dependency between the
modulus of elasticity and compressive strength, is proposed for engineering purposes. The comparison to the Copula
model shows that the proposed model could capture the probabilistic characteristics of observed data. It is noted that in
the proposed model the random function is weakly nonlinear and thus will not worsen the well-posedness of the problem.
Besides, the direct dealing with joint probability density function is avoided. The proposed approach could be extended
to the probabilistic description of more non-independent random variables.

correlation, random function model, concrete, compressive strength, modulus of elasticity, experimental data
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