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T h is  w o r k  w a s  s u p p o r t e d  i n  p a r t  b y  t h e  J o i n t  S e r v i c e s  E l e c t r o n i c s  

P r o g r a m  ( U .S .  A rm y , U .S .  N avy a n d  U . S .  A i r  F o r c e )  u n d e r  C o n t r a c t  

D A A B -0 7 - 7 2 - C - 0 2 5 9 .

R e p r o d u c t i o n  i n  w h o le  o r  i n  p a r t  i s  p e r m i t t e d  f o r  a n y  p u r p o s e  

o f  t h e  U n i t e d  S t a t e s  G o v e r n m e n t .

A p p r o v e d  f o r  p u b l i c  r e l e a s e .  D i s t r i b u t i o n  u n l i m i t e d .



REDUCTION OF DEPTH OF BOOLEAN NETWORKS WITH A FAN -IN "CO N STRAIN T

F . P .  P r e p a r a t a ,  D . E . M u l l e r ,  a n d  A . B . B a ra k

D e ce m b e r  1 5 ,  1 9 7 5

Abstract

I n  t h i s  p a p e r  w e p r e s e n t  a  f a m i l y  o f  t e c h n i q u e s  f o r  t h e  d e s i g n  

o f  c o m b i n a t i o n a l  n e t w o r k s  w h o s e  o b j e c t i v e  i s  t h e  r e d u c t i o n  o f  t h e  

n u m b e r  o f  l e v e l s ,  s u b j e c t  t o  a  c o n s t r a i n t  o n  t h e  f a n - i n  o f  t h e  l o g i c  

g a t e s .  We sh o w  t h a t  a  b o o l e a n  e x p r e s s i o n  w i t h  n  l i t e r a l s  a n d  i n v o l v i n g  

t h e  c o n n e c t i v e s  AND a n d  OR c a n  b e  r e s t r u c t u r e d  s o  t h a t  t h e  r e s u l t i n g  

n e t w o r k  h a s  d e p t h  a t  m o s t  C ^ lo g 2n  +  6 , w h e r e  <5 < 0 . 4 1 5  a n d  i s  

1 . 8 1 ,  1 . 3 8 ,  1 . 1 7 ,  a n d  1 f o r  m axim um  f a n - i n  % o f  2 ,  3 ,  4 ,  a n d  5 ,  

r e s p e c t i v e l y .  I f  w e a d d i t i o n a l l y  r e q u i r e  t h a t  t h e  a m ou n t o f  e q u i p 

m en t  o f  t h e  r e s u l t i n g  n e t w o r k  b e  b o u n d e d  b y  a  l i n e a r  f u n c t i o n  o f  n ,  

i t  i s  p o s s i b l e  t o  b o u n d  t h e  d e p t h  b y  2 l o g 2n  w i t h  a  f a n - i n  o f  a t  

m o s t  3 .

I n d e x  t e r m s :  b o o l e a n  e x p r e s s i o n s ,  c o m b i n a t i o n a l  n e t w o r k s ,  n e t w o r k

d e p t h ,  n u m b e r  o f  l e v e l s ,  c o m p u t a t i o n a l  c o m p l e x i t y ,  

d e s i g n  a l g o r i t h m s ,  p a r a l l e l  c o m p u t a t i o n .



R e d u c t i o n  o f  D e p th  o f  B o o l e a n  N e t w o r k s  w i t h  a  F a n - I n  C o n s t r a i n t #

F . P .  P r e p a r a t a , *  D . E . M u l l e r , * *  a n d  A . B . B a r a k t

1 . I n t r o d u c t i o n

I n  t h e  d e s i g n  o f  d i g i t a l  s y s t e m s  i t  i s  v e r y  im p o r t a n t  t o  u s e  c o m b in 

a t i o n a l  n e t w o r k s  w i t h  s m a l l  p r o p a g a t i o n  d e l a y  i n  o r d e r  t o  t a k e  f u l l  

a d v a n t a g e  o f  t h e  s p e e d  o f  t h e  l o g i c a l  e l e m e n t s .  R e d u c t i o n  o f  p r o p a g a t i o n  

d e l a y  i s  a c h i e v e d  b y  d e s i g n i n g  n e t w o r k s  w i t h  s m a l l  n u m b e rs  o f  l e v e l s ,  o r  

d e p t h ,  s i n c e  d e p t h  a n d  p r o p a g a t i o n  d e l a y  a r e  p r o p o r t i o n a l .  O b v i o u s l y ,  a n y  

g i v e n  b o o l e a n  f u n c t i o n  c a n  b e  r e a l i z e d  a s  a  t w o - l e v e l  n e t w o r k ,  i f  u n l i m i t e d  

f a n - i n  o f  t h e  l o g i c  g a t e s  i s  a l l o w e d .  H o w e v e r ,  f a n - i n  l i m i t a t i o n s  a r e  a 

v e r y  s e v e r e  t e c h n o l o g i c a l  c o n s t r a i n t  a n d  m u st  b e  a c c o u n t e d  f o r  b y  a n y  

d e s i g n  m e t h o d .

I n  t h i s  p a p e r ,  w e s h a l l  d e s c r i b e  a  f a m i l y  o f  t e c h n i q u e s  f o r  t h e  d e s i g n  

o f  b o o l e a n  n e t w o r k s ,  w h o s e  p r i n c i p a l  o b j e c t i v e  i s  t h e ' r e d u c t i o n  o f  n e t w o r k  

d e p t h .  S p e c i f i c a l l y ,  w e a ssu m e  t h a t  a  b o o l e a n  f u n c t i o n  b e  g i v e n  a s  an

/ /T h is  w o r k  w as s u p p o r t e d  i n  p a r t  b y  t h e  J o i n t  S e r v i c e s  E l e c t r o n i c s  P r o g r a m  

( U .S .  A rm y , U .S .  N a v y , a n d  U .S .  A i r  F o r c e )  u n d e r  C o n t r a c t  D A A B -0 7 -7 2 -  

C - 0 2 5 9 .

C o o r d i n a t e d  S c i e n c e  L a b o r a t o r y  an d  D e p a r tm e n t  o f  E l e c t r i c a l  E n g i n e e r i n g ,  

U n i v e r s i t y  o f  I l l i n o i s  a t  U r b a n a , I l l i n o i s .

* * C o o r d i n a t e d  S c i e n c e  L a b o r a t o r y  an d  D e p a r t m e n t  o f  M a t h e m a t i c s ,  U n i v e r s i t y  

o f  I l l i n o i s  a t  U r b a n a , I l l i n o i s .

fD e p a r t m e n t  o f  C o m p u te r  S c i e n c e ,  T h e H e b re w  U n i v e r s i t y ,  J e r u s a l e m ,  I s r a e l .
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e x p r e s s i o n  E i n v o l v i n g  t h e  c o n n e c t i v e s  AND a n d  O R, w i t h  c o m p le m e n ts  

a p p e a r i n g  o n l y  o n  t h e  v a r i a b l e s .  T h e  d e s i g n  m e th o d s  a r e  p r o c e d u r e s  f o r  

r e s t r u c t u r i n g  t h e  g i v e n  e x p r e s s i o n  E i n t o  e q u i v a l e n t  e x p r e s s i o n s  w h o s e  

c o r r e s p o n d i n g  n e t w o r k s  h a v e  b o u n d e d  d e p t h .  D i f f e r e n t  m e th o d s  w i l l  b e  

p r o p o s e d  d e p e n d in g  o n  t h e  m axim um  a l l o w a b l e  f a n - i n  o f  t h e  l o g i c  g a t e s  u s e d .

A m a in  p r o p e r t y  o f / o u r  t e c h n i q u e s  i s  t h a t  a l l  l i t e r a l s  o f  a n  e x p r e s s i o n  

E , i . e . ,  a l l  a p p e a r a n c e s  o f  v a r i a b l e s  i n  E , a r e  t r e a t e d  a s  d i s t i n c t  

v a r i a b l e s ;  t h e r e f o r e ,  t h e  r e l e v a n t  p e r f o r m a n c e  p a r a m e t e r s ,  s u c h  a s  d e p t h  

a n d  e q u ip m e n t ,  w i l l  b e  b o u n d e d  i n  t e r m s  o f  t h e  n u m b e r  o f  l i t e r a l s  r a t h e r  

th a n  o f  t h e  n u m b e r  o f  v a r i a b l e s .  I t  m u st a l s o  b e  p o i n t e d  o u t  t h a t  o u r  

m e th o d s  a r e  m o r e  a p p r o p r i a t e l y  a p p l i c a b l e  t c  t h e  r e s t r u c t u r i n g  o f  e x p r e s s i o n s  

w h e r e  e a c h  v a r i a b l e  a p p e a r s  a  s m a l l  n u m b er  o f  t i m e s .

R e l a t e d  t o  t h i s  p r o b l e m  i s  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  d e s i g n  s c h e m e s  d f  

b o o l e a n  n e t w o r k s  w h o s e  n u m b e r  o f  l e v e l s  i s  b o u n d e d  b y  a  f u n c t i o n  o f  t h e  

n u m b er  o f  v a r i a b l e s .  T h e l a t t e r  p r o b le m  w as s t u d i e d  som e y e a r s  a g o  b y  

S p i r a  [ 1 ]  a n d  P r e p a r a t a  a n d  M u l l e r  [ 2 ] ,  am ong o t h e r s ,  a n d  t h e  b e s t  kn ow n  

r e s u l t  i s  a r e c e n t  c o n s t r u c t i o n  d u e  t o  M c C o l l  a n d  P a t e r s o n  [ 3 ] .  T h e  

t e c h n i q u e s  d e s c r i b e d  i n  t h i s  p a p e r ,  h o w e v e r ,  a r e  i n s p i r e d  b y  t h o s e  u s e d  f o r  

t h e  r e s t r u c t u r i n g  o f  a r i t h m e t i c  e x p r e s s i o n s  [ 4 ] , [ 5 ] , [ 6 ] .  B r e n t  e t  a l .  [ 5 ]

S  '.

w e r e  t h e  f i r s t  t o  s u g g e s t  t h a t  t h e i r  s c h e m e  f o r  t h e  p a r a l l e l  e v a l u a t i o n  o f  

d i v i s i o n - f r e e  e x p r e s s i o n s  c o u l d  b e  a p p l i e d  t o  l o g i c a l  d e s i g n ,  b a s e d  o n  t h e  

a n a lo g y  w h ic h  m ak es a d d i t i o n  a n d  m u l t i p l i c a t i o n * o f  n u m b e r s  c o r r e s p o n d  t o
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d i s j u n c t i o n  a n d  c o n j u n c t i o n / o f  b o o l e a n  v a r i a b l e s ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e y  

s h o w e d  t h a t  w h en  e m p lo y in g  g a t e  n e t w o r k s  w i t h  a  f a n - i n  o f  t w o ,  t h e  

m inim um  d e p t h  o f  an y  n e t w o r k  f o r  t h e  r e a l i z a t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  a s s o c i a t e d  

w i t h  E , i s  n o  l a r g e r  t h a n  C l o g 2n ,  w h e r e  n  i s  t h e  n u m b e r  o f  l i t e r a l s  i n  E 

a n d  C = 2 . 4 6 5 . . .  . S u b s e q u e n t l y ,  t h e  c o n s t a n t  C w a s  r e d u c e d  t o  2 b y  

B a ra k  a n d  S h a m ir  [ 7 ]  a n d  t o  1 . 8 1  b y  P r e p a r a t a  a n d  M u l l e r  [ 8J .  Som e 

r e s e r v a t i o n s  w e r e  e x p r e s s e d  i n  [ 8 ] a b o u t  t h e  p r a c t i c a l  s i g n i f i c a n c e  o f  

r e s t r i c t i n g  t h e  f a n - i n  t o  t h e  v a l u e  o f  t w o ,  s i n c e  l a r g e r  v a l u e s  a r e  

t e c h n o l o g i c a l l y  q u i t e  f e a s i b l e ,  b u t  i t  w a s  f e l t  t h a t  t h e  t e c h n i q u e s  

p r e s e n t e d  t h e r e  c o u l d  b e  a p p l i c a b l e  t o  t h e  p r a c t i c a l  p r o b l e m .  I t  i s  t h e  

p u r p o s e  o f  t h i s  p a p e r  t o  s u b s t a n t i a t e  t h a t  e x p e c t a t i o n ,  b y  s h o w in g  t h a t  

i n c r e a s i n g l y  s m a l l e r  v a l u e s  o f  C c a n  b e  a c h i e v e d  b y  l e t t i n g  t h e  m axim um  

g a t e  f a n - i n  g r o w .

I n  t h e  n e x t  s e c t i o n  w e s h a l l  d e s c r i b e  r e s t r u c t u r i n g  p r o c e d u r e s  f o r  

d e p t h  r e d u c t i o n ,  u s i n g  v a r i o u s  m axim um  f a n - i n  v a l u e s ,  a n d  c a l c u l a t e  an 

u p p e r - b o u n d  t o  t h e  d e p t h  a c h i e v a b l e  i n  e a c h  c a s e .  I n  S e c t i o n  3 w e s h a l l  

d e s c r i b e  a  p r o c e d u r e  f o r  u p p e r - b o u n d i n g  n e t w o r k  d e p t h  s u b j e c t  t o  t h e  

a d d i t i o n a l  c o n d i t i o n  t h a t  n e t w o r k  s i z e  b e  a  l i n e a r  f u n c t i o n  o f  t h e  n u m b e r  

o f  l i t e r a l s  i n  t h e  o r i g i n a l  e x p r e s s i o n .
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2 . D es ign  m eth od s f o r  d ep th  r e d u c t i o n

We s h a l l  n ow  d e s c r i b e  a  f a m i l y  o f  d e s i g n  a l g o r i t h m s  w h ic h  c a n  b e  u s e d  

t o  r e s t r u c t u r e  a  g i v e n  b o o l e a n  e x p r e s s i o n ,  s o  t h a t  t h e  r e s u l t i n g  e q u i v a l e n t  

e x p r e s s i o n  h a s  a s  s m a l l  d e p t h  a s  p o s s i b l e .  T h e  c h o i c e  o f  a l g o r i t h m  w i l l  

d e p e n d  o n  t h e  m axim um  a l l o w a b l e  f a n - i n  o f  t h e  l o g i c a l  g a t e s  t o  b e  u s e d  

i n  t h e  n e t w o r k  c o n s t r u c t i o n .

L e t  E b e  a  b o o l e a n  e x p r e s s i o n  i n v o l v i n g  t h e  c o n n e c t i v e s  AND a n d  OR, 

d e n o t e d  r e s p e c t i v e l y  b y  t h e  s y m b o ls  a n d  T h e w e ig h t  o f  E ,

d e n o t e d  b y  | E I , i s  t h e  n u m b e r  o f  l i t e r a l s  i n  E . D u r in g  r e s t r u c t u r i n g  

w e s h a l l  t r e a t  t h e  o r i g i n a l  l i t e r a l s  o f  E a s  d i s t i n c t  v a r i a b l e s .  L e t  

c i ( E )  d e n o t e  t h e  m inim um  d e p t h  o f  a n y  c o m b i n a t i o n a l  n e t w o r k  w i t h  tw o  

o u t p u t s  E ' a n d  E "  s o  t h a t  (E* +  E M) i s  e q u i v a l e n t  t o  E . S i m i l a r l y ,  

l e t  C2 (E ) b e  t h e  m inim um  d e p t h  o f  a n y  c o m b i n a t i o n a l  n e t w o r k  w i t h  tw o  

o u t p u t s  E *  a n d  E * *  s o  t h a t  E * • E * *  i s  e q u i v a l e n t  t o  E . We t h e n  d e f i n e  

^2 (E )  A m a x ( c i ( E ) , c 2 ( E ) ) . F i n a l l y ,  w e l e t  t ( E )  d e n o t e  t h e  m inim um  

d e p t h  o f  an y  n e t w o r k  r e a l i z i n g  t h e  f u n c t i o n  r e p r e s e n t e d  b y  E . T he 

i n t e g e r  £ d e n o t e s  an u p p e r - b o u n d  t o  t h e  p e r m i s s i b l e  f a n - i n  o f  t h e  

l o g i c  g a t e s  u s e d .

We s h a l l  n ow  g i v e  t h r e e  d e s i g n  a l g o r i t h m s  w h i c h  a r e  a p p l i c a b l e  t o  

& = 3 ,  £ =  4 ,  a n d  £ > 5 ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e  t e c h n i q u e s  w e m ake u s e  o f  a r e  

q u i t e  g e n e r a l ,  a n d  r e s t r u c t u r i n g  a l g o r i t h m s  c a n  b e  d e v e l o p e d  f o r  l a r g e r  v a l u e s
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o f  i  a l o n g  s i m i l a r  l i n e s ,  a l t h o u g h  v e r y  l a r g e  f a n - i n s  a r e  n o t  p r a c t i c a l .  

W i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  an  e x p r e s s i o n  E i s  a ssu m e d  t o  b e  g i v e n  a s  a  

b i n a r y  t r e e .  G iv e n  an y  s u b e x p r e s s i o n  F o f  E , s u p p o s e  w e r e p l a c e  F i n  E 

w i t h  a  f r e e  v a r i a b l e  x  a n d  l e t  G b e  t h e  r e s u l t i n g  e x p r e s s i o n .  We t h e n  

d e f i n e  t h e  c om p o s i t io n  o f  G a n d  F w i t h  r e s p e c t  t o  x ,  w r i t t e n  E = G <> F , a s  t h e  

e x p r e s s i o n  o b t a i n e d  b y  s u b s t i t u t i n g  F f o r  x  i n  G. T h e e x p r e s s i o n  G c a n  

b e  e x p a n d e d  a r o u n d  x  a s  GAx  +  Gz  o r  a s  (G 3 +  x )  • Gi*, w h e r e  0 2 , 6 2 , 6 3 , a n d  

Gi+ a r e  b o o l e a n  e x p r e s s i o n s  a n d  | Gj | < |G| f o r  j  = 1 , . . . , 4 .  D e f i n e  t h e  

s e q u e n c e s  L x , . . . , L r  a n d  T o , . . . , T j p  o f  s u b e x p r e s s i o n s  o f  G a c c o r d i n g  t o  t h e  

f o l l o w i n g  r e c u r s i v e  e q u a t i o n s :

( i )  Tq = G;
* '

( i i )  TjL = , w i t h  0^ e { * , +  }  a n d  T-^+i i s  t h e  s u b e x p r e s s i o n

c o n t a i n i n g  x  f o r  i  = 1., . . . , r - l ,  a n d  T r  = x .

N o t e  t h a t  t h e  s e q u e n c e  0q„,. . . ,  0 r _ j  d e f i n e s  a  p a t h  f r o m  t h e  r o o t  t o  x  i n  

t h e  b i n a r y  t r e e  a s s o c i a t e d  w i t h  E . As w e p o i n t e d  o u t  i n  [8  ] ,  w e h a v e

G1 “  T  L1 + i  G 3 = l  L±+ J

0±= • 0i =+

t h a t  i s ,  t h e  e x p r e s s i o n s  G2 a n d  G2 c o n t a i n  n o  com m on l i t e r a l .  I t  f o l l o w s  

t h a t  e i t h e r  |Gi‘ | < \G\/2 o r  |G3 | < | G | /2 .  W i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y  an d  

f o r  s i m p l i c i t y  o f  p r e s e n t a t i o n ,  a s s u m in g  t h a t  E i s  e x p r e s s e d  a s  

A o (b  e C) w i t h  0 e { • , + } ,  i n  t h e  s e q u e l  w e s h a l l  d e s i g n a t e  a s  " + "  

t h e  o p e r a t i o n  w h i c h  a l l o w s  u s t o  w r i t e  E = A 2(B  0 C) +  A2 , w i t h  

IA i| < | A | /2 .
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S in c e  E may b e  r e g a r d e d  a s  a  b i n a r y  t r e e ,  w e s h a l l  m ake e x t e n s i v e  u s e  

o f  a  d e c o m p o s i t i o n  t e c h n i q u e  i l l u s t r a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  lem m a o n  b i n a r y  

t r e e s ,  a n d  o r i g i n a l l y  d u e  t o  B r e n t  e t  a l . [ 5 ] ,  w h ic h  w e a d a p t  t o  o u r  c a s e  

a n d  s t a t e  w i t h o u t  p r o o f ,

Lerrma 1 . L e t  E b e  a  b o o l e a n  e x p r e s s i o n  a n d  q  a  r e a l  n u m b e r  i n  t h e  

r a n g e  1 < q < |E|. T h e n  E c a n  b e  a l g o r i t h m i c a l l y  e x p r e s s e d  a s  A o (B  0 C) 

W h e re  A , B , a n d  C a r e  e x p r e s s i o n s  w i t h  n o  com m on l i t e r a l ,  (B  0 C) d e n o t e s  

o n e  o f  t h e  e x p r e s s i o n s  (B  • C) o r  (B  +  C ) , a n d  |b | < |c| < q  w h i l e  

IB| +  |C| > q .

We s h a l l  n ow  d e s c r i b e  t h r e e  d e s i g n  p r o c e d u r e s ,  a s s o c i a t e d  w i t h  

Lemmas £ ,  3 ,  a n d  4 ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  c a s e s  £ £ 5 ,  £ = 4 ,  a n d  £ = 3 ,

r e s p e c t i v e l y .  T h e c a s e  £ > 5 i s  l i k e l y  t o  h a v e  t h e  h i g h e s t  p r a c t i c a l  

v a l u e  s i n c e  l o g i c  g a t e s  w i t h  a  f a n - i n  o f  5 a r e  com m on ly  a v a i l a b l e .  T h e 

o t h e r  a l g o r i t h m s  a r e  o f  i n t e r e s t  f o r  d e s i g n  s i t u a t i o n s  w i t h  m o re  

s t r i n g e n t  f a n - i n  c o n s t r a i n t ,  s i n c e  t h e y  y i e l d  a  n o t i c e a b l e  d e l a y  im p r o v e m e n t  

o v e r  t h e  r e s u l t  t ( E )  < 1 . 8 1  l o g 2 lE| w h ic h  w e e s t a b l i s h e d  i n  t h e  p a s t  f o r  

£ = 2 [ 8 ] .

E a ch  o f  t h e  f o l l o w i n g  d e s i g n  p r o c e d u r e s  a c h i e v e s  i n  a  c o n s t r u c t i v e  

w ay  t h e  e x t e n s i o n s  o f  tw o  i n d u c t i v e  h y p o t h e s e s ,  r e f e r r e d  t o  i n  e a c h  c a s e  

a s  P I  a n d  P 2 ,  w h ic h  r e s p e c t i v e l y  s p e c i f y  u p p e r - b o u n d s  t o  t ( E )  a n d  t 2 ( E ) .

T h e  v a l i d i t y  o f  t h e  p r o c e d u r e s  i s  p r o v e d  i n  " a s s e r t i o n s "  f o l l o w i n g  t h e  

i n d i v i d u a l  s t e p s .
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Lerrma 2 .  L e t  E b e  a  b o o l e a n  e x p r e s s i o n  w i t h  |E| > 1 .  T h en  f o r  i  > 5 

t ( E )  < l o g 2 1E| +  6 5 , w h e r e  65 = l o g 24 / 3 .

P r o o f :  We a ssu m e  i n d u c t i v e l y

P I .  I f  |E| < n ,  t h e n  t ( E )  < m a x ( l o g 2 |e | + <$5 , 0 ) .

P 2 .  I f  |E| < n ,  t h e n  t 2 (E ) <  m a x ( l o g 2 IE | , 0 ) .

By c o n s t r u c t i n g  a  fe w  c a s e s  i t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  t h e  i n d u c t i o n  may 

be s t a r t e d  w i t h  n  = 4 .  T h e e x t e n s i o n  o f  P I  i s  p r o v i d e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  

a l g o r i t h m ,  w h e r e  |E| = n .

S te p  1 .  U s in g  Lemma 1 ,  d e c o m p o s e  E a s  A ° (B  0 C) w i t h  IB 0 CI > n / 3

a n d  |B| < |CI < n / 3 .

A s s e r t i o n :  |A| = |E| -  |B 0 C| £ 2 n / 3 .  We e x p r e s s  E a s  A j ( B  0 C) +  A2 .

Since IB| < |C| < n / 3 and | A^ I  ̂ | A | /2  < n / 3 ,  b y  P2 w e s e e  t h a t  

t-2 ( ^ l ) »^2 (E ) , t 2 ( C) < l o g 2 ( n / 3 )  = l o g 2n  - 2  +  6 5 . S i m i l a r l y  | A2 |  ̂ |a | < 2 n / 3  

y ie ld s ,  b y  P 2 ,  t 2 (A 2 ) < l o g 2 n  -  1 +  6 5 .

S te p  2 . I f  0 i s  " + " ,  w r i t e  A 2 = A jk ' [ , B = B ’ B " ,  C = C ’ C " ,  an d  

A2 =  A2 +  A2 a n d  r e s t r u c t u r e  E as

E = A } A 'iB 'B "  +  A iA ’i C 'C "  +  A j  +  A^'; h a l t .

A s s e r t i o n :  E a ch  o f  t h e s e  f o u r  te r m s  i s  c o m p u t a b le  w i t h  a t  m o s t  [ l ° g 2n  -  1 +  S 5J

l e v e l s  s o  t h a t  t ( E )  < l o g 2n  + 6 5 .
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S te p  3 . ( 0  i s  I f  | B | < n / 4 ,  w r i t e  A j = A }  A " ,  C = C ’ CM, and

A2 = A£ +  A2 an d  r e s t r u c t u r e  E as  

E =  A lA 'iB C ’ C " +  A i  +  A J ;  h a l t .

A s s e r t i o n :  ¡B| < n / 4  im p l i e s  t ( B )  < l o g 2n  -  2 +  6 5 , b y  P I ;  th u s  e a c h  o f  

t h e  t h r e e  te rm s  i s  c o m p u ta b le  w i t h  a t  m o s t  [ l o g 2n  -  1 +  Ó5J l e v e l s  s o  t h a t  

t ( E )  < l o g 2n  + 6 5 .

S te p  4 .  ( 0  i s  Ib I > n / 4 ) .  R e s t r u c t u r e  E a s  A iB , B , ,C , CM +  A2 ;

h a l t .

A s s e r t i o n :  |b | > n / 4 im p l i e s  t h a t  a l s o  |c| > n / 4 ,  w h en c e

I A| = IE I -  IBI -  I c| < -n -  n / 4  -  n / 4  = n / 2 . Thus | A j | < n / 4  and  

IA2 1 < n / 2 ,  a n d ,  b y  P I ,  we h a v e  t (A i )  < l o g 2n  - 2  +  65 and  

t ( A 2 )  ^ l o g 2n  -  1 +  6 5 . T h u s ,  e a c h  o f  t h e  te rm s  i s  c o m p u ta b le  w i t h  a t  

m o s t  | log2n  -  1 +  6_̂ j l e v e l s ,  y i e l d i n g  t ( E )  < l o g 2n  +  6 5 .

T o  e x t e n d  P2 t o  |e | = n ,  we s h a l l  a ssum e  t h a t  t h e  e x p r e s s i o n  E i s  

r e s t r u c t u r e d  a s  E T +  E " ,  w h e r e  th e  c h o i c e  o f  w h ic h  o p e r a t i o n  t o  d e s i g n a t e  

a s  " + "  i s  a r b i t r a r y ,  a  f a c t ,  w e s h a l l  make u s e  o f .  The e x t e n s i o n  i s  p r o v i d e d  

b y  t h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m .

S te p  1 . U s in g  Lemma 1 ,  d e c om p o s e  E a s  A ° (B 0 C) w i t h  IB 0 CI > n / 2 

and  IB| < |C| < n / 2 .
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A s s e r t i o n :  |A| = |E| -  |B 0 c| < n  -  n / 2  = n / 2 .  S i n c e  | A j  | < |a | £  n / 2  a n d

a l s o  |B| < IC| < n / 2 ,  w e  o b t a i n ,  b y  P 2 ,  t 2 ( A ^ , t 2 ( B ) , t 2 (C )  < l o g 2n  -  X .

S te p  2 ,  I f  0 i s  " + " ,  w r i t e  A i = A lA " *C  *  C ’ C " and  s e t  E ' «- A jA " C 'C n ,

E "  A iB  +  A2 ; h a l t .

A s s e r t i o n :  S i n c e  t 2 ( A j ) , t 2 (C ) ^ l o g 2n  -  1 ,  E* i s  c o m p u ta b le  w i t h  a t  m o s t

l o g 2n  l e v e l s .  N o t i c e  t h a t  A jB  +  A2 i s  an  e x p r e s s i o n  o b t a i n e d  b y  r e p l a c i n g  

(B 0 C) w i t h  B i n  t h e  o r i g i n a l  E . M o r e o v e r ,  lA^B +  A2 | = |E| -  |Cl < n  -  n / 4  =

3 n / 4 ,  s i n c e  |C| > |B 0 c | / 2  > n / 4 .  T h u s ,  b y  P I ,  t ( E " )  < l o g 2| n  +  <S5 =

1o82 n  = l o g 2n .

S te p  3 . ( 9  i s  " • " ) •  I f  |B| < 3 n / 8 ,  w r i t e  A j  = A iA 'i ', C -  C V C -', r a n d

s e t  E ' ^  A | A "B C ’ C " , E " <- A2 ; h a l t .

, o
A s s e r t z o n :  |B| < 3 n /8  i m p l i e s , b y  P I ,  t ( B )  < l o g 2 gn  +  65 = l o g 2 n  -  1 .

S i n c e  t 2 ( A ) , t 2 (C ) < l o g 2 n  -  1 ,  w e o b t a i n  t ( E ' )  < l o g 2n .  A l s o  |A2 | £ |AI < n / 2

y i e l d s ,  b y  P I ,  t ( A 2 ) = t ( E " )  < l o g 2 n  -  1 +  65 < l o g 2n .

S te p  4 . ( 0  i s  a n d  |b | > 3 n / 8 ) . W r i t e  B = B 'B m,C  = C ’ C " a n d  s e t

E ' A iB TB ,,C 'C " , E "  «- A2 ; h a l t .

A s s e r t i o n :  |B| > 3 n /8  i m p l i e s  |c| > 3 n / 8 ,  w h e n c e  |a | = |e | -  |b | -  |c| <

n  -  3 n /4  < 3 n / 8 .  T h u s ,  b y  P I ,  t ( A } )  < l o g 2 n  -  1 .  S i n c e  t 2 ( B ) , t 2 (C ) < l o g 2 n  -  1

a n d  t ( A 2 ) < l o g 2n ,  w e o b t a i n  t ( E ' ) , t ( E " )  < l o g 2n .
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S in c e  i n  a l l  r e s t r u c t u r i n g s  t h e  r e q u i r e d  f a n - i n  n e v e r  e x c e e d s  5 ,  

t h i s  c o n c l u d e s  t h e  p r o o f  o f  t h e  lemma.||

The p r o o f s  o f  th e  tw o  f o l l o w i n g  Lemmas d e v e l o p s  i n  a  m an n e r  v e r y  

s i m i l a r  t o  t h e  p r o o f  o f  Lemma 2 ,  e x c e p t  f o r  t h e  n u m e r i c a l  v a l u e s  i n v o l v e d .

I n  v ie w  o f  t h i s  s t r o n g  s i m i l a r i t y  w e s h a l l  c o n s i d e r a b l y  a b b r e v i a t e  t h e  

a r g u m e n t s .

Lemma 3 . L e t  a  b e  t h e  l a r g e s t  r o o t  o f  t h e  e q u a t i o n  z 3 = z 2 +  2 z  -  1 

a n d  l e t  E b e  a  b o o l e a n  e x p r e s s i o n  w i t h  |e | > 1 .  T h e n ,  f o r  £ = 4 ,

2
t  (E )  < l o g  (—^—| E | )  / l o g  a  4  Ci+l o g 2 | E | +  6 i+

( s i n c e  a  = 1 . 8 0 1 9 ,  w e h a v e  Ci* = 1 . 1 7 7 . . .  a n d  6 ^ = 0 . 1 3 4 . . . ) .

P r o o f :  We a ssu m e  i n d u c t i v e l y

P I .  I f  | E| < n ,  t h e n  t ( E )  < Ci+m a x ( l o g 2 1E| +  6 ^ , 0 ) .

P2. I f  | E| < n ,  t h e n . t 2 (E )  < Cifm a x ( l o g 2 ( a  -  1 )  | E| +  6 ^ , 0 ) .

I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  t h e  i n d u c t i o n  m ay b e  s t a r t e d  w i t h  n  = 4 .  T h e 

e x t e n s i o n  o f  P I  i s  g i v e n  b y  th e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m ,  w h e r e  |e | = n .

S te p  1 .  U s in g  Lemma 1 ,  d e c o m p o s e  E a s  A ° (B  0 C) w i t h

IB 0 C| > ( 1  -  l / a ( a  -  l ) ) n  a n d  |B| < |C| < ( 1  -  l / a ( a  -  l ) ) n .

A s s e r t i o n :  |A| = |E| -  |B 0 CI < n a ~ V ( o i  -  1 ) ,  w h e n c e ,  b y  P 2 ,

t 2 (A 2 ) ^ Cit l o g 2 n  -  1 +  6 ^ .  A l s o ,  |Aj| < | A | /2 < n a - 1 / 2 ( a  -  1 )  < n o T 2 / ( a  -  1 )
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y i e l d s ,  b y  P 2 ,  t 2 (A i )  < Ci+l o g 2n  -  2 +  6 4 . N o t i c e  t h a t  |B| < |C| < 

n ( l -  l / a ( a -  1 ) )  = n a " 2 , b y  t h e  d e f i n i n g  e q u a t i o n  o f  a ,  w h e n c e ,  b y  P I ,  

t ( B ) , t ( C )  < C4l o g 2n -  2 +  6 ^ .

S te p  2 . I f  0 i s  " + " ,  w r i t e  A }  = A ^ A " , A2 = A£ +  A2 a n d  r e s t r u c t u r e  

E a s  E =  A lA 'fB  +  A lA 'iC  +  A^ +  A%; h a l t .

A s s e r t i o n :  E a ch  o f  t h e  f o u r  te r m s  r e q u i r e s  a t  m o s t  |Ci+l o g 2n  -  1 +  l e v e l s ,

w h e n c e  t ( E )  < Ci+l o g 2n  +  Si*.

S te p  3 . ( 0  i s  M#n)  . W r i t e  A j  —, A jA ^ , A2 = A£ +  Aj> a n d  s e t

E = A iA 'iB C  +  +  A2 ; h a l t .

A s s e r t i o n :  E a ch  o f  t h e  t h r e e  t e r m s  r e q u i r e s  a t  m o s t  C i+ log2n  -  1 +  6̂  l e v e l s ,

w h e n c e  t ( E )  < Ci+l o g 2n .  T h e e x t e n s i o n  o f  P I  i s  c o m p l e t e d .

T h e f o l l o w i n g  a l g o r i t h m  e x t e n d s  P2 t o  |E| = n .  H e r e  a g a in  w e s e e k  a  

r e s t r u c t u r i n g  o f  t h e  f o r m  E = E ' +  E " .

S te p  1 .  U s in g  Lemma 1 ,  d e c o m p o s e  E a s  A °  (B 0 C) w i t h

IB 0 C| ^  n a _ 1 ( a  -  1)  a n d  |b | < |c| < n a _ 1 ( a  -  1) .

A s s e r t i o n :  IA| < n -  n o r1( a . -  1) = n a - 1 , w h e n c e

t 2 ( A i )  < CL*log2 ( a  -- l ) n  -  1 +  64 a n d  t ( A 2 ) ^ Ci+l o g 2n a “ 1 +  6  ̂ < Ci+l o g 2 ( a  -  l ) n  +  6 ^ . 

A l s o  t ( B ) , t ( C )  < Ci+l o g 2n a ^ 1 ( a  ~ 1 )  +  6 ^ = C it lo g 2 ( a  -  l ) n  -  1 +  6 4 .
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S te p  2 .  I f  0 i s  w r i t e  A j  = A {A "  a n d  s e t  E ' «- A lA " C ,  E "  *•* A jB  +  A2 ;

h a l t .

A s s e r t i o n :  S in c e  t 2 ( A i ) , t ( C )  < C i t l o g ^ c i  -  l ) n  -  1 +  6 ^ , t h e n

t ( E ' )  < Ci+l o g 2 ( a  -  l ) n  +  6 j+. C o n s i d e r i n g  n ow  t h e  e x p r e s s i o n  A jB  4- A2 y

s i n c e  | C| > | B 0 CI /  2 £  n a - 1 ( a  -  l ) / 2 ,  w e h a v e  lA jB  +  A2 1 < n -  naF*(a. -  1 ) / 2  <

n ( a  -  1 )  ( b y  t h e  d e f i n i n g  e q u a t i o n  o f  a) a n d  t ( E " )  < Ci+l o g 2 ( a  -  l ) n  +  6 i*.

S te p  3. ( 0  i s  " • " ) •  W r i t e  A }  = AJAjl , a n d  s e t  E f A ]A "B C , E "  «- A2 ;

h a l t .

A s s e r t i o n :  t 2 ( A i ) , t ( B )  , t ( C )  < c a o g 2 ( a  -  l ) n  -  1 +  64 a n d  t ( A 2 ) <

C i+ lo g2 ( a  -  l ) n  +  61+y i e l d  t h e  d e s i r e d  r e s u l t .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  e x t e n s i o n

o f  P 2 .

To c o n c l u d e  th e  p r o o f  o f  t h e  lem m a , n o t i c e  t h a t  i n  n o  r e s t r u c t u r i n g  

a  f a n - i n  l a r g e r  th an  4 h a s  b e e n  u s e d .  | |

Lemma 4 . L e t  3 b e  t h e  p o s i t i v e  r o o t  o f  t h e  e q u a t i o n  zM = 2 z 2 +  2 a n d  

l e t  E b e  a  b o o l e a n  e x p r e s s i o n  w i t h  |e | > 1 .  T h en  f o r  l  = 3 ,

t ( E )  < l o g | e | /l o g  3 4  C 3l o g 2 |E|

( s i n c e  3 =  1 . 6 5 2 8 . . . ,  w e  h a v e  C 3 = 1 . 3 7 9 . . . ) .
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P r o o f : We a s s um e  i n d u c t i v e l y :

P I . I f |e | < n ,  t h e n  t ( E )  < C 3 l o g 2 | E | ,

P 2 . I f |e | < n ,  t h e n  t 2 ( E )  ^ C 3 l o g 2 ( 3 | E | /2) .

I n  t h i s  c a s e  i t  i s  s e e n  t h a t  th e  i n d u c t i o n  c a n  b e  s t a r t e d  w i t h  n  = 5 ,  The 

e x t e n s i o n  o f  P I  i s  p r o v i d e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m ,  w h e r e  |e | = n .

S te p  1 . U s in g  Lemma 1 ,  d e c o m p o s e  E a s  A ° (B  0 C) w i t h

|B 0 C| > n ( l  -  2S “ 2 ) and  |b | < |c| < n ( l  -  2 S “ 2 ) .

A s s e r t i o n :  |a | = n  -  n ( l  -  2 S “ 2 ) = 2 n S “ 2 , w h en c e  |Ai| < nS “2 and

|A2 I ^ 2 nS “ 2 . Thus t (A ^ )  < C 3l o g 2n  -  2 a n d  t 2 (A 2 )  ^ C 3l o g 2 ^  2 nS~2 =

C3l o g 2n  *- 1 .  A l s o ,  s i n c e  ( 1  -  2S “ 2 ) =  2 3 ” i+ < S '"2 , we h a v e

t (B )  , t ( C )  ^ C3l o g 2n  -  2 a n d  t 2 (C ) < C3l o g 2 2nS _1+ = C3l o g 2n  -  3 .

S te p  2 .  I f  0 i s  w r i t e  A2 = A£ +  A^ a n d  s e t  E = A^BC +  A£ +  A*?;

h a l t .

A s s e r t i o n :  E a ch  o f  t h e s e  t h r e e  t e r m s  i s  c o m p u t a b le  w i t h  a t  m o s t  .

|C3l o g 2n  -  ]j l e v e l s  w h e n c e  t ( E )  < C3l o g 2n .

S te p  3 .  ( 0  i s  . I f  IBI < S“ 3n ,  t h e n  w r i t e  C = C ’  +  C” ,

A2 = A2 +  AH a n d  s e t  E = A i ( B  +  C ' +  C " )  +  A^ +  A ^ ; h a l t .

A s s e r t i o n :  IB| < S " 3n  im p l i e s  t ( B )  < C3l o g 2n  -  3 ,  a n d ,  s i n c e  t 2 (C )  £  C3l o g 2n  -  3

we o b t a i n  t (B  +  C ' +  CM) ^ C3l o g 2n  -  2 .  T h is  and  t h e  u p p e r -b o u n d s  t o  t ( A j )

. i

a n d  t 2 (A 2 )  y i e l d  t ( E )  < C 3l o g 2n .
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S te p  4 . ( 0  i s  " + "  a nd  |B| > $ ” 3n ) .  S e t  E = A^B +  A jC  +  A2 a n d  h a l t .

A s s e r t i o n :  |B| > $ “ 3n  i m p l i e s  |c| > $ “ 3n  a n d  |a | < n  -  2 3 ” 3n  < n 3- 1 , 

b y  t h e  d e f i n i n g  e q u a t i o n  o f  3 ,  w h e n c e  t ( A 2 ) ^ C 3l o g 2 n  -  1 .  A l s o  

|Ai| < |a | /2 < n 3 ~ I / 2  < n 3 ~2 y i e l d s  t ( A 2 ) < C 3l o g 2 n  -  2 .  T h e r e f o r e  e a c h

o f  t h e  t e r m s  r e q u i r e s  n o  m o re  t h a n  C 3l o g 2 n  -  1 l e v e l s ,  s o  t h a t

t ( E )  < C 3l o g 2n .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  e x t e n s i o n  o f  P I .

The f o l l o w i n g  a l g o r i t h m  e x t e n d s  P2 t o  |e  | = n .

S te p  1 . U s in g  Lemma 1 ,  d e c o m p o s e  E a s  A q (B  0 C) w i t h  

|B 0 Cl > n / 2  a n d  |BI £ |C| < n / 2 .

A s s e r t i o n :  |A| < n  -  n / 2  = n / 2 ,  s o  i f  A  » (B  0 C) i s  w r i t t e n  a s  A i ( B  0 C) +  A2

t h e n  t ( A i )  , t ( A 2 ) , t ( B )  , t ( C )  ^ C 3l o g 2-| -n 3 _1 = C 3l o g 2|- n. -  1 .

S te p  2 .  I f  |C| < n 3 _ 1/ 2 , s e t  E ' +  A\ (B  0 C) a n d  E " +  A2 ; h a l t .

A s s e r t i o n :  I Cl ^ n 3 _ 1 / 2  i m p l i e s  |BI < n 3 - 1/ 2 ,  w h e n c e

t ( B ) , t ( C )  < C 3l o g 2|- n  -  2 ,  s o  t h a t  t ( B  0 C) < C 3l o g 2 |  n  -  1 a n d  

t ( E ’ )  < C 3l o g 2 -| n .

S te p  3 . ( | C| > n 3 - 1/ 2 ) .  I f  0 i s  s e t  E ' «- A iB C  a n d  E "  ■<- A2 ;

h a l t .

A s s e r t i o n :  t ( A i ) , t ( B ) , t ( C )  < C 3l o g 2 |  n  -  1 y i e l d  t ( E ' )  < C 3l o g 2 -| n .
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S te p  4 . ( | C| > n3 a / 2 ,  0 i s  . S e t  E ’ A aC , E "  +  A aB +  A2 ; h a l t .

A s s e r t i o n :  From  t ( A i ) , t ( C )  ^ C.3 l o g 2 j  n  -  1 w e h a v e  t ( E ' )  < C3l o g 2 n .

W it h  r e g a r d  t o  t h e  e x p r e s s i o n  A iB  +  A 2 , s i n c e  |c| > n&~1/2 , w e h a v e  

|A: B +  A2 | = |E| — |C| < n  -  n 3 _ i / 2  < n B /2 ,  w h e n c e  t ( E " )  < C 3l o g 2 |  n .

T h is  c o m p l e t e s  t h e  e x t e n s i o n  o f  P 2 .

T o  c o m p l e t e  t h e  p r o o f  o f  t h e  le m m a , w e n o t i c e  t h a t  i n  n o  r e s t r u c t u r i n g  

h a s  a  f a n - i n  l a r g e r  t h a n  3 b e e n  u s e d .| |

The t h r e e  p r e c e d i n g  r e s u l t s  a n d  t h e  r e s u l t  o f  [8 ] y i e l d  t h e  f o l l o w i n g  

t h e o r e m .

Theorem  1  L e t  E b e  a  b o o l e a n  e x p r e s s i o n .  T h e n , d e p e n d in g  u p o n  t h e  

m axim um  a l l o w e d  f a n - i n  £ o f  t h e  l o g i c  g a t e s  u s e d ,  t h e  b o o l e a n  f u n c t i o n  

d e s c r i b e d  b y  E i s  r e a l i z a b l e  b y  a  l o g i c a l  n e t w o r k  r e q u i r i n g  n o  m o r e  t h a n  

C£ l o g 2 |E| +  l e v e l s  w h e r e  t h e  c o n s t a n t  C i s  1 . 8 1 ,  1 . 3 8 ,  1 . 1 7 ,  a n d  1 ,  

a n d  t h e  c o n s t a n t  i s  0 ,  0 ,  0 . 1 3 4 ,  a n d  0 . 4 1 5  f o r  £ = 2 ,  £ »  3 ,  £ = 4 ,

a n d  £ > 5 ,  r e s p e c t i v e l y .

I t  s e e m s  u n l i k e l y  t h a t  a  s i g n i f i c a n t l y  s m a l l e r  c o n s t a n t  C0 c a n  b e

o b t a i n e d  f o r  a n y  p r a c t i c a l  v a l u e s  o f  £ .  N e v e r t h e l e s s ,  i t  c a n  b e  sh ow n

t h e o r e t i c a l l y  t h a t  c a n  b e  m ade t o  a p p r o a c h  z e r o  a s  £ a p p r o a c h e s

i n f i n i t y .  T o s e e  t h i s ,  l e t  e b e  a n y  p o s i t i v e  n u m b e r  l e s s  t h a n  1 .  We

2/ e
c h o o s e  t h e  f a n - i n  £ t o  b e  t h e  l e a s t  i n t e g e r  n o  s m a l l e r  th a n  3^ a n d
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 ̂ e l o g 2 3 , and  sh ow  t h a t  t (E )  < e l o g 2i|E| +  6^ u s in g  t h i s  f a n - i n .  As 

b e f o r e ,  a ssu m e  i n d u c t i v e l y  t h e  r e s u l t  h o l d s  w h en  |E| < n  f o r  som e  g i v e n  

i n t e g e r  n .  T h is  c a n  c e r t a i n l y  b e  v e r i f i e d  i n i t i a l l y  w h en  n  = 4 .  N e x t ,  

t a k e  |E| -  n  and  u s e  Lemma 1 w i t h  q = n 2 - 2 / G t o  d e c o m p o s e  E a s  A ° (B 0 C) 

w h e r e  ¡B 0 C| > n2  2 / £ a n d  |B| < |C| < n 2 - 2 / e . W r i t i n g  E a s  A^BC +  A2

i f  0 i s  • o r  a s  A jB  +  A^C +  A2 i f  0 i s  " + " ,  w e c a n  f u r t h e r  d e c o m p o s e  

A } a n d  A2 i f  e i t h e r  o r  b o t h  h a v e  w e i g h t s  a s  g r e a t  a s  n 2 “ 2 / £ * F o r  t h e s e  

d e c o m p o s i t i o n s ,  w e u s e  t h e  sam e q i n  Lemma 1 a s  b e f o r e .  C o n t i n u i n g  i n  

t h i s  w a y ,  w e s e e  t h a t  i t  i s  p o s s i b l e  t o  w r i t e  E a s  a  sum o f  p r o d u c t s  i n  

w h ic h  e a c h  f a c t o r  h a s  w e i g h t  l e s s  th a n  n 2 “ 2 / e . We c h e c k  t h a t  t h e  n u m be r

o f  p r o d u c t s  a n d  a l s o  t h e  n u m b e r  o f  t e r m s  i n  e a c h  p r o d u c t  c a n  b e  n o  g r e a t e r

2 2 / e

th a n  3 < £ ,  s o  t h e  p r o d u c t s  c a n  b e  f o r m e d  s i m u l t a n e o u s l y  i n  o n e  l e v e l

a n d  t h e  sum, i n  a  s e c o n d  l e v e l .  H e n c e ,  t ( E )  < e l o g 2n 2_ 2 / e: +  6^ +  2 =

e l o g 2 n +  6^ an d  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s  i s  j u s t i f i e d .

B e f o r e  c l o s i n g  t h i s  s e c t i o n ,  w e c o n s i d e r  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  

u p p e r - b o u n d  t o  t h e  am ou n t o f  e q u ip m e n t  r e q u i r e d  b y  t h e  d e s i g n  m e th o d s  

o u t l i n e d  a b o v e .  T h is  d e t e r m i n a t i o n  ca n  b e  c a r r i e d  o u t  b y  t e c h n i q u e s  w h ic h  

h a v e  b e e n  d e s c r i b e d  e l s e w h e r e [ 5 , 6 ] a n d  w i l l  o n l y  b e  s k e t c h e d  h e r e .  A s a 

m e a s u r e  o f  th e  am ou n t o f  e q u ip m e n t  w e may c o n s i d e r  e i t h e r  t h e  n u m b er  o f  

g a t e s  o r  t h e  n u m b e r  o f  g a t e  i n p u t s ;  i t  i s  e a s i l y  s e e n ,  h o w e v e r ,  t h a t  t h e  

b o u n d s  w e w o u ld  o b t a i n  f o r  t h e s e  tw o  m e a s u r e s  h a v e  t h e  sam e r a t e  o f  g r o w t h  

a s  a f u n c t i o n  o f  |e |. R e f e r r i n g  t o  a n y  o f  t h e  a l g o r i t h m  p a i r s  a s s o c i a t e d  

w i t h  Lemmas 2 ,  3 ,  a n d  4 ,  w e a ssu m e  i n d u c t i v e l y  t h a t ,  f o r  a  g i v e n  i n t e g e r  n
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I I  i i £
and  IE| < n ,  t h e  e q u ip m e n t  r e q u i r e d  t o  r e a l i z e  E i s  a t  m o s t  k 11E| o r  

k 2 1E|^y d e p e n d in g  upon  w h e t h e r  E i s  r e s t r u c t u r e d  a s  o n e  o r  a s  tw o  e x p r e s s i o n s ,  

w i t h  c o n s t a n t s  k i  > 0 ,  k 2 > 0 ,  £ > 1 .  We t h e n  t a k e  |e | = n ,  a n d ,  f o r  e a c h  

o f  t h e  r e s t r u c t u r i n g  f o r m s  p r e s e n t e d  i n  t h e  a l g o r i t h m s ,  w e o b t a i n  an 

i n e q u a l i t y  i n v o l v i n g  k j ,  k 2 , a n d  £ .  F o r  e x a m p le ,  i f  E i s  r e s t r u c t u r e d  as  

A iA 'iB C ’ C" +  A2 +  A2' ( S t e p  3 o f  t h e  a l g o r i t h m  f o r  P I  i n  Lemma 2 )  w e h a v e  

t h e  i n e q u a l i t y

k 2 | A i| C +  k 2 |A2 |^ +  k ! |B|C +  k 2 |c|^  < k i| E | ^

w h e r e  t h e  l e f t  s i d e  m u st  b e  m a x im iz e d  i n  t h e  d o m a in  o f  | A j  | , | A2 1 , |b |, an d  

1Cj , t r e a t e d  a s  r e a l  v a r i a b l e s .  T h e e x p o n e n t  £ may t h e n  b e  c h o s e n  a s  t h e  l e a s t  

o n e  f o r  w h ic h  a l l  t h e  i n e q u a l i t i e s  p r o d u c e d  b y  an a l g o r i t h m  p a i r  a r e  

s a t i s f i e d .  F o r  e x a m p le ,  f o r  t h e  c a s e  o f  Z > 5 ,  an  u p p e r - b o u n d  t o  t h e  

a m ou n t o f  e q u ip m e n t  i s  0 (|e ( 1,55) ,

I n  g e n e r a l ,  s i n c e  i n  a l l  c a s e s  s e p a r a t e  s u b n e t w o r k s  a p p e a r  t o  b e  

n e c e s s a r y  f o r  r e a l i z i n g  A i a n d  A2 ., t h e  r e s u l t i n g  o v e r l a p  y i e l d s  a  b o u n d  

i n  t h e  e q u ip m e n t  w h ic h  i s  s u p e r l i n e a r :  i n  |e |. I n  t h e  n e x t  s e c t i o n  w e 

s h a l l  p r e s e n t  a  d e s i g n  a l g o r i t h m  w h ic h  y i e l d s  n e t w o r k s  w h o s e  e q u ip m e n t  

i s  g u a r a n t e e d  t o  b e  0 (|e |), b u t  w h o s e  d e l a y  i s  g r e a t e r  th a n  t h a t  f o r  t h e

u n r e s t r i c t e d  c a s e
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3 . A d e s ig n  m eth od  y i e l d i n g  equ ipm en t 0 (\e \)

L e t  E b e  a  b o o l e a n  e x p r e s s i o n ,  a n d  l e t  d j  (E )  d e n o t e  t h e  m inim um  d e p t h  

o f  a n y  c o m b i n a t i o n a l  n e t w o r k  w i t h  tw o o u t p u t s  E* a n d  E " , s o  t h a t  ( E 1 +  E " )  

i s  e q u i v a l e n t  t o  E , a n d  w i t h  n o  m o re  t h a n  6 |E| -  6 g a t e  i n p u t s .  S im i l a r l y ,  

l e t  d2 (E ) d e n o t e  t h e  m in im um  d e p th  o f  any  n e tw o r k  w i t h  tw o  o u t p u t s  E* and  

E * * ,  s o  t h a t  E * • E * *  i s  e q u i v a l e n t  t o  E , an d  w i t h  n o  m o re  th a n  6 |E| -  6

g a t e  i n p u t s .  We th e n  d e f i n e  12(E ) 4  m a x ( d i ( E ) , ¿ 2 ( E ) ) .

I n  an a n a lo g o u s  m a n n e r , l e t  G b e  a b o o l e a n  e x p r e s s i o n  w i t h  a  f r e e  

v a r i a b l e  x  s o  t h a t  w e m ay r e s t r u c t u r e  G i n t o  t h e  f o r m  G jx  +  G2 . T h e n  d e f i n e  

x (G )  as t h e  m inim um  n u m b e r  s u c h  t h a t  a  n e t w o r k  c a n  b e  c o n s t r u c t e d  w h ic h  

s i m u l t a n e o u s l y  r e a l i z e s  t h e  f u n c t i o n s  G j a n d  G2 u s i n g  n o  m o re  th a n  

t (G) -  1 a n d  t (G) l e v e l s ,  r e s p e c t i v e l y ,  a n d  w i t h  n o  m o re  th a n  6 |G| -  6 

g a t e  i n p u t s .

We c a n  now  p r o v e  t h e  f o l l o w i n g  lem m a:

Lemma 5 .  L e t  E a n d  G b e  b o o l e a n  e x p r e s s i o n s  a n d  l e t  G c o n t a i n  a 

f r e e  v a r i a b l e  x .  T h en  f o r  f a n - i n  i  = 3 w e h a v e

( i )  12 (E ) < m a x (2 1o g 2 |E| -  1 , 0 )

( i i )  t (G) <: 2 l o g 2 |g | + 1 .

P r o o f :  P r o p o s i t i o n s  ( i )  a n d  ( i i )  a r e  s e e n  t o  h o l d  w hen  |E| < 4

and  |G| < 4 .  We f o r m u l a t e  t h e  f o l l o w i n g  i n d u c t i v e  h y p o t h e s e s ,  s t a r t i n g  w i t h

n  = 4 .
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P I . I f  |E| < n ,  t h e n  t 2 (E ) m ax (2 l ° g 2 1E| •-  1 , 0 ) .

P2 . I f  |G| < n ,  th e n  x (G )  < 2 l o g 2 |g | + 1 .

T o  e x t e n d  P I  t o  |E| = n ,  w e s h a l l  a ssum e  t h a t  E i s  r e a l i z e d  a s  E ' +  E " 

and  l e a v e  f r e e  t h e  d e s i g n a t i o n  o f  w h ic h  o p e r a t i o n  i s  We s h a l l  t h e n  u s e

t h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m :

S te p  1 . U s in g  Lemma 1 ,  d e c o m p o s e  E a s  A o (b 0 C) w i t h  |B 0 C| > n / 2 ,

IB| < |C| < n / 2 .

A s s e r t i o n :  |A.| = |e | -  |B 0 C| < n / 2 .  T h e e x p r e s s i o n  A c a n  t 3 

b e  r e s t r u c t u r e d  a s  A }X  +  A2 . T h e n , b y  P 2 , x (A )  < 2 l o g  n -  1 .

A l s o  | B | < | C| < n / 2  i m p l y ,  b y  P I ,  t 2 (B ) , t 2 (C )  < 2 l o g 2n -  3 .

S te p  2 .  I f  |B| < n ( t / 2 ) - 3 , w r i t e  B = B ’ B " ,  C = C ' 0 C " ,  a nd  s e t  

E ' «- AiCCB* B " )  0 C ’ 0 C " )  , E " «- A2 ; h a l t .

A s s e r t i o n :  | B | < n ( / 2 ) -3  i m p l i e s ,  b y  P I ,  t 2 (B )  < 2 l o g 2n  -  4 .  S i n c e

t 2 (C )  < 2 l o g 2n  -  3 ,  ( B ’ B " )  0 C* 0 C " h a s  d e p th  n o  m ore  th a n  2 l o g 2n  -  2 ,  

s o  t h a t  E ’ h a s  d e p th  n o  m ore  th a n  2 l o g 2n  -  1 ;  a l s o ,  t h e  d e p th  o f  E " i s  

a t  m o s t  2 l o g 2n  -  1 .  L e t  Q ( E ' , E " )  b e  t h e  n u m b e r  o f  g a t e  i n p u t s  o f  t h e  

n e t w o r k  r e a l i z i n g  E ' a n d  E " ,  w i t h  a n a lo g o u s  d e f i n i t i o n s  o f  Q (B ’ , B " ) ,  

Q ( C ' , C " ) ,  a n d  Q ( A i ,A ^ ) . .  S in c e  a t  m o s t  7 g a t e  i n p u t s  a r e  r e q u i r e d  t o  

c om b in e  A j , A 2 , B ’ , B " , C ’ , a n d  C " i n t o  E ' a n d  E " , a n d  b y  t h e  i n d u c t i v e



20

a s s u m p t io n s  P I  and  P 2 ,  Q(Ai ,A2)  ̂ 6 1 A| -  6 , Q ( B ' , B " )  < 6 1BI -  6 , a n d  

Q (C ’ ,C " )  ^ 6 1 CI -  6 , w e h a v e

Q (E ’ ,E " )  = Q (A 2 ,A 2 ) +  Q (B ’ ,B M) +  Q (C * ,C M) +  7

< 6 1 A| -  6 +  6 1B| -  6 +  6 1C| -  6 +  7 =  6 (|a | +  |B| +  | c| ) - 1 8 + 7

= 6 |E|  -  11 < 6 |E|  -  6.

I n  o r d e r  t o  a b b r e v i a t e  s u b s e q u e n t  a n a lo g o u s  a r g u m e n t s ,  we n o t i c e  t h a t  a l l

t h a t  i s  n e e d e d  t o  p r o v e  t h e  u p p e r -b o u n d  on  t h e  n u m b e r  o f  g a t e  i n p u t s

i s  t h a t  n o  m o re  th a n  12 g a t e  i n p u t s  a r e  u s e d  i n  t h e  r e s t r u c t u r i n g  c o m b i n a t i o n .

S te p  3 .  ( |B| > n ( ^ 2 ) “ 3) .  W r i t e  B = B 'B " ,  a n d  C = C ’ C " a n d  s e t

E "  «- A2 . I f  9 i s  " + "  s e t  E ' ^  A i C ’ C " +  A ] B ’ B M, e l s e  s e t  

E ’ +  ( A jC * C " ) B ’ B " ; h a l t .

A s s e r t i o n :  [B j > n ( / 2 ) ” 3 i m p l i e s  | Gj 2 n ( / 2 ) “ 3 , w h e n c e  | Ai = |E| -

-  | B | -  | C| < n ( l  -  2 C ^ ) " 3) < n ( / 2 ) “ 3 . T h u s ,  b y  P 2 ,  t  (A  )  < 2 l o g 2 n -  2 .

I t  f o l l o w s  t h a t  A jC 'C "  a n d  A ] B 'B M b o t h  h a v e  d e p t h  a t  m o s t  2 l o g 2 n -  2 ;  

s i m i l a r l y  ( A i C ’ C '^ B ’ B "  h a s  d e p t h  a t  m o s t  2 l o g 2 n -  1 , w h e n c e  i n  a l l  c a s e s  

E ' h a s  d e p t h  a t  m o s t  2 l o g 2n -  1 .  We a l s o  n o t e  t h a t  EM = A2 h a s  d e p t h  a t  

m o s t  2 l o g 2 n  -  2 , an d  t h a t  a t  m o s t  8 g a t e  i n p u t s  a r e  n e e d e d  f o r  t h e  

r e s t r u c u r i n g  c o m b i n a t i o n ,  th u s  c o m p l e t i n g  t h e  e x t e n s i o n  o f  P I .

To e x t e n d  P2 t o  |g | = n  we n e e d  a s im p l e  lemma on  b i n a r y  t r e e s ,  a l s o  

du e  t o  B r e n t  [ 4 ] ,  w h ic h  we s t a t e  w i t h o u t  p r o o f :
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L e t  G b e  a  b o o l e a n  e x p r e s s i o n  w i t h  a  f r e e  v a r i a b l e  

x  a n d  l e t  q b e  a r e a l  n u m b er  i n  t h e  r a n g e  1 < q , <  |G|t T h en  G ca n  b e  

a l g o r i t h m i c a l l y  e x p r e s s e d  a s  A <> (B 0 C) s o  t h a t  |b 0> c| > q ,  C c o n t a i n s  

t h e  f r e e  v a r i a b l e  x  a n d  j C| < q .

We ca n  now  c o n s t r u c t i v e l y  e x t e n d  P 2 .

S tep  1 . U s in g  Lemma 6 , d e c o m p o s e  G a s  A ° (B 0 C) w i t h  |b 0 c| > n / 2 ,  

x  i n  C , a n d  |c| < n / 2 .

A s s e r t i o n :  |A| = |g | -  ¡B 0 c| < n / 2 .  T h u s ,  b y  P 2 ,  x (A  ) < 2 l o g 2n -  1 .

R e s t r u c t u r i n g  C a s  C^x +  C2 > b y  h y p o t h e s i s  P2 we a l s o  h a v e  

x (C )  < 2  l o g 2n -  1 .  H ow e v e r ,  w e can  o n l y  b o u n d  ( B| a s  |b | < n ,  w h e n c e ,  b y  

P I ,  12 (B )  < 2 l o g 2n  -  1 .

S te p  2 .  I f  0 i s  " + " ,  w r i t e  B a s  B ’ B " ,  s e t  G } <- A } C i ,  G2 A 1C2 +  

A i B 'B "  +  A2 ; h a l t .

A s s e r t i o n :  S in c e  b o t h  A i a n d  C i h a v e  d e p t h  a t  m o s t  2 l o g 2n -  2 ,  G j h a s

d e p t h  a t  m o s t  2 l o g 2n -  1 .  As t o  G2 , e a c h  o f  t h e  t h r e e  t e r m s  i n  i t s  

e x p r e s s i o n  h a s  d e p t h  a t  m o s t  2 l o g 2n ,  w h e n c e  G2 h a s  d e p t h  2 l o g 2n  +  1 .

S in c e  o n l y  10 g a t e  i n p u t s  a r e  n e e d e d  b y  t h e  r e s t r u c t u r i n g  c o m b in a t i o n  

we h a v e  x (G )  < 2 l o g 2n  +  1 .
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S te p  3. ( 0  i s  I f  j B ! < n ( / I) ~ 1 , w r i t e  B = B ’ B " and  s e t

Gi «- ( A i C ^ B 'B " ,  G2 «- A 1C2 ( B 'B " )  +  A2 ; h a l t .

A s s e r t i o n :  | BI < nCv^ ) “ 1 i m p l i e s ,  b y  P I ,  t 2 (B ) < 2 l o g 2n  -  2 .  S i n c e ,  b y

th e  a s s e r t i o n  on  S te p  2 ,  A^C ] h a s  d e p t h  n o  m o re  th a n  2 l o g 2 n  -  1 ,  G^ 

h a s  d e p t h  b o u n d e d  b y  2 l o g 2n .  We a l s o  r e c o g n i z e  t h a t  G2 h a s  d e p t h  a t  

m o s t  2 l o g 2 n +  1 , a n d  s i n c e  e x a c t l y  12 g a t e  i n p u t s  a r e  u s e d  f o r  t h e  

r e s t r u c t u r i n g  c o m b i n a t i o n ,  w e c o n c l u d e  t h a t  x (G )  < 2 l o g 2n  +  1 .

S te p  4 . ( 0  i s  |B| > n ( / 2 ) “ 1 ) .  W r i t e  B = B 'B "  a n d  s e t

Gi +  ( A i C i ) B ’ B " , G2 ^  ( A 1C2 ) B , B " +  A2 ; h a l t .

A s s e r t i o n :  |b | > n ( / 2 ) _1 i m p l i e s  |c| < |g | -  |b | < n ( l  -  ( v ^ ) “ 1) < n ( / 2) “ 3 ,

i . e . , b y  P 2 ,  t (C) < 2 l o g 2n  -  2 .  F rom  t h i s  a n d  t (A) < 2 l o g 2 n -  1 ,  

t 2 (B )  < 2 l o g 2 n -  1 w e c o n c l u d e  t h a t  G j a n d  G2 h a v e  d e p t h  a t  m o s t  

2 l o g 2 n a n d  2 l o g 2n  +  1 ,  r e s p e c t i v e l y .  S i n c e  12  g a t e  i n p u t s  a r e  u s e d  f o r  

t h e  r e s t r u c t u r i n g  c o m b i n a t i o n ,  we h a v e  p r o v e d  t (G) < 2 l o g  n  +  1 ,  t h e r e b y  

c o m p l e t i n g  t h e  e x t e n s i o n  o f  P2 a n d  t h e  p r o o f  o f  t h e  lem m a.|

We now  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m :

Theorem  2 . a  b o o l e a n  e x p r e s s i o n  E ca n  b e  r e a l i z e d  

b y  a n e t w o r k  h a v i n g  a t  m o s t  2 l o g 2 |E| l e v e l s  an d  6 |E| -  6 g a t e  i n p u t s ,  an d  

u s i n g  a f a n - i n  o f  a t  m o s t  3 .
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P r o o f :  S i n c e ,  b y  t h e  e x t e n s i o n  o f  P I  i n  Lemma 5 ,

12 (E ) < 2 l o g 2 IEI -  1 , a n d  o n e  m o re  l e v e l  i s  n e e d e d  t o  r e a l i z e  t h e  

e x p r e s s i o n  i n  E ’ +  E " , t h e  t h e o r e m  f o l l o w s . | |

A r e l a t e d  r e s u l t s  w a s  o b t a i n e d  b y  B r e n t  [ 9 ] ,  w h o s h o w e d  t h a t  

f o r  f a n - i n  o f  2 t h e  c o e f f i c i e n t  o f  l o g 2 |E| n e e d  n o t  b e  l a r g e r  

th a n  3 i f  e q u ip m e n t  l i n e a r  i n  |e | i s  d e s i r e d .  T h u s , a  s i z a b l e  

p e n a l t y  i n  d e p t h  a p p e a r s  t o  b e  n e c e s s a r y  w h en  t h e  f a n - i n  r e s t r i c t i o n  

i s  t i g h t e n e d .  An i n t e r e s t i n g  o p e n  q u e s t i o n  i s  w h e t h e r  b y  r e l a x i n g  

t h e  f a n - i n  r e s t r i c t i o n  t o  4 ,  5 ,  o r  m o re  i t  i s  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  a 

c o e f f i c i e n t  s i g n i f i c a n t l y  l o w e r  th a n  2 w h i l e  m a i n t a i n i n g  e q u ip m e n t  

l i n e a r  i n  IE I .
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