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❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬✺❪✳

DZ TZ QZ

HF

MP2

CISD/CCSD

basis (N)

method (y)

❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❆ ✸❉ ❝❤❛rt ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡♠✐str✐❡s

❘❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ♦♥
t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ❜✉t t❤❡② ❝❛♥ ❛❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

H =
∑

i

ĥ (i) +
1

2

∑

i 6=j

ĝ (i, j) + VNN , ✭✶✮

✇❤❡r❡ VNN ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡♣✉❧s✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛♠♣❡❞ ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ ♣r❡s❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡

♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤♦✉t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ĥ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ĝ✱ ✇❤✐❝❤
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦❞❛② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✈❡r ✐♥t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❞♦♠❛✐♥✱
❛❧❜❡✐t ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❞❛♣t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❛ t❤✐r❞ ❛①✐s ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡♠✐str✐❡s ❬✻❪✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♦❢
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ✐s ♦❢t❡♥ ♠✉❞❞❧❡❞ ✐♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ✇❤❡r❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❉✐r❛❝✲❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛
♠❡t❤♦❞✱ ✇❤❡r❡❛s ✐t r❡❢❡rs t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❚❤❡ s❤♦rt❡♥❡❞ ❢♦r♠ ❉✐r❛❝✲❋♦❝❦ ✐s
✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✉♥❢❛✐r ❜❡❝❛✉s❡ ❇❡rt❤❛ ❙✇✐r❧❡s ♠❛❞❡ t❤❡ ✜rst ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ t❤❡♦r②
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s✉❣❣❡st✐♦♥ ❜② ❉♦✉❣❧❛s ❍❛rtr❡❡ ❬✼❪✳
❆ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❛❧♦♥❣ t❤✐s ❛①✐s ✐s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ♦♣❡r✲

❛t♦r✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❛ s❝❛❧❛r ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❢✉❧❧② r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❉✐r❛❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
✐s ❛ 4 × 4 ♠❛tr✐① ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭♦r❜✐t❛❧s✮ ✐s
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❝❧✉❞❡s s♣✐♥ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡s t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✿ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞
✐ts ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡♥t❛♥❣❧❡❞ ❡①✐st❡♥❝❡✳
■♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝❛❧❛r ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❛♥❞ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐tr♦♥✐❝ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢r♦③❡♥✳ ❲❤❡r❡❛s s❝❛❧❛r



✸

r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡✛❡❝ts ♠❛② ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♥♦ ❡①tr❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥✲♦r❜✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛t ❧❡❛st ❛ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❜② ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ r❡❛❧ t♦ ❝♦♠♣❧❡① ❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr②✳ ❋✉❧❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❛t t❤❡ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧❡✈❡❧✱ ❛s
✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ■■❈✱ ❜✉t ❢♦r♠❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❜② ❛♥♦t❤❡r ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ■t ✐s✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ str❡ss t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ✐s ❛ ♣r❡❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤✉s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ s②st❡♠ s✐③❡✳
■♥ t❤❡ ♣❛st ❢❡✇ ②❡❛rs t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡①❝✐t❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✭r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✮ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ❞✉❡

t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡①❛❝t ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✭❳✷❈✮ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇❤✐❝❤ r❡♣r♦❞✉❝❡s ❡①❛❝t❧② t❤❡
♣♦s✐t✐✈❡✲❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❘❡❝❡♥t❧② ❲❡♥❥✐❛♥ ▲✐✉✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ♣❧❛②❡rs ✐♥
t❤❡ ✜❡❧❞✱ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇ ♦♥ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❬✽❪✳ ❚❤❡ r❡✈✐❡✇ ✐s r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞
❢✉❧❧ ♦❢ ✐♥s✐❣❤t✱ ❜✉t ❛❧s♦ q✉✐t❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❛s✐❧② ❣✐✈❡s t❤❡ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳✷❈ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❤❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ♠❡ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠✐♥✐✲r❡✈✐❡✇ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠♦r❡ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② t❡①t✳ ❙✐♥❝❡ ■
str♦♥❣❧② ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❛❞❞ s♦♠❡ ✢❡s❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❤②s✐❝s t♦ t❤❡ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ■
st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s✳ ■ ❛❧s♦ ❤♦♣❡ t♦ ❝❧❡❛r ✉♣ s♦♠❡ ♠✐s✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❛♥❞ s❤❛r❡ s♦♠❡ ✐♥s✐❣❤t ❣❛✐♥❡❞ ♦✈❡r ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇❡♥t② ②❡❛rs ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■
✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s✿ ✐✮ t❤❡ P❛✉❧✐ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❜❡❝❛✉s❡
✐ts ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② tr❛♥s♣❛r❡♥t✱ ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ ❩❡r♦t❤✲❖r❞❡r ❘❡❣✉❧❛r ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❩❖❘❆✮ ❛♥❞
❉♦✉❣❧❛s✲❑r♦❧❧✲❍❡ss ✭❉❑❍✮ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞✳ ■ t❤❡♥ t✉r♥ t♦ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳✷❈
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ✇❤❡r❡ ■ ✇✐❧❧ str❡ss t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ✐ts ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■ ❤♦♣❡ t♦ ❝♦♥✈✐♥❝❡ t❤❡ r❡❛❞❡r ♦❢ t❤✐s ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
✐♥ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♦♥❡✲st❡♣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳✷❈ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ▼✐r♦s❧❛✈ ■❧✐❛➨ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❛❝ ❝♦❞❡
❬✾❪ ❛♥❞ r❡❝❡♥t❧② r❡✲✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♠♦r❡ ♠♦❞✉❧❛r ❢♦r♠ ❜② ❙t❡❢❛♥ ❑♥❡❝❤t✳ ■t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❢♦r❣♦tt❡♥ t❤❛t t❤❡ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦♠❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛r❡♥t ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❛♥❞ s♦
t❤❡ ♣r♦♣❡r ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣r♦♣❡rt② ♦♣❡r❛t♦rs ♠❡r✐ts s❡♣❛r❛t❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳ ◆❡①t✱
■ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡
❜❛s✐s s❡t✱ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✇❤❛t
❤❛s ❜❡❡♥ ❣❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳✷❈ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✇❤❛t ❛r❡ ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ■ ✇✐❧❧
❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ❛ ♣❡rs♦♥❛❧ ♦✉t❧♦♦❦ ♦♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦❢ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❛♥❞ ♦❢ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ q✉❛♥t✉♠
❝❤❡♠✐str② ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ ♣r✐♠❡r ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ✇✐❧❧✐♥❣❧② ❜r✐❡❢ ❛♥❞ ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ s❝♦♣❡✳ ■ ❤♦♣❡ t♦ ❧❡❛✈❡ s✉✣❝✐❡♥t

r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤✐s ❢❛s❝✐♥❛t✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❤❡♠✐str②✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ ❛❧s♦ s♦♠❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t t❡①t❜♦♦❦s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ■ ✇♦✉❧❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞ t❤❡ ❜♦♦❦ ❜② ❑❡♥♥❡t❤
❉②❛❧❧ ❛♥❞ ❑♥✉t ❋æ❣r✐ ❬✶✵❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜♦♦❦ ❜② ▼❛r❦✉s ❘❡✐❤❡r ❛♥❞ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❲♦❧❢ ❬✶✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t♦ s♦♠❡
❡①t❡♥t ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✳ P❡t❡r ❙❝❤✇❡r❞t❢❡❣❡r ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❡❞✐t❡❞ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s
❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ t❤❡♦r② ❬✶✷✱ ✶✸❪✳ ■ ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡❝♦♠♠❡♥❞ s✐♠✐❧❛r ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥s ❜② ▼✳
❇❛r②s③ ❛♥❞ ❨✳ ■s❤✐❦❛✇❛ ❬✶✹❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❯✳ ❑❛❧❞♦r ❛♥❞ ❙✳ ❲✐❧s♦♥ ❬✶✺❪✳ ❆ ❝❧❡❛r ♦♠✐ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠✐♥✐✲r❡✈✐❡✇ ❛r❡
r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣s❡✉❞♦♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡①❝❡❧❧❡♥t r❡✈✐❡✇s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❬✶✻✕✶✾❪✳
❯♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ st❛t❡❞ ■ ❡♠♣❧♦② ❙■✲❜❛s❡❞ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐ts ❬✷✵❪ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

■■✳ ✹✲❈❖▼P❖◆❊◆❚ ❍❆▼■▲❚❖◆■❆◆❙

❆✳ ❖♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛rt

❲❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡

E2 = m2c4 + c2p2 ✭✷✮

✇❤❡r❡ m ✐s ♠❛ss✱ c t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ❛♥❞ p ❧✐♥❡❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ❢❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s✐❣♥

E = ±
√
m2c4 + c2p2; ⇒ E ∈

〈
−∞,−mc2

]
∪
[
+mc2,∞

〉
✭✸✮

s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② E ❧✐❡ ✐♥ t✇♦ ❜❛♥❞s ♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❤✉❣❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ♦❢
2mc2✳ ■♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✇❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧② ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❜r❛♥❝❤ ❛s ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛♥
♦♥❧② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤✐s ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✇❤❡r❡ q✉❛♥t✉♠ ❧❡❛♣s ✐♥
❡♥❡r❣② ❛r❡✱ ❛s t❤❡ ♥❛♠❡ ✐♠♣❧✐❡s✱ ♣♦ss✐❜❧❡✳
❚❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡♥❡r❣② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r❡s❡♠❜❧❡ ✐ts ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt

ENR =
p2

2m
✭✹✮



✹

❛t ❛❧❧✱ ❜✉t t❤❡ t✇♦ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡✲❡♥❡r❣② ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r

E = mc2

√
1 +

p2

m2c2
= mc2︸︷︷︸

r❡st ♠❛ss

+
p2

2m
− p4

8m3c2
+ . . .

︸ ︷︷ ︸
❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②

✭✺✮

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s t❤❡ r❡st ♠❛ss✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✇❤❡r❡❛s ❢✉rt❤❡r
t❡r♠s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❣♦ t♦ ③❡r♦ ❛s c → ∞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❜s♦❧✉t❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡✱ ✇❡
❝❛♥ ❛❧✐❣♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s❝❛❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♦♥❡ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ r❡st ♠❛ss E → E+ = E −mc2✳ ❋♦r
♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣② s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ✜♥✐t❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥
t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t ✐s E → E− = E +mc2✳

❚❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡♥❡r❣② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✮ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿ ❲❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞
♠♦♠❡♥t✉♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ E → i ∂

∂t ❛♥❞ ✐♥s❡rt ❛ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❢r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡ ✐s q✉✐t❡ ❛ ❜✐t ♠♦r❡
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ✇❛s ♥♦t ❤❛♥❞❧❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉♥t✐❧ ❉✐r❛❝ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✮ ❬✷✶✱ ✷✷❪✳
❍❡r❡ s❤♦✇ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ✈❛♥ ❲❛❡r❞❡♥ ❬✷✸❪✳ ■t ✐s ❛ ✉s❡❢✉❧ ❡①❡r❝✐s❡ s✐♥❝❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ✐❞❡♥t✐t②

(σ ·A) (σ ·B) = A ·B+ iσ · (A×B) . ✭✻✮

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ P❛✉❧✐ s♣✐♥ ♠❛tr✐❝❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r σ✳ ❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s

(σ · p̂) (σ · p̂) = p2 ✭✼✮

s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t s♣✐♥ ♠❛② ❜❡ ✏❤✐❞❞❡♥✑ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❧② ❝♦♠❡s ✐♥t♦ ♣❧❛② ✇❤❡♥ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞r♦♣ t❤❡ ❤❛ts ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs✳

❆ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t♦ r❡✲❛rr❛♥❣❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡♥❡r❣② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✮ ❛♥❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠
q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡

(
− 1

c2
∂2

∂t2
− p2

)
φ1 =

[
i

c

∂

∂t
+ (σ · p)

] [
i

c

∂

∂t
− (σ · p)

]
φ1

︸ ︷︷ ︸
mcφ2

= (mc)2φ1. ✭✽✮

❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✮✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✭✼✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ φ1 ✐s ❛ t✇♦✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❡❝t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ♥❡①t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ2 t♦ ♦❜t❛✐♥ t✇♦ ❝♦✉♣❧❡❞
❡q✉❛t✐♦♥s

[
i
c

∂
∂t − (σ · p)

]
φ1 = mcφ2 (a)[

i
c

∂
∂t + (σ · p)

]
φ2 = mcφ1 (b)

. ✭✾✮

❆s ❛ t❤✐r❞ st❡♣ ✇❡ t❛❦❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

i
c

∂
∂t [φ1 + φ2]− (σ · p) [φ1 − φ2] = mc [φ1 + φ2] (a+ b)

− i
c

∂
∂t [φ1 − φ2] + (σ · p) [φ1 + φ2] = mc [φ1 − φ2] (b− a)

✭✶✵✮

❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ψL ❛♥❞ s♠❛❧❧ ψS ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

ψL = [φ1 + φ2] ; ψS = [φ1 − φ2] . ✭✶✶✮

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝❛st ♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠
[

i
c

∂
∂t − (σ · p)

(σ · p) − i
c

∂
∂t

] [
ψL

ψS

]
= mc

[
ψL

ψS

]
, ✭✶✷✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥

[
βmc2 + c (α · p)

]
ψ = i

∂

∂t
ψ; ψ =

[
ψL

ψS

]
✭✶✸✮

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② βc ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❉✐r❛❝ ♠❛tr✐❝❡s

α =

[
02 σ

σ 02

]
, β =

[
I2 02
02 −I2

]
. ✭✶✹✮



✺

❆s ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡ ✇❡ ♠❛② s❡♣❛r❛t❡ ♦✛ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛rt t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ t✐♠❡✲
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r♠✱ ❛❧❜❡✐t s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡✳

❚❤❡ ❢r❡❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛❞♠✐tt❡❞❧② ♥♦t ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❝❤❡♠✐str② ❛♥❞ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❬✷✹❪

p → p− qA; E → E − qφ ✭✶✺✮

✇❤❡r❡ ❛♣♣❡❛rs ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❤❛r❣❡ q✳ ❚❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❜♦t❤ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s✱ ❤❛✈✐♥❣ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❤❛r❣❡✳
❆s ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s ❝❤❡♠✐str② ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ s❡t q = −e✱ ✇❤❡r❡ e ✐s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝❤❛r❣❡✳ ◆♦t❡✱
❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♦❢ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛r❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝✳ ❚❤❡ ♣♦s✐tr♦♥✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
♦♥❡s t❤r♦✉❣❤ ❝❤❛r❣❡ ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❡ s❤❛❧❧ ✐♥✈♦❦❡ t❤❡
❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ✭❝❧❛♠♣❡❞ ♥✉❝❧❡✐✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❧✐♠✐t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ♥✉❝❧❡❛r ❝❤❛r❣❡✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣
t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ V = −eφnuc✱ ✇❤❡r❡ φnuc ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❝❧❛♠♣❡❞ ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ✐s
♠✉❝❤ ✇❡❛❦❡r ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❜② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ◆▼❘ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②
❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✜❡❧❞

hDψ = E+ψ; hD = β′mc2 + c (α · p) + V =

[
V c (σ · p)

c (σ · p) V − 2mc2

]
; β′ = β − I4 ✭✶✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♦♥❡✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳

❚❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭✶✺✮ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❞♦♠❛✐♥✱ ❜✉t ✐t ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ✜❡❧❞s ❬✺✱ ✷✺❪✳ ◆♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ t❤❡♦r②
✐s ♥♦t❛❜❧② ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❢♦r♠s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ s♣✐♥✲♦r❜✐t
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ s♣✐♥✲♦r❜✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❝❧❛♠♣❡❞ ♥✉❝❧❡✉s ♦❢ ❝❤❛r❣❡
+Ze✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❢r❛♠❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱
t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ✐s ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ φ ♦♥❧② ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ A ✐s ③❡r♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t
❛ ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❡❛rs✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ✐ts ♦✇♥ ❢r❛♠❡ s❡❡s ❜♦t❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥✳ ❙♣✐♥✲♦r❜✐t
❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥✳ ❆ s✉❜t❧❡
❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥✲♦r❜✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ♥♦t ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞
t❤✉s ❤❛s t♦ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ♣✉r❡ ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
✭❜♦♦sts✮ ✐s ♥♦t ❛ t❤✐r❞ ❜♦♦st✱ r❛t❤❡r ❛ ❜♦♦st ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ❬✷✻❪✱ s♦ t❤❛t t❤❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ ❜♦♦sts ✐♥❞✉❝❡s ❛
r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ t❤❡ ❚❤♦♠❛s ♣r❡❝❡ss✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ s♣✐♥✲♦r❜✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r t✇♦✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❇❛s✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ s♣✐♥✲♦r❜✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❝❧❛♠♣❡❞ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❝❧❛♠♣❡❞ ♥✉❝❧❡✐ t♦ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✳



✻

❇✳ ❚✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛rt

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ t❤❛t ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❢ ❛ ❝❧❛♠♣❡❞ ♥✉❝❧❡✉s ❜② t❤♦s❡ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ♠♦✈✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✱
t❛❦✐♥❣ ❝❛r❡ ♦❢ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❬✷✼❪✳ ■♥ ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛✉❣❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❝❛❧❛r
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s

φ(r1, t) =

ˆ

ρ(r2, t)

r12
dτ2; r12 = |r1 − r2| ✭✶✼✮

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ s❤♦✇s ✉♣ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧

A(r1, t) =
4π

c2

ˆ

j⊥(r2, tr)

r12
dτ2; tr = t− r12

c
, ✭✶✽✮

✇❤❡r❡ j⊥ ✐s t❤❡ s♦❧❡♥♦✐❞❛❧✱ ♦r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✲❢r❡❡✱ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ✭∇ · j⊥ = 0✮✱ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❛
♣✉r❡❧② s♦❧❡♥♦✐❞❛❧ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭A = A⊥✮ ✐♥ ❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛✉❣❡✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧
✇❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ r❡t❛r❞❡❞ t✐♠❡ tr✱ ❛♥❞ ♥♦t ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s t✐♠❡ t✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ s✐❣♥✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ s♣❡❡❞ ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ♥❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ r2 ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛t r❡t❛r❞❡❞ t✐♠❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s r❡q✉✐r❡❞
❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥♦ ❝❧♦s❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ✉s❡ ✐♥
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❘❛t❤❡r ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ st❛rt✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❈♦✉❧♦♠❜ t❡r♠ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❞♦♠❛✐♥

gC (1, 2) =
e2

r12
. ✭✶✾✮

❲❡ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❈♦✉❧♦♠❜ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛s
s✉❣❣❡st❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✶✽✮ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s ✐s t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t ♦♣❡♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣r♦❜❡ t❤✐s
❧✐♠✐t✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ t❤❡ s♣✐♥✲♦r❜✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
❧✐♠✐t✱ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❬✷✽✱ ✷✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t t❤❡♦r②✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡
t❤♦✉❣❤t ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ■❢ ✇❡ ♥♦✇ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐❧❧
✈❛♥✐s❤ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t ❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s②st❡♠✱ ❜✉t ♥♦t ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✳ ❆ ♠♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣r♦♣♦s❛❧ ✐s
t❤❛t ❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s r❡t❛r❞❛t✐♦♥ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t ❬✺✱ ✸✵❪✳ ❆ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❝❡rt❛✐♥❧② ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ ❜✉t t❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s
❛♥❞ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳
❲❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠❛♥♥❡r ❜② st❛rt✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❉❛r✇✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠♦✈✐♥❣ ❝❤❛r❣❡s❬✸✶❪

Eint = q1φ2 − q1v1 ·A2 ∼ q1q2

r12
− q1v1 · q2v2

2c2r12
− (q1v1 · r12) (q2v2 · r12)

2c2r312
. ✭✷✵✮

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ ❢❛r r✐❣❤t ✐s✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ t❡r♠✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✜♥❛❧ t✇♦ t❡r♠s ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r
♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠❡ ✐♥ t♦ ♦r❞❡r O

(
c−2

)
✳ ❋♦r q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✇❡ s❤❛❧❧ ♥❡❡❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✈❡❧♦❝✐t②

♦♣❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥

dr

dt
= −i [r, hD] = cα. ✭✷✶✮

❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ✐s q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ♦♣❡r❛t♦r p

m ❛♥❞ r❡✢❡❝ts ❩✐tt❡r❜❡✇❡❣✉♥❣
❬✸✷❪✱ ❛ ❤✐❣❤❧② ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ♠♦t✐♦♥ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❇r❡✐t t❡r♠

gB (1, 2) = −e2
{
cα1 · cα2

2c2r12
+

(cα1 · r12) (cα2 · r12)
2c2r312

}
✭✷✷✮

❜② t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ vi → cαi ✐♥ ✭✷✵✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❤♦✇ ❇r❡✐t ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ❤✐♠s❡❧❢ ❬✸✸❪✳ ❚❤❡
❇r❡✐t t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡✲❛rr❛♥❣❡❞ t♦ ❬✸✹❪

gB (1, 2) = gG (1, 2) + ggauge (1, 2) = −ecα1 · ecα2

c2r12
− (ecα1 ·∇1) (ecα2 ·∇2) r12

2c2
, ✭✷✸✮



✼

❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❇❛s✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ s♣✐♥✲♦r❜✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇s r❡♣r❡s❡♥ts ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❝❧❛♠♣❡❞ ♥✉❝❧❡✐✳

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ●❛✉♥t t❡r♠ ❬✸✺❪ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❝✉rr❡♥t✲❝✉rr❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡
❈♦✉❧♦♠❜ t❡r♠ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❝❤❛r❣❡✲❝❤❛r❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❇♦t❤ t❡r♠s ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ s♣✐♥✲♦r❜✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s♣✐♥✲♦r❜✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢

❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t♦ t✇♦ t❡r♠s✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ t❡r♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥✲♥✉❝❧❡✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥
❝♦♥tr✐❜✉t❡s ♦♥❧② ❛ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ✐ts ♦✇♥ ❢r❛♠❡✱ ❥✉st ❛s t❤❡ t❤❡ ❝❧❛♠♣❡❞ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥ t❤❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r ❢r❛♠❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❡❛rs✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t❤❡
●❛✉♥t ✭❇r❡✐t✮ t❡r♠✳ ❇♦t❤ t❤❡ s❝❛❧❛r ❛♥❞ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❇♦r♥✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r
❢r❛♠❡✱ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t❤❡ s♣✐♥✲s❛♠❡✲♦r❜✐t
✭❙❙❖✮ ❛♥❞ s♣✐♥✲♦t❤❡r✲♦r❜✐t ✭❙❖❖✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s♣✐♥✲♦t❤❡r✲♦r❜✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛r✐s❡s s♦❧❡❧② ❢r♦♠ t❤❡
●❛✉♥t t❡r♠ ❛♥❞ ♥♦t ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛✉❣❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠ ggauge (1, 2) ❬✸✻❪✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s♣✐♥✲
♦r❜✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡✐ ✐s ♦❢ t❤❡ s♣✐♥✲s❛♠❡✲♦r❜✐t t②♣❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ▲♦r❡♥t③
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❈♦✉❧♦♠❜ t❡r♠ t♦ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❢r❛♠❡ ❞♦❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t ❣✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s s❛t✐s❢②✐♥❣
❈♦✉❧♦♠❜ ❣❛✉❣❡✱ ❜✉t t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ♣r♦♣❡r ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❢r❛♠❡✳

❈✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

▼♦st ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉✐r❛❝✲❈♦✉❧♦♠❜ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❉✐r❛❝
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ hD ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✜❡❧❞ ✭✶✻✮ ✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✭✶✾✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
❧❛tt❡r ♦♣❡r❛t♦r ❤❛s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❞♦♠❛✐♥✱ ✐ts ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥t❡♥t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❛t
✐t ✐♥❝❧✉❞❡s s♣✐♥✲s❛♠❡ ♦r❜✐t ✭❙❙❖✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ■■ ❇✳ ❚❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✱ ❜✉t ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ♠♦st ❝❤❡♠✐❝❛❧
♣✉r♣♦s❡s ❬✸✼❪✳ ❋♦r ❛❝❝✉r❛t❡ st✉❞✐❡s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s♣❡❝tr❛ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡ ✐t ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s♣✐♥✲
♦t❤❡r ♦r❜✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ●❛✉♥t ✭❇r❡✐t✮ t❡r♠✳ ❚❤❡ ●❛✉♥t t❡r♠ ❛❧s♦ ❝❛rr✐❡s t❤❡ ❢✉❧❧ s♣✐♥✲s♣✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❣❛✉❣❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠ ggauge ✭✷✸✮ ♠✉st ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ♦r❜✐t✲♦r❜✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❬✸✻❪✳
❚❤❡ ✜rst ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉✐r❛❝✲❈♦✉❧♦♠❜ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛♥❞ ✉s✐♥❣

✜♥✐t❡ ❜❛s✐s s❡ts ❬✸✽✕✹✵❪ ✇❡r❡ ✢❛✇❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❡r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❬✹✶✕✹✹❪✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✜❡❧❞ ✭✶✻✮ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡

ψS = RψL; R(E) =
(
2mc2 − V + E+

)−1
c (σ · p) = 1

2mc
B(E) (σ · p) ; B(E) =

[
1 +

E+ − V

2mc2

]−1

. ✭✷✹✮

❋♦r ♣♦s✐t✐✈❡✲❡♥❡r❣② s♦❧✉t✐♦♥s t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢❛❝t♦r B(E) ✐s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✉♥✐t② O
(
c0
)
✱ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡

s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛ ❢❛❝t♦r c s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡✐r ♥❛♠❡✳ ❋♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣②



✽

s♦❧✉t✐♦♥s B(E) ❝❛♥ ❜❡ r❡✲❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

B(E) =
2mc2

E− − V
, ✭✷✺✮

❛♥❞ ✐s ♦❢ ♦r❞❡r O
(
c2
)
✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✇✐t❝❤✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣②

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭✷✹✮ ♦♥❡ r❛t❤❡r ❡♠♣❧♦②s ✐ts ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t

lim
c→∞

cψS =
1

2m
(σ · p)ψL. ✭✷✻✮

◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤✐s ❧✐♠✐t ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r |E+ − V | ≪ 2mc2 ✇❤✐❝❤ r❡str✐❝ts t❤❡ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡✲❡♥❡r❣②
❜r❛♥❝❤✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ E+ ∼ O

(
c0
)
✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ φnuc t♦ ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ♦♥❡s✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t

❝❤❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆ ❢✉rt❤❡r str♦♥❣ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉❝❧❡❛r ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛ ♣♦✐♥t ♥✉❝❧❡✉s ✐♥❞✉❝❡s ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ ❛♥❞ ♥♦t ❛ ❝✉s♣ ❛s ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐s ✇❡❛❦ ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ t❤❛t ✐t st✐❧❧ ❛❧❧♦✇s ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❜❛s✐s ✉s✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
❙❧❛t❡r✲ ♦r ●❛✉ss✐❛♥✲t②♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ s❡r✈❡s ❛s ❛ ✬❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡✬ ✐♥ ❜❛s✐s s❡t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ s❛t✉r❛t❡❞
❜② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉❝❧❡❛r ❝❤❛r❣❡ ♠♦❞❡❧✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ●❛✉ss✐❛♥✱
t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ❢❛✈♦r✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥✲t②♣❡ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬✹✺✕✹✼❪✳
❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✻✮ ❛t t❤❡ ❜❛s✐s s❡t ❧❡✈❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❜❛❧❛♥❝❡ ❬✹✽❪✱ s✐♥❝❡ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦rr❡❝t

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t✳ ■t ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤❛✈❡ s✉✣❝✐❡♥t
✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❬✹✾❪✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
❢❛❝t♦r B(E) ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❛❞✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ RS ♦❢ t❤❡ 1s1/2 ♦r❜✐t❛❧ ♦❢ t❤❡
♠❡r❝✉r② ❛t♦♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛t♦♠✐❝ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✭❡①❛❝t ❝♦✉♣❧✐♥❣✮ ♦r
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❛❞✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ RL ✉s✐♥❣ r❡str✐❝t❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❜❛❧❛♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ B(E)
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛s

B (ε1s) = 1 +
|ε1s|
2mc2

− eφnuc

2mc2
+ . . . ✭✷✼✮

✇❤❡r❡ ε1s ✐s t❤❡ 1s1/2 ♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❆ ✜♥✐t❡ ✭●❛✉ss✐❛♥✮ ♥✉❝❧❡✉s ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡
✐s ♥♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ φnuc ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❨❡t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛tt❛✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✈❛❧✉❡s ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞ t❤❡ B(E) ❢❛❝t♦r ✇✐❧❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❞❛♠♣❡♥ t❤❡ ❘❑❇ r❛❞✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡
✜❣✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❛r✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ 1s1/2 ♦r❜✐t❛❧ ✐s ✵✳✵✵✶✼ a0 ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t
t❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦❝❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❦✐♥❡t✐❝❛❧❧② ❜❛❧❛♥❝❡❞
❜❛s✐s ❢♦r ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛t♦♠ ✐t ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✇♦r❦ ✇❤❡♥ t❤✐s ❛t♦♠ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❬✺✵❪✳ ❊q✳ ✭✷✼✮ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ s✉❣❣❡sts
t❤❛t ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ φnuc✱ t❤❡ ❢❛❝t♦r B (ε1s) ✇✐❧❧ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✉♥✐t②✳
■♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❜❛s✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢r♦♠ ❦✐♥❡t✐❝ t♦ ❡①❛❝t

❜❛❧❛♥❝❡ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛s✐s s❡t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r (σ · p)✳ ■t ❤❛s t❤❡r❡❢♦r❡
❜❡❡♥ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❬✺✷✕✺✹❪ t❤❛t ✐♠♣♦s✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦

[
ψL

ψS

]
=

[
I2 02
02

1
2mc (σ · p)

] [
ψL

φL

]
✭✷✽✮

✇❤❡r❡ φL ✐s ❞❡♥♦t❡❞ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❧❛r❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥

[
V T
T W0 − T

] [
ψL

φL

]
=

[
I2 02
02

1
2mc2T

] [
ψL

φL

]
E; T =

p2

2m
; W0 =

1

4m2c2
(σ · p)V (σ · p) ✭✷✾✮

✇❛s ❧❛t❡r r❡✈✐✈❡❞ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② ❉②❛❧❧ ❬✺✸❪✱ ✇❤♦ ✉s❡❞ ✐t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s♣✐♥✲♦r❜✐t ❢r❡❡ ❢♦r♠
♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉✐r❛❝ ✐❞❡♥t✐t② ✭✻✮

(σ · p)V (σ · p) = pV · p+ iσ · (pV × p) ✭✸✵✮

❛♥❞ r❡♠♦✈❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✳ ■♥ ❛ q✉❛t❡r♥✐♦♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❬✺✺❪ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞❡❧❡t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢
t❤❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❱✐ss❝❤❡r ❛♥❞ ✈❛♥ ▲❡♥t❤❡ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s♣✐♥✲❢r❡❡ ❛♥❞ s♣✐♥✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠s ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡❬✺✻❪✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② tr✉❡✳ ●♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ✜❣✉r❡ ✷ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❢♦r t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥✲♦r❜✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ✐♥ t❤❡ r❡st
❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❢r❛♠❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤



✾

❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t 1s r❛❞✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡r❝✉r② ❛t♦♠ ✭✜♥✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥✉❝❧❡✉s✮ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✉s✐♥❣ ❡①❛❝t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦r r❡str✐❝t❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❘❛❞✐❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ 1s1/2 ❛♥❞ 2s1/2 ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡
✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❢♦r r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r❛s♣
❝♦❞❡ ❬✺✶❪✳

t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❢r❛♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ♣❛r❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s

♦♥❧② ✐♥✈❡rs❡ ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❜❧♦✇✐♥❣
✉♣✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♠❡tr✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

[
ψL

ψS

]
=

[
I2 02
02 I2c

−1

] [
ψL

ψ̃S

]
✭✸✶✮

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

[
V (σ · p)

(σ · p) −2m
(
1− V

2mc2

)
] [

ψL

ψ̃S

]
=

[
I2 02
02 c−2I2

] [
ψL

ψ̃S

]
E, ✭✸✷✮

❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ▲é✈②✲▲❡❜❧♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✺✼❪✳ ◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s
✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t E ≪ 2mc2 ❛♥❞ V ≪ 2mc2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② tr✉❡ ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡✲❡♥❡r❣② s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ♥✉❝❧❡✐✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✷✮ ✐s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ❞✐r❡❝t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✭❉P❚✮ ❬✷✽✱ ✺✽✕✻✵❪ ✇❤✐❝❤ ❤❛s r❡❝❡♥t❧②
❜❡❡♥ r❡✈✐✈❡❞ ❜② ❙t♦♣❦♦✇✐❝❤ ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs ❬✻✶✕✻✸❪✳
❚❤❡ ❉✐r❛❝✲❈♦✉❧♦♠❜ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❤❛s ♥♦ ❜♦✉♥❞ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❊①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛♥②✲❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ◆✲

♣❛rt✐❝❧❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦♥❡ ✜♥❞s t❤❛t ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ ❜♦✉♥❞ ♦r❜✐t❛❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥
✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦r❜✐t❛❧s ❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡✲ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣② ❝♦♥t✐♥✉✉♠✳ ❚❤❡s❡
❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ✇✐❧❧ ♠✐① ✐♥ ❛♥❞ ❝❛✉s❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥❬✻✹❪✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❇r♦✇♥✲❘❛✈❡♥❤❛❧❧ ❞✐s❡❛s❡✳ ■t ❝❛♥
❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤❡ ❉✐r❛❝✲❈♦✉❧♦♠❜ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs r❡♠♦✈✐♥❣ ❛♥② ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣② ♦r❜✐t❛❧s ❬✻✺❪✳ ❙✉❝❤ ❛ ♥♦✲♣❛✐r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s s✐♠♣❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥

Ĥ =
∑

pq

hpqa
†
paq +

1

2

∑

pqrs

gpqrsa
†
pa

†
rasaq ✭✸✸✮



✶✵

❛♥❞ r❡♠♦✈✐♥❣ ❛❧❧ ♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣② ♦r❜✐t❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥s✳ ❆ ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♠✉❝❤ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❜② ♣♦s✐t✐✈❡✲ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣② ♦r❜✐t❛❧s ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉❝❤ t❤❛t ♣r♦❥❡❝t♦rs ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝❛r❡❢✉❧❧② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞✳
❚❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❜❛s✐s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ◆✲♣❛rt✐❝❧❡ ❜❛s✐s ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ s♦♠❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥❡✲

❡❧❡❝tr♦♥ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s✱ ❥✉st ❛s t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✱
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦r❜✐t❛❧s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛r❡ ♥♦t s❡❧❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❆✉❢❜❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧s ♦❢ ❧♦✇❡st ❡♥❡r❣②✳ ❘❛t❤❡r ♦♥❡
st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦s✐t✐✈❡✲❡♥❡r❣② ♦r❜✐t❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❛❞✐❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣✱ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
2mc2✱ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣② s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✉s❡ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs
✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❈❋ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ▼✐tt❧❡♠❛♥ ❬✻✻❪✳ ■t ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❜② ❛
♠✐♥✲♠❛① ♣r✐♥❝✐♣❧❡❬✻✼✱ ✻✽❪✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦♣♦s❛❧ ❜② ❙✉❝❤❡r❬✻✺❪ ✇❛s t♦ ❡♠♣❧♦② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❍❡✉❧❧② ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs❬✻✾❪✱ t❤✐s ✇✐❧❧
✐♥❞✉❝❡ s❡r✐♦✉s ❡rr♦rs✳ ❆ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣r♦❥❡❝t♦rs ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❜❛r❡ ♥✉❝❧❡✉s ♣r♦❥❡❝t♦rs✱ t❤❛t
✐s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✜❡❧❞ ✭✶✻✮✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ■■■✱ ❛r❡
✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠♦st s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s✳
❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❛❞❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥

✭❈■✮ ♦r ❈♦✉♣❧❡❞ ❈❧✉st❡r ✭❈❈✮ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤❡ ◆✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡✲❡♥❡r❣②
♦r❜✐t❛❧s ♦♥❧②✳ ❚❤✐s ❜❛rs✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❜❛s✐s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦rs t♦ t❤❡ ❢✉❧❧
✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❡❡♥ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ ❢✉❧❧ ❈■ ✐♥ t❤✐s ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❛❧ s♣❛❝❡ ❝❛♥
♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❉✐r❛❝✲❈♦✉❧♦♠❜ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❱❛r✐♦✉s ❛✉t❤♦rs❬✼✵✕✼✷❪
❤❛✈❡ r❡♣♦rt❡❞ ❈■ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛♥ ◆✲♣❛rt✐❝❧❡ ❜❛s✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡✲ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣② ♦r❜✐t❛❧s✳
P❡st❦❛ ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs❬✼✸❪ ❤❛✈❡ r❡♣♦rt❡❞ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡
❛♥❞ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡①✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ r♦t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛❧❧ s✉❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
❣♦✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♥♦✲♣❛✐r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛t ❜❡st tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ♠❡t❛st❛❜❧❡ st❛t❡✳
❯❧t✐♠❛t❡❧② t❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t ♠❛tt❡r ✐s ♥♦t st❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♥♦t ✈❡r② s❛t✐s❢②✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❡❛r❧② ❞❛②s ♦❢ t❤❡
❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❛tt❡r ❝❛✉s❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✇♦rr② ❛♠♦♥❣st t❤❡♦r❡t✐❝✐❛♥s s✐♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ❛ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ✇♦✉❧❞ ❞❡s❝❡♥❞ ❞♦✇♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣② ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ❧✐❜❡r❛t✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣②✳ ❉✐r❛❝ ✜♥❛❧❧②
♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣② ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ t❤✉s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆ ♠♦r❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡
♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣② st❛t❡s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ◗❊❉ ✇❤✐❝❤ tr❡❛t ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ♣♦s✐tr♦♥s ♦♥ ❛♥ ❡q✉❛❧ ❢♦♦t✐♥❣✳
Pr❡s❡♥t✲❞❛② r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s tr❡❛t t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣② ♦r❜✐t❛❧s ❛s ❛♥ ♦rt❤♦❣✲

♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✉♣❞❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❙❈❋ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❢r♦③❡♥ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❧❡✈❡❧✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛t t❤❡ ▼❈❙❈❋ ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ◆✲♣❛rt✐❝❧❡ ❜❛s✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦✲♣❛✐r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❬✺✵❪✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛ ❢✉❧❧ ❈■ r♦t❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡✲
❡♥❡r❣② ♦r❜✐t❛❧s ❜❡❝♦♠❡ r❡❞✉♥❞❛♥t✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r r♦t❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡✲❡♥❡r❣② ♦r❜✐t❛❧s ❛♥❞
✈✐rt✉❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣② ♦r❜✐t❛❧s ✇❤✐❝❤ ❛ss✉r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❉✐r❛❝✲❈♦✉❧♦♠❜
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞✳

■■■✳ ✷✲❈❖▼P❖◆❊◆❚ ❍❆▼■▲❚❖◆■❆◆❙

❆✳ ●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s

❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇❤✐❝❤ r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡✲❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❋♦❧❞② ❛♥❞
❲♦✉t❤✉②s❡♥❬✼✹❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ ✉♥✐t❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ U t❤❛t ✇✐❧❧ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts

U†

[
hLL hLS

hSL hSS

]
U =

[
h̃++ 0

0 h̃−−

]
✭✸✹✮

❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭❊❙❈✮✳ ❚❤❡
t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❬✼✺❪ ❛♥❞ ✇❡ s❤❛❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ▲❡t ✉s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡
❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡ t❤❡ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳
t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛s ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s

hLLψ
L + hLSψ

S = EψL ✭✸✺✮



✶✶

hSLψ
L + hSSψ

S = EψS ✭✸✻✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦✉♣❧✐♥❣ R ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭✷✹✮ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ψS ✐♥ ✭✸✺✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦♥❧②

[hLL + hLSR]ψ
L = EψL. ✭✸✼✮

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♥♦t ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✉♥✐t② ❛♥❞ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ s❡❡❦ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r N+✳
❲❡ s❡t φ = N+ψL ❛♥❞ ✜♥❞

〈φ |φ〉 = 〈ψ |ψ〉 =
〈
ψL |ψL

〉
+
〈
ψS |ψS

〉
=

〈
ψL

∣∣1 +R†R
∣∣ψL

〉
✭✸✽✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s N+ =
√
1 +R†R✳ ❚❤❡ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❧②

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ ✐s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②

h++φ = Eφ; h++ = N+ [h11 + h12R]N
−1
+ =

√
1 +R†R [h11 + h12R]

1√
1 +R†R

✭✸✾✮

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r♦✉t❡ t♦ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉②❛❧❧ ❬✼✻❪✿ ❙✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
✭✸✺✮ ❛♥❞ ✭✸✻✮✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② R† ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t✱ ❣✐✈❡s

[
hLL + hLSR+R†hSL +R†hSSR

]
ψL = E

(
1 +R†R

)
ψL. ✭✹✵✮

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ ✭✸✽✮ ♦♥❡ s❡❡s t❤❛t ❛ ♠❡tr✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✵✮ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❝♦rr❡❝t
♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ψL✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✼✮ ❛♥❞ ✭✹✵✮ ❤❛✈❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡❡♥ ❞✉❜❜❡❞ ✉♥♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❯❊❙❈ ❛♥❞ ◆❊❙❈✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r R ✐♥ ❊q✳ ✭✷✹✮ ❡❛r❧② ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t

r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ✇❡r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ■■■ ❇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥
❛ ✈❡r② ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ♣❛♣❡r ❍❡✉❧❧② ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs ❬✼✼❪ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r R ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❡①♣❧✐❝✐t ❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ✭✸✺✮ ✇✐t❤ R ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡q✉❛t❡ t❤❡ ❧❡❢t✲s✐❞❡s ♦❢ ✭✸✺✮ ❛♥❞ ✭✸✻✮

RhLLψ
L +RhLSRψ

L = EψS = hSLψ
L + hSSRψ

L. ✭✹✶✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ψL ✐s ♥♦✇ ❛r❜✐tr❛r② ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦✉♣❧✐♥❣ R ✇✐t❤♦✉t
❛♥② ❡①♣❧✐❝✐t r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❡♥❡r❣②

hSL + hSSR = RhLL +RhLSR. ✭✹✷✮

❚❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♥ R ❛♥❞ ❤❛s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t✇♦ s❡ts ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✱ R+ ❛♥❞ R−✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡✲ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣② ❜r❛♥❝❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ♦❢ ♦r❞❡r O(c−1) ❛♥❞ O(c1)✳ ❇② ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ψL = R−1ψS ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s t❤❡
❢♦r♠

hLS +R−1hSS = −hLLR
−1 +R−1hSLR

−1. ✭✹✸✮

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t R−1 ❛♥❞ −R† ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞
✇✐t❤ ♦r❞❡r ❛♥❛❧②s✐s ❍❡✉❧❧② ❡t ❛❧✳ ❬✼✼❪ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s

R−1
− = −R†

+; R−1
+ = −R†

− ✭✹✹✮

❛♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ ❋♦❧❞②✲❲♦✉t❤✉②s❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✸✹✮

U =

[
Ω+ −R†Ω−

RΩ+ Ω−

]
;

Ω+ = 1√
1+R†R

= N−1
+

Ω− = 1√
1+RR†

✭✹✺✮

■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❬✷✽✱ ✼✽❪ t♦ s♣❧✐t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts U =W1W2✳ ❚❤❡ ✜rst tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

W1 =

[
1 −R†

R 1

]
✭✹✻✮



✶✷

❞❡❝♦✉♣❧❡s t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

W2 =

[
Ω+ 0
0 Ω−

]
;

Ω+ = 1√
1+R†R

Ω− = 1√
1+RR†

✭✹✼✮

r❡✲❡st❛❜❧✐s❤❡s ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳
■t ✐s ✐♥str✉❝t✐✈❡ t♦ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✉♥✐t❛r② ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✹✺✮ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❉✐r❛❝ ✹✲s♣✐♥♦r

U†

[
ψL

ψS

]
=

[
Ω+

(
ψL +R†ψS

)

Ω−

(
ψS −RψL

)
]

✭✹✽✮

❋♦r ♣♦s✐t✐✈❡✲❡♥❡r❣② s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡ ✇❛♥t t❤❡ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ ❜❡ ③❡r♦ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

ψS
+ = RψL

+, ✭✹✾✮

✐♥❞❡❡❞ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t R ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ R+ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡✲❡♥❡r❣② ❧❛r❣❡✲ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
❋✉rt❤❡r ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡✲❡♥❡r❣② ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡s

ψ2c
+ =

1√
1 +R†R

(
ψL +R†ψS

)
=

1√
1 +R†R

(
ψL +R†RψL

)
=

√
1 +R†RψL, ✭✺✵✮

s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜❛s✐s ♦♥❧②✳
❚❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ W1 ❣✐✈❡s ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠

[
hLL + hLSR+R†hSL +R†hSSR −hLLR

† + hLS −R†hSLR
† +R†hSS

−RhLL −RhLSR+ hSL + hSSR RhLLR
† −R†hLS − hSLR

† + hSS

]
. ✭✺✶✮

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✷✮ ❛♥❞ ✐ts ❍❡r♠✐t✐❛♥
❝♦♥❥✉❣❛t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ③❡r♦ ❢♦r ❡①❛❝t ❝♦✉♣❧✐♥❣ R✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ W2 ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡s
r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤✉s ❛ss✉r✐♥❣ ✉♥✐t❛r✐t② ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧✲
t♦♥✐❛♥ ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡✲❡♥❡r❣② s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠

h++=
1√

1 +R†R

[
h11 + h12R+R† (h21 + h22R)

] 1√
1 +R†R

. ✭✺✷✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡①❛❝t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✷✮ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢✉rt❤❡r t♦

h++ =
√
1 +R†R [h11 + h12R]

1√
1 +R†R

. ✭✺✸✮

❚❤❡ ✜♥❛❧ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ♥♦✇ r❡❛❞s

h++ψ
2c
+ = Eψ.2c+ ✭✺✹✮

❚❤❡ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭✺✸✮ ✐s str✐❝t❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❯❊❙❈ ✭✸✾✮ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ t✇♦ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❜✉t ♦♥❧② ❢♦r ❡①❛❝t ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✉s✐♥❣ ✭✺✷✮ ❛♥❞ ✭✺✵✮ t❤❡ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✹✮ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② r❡✲❛rr❛♥❣❡❞ t♦ t❤❡ ◆❊❙❈ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✵✮✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡✐r ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ◆❊❙❈ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝❛s❡ ❛♥❞ ✐s ❛s s✉❝❤ t♦ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦✈❡r ❯❊❙❈ ❬✼✻✱ ✼✾❪✳

❇✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s

❆ ✜rst ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡①❛❝t
❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭✷✹✮ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡✐r ✇❛② ✐♥t♦ ✈❛r✐♦✉s ✇✐❞❡❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦❞❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞✳
❚❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ❜r✐❡❢ s✐♥❝❡ ♦✉r ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ ❡①❛❝t ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ ❛♠♣❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡ ❬✶✵✱ ✶✶❪✳



✶✸

❚❤❡ P❛✉❧✐ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

ĥP❛✉❧✐(i) = V + Ti − p4i
8m3c2︸ ︷︷ ︸

♠❛ss✲✈❡❧♦❝✐t②

+
1

4m2c2
σ · [(∇V )× pi]

︸ ︷︷ ︸
s♣✐♥✲♦r❜✐t

+
1

8m2c2

(
∇2V

)

︸ ︷︷ ︸
❉❛r✇✐♥

✭✺✺✮

✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

R =
1

2mc

[
1 +

E+ − V

2mc2

]−1

(σ · p) ∼ 1

2mc
(σ · p) ✭✺✻✮

❛♥❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐t❛r② ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✹✺✮ ❛♥❞ r❡t❛✐♥✐♥❣ t❡r♠s ♦♥❧② t♦ O(c−2)✱ ✇❤✐❝❤
❛❞❞s t❤r❡❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠s t♦ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❚❤❡ ♠❛ss✲✈❡❧♦❝✐t② t❡r♠ ✐s
❡❛s✐❧② r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛s ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢r❡❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣②
✭✺✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥✲♦r❜✐t ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ✐s s❡❡♥ t♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧
❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❯♣♦♥ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❝❧❛♠♣❡❞ ♣♦✐♥t ♥✉❝❧❡✐ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠♦r❡
❢❛♠✐❧✐❛r ❢♦r♠

V = −
∑ ZAe

2

riA
→ hSO =

∑

A

Ze2

4m2c2r3iA
σ · lAi. ✭✺✼✮

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦rs lAi ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ♥✉❝❧❡✉s
A ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡✐✳

❚❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠✱ t❤❡ ❉❛r✇✐♥ t❡r♠✱ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲♥✉❝❧❡✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱

V = −eφ(r) → −eφ(r+ δ), ✭✺✽✮

❞✉❡ t♦ ❩✐tt❡r❜❡✇❡❣✉♥❣✳ ❚❤❡ ❉❛r✇✐♥ t❡r♠ ♠❛② ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❚❛②❧♦r✲❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦ s❡❝♦♥❞
♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ❩✐tt❡r❜❡✇❡❣✉♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ δ ❛♥❞ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t s✉✐t❛❜❧❡ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✭✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❜r❛❝❦❡ts 〈. . .〉T ✮❬✷✼❪

V + hDarwin = −eφ(r)− e 〈(δ ·∇)〉T φ(r)−
1

2
e
〈
(δ ·∇)

2
〉

T
φ(r) = −eφ(r)− e

〈
δ2
〉
T

6
∇2φ(r) ✭✺✾✮

❆ss✉♠✐♥❣ ✐s♦tr♦♣✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❩✐tt❡r❜❡✇❡❣✉♥❣ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r t❡r♠ ❛✈❡r❛❣❡s t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ♦♥❧② ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s
〈
δ2x
〉
T
=〈

δ2x
〉
T
=

〈
δ2x
〉
T
= 1

3

〈
δ2
〉
T
❛r❡ r❡t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r t❡r♠✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❉❛r✇✐♥ t❡r♠ ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ δx = δy = δz = 1
2mc ✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤✐s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❤❛♥❞✲✇❛✈✐♥❣

♠♦❞❡❧ ♦❢ ❩✐tt❡r❜❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✿ ■♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐ts ✜❡❧❞ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡
❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐r✳ ❚❤❡ ♣♦s✐tr♦♥ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✏♥❡✇✑ ❡❧❡❝tr♦♥ t❛❦❡s ♦✈❡r✳
❚❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐r r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛t ❧❡❛st 2mc2✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲t✐♠❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
r❡❧❛t✐♦♥ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s

∆E∆t ≥ 1 → ∆x = c∆t ≈ 1

2mc
✭✻✵✮

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ❩✐tt❡r❜❡✇❡❣✉♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② s✉❣❣❡sts t❤❛t
t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ r❛t❤❡r ❛ r❡❧❛② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✦

❆ ♥✐❝❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ P❛✉❧✐ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s t❤❛t ✐ts ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝s ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧② tr❛♥s♣❛r❡♥t✱ ②❡t ✐t ❤❛s ❧✐♠✐t❡❞
❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ✐♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❛ss✲✈❡❧♦❝✐t② t❡r♠
❤❛s ♥♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ sq✉❛r❡✲r♦♦t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢r❡❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥❡r❣② ✭✺✮ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t
✐s ❡①tr❛❝t❡❞✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❜❛rs t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ P❛✉❧✐ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ P❛✉❧✐ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
❤❛s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✜rst✲♦r❞❡r r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❤✐❣❤✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇♦r❦
♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❢ ❧✐❣❤t ❛t♦♠s s✉❝❤ ❛s ❤❡❧✐✉♠ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✽✵❪✮✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ P❛✉❧✐
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❉❛r✇✐♥ t❡r♠ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❛r❡ t❤✉s
❤✐❣❤❧② s✐♥❣✉❧❛r t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❚❤❡ r❡❣✉❧❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❧❡✈✐❛t❡s t❤❡s❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦✉♣❧✐♥❣
✭✷✹✮

R =
c

2mc2 − V

[
1 +

E+

2mc2 − V

]−1

(σ · p) ∼ c

2mc2 − V
(σ · p) . ✭✻✶✮



✶✹

❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❆ ♣✐❝t♦r✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❩✐tt❡r❜❡✇❡❣✉♥❣✳

❈❛rr②✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ W1 ✭✹✻✮ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❩❡r♦t❤✲❖r❞❡r ❘❡❣✉❧❛r
❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❩❖❘❆✮ ❬✽✶✕✽✸❪✱ ✇❤❡r❡❛s s✉❜s❡q✉❡♥t r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ W2 ✭✹✼✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡✲♦r❞❡r ✭■❖❘❆✮ ✈❛r✐❛♥t
❬✽✹❪✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡ ❩❖❘❆ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

Ĥ❩❖❘❆ = V + TZORA; TZORA =
1

2m
(σ · p)K (r) (σ · p) ; K (r) =

2mc2

2mc2 − V
✭✻✷✮

❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r TZORA ✇❤✐❝❤ ❣♦❡s ✐♥t♦ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♦♥❡ ✇❤❡♥ V → 0✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡
❛✇❛② ❢r♦♠ ♥✉❝❧❡✐✳ ❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✱ ❢♦r t❤❡ ♠❡r❝✉r② ❛t♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢❛❝t♦r K (r) ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✉♥✐t② ❛t
❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✵✳✷ a0✱ ❥✉st ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ 3s1/2 ♦r❜✐t❛❧✳ ❊①♣❛♥❞✐♥❣ K (r) ✐♥ ♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ P❛✉❧✐ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❩❖❘❆ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ♠❛ss✲✈❡❧♦❝✐t②
t❡r♠✱ ♦♥❧② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❉❛r✇✐♥ t❡r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥✲♦r❜✐t t❡r♠ ❬✶✵❪✳ ❙♣✐♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r TZORA ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉✐r❛❝ ✐❞❡♥t✐t② ✭✻✮✳ ❆ ♥✐❝❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ❩❖❘❆ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ TZORA

❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❡r♠ ✐♥ TZORA ❧❡❛❞s ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣❛✉❣❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❛t ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ∆ t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ V → V +∆✱ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞
t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥st❛♥t t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ E → E+∆✱ ❛s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❛♥❞ t❤❡ ❉✐r❛❝
❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❣❛✉❣❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ✉♣ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❝❛♥
❜❡ ❝✉r❜❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s❝❛❧❡❞ ❩❖❘❆ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✽✸❪✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ♦r ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❡r♠ V ❜② ❛ ♠♦❞❡❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧s❬✽✺❪ ♦r ❞❡♥s✐t✐❡s❬✽✻❪✳
❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ TZORA ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❜❛s✐s ✐s r❛t❤❡r ❢♦r❜✐❞❞✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧

t❡r♠ V ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❛♥❞ ✐s ❜❡tt❡r ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ✸❉ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛✈♦rs ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ✭❉❋❚✮ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r② ✭❲❋❚✮✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ❩❖❘❆ ✐♥ ❲❋❚ ✇❛s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❋❛❛s ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs❬✽✼✕✽✾❪✳ ❆ ❢✉❧❧② ❛♥❛❧②t✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❩❖❘❆ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ SS ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✾✮ t♦
③❡r♦❬✺✺❪✳ ❆♥ ✉♥♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❡♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r ♦♥
t❤❡ ❢♦r♠

TZORA = T (T −W0)
−1
T, ✭✻✸✮

t♦ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ T ❛♥❞ W0✳ ❋✉rt❤❡r ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠

TZORA = T (T −W0)
−1

(T −W0 +W0) = T +W ; W−1 =W−1
0 − T−1 ✭✻✹✮

❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❧❛t♦✈ ❛♥❞ ❈r❡♠❡r ❬✾✵✱ ✾✶❪ t♦ ✇❤✐❝❤ ❧❛t❡r ❛ ❣❛✉❣❡✲❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇❛s
❛❞❞❡❞❬✾✷❪✳
❆ t❤✐r❞ ❝❧❛ss ♦❢ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t

t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ P❛✉❧✐ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢r❡❡✲♣❛rt✐❝❧❡
❡♥❡r❣② ✭✺✮✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ sq✉❛r❡✲r♦♦t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ sq✉❛r❡✲
r♦♦t ❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✜rst ❝❛rr②✐♥❣



✶✺

❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r K(r) ♦❢ t❤❡ ❩❖❘❆ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✭✐♥ a0✮ ❢♦r t❤❡ ♠❡r❝✉r②
❛t♦♠ ✇✐t❤ ♣♦✐♥t ❝❤❛r❣❡ ♥✉❝❧❡✉s✳

♦✉t ❛ ❢r❡❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❋♦❧❞②✲❲♦✉t❤✉②s❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ U0✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❧♦s❡❞
❢♦r♠✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✜❡❧❞ ✭✶✻✮ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ❣✐✈❡♥
❜②

U
†
0 ĥU0 =

[
Ep −mc2 0

0 −Ep −mc2

]
+

[
A [V +R0V R0]A A [R0, V ]A

−A [R0, V ]A A [V +R0V R0]A

]
, ✭✻✺✮

✇❤❡r❡

Ep =
√
m2c4 + c2p2; R0 =

c (σ · p)
Ep +mc2

∼ O
(
c−1

)
; A ≡ Q+

0 =

√
Ep +mc2

2Ep
∼ O

(
c0
)
. ✭✻✻✮

❚❤❡ ❢r❡❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛rt ♥♦✇ ❤❛s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❛♥❞ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V ❛r❡ r❡❣✉❧❛t❡❞
❜② t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs ✭✻✻✮✱ ❜✉t t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❛rt ❛r❡ ♦❢ ♦r❞❡r ✉♥✐t② ✐♥ V ❛♥❞ c−1✱

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
[
U

†
0 ĥU0

]

++
✱ ❞❡♥♦t❡❞ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❉♦✉❣❧❛s✲❑r♦❧❧✲❍❡ss ✭❉❑❍✶✮ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛♥❞

❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ (++✮ ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❤❛s ♦♥❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❞♦♠❛✐♥
❬✾✸✱ ✾✹❪✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❉♦✉❣❧❛s ❛♥❞ ❑r♦❧❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
✉♥✐t❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

U = U0U1U2 . . . ✭✻✼✮

✐♥ ♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V ❬✾✺❪✳ ❇❡r♥❞ ❍❡ss ❞❡✈✐s❡❞ ♠❛tr✐① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝❛❧
❢❛❝t♦rs ✭✻✻✮✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ✉♥❝♦♥tr❛❝t❡❞ ✜♥✐t❡
st❛♥❞❛r❞ ❜❛s✐s s❡ts ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str②✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ♦♣❡♥❡❞ ✉♣ ❢♦r ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ q✉❛♥t✉♠
❝❤❡♠✐str②✳ ❍✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❥✉st❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❉♦✉❣❧❛s✲
❑r♦❧❧✲❍❡ss tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✹✮ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡✲♣❛rt✐❝❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭✻✺✮
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

[R1, Ep]+ = −A [R0, V ]A︸ ︷︷ ︸
O(V 1)

+ [A [V +R0V R0]A,R1]︸ ︷︷ ︸
O(V 2)

−R1A [R0, V ]AR1︸ ︷︷ ︸
O(V 3)

✭✻✽✮

❋r♦♠ ♦r❞❡r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s

[R1, Ep]+ ∼ −A [R0, V ]A, ✭✻✾✮



✶✻

❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ U1 ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❉♦✉❣❧❛s✲❑r♦❧❧✲❍❡ss ❍❛♠✐❧✲
t♦♥✐❛♥ ✭❉❑❍✷✮✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ❍❡ss st♦♣♣❡❞ ❛t t❤✐s ♦r❞❡r✱ ❜✉t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
❤✐❣❤❡r ❬✾✻✕✾✽❪ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❛r❜✐tr❛r② ♦r❞❡r❬✾✾✱ ✶✵✵❪✳
❇❛r②s③✱ ❙❛❞❧❡❥ ❛♥❞ ❙♥✐❥❞❡rs ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛♥ ♦r❞❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✽✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ c−1 r❛t❤❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬✶✵✶❪✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st✲♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ R1 ✐s t❤❡♥

R1 ∼ − 1

2mc2
A [R, V ]A

︸ ︷︷ ︸
O(c−3)

❣✐✈✐♥❣ ❛ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝♦rr❡❝t t❤r♦✉❣❤ ♦r❞❡r O
(
c−4

)
✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r t❡r♠s✳ ❘❛t❤❡r

t❤❛♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥✐t❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❉❑❍✲❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡② ✐♥st❡❛❞ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✽✮ ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ R1 ❝♦rr❡❝t t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ ♦❞❞ ♦r❞❡r 2k − 1 ✐♥
c−1 ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ✉♥✐t❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢r❡❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♦♥❡✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝♦rr❡❝t t❤r♦✉❣❤ ♦r❞❡r 2k ✐♥ c−1 ❬✶✵✶✕✶✵✸❪✱ ❞❡♥♦t❡❞ t❤❡ ❇❙❙ h2k ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❚❤❡ ✐♥✜♥✐t❡✲♦r❞❡r ✷✲
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t k → ∞ ✇❡r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛❝r♦♥②♠ ■❖❚❈ ❜② ❑❡❞③✐❡r❛ ❛♥❞ ❇❛r②s③ ❬✶✵✹❪✳

❈✳ ❊①❛❝t ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❡①❛❝t ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ✭❳✷❈✮✱ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡✲❡♥❡r❣②
s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❉✐r❛❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❛r♦s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✿

✶✳ ❖❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡q✉✐r❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❡①♣❧✐❝✐t ♦r ✐♠♣❧✐❝✐t✱
♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞ ✐♥ ❛ t②♣✐❝❛❧ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s t♦ ✜♥❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♠❛♥②✲❡❧❡❝tr♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭✶✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ s✉❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐s
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② q✉❛♥t✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ t❡r♠✳ ■♥✐t✐❛❧❧② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❛♥❞ ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡✳

✷✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♠❛tr✐①
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
✉s✐♥❣ ♠❛tr✐① ❛❧❣❡❜r❛✱ ✇✐t❤♦✉t ❡✈❡r ❤❛✈✐♥❣ t♦ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦✈❡r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①❛❝t ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ st❛t❡❞ ✐♥
✇♦r❞s✿

✶✳ ❙♦❧✈❡ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✳

✷✳ ❊①tr❛❝t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ R ✭✷✹✮ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

✸✳ ❈♦♥str✉❝t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① U ✭✹✺✮✱ ♥❡①t hX2C ✳

❚❤❡ t✇♦ ❦❡② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳✷❈ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❛t✉r❡❞ ♦✈❡r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ②❡❛rs
✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❜✉t ❜♦t❤ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ✶✾✾✼ ♣❛♣❡r ❜② ❉②❛❧❧ ❬✼✻❪✳ ❉②❛❧❧ s♦✉❣❤t
t♦ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡
❜❛s✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❤❡ ❞❡✈✐s❡❞ t❤❡ ◆❊❙❈ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✵✮ ✇❤✐❝❤ ❣♦❡s s♠♦♦t❤❧② ✐♥t♦ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r
❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧✐♠✐t✳ ❍❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❍❡✉❧❧② ❡t ❛❧✳ ❬✼✼❪ ❛♥❞ ✇♦r❦s ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛tr✐① ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ R ✭U ✐♥ ❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✮✳ ❍❡ ❞♦❡s st❛t❡✱ t❤♦✉❣❤✿ ✏✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛
s✐♥❣❧❡ ♠❛tr✐① U ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇❤✐❝❤ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝♦♥♥❡❝ts ❛❧❧ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡t
♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♥❡❡❞ ♥♦t t♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥✑❬✼✻❪✳ ❆s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ❤❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥
s②st❡♠✱ Ne+9✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❤❡ ♦❜t❛✐♥s ◆❊❙❈ s♦❧✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ U ✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❡①tr❛❝t✐♥❣
t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐① ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳
❚❤❡ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡❧✐✈❡r❡❞ t❤❡ ❳✷❈ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❢♦r ✉s❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧

♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❍❛♥s ❏ør❣❡♥ ❆❛❣❛❛r❞ ❏❡♥s❡♥ ❛♥❞ ▼✐r♦s❧❛✈ ■❧✐❛➨ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
❈♦✉♣❧❡❞ ❈❧✉st❡r st✉❞② ♦❢ ❧❡❛❞ ♦①✐❞❡ ❬✶✵✺❪✳ ❚❤❡ ❳✷❈ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡ ❇❙❙ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱
❜✉t ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡r ♠❛♥♥❡r✳ ■♥ ❛ ✜rst st❡♣ t❤❡ ❢r❡❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❛s s♦❧✈❡❞ ♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐①
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✜❡❧❞ ✭✶✻✮ ✇❛s t❤❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡✲♣❛rt✐❝❧❡
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✱ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❢r❡❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❋♦❧❞②✲❲♦✉t❤✉s❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✻✺✮✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞
st❡♣✱ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✇ ✐♥ ❢r❡❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❜❛s✐s✱ ✇❛s s♦❧✈❡❞ ♦♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛♥❞ ❛ ♠❛tr✐①
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ hX2C ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❏❡♥s❡♥



✶✼

❛t t❤❡ ✷✵✵✺ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❊✛❡❝ts ✐♥ ❍❡❛✈② ❊❧❡♠❡♥ts ✭❘❊❍❊✮✱ ❜✉t ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ♥♦t ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✉♣ ❜② ❛♥②
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢r❡❡✲♣❛rt✐❝❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇❡❞ ❏❡♥s❡♥ ❛♥❞ ■❧✐❛➨ t♦ ❝♦♥str✉❝t ✈❛r✐♦✉s ✜♥✐t❡✲♦r❞❡r ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t

❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❉❑❍ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡✲♦r❞❡r ✷✲
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ st❡♣ ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞✳ ❑✉t③❡❧♥✐❣❣ ❛♥❞ ▲✐✉❬✺✹✱ ✶✵✻✱ ✶✵✼❪ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♦♥❡✲st❡♣
♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❡①❛❝t q✉❛s✐r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ t❤❡♦r② ✭❳◗❘✮✱ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦♥❡✲
❡❧❡❝tr♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❉✐r❛❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭✷✾✮✱ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❜② ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦r ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✷✮✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ✇❛s ❢✉rt❤❡r
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❑♦❤♥✲❙❤❛♠ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜② ▲✐✉ ❛♥❞ P❡♥❣❬✶✵✽✱ ✶✵✾❪✳ ❆ ♦♥❡✲st❡♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣❛r❡♥t ♠❛tr✐① ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ■❧✐❛➨ ❛♥❞ ❙❛✉❡ ✉♥❞❡r t❤❡
❛❝r♦♥②♠ ■❖❚❈ ❬✼✺❪✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ♣r♦❢✉s✐♦♥ ♦❢ ❛❝r♦♥②♠s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t✱ ❛❧❜❡✐t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦♠❡✇❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t
❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✐t ✇❛s ❛❣r❡❡❞❬✶✶✵❪ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❛❝r♦♥②♠ ❳✷❈ ❢♦r t❤❡ ❡❳❛❝t ✷✲❈♦♠♣♦♥❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
♠❛tr✐① ❛❧❣❡❜r❛✳
▲❡t ✉s ❜r✐❡✢② ❣♦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦♥❡✲st❡♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳✷❈ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥

t❤❡ ❞✐r❛❝ ♣r♦❣r❛♠ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬✾❪✿

✶✳ ❲❡ st❛rt ❢r♦♠ ❛ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱
✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♥♦♥✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧ ✭❆❖✮ ❜❛s✐s

h0c0 = S0c0ε. ✭✼✵✮

❚❤❡ ❢♦✉r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ✹✲s♣✐♥♦r ❛r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ ❈❛rt❡s✐❛♥ ●❛✉ss✐❛♥ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡
❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜❛s❡s ❜❡✐♥❣ r❡❧❛t❡❞ ❜② ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s s✉❜s❡q✉❡♥t❧②
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s✱ ✉s✐♥❣ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❬✶✶✶❪ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❧✐♥❡❛r
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s

h1c1 = c1ε; h1 = V
†
1 h0V1; V

†
1 S0V1 = I ✭✼✶✮

✷✳ ❆ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ W ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✷✽✮ t♦ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡
♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞

h2c2 = S2c2ε; S2 =W †W, ✭✼✷✮

t❤✉s ❡♥❢♦r❝✐♥❣ r❡str✐❝t❡❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❜❛❧❛♥❝❡ ❬✺✺❪✳ ❖rt❤♦♥♦r♠❛❧✐t② ✐s r❡st♦r❡❞ ❜② ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ V2

h3c3 = c3ε; V
†
2 S2V2 = I, ✭✼✸✮

t❤✉s ❛✈♦✐❞✐♥❣ ♣✐t❢❛❧❧s ❬✶✵✾❪ ♦❢ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ U ✐♥ ❛ ♥♦♥✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s✳ ❚❤❡ t♦t❛❧
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ WV2 ✐s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ✉♥✐t❛r②✳

✸✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✼✸✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ R ❡①tr❛❝t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s

CS
+ = RCL

+; CL
− = −R†CS

− ✭✼✹✮

✇❤❡r❡ C
L(S)
+(−) ✐s t❤❡ ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✭s♠❛❧❧✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡

♣♦s✐t✐✈❡✭♥❡❣❛t✐✈❡✮✲❡♥❡r❣② s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ s♦❧✈✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❏❡♥s❡♥ ❛♥❞ ■❧✐❛➨ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

AR = B; A = CS
−C

S†
− ; B = −CS

−C
L†
− ,

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① A ✐s ❍❡r♠✐t✐❛♥ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ ❈❤♦❧❡s❦②
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❬✼✺❪✳

✹✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ R t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① U ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ W2 ✭✹✼✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
hX2C ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❆❖✲❜❛s✐s✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t s♣✐♥✲♦r❜✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
✇❛②s✱ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦❞✐✜❡❞ ❉✐r❛❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ♦r ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥❛❧ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳
❚❤❡ ✜rst r♦✉t❡ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛❝t ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇❤✐❝❤ r❡♣r♦❞✉❝❡s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡✲❡♥❡r❣② s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t s♣✐♥✲❢r❡❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧❛tt❡r r♦✉t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡♥ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡
s♣✐♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s s✉❝❤ ❛s ❉❑❍✷✳
❋♦r ❧❛r❣❡ s②st❡♠s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦✱

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛t♦♠s ♦r ❢r❛❣♠❡♥ts✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ▲✐✉ ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs ❬✶✵✽✱ ✶✶✷❪✳



✶✽

❉✳ ❇❡②♦♥❞ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s

❙♦ ❢❛r ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❤❛s ❢♦❝✉s❡❞ r❛t❤❡r ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❍❛♠✐❧✲
t♦♥✐❛♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭✶✮ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡s ✜♥❞✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r♠ ❢♦r t❤❡
t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛t t❤❡ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ❢♦r t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛rt✳ ❖♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ t❤✐s
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❬✶✶✸❪

[U(1)⊗ U(2)]
†
G(1, 2) [U(1)⊗ U(2)] =




G̃++
++ G̃+−

++ G̃−+
++ G̃−−

++

G̃++
+− G̃+−

+− G̃−+
+− G̃−−

+−

G̃++
−+ G̃+−

−+ G̃−+
−+ G̃−−

−+

G̃++
−− G̃+−

−− G̃−+
−− G̃−−

−−


 ,

✇❤❡r❡ G(1, 2) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✉♣❡r♠❛tr✐① ♦❢ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛t t❤❡ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧❡✈❡❧✳ ❆❢t❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡

G̃++
++ ❜❧♦❝❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ h̃++ ❜❧♦❝❦ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✸✹✮ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥

❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t ♦❢ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛t t❤❡ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧❡✈❡❧ ❛♥❞
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ s❝❤❡♠❡ ❤❛s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❙❡✐♥♦ ❛♥❞ ❍❛❞❛ ❬✶✶✹❪ ❛t t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡✲♦r❞❡r ❉❑❍ ❧❡✈❡❧✱
❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❧② ❜❡✐♥❣ s♦✉❣❤t ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❧♦❝❛❧✐t② ❬✶✶✺❪✳ ❆ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❉❑❍
s❝❤❡♠❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡♣♦rt❡❞ ❜② ◆❛❦❛❥✐♠❛ ❛♥❞
❍✐r❛♦ ❬✶✶✻✱ ✶✶✼❪✳
❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥tr❛♥s❢♦r♠❡❞

t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ❈♦✉❧♦♠❜ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛ ♥❡❣❧❡❝t ♦❢ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥✲s♣✐♥ ❛♥❞ s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦♥✲
tr✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♠❛♥❞❛t♦r② ❢♦r ❛ ❝♦rr❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ ❢♦r ♠❛❣♥❡t✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❣ t❡♥s♦r✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✉♥tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ♦♣❡r❛t♦r ❛r❡ ♠♦st str❛✐❣❤t✲
❢♦r✇❛r❞❧② ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ❉❋❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s✐♥❝❡ t❤❡② ❡♥t❡r t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬✽✻✱ ✶✶✷✱ ✶✶✽✕✶✷✵❪✳
■♥ ❛ ❲❋❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✶✷✶❪✳
❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❆▼❋■ ❝♦❞❡ ❬✶✷✷❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛t t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r
❉❑❍ ❧❡✈❡❧ ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❛ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❢❛s❤✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❛t♦♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡
♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❆t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❈■ ♦r ❈❈ ❧❡✈❡❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡
✉♥tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✶✶✸❪✳ ❚♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤✐s
✇♦r❦s✱ ✇❡ r❡✲✇r✐t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲q✉❛♥t✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭✸✸✮ ♦♥ ♥♦r♠❛❧✲♦r❞❡r❡❞ ❢♦r♠

Ĥ =
∑

pq

Fpq

{
a†paq

}
+

1

2

∑

pqrs

gpqrs
{
a†pa

†
rasaq

}
✭✼✺✮

✇❤❡r❡ ♥♦✇ ❛♣♣❡❛rs ❡❧❡♠❡♥ts Fpq ♦❢ t❤❡ ❋♦❝❦ ♠❛tr✐①✳ ❆♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❙❈❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t t❤❡ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧❡✈❡❧
❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ❋♦❝❦ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❋♦❝❦ ♠❛tr✐①✱
✇❤✐❝❤ ♥♦✇ ❝❛rr✐❡s ✐♥✜♥✐t❡✲♦r❞❡r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✐s t❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥tr❛♥s❢♦r♠❡❞
t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❧❡✈❡❧✳
❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❡rr♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❛t t❤❡ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧❡✈❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞ ❜② ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✶✸❪✳ ●♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✉♥✐t❛r② ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✸✹✮ ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ❛♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇❤✐❝❤ r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡✲❡♥❡r❣② s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥❧② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t
✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s s✐♠♣❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❢✉❧❧ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡♥
❜❛❝❦tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡✲❡♥❡r❣② s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥s ♠✉st st✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ ❜❛s❡s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❜✉t ✐t t❡❧❧s ✉s t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❡①❛❝t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ h̃++ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣② s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ✹✲
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❥❡❝t♦rs t♦ t❤❡ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛rt ✐♥ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❡r❡❢♦r❡
♠✐♠✐❝s ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❧s♦
t❡❧❧s ✉s t❤❛t ❛ ❛t♦♠✲ ♦r ❢r❛❣♠❡♥t✲❜❛s❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳✷❈ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ s❤♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r❛❜❧② st❛rt ❢r♦♠ ❝♦♥✈❡r❣❡❞
❋♦❝❦ ✭❑♦❤♥✲❙❤❛♠✮ ♠❛tr✐① t♦ ❛❧❧♦✇ ♠❛①✐♠❛❧❧② r❡❧❛①❡❞ ♣r♦❥❡❝t♦rs✳

❊✳ P✐❝t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡ ❡rr♦rs

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ■■■❆ t❤❛t ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡++ ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣❛r❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ t❤❛t ✐s

h2c =
[
U†h4cU

]
++

. ✭✼✻✮



✶✾

❋♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣r♦♣❡rt② ♦♣❡r❛t♦rs Ω4c ♠✉st ❜❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s t❤❡
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ t❤❛t ✐s

Ω2c =
[
U†Ω4cU

]
++

✭✼✼✮

❯s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

Ω2c ≈
[
Ω4c

]
LL

✭✼✽✮

❧❡❛❞s t♦ ♣✐❝t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡ ❡rr♦rs t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡✛❡❝ts ❬✶✷✸✕✶✷✻❪✳ ❆ ♥✐❝❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳✷❈ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s t❤❛t ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① U s✉❝❤ t❤❛t ♣r♦♣❡rt② ♦♣❡r❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢②✱ t❤✉s ❛✈♦✐❞✐♥❣ ♣✐❝t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡ ❡rr♦rs✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♦❢ ♥❡✇ ✐♥t❡❣r❛❧s✳
❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ s♦♠❡ ♣♦✐♥t P ✇❤✐❝❤ ✐s ❢♦r♠❛❧❧② t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡

❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t t❤❡ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❙❈❋ ❧❡✈❡❧ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡
r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❛r s✉♠ ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧s

ρ4c (P ) = −e
∑

i

〈
ψ4c
i |δ (r − P )|ψ4c

i

〉
= −e

∑

i

ψ
4c†
i (P )ψ4c

i (P ) .

❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❛t t❤❡ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧❡✈❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
✭s♠❡❛r✐♥❣✮ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

ρ2c (P ) = −e
∑

i

〈
ψ2c
i

∣∣∣
[
U †δ (r − P )U

]
++

∣∣∣ψ2c
i

〉
6= −e

∑

i

ψ
2c†
i (P )ψ2c

i (P ) .

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼ ✇❤❡r❡ ✇❡ tr❛❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡r❝✉r② ❛t♦♠✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❛s ♦r❜✐t❛❧ ♣r♦❞✉❝ts✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t t❤❡ ✹✲ ❛♥❞ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧❡✈❡❧✳ ❈❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ t❤❡ t✇♦
❝✉r✈❡s ❞❡✈✐❛t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡✱ t❤♦✉❣❤✱ ♦♥❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ 〈r〉1s ♦❢
t❤❡ 1s ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❞ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❞✐s❛♣♣❡❛rs ♦♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s❝❛❧❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥❡ ♠❛② q✉❡st✐♦♥
✐ts ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❝❤ ♣r♦❜❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♥❡❛r
♥✉❝❧❡✐✱ s✉❝❤ ❛s ◆▼❘ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣r❛❞✐❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ▼öss❜❛✉❡r ✐s♦♠❡r s❤✐❢ts✱
❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣r❡❛t s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❋♦r s✉❝❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣r♦♣❡r
♣✐❝t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡s✉❧ts ❛t t❤❡ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❧❡✈❡❧✱ ❛s
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ♦✉r r❡❝❡♥t st✉❞② ♦❢ t❤❡ ▼öss❜❛✉❡r ✐s♦♠❡r s❤✐❢ts ♦❢ ♠❡r❝✉r② ✢✉♦r✐❞❡s ❬✶✷✼❪✳

■❱✳ ◆❯▼❊❘■❈❆▲ ❊❳❆▼P▲❊

■t ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠✐♥✐✲r❡✈✐❡✇ t♦ ❢✉r♥✐s❤ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧✲
t♦♥✐❛♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✜rst ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ✈❛r✐♦✉s
❢❡❛t✉r❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t ■ ❣✐✈❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ■ ♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡r❝✉r② ❛t♦♠ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❍❛rtr❡❡✲❋♦❝❦
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s✳ ❆❧❧ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐r❛❝ ❝♦❞❡ ❬✾❪ ✇✐t❤
✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❜❛s✐s s❡ts✱ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s✳
❖✉r r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❉✐r❛❝✲❈♦✉❧♦♠❜ ✭❉❈✮ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❜✉t ■ ❛❧s♦ ❞✐s♣❧❛②
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❉✐r❛❝✲❈♦✉❧♦♠❜✲●❛✉♥t ✭❉❈●✮ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❲❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ●❛✉♥t ♦♣❡r❛t♦r ♦♥❡ ♥♦t❡s ❛♥
❛♣♣r❡❝✐❛❜❧❡ ✉♣✇❛r❞ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ❝♦r❡ ♦r❜✐t❛❧s✳ ❙♣✐♥✲♦r❜✐t s♣❧✐tt✐♥❣s ∆SO ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t
r❡❞✉❝❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ s♣✐♥✲♦t❤❡r ♦r❜✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ■■❈✱ ❙❈❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❉❈ ✭♦r ❉❈●✮ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❡①❝❧✉❞❡s ♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣② ♦r❜✐t❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱
✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✉s❡ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ▼✐tt❧❡♠❛♥ ❬✻✻❪✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ■ ■ ❛❧s♦
r❡♣♦rt r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs
Pfree ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❢r❡❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡rr♦rs ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧②
r❡❧❛①❡❞ ❉❈ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❡rr♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs PV ext ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❜❛r❡✲♥✉❝❧❡✉s ❉✐r❛❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✜❡❧❞ ✭✶✻✮✱ ❛r❡
♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ q✉✐t❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✹✲ ❛♥❞ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♣✐❝t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡✱ ♦❢ t❤❡
♠❡r❝✉r② ❛t♦♠✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❆❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐ts✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✹✲ ❛♥❞ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♣✐❝t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡✱ ♦❢ t❤❡
♠❡r❝✉r② ❛t♦♠✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❆❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ✉♥✐ts✳

❚✉r♥✐♥❣ ♥❡①t t♦ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ✇❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❳✷❈ ❍❛♠✐❧t♦✲
♥✐❛♥✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✸✹✮ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛r❡✲♥✉❝❧❡✉s ❉✐r❛❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r r❡♣r♦❞✉❝❡s t♦ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡✲❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢
t❤❡ ♣❛r❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❆s t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✇❡ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ✉♥tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ♦♣❡r❛t♦r ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤
t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥✲s❛♠❡ ♦r❜✐t ❛t♦♠✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❛♠❢✐ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬✶✷✷❪✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ■■■❉✱ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡
❝❤❛♥❣❡ ❡rr♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ♥♦t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞ ❜② ❝♦♠✲
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♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❉❈ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❜❛r❡✲♥✉❝❧❡✉s ♣r♦❥❡❝t♦rs✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❉❈✭PV ext✮

✐♥ ❚❛❜❧❡ ■✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ 1s1/2 ♦r❜✐t❛❧s t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s
q✉✐t❡ s♠❛❧❧✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ s♣✐♥✲♦r❜✐t s♣❧✐tt✐♥❣s ∆SO✳
❲❡ ♥❡①t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❧♦✇❡st✲♦r❞❡r ❉♦✉❣❧❛s✲❑r♦❧❧✲❍❡ss ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s✳ ❚❤❡ ♦♥❡✲❡❧❡❝tr♦♥

❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❈♦✉❧♦♠❜ t❡r♠ ❛♥❞ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ❛♠❢✐ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬✶✷✷❪✳ ❚❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❉♦✉❣❧❛s✲❑r♦❧❧✲❍❡ss ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❉❑❍✶ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
■■■ ❇✱ ❜② ❛ ❢r❡❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❋♦❧❞②✲❲♦✉t❤✉②s❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆s t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①❛❝t ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❢r❡❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❉✐r❛❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ t❤❡ ❉❑❍✶ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❳✷❈✭free✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❉❑❍✶ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❉❈ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❢r❡❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♦♣❡r❛t♦rs✱
❞❡♥♦t❡❞ ❉❈✭Pfree✮ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ■✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡✐♥❣ ❞✉❡ t♦ ♣✐❝t✉r❡✲❝❤❛♥❣❡ ❡rr♦rs ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ t❡r♠✳ ■t ❝❛♥
✐♥❞❡❡❞ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❜♦t❤ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s✱ ❉❑❍✶ ❛♥❞ ❉❈✭Pfree✮✱ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡
r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❢♦r ✉s❡ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❉♦✉❣❧❛s✲❑r♦❧❧✲❍❡ss ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❉❑❍✷
❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ✐t ❤❛s ❢♦✉♥❞ s✉❝❤ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✉s❡ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str②
❝♦❞❡s✳
■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❩❖❘❆ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❤❛s ❧❛r❣❡r ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ❝♦r❡ r❡❣✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❉❈✭Pfree✮ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱

❜✉t r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❉❈ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ q✉✐t❡ ✇❡❧❧ ❢♦r ♦✉t❡r ❝♦r❡ ❛♥❞ ✈❛❧❡♥❝❡ ♦r❜✐t❛❧s✳ ❚❤❡ ❩❖❘❆ ♥✉♠❜❡rs ✐♥
❚❛❜❧❡ ■ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✭✻✸✮✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡❞ ❩❖❘❆ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❞❡♥♦t❡❞
s❝❩❖❘❆ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ■✱ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❉❑❍✷ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❳✷❈ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳

❱✳ ❙❯▼▼❆❘❨ ❆◆❉ ❖❯❚▲❖❖❑

◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥②✲❡❧❡❝tr♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠✐♥✐✲r❡✈✐❡✇ ❛r❡ tr✉❧② r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣
▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♠❛♥✐❢❡st❧② ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ s✐♥❝❡ ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s s❡❝♦♥❞✲
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ❛ ✜rst✲❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢
s♣❡❝✐❛❧ t❤❡♦r② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡q✉❛❧ ❢♦♦t✐♥❣ t♦ ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐❣♥ ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡tr✐❝✳ ❆s
s✉❝❤✱ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✜❡❧❞ ✭✶✻✮ ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs t♦ ✈✐♦❧❛t❡ ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤✐s
❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲♦r❡♥t③ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② ✜①✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❢r❛♠❡ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❢❛❝t♦r ♦✛ t✐♠❡ ❜② st❛♥❞❛r❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❆ ❢✉❧❧② r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ ♠❛♥②✲❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠s ✐s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ r❡t❛r❞❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❘❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❢♦r ❝❤❡♠✐str② ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
❡✛❡❝ts ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡❛s❡ ♦❢ ✉s❡✳
❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❡①❛❝t ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ✉♥❞♦✉❜t❡❞❧② ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ♠❛❥♦r ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤ ♦❢

r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ q✉❛♥t✉♠ ❝❤❡♠✐str② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ❛❝❝✉r❛❝② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s✳ ❘❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜❛s✐s ❣✐✈❡s ❛ s♣❡❡❞✉♣
♦❢ ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t t❤❡ ❙❈❋ ❛♥❞ ✹✲✐♥❞❡① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
❜② s✉✐t❛❜❧❡ tr✐❝❦s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ❧❡✈❡❧ t♦ t❤❛t ♦❢ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱
❛t ❧❡❛st ✐♥ ❛ ❉❋❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬✶✶✷❪✳ ❆t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❈■ ❛♥❞ ❈❈ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✷✲ ❛♥❞ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐s
str✐❝t❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❧❡✈❡❧s ❡♠♣❧♦② t❤❡ ♥♦✲♣❛✐r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❡❛s✐❧② s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❡❞
❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭✸✸✮✿ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦♥❡✲ ❛♥❞ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s✱ s♦ ♦♥❝❡ t❤❡ ✹✲✐♥❞❡①
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡❞✉❝❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♦r❜✐t❛❧s ❝❛♠❡ ❢r♦♠ ❛ ✷✲ ♦r ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
❲❤❛t ✐s ❧♦st ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❡♦r② ✐s t❤❡ r❡❛❧✲s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞

❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❳✷❈ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt② ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♠❛tr✐① ❛❧❣❡❜r❛✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡
♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ ❜❛❝❦tr❛♥s❢♦r♠ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦r❜✐t❛❧s t♦ t❤❡ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ s✉❝❤ ♦❜❥❡❝ts✳ ❆♥♦t❤❡r
❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❧❡✈❡❧ ✐s t❤❛t ✇❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛♥❞ ❣r❛❞✐❡♥ts✱ s✉❝❤ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❬✶✸✵✱ ✶✸✶❪✳ ❙♦♠❡
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ◆▼❘ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥❡❣❛t✐✈❡✲
❡♥❡r❣② ♦r❜✐t❛❧s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❬✶✸✷✕✶✸✹❪✳
❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✷✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s t❤❡ ❳✷❈ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢✉rt❤❡r ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ ❡❛s❡ ♦❢

♣✐❝t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s✐♠♣❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❖♥❡
♠❛② ❛s❦ ✇❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s s✉❝❤ ❛s ❩❖❘❆ ❛♥❞ ❉❑❍✷✳ ❇♦t❤ ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦❞❡s ❛♥❞ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳ ■ ♣❡rs♦♥❛❧❧② ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❉❑❍
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝❡❛s❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❩❖❘❆ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ❜r✐❣❤t❡r ❢✉t✉r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦r❡
tr❛♥s♣❛r❡♥t ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
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❉❈● ❉❈ ❉❈✭Pfree✮ ❉❈✭PV ext✮ ❳✷❈✭Vext✮ ❉❑❍✶ ❉❑❍✷ ❩❖❘❆ s❝❩❖❘❆
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