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REMARKS  ON  A  TRIPLE  OF  -̂ CONTACT  S TRUCTURES

SH U KICH I  TAN N O

(Received June 15, 1995, revised October 16, 1995)

Abstract.  We show that any AΓ- contact 3- structure on a 7- dimensional Riemannian
manifold  is  a  Sasakian  3- structure.  By  this  we  see  that  Konishi's  construction of  a
3- Sasakian  manifold  over  a  quaternionic Kahler manifold  works  for  dimension  > 4.
We  also  study  the case of quaternionic Kahler manifolds  of negative  scalar curvature
by defining a triple of A- contact structures ofzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA nS- type.

1.  Introduction.  A  quaternionic Kahler manifold  of dimension  4r> 8  is  defined

as a Riemannian manifold  (M, g) whose holonomy group is a subgroup  of  Sp(r)Sp{\ ).
If  the  dimension  of  M  is  4r =  4,  then  the  condition  that  the  holonomy  group  is  a

subgroup  of  Sp(l)Sp(l)  = SO(4)  is  nothing  but  the  orientability  of  M.  After  the

work  of  Ward  [33],  in  1991  LeBrun  [24]  defined  a  quaternionic  Kahler  manifold  of

dimension  4  to  be  a  half- conformally  flat  Einstein  manifold  with  nonzero  scalar

curvature.  In  the  same  year,  noticing  a  property  of  a  4- dimensional  quaternionic

submanifold  of  a  quaternionic  Kahler  manifold  obtained  by  Marchiafava,  Swann

[29]  gave an analogous  definition.

On the other hand, a Riemannian manifold  (M, g) admitting a Sasakian  3- structure

is  called  a  3- Sasakian  manifold  (cf.  [9],  [10]).  In  their  papers  [8],  [9]  and  [10]

Boyer- Galicki- Mann completed the classification  of homogeneous 3- Sasakian  manifolds

and gave many examples of strongly  inhomogeneous 3- Sasakian  manifolds  among other

results.

It  is  known  that  a  complete  and  regular  3- Sasakian  manifold  has  the canonical

fibering  with  fiber  Sp(\ )  or  SO(3)  and  the  base  manifold  is  a  quaternionic  Kahler

manifold  (Ishihara  [16], etc.). Konishi  [20]  studied  the converse  (for d im M = 4r> 8) .

Now we  obtain  the following:

THEOREM  A.  Any  K- contact 3- structure {ηί9  η2,  η^}  on a 1- dimensional Riemannian

manifold  (M,  g)  is  a  Sasakian  3- structure.

By Theorem A  we  see  that Konishi's  theorem works for  dim M > 4.

Concerning  Konishi's  theorem,  if  the  scalar  curvature  of  a  quaternionic  Kahler

manifold  is  negative,  then  the  induced  3- structure  {ηu  η2,  η3, §}  on  the  principal
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5Ό (3)- bundle is a pseudo- Sasakian  one such that the signature ofzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA g  is (3, 4r) (cf.  [20]),

and the fibering can not be a Riemannian submersion. So, in §6, we define  a 3- structure

{*h> Άiτ *73> 9*}  (which we call a triple of ΛΓ- contact structures of nS- type) associated  to

a pseudo- Sasakian  3- structure  {ηu  η2,  f/3
,  g}  of  signature  (3, 4r).

Any 3- Sasakian manifold is an Einstein manifold and the scalar curvature is positive.

Contrary  to this, a Riemannian manifold  admitting a  triple of  ^- contact structures  of

nS- type  has  negative  scalar  curvature  and  may  be  considered  as  a  3- Sasakian- like

structure with  negative  scalar  curvature.

THEOREM  B.  Let  (M, g)  be  a quaternionic  Kdhler {not hyperkάhler) manifold of
dimension 4r > 4 with negative scalar curvature S. We normalize S so that S = — 16r (r +  2).

Then there exists a canonically associated principal SO(3)- bundle P(M) over (M, g) which
admits  a  triple  {ηl9  η2, ^3, g*}  of  K- contact structures of  nS- type  and  the fibering
π:  (P(M), g*)- >(M, g)  is a Riemannian submersion.

As  for  examples  of  quaternionic  Kahler  manifolds  of  negative  scalar  curvature,

see  for  example,  [3], etc.  In §7 as  examples  we  calculate  the  sectional  curvatures  of

(P(M), g)  and (P(M), g*) over a simply  connected complex 2- dimensional  space  forms

(M, g) with  constant holomorphic sectional curvature  H=S  and  —8,  respectively.

2.  -̂ contact  3- structure  and  Sasakian  3- structure.  Let  (M, η, g)  be  a  contact

Riemannian manifold  of dimension m = 2n+\  (cf.  [7], [21], [31], [32], etc.). Then we

have  structure  tensors  ξ  and φ satisfying  the following:

φξ = O ,  φ2X=  - X+η(X)ξ  ,  η(φX) = 0 ,

dη(X9 Y) =  2g(X,φY)

for  vector fields X  and  Y  on  M.  If  ξ  is  a  Killing  vector field, then  {η, g)  is  called  a

^- contact  structure. In this  case, we  have  φ= — Vξ  and Lξφ = 0. Moreover,  the Ricci

curvature  tensor  satisfies  Rj^l  = (m—l^j  and  the  sectional  curvature  for  a  2- plane

containing ξ  is  1.

Furthermore, if  the structure  tensors  of  a ^- contact structure  satisfy

then  it  is  called  a  Sasakian  structure  (cf.  [7],  etc.).  It  is  known  that  any  AΓ- contact

structure on a 3- dimensional  Riemannian manifold  is a Sasakian  structure.

Let  {ηΛ9 g}, α =  1, 2, 3, be  three ΛΓ- contact structures. Then, {ηu  η2, η3, g}  is  called

a triple of ^- contact structures, if  {ξλ,  ξ29  ξ3}  are orthonormal and  [ξ
α
, ξβ~\ = 2ξy  holds

forε(α, β, γ)= 1, where ε(α, β,γ)=  1 means that (α, β, y) is a cyclic permutation of (1, 2, 3).

In  this case we have  ξΛ = φβξγ=  - φγξβ  and ηa = ηβφy=   - ηγφβ  for  ε(α, β,  γ)=l.
Furthermore,  a  triple  of  A -̂ contact structures  {ηu  η2,  ŷ

3
, g}  is  called  a ^- contact
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3- structure,  if  the  following  is  satisfied:

(2.2)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  φa = φβφy- ξβ®ηy=   - φyφβ  + ξy($ηβ  9  ε
(

α ?
 β9 y) = \  .

A  AΓ- contact  3- structure  is  called  a  Sasakian  3- structure,  if  each  {ηa, g)  is  a  Sasakian

structure.  A  Riemannian manifold  admitting  a  A -̂ contact  (or  Sasakian)  3- structure  is

of dimension m = 4r +  3. A Riemannian manifold (M, g) admitting a Sasakian  3- structure

is called a 3- Sasakian  manifold  (cf.  [9], [10]). F urthermore, if g  is a pseudo- Riemannian

metric, then {ηl9  η2,  η3,  g)  is called a pseudo- A:- contact (or pseudo- Sasakian) 3- structure.

The  curvature  operator  i ? o n a  Riemannian manifold  (M, g)  is  a  linear  operator

R:  / \2M- ^/ \2M  defined  by  w = (wrs)^>Rw  = (Rijrsw
rs),  where  / \2M  denotes  the  space

of  2- forms  on  M.

Kashiwada  obtained  the  following:

PROPOSITION  2.1  (cf.  [18]).  Let  (M, ηl9  η2,  η3,  g)  be  a  3- Sasakian  manifold.

( i)  / /   is  an  Einstein  manifold  such  that  Ric~ =  2(2r + \ )g  and  S= 2( 2r + 1)

(4r  +  3).

(ii)  dηa  are  eigen 2- forms of  the  curvature operator, Rdηa  = 2dηa,  α =  1, 2, 3.

The  3- dimensional  distribution  defined  by  {ξ
l5
  ξ2,  ξ3}  on  (M, g)  admitting  a

triple  of  i^- contact  structures  is  completely  integrable  and  integral  submanifolds  are

spaces  of  constant  curvature  1.  If  one  of  τ/
α
's  is  regular,  then  {ηί9  η2,  η3,  g)  is  called

regular,  and  we  have  the  fibering  π:  (M, ηl9  η29  η3,  g)- *(M, g) = (M9 g)l{ξl9  ξ2,  ξ3}  (cf.

[31,  §11, §13]).  In  the  (local)  fibering  of  a  3- Sasakian  manifold;  π :  (M, ηl9  η2,  η39  g)^>

(M,  g)9  we  have

(2.3)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  (R(X,  Y)Z)*  =  R(X*,  Y*)Z*- Σίg(Y*>  φaZ*)φ aX*

for  vector  fields  X,  Y  and  Z  on M9  where  X*  denotes  the horizontal lift  of  X  (cf.  [31,

p.  328], ξ- term is vanishing  in Sasakian  case). N ext, let συ  be  a cross  section of  M  over

U  and  define  {ϊϋ9  Jυ,  Kv}  by  I uXx  = πφ1X*uX9  xeU,  etc. Then  we  have  I 2

υ =   - I d  and

ϊuju  = Ku=   — Jυίυ,  etc.  F urthermore, we  define  2- forms  wfv,  w$v  and  W£v,  on  U  by

w/ ^X,  F ) =  0(X,  ϊυ  Y)9  etc., where  Z  and  Y  are  vector  fields  on  U.

Translating  Kashiwada's  Proposition 2.1  to  (AT, # ), we  obtain  the  following:

PROPOSITION  2.2.  In  the  fibering  π:  (M , ηl9  η2,  η3,  g)- *(M, g)  of  a  complete  and

regular  3- Sasakian  manifold  of  dimension  4r +  3> 7 ,  we  have  the following:

( i)  (M, g)  is  an Einstein  manifold  such  that  Ric =  4(r +  2)#  and  S=  \6r(r +  2).

(ii)  The  curvature  operator  R  of(M,g)  satisfies  Rw = %rw  for  w = awfu + bw3u  +

cw£v  where a, b  and  c are  real  numbers.

PROOF ,  (i)  follows  from  [31, p.  329].  To  show  (ii), we  put  ϊu  = ψί,Ju  = ψ2

  a n d

^  =  ̂ 3  on  U.  Projecting  the relation  (2.3)  to  U we  obtain
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(2.4)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Kzxy^Kzxy- ΣlΨayzΨctwx- ψaxzΨawy- ZψixyΨtwz]  >
α

where  the components  are the ones  with  respect  to an  orthonormal  framezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  {ux},
1 < x, y, z, w<4r, and Rwzxy  = g(R(u%, u*)u*,  w*) along the section συU. Here, note that

we have ϊu  = (φ1y)  and wfu =  (φlxy),  etc. Let φa) be the components of φa with  respect

to the frame  {ax = u*, a4r+a  = ξa} along συlJ.  Since R(u*, u*)ξa = 0 by (2.1), we obtain

RwzkiΦki=RwzχyΨ3Sy =  2Ψiwz  b v
  Proposition  2.1 (ii). Next,  contracting  (2.4) with ψ**

we get RwzxyΨϊy  = 8rψiwz,  and Rwfu = 8rwfu. Similarly, we obtain the relation for wjυ
and wgv.  q.e.d

We  notice here that Proposition 2.1 is valid for pseudo- Sasakian  3- structure, and

Proposition 2.2 is valid for local  fibering of a 3- Sasakian  manifold. As is explained in

the  next  section,  Proposition 2.2 (ii) was proved  for 4r +  3 > l l  as a property  of the

quaternionic Kahler  structure by Ishihara  [17].

3.  Quaternionic Kahler  structure.  We recall  the definition  of the quaternionic

Kahler  structure  after  Ishihara  [17] (cf. [1], [2], [5], [6], [14],  etc.). Let {U} be  an

open covering of a Riemannian manifold  (M, g) of dimension 4r. We assume  that for

each  U there are almost  complex  structures  {ϊv, Jv, Kυ)  on U satisfying

(3.1)  lu^u~Ky  =  — J[jlu  ?  i^u^u =  Iu =
  ~~KuJu>  ^u^u =  Jυ=~lu^u)

(3.2)  g(X, Y) = g(ϊuX,ϊ  Jj

and for any U and V with  nonempty intersection we have

(3.3)  ϊv  = sίlϊu  + sl2Ju  +  s13Ku,

*' V = =
 ̂ 21 *U ~^~̂ 22 ̂ U~^~S'23K[j  ?

Kv  =  ̂

on  UnV,  where  suv  = (Sij) is  an  SΌ (3)- valued  function  on UnV.  So, we have  a

3- dimensional  subbundle  £f  of  End(ΓM )  and \XJ,ϊυ,Jυ^ Kυ)  is  called  an  almost

quaternionic  Kahler  structure  on  (M, g).  Furthermore, we  consider  the following

condition:

Vχ/
t/
=   2ru(X)Ju  - 2qυ{X)kυ,

(3.4)  VXJV=   - 2 ^ ( ^ ) 4  + 2pϋ(X)Kϋ,

where  /?(;, ^^ and rv  are 1- forms  on U and ̂   is a vector  field  on U. For the case of

d im M > 8, if (3.4) holds on each U, then {£/, 7^, 7^, ̂ }  is called a quaternionic Kahler

structure on (AT, # ). Here, we assume  that not all pU9 qυ  and rv  are vanishing.  If all pv,
qv  and r^ are vanishing,  then the structure  is called  hyperkahler.  We define  2- forms
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wfv,  WJVzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA and  w v̂  on  U  as  before.  Corresponding  to  if,  we  have  the  3- dimensional

bundle £f  defined  by  {U,  wfu9 WJV,  w^}  as  its covariant  form.

Two  facts  that g  of  a quaternionic Kahler manifold  (M, g)  is  an  Einstein metric

and  that  the curvature  operator  satisfies  R = (S/ 2(r+ l))Id  for  £f°  follow  from  (3.4)

under  the assumption  dim M > 8 (cf.  [17]).

Applying  the Ricci identity  to (3.4), Ishihara  [17]  obtained  the  following:

(3.5)  Rwfv = 4r(dpv  +  2qυ A rv)  ,  Rw  ̂ = Ar{dqυ +  2rυ  Apv)  ,

RWkυ  = 4r(drv +  2pυ  A qv)

for d im M = 4r> 4.

4.  Oriented  Riemannian  4- manifold.  Let  (M, g)  be  a  4- dimensional  oriented

Riemannian  manifold  and  let  U  be  an  open  set  with  orthonormal  frame  field

{w
1?
  u2, w3

, w
4
}, which is compatible with the given orientation. First we define the action

of almost complex  structures  {Ϊ U9 Jv,  Kυ)  to uγ  by  u2 = ϊuu1,  u3=Juu1  and uAr =  Kυu1.
Next we assume (3.1). Then {Ϊ U9 Jv,  Kv}  is a set of almost complex structures  satisfying

(3.1) and  (3.2). We  cover  M  by  these  {U, ϊu, JU9  Kυ}.  Let  U and  V be  two  such open

sets  with  nonempty  intersection.  Let pe  Ur\  V and  let  Y  be  a  unit  vector  at p.  Then

{ϊγ  Y, Jv  Y, Kv  Y}  is expressed  by  [ϊ υ  Y, Jυ  Y, KυY)  using  an element (jy)  of SO(3). By

the algebraic  relations  satisfied  by  ϊv,  Jv,  , Kv,  we can verify  that they  satisfy  (3.3)

on  ί/n V. So we have  a 3- dimensional  subbundle  Sf  of  End(ΓM). Next we  show  (3.4)

on  U. Let C={x(t);  0 < i < ^ }  be an integral  curve  of X  passing  through a point p  of

£/, x(0) =p.  By τt for  t (0 < t < tx)  we denote the parallel  translation from p  to x(t)  along

C. We fix a unit tangent vector  Y at p and define  / ^ by  / ^ 7 =  τ
r
~

1 ϊv(x(t))τt  Y. Then we

have  the  relation  as  (3.3)  with  respect  to  {Pv, J
ι

υ,  Ky}  and  {ϊv,  Jv,  Kυ)  at  p.  So,

differentiating  these  with  respect  to  t  we  have  (3.4).  The  above  means  that  any  4-

dimensional oriented Riemannian manifold  is an almost quaternionic Kahler  manifold

satisfying  (3.4).

Let / \2M=/ \ 2+M(B/ \ 2- M  be the decomposition of  the space  / \2M  by  the Hodge

star  operator  *.  Since  the  Weyl  conformal  curvature  tensor  WeEnd(/ \2M)  leaves

/ \ 2+M   and  / \2- M  invariant,  we  have  the  decomposition  W=W+  + W~.  If  W+
  = 0

(W~ = 0, resp.), (M, g)  is called  anti- self- dual  (self- dual,  resp.).

Let  {θ1, θ2, θ3, 04
}  be  the  dual  coframe  of  {ul9  w

2
 =  /

c/
w

1
, u3 =  jvuu  uAr =  Kυu1).

Then  we  obtain  wfv  =  - ( θ 1 Aθ2  +  θ3Aθ
4
),  WJV =—(Θ1AΘ3  — Θ2A0

4
),  and  w£v =

- (Θ1AΘ4  + Θ2AΘ3).  SO, we have  \2

+M=Γ(^ b
).

LEMMA  4.1.  Let  (M, g) be a A- dίmensional oriented Riemannian manifold.
(i)  If(M,  g)  is an anti- self- dual Einstein manifold,  then the curvature operator R

satisfies Rw = (S/ 6)wfor  any we/ \2+M=Γ(# ?b
  ).

(ii)  If  the curvature operator R  of(M,g)  satisfies Rw = λwfor  any  we/ \2+M=
^  ), then λ = S/ 6 and (M, g)  is an anti- self- dual Einstein manifold.
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PROOF.  We  putzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  G = Ric — (S/ 4)g. Then the curvature  operator R  is expressed  as

(4.1)  R

for  / \2M=/ \ 2+Mξ&/ \ 2_M,  where  ( 1/ 2) G Λ g corresponds to the cross  term of the action

of R (cf.  for  example,  [6, p. 48, p. 51]; the difference  of  the constant factor  comes  from

the  definition  of  R).  If  G = 0 and  W+
  =  0 we  obtain Rw = (S/ 6)w for  any  weΓ(^b

).

Next  we  show  (ii). By  (4.1) we  see  that  (M, g)  is  an  Einstein  manifold,  and  so  it

suffices  to  show  that  W+w=µ w  for  any  we/ \2+M  implies  W+
  =  0.  This  is  clear  by

Tr  W+
  =  0 (cf.  [11, p. 409],  [28]).  q.e.d.

By  Proposition 2.2  and  Lemma 4.1, we  obtain  the  following:

COROLLARY  4.2.  Let  (M,ηί,η2,η3,g)  be  a  complete  and  regular 3- Sasakian
manifold of  dimension 7.  Then, the base manifold (M, g)  of  the canonical fibering is an
anti- self dual Einstein manifold with S =  48.

By Corollary 4.2 and after  LeBrun- Swann, we define  a 4- dimensional quaternionic

Kahler manifold  as  an anti- self- dual  Einstein  manifold.

Now  we  have  the  following:  Let  (M, η1,  η2,  η3,  g)  be  a  complete  and  regular

3- Sasakian  manifold  of dimension m>Ί .  Then it is a principal Sp(l)-  or SΌ (3)- bundle

over  a quaternionic Kahler manifold  (cf.  [16], etc.).

5.  Sasakian 3- structure on  the  principal 5Ό (3)- bundle P(M).  First  we  give  the

statement  of  Konishi's  theorem adding  the 4- dimensional  case.  We  need  the case  (ii)

of  the theorem later  in §6.

THEOREM  5.1  (cf.  [20]).  Let  (M,g)  be  a  quaternionic Kahler  (not  hyperkάhler)

manifold  of  dimension 4r>4  with  nonzero scalar  curvature  S.  Then,  there  exists  a

canonically associated principal SO(3)- bundle P(M)  over (M, g);

( i)  If  S  is positive, then P(M)  admits  a Sasakian 3- structure {ηl9  η2,  rj3, §}.  Fur-

thermore, if  S=\6r(r  + 2), then  the fibering is a Riemannian submersion.

(ii)  If  S  is negative, then P(M)  admits  a pseudo- Sasakian  3- structure  {n1,η2,'ή^

g}.  In  this case, the signature of  g  is  (3, 4r)  and  the fibering  is  not  a  Riemannian sub-

mersion.

Konishi's  construction  of  a  ^- contact  3- structure  {ηi,rj 2,η3,g}  on  P(M)  works

for  d im M = 4r > 4 (under our definition  of quaternionic Kahler  structure of dimension

4).  However,  the proof  for  {ηu  η2,  η3, g)  to  be  a  Sasakian  3- structure  is  effective  for

d im M > 8.  (Note  that Konishi claims  that "(3.5)  and (3.6) lead  us  to  c
d
 =  0"  in  [19, p.

5] (as for  the notation see  [19]). This is valid for mΦ 1, i.e., d im M > 8. Moreover, (2.5)

of  [19]  is  trivial  for  d im M = 4.) Furthermore, Konishi's  proof  for  d im M > 8  is  not  so

simple. So, we give a proof  which  is simpler  and effective  for  d im M > 4 in Lemma  5.2.

As  a  preliminary  to  this  lemma  we  explain  Konishi's  construction  of  a  ^- contact

3- structure  on  P(M).
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Using the transition functionszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  {suv}  in §3 for 4r> 8 and in §4 for 4r =  4, we have

the principal S0(3)- bundle P(M) over  (M, g). We denote by so(3) the Lie algebra of

SO(3) and fix a basis {el9 e2, e3} such that [>
α
, eβ~\ = 2eγ for ε(α, β, γ)=l. Next, we define

an s0(3)- valued  1- form ωv on U by

(5.1)  ω
f7
= / ?

£7
e

1
 +  ̂

[
;e

2
 +  r

l7
e3,

using  1- forms pv, qv  and rv  on £/  in (3.4). Then, we see that there is a connection form

ω in P(M) such that σ^ω =  ω
[7
 for a certain cross- section σ^ of P{M)  over  £/  for each

U. We denote the curvature form of ω by Ω ; Ω (X, Ϋ) = dω(X,  Ϋ) +  [ω(JT), ω ( f) ] , where

X  and  ? are vector fields on P{M). By (5.1) we obtain

(5.2)

By (3.5), R = (S/ 2(r + 2))Id for r > 2 and Proposition 4.1 (i) for r =  1, we obtain

(5.3)  σ*Ω = 2θ(wίϋeί  + wSue2  + wίtue3),  θ = S/ \6r(r

Next we express  the connection form ω on P(M) as ω =  X
α
f/

α
β

α
,  and we denote the

fundamental  vector  fields  corresponding  to  ea  by  ξa, α = l , 2 , 3 .  Here,  we  have

K
α
> ζβ] = 2ζy ^

OΓ
 β(oc, >S, y)=  1. Finally we define  a (pseudo- ) Riemannian metric g on

P(M ) by

(5.4)  9 = θ

for  0>O (θ<0,  resp.).  Then  ξ
α
, α = l , 2 , 3, are unit  Killing  vector  fields on  P(M).

Furthermore,  we  have  ηa(X) = g(ξa9 X)  and  ηΛ(ξp) = g(ξa9ξβ)  = δaβ.  Denoting the

Riemannian  connection with  respect  to g  by V, we define  (l,l)- tensor  fields φa by

Φa=—¥ζa>  f o r
  α = l , 2 , 3.  Then  we  see  that  φaξa = O and φaξβ=- φβξa  = ξy  for

ε(α, β, y)=  1. Since ξ
α
 is a unit  Killing  vector  field, we have  dηa(X, Ϋ) = 2g(X, φaΫ),

α =  1, 2, 3, for vector fields X and  Ϋ on P(M ). By φ f we denote the restriction of φa

to  the horizontal  subspace  at each  point of P(M),  i.e., φa = φ% + ξy®ηβ  — ξβ®ηy  for

ε(α, β, y)= 1. Let A" and  7 be vector fields on U and A'* and Y* be their horizontal

lifts  on P(M).  By / $ we denote the horizontal lift  of ϊυ  along the cross  section συU\
that  is, (IyX*) (TuX  = (I uXx)*,   xeU.  Then, considering  the ̂ - part  of (5.3)  along συU
and using  horizontal property of the curvature  form, we obtain

(5.5)  {dη1 + 2η2 A η3)(X*9  Y*)σuX  = 2θwίv(X,  Y)x

at x e U. The left  hand side of the above  is equal to

dηdX*,  Y*)σuX  = 2g(X\  φx Y*)σuX  = 2S{X*9 φ» Y*)σuX  ,

and the right hand side is equal to 2θg(X, ϊυ  Y)x = 2g(X*9 ϊ% Y*)στjX.  Therefore we get

φ*f = ϊ% along σvU.  Similarly, we get φ2=Ju  a n c
* φ3=Kζ  along σvU.  So, we see that

</>f, φ2  and φ3  satisfy  the algebraic relations as (3.1) on P(M).  Furthermore, we obtain

Φl=   —Id- hξ
α
®^/

α
, α = l , 2, 3 and
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(5.6)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  φa = φβφγ- ξβ®ηγ=   - φyφβ  + ξγ®ηβ,  ε(α, β, y)=l .

Therefore, {ηu η2, η3, g} defines a (pseudo- ) ^- contact 3- structure  on P(M), if 0>O (if

θ<0,  resp.). Here we state  the following lemma:

LEMMA  5.2.  {ηu η2, η3, g} defines a (pseudo- )  Sasakian 3- structure on P(M).

Proof will be given after  some explanation  about Theorems A and A':

THEOREM A'.  Any pseudo- K- contact  3- structure  {ηί9 η2,7/ 3, g} of signature (3,4)

on a Ί - dimensional manifold M is a pseudo- Sasakian 3- structure.

PROOF  OF THEOREMS A AND A'.  We consider  a local  fibering of a manifold M
with  (pseudo- )  AΓ- contact  3- structure  {f/i, *h> *73> #};  π : U- +U= 0/ {ξί9 ξ2, ξ3

}.  U is

4- dimensional and admits an almost quaternionic Kahler structure {ϊϋ9 Jv, KU9 g} which

is canonically  related with  {φl9 φ2, φ3} on 0 by a cross  section and (5.4), where  0= 1

(—1,  resp.) if g is a (pseudo- , resp.)  Riemannian metric. So, the proof is completed if

Lemma 5.2 is proved.

PROOF  OF LEMMA 5.2.  It suffices  to show  (2.1), i.e.,

(5.7)  (Vvφa)V'  = ~g(V9 V')ξa- ηa{V')V,  α = l , 2 , 3 ,

for  vector fields Kand V  on P{M).  It is enough to show  (5.7) for α =  1, since the other

cases are similarly  proved.

(i)  First, we study  the case where V and V  are horizontal. In the (local) fibering

of  AΓ- contact 3- structure we have

(5- 8)  ^Y*=(SχY)*

for  vector fields X and  Y on M (cf. [31, p. 328]).  Here, we notice  that  (5.8) is valid

also for the case where θ= — 1 in (5.4). Let x0 be an arbitrary  point of P(M)  and let

σv  be a cross  section of P(M)  over  U such  that συ U  contains the trajectory  of X*
passing through x0. Let ux be a unit vector field on U and uf be its horizontal lift. We

define  an orthonormal frame field {ul9 u2, w3
, w

4
} on U by (ua+1)y  = πφa(uf)σuy,  yeU,

α =  1, 2, 3. Then we have {ϊϋ9 Jv, Kv} on U with respect to this frame field, and we have

1- forms Pv, qυ  and rv  on U. By our choice of the cross  section we obtain

and qv(X) = 0 at πxo = xosU.  Therefore,  (3.4) implies Vxϊu = 0 at xo. We put  Y=lυZ
for a vector field Z on  U. Then, the left  hand side of (5.8) is

*,   φ3Z*)ξ2

at Jc
o
, and  the first and second  terms of the right  hand side of (5.8) are
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x=~g{X*,  Z*)ξ1 +  ~g(X*, φ3Z*)ξ2- g(X*,  φ2Z*)ξ3

at x0. So, we obtain  (Vx*φ ί)Z*  = g(X*,  Z*)ξx  at x0. This is (5.7) in this  case.

(ii)  Next, we study  the case  where  V is horizontal and V  is vertical.  We have

&  V  2X* = 0. Similarly we get ( ^ i K
3
  =  0,

(iii)  Finally, we study  the case  where  V is vertical.  By Lξaξβ  = [ξa, ξβ] = 2ξv  we

have  LξaWξβ  = 2^ξy, and Lξaφβ  = 2φγ.  So, we have  VξxΦβ + φaφβ- φβφ(X  = 2φγ.  Hence,

VξacΦi = ζi®rla — ζ<x®rli   f°
Γ  <x=l 9 2, 3. Thus, we have  (5.7) at x0.  q.e.d.

6.  A triple of A>contact structures of nS- type.  Concerning the case (ii) of Theorem

5.1, it is natural to study  what  is the proper  structure of P(M)  so that the fibering is

a  Riemannian  submersion.  Let {ηl9 η2, η3}  be a  Sasakian  3- structure  on a  pseudo-

Riemannian  manifold  (M,g) of signature  (3, 4r)  modeled  on (5.4)  with  θ= — 1. We

define  a Riemannian metric g* on M by

(6.1)  g*=  - g  + 2Σηa®ηa  .

Then  ξu  ξ2  and ̂
3
 are orthonormal Killing  vector  fields  with  respect  to # *, too. We

have g*kl=  - gkl  + 2Σaξ
k

Λξ
ι

a.  Furthermore, the difference  Θ)k of the coefficients  Γ*) k and

f)k  of the Riemannian connections V* and V is given by

(6.2)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Θ i ^ j j  j
α

So, calculating  </>J=  — V*ξ
α
, we obtain

Φ:j=- φj- 2(ξiβηyJ- ξifηβJ),  ε(a,β,γ)=l.

Hence, we get ξa = φ^ξy=   — φ*ξβ  and ηa = ηβφ*=   —ηyφβ.  Furthermore, we have

(6.3)  ΦΪ=- φβΦΐ-

for  ε(α, β, y) =  l.  Each  {φ*, ξ
α
, fy

α
, gf*}  is a  Λ -̂ contact  structure.  However,  it  is not

Sasakian.  The important relation  corresponding to (2.1) is the following:

(6.4)  i  j A  J

where, denoting  ΨJk=Σ*η*j rl*k  and  Ψi

j='Σ aξ
i

βηΛ],   we have put

,  β(α, jί,   γ)= l  .

We  notice that  the restriction of Aa to the  horizontal  subspace  is vanishing.

Using  (6.2) we can calculate the  Riemannian curvature  tensor R* as
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(6.5)

R* ijk,= R%ι +  2(Ψigjk- Ψi

kgjl)- HΨiΨjk-   Ψι

kΨfl)+ 2Σ ίΦJcΦ* fl- φJιΦ
a

+  4  Σ   ίΦJk β̂jriyi- ηβiηyj)- φJι(ηβjηyk- riβkηyj)^2φJj(ηβkηyl- ηβlηyk)'].

a:ε(a,β,γ)=l

The  Ricci curvature  tensor is given by

(6.6)  R*jl = Rjl+l2gjl- \2Ψjl=- 2(2r  + 7)gfι +  S(r + 2)Ψjl,

and  the scalar  curvature  is S*= — 2(8r
2
 +  22r — 3).

D EF IN ITION .  A  triple  {ηu  η2, η3, g*} of AΓ- contact structures  is said  to be of nS-
type, if (6.3) and (6.4) are satisfied.

Since the procedure from  {ηl9  η2, η3, g) to {ηί9  η2, η3, g*} is reciprocal, for a triple

{*7i> Άiτ Άzi g*} of ̂ - contact structures of nS- type, we have a pseudo- Sasakian  3- structure

{*li>  Άn n  ̂g)  by g= - g*  +   /2Σ<xηa®η0ί. So, we have  proved  the following:

PROPOSITION  6.1.  Let  (M,g*)  be  a  (4r +  3)- dimensional  Riemannian  manifold
admitting  a triple  {ηί, η2, η$, g*}  of K- contact  structures  of nS- type,  where r>\ .   Then
the  Ricci  curvature  tensor  is given  by  R ic*=   — 2(2r +  7)gf* +  8(r +  2)Σ

α
^

α
(x)f/

α
,  and the

scalar  curvature S*= — 2(8r
2
 +  22r — 3) is negative.

PROPOSITION  6.2.  Let  (M,g*)  be  a  (4r + 3)- dimensional  complete  Riemannian
manifold  admitting  a triple {ηu  η2, η3, g*} of K- contact  structures  ofnS- type,  where  r>\ .
If* {*7i> *72J */3} ^  regular,  then  we have  a Riemannian  submersion  π : (M, g*)- +(M, g),
where (M, g) is a quaternionic Kάhler manifold  of negative scalar curvature — 16r(r +  2).

PROOF  OF THEOREM  B.  In (5.4) we have g=  — π*g + ΣΛηa®ηΛ  for  0 =  — 1. So we

have a Riemannian metric g* = π*g + Σaη(X®ηa,  and the flbering  π : (P (M ) , # *) - > (M , g)
is a Riemannian submersion.

7.  Examples and remarks.  I t is known as H itchin 's theorem that 4- dimensional

compact  quaternionic Kahler  manifolds  with  positive  scalar  curvature  are sphere  SA

and  the complex projective  space CP2
  with  respective  standard  Riemannian metric (cf.

[6],  [13], [15]). H ence, we see that any 7- dimensional complete and regular  3- Sasakian

manifold  is  either  S\  RPη
  or SU(3)/ U(l)  (cf.  [8]),  where  RPΊ

  and SU(3)/ U(l)  are

the  principal  S(9(3)- bundle P(M)  over  M=S4
  and CP2,  respectively,  and Sη

  is the

principal  S/ ?(l)- bundle  over  SA.

By  the classification  of 8- dimensional  compact quaternionic Kahler manifolds due

to  Poon  and Salamon  [25], the classification  of  11- dimensional  complete and regular

3- Sasakian  manifolds  was also  completed by Boyer- G alicki- Mann  [8].  F urthermore,

the  classification  of  homogeneous  3- Sasakian  manifolds  was  completed  also  by

Boyer- G alicki- Mann  [10] using  Wolf's  work  [34].  H ere,  it may be noticed  that the



TRIPLE OF tf- CONTACT STRUCTURES  529

spheres  S
4 r + 3

  are the only  homogeneous  3- Sasakian  manifolds  with  the canonical

fibering with  fiberzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA  Sp(l).

For  the comparison with  example ii, we explain  about  SU(3)/ U(\ )  a little.

EXAMPLE  i.  Let (CP2, J, g) be a complex  2- dimensional  projective  space  with

constant holomorphic sectional curvature H. Then the Riemannian curvature  tensor R

is  expressed as

(7.1)  Rijkl  = (HI4)lgikgβ  - gagjk  +  JikJβ  -   JnJjk

and  the Ricci  curvature  tensor  is given  by Ric = (3H/ 2)g. We normalize  the scalar

curvature S to £ =  48,  i.e., i / = 8 . With  respect  to the orientation by an  orthonormal

frame  {vί9 v2 = Jvί, v3, v4=  — Jv3} the curvature  oprator R has eigenvalues  8, 8, 8, 24,

0,0, and W+
 =  0. So, we have a quaternionic Kahler structure on (CP2, g). The sectional

curvature K(X,  Ϋ) of the 3- Sasakian  structure on the canonical principal  S0(3)- bundle

P(CP2)  over CP2
 takes all values between  - 1 and 5 (cf. [10]),  i.e.,

K(υ*,  υf) =  K(υf,  t J) =  K(υ$, υf) = K(v*, i J) =  -   1 ,

K(ϋ,ξa)=l,   for  ΰLζa,

where vf  (etc.) denotes the horizontal lift of v1 (etc.).

EXAMPLE  ii.  Let (CD2, J, g) be a complex  2- dimensional  simply  connected space

form  with  constant  holomorphic  sectional  curvature  H= — 8.  Then the  Riemannian

curvature  tensor R is expressed  as (7.1)  with H= — 8. We understand  the fibering of

the  SO(3)- bundle  P(CD2)  in two ways;  (P(CD2),  g*)- +(CD2,  g) and  (P(CD2),g)- +

(CD2,  g). By X*, Y* and Z * we denote the horizontal  lifts  of vector fields X, Y and

Z  on CD2. Then, by (2.3), (6.5) and (7.1), we obtain

R*(X*, Y*)Z*=   - ΣL§(Y*,  φaZ*)φaX*- g(X*,  φaZ*)φaY*- 2g(X*,  φaY*)
a

- 2[g(Z, Y)X- g{Z, X) Y+g(Z, JY)JX- g{Z, JX)JY

+  2g(X,JY)JZγ.

We  define an orthonormal frame  {vf, ξx},  1 <y'<4, 1 < α < 3 ,  at a point of (P(CD2), g*)

by  using  the horizontal  lifts  {vf} of {vt, v2 = Jvί, v3, v4=  —Jv3}.  In this  case we have
υ*+i   — Φ<xv*  =  ~Φtv*   for α =  1, 2, 3. Then the sectional curvature of (P(CD2),  g*)  with

a  triple of ΛΓ- contact structures of nS- type  takes all values  between  —11 and 1, i.e.,

K*{vt,   »f) =  ΛΓ  (»ί, v%) = K*{v* 2, vf> = K*{v* 2, υX)= - 5 ,

K*(v,ξx)=l,   for  ΰ±ξ.,

where the last  one holds for any ΛΓ- contact structure.
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